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Historique

* 1912 : G.D. Birkhoff tente de déemontrer le
theoreme des gquatre couleurs en étudiant le
nombre de colorations d' un graphe a I’aide de
c couleurs.

* 1932 : H. Whitney poursuit I’ éude.

* 1946 : introduction des polynomes chroma-
tiques par G.D. Birkhoff et D.C. Lewis.

*1954 et 1970: W.T. Tutte contribue a
I’ é&ude des polynomes chromatiques.

* 1968 : synthese sur les polynomes chroma-
tiques proposee par R.C. Read.

(* 1976 : méthode de K. Appel et W. Haken
pour la C4C).

* 2002 : nouvelle synthese par B. Jackson.



Définitions et notations

* G = (X, E) un graphe simple fini non orienté
a k composantes connexes et b blocs non
reduits a des points isolés.

* Une c-coloration de G est une application C
de Xdans{1, 2, ..., c} véifiant :
{x,y} OEO C(x) # C(y).

* Polyndmes chromatiques :
P(G, c¢) = nbre de c-colorations differentes de G.

* EX.
P(Kn, ¢) =c(c—-1)(c—2)....c—n +1).

P(Kn,c)=c".
*Rg. C4C/0 G planaire, P(G, 4) # 0.

* Soit e [ E. On note G + e le graphe obtenu
en goutant e dans G et Gie le graphe obtenu en
superposant les extremités de e dans G.

* P(G, c) =P(G + e, c) + P(G, ©).






Un exemple

Rappd : P(G, ¢) = P(G + g, ¢) + P(Gg, C).

P(G, ¢) = P(Ks, €) + 2 P(K4, ¢) + P(K3, €)
=c(c—-1)(c—2)(c—-3)(c—4)
+2c(c—1)(c—2)(c—3)
+c(c—1)(c—-2)
=c(c—-1)(c—2)(c?—5c+7)



Quelques propriétés géenérales
des polynomes chromatiques

* X(G) = 1 + plusgrande racine entiere de P(G, c).
[] intérét pour les racines chromatiques de G.

* S G possede g composantes connexes Ha,
Ho, ..., Hg, dors:

P(G, c) = P(H1, €) oo P(H2, C) = ... o P(Hg, C).
*S G admet Ki comme ensemble d’ articu-
lation avec q pieces H1, Ho, ..., Hg, aors:

P(Hz1, ¢) x P(H2, ¢) x ... x P(Hg, €)
P(G.0) = (o~ T)(c-2) (o +DJ*1




Résultats sur les coefficients de P(G, c)

* P(G, c) = polynOme de degré n et les signes
des coefficients de P(G, c) sont alternes.

* P(G, c) = ac"—a;c™ + a)ch? —ac 3 +
-+ (DM apgc + (-D)"a,
avecg =20 (0<1<n). Alors:

ap=1;a,=m;a,=0.

*S H est un sous-graphe de G, aors, pour
1<i<n-1a(G) =a(H).

-1
D'ou,pourl<i<sn-1:a,;=2 pn_1.

m
*ap = Y(ED™MING,J) ot NG, j) est le
j=0
nombre de sous-graphes partiels de G a i
composantes connexes et | arétes.

» Conjecture (Read, 1968) : il existe I* t. Q.
QPSS .. SAx_ 1S A 2 Ay 2 ... 2 Ay

» Conjecture (Hoggar, 1974) .



pour2<i<n-—1,a-1a. < (&)%



Distribution des racines chromatiques

* Pour tout G, pas de racine chromatique
entiere de G dans [X(G), + o.

* P(G, c) ne sannule pas et est de signe (—1)"
Sur |—oo, O[ (Tutte, 1974).

* P(G, ¢) admet un zéro dordre k en ¢ = 0
(Tutte, 1974).

*P(G, c) ne sannule pas et est de signe
(—1)"™K sur 10, 1 (Tutte, 1974).

* P(G, c) admet un zéro dordre benc =1
(Woodall, 1977).

*P(G, ¢ ne Sannule pas et est de signe
32
(=)0 sur 11, 27 [ (Jackson, 1993).
* Les racines chromatiques reelles sont denses
32
partout dans|[ 27, +oo[ (Thomassen, 1997).

* Les racines chromatiques complexes sont
denses partout dans le plan complexe (Sokal).



Résultats pour les graphes planaires G

* P(G, ¢) > 0 pour ¢ O [5, +oo| (Birkhoff et Lewis
1946).

e Conjecture: P(G, ¢) >0 pour c [ [4, +oof.

* Les racines chromatiques reelles sont denses
32
partout dans|[ 77, 3].

» Conjecture : les racines chromatiques réelles

32
sont denses partout dans|[ 27, 4].

* Les racines chromatiques complexes sont
denses partout dans le plan complexe, sauf
peut-étre dansledisque |z— 1| < 1.

* G est un arbre/ P(G, c) = ¢(c — 1)1



Résultats pour les graphes
planaires triangulés G

* P(G, ¢) ne sannule pas et est de signe (—1)"
sur |1, 2[ (Birkhoff et Lewis, 1946).

* P(G, 2) = 0.

*P(G, ¢ ne sannule pas sur ]2, o[, ou
& = 2,546 est racine de ¢c3 — 9¢2 + 29¢c — 32
(Woodall, 1992).

* B2 (ol® =nombredor ; 82=1+6 = 261819)
nN'est jamais racine, mas certains graphes
planaires triangulés ont une racine qui
s approche de 62 :

02 P(G, 62) < 8> (Tutte, 1970).



Conjectures pour les graphes planaires

* S G est triangulé et 4-connexe, alors P(G, ¢)
s annule au plus une fois sur [, 84 (Woodall).

* Pour tout € > 0, Il existe un nombre fini de
graphes G triangulés et 4-connexes tels que

P(G, c) s annule sur [, 82 — €] (Woodall).

* Pour tout € > 0O, 1l existe un nombre fini de
graphes G triangulés et 5-connexes tels que

P(G, c) s annule sur 162 + &, 3[ (wooddll).

* 9 G edt planaire et biparti, alors P(G, ¢) > 0
sur [02, +oo[ (Salaset Sokal, 2001).

* Pour r entier > 2, soit br = 2 + 2c0os(217r)
(nombres de Beraha). Pour tout r > 2 et tout
e > 0, il existe un graphe planaire triangulé
s annulant sur Jbr — €, br + €[ (Beraha, 1975).

w \ral pourb2=0,b3=1,bs=2,bs=3;

w- \/rai pour bs = B2 (Beraha, Kahane et Weiss, 1980),
pour b7 et b1 (Beraha, Kahane et Reid, 1973).



Problemes ouverts divers

1. Déterminer |’expression de P(G, c) pour
certaines familles de graphes. Exemples:

* P(Kn, ) =c(c—1)(c—2)...(c—n+]).

* P(Kn,c)=c".

* G arbre, P(G, ¢) = c(c— 1",
*P(Ch0)=(c—D"+ (-1)"(c-12).

* Soit Wh laroue an — 1 rayons (et donc a n
SOMMELS) :

P(Wh, ¢) = c(c-2)"1 + (<1)*1(c-2).
* G connexe 0 P(G, ¢) <c(c—1)™L
2. A quelle(s) condition(s) un nombre donné

peut-il ére racine dun certain polyndme
chromatique ?



* Exemple : 1 + 0 n'est jamais racine, mais les
nombres entiers pogtifs peuvent tous étre
racines chromatiques.

3. Caractéerisation des polyndmes qui sont
chromatiques ?

4. CNS pour gue deux graphes possede le
méme polyndme chromatique (Read, 1968) ?
Ex. : lesarbres.

5.G est dit chromatiqguement unique 9
PG, ¢) = P(H, ¢ O H isomorphe a G.
Caractérisation des graphes chromatiguement
uniques ?

6. Distribution des racines pour des familles de
graphes. (Résultats partiels pour les graphes
planaires, les graphes 3-connexes, les graphes
hamiltoniens, les graphes de degré maximum
borné...)



7. Liens avec d autres types de polynomes
polyndmes de flot, polynOmes caracteristiques
de matroides...
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