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MR Algorithme SCELENeE « Adversaire »
d’algorithme de requétes

7y gugm y E . . R(A7 I)

Rapport competitif pour I'algorithme A : | ¢, (A) = min R+ (1)

I = ensemble de requétes (ou instances) considérees
R(A,I) = profit lorsque I'algorithme A est appliqué a l'instance |
R*(I) = profit optimal pour 'instance |



s Exemple de resultats
. . LA .1 F_B 3 BT ar h B AW A

 Un vol avec:

— 95 places disponibles
— 3 classes de prix : 1.000€ , 750€ , 500€

« Politique qui garantit”’) au moins 63% du
revenu maximum possible :
— Protéger 15 places aux plus haut prix, et

— Protéger un total de 35 places pour les deux
plus haut prix

(donc : vendre au plus 60 places au plus bas prix)

(*) sous une Hypothese des Prix Non-décroissants



€ -
R é% Analyse : cas de 2 prix

Intuition :
* || est toujours optimal d’accepter une requéte au
plus haut prix (H)

=>L’adversaire pourra commencer avec des
requétes au plus bas prix (B)

Question :

« combien faut-il accepter de B avant de n'accepter
que des H 7?

Remarque : il faut toujours accepter la premiere requéte
(sinon I'adversaire s’arréte et le rapport compétitif est zero)



B Cas de 2 prix : le dilemme

places disponibles
BBBEB|BBBBBBBBBBBB

A cesse d’accepter B

A accepte trop peu de B
=» l'adversaire n’enverra que des B
(jusqu’a capacite)

BBBBBBBBBBBBB‘HHH‘-IHHHHHHHHHH

A accepte trop de B
=» lI'adversaire n’enverra que des H
(jusqu’a capacite) 5




Ha = . .
mao Cas de 2 prix : notations

Notations :
n nombre de places disponibles
(capacite a allouer)
fy > fg prix

r = fy/fy taux de reduction (0 <r<1)

b(r) =1/(2-r) rapport critigue (compétitif)

solution de I'equation: y=1-(1-r)y



[ﬂ%}n Cas de 2 prix : stratégie adverse

Instances speciales
- I,=nB R*(l,)=fz;n=r f;n
« I,=nB,suivisdenH R*l,)=fyn

Strategie adverse contre un algorithme deterministe A :
e envoyer n requétes B
* si A accepte moins de b(r) n requétes alors completer I, :
R(A, 1)) < f;b(r) n=Db(r) R*(l,)
* sinon completer avec |, :
R(A, 1) < fy(n— (1 =) b(r) n) = b(r) R*(l,)

Proposition:

Pour le probleme a 2 classes, aucun algorithme
déterministe n’a un rapport compétitif supérieur a b(r)
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ma Cas de 2 prix : @
[0 Algorithmes de réservation X
oon

Algorithme de réservation A(y)
» defini par la fractiony (0<y<1):

Accepter :
 toutes les requétes H

(dans la mesure des places disponibles)
e au plus yn requétes B

De facon equivalente :
« protéeger (1-Yy)n places pour les H
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Cas de 2 prix :

Algorithme de réservation

Algorithme de réservation A(y)

e Supposons yn entier:

1, :

yn

. BBEBBBBBBBBBB

B—B—B—B—B—B‘

o

R(AN, 1)) =y R*(I})

,: BBBBBBBBBBBB|BBBBBB
HHHHHHHHHHH..
RA(N), 1) = yfgn+ (1 -y)fyn =[1-( -nNy]R*(,)
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i Cas de 2 prix : rapport compétitif
[0 d’algorithme de réservation A(y)

...et pour les autres inputs | ?

Lemme :

Pour tout Algorithme de
Réservation A(y) et tout input |

R(A(Y), ') > c(y) R*(1)
ou :
c(y)=min{y,1-(1-r)y |

....
....
Lj
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ma Cas de 2 prix : rapport compétitif de
am I’algorithme de réservation A(b(r))

Théoreme :

Si b(r) n est entier alors l'algorithme A(b(r))
a un rapport compeétitif optimal b(r)

Exemples : n =90
r=75% . places protegees : 18 ; b(r) =80%

r =50% : places protegees : 30 ; b(r)=67%

r = 33% : places protegees : 36 ; b(r) =60%
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ma Cas de 2 prix : capacité discrete

Etsi b(r) n n'est pas entier ?

Soit B(r, n) =Lb(r) n] sic(b(r)n)/n)>cd br)nl/n)

| b(r)n| sinon

 C(Y)
Théoréme: | [~
Pour le probleme discret | | e <
I'algorithme A(3(r, n)) a un / \1_(1 oy
rapport compétitif optimal
parmi tous les algorithmes
(déterministes) RN

Lbrynd/n | | Torynl/n |,




e Algorithmes aleatoires

Algorithme aléatoire :
 peut utiliser des nombres aleatoires pour ses décisions

Exemple : accepter le i-eme B avec probabilite p;
chaque H avec probabilite 1

* Le revenu moyen de A' pour I'input lel est E[R(A', )]
 L’algorithme aléatoire A' est c-competitif si

E[R(A',1)] > cR*(l) pourtous les inputs lel
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ma C tion d’algorith léatoi @
e onception d’algorithme aléatoire N

Le Concepteur cherche un algorithme qui soit c-compétitif
pour le plus grand rapport ¢ possible :

C* = max min BINES, )
A lel  R*(I)

» Cette définition correspond a I'hypothese d’'un adversaire
oublieux (oblivious adversary) qui peut choisir I'input |
— en connaissant l'algorithme A'
— mais pas les réalisations de

ses variables aleatoires
(de fagon equivalente :
A' doit génerer tout I'input | avant d’observer les choix de A")
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[ﬂ%}n Algorithmes aléatoires : le principe de Yao
. . LA .1 (A . BT ar h B AW A

Observation fondamentale (Yao, 1977) :

Un algorithme aleatoire peut étre considéeré comme un
choix aléatoire parmi des algorithmes déterministes

Soient :
A I'ensemble de tous les algorithmes deterministes
P I'ensemble de toutes les distributions de probabilite sur A
A(P) I'algorithme aléatoire determineé par PP
Q I'ensemble de toutes les distributions de probabilité sur |
alors (principe de von Neuman/Yao) :

o* — max min PPLRACPLDT Q{R(A,I(Q))}
PeP el R*(I) 0eQ AcA R*(1(Q))
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ma @ Cas de 2 prlx
nm Algorlthmes aléatoires optimaux

A=
[ W BT ar A B AWl S

Théoreme :

Pour le probleme a 2 prix, le meilleur rapport
compétitif d’'un algorithme aléatoire est b(r)

Théeoreme :
Ce rapport b(r) est atteint par tout
Algorithme de Reservation aléatoire dont
I’espérance du nombre de places
protégées est 1 — b(r)
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kb Cas géneral : m classes

m classes de requétes avec prix :
1:1 = 1:2 =2 fm

/ f

Soit A=m->.

I=2..m | I —1

Théoreme :

Pour le probleme avec m classes de prix, aucun
algorithme, déterministe ou aléatoire ne peut
avoir un rapport competitif plus grand que 1/A

Exemple : f, = 1000, f, = 750, f, = 500, 1/ A ~63%
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man Gestion des prix et des réservations

Les requétes arrivent avec des prix quelconques
...lesquelles accepter ?

Théoreme :
Lorsque les prix sont entre les limites f__, et

f ., =rf.., aucun algorithme, déterministe ou
aléatoire ne peut avoir un rapport compétitif
plusgrandque 1/ (1-1Inr)

Exemples: r=3/4:1/(1-Inr)~=0,78
r=12:1/(1-Inr)=0,59
r=13:1/(1-Inr)=0,48
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ma Gestion des prix et des réservations : @
[11.4) les politiques P(p) X

Soit p un parametre satisfaisant
0 <p<l1/(1-=Inr)
Politique P(p) :
» accepter les | pn| premiéres requétes
(tant que leur prix f > f_. )
* ensuite accepter chague requéte si son prix
f>f. (1+1/(pn)ya-en-1l
ou a > pn+ 1 estle nombre de requétes de¢ja
acceptées

Remarque : le taux de refus augmente avec a
et avec p 19



ma Gestion des prix et des réservations : @
[a rapport compétitif des politiques P(p) 5%

Théoreme :

Pour tout niveau cible de performance p, satisfaisant
0 <p<1/(l-=Inr)

si la capacité satisfait

n= g(r, p)
alors le rapport compétitif de la politique P(p) est

au moins
p(1-1/(p(on+1)))

Remarques :
* |a fonction g(r, p) est assez compliquée

 |a performance de P(p) peut étre proche de la borne
supérieure 1 /(1 -Inr)quand n est suffisamment grand
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ma Oestion des prix et des réservations : 55@
[.4 propriétées des politiques P(p) N

| [ pui— memm ar » WaA@ e
Exemple :
Soitr=0,5 alors 1/(1 —Inr)~ 0,59
* pour p= 0,58 on doit avoir n > 19,002
—avecn= 20, 1-1/(p(pn+1)))=0,863
—avecn=100, (1-1/(p(pn+1)))=0,970

...mais la borne inferieure g(r, p) sur n augmente
quand p s'approche de 1/(1—1Inr)

En modifiant p on peut ajuster la garantie de performance
et le taux de refus de la politique P(p)
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m%}ﬂ Conclusion et perspectives
| [ p—— Eemm ar » WaA@ arw
« L’approche compétitive peut s’appliquer en
‘absence d’information sur la demande
* Les politiques resultantes sont raisonnables
» L’approche compéetitive peut aussi suggerer des

nouvelles classes de politiques, par exemple :

— Les methodes classiques de Gestion du Revenu pour
le transport aerien supposent souvent que les
requétes arrivent avec des prix non-décroissants

— Les politiques de type P(p) permettent des
ajustements plus dynamiques :

ajustements
orix f dynamiques
O O O
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