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INTRODUCTION

On étendra 'approche classique (par la programmation 0-1) pour le
probleme du sous-graphe bipart: aréte-mazrimum aux problémes

suivants :

1) Forét induite aréte-maximum

)

2) Sous-graphe biparti induit aréte-maximum

3) Sous-graphe biparti complet (biclique) aréte-maximum
)

4) Sous-graphe multiparti complet aréte-maximum




INTRODUCTION

Ceci permet de montrer que les problémes suivants dans G = (V, F) :

e Recouvrement de E par un minimum de bicliques de G

e Recouvrement de £ par un minimum des multipartis complets de G

se modélisent comme un probléme de

e Coloration d’'un graphe sur E si GG est un graphe particulier

e Coloration d’un hypergraphe sur £ quand G est quelconque




INTRODUCTION

Pour finir on étendra aussi I’approche classique pour le biparti
maximum au probléme de la coloration de graphe ou
d’hypergraphe.




APPROCHE CLASSIQUE DU BIPARTI MAXIMUM DE G = (V, E)

[ min z(F) s.c.
T(H) = ¢ r €{0,1}*
\ z(C) >1 pour C € C

ot H = (FE,C) est 'hypergraphe des cycles impairs de G.

Probléme de séparation associé :

Soit x : B — R,. Déterminer C' € C minimisant x(C').




TRANSVERSAL MIN < INDEPENDANT MAX

Une collection Z de sous-ensembles de E est un systéme
d’indépendants de E si :

e/lcZTetl'CI=1 €T Vel

C est I’ensemble des dépendants minimauz si :
e elC=C¢TI,
eCeCetC"CC=0C €eT.




1) FORET INDUITE ARETE-MAXIMUM

T :={F C E: F est contenu dans une forét induite de G}.

Exemple de dépendant minimal :




2) SOUS-GRAPHE BIPARTI INDUIT ARETE-MAXIMUM

T :={F C FE: F C un sous-graphe biparti induit de G}.

Exemple de dépendant minimal :




3) BICLIQUE ARETE-MAXIMUM

7 :={F C E: F C un sous-graphe biparti complet de G}.

Exemple de dépendant minimal :
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4) SOUS-GRAPHE MULTIPARTI COMPLET ARETE-MAXIMUM

7 :={F C E: F C un sous-graphe multiparti complet de G}.

Exemple de dépendant minimal :
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RESULTATS

e Caractérisation compléte des dépendants minimaux,

e Algorithme polynomial de séparation (i.e. résolution du

probléme du dépendant de colit minimum).
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COLORATION ET RECOUVREMENT

Déterminer un recouvrement de £ par un minimum de

sous-graphes multipartis complets de G = (V, E)

0

Déterminer une partition minimum de E par des indépendants du

systéme Z = {F C F : F C un sous-graphe multiparti complet de G}

0

Déterminer une coloration minimum de 'hypergraphe H = (F,C),

ou C est 'ensemble des dépendants minimaux
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CAS PARTICULIER : COLORATION DE GRAPHE

Soit C ’ensemble des dépendants minimaux du systéme
7 ={F C E: F C un sous-graphe multiparti complet de G}.

Prop. |C| =2, VC € C < aucun sous-graphe induit de G n’est

A
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CAS GENERAL : COLORATION D’HYPERGRAPHE

hyperaréte de H = (F,C) < dependant minimal

Rq. Soit x : E — R. On peut déterminer une hyperaréte C de 'H

minimisant x(C') en temps polynomial.
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PARTITION MINIMUM PAR DES CLIQUES (COLORATION DE GRAPHE)

Soit G = (V,E) et F C E.

Def. F' induit une partition par des cliques (F i.p.c.) si :
(V', F") composante connexe de (V, F) = V' clique de G.

Sinon : F' non .p.c.

Rq. (i) 0 i.p.c.
(ii)) F i.p.c.et F' C F = F' i.p.c.
(iii) X¥(G) < k & 3 F i.p.c. tel que (V, F) a k comp. conn.

Prop. F non i.p.c. et, VF' C F, F' i.p.c. & F est un chemin

pseudoclique.
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CHEMIN PSEUDOCLIQUE
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NOMBRE DE COMPOSANTES CONNEXES DE (V) F') ET CARDINALITE
DE F
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FORETS INDUISANT UNE PARTITION PAR CLIQUE - TRANSVERSAL

Prop. Soit F' une forét induisant une partition par clique de G de

cardinalité maximum. Alors

X(G) + |F| = n.

Thm min-min. Soit 7 = (E,C) ot C est ensemble des chemins

pseudocliques et des cycles (cliques) de G. Alors

A

X(G)+m=n+71(H).
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MODELE EN 0-1 POUR LA COLORATION DE GRAPHE

p

Maximiser z(E) s.c.
r €{0,1}%,
(Pr) < z(C) <|C|-1, pourC €C,

)
) <|V'|—-1, pour V' CV,
) <2, pour v € V.

\

Rq. L’optimum de (Pr) est n — X(G).

Thm. La relaxation continue de (Pr) est polynomiale.

/N /N /N /N
\/\/S/

N——"
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COLORATION D’HYPERGRAPHE

Soient
e H = (V,D) un hypergraphe simple
o F={uv:u,veVu+#uv{uv} ¢ D}

Def. F C E induit une coloration (F i.c.) de H si :
(V', F") comp. conn. de (V, F') = aucune hyperaréte n’est dans V.

Prop. F non i.c. et, VF' C F, F' i.c. si et seulement si I’ est un
arbre W -Steiner ou W € D.
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FORETS ETOILEES

Prop. Soit F' une forét étoilée de cardinalité maximum qui induit

une coloration de H. On a

xX(H) + |F| =n.
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ENSEMBLE & DES ETOILES W-STEINER

ou
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Soit C ’ensemble des P, des ('3 et des étoiles W-Steiner avec W € D.

Théoréme 1. Soit H = (E,C). Alors

XH)+m=n+71(H).

avec m = |E| et n = |V|.

Théoréme 2. La relaxation continue de

[ Minimiser r(F) s.c.
(Pr) r €{0,1}¥
\ z(C) >1 pour C € C

est polynomiale si et seulement si déterminer une hyperaréte W € D

de poids minimum est polynomial.
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Preuve du théoreme 2. Séparation des contraintes x(C') > 1 pour
Cces:
On a

ey
887 = iy e ()

avec

0, s1u=w,

co(u) =< z(uwv), siuveE,

| oo, sinon.
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