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‘1. Le probleme étudié I

Programme quadratique en 0-1 sous contraintes linéaires

( .
min ¢(z) = s2'Qu + 'z
s.c. Ax=b
(Q01) <
Alx <V
\ r e {0,1}"
¢ : n-vecteur réel () : n X n-matrice réelle
b : m-vecteur réel A : m X n-matrice réelle
b’ : r-vecteur réel A’ r X n-matrice réelle
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Applications

- Problemes de bipartition de graphe, d’affectation quadratique,

du sac-a-dos quadratique

- Domaines économiques, industriels : choix d’investissements,

gestion de portefeuilles, transport
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Méthodes de résolution exacte

[ min q(z) = 22'Qu + 'z
s.c. Ax=b
(QU1) ¢ e
Az <b
\ re{0,1}"

(1) Reformuler le probleme en un PL équivalent
(2) Utiliser la programmation quadratique convexe
(2.1) Si q(x) convexe : utilisation directe d’un solveur
(2.2) Si q¢(x) non convexe (@) 7 0) : reformuler (QQ01) en un
probleme quadratique équivalent avec un objectif convexe puis

se ramener au (2.1)
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‘ Les motivations et buts I

— Utilisation des logiciels de programmation quadratique convexe

en nombres entiers

% but : Fonction objectif du probléeme reformulé convexe

(Q01)
P REFORMULATION - CONVEXIFICATION

(P1) (P2
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‘ Les motivations et buts I

Un critere de comparaison des reformulations

Définition : Soit (Pi) et (Pj) deux reformulations de (Q01).
(Pt) est une meilleure reformulation que (Pj) si et seulement si
o (Pi) > v (PJ)
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‘ Les motivations et buts I

— Avoir le meilleur minorant possible pour le B&B
% but : Valeur optimale de la relaxation continue du

probleme reformulé maximale

01
/(Q¢ )\ REFORMULATION — CONVEXIFICATION
(P1)  (P2)
l 7= MEILLEURE REFORMULATION
(P2)
¢ RESOLUTION EXACTE (solveur)
v(QO1)
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Reformulations quadratiques convexes

n

- Hammer et Rubin (1970) : q4(x) = q(z) + S (x? — )

1=1
(Q11—|—’}/ Qin \
@y = qi1 cee Qs Y L. Qin
\ dn1 qnn—l—v)

— ’V* — _)\min(Q)
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Reformulations quadratiques convexes

- Billionnet et Elloums (2005) : q.(z) = q(x) + > u; (2% — x;)
—1

1

/ qi1 + U1 q12 o din \
0, = 421 Q22 + U2 ... q2n
=
\ Qn1 Qn2 .oo  Qnn T Un )

— u” : programmation semidéfinie
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‘2. La méthode QCR : méthode en deux phases I

QCR : Quadratic Convex Reformulation

Phase I : Reformulation de (QQ01) en un programme qua-
dratique en 0-1 équivalent avec une fonction objectif convexe

Qo () qui dépend de deux parametres « et w.

Phase II : Résolution du nouveau probléeme a 1’aide d’un

solveur quadratique convexe.
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‘QCR - Phase 1 I
‘Ajout des deux fonctions I

n

Ga(T) = ) f: YRES (f)laijj - bk)

1=1k=1

— dépendent de deux parametres o € R™*" et ©w € R”

— nulles sur ’ensemble admissible
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‘QCR - Phase 1 I
‘Reformulation I

Nouvelle fonction objectif

n

QOz,u(x) — Q(x)+zzgkzxz Zaijj — bk +Zuz (333 — xz)

i=1k=1 j=1 i=1
— Convexe ssi le hessien de q, ,(z) est SDP
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‘QCR - Phase 1 I
‘Reformulation I

( Zk:aklakl + u1 Zozklakj \
k

D QpoGE2 F U2 ... Y oGk
k k

Zaklakj Zoémakj
k k

\ Zaknakn+un)
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‘QCR - Phase 1 I
‘Calcul des o et u “optimaux” I

Deux buts : convexifier ET maximiser le minorant (relaxation

continue)

NB : convexifier g, () = q(z) + qa () + qu(x)

Ju € R™ t.q. q() + ¢, (x) convexe? OUI
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‘QCR - Phase 1 I
‘Calcul des o et u “optimaux” I

Deux buts : convexifier ET maximiser le minorant (relaxation

continue)

Propl : convexifier g, () = q(z) + qu () + qu(z)

Ju e R"  t.q. ¢(z) + qu(x) convexe? OUI
Jda € R™*" t.q. q(x) + go () convexe? NON, pas toujours
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‘QCR - Phase 1 I
‘Calcul des o et u “optimaux” I

Deux buts : convexifier ET maximiser le minorant (relaxation

continue)

Propl : convexifier ¢, () = q¢(x) + qo(x) + qu(T)

Ju e R"  t.q. ¢(z) + qu(x) convexe? OUI
Jda € R™*" t.q. q(x) + go () convexe? NON, pas toujours

Prop2 : v(Q01,,) > v(Q01,)
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Théoreme :Une solution optimale (a*, u*) peut étre obtenue en

résolvant le programme semidéfini suivant (une relaxation SDP

du probleme) :

n o n
min clx + Z Z Qin’ij
i=15=1

S.C. Xm:aiz i:1,...,n (1)<—u

mn
—bpx; + Zak;sz‘j:O v=1,...,m; k=1,---,m(2)%@72@-
g=1

(SDQO1) < Ax = b
Alx < b
|
~ 0
r X
\ r€eR" X €S,

JFRO 20




MCPlateau

Théoreme :Une solution optimale (a*, u*) peut étre obtenue en

résolvant le programme semidéfini suivant (une relaxation SDP

du probleme) :

(SDQO1) <

min

S.C.

w4 30 >0 Qi Xij

i=1j=1

Xii = x4 1=1,...,n (1) «—u

mn
—bpx; + Zaijz'j:O v=1,...,m; k=1,---,m(2)%@72@-
g=1

Ax =0
Alx < b
|
>0 Rmgq :v(SDQ01) = v(Q01ax o)
r X
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Idées de preuve :

- Utilisation de la dualité lagrangienne sur le probléme initial

auquel on ajoute des contraintes quadratiques redondantes
- Passage du probleme dualisé a un probleme SDP
- Une condition nécessaire pour que le minimum d’une fonction

quadratique sans contrainte soit fini est que le hessien soit SDP.
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‘QCR - Phase 11 I

Résolution de :

(Q01,+ ) : min {qu- o (x): Az =0, A2z <¥b', x€{0,1}"}

par un solveur
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(QP) :

man

S.C.

Exemple

—X1X2 — X1X3 — XL1TXy4 — L1y — T2Ty4 — TyTx

5
1=1

331—|—£IZ‘2+9£IZ‘3—|—9335:11
331—|—£IZ‘4§1
r € {0,1}°

v(QP) = —2
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1. Résolution du programme SDP associé

5 5
min >, >, — Xi2 —Xi13 — X14 — X15 — Xo4 — Xys5
t=15=1,j#1
S.C.
XMZCBZ ’iZl,..,5
5
—3x; + Z Xij =0 1=1,...,5
j=1
—lliﬁz—l—le —|—X12—|—9X713—|—9X715 =0 ’izl,...,5
5
Z r; = 3
1=1
I —|—332—|—9£U3—|—9£U5 =11
1 + g S 1 V(SDP) = —2.005
1zt
~ 0 v(QP) = —2
r X

QZERE),XESE,

JFRO 25




MCPlateau

1. Résolution du programme SDP associé

5) 5
min Y, >, — Xi2—X13— X4 — X15 — Xog — Xys5
t=15=1,j#1
S.C.
XMZCBZ ’iZl,..,5
5}
—3x; + Z Xij =0 1=1,...,5
Jj=1
—lliﬁz—l—le —|—X12—|—9X713—|—9X715 =0 ’izl,...,5
5}
Z r; = 3
=1
I —|—332—|—9£U3—|—9£U5 =11
1 + g S 1 V(SDP) = —2.005
1zt
~ 0 Q. — —3.27
r X
r € R°, X € S5 HR — —3.43
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1. Résolution du programme SDP associé

5 5
min Z >, — X2 — X133 — X4 — X5 — Xog — X5
1=1j5=1,j#1
S.C.
XHZCCz iZl,..,5
5
—3x; + Z Xij =0 1=1,...,5
j=1
—1133‘71—|—X@1—|-X@2—|—9X7,3—|—9XZ5 =0 ’izl,...,
5
Z r; = 3
i=1
£U1—|—332—|—9333—|—9£U5 =11
1+ x4 <1 v(SDP) = —2.005
1zt
~ 0 Q. — —3.27
r X
r € R°, X € S5 HR — —3.43
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z Z . * * *
2. Récupération des u;,af, et as,.

3.04
N 1523.18 1520.38  —1254.08 1870.78 —1253.08 N A
(8 pr— u p— J—
—280.34 —280.23  497.02  —377.56  496.02 o s

3. Résoudre le nouveau probleme reformulé (solveur) :

min y y pwzczzc]—l—ZZaklxz Zak]xj— e —I—Zu —CUZ)

xeDom
1=15=1,5+#1 1=1k=1
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Optimalité de QCR I
‘ pour 'optimisation d’une fonction quadratique I
‘SOU_S une contrainte de cardinalité I

1

(QCC) : min {q(a:) = §xtQ:I;—|—cta: L0 EXnyk}

ou Xy = {.:13 Y r,=k,x € {0,1}”}
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Théoreme :

La meilleure reformulation quadratique de (QCC') est déterminée

par QCR.

Idée de preuve :

Toutes les fonctions quadratiques nulles sur X, j s’écrivent :

(Mo + Zﬂz‘%‘) (Z%‘ - k) + >y (27 — )
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‘3. Une variante simple de QCR : La méthode EQCR I

EQCR : Eigenvalue Quadratic Convex Reformulation

™m n 2 mn
4s,u(z) = q(z) + B (S:aijj — bk) +uy (o — z)
k=1 =1

g=1

avec € R,u € R
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‘3. Une variante simple de QCR : La méthode EQCR I

95,u(r) = q(x) + 3 (S:aijj — bk) +uy (2 — )

_d
k=1 \j=1

avec € R,u e R

meilleur u pour f fixé : u* = —Apin (@)

[ BXag FXagrage - P agragn
k k k
B agrago B2 ago B agoapn
Qg = k k k
\ BX agi10gy BXagnage - - B agn )
k k k
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‘Une variante simple de QCR : La méthode EQCR I

n

(QB)(CE) — Q(CE)‘FﬁY (S:Cbijj — bk;> — Amin (QB)Z (gj? _ aj,L)

\

m
k= 1=1

43

’_>‘min

—

avec 7 € R

meilleur 3 : celui qui minimise —Apin ((3) et donc qui maximise

>\min (Qﬁ)

max {Amin(@3) : 5 € R}

JFRO 34




MCPlateau

‘Une variante simple de QCR : La méthode EQCR I

max { Amin(@3) : 6 € R} est un programme SDP dont le dual
est :

min Z ZQ’L]X’LJ A )\min(Qﬁ*)

S.C. iXm =1
(SDP) < i=1

Z > AkiAk; X =0 — [B*

— pas une relaxation SDP du probleme de départ
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‘Une variante simple de QCR : La méthode EQCR I

— Calcul du meilleur 8 avec la SDP
— Calcul heuristique d’une bonne valeur de 8 (méthode itérative)

— La qualité de la relaxation est croissante en fonction

de (3

= alternative intéressante
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‘Comparaison I
‘ des reformulations quadratiques convexes I

Qualité des bornes :

val(HR) < wal(EQCR) < wal(QCR)

Temps de pré-traitement :

CPUHR) < CPU(EQCR) < CPU(QCR)
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‘ D’autres variantes I

mn
* qu(x) = D u; (27 — x;) u € R"”
1=1
*x o(x) =0
. n o n
min ctr + >, > ngij
i=1j=1
s.c. X = x; T =1,..., n (1) «— u;k
) Ax = b
Alz < b/

MCPlateau
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‘ D’autres variantes I

mn
* qulx) = Y (aF — x;) u € R"”
1=1
2
m mn
*x o (2) = ak;jTi — by ac R
k=1 \ j=1
min  clx +i§1j§1€2isz’j
S.C. X = x; it =1,...,n (1)<—u;|<
m mn 2
ar..xt; — b =0 2) «— aF
< =1 (jgl k3™J k) )
Ax = b
Alz < b/
:ct
\ X

MCPlateau
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‘ Applications de QCR I

- problemes quadratiques avec un objectif non convexe
k-cluster
bipartition de graphe

minimisation d’échanges d’outils dans le magasin d’une machine

- problemes quadratiques avec un objectif convexe
plus court chemin probabiliste
choix d’investissements

ordonnancement sur machines paralleles
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‘ 6. Conclusions I

(Q01) :min{q(x): Az =0,A'z <V ,z€{0,1}"}

- Reformulations quadratiques convexes
o q(x) = ¢'(x) quadratique convexe Vz sol. adm.
ajout de fonctions quad. nulles sur le domaine admissible
¢ Convexifier et Obtenir un minorant obtenu par relaxation
continue le plus fin possible
¢ Récupérer les valeurs optimales d’une relaxation SDP
¢ Les intégrer ensuite dans notre reformulation

¢ Soumission a un solveur MIQP
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‘ 6. Conclusions I

(Q01) :min{q(x): Az =b,A'x <V ,z e {0,1}"}

- Reformulations quadratiques convexes
o HR (prémices) : pré-traitement rapide
o EQCR (une variante de QCR) : pré-traitement par SDP
ou méthode itérative
o val(HR) < wval(EQCR) < wval(QCR)

¢ Validations expérimentales

JFRO 43




MCPlateau

‘ Perspectives - nature des contraintes I

- Utilisation des contraintes d’inégalité

¢ une solution : pour les contraintes linéaires d’inégalité :
ajouter une variable d’écart exprimée en fonction des variables
binaires

¢ une autre approche?

- Intégrer des coupes grace aux contraintes d’inégalité

- Cas des contraintes quadratiques

JFRO 44




MCPlateau

‘ Perspectives - Objectif et Variables I

Fonction objectif :

- Trouver d’autres familles de fonctions quadratiques nulles pour
des classes de problemes (amélioration du minorant)
- Trouver toutes les familles de fonctions quadratiques nulles

pour des classes de problemes particulieres.
Variables :

- Problemes en nombres entiers

- Problemes en variables mixtes
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