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Plan

Branch and Cut and Price

Plan

• Branch and Cut and Price
• Introduction
• Proposition d’une méthodologie

• Trois cas d’études• Trois cas d’études
• Problème de tournées avec fractionnement des livraisons
• Problème de tournées avec routes multiples
• Problème du transMilenio (Bogota)
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Génération de colonnes

Branch and Cut and Price
Introduction

Génération de colonnes

Ensemble initial de colonnes Ω0

i=0

Répéter

Résoudre LP(Ωi)

ω = {colonnes retournées par le sous-problème}

Ωi+1 � Ωi ∪ ω
i � i+1

3

i+1 i

i � i+1

Tant que ω ≠∅

Algorithme de génération de colonnes

Remarque : on obtient une borne uniquement à la dernière itération 



Plans coupants

Branch and Cut and Price
Introduction

Plans coupants

Ensemble initial de coupes Ψ0

i=0

Répéter

Résoudre LP(Ψi)

ψ = {coupes retournées par les algorithmes de séparation}

Ψi+1 � Ψi ∪ ψ
i � i+1
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i+1 i

i � i+1

Tant que ψ ≠∅

Algorithme de plans coupants

Remarque : toutes les itérations fournissent une borne, on stoppe quand on veut 



Génération de colonnes et de coupes

Branch and Cut and Price
Introduction

Génération de colonnes et de coupes

Ensemble initial de colonnes Ω0

Ensemble initial de coupes Ψ0

i=0

Répéter

Résoudre MP(Ωi,Ψi)

ω = {colonnes retournées par le sous-problème}

Si CONDITION,  ψ = {coupes retournées par les algorithmes de séparation} sinon ψ ≠∅
Ωi+1 � Ωi ∪ ω
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Ωi+1 � Ωi ∪ ω
Ψi+1 � Ψi ∪ ψ
i � i+1

Tant que ω ≠∅ ou ψ ≠∅

Schéma général de génération de colonnes 
et de coupes

Remarque : le sous-problème doit être capable de gérer les coupes



Génération simultanées de colonnes et de 
coupes

Branch and Cut and Price
Introduction

coupes
Ensemble initial de colonnes Ω0

Ensemble initial de coupes Ψ0

i=0

Répéter

Résoudre PM(Ωi,Ψi)

ω = {colonnes retournées par le sous-problème}

Ωi+1 � Ωi ∪ ω
Ψ � Ψ ∪ ψ(ω)

6

Ψi+1 � Ψi ∪ ψ(ω)
i � i+1

Tant que ω ≠∅ ou ψ ≠∅

Schéma général de génération simultanée de colonnes 
et de coupes

Remarque : les coupes sont induites par les colonnes ajoutées



Exemple (problème de tournées avec 
fractionnement de la livraison)

Branch and Cut and Price
Proposition d’une méthodologie

fractionnement de la livraison)

Ajout d’une route rk :
- ajout de xk et yik
- ajout de (12) et (14)
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sélection de la route rk

quantité délivrée par rk au client vi



Génération de colonnes : raisonnement 
classique

Branch and Cut and Price
Proposition d’une méthodologie

classique

• On se place dans le cas d’une minimisation

• Résoudre MP(Ωi)
• Fournit (XR*,ZR*) et (ΠR*,YR*)

• Respectivement (variables, coût) du primal et du dual restreint• Respectivement (variables, coût) du primal et du dual restreint
• On note Z* =  Y* la borne inférieure recherchée

• ΠR* est une solution non forcément réalisable de D(Ω)
• Solution car la génération de routes ne rajoute pas de variables dans 

le dual
• Non forcément réalisable car D(Ω) est plus contraint que D(Ωi)
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Génération de colonnes : raisonnement 
classique

Branch and Cut and Price
Proposition d’une méthodologie

classique

• Sous-problème : chercher si ΠR* est réalisable pour D(Ω)
• Si oui, optimal

• Y*≥YR* car ΠR* de coût YR* est réalisable pour D(Ω)
• Y*≤YR* car D(Ω) est plus contraint que D(Ωi)

• YR*=ZR* et Y*=Z* par dualité

Y*=YR*

R R

• Si non, la contrainte violée correspond à une variable dans le 
primal, qui est ajoutée à Ωi
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En résumé : l’argument de la preuve est de disposer d’une 
solution duale à la fois réalisable et optimale (pour D(Ω))



Génération de colonnes et coupes simultanées 

Branch and Cut and Price
Proposition d’une méthodologie

• Résoudre MP(Ωi)
• Fournit (XR*,ZR*) et (ΠR*,YR*)

• Respectivement (variables, coût) du primal et du dual restreint

• ΠR* n’est pas une solution de D(Ω)
• La génération de routes rajoute des variables dans le dual• La génération de routes rajoute des variables dans le dual

• Construire une solution Π à l’aide de ΠR* pour D(Ω)
• Non nécessairement réalisable
• De même coût que ΠR* (c’est-à-dire de coût YR*)
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Génération de colonnes et coupes simultanées 

Branch and Cut and Price
Proposition d’une méthodologie

• Sous-problème : chercher si Π est réalisable pour D(Ω)
• Si oui, optimal ?

• Y*≥YR* car Π de coût YR* est réalisable pour D(Ω)
• YR*=ZR* et Y*=Z* par dualité
• Y*≤YR* ? D(Ωi) n’est pas une relaxation de D(Ω)
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Proposition de méthodologie 

Branch and Cut and Price
Proposition d’une méthodologie

• Résoudre MP(Ωi)
• Fournit (XR*,ZR*) et (ΠR*,YR*)
• Construire une solution X pour MP(Ω)

• Réalisable
• De coût ZR*• De coût ZR*
• Typiquement en complétant XR* par des 0…
• Assure Z*≤ZR* donc Y*≤YR*

• Construire une solution Π à l’aide de Π R* pour D(Ω)
• Non nécessairement réalisable
• De même coût que ΠR* (c’est-à-dire de coût YR*)
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Proposition de méthodologie 

Branch and Cut and Price
Proposition d’une méthodologie

• Sous-problème : chercher si Π est réalisable pour D(Ω)
• Si oui, optimal

• Y*≥YR* car Π de coût YR* est réalisable pour D(Ω)
• YR*=ZR* et Y*=Z* par dualité
• Z*≤ZR* (X solution réalisable de coût ZR* pour MP(Ω))

Ω

Z*=Y*=YR*= ZR*

• Si non, ajouter à Ωi une ou des routes provoquant 
l’irréalisabilité de Π
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Cas d’étude 1 : Problème de tournées avec 
fractionnement des livraisons

Branch and Cut and Price
Split Delivery VRP

fractionnement des livraisons

• Satisfaire la demande de clients avec une flotte de véhicules de 
manière à minimiser la somme des coûts de parcours sous les 
contraintes suivantes :
• chaque véhicule fait au plus une tournée ayant pour origine 

et destination finale le dépôt
• la somme des demandes des clients servis par un véhicule 

est inférieure ou égale à la capacité du véhicule

• Les clients peuvent être servis par plusieurs véhicules

14 Co-auteurs : P. Dejax, M. Gendreau, C. Gueguen



Problème maître

Branch and Cut and Price
Split Delivery VRP

Ajout d’une route rk :
- ajout de xk et yik
- ajout de (12) et (14)
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sélection de la route rk

quantité délivrée par rk au client vi



Construction de X

Branch and Cut and Price
Split Delivery VRP

Conserver les valeurs de XR*,
xk=0 et yik=0 pour rk∈Ω\Ωi
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Problème dual

Branch and Cut and Price
Split Delivery VRP
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Construction de ΠΠΠΠ

Branch and Cut and Price
Split Delivery VRP

Conserver les valeurs de ΠR*
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Valeurs de ωk et γik pour rk∈Ω\Ωi ?



Construction de ΠΠΠΠ

Branch and Cut and Price
Split Delivery VRP
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Valeurs de ωk et γik pour rk∈Ω\Ωi ?
ωk= βî
γik= βi - βî si βi ≥ βî
γik= 0 sinon



Expression du sous-problème

Branch and Cut and Price
Split Delivery VRP

• Existe-t-il une route rk∈Ω\Ωi telle que

>
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bénéfice de l’allocation optimale de la capacité 
du véhicule aux clients de la route



Cas d’étude 2 : Problème de tournées avec 
livraisons multiples et fenêtres de temps

Branch and Cut and Price
multiple VRPTW

livraisons multiples et fenêtres de temps

• Satisfaire la demande de clients avec une flotte de véhicules de 
manière à minimiser la somme des coûts de parcours sous les 
contraintes suivantes :
• chaque véhicule fait une ou plusieurs tournée ayant pour 

origine et destination finale le dépôt
• la somme des demandes des clients servis par un véhicule 

est inférieure ou égale à la capacité du véhicule
• chaque client est servi par exactement un véhicule en 

respectant la fenêtre de temps du client

21 Co-auteurs : R. Giroudeau, F. Hernandez, J.C. König, O. Naud



Problème maître

Branch and Cut and Price
multiple VRPTW

Ajout d’une route rk :
- ajout de θk
- ajout de (3)
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sélection de la route rk

hll θl + Σh≠k hlk θk ≤ hll



Construction de X

Branch and Cut and Price
multiple VRPTW

Conserver les valeurs de XR*,
θk=0 pour rk∈Ω\Ωi
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Problème dual

Branch and Cut and Price
multiple VRPTW
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Construction de ΠΠΠΠ

Branch and Cut and Price
multiple VRPTW

Conserver les valeurs de ΠR*
uniquement pour les variables λi
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Valeurs de αk pour rk∈Ωi ?
Valeurs de αk pour rk∈Ω\Ωi ?



Cas d’étude 3 : Problème de conception de 
service pour le transport urbain rapide

Branch and Cut and Price
TransMilenio

service pour le transport urbain rapide

26 Co-auteurs : A.L. Medaglia , N. Velasco, JL. Walteros



Cas d’étude 3 : Problème de conception de 
service pour le transport urbain rapide

Branch and Cut and Price
TransMilenio

service pour le transport urbain rapide

• A partir d’un réseau physique existant et connaissant des 
demandes prévisionnelles de transport
• concevoir les routes

• une route est définie par un ensemble d’arrêts planifiés le long 
d’un corridor

• en respectant les contraintes de capacité
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Problème maître

Branch and Cut and Price
TransMilenio

Ajout d’une route rk :
- ajout de xst

ij et de yk
- ajout de (3)
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sélection de la route rk

flux de passagers utilisant 
l’arc (i,j) pour aller de s à t



Branch and Cut and Price
TransMilenio
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Construction de X

Branch and Cut and Price
TransMilenio

Conserver les valeurs de XR*,
yr=0 et xij

st=0 pour rk∈R \Ri

30



Problème dual

Branch and Cut and Price
TransMilenio
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Construction de ΠΠΠΠ

Branch and Cut and Price
TransMilenio

Conserver les valeurs de ΠR*
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Valeurs de βr
ij pour r∈R \Ri ?



Construction de ΠΠΠΠ

Branch and Cut and Price
TransMilenio
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Valeurs de βr
ij pour r∈R \Ri ?

βr
ij = max(0,max(s,t)∈S×S(αi

st - αj
st)-tij)



Expression du sous-problème

Branch and Cut and Price
TransMilenio

• Existe-t-il une route r∈R \Ri telle que

>

c
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cij


