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Problèmesdeflots

VincentMousseau

Problèmesdeflots,VincentMousseau,1
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1.Réseaudetransportetflots

1.1.Réseaudetransport

•Définition:unréseaudetransportdeEàSestungraphe

G=(X,U)sansboucle,comporteuneracineuniqueE

(appeléeentréeousource)etuneantiracineuniqueS(appelée

sortieoupuit),

•àchaquearcu=(xi,xj)∈Uestassocié:

–unecapaciténotéek(u)(ouk(xi,xj)oukij)représentantla

quantitémax.dematièrepouvantcirculersuru,k(u)≥0,

–unebornenotéeb(u)(oub(xi,xj)oubij)représentantla

quantitéminimumdematièrepouvantcirculersurl’arcu,

k(u)≥b(u)≥0,

–uncoûtunitairenotéc(u)(ouc(xi,xj)oucij)représentant

lecoûtd’acheminementd’uneunitédematièresurl’arcu,

1.RéseaudetransportetflotsVincentMousseau,2
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Réseaudetransport

Remarque1:

•siGcomporteplusieursracinese1,e2,...,en,
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1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,3
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Réseaudetransport

Remarque1:

•siGcomporteplusieursracinese1,e2,...,en,onseramèneà

unréseauenajoutantàXunsommetEetàU(E,ei),

∀i=1,...,n,aveck(E,ei)=+∞,b(E,ei)=0,c(E,ei)=0.
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1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,4
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Réseaudetransport

Remarque2:

•siGn’apasderacine,
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Réseaudetransport

Remarque2:

•siGn’apasderacine,onajouteunsommetEprédécesseurde

touslessommetsxt.q.Γ
−1

(x)=∅,k(E,x)=+∞,

b(E,x)=0,c(E,x)=0.
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1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,6
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Réseaudetransport

Remarque3:

•siGcomporteplusieursantiraciness1,s2,...,sn,
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Réseaudetransport

Remarque3:

•siGcomporteplusieursantiraciness1,s2,...,sn,onseramène

àunréseauenajoutantàXunsommetSetàU(si,S),

∀i=1,...,n,aveck(si,S)=+∞,b(si,S)=0,c(si,S)=0.
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1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,8
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Réseaudetransport

Remarque4:

•siGn’apasd’antiracine,
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Réseaudetransport

Remarque4:

•siGn’apasd’antiracine,onajouteunsommetSsuccesseurde

touslessommetsxt.q.Γ(x)=∅,k(x,S)=+∞,b(x,S)=0,

c(x,S)=0.
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d

c

b

a
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[0,∞
]

[0,∞]

[0
,∞

]

[0,
∞
]

[0,∞]

[0,∞]

[0,∞
]

1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,10
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Exemple

Transportd’unproduitd’entrepôtsàdesclients

•3dépots(1,2et3),quantitéenstock:45,25et25resp.,

•4clients(a,b,cetd),demande:30,10,20et30resp.,

•Leslimitationsenmatièredetransportdeproduitd’un

entrepôtàunclientsontdéfiniespar:

abcd

11015-20

22055-

3--1010

•Questions:

Peut-onsatisfairetouteslesdemandes?Sioui,comment?

Sinoncommentlessatisfaireaumieux?

1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,11
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Modélisation

Remarques:

•X={1,2,3}∪{a,b,c,d}∪{E}∪{S},

•Ureprésente:

–lespossibilitésdetransportd’und’entrepôtàunclient,

–lesarcsajoutéspourconstituerlaracineEetl’antiracineS.

•lefluxreprésente:

–ledéstockagedeproduitsàundépôt,

–letransportdeproduitsd’undépôtàunclient,

–l’arrivéedeproduitchezunclient.

1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,12
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[0,45]

[0,25]

[0,
25

]

[0,10]

[0,1
5]

[0
,2
0
]

[0,20]

[0,5]

[0,5
]

[0,1
0]

[0,10]

[0
,3
0]

[0,10
]

[0,20]

[0,30]

︸︷︷︸︸︷︷︸︸︷︷︸

a

r

c

existenced’une

disponibilitéau

dépôti

existenced’une

liaisondépôti

clientj

existenced’une

demandechezle

clientj

f

l

u

x

quantité

dematière

provenantdu

dépôti

quantité

acheminéeparla

liaisondépôti

clientj

quantité

acheminéeau

clienti

Onnotesurchaquearcul’intervalle[b(u),k(u)]ainsiqueφ(u).

1.1.RéseaudetransportVincentMousseau,13
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1.2.Flot,flux

•Laquantitéquitransitesurchaquearcu∈Us’appelleleflux

associéà(oupassantpar)l’arcu.Onnoteφ(u),

•Definition:unflotΦdéfinisurunréseaudetransportestun

vecteurΦ=(φ1,φ2,...,φm)avecφi=φ(ui),i=1,2,...,m

vérifiantlaloideconservation(loideKirshhoff),i.e.,

∑

u∈ω−(x)φ(u)=
∑

u∈ω+(x)φ(u),

∀x∈X\{E,S}

.

.

.

x

.

.

︸︷︷︸︸︷︷︸

ω
−
(x)ω

+
(x)

1.2.Flot,fluxVincentMousseau,14
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1.2.Flot,flux

•Danscertainscasonajouteraunarc“retour”(S,E)desorte

quelaloideconservationsoitvérifiée∀x∈X,

•Unflotréalisable(oucompatible)estunflotvérifiant

b(u)≤φ(u)≤k(u),∀u∈U.

3

2

1

d

c

b

a

ES

20,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,

25
]

0,[0,10]

0,[0,1
5]

2
0
,
[0
,2
0
]

15,
[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5
]

10,[0,1
0]

10,[0,10]

15
,
[0
,3
0]

5,[0,1
0]

15,[0,20]

30,
[0,30]

Figure1:exempledeflotréalisable

1.2.Flot,fluxVincentMousseau,15
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1.2.Flot,flux

•v(Φ),lavaleurd’unflotΦreprésentelaquantitétotalede

matièrecirculantsurleréseau.Elleestdéfiniepar:

v(Φ)=
∑

u∈ω+(E)φ(u)=
∑

u∈ω−(S)φ(u)

E

1

2

SES

12

3

5

2

3
1

1

4

1

0

1

0

5

•Lecoûtd’unflotreprésentelecoûtassociéautransportde

l’ensembledelamatièresurleréseau,i.e.,

c(Φ)=
∑

u∈Uc(u).φ(u),

•silecoûtsurchaquearcdesl’exemplesestégalà1,

c(Φ1)=(2×1)+(3×1)+(1×1)+(1×1)+(4×1)=11

c(Φ2)=(1×1)+(1×1)+(5×1)+(5×1)=12

1.2.Flot,fluxVincentMousseau,16
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1.3.Coupe

•Définition:SoitA⊂X,t.q.E∈A,S/∈A.Onappellecoupe

engendréeparA(notéeω(A))l’ensembledesarcsdontune

desextrémitésappartientàAetl’autreàX\A,

•Ondistingue:
–ω

+
(A)={u∈ω(A)t.q.l’extrémitéinit.deuappartientàA},

–ω
−
(A)={u∈ω(A)t.q.l’extrémitéterm.deuappartientàA}

•Exemple:A={E,1,3}⊂X.

3

2

1

4

ES

•LacoupeengendréeparAest:
ω(A)=ω

+
(A)∪ω

−
(A)

={(e,2),(1,2),(3,s)}∪{(4,1),(4,3)}

1.3.CoupeVincentMousseau,17
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1.3.Coupe

•Définition:Onappellevaleurd’unecoupeω(A)(notée

v(ω(A)))laquantitédematièrepouvantcirculersurlesarcsde

lacoupe,i.e.,

v(ω(A))=
∑

u∈ω+(a)k(u)−
∑

u∈ω−(a)b(u)

1.3.CoupeVincentMousseau,18
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1.3.Coupe

•Exemple:A={E,1,2,a},B={E,1,b}.

3

2

1

d

c

b

a

ES

[0,45]

[0,25]

[0,
25

]

[0,10]

[0,1
5]

[0
,2
0
]

[0,20]

[0,5]

[0,5
]

[0,1
0]

[0,10]

[0
,3
0]

[0,1
0]

[0,20]

[0,30]

ω(A)=ω
+
(A)∪ω

−
(A)

={(E,3),(1,b),(1,d),(2,b),(2,c),(a,S)}∪∅

v(ω(A))=115

ω(B)=ω
+
(B)∪ω

−
(B)

={(E,2),(E,3),(1,a),(1,d),(b,S)}∪∅

v(ω(B))=90

1.3.CoupeVincentMousseau,19
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1.3.Coupe

•Chaquecoupeconstitueun“goulotd’étranglement”quilimite

lavaleurduflot.

•Théorème(relationentreflotetcoupe):soitΦunflotréalisable

quelconque,soitunensembledesommetsA⊂Xtelque

E∈A,S/∈A,ona:v(Φ)≤v(ω(A))

Interprétation:lavaleurdetoutflotestmajoréeparlavaleur

d’unecoupequelconque;ceciestvraienparticulierpourleflot

maximum,

•Lanotiondecoupecorrespondbienàl’idéedegoulet

d’étranglement.

1.3.CoupeVincentMousseau,20
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2.Différentstypesdeproblèmesdeflot

2.1.Déterminationd’unflotréalisablesurunréseaudetransport

•unflotréalisableestunflotΦvérifiantb(u)≤φ(u)≤k(u),

∀u∈Uet
∑

u∈ω−(x)φ(u)=
∑

u∈ω+(x)φ(u),∀x∈X\{E,S},

•unréseaudetransportn’admetpasnécessairementdeflot

réalisable,

•Exemple:
3

2

1

4

ES

[0,3]

[0,3
]

[1,4]

[1,2]

[1,3]

[5,7
]

[1,3]

onaφ(2,4)≥1etφ(E,2)≤3⇒φ(2,3)≤2

orφ(1,3)≤2doncφ(3,S)≤4≤b(3,S)

2.DifférentstypesdeproblèmesdeflotVincentMousseau,21
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Flotréalisablesurunréseaudetransport

•Casparticulierimportant:

sileréseaudetransportnecomporteaucuneborne

(b(u)=0,∀u∈U)alorsilexistetoujoursunflotréalisable,i.e.,

leflotnulΦ
0
t.q.φ(u)=0,∀u∈U.

2.1.Déterminationd’unflotréalisableVincentMousseau,22
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2.2.Déterminationd’unflotmaximum

•Objectif:fairetransiterdansleréseaudetransportlaplus

grandequantitédematière,

•Rechercherparmitouslesflotsréalisables,leflotΦ
∗
telque

v(Φ
∗
)soitmaximale,

•Ceproblèmepeuts’écriresouslaformed’unprogramme

linéaire:

max
∑

u∈ω+(E)φ(u)

s.c.
∑

u∈ω−(x)φ(u)=
∑

u∈ω+(x)φ(u),∀x6=E,S

b(u)≤φ(u)≤k(u),∀u∈U

φ(u)≥0

2.2.Déterminationd’unflotdevaleurmaximaleVincentMousseau,23
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2.3.Déterminationd’unflotdecoûtminimum

•Objectif:rechercherparmilesflotsd’unevaleurvdonnée,

celui(ouceux)quiminimise(nt)lecoût,

•Ceproblèmepeuts’écriresouslaformed’unprogramme

linéaire:

min
∑

u∈Uc(u).φ(u)

s.c.
∑

u∈ω−(x)φ(u)=
∑

u∈ω+(x)φ(u),∀x6=E,S

b(u)≤φ(u)≤k(u),∀u∈U
∑

u∈ω+(E)φ(u)=v

φ(u)≥0

•Casparticulier:déterminationd’unflotmaximumàcoût

minimum(v=v(Φ
∗
))

2.3.Déterminationd’unflotdecoûtminimumVincentMousseau,24
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3.Recherched’unflotdevaleurmaximale

3.1.Principegénéraldel’algorithmedeFord-Fulkerson

•Principegénéral:onpartd’unflotréalisable(flotnulsi

b(u)=0,∀u∈U)quel’onamélioreitérativement,

•Définitions:

–unarcu∈Uestditsaturésiφ(u)=k(u),

–unflotΦestditcompletsitoutcheminµdeEversS

comporteaumoinsunarcsaturé,

•Remarque:unflotnoncompletnepeutpasêtremaximum

–Φmaximum⇒Φcomplet,

–maisΦcomplet;Φmaximum,

•Construireunflotcompletlorsdelapremièreétapede

l’algorithme→onpartd’unflotcompletaulieudeΦ0,

3.Recherched’unflotdevaleurmaximaleVincentMousseau,25
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3.2.Constructiond’unflotcomplet

•Partird’unflotréalisable(flotnulsib(u)=0,∀u∈U),

•ExaminertouslescheminsdeEàSdefaçonsystématique,

•PourchaquecheminµdeEàS,fairepasserunflotégalàla

capacitérésiduelleminimaledesarcsdeµ.

•Exemple:

3

2

1

d

c

b

a

ES

[0,45]

[0,25]

[0,2
5]

[0,10]

[0,15
]

[0
,2
0]

[0,20]

[0,5]

[0,5]

[0,10]

[0,10]

[0
,3

0]

[0,10]

[0,20]

[0,30]

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,26
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

[0,45]

[0,25]

10
,[0,2

5]

[0,10]

[0,15
]

[0
,2
0]

[0,20]

[0,5]

[0,5]

10,[0,10]

[0,10]

[0
,3

0]

[0,10]

[0,20]

10,[0,30]

E→3→d→S:10

Total:10

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,27
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

[0,45]

[0,25]

10
+10

,[0,2
5]

[0,10]

[0,15
]

[0
,2
0]

[0,20]

[0,5]

[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

[0
,3

0]

[0,10]

10,[0,20]

10,[0,30]

E→3→d→S:10

E→3→c→S:10

Total:20

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,28
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

[0,45]

5,[0,25]

10
+10

,[0,2
5]

[0,10]

[0,15
]

[0
,2
0]

[0,20]

[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

[0
,3

0]

[0,10]

10+5,[0,20]

10,[0,30]

E→3→d→S:10,E→3→c→S:10

E→2→c→S:5

Total:25

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,29
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

[0,45]

5+5,[0,25]

10
+10

,[0,2
5]

[0,10]

[0,15
]

[0
,2
0]

[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

[0
,3

0]

5,[0,10]

10+5,[0,20]

10,[0,30]

E→3→d→S:10,E→3→c→S:10

E→2→c→S:5

E→2→b→S:5

Total:30

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,30
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

[0,45]

5+5+15,[0,25]

10
+10

,[0,2
5]

[0,10]

[0,15
]

[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

15
,[0

,3
0]

5,[0,10]

10+5,[0,20]

10,[0,30]

E→3→d→S:10,E→3→c→S:10

E→2→c→S:5,E→2→b→S:5

E→2→a→S:15

Total:45

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,31
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

20,[0,45]

5+5+15,[0,25]

10
+10

,[0,2
5]

[0,10]

[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

15
,[0

,3
0]

5,[0,10]

10+5,[0,20]

10+
20,[0,30]

E→3→d→S:10,E→3→c→S:10

E→2→c→S:5,E→2→b→S:5

E→2→a→S:15

E→1→d→S:20

Total:65

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,32
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

20+5,[0,45]

5+5+15,[0,25]

10
+10

,[0,2
5]

[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

15
,[0

,3
0]

5+5,[0,10]

10+5,[0,20]

10+
20,[0,30]

E→3→d→S:10,E→3→c→S:10

E→2→c→S:5,E→2→b→S:5

E→2→a→S:15,E→1→d→S:20

E→1→b→S:5

Total:70

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,33
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Constructiond’unflotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES
20+5+10,[0,45]

5+5+15,[0,25]

10
+10

,[0,2
5]

10,[0,10]

5,[0,15]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10
]

10,[0,10]

15
+
10

,[0
,3

0] 5+5,[0,10
]

10+5,[0,20]

10+
20,[0,30]

E→3→d→S:10,E→3→c→S:10

E→2→c→S:5,E→2→b→S:5

E→2→a→S:15,E→1→d→S:20

E→1→b→S:5

E→1→a→S:10

Total:80

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,34
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Flotcomplet

3

2

1

d

c

b

a

ES

35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

E→3→d→S:10,E→3→c→S:10

E→2→c→S:5,E→2→b→S:5

E→2→a→S:15,E→1→d→S:20

E→1→b→S:5,E→1→a→S:10

Total:80

3.2.Constructiond’unflotcompletVincentMousseau,35
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3.3.Améliorationd’unflotréalisable

L’algorithmedeFord-Fulkersonsedécomposeendeuxétapes:

•procéduredemarquage+procéduredechangementdeflot.

3.3.1.Procéduredemarquage

début

marquer[+]lesommetE

répéter

-sélectionnerunsommetmarquéx,

-marquer[+]toutsommetynonmarqué,
extrémitéterminaled’unarc(x,y)nonsaturé

-marquer[-]toutsommetynonmarqué,
l’extrémitéinitialed’unarc(y,x)
telqueφ(y,x)>b(y,x)

jusqu’à(aucunsommetnepeutêtremarqué)ou
(Smarqué)

siSn’estpasmarqué

alorsleflotestmaximum

sinonleflotpeutêtreamélioré

finsi

fin

3.3.Améliorationd’unflotréalisableVincentMousseau,36
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3.3.2.procéduredechangementdeflot

•Cetteprocédurenes’appliquequesiSestmarquéàl’issuede

laprocéduredemarquage.

•SoitµunechâınedeEàS.

exixi+1xjxj+1s

•Soitµ
+

l’ensemblesdesarcsdelachâınedetype(xi,xi+1)

“arcsavant”.

•Soitµ
−

l’ensemblesdesarcsdelachâınedetype(xj,xj+1)

“arcsarrière”.

•Lesarcsdeµ
+

sonttelsqu’ilestpossibled’augmenterlavaleur

dufluxassociéd’unequantitéε
+
≥0.

•Lesarcsdeµ
−

sonttelsqu’ilestpossibledediminuerlavaleur

dufluxassociéd’unequantitéε
−
≥0.

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,37
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3.3.2.procéduredechangementdeflot

•Unechâıneµestditeaméliorantesiε
+
>0etε

−
>0(cf.§3.6

pourl’identificationdetelleschâınes).

•Sionaugmentelavaleurdufluxsurlesarcsdeµ
+

etdiminue

lavaleurdufluxd’unemêmevaleursurlesarcsdeµ
−
,laloide

Kirshhoffestpréservéeenchaquesommet,

Procéduredechangementdeflot(Φ→Φ
′
):

début
ε
+
←minu∈µ+{k(u)−φ(u)}

ε
−
←minu∈µ−{φ(u)−b(u)}

ε←min{ε
+
,ε

−
}

construireΦ
′
telque

φ
′
(u)←φ(u)+ε,∀u∈µ

+

φ
′
(u)←φ(u)−ε,∀u∈µ

−

φ
′
(u)←φ(u),∀u/∈µ

réappliquerlaprocéduredemarquage
fin

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,38
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,39



IUP2MIAGE2002-03

'

&

$

%

Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,40
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

+

35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,41
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

-

+

35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,42
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

-

+

+

35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,43
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

-

+

+

+ 35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,44
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châıneaméliorante

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

-

+

+

+ 35,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15,[0,20]

5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10
]

10,[0,10]

25
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

E→1→b→2→a→S:5

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,45



IUP2MIAGE2002-03

'

&

$

%

Nouveauflot

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

35+5,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

5+5,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

15+
5,[0,20]

5-5,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10
]

10,[0,10]

25
+
5,

[0
,3

0]
10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,46
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+40,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

10,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

20,[0,20]

0,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

30
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,47



IUP2MIAGE2002-03

'

&

$

%

Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

40,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

10,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

20,[0,20]

0,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

30
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,48
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

+

40,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

10,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

20,[0,20]

0,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

30
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

Onnepeutplusmarquerdesommets,

Sn’estpasmarqué

→leflotestmaximum.

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,49
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Marquage

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

+

+

+

+

40,[0,45]

25,[0,25]

20
,[0,2

5]

10,[0,10]

10,[0,15
]

2
0
,
[0
,2
0]

20,[0,20]

0,[0,5]

5,[0,5]

10,[0,10]

10,[0,10]

30
,[0

,3
0]

10,[0,10]

15,[0,20]

30,[0,30]

Onnepeutplusmarquerdesommets,

Sn’estpasmarqué

→leflotestmaximum,v(Φ
∗
)=85.

Lacoupedevaleurminimaleestengendréeparlesous-ensembleA

dessommetsmarqués→v(ω(A
∗
))=85.

3.3.2.procéduredechangementdeflotVincentMousseau,50
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3.4.Justificationdel’algorithme

•Théorème(deFord-Fulkerson):Lavaleurd’unflotmaximum

estégaleàlavaleurd’unecoupeminimum,

•Cethéorèmetraduitlefaitquerechercherunflotmaximumest

équivalentàrechercherunecoupeminimum,

•Alafindel’algorithmedeFord-Fulkerson,soitA
∗
lessommets

marqués(E∈A
∗
,S/∈A

∗
),lacoupeω(A

∗
)estdevaleur

minimale,

•Lemme1:SoitΦunflotdéfinitsurunréseaudetransport(de

racineEetd’antiracineS),∀A⊂Xt.q.E∈A,S/∈A,ona:

v(Φ)=
∑

u∈ω+(A)

φ(u)−
∑

u∈ω−(A)

φ(u)

i.e.,“lavaleurd’unflotpeutêtredéterminéesurtoutecoupe”

3.4.Justificationdel’algorithmeVincentMousseau,51
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Preuve

•d’aprèslaloideKirshhoffona:
∑

u∈ω+(x)φ(u)=
∑

u∈ω−(x)φ(u),∀x6=E

•d’où:
∑

x∈A\{E}

∑

u∈ω+(x)φ(u)=
∑

x∈A\{E}

∑

u∈ω−(x)φ(u)

•C’est-à-dire:
∑

x∈A

∑

u∈ω+(x)φ(u)−
∑

u∈ω+(E)φ(u)=
∑

x∈A

∑

u∈ω−(x)φ(u)−
∑

u∈ω−(E)φ(u),

•or,
∑

u∈ω+(E)φ(u)=v(Φ)et
∑

u∈ω−(E)φ(u)=0

•donc,

v(Φ)=
∑

x∈A

∑

u∈ω+(x)

φ(u)−
∑

x∈A

∑

u∈ω−(x)

φ(u)

=




∑

(y,z):y∈A,z∈A

φ(y,z)+
∑

(y,z):y∈A,z/∈A

φ(y,z)





−




∑

(y,z):y/∈A,z∈A

φ(y,z)+
∑

(y,z):y/∈A,z/∈A

φ(y,z)





=
∑

u∈ω+(A)

φ(u)−
∑

u∈ω−(A)

φ(u)¤

3.4.Justificationdel’algorithmeVincentMousseau,52
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Corollaire:v(Φ)=
∑

u∈ω−(S)φ(u)

Preuve:applicationdulemme1avecA={S}¤

Lemme2(relationfondamentaleflot-coupe):

∀Φflotréalisable,∀A⊂Xt.q.E∈A,S/∈A,

ona:v(Φ)≤v(ω(A))

Preuve:

•d’aprèslelemme1ona:

v(Φ)=
∑

u∈ω+(A)φ(u)−
∑

u∈ω−(A)φ(u),

•orΦestréalisabledoncb(u)≤φ(u)≤k(u),∀u∈U,

•d’où
∑

u∈ω+(A)φ(u)≤
∑

u∈ω+(A)k(u)et

−
∑

u∈ω−(A)φ(u)≤−
∑

u∈ω−(A)b(u)

•doncv(Φ)≤
∑

u∈ω+(A)

k(u)−
∑

u∈ω−(A)

b(u)

=v(ω(A))¤

3.4.Justificationdel’algorithmeVincentMousseau,53
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Théorème:Si∃flotΦ
∗
etunecoupeengendréeparA

∗
telsque

v(Φ
∗
)=v(ω(A

∗
)),alorsΦ

∗
estdevaleurmaximaleetlacoupe

engendréeparA
∗
estdevaleurminimale.

Preuve:

•d’aprèslelemme2,∀Φ
′
unflotréalisable,ona:

v(Φ
′
)≤v(ω(A

∗
)),orv(ω(A

∗
))=v(Φ

∗
)doncv(Φ

′
)≤v(Φ

∗
).

•d’aprèslelemme2,∀A
′
⊂Xt.q.E∈A,S/∈A,ona:

v(ω(A
′
))≥v(Φ

∗
),orv(Φ

∗
)=v(ω(A

∗
))donc

v(ω(A
′
))≥v(ω(A

∗
))

•Montronsqu’ilexisteunflotΦ
∗
etunecoupeengendréeparA

∗

telsquev(Φ
∗
)=v(ω(A

∗
)),

3.4.Justificationdel’algorithmeVincentMousseau,54
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•Alafindel’algorithmedeFord-Fulerson,onobtienunflotΦff

(réalisableparconstruction)etunensembledesommets

marquésAff(avecE∈AffetS/∈Aff),

•ona:
–∀u=(x,y)∈ω

+
(Aff),usaturé(i.e.φ(u)=k(u)),sinonon

auraitpumarquer+yetdoncu=(x,y)/∈ω
+
(Aff),

–∀u=(x,y)∈ω
−
(Aff),φ(u)=b(u),sinononauraitpu

marquer-xetdoncu=(x,y)/∈ω
−
(Aff),

•d’aprèslelemme1,ona:

v(Φff)=
∑

u∈ω+(Aff)

φ(u)−
∑

u∈ω−(Aff)

φ(u)

=
∑

u∈ω+(Aff)

k(u)−
∑

u∈ω−(Aff)

b(u)

=v(ω(Aff))¤

3.4.Justificationdel’algorithmeVincentMousseau,55
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•l’algorithmedeFord-Fulkersonfournitpermetdoncde

déterminerunflotdevaleurmaximumetunecoupedevaleur

minimum,

•LapreuveduthéorèmedeFord-Fulkersonestfournitpar

l’algorithmelui-même.

3.4.Justificationdel’algorithmeVincentMousseau,56
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3.5.Convergenceetcomplexité

•Supposonsquetouteslescapacitésetbornesk(u)et

b(u),∀u∈Usontentières(nonrestrictifd’unpointdevuede

l’implémentation),

•Montronsquel’algorithmeconvergeenunnombrefinid’étapes,

–partantduflotnulΦ
0
àchaqueétapedel’algorithme(prise

encompted’unechâıneaméliorante),leflotestaugmentéd’un

valeurentière¿0

–orv(Φ
∗
)≤v(ω(A)),∀A⊂Xt.q.E∈A,S/∈A⇒ilexiste

unnombrefinidechâınesaméliorantes,

–b(u)etk(u)sontentier⇒l’algorithmeconvergeenun

nombrefinid’itérations.

3.5.Convergenceetcomplexitédel’algorithmeVincentMousseau,57
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Complexitédel’algorithmedeFord-Fulkerson,

•nombred’itérations≤v(Φ
∗
)=v(ω

+
({E})),

•àchaqueitération,onexaminetouslessommets(exceptéE),

c’est-à-diren−1sommets

•examinerunsommetconsisteàeffectuerunnombre

d’opérationproportionnelaudegrédusommet(pourtestersi

onpeutprolongerunechâıneaméliorante),

•lenombred’opérationsàeffectueràchaqueitérationestdonc

bornéparlasommedesdegrésdessommets,i.e.,2m,

•lacomplexitéestdoncdeO(m.v(Φ
∗
))ouO(m.v(ω({E}))),

•orω({E})estmajoréparn.kmax,oùkmax=maxu∈U{k(u)},

donclacomplexitéestdeO(m.n.kmax)

3.5.Convergenceetcomplexitédel’algorithmeVincentMousseau,58
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3.6.Graphed’écart

OnpeutassocieràunréseaudetransportG=(X,U)

antisymétriqueetunflotΦ,ungrapheG
e
(Φ)=(X,U

e
(Φ))appelé

graphed’écart.U
e
(Φ)estdéfinipar:

•àtoutarc(x,y)∈Utelqueb(u)<φ(u)<k(u),onassocie:

–unarc(x,y)∈U
e
(Φ)t.q.k

e
(x,y)=k(u)−φ(u)etc

e
(x,y)=c(u),

–unarc(y,x)∈U
e
(Φ)t.q.k

e
(x,y)=φ(u)−b(u)etc

e
(y,x)=−c(u),

•àtoutarc(x,y)∈Utelqueφ(u)=k(u),onassocieunarc

(y,x)∈U
e
(Φ)t.q.k

e
(x,y)=φ(u)−b(u)etc

e
(y,x)=−c(u),

•àtoutarc(x,y)∈Utelqueφ(u)=b(u),onassocieunarc

(x,y)∈U
e
(Φ)t.q.k

e
(x,y)=k(u)−φ(u)etc

e
(x,y)=c(u),

3.6.Graphed’écartVincentMousseau,59
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3.6.Graphed’écart

•DanslegrapheG
e
(Φ)=(X,U

e
(Φ)),toutcheminedeEàS

représenteunechâıneaméliorante,

•ConsidéronsleflotΦcorrespondantauflotcompletdéterminé

au§3.2.legrapheG
e
(Φ)estlesuivant.Onretrouvelachâıne

amélioranteE1b2aS

3

30

2

1

d

c

b

a

ES

[10]

[35]

[25]

[20
]

[5]

[10]

[10]

[5]
[2
0]

[15]

[5]

[5]
[5]

[10]

[10]

[2
5]

[5
]

[10]

[15]

[5]

[30]

3.6.Graphed’écartVincentMousseau,60
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ChangementdeflotavecG
e
(Φ)

•Soitµ
e
unchemindeEàSdansG

e
(Φ)etµlachâıne

correspondante(conceptnon-orienté)dansG,

•Soitδ=Minu∈µeke(u),

•OnpeutobtenirunflotréalisableΦ
′
enfaisantvarierlesflux

surlesarcsdeGcommesuit:

–∀u∈µt.q.l’arccorrespondantdansµ
e
alamême

orientation:φ
′
(u)=φ(u)+ε(ε≤δ),

–∀u∈µpourlequell’arccorrespondantdansµ
e
a

l’orientationinverse:φ
′
(u)=φ(u)−ε(ε≤δ),

–∀u/∈µ,φ
′
(u)=φ(u)
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ChangementdeflotavecG
e
(Φ)

•Φestunflot(loideKirshhoffpréservée)réalisable(ε≤δ),

•EnappliquantlaprocédureàunchemindeEàS,on

augmentelavaleurduflotΦdeε,

•Enappliquantlaprocédureàuncircuit,onnemodifiepasla

valeurduflotmaisona:c(Φ
′
)=c(Φ)+

∑

u∈µec
e
(u).ε,

•Exemple:circuit1b2a1,δ=min{10,5,10,10}=5

–ajouter5àφ(1,b),

–retirer5àφ(2,b),

–ajouter5àφ(2,a),

–retirer5àφ(1,a),
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4.Flotdecoûtminimum

•SoitunréseaudetransportG=(X,U)surlequelsontassociésà

chaquearcu∈U,b(u)(borne),k(u)(capacité)etc(u)(coût

unitaire),

•Leproblèmeconsisteàdéterminerparmilesflotsréalisablesde

valeurv,unflotdecoûtminimum,

•FormulationenProgrammationLinéaire:

min
∑

u∈Uc(u).φ(u)

s.c.
∑

u∈ω−(x)φ(u)=
∑

u∈ω+(x)φ(u),∀x6=E,S

b(u)≤φ(u)≤k(u),∀u∈U
∑

u∈ω+(E)c(u).φ(u)=v

φ(u)≥0,∀u∈U
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•LesvariablesduPLsontφ(u),∀u∈U,lesdeuxpremières

contraintesassurentqueleflotestréalisable,

•Ladernièrecontrainteassurequelesflotsconsidéréssontdevaleurv,

•Casparticulier:flotmaximumàcoûtminimumonposev=v(Φ
∗
)

dansladernièrecontrainte.
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•Théorème:Φ,unflotdevaleurv,estdecoûtminimumssi

G
e
(Φ)necontientpasdecircuitdevaleurnégativeausensdes

coûts,

•Algorithmedeconstructiond’unflotdevaleurvetdecoût

minimum:

début

construireunflotΦdevaleurvdecoûtk

répéter

-construireG
e
(Φ),

-si∃µuncircuitdevaleurkµ<0dansG
e
(Φ),

alorsconstruireΦ
′
enappliquantla

procéduredechangementdeflot

surµavecε=δ
Finsi

-leflotΦ
′
estdevaleurv

′
=vetde

coûtk
′
=k−δ.kµ

jusqu’à@µcircuitdevaleurnégativedansG
e
(Φ)

fin

4.FlotdecoûtminimumVincentMousseau,65



IUP2MIAGE2002-03

'

&

$

%

•Onpeutappliquerdifférentsalgorithmespourladétectionde

circuitsdevaleurnégative(Bellman-Kalaba,Floyd,...).

•Problème:Apartird’unflotΦdevaleurv(v<v(Φ
∗
))etde

coûtminimum,commentdéterminerunflotΦ
′
devaleurv

′
>v

etdecoûtminimum?

•Théorème:

SoitΦunflotdevaleurv(v<v(Φ
∗
))etdecoûtminimum,soit

µ
e
unchemindecoûtminimumdeEàSdansG

e
(Φ).On

obtientunflotΦ
′
devaleurv

′
>vetdecoûtminimumen

appliquantlaprocéduredechangementdeflotsurµ
e
.

•Algorithmedeconstructiond’unflotΦ
′
devaleurv

′
>vetde

coûtminimumàpartird’unflotΦdevaleurvetdecoût

minimum:
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début

-soitΦunflotdecoûtminimumparmi

lesflotsdevaleurv

-construireG
e
(Φ),

-choisirdansG
e
(Φ)uncheminµ

e
deEàS

minimalausensdescoûts

-construireΦ
′
enappliquantlaprocédurede

changementdeflotenutilisantavecε=δ

fin

•Problème:pourappliquerl’algorithme,ilfautdisposerd’un

flotdecoûtminimum.Onpeutsoitappliquerl’algorithme

précédent,soitconsidérerleflotnul.
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