Chapitre 1

Complexité des Problemes de Satisfaction de
Contraintes Booléennes

1.1. Introduction

Un probléme de satisfaction de contraintes booléennesrermppelé probleme
de satisfaisabilité, consiste, étant donné un ensemblemteaintes définies sur des
variables booléennes, a décider s'il existe une assigndéwaleurs aux variables sa-
tisfaisant toutes les contraintes (et éventuellementeérchéer une telle assignation).
Souvent une telle assignation n’existe pas et, dans cd easpiaturel de chercher une
assignation satisfaisant un nombre maximal de contraiateminimisant le nombre
de contraintes non satisfaites.

Un exemple d'un probléme de satisfaction de contrainteséennes est le pro-
bléeme connu sous le nom da® consistant a décider si une formule propositionnelle
(exprimée comme une conjonction de disjonctions) estfaat#éble ou non. &r a été
le premier probleme montiéP-complet par Cook [COO 71] et Levin [LEV 73] et est
resté depuis un probléme central dans I'étude déRalifficulté des problémes d’op-
timisation [GAR 79]. LaNP-complétude de &r assure qu’aucun algorithme pour
ce probléme ne peut étre efficace au pire cas, sous I'hypoEhghlP. Néanmoins,

il existe, en pratique, de nombreux algorithmes efficaces p&soudre le probléme
SAT.

Chapitre rédigé par Cristina®@GAN.
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Les problémes de satisfaisabilité ont des applicatiorectis en recherche opé-
rationnelle, intelligence artificielle et architecturesdgystémes. Par exemple, en re-
cherche opérationnelle, le probléme de coloration de grmygieut étre modélisé comme
une instance de /8. Pour décider si un graphe avecsommets peut étre coloré
aveck couleurs, nous considéroisx n variables booléennes,;, i = 1,...,n,

j =1,...,k olz; prend la valeur vrai si et seulement si le sommse voit at-
tribuer la couleurj. Hoos [HOO 98] a étudié I'efficacité de diverses modélisatio
du probleme de coloration de graphes comme un probléme déass#bilité quand
on applique un algorithme de recherche locale spécifiquéisstance du probléme
de satisfaisabilité obtenue. Le probléme de I'arbre denStelargement étudié en re-
cherche opérationnelle, intervient dans des applicatiensonception de réseaux et
routage. Dans [JIA 95], les auteurs ont réduit ce probléemegrobléme consistant a
trouver une assignation maximisant le nombre de contes#tsfaites. Certains pro-
bléemes d’ordonnancement ont été résolus en passant parad@isation en termes
de probléme de satisfaisabilité [CRA 94]. Tester diversepipétés de graphes ou
hypergraphes est également un probléme qui se raméne a biémeode satisfai-
sabilité. En intelligence artificielle, une applicatiortéressante est le probléme de
planification qui peut étre représenté comme un ensemblerdeaintes tel que toute
assignation satisfaisante correspond a un plan valide [K&U 92] pour une telle
modélisation). D’autres applications en intelligencéfiarélle sont : 'apprentissage
a partir d’exemples, la détermination de la cohérence dyistésne de régles d’'une
base de connaissances, la construction d’inférences denisase de connaissances.
Dans la conception de circuits électriques, on souhaitérgéement construire un cir-
cuit avec certaines fonctionnalités (décrites par unetfondooléenne) satisfaisant
diverses contraintes motivées par des considérationsaémjiques, de fiabilité ou de
disponibilité comme par exemple : minimiser le nombre degsoutilisées, minimiser
la profondeur du circuit, ou n'utiliser que certains typesbrtes.

Les problemes de satisfaisabilité ont également d’aufppscations en raison-
nement automatique, vision par ordinateur, bases de denr@mtique, conception
assistée par ordinateur. Gu, Purdom, Franco et Wah ontutatticle de synthése
[GU 97] citant de nhombreuses applications de problémes tilfasabilité (environ
250 références).

Face a un probléme de satisfaisabilité, on peut soit I'étudli point de vue théo-
rique (établir sa complexité exacte ou d’approximatiotirlzfes algorithmes qui ga-
rantissent une solution exacte ou approchée), soit le désalu point de vue pratique.
Parmi les méthodes les plus efficaces pour la résolutioigprties probléemes de sa-
tisfaisabilité citons : la recherche locale, la rechere®t, le recuit simulé. Pour plus
de détails, on pourra se reporter a [GU 97] et [GEN 99] qui pset une synthése de
la plupart des algorithmes pratiques de résolution poupieblémes de satisfaisabi-
lité.
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Dans ce chapitre, nous présentons les principaux résdiéatemplexité exacte et
d’approximation pour les problemes de satisfaisabilitérske type de fonctions boo-
Iéennes intervenant dans les contraintes. Notre but n&sstlp présenter de maniére
exhaustive tous les résultats existant dans la littérahais d’identifier les problémes
les plus étudiés et d'introduire les concepts et algorithehe base. La plupart des
problémes de satisfaisabilité sont difficiles. Il est daméiessant, a la fois du point
de vue théorique et pratique, d’identifier des cas pargcsilgui sont plus faciles.
Nous avons choisi de présenter les cas particuliers lesplgéés : les instances pla-
naires, les instances avec un nombre borné d’'occurrencelsadpie variable et les
instances denses. Plusieurs problémes d’optimisationosklieent comme un pro-
bleme de satisfaisabilité avec une contrainte globaletiaddielle sur I'ensemble des
solutions réalisables. En particulier, le problemauNBISECTION, dont la complexité
d’approximation n’est toujours pas établie, se modélisaroe un probléme de sa-
tisfaisabilité ou I'ensemble des solutions réalisabled'essemble des assignations
équilibrées (avec autant de variables fixées a 0 que a 1). ptégsntons également
quelques résultats obtenus sur les problémes de satisfisdsaous cette contrainte
globale.

Pour le lecteur souhaitant approfondir la complexité deblgmes de satisfaisabi-
lité, citons dans la littérature, la monographie de Creigitanna et Sudan [CRE 01]
ou on peut trouver les preuves de la plupart des résultatsriants dans ce domaine
et qui couvre en dehors des résultats présentés ici, daaggects comme la com-
plexité de comptage, la complexité de représentation degifms ainsi que d’autres
problémes de satisfaisabilité. Notons également I'emesed’'un compendium élec-
tronique, de Crescenzi et Kann [CRE 95b], qui regroupe legligts connus de com-
plexité d’approximation pour les problémes d’optimisati@n particulier pour les
problémes de satisfaisabilité.

Le chapitre est structuré comme suit. Dans la Section 1.2 mdtoduisons les
types de fonctions booléennes que nous allons utiliserfitiskons les probléemes de
décision et d’optimisation considérés. Dans la Sectiom@us étudions les problemes
de décision et dans la Section 1.4 les problémes de maxiariset minimisation.
Nous considérons ensuite quelques instances particuliiaeproblémes de satisfai-
sabilité : instances planaires (Section 1.5.1), densedi@®el.5.2), avec un nombre
borné d’occurrences de chaque variable (Section 1.5.3)s eésentons également
la complexité des probléemes de satisfaisabilité quandé&erble des solutions réa-
lisables est restreint aux assignations équilibrées i(@ett6). Nous cléturons notre
chapitre par une bréve conclusion (Section 1.7).

1.2. Préliminaires

Une instance d'un probléme de satisfaction de contrainte$knnes est un en-
semble den contrainte<”, . . ., C,, définies sur un ensemble devariablesr, . .., z,.
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Une contrainte”; est I'application d’une fonction booléenife: {0,1}* — {0,1} a

un sous-ensemble de variablgs, . . ., x;, olUiy, ..., i € {1,...,n}. Cette contrainte
est également notéz;, , ..., z;, ). Une assignatiom; = v;, pouri = 1,...,n, ol
v; € {0,1} satisfait la contraintg (x;, , ..., x;, ) Si et seulement sf(v;,, ..., v, ) =

1.

Un littéral est une variable; (littéral positif) ou bien sa négatiar; (littéral néga-
tif).

EXemMPLE 1.1.— Quelques exemples de fonctions booléennes utijmasiéfinir des
contraintes :

-T(x)=xa,F(x)=7

—OR¥(x1,...,m5) = Z1 V...V Z; Vxit1 V...V xp, 0Ui < k représente le
nombre de littéraux négatifs dans la disjonction

—ANDE (21, ..., @) = Tt A ... AT Azip1 A ... Ak, OUd < k représente le
nombre de littéraux négatifs dans la conjonction

—XOR:(21,...,7) = o1 © ... ® xx OU G représente I'opérateur "ou exclusif”

00=0,10=1,001=1,101=0)
—XNOR(z1,...,21) =21 @ ... ® =%,

Une contrainte peut également se représenter comme unalébmoléenne qui
peut avoir diverses formes. Une formule est sous forme rlerowajonctive (CNF) si
elle est de la formec; A... A ¢, OU chaque; est une clause disjonctive, c’est-a-dire
de laformels, V... V4, ouly,,i=1,...,psontdes littéraux. Une formule est sous
forme normale disjonctive (DNF) si elle est de la forme/ ... V ¢, ol chaque; est
une clause conjonctive, c'est-a-dire de la forfpe\. .. Ay, oUly,,i = 1,...,psont
des littéraux. Une formulé@CNF (ou kDNF) est une formule CNF (ou DNF) dont
chaque clause contient au plusittéraux.

Observons que si chaque contrainte d’'un probleme de sasibflité est repré-
sentée par une formule CNF, I'ensemble des contraintes ahiggne est lui-méme
représentable par une formule CNF correspondant a la cctigordes formules pré-
cédentes.

On distingue différents problémes de satisfaisabilit@rséé type de fonctions
booléennes utilisées pour définir les contraintes. $oiin ensemble fini de fonc-
tions booléennes. Uf-ensemble de contraintest un ensemble de contraintes qui
n'utilisent que des fonctions booléennes appartenaft Bne assignation satisfait
un F-ensemble de contraintes si et seulement si elle satidfaijue contrainte de
I'ensemble de contraintes.
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1.2.1. Problémes de satisfaction de contraintes : versions décigt optimisation

Nous définissons dans cette partie les classes de probl@measgs allons étudier.
Il s’agit des versions décision et optimisation des prolggihe satisfaisabilité.

La version de décision d'un probléme consiste a détermireer grobléeme admet
au moins une solution; sa version recherche consiste adrawmne solution s'il en
existe. La version optimisation d’'un probléme consiste @rcter une solution qui
maximise ou minimise une fonction adéquate.

DEFINITION 1.1.—Le probléme de satisfaisabilit8 AT (F) consiste & décider s'il
existe une assignation qui satisfait tirensemble de constraintes. Le probléme de
recherche associé au probleme de déciSéT (F) consiste a trouver une assignation
qui satisfait unF-ensemble de constraintes si une telle assignation existlien
répondre "non" sinon.

Dans ce chapitre nous allons voir qu’'a chaque fois qu’on Egatudre le probleme
de décision SATF) en temps polynomial, on peut également trouver une solutio
pour les instances satisfaisables et donc résoudre legonelde recherche associé en
temps polynomial.

Il est usuel de distinguer certaines variantes de SATqu chaque fonction d&
dépend d’au plus (ou d’exactemehtyariables. Ces variantes sont noté&sAT (F)
(ou ELSAT(F)).

Nous présentons ensuite quelque problémes classiquescidgodéainsi que le
probléme de satisfaisabilité SAF{ correspondant :

— SAT est le probléme consistant a décider si un ensemble de slaisgenc-
tives définies sun variables booléennes est satisfaisable. Il correspondahigme
SAT(F) ou F est I'ensemble des fonctio®R?, pourk < n.

— CoNJ est le probleme consistant a décider si un ensemble de slaosgnc-
tives définies sun variables booléennes est satisfaisable. Il correspondahigme
SAT(F) ol F est 'ensemble des fonctiod$NDf, pourk < n.

— LINZ2 est le probléme consistant a décider si un ensemble diégadinéaires
définies surn variables booléennes est satisfaisable. Il correspondrablgme
SAT(F) ol F est I'ensemble des fonctiotOR, XNOR’, pourk < n.

— 23AT est la version de & ou chaque clause disjonctive comporte au plus 2
littéraux, et il correspond & 2SAX) ou F est 'ensemble des fonctiofBR’, pour
k<.

— E3SAT est la version de & ou chaque clause disjonctive a exactement 3 litté-
raux, et il correspond a SAT@RS, OR}, OR}, OR3}).
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DEFINITION 1.2.—Le probléme de maximisatidnAx SAT (F) consiste & déterminer
une assignation qui satisfait un nombre maximum de cortgaid’'unF-ensemble de
contraintes.

Par exemple, le probleme Ak CuT, qui consiste a partitioner I'ensemble des
sommets d’un graphe en deux parties telles que le nombrétd&dont les extrémités
appartiennent a des parties différentes soit maximum gesfiarmuler comme un pro-
bléeme de type Mx SAT({XOR}) comme suit. Considérant un graptig instance
de Max CuT, on associe & chaque sommeine variabler; et & chaque arétg, j)
ded la contrainteXOR (;, ;).

DEFINITION 1.3.—Le probléme de minimisatidd IN SAT DELETION(F) consiste a
déterminer une assignation qui minimise le nombre de cort#a non satisfaites d’'un
F-ensemble de contraintes, ce qui correspond au nombre mimide contraintes a
enlever tel que les contraintes restantes sont satisfaites

MIN SAT DELETION(F) permet de modéliser naturellement certains problémes
de minimisation. Par exemple, le problésie MIN CUT dans un graphe non-orienté,
qui consiste a partitioner 'ensemble des sommets d’'untgram deux parties telles
ques ett appartiennent a des parties différentes et telles que Idrodiarétes dont
les extrémités appartiennent a des parties différentesngoimum, peut se formuler
comme un probléme de typeIMlSAT DELETION({ XNOR'} U {T, F'}) comme suit.
Considérant un graph@, instance de-t MIN CuT, on associe a chaque somniet
une variabler; et a chaque arétg, j) deG la contrainteXNOR(z;, z;). De plus on
ajoute les contrainteéB(xzs) et F'(x).

REMARQUE 1.—

1) Les problémes Mx SAT(F) et MIN SAT DELETION(F) sont clairement re-
liés. En effet, considérant une instantde Max SAT(F) avecm contraintes, une
solution optimale pour l'instancé de MAX SAT(F) de valeuropt y;azsa7(F) (1)
est également une solution optimale de linstantedu probleme MN SAT
DELETION(./T) de Va'eUI'OptA,“nSATDeletion(]:) (I): m'optMawSAT(]:) (I) Ainsi, les
complexités exactes de Ax SAT(F) et MIN SAT DELETION(F) coincident. En
revanche, les complexités d’approximation des deux probsepeuvent étre tres dif-
férentes comme nous allons le voir par la suite.

2) Dans la littérature, on définit également le probléme AT (F) qui consiste
a determiner une assignation minimisant le nombre de dotgsasatisfaites. Par
exemple, dans le compendium de Crescenzi et Kann [CRE 95ipfsobléme MN
SAT consiste a déterminer une assignation minimisant le nombérelauses satis-
faites d’un ensemble de clauses disjonctives. Observoad/iin SAT(F) est équi-
valent du point de vue exact et approximation) aNMSAT DELETION(F’), ou
F' est 'ensemble des fonctions complémentaires aux foret®s. Par exemple,
trouver une assignation qui minimise le nombre de contaisttisfaites parmi les
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contraintesxy V 9,21 V T3, x2 V x3,T1 V To est équivalent a trouver une assi-
gnation qui minimise le nombre de contraintes non satefgitarmi les contraintes
T1 A Ta,T1 A T3, T2 A T3, x1 A xo. Ainsi le probléeme MN SAT est équivalent a My
SAT DELETION(F) ou les contraintes sont des clauses conjonctives (praégpelé
dans la suite M\ CoNJ DELETION). Dans la suite, nous considérons uniquement le
probléme MN SAT DELETION(F).

1.2.2. Types de contraintes

La complexité de SATF) ainsi que les complexités exactes et d’approximation
de MAx SAT(F) et MIN SAT DELETION(F) dépendent des types des fonctions
booléennes de I'ensemhfé Dans cette partie, nous décrivons les types de fonctions
booléennes qui ont été les plus étudiées et dont nous alisoister dans la suite du
chapitre.

Une fonction booléenng est :

—0-validesi f(0,...,0) =1

—1-validesi f(1,...,1) =1

—Horn si elle peut s’exprimer comme une formule CNF ayant au pluktténal
positif dans chaque clause

—anti-Horn si elle peut s’exprimer comme une formule CNF ayant au plus un
littéral négatif dans chaque clause

— affinesi elle peut s’exprimer comme une conjonction d’équatiaméaires sur
le corp de Galoig7F'(2), c'est-a-dire comme une conjonction d'équations de type
Ty @...@Iip :OOUIjl @...@Ijq =1.

— bijonctivesi elle peut s’exprimer comme une formule 2CNF

—2-monotonesi elle peut s’exprimer comme une formule DNF de la formeA
coo Ny, OUTe, AL AT 0U (24 AL ANxi,)V (T, A... A Zg,). Remarquons
gu’une fonction 2-monotone est a la fois Horn et anti-Horn.

— fermée au complémest pour toute assignatiomon a f(v) = f(7), ouv est
I'assignation complémentaireia

On étend les notions précédentes & un enseffilole fonctions dés lors que toutes
les fonctions deF ont la propriété requise. Par exemple, si chaque fonctiof st
Horn alors I'ensembler est Horn et le probléme SAT) est appelé IBRN SAT.
Les formules Horn interviennent en intelligence artifigighour déveloper des sys-
téemes experts ou formaliser des bases de connaissaneegeititsentent également
le fondement logique de Prolog.

La notation utilisée dans la littérature pour le probléem& &A) quandF est affine
est LIN2. k-LIN2 estle probléem&SAT (F) ouF est affine et E-LIN2 est la variante
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de k-LIN2 ou chaque équation dépend exactement dariables. Une instance de
LIN2 estO-homogéenédrespectivement-homogénksi toutes ses équations linéaires
ont leur termes libres égaux a 0 (respectivement 1).

MONOTONE-SAT et MONOTONE-AKSAT sont les variantes dea$ etk SAT ol toute
clause ne contient que des littéraux positifs ou toute elagscontient que des litté-
raux négatifs.

Nous allons considérer dans ce chapitre d’autres variaiet&AT (F) :

— le probléme NAE38T est T({f}), ou f est d'arité 3 etf (x1,z2,23) = 1
et seulement si les 3 variables n’ont pas la méme valeurppécisémentf (0, 0, 0)
f(1,1,1) = 0 sinonf prend la valeur 1.

—le probléme IN3SAT est T ({g}), ou g est d'arité 3 etg(x1,x2,23) = 1
si et seulement si exactement une des 3 variables a la valgaiusl précisément,
9(1,0,0) = ¢(0,1,0) = ¢(0,0,1) = 1, sinong prend la valeur 0.

Si

REMARQUE 2.— Pour certaines variantes du probléme SAJ, ('ensemble des contraintes
peut étre représenté de facon équivalent par une formulkamien conjonction ces
contraintes. Dans les problémes d’optimisation corredpots Max SAT (F) et MIN

SAT DELETION(F), nous n'utilisons que la formulation sous forme d’un enskm

de contraintes afin de pouvoir compter le nombre de con&sgdtisfaites.

Nous présentons ensuite quelques variantes de probleomsaisation utilisées
dans la suite du chapitre :

— MAX SAT, consiste, étant donné un ensemble de clauses disjondéfiages sur
n variables booléennes, a trouver une assignation maxitesaaombre de clauses sa-
tisfaites. Max SAT correspond donc au problémeaM SAT(F) ou F est I'ensemble
des fonction©R?, pourk < n.

— MIN SAT DELETION, consiste, étant donné un ensemble de clauses disjonctives
définies sum variables booléennes, a trouver une assignation minimisarombre
de clauses non satisfaites.IMSAT DELETION correspond donc au problémeli
SAT DELETION(F) ouF est 'ensemble des fonctio®RF, pourk < n.

— MAx CoONJ, consiste, étant donné un ensemble de clauses conjondti¥ies
nies surn variables booléennes, a trouver une assignation maxitisaombre de
clauses satisfaites. Ak CoNJcorrespond donc au problémeaM SAT (F) ou F est
I'ensemble des fonctiodSND¥, pourk < n.

— MIN CoNJ DELETION, consiste, étant donné un ensemble de clauses conjonc-
tives définies sun variables booléennes, a trouver une assignation minitnisan
nombre de clauses non satisfaitesSINMCONJ DELETION correspond donc au pro-
bléme MN SAT DELETION (F) ol F est 'ensemble des fonctio®sND¥, pour
k<n.
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— MAX LIN2, consiste, étant donné un ensemble d’équations linédéfages sur
n variables booléennes, a trouver une assignation maxitisaombre d’équations
satisfaites. Mx LIN2 correspond donc au problémeaM SAT(F) ou F est I'en-
semble des fonction$ORF, XNOR, pourk < n.

— MIN LIN2 DELETION, consiste, étant donné un ensemble d'équations linéaires
définies sum variables booléennes, a trouver une assignation minimisarombre
d’équations non satisfaites.IMLIN2 DELETION correspond donc au problémeamw
SAT DELETION(F) ou F est 'ensemble des fonctiodOR®, XNOR, pourk < n.

— Les problémes MXx kSAT, MAX ELSAT, MAX KCONJ, MAXEECONJ, MAX
k-LIN2, MAX Ek-LINZ2 ainsi que les versions M DELETION correspondantes sont
définis de maniére similaire sur des clauses ou équatiorsslde(au plus.

1.3. Complexité des problemes de décision

Nous étudions dans cette section la complexité des prokldmeéécision SATE)
selon le type de fonctions de I'ensemiffe

SAT est le premier probléme montiP-complet par Cook [COO 71] et Levin
[LEV 73]. On peut réduire facilementsA$ a kSAT, k > 3 ce qui implique laNP-
complétude dé&SAT, pourk > 3. Par contre, 28t est polynomial [COO 71].

THEOREME1.1.— 23T est résoluble en temps polynomial.

Preuve: Soit I une instance de 28 avecm clausesCi,...,C,, etn variables
x1,...,ZIy. Nous allons construire un graphe orie6tgavec2n sommets, v1,. . .,
Un, U, OU; (resp.v;) correspond &; (resp.z;). Pour un littéra¥; (resp.¢;), notons
parw; (resp.w;) le sommet correspondant. Ainsi,fsi= z; alorsw; = v; etw; = v;
etsil; = z; alorsw; = v; etw; = v;. Chaque clause constituée d'un seul littéral
est remplacée par la clause équivalehtel. Pour chaque clauge Vv /5, équivalente
aux implications logiqueg, = ¢, et/; = ¢4, introduisons dan&'; les arcyws , wa)
et (w2, w1 ). Observons alors que si da@s il existe un chemin dev; a w; alors il
existe aussi un chemin de; aw;.

Considérons une assignation de valeurs de vérité pour lemsts dei7;. Cette
assignation correspond a une assignatiomde. ., x,, satisfaisanf si et seulement
Si:

(a) pour chaque, v; eto; ont des valeurs complémentaires.

(b) aucun arqw,, w,) n'est tel quew, a la valeur 1 etw, a la valeur 0 (sinon
l'implication logique?, = ¢, serait fausse).

Nous allons justifier ensuite queest satisfaisable si et seulement si dafisaucun
sommet; n’est dans la méme composante fortement connexegue
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Supposons qué est satisfaisable et qu'il existe un sommetappartenant a la
méme composante fortement connexe gueSoit une assignation pout, . .., z,
satisfaisant. Cette assignation induit une assignation des valeurs g ypdur les
sommets d€; satisfaisant (a). Comme appartient a la méme composante fortement
connexe quey;, il existe dans&; un chemin dev; a v; et dev; av;. L'un de ces
deux chemins a nécessairement pour extrémité initiale omrex évalué a 1 et pour
extrémité terminale un évalué a 0. Il contient donc un(arg, w,) tel quew, a pour
valeur 1 etw, a pour valeur 0 ce qui contredit (b) et donc le fait dusit satisfaisable.

Supposons maintenant qu'aucun sommaeat’est dans la méme composante for-
tement connexe qug. Nous allons construire une assignation sur les sommés tel
que (a) et (b) sont satisfaites. Déterminons d’abord legposantes fortement connexes
de G, en utilisant I'algorithme linéaire de Tarjan [TAR 72]. Cangsons ensuite
le graphe réduit dé7;, notéG%, dont les sommets sont les composantes fortement
connexes et ou I'on crée un arc d’une compos&hta une composants, s'il existe
un arc d’'un sommet dé, vers un sommet df,. NotonsS; la composante fortement
connexe contenant les littéraux complémentaires auxdittédes;. Evidemment si
S est un prédécesseur &g alors S, est un prédécesseur ¢. Lalgorithme de
Tarjan génére les composantes fortement connexes en opdiegique inverse, plus
précisément sb; est générée avant, alorsS; ne peut étre un prédécesseurde

Nous allons définir ensuite des valeurs de vérité pour lesrsstmde’’; ; un som-
met deGG; aura alors la valeur de vérité de la composante a laquejppdriient. Nous
répétons I'algorithme suivant tant que possible : considgfa premiére composante
S dans I'ordre topologique inverse, qui n’a pas de valeur d&évét attribuons la va-
leur 1 &S et la valeur 0 & la composanfe Evidement (a) est satisfait. Pour justifier
que (b) est satisfait il faut montrer qu'il n’existe pas d@afun sommet correspondant
a un littéral de valeur 1 vers un sommet correspondant a ténditde valeur 0. S'il
existait un arc d'un sommet; de valeur 1 appartenant a la composasitesers un
sommetw, de valeur O appartenant a la composasifealors dansG7 il existe un
arc deS; (valuée 1) &S, (valuée 0) et deS, (valuée 1) aS; (valuée 0). Cela contre-
dit la maniére dont nous avons attribué les valeurs 1 aux osamies car dans un
ordre topologique invers§, est avanS; et.S; est avantS, et donc une au moins des
composantes, ou S; devrait avoir la valeur 1. O

Tester la satisfaisabilité d’'une formule Horn a été montB/mpomial par Jones
et Laaser [JON 77] et la complexité de I'algorithme polynaha été améliorée par
Dowling et Gallier [DOW 84] et Minoux [MIN 88].

THEOREME 1.2.— HORN SAT est resoluble en temps polynomial.

Preuve : Considérons une instandede HORN SAT. Si I ne contient pas de clause
unitaire, chaque clause contient au moins un littéral neégail suffit de fixer toutes
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les variables a 0 pour obtenir une assignation satisfas&ni contient au moins une
clause unitaire, on utilise le principe de résolution urgtaui consiste a appliquer
itérativement les deux regles suivantes :

1) Si une clause est constituée d’un littéral positi{ou d’un littéral négatifz;),
alors fixerz; a 1 (ou a 0) et supprimer la clause.

2) Tant qu'il existe une clause contenant au moins une Jarfatie, alors la for-
mule peut étre réduite ainsi :

(a) supprimer toute clause contenant un littéral pasjtdu z; a été fixée a 1 (ou
un littéral négatifz; ou z; a été fixée a 0) car cette clause va étre automatiquement
satisfaite indépendamment des valeurs des autres lixtéiala clause.

(b) dans toute clause effacer tout littéral positiftel quex; a été fixée a 0 (ou
tout littéral négatifz; tel quex; a été fixée a 1) car un tel littéral ne va jamais satisfaire
cette clause.

Si en appliquant (b) on efface tous les littéraux d’'une aaalsrs la formule
n’est pas satisfaisable.

Aprés avoir appliqué les regles 1 et 2, trois cas sont passibl
— I est déclarée non satisfaisable en 2(b).

— I est satisfaisable car toutes ses clauses ont été suppipaékapplication de
1et2(a).

— l'assignation partielle obtenue définit une sous-inga@ui ne contient pas
de clause unitairel est donc satisfaisable en fixant a 0 les variables non fixées pa
I'assignation partielle.

O

Evidemment un algorithme semblable au précédent peut &tbéi pour décider
si SAT(F) est satisfaisable quars#l est anti-Horn et dans le cas positif trouver une
assignation satisfaisante. Chacun de ces deux algorittemetsonne également quand
JF est 2-monotone.

QuadrF est affine, SATF) est également résoluble en temps polynomial en utili-
sant I'élimination de Gauss :

THEOREME1.3.— LIN2 est résoluble en temps polynomial.

Donc SAT (F) est résoluble en temps polynomial quand chaque fonctioh est
une clause disjonctive de taille au plus 2 (ou plus génémhémuand chaque fonc-
tion deF est 2CNF), quand est Horn ou anti-Horn et quarsél est affine. Existe-t'il
d’autres cas particuliers pour lesquels S&)(est résoluble en temps polynomial ?
Schaefer [SCH 78] a établi une caractérisation de la contpldes problémes de dé-
cision en fonction du type de contraintes, qui montre quedess cas ou SATK) est
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résoluble en temps polynomial sont les cas précédentspiade cas trivial oUF est

0 ou 1-valide. Dans ce dernier cas, une des deux assign#iidates (I'assignation O
pour chaque variable ou I'assignation 1 pour chaque va)jasdt une solution réali-
sable. Par exemple, ®™NOTONE-SAT est résoluble en temps polynomial car il rentre
dans ce dernier cas.

THEOREME1.4.—[Théoreme dichotomique po&AT (F) [SCH 78]]
Etant donné unF-ensemble de contraintes, le problei®AT (F) est dans P siF
satisfait une des conditions suivantesS&(T (F) est NP-complet autrement.

— F est O-valide (1-valide)
— F est Horn (anti-Horn)
— F est affine

— F est bijonctive

1.4. Complexité et approximation des problémes d’optimision

Dans cette section nous présentons d’'abord un algorithdyagmial pour ré-
soudre Max SAT(F) quandF est 2-monotone. Ensuite, nous mettons en évidence
quelques méthodes classiques qui permettent d'établiédattats positifs d’approxi-
mation pour Max SAT(F). Nous citons également d’autres résultats positifs eanég
tifs existant dans la littérature surMt SAT(F) et MIN SAT DELETION(F).

1.4.1. Problémes de maximisation

Si un probléme SATF) estNP-difficile alors le probléme Mx SAT (F) corres-
pondant est aus$iP-difficile. Cependant, il existe des problémes de maxirosat
qui deviennent difficiles méme si les probléemes de décismrespondants sont fa-
ciles. Ainsi, Max 2SaT estNP-difficile [GAR 74], MAX HORN SAT estNP-difficile
[KOH 94] méme si 2&T et HORN SAT admettent des algorithmes polynomiaux.
Néanmoins, dans certains casaM SAT (F) est polynomial. Un premier cas trivial
est celui oUF est 0 ou 1-valide, toutes les contraintes étant alors ngicesgent sa-
tisfaites.

Nous avons vu dans la section précédente que FAESt polynomial quandd
est 2-monotone (en utilisant I'algorithme patirHorn ou anti-Horn). En fait, on peut
établir un résultat plus fort qui permet de déterminer enpepolynomial une assi-
gnation maximisant le nombre de contraintes satisfaites.

THEOREME 1.5.— [Creignou [CRE 95a], Khanna, Sudan, Williamson [KHA 97b]]
MAX SAT(F) est polynomial guand chaque fonctionBest une fonction 2-monotone.
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Preuve: On considére le probléme équivalenttMSAT DELETION(F) que l'on
réduit au probléme-t MIN CuT dans un graphe orienté. Considérons une instédnce
du probléme M\x SAT(F) surn variables et aves: contraintes, chaque fonction de
F étant une fonction 2-monotone de type

1)171'1/\.../\171'?
2) Ty, N NIy,
3) (@i, Ao Aai,)V (Tgy Ao A Te,)

On construit un graphe orien€; = (V, A) ouV contient 2 sommets spéciailik T,

un sommet:; pour chacune des variablesz; et un sommet; pour une contrainte

C; de type 1, un sommet; pour une contraint€’; de type 2 et deux sommets et

¥; pour une contraint€’; de type 3. Pour construire 'ensemble des arcs on procéde
comme sulit :

— pour une contraint€’; de type 1, on crée un arc de cakit de z;, awv; pour
k=1,...,petunarcdecoltlde aT.

— pour une contraint€’; de type 2, on crée un arc de caftdev; a x,, pour

k=1,...,qetunarcdecoltldE av;.

— pour une contraint€’; de type 3, on crée un arc de cakit de z;, awv; pour
k=1,...,p,un arc de colso dev; az,, pourk =1,...,qetunarc de coltlde
Uj éu‘;j.

Nous justifions ensuite que la valeur d’une coupe minimalé'@el” correspond
a une assignation avec un nombre minimum de contraintesatisfestes. Rappelons
que la valeur d’une coupe engendrée par une partftioB) avecF € AetT € B
est la somme des colts des arcs dont I'extrémité initialaiept aA et I'extrémité
terminale appartient 3.

Etant donnée une coupg* de valeur minimale d&" a 7', considérons l'assi-
gnation qui attribue 0 (respectivement 1) aux variablessgurouvent dans la méme
partie queF (respectivemeril’). Si un arc de codt 1 de; a7, correspondant & une
contrainte de type 1, fait partie de la cou@é, alors au moins une des variables
T, ..., r;, estfixée a 0 car sinon les sommets correspondant a ces earisdnit
tous dans la méme partie giiedans la coup€™ et alors en mettant; du cotéT” de
la coupe on obtiendrait une coupe de valeur inférieure aleuvae la coup&€™, ce
qui contredit le fait queC™* est une coupe de valeur minimale. Ainsi la contraifife
n'est pas satisfaite. De la méme maniére on peut justifiersqua arc de co(t 1 de
F avj, correspondant & une contrainte de type 2, fait partie dedpeC*, alors la
contrainteC; correspondante n’est pas satisfaite. De plus, si un arcitelodev; a
v;, correspondant a une contrainte de type 3, fait partie dedp&”*, alors au moins
une parmi les variables;,, . .., z;, est fixée a 0 et au moins une parmi les variables
T, ..., 2, €stfixée a1 et donc la contrainig correspondante n’est pas satisfaite.
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Considérons maintenant une assignation pgqur. ., z,, qui minimise le nombre
de contraintes non satisfaites. La valeur de la coupe si#\est €égale au nombre de
contraintes non satisfaites par I'assignation précédente

— placer les sommets correspondant aux variables fixées esfegtivement 1)
dans cette assignation dans la méme partiefqespectivemerit’).

— placer le sommet; correspondant a une contrairiig de type 1 dans la partie
deT (ou F) si C; est satisfaite (ou non satisfaite).

— placer le sommet; correspondant a une contrairiig de type 2 dans la partie
deF (ouT) si C; est satisfaite (ou non satisfaite).

—siC; estune contrainte de type 3,581 A ... A z;, est satisfaite mettre; dans
la partie d€l” sinon dans la partie d€ et siz,, A...AZ,, est satisfaite placer; dans
la partie deF' sinon dans la partie dE.

O

Ainsi, MAX SAT(F) est résoluble en temps polynomial quand chaque fonction
de F est une fonction 0-valide, 1-valide ou 2-monotone. Le théwr de classification
pour Max SAT(F) établit que les cas précédents sont les seuls cas pouelsdgu
probléme est facile.

THEOREMEL.6.-{Théoréme de classification polttax SAT(F) [CRE 95a, KHA 97b]]
MAX SAT(F) est dans P siF est 0-valide ou 1-valide ou 2-monotone Miax
SAT(F) est APX-complet autrement.

Dans la suite nous allons établir quelques algorithmespdapmation pour un
probléme difficile, Max SAT. Un premier algorithme d’approximation trés simple a
été proposé par Johnson [JOH 74].

THEOREME1.7.—[JOH 74] MAX SAT est approximable & un factedrpres.

Preuve : Considérons une instance aveclause<, . .., C,, surn variablesey, . . ., z,,
dont la valeur optimale est notgt. L'algorithme consiste, pour chaque variable

a considérer; = 1 avec la probabilité2L etx; = 0 avec la probabilité}. Cet algo-
rithme fournit une approximation a un facte}xprés. Soifl¥ la variable aléatoire qui
représente le nombre de clauses satisfaites, alors l@spede cette variable aléatoire
est:

m

E(W) =Y _ P(C; est satisfaite= zm:(l — 55 2
j=1

Jj=1

En utilisant la méthode de I'espérance conditionnelle psée par Erdos et Sel-
fridge [ERD 73], on peut transformer cet algorithme en uroatgme déterministe
avec la méme garantie de performance comme suit :
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Nous allons fixer des valeurs aux variables dans l'ordre . ., x,,. Supposons
gu'on a fixé les valeursy, ..., b; aux variablesry, ..., z;. CalculonsE(W|z, =
bl, L,y = bi,le = O) etE(W|ZC1 = bl, R bi,xi+1 = 1) et SOitZCZ'Jrl =0
SlE(W|ZC1 = bl, e, Xy = bi,le = O) > E(W|ZC1 = bl, e, Xy = bi,le = 1)
etx;11 = 1 sinon. Comme

1
E(Wl,fl =by,...,x; = bz) = §E(W|$1 =by,...,x;, = by, xiy1 = 1)+

1

EE(Wl,Tl = bl, N bi7xi+l = 0)
alors
max{E(Wlz1 =b1,....2; = by, xiy1 = 1), EWlz1 = b1, ..., 2 = bj, xiy1 = 0)} >
EWlzy =b1,...,x; = b;)
L'assignation trouvée a la fin, = b4, ..., x, = b, alavaleur égale a

t
E(Wlay =by,... 00 =by) > B(W) > 2=,

2
O

En utilisant la méthode de I'arrondi aléatoire, Goemandjatison [GOE 94] ont
amélioré le résultat précédent.

THEOREME1.8.-[GOE 94] MAX SAT est approximable a un factetir— % ~ 0,632
pres.

Preuve :SoitI une instance de kx SAT avecm clauses’y, ..., C,, surn variables
x1,..., Ty. Lalgorithme est le suivant :

1) Formuler MaX SAT comme un programme linéaire en variables 0-1. On associe
a chaque variable booléenngune variables 0-3; et a chaque clausg; une variable
z; telle quez; va prendre la valeur 1 si et seulementsiest satisfaite. So'rr:';r =

{i 2 € Cj}etCy = {i: & € C;}. Alors le programme linéaire associé aak
SAT est:
mangnzl Zj .
(Sat) Ziecj Yi + Ziecj* (1 =) 2 z (G=1,....,m)
vy € {0,1} (i=1,...,n), 2 €{0,1} (j=1,...,m)
2) Résoudre le probléme relaxé (P).
max )7 z; '
(P) Ziecj yi+ziecj*(1_yi)22j (jzl,...,m)
y €10,1 (i=1,...,n), z;€0,1] (j=1,...,m)

Soit (y*, 2*) la solution optimale trouvée.
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3) Considérons l'assignationz; = 1 avec la probabilité; etz; = 0 avec la
probabilitél — y7.

Soit W la variable aléatoire qui représente le nombre de clausisfagi@s. Alors
I'espérance de cette variable aléatoire est :

= Z; P(C; est satisfaitp= ;(1 ~ et (1= 9 - 97)
1= 1=

Nous allons montrer que— 11, _ .+ (1 — y;‘)HlGC yr > (1—21)z 2
J

Pour cela, montrons d’abord que pour toute soluti@r:) de (P) et toute clause
C; aveck littéraux, on a

1- Hiecj(l - yi)ﬂiec]f Yi > CkZj,
Olicy =1— (1— L)k,

Dans Gay), I'inégalité correspondant@; est :

vt Y (l-y)=zz <=

zGC]. ZGC].

|CJ+|+|CJ_|— Zyi— Z(l—yi)gk—zj —

iect i€Cy
S -u+ Y wko
ieCt ieCy

Sachant que I'on a I'inégalité classiqée=-+% > a1 ... a,,Vas,...,ax > 0,
ona

1- Hiecj(l - yi)Hiec;yi >1-

(Ziec;r(l - %) + Ziecjf yi>k
k

=1-(1-
1-(-}

Considérons la fonctioyi(x)

%)’“. On peut vérifier facilement qug
est concavef(0) = 0 et f(1)

= ¢. Sachant que gf est concave,
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alors pour montrer qué(x) > ax + b, pourz € [u, v], il est suffisant de montrer que
f(u) > au+betf(v) > av+ b, onen déduit qug(z) > cxz, pourz € [0,1].

Ainsi,
Zj k
L= o (U =y)eo v 21— (1= 2) 2 ez

Commeci(=1) >ca(=3)>...>¢,>...>1—1 ona:

* * 1 *
1- Hiecj*(l —Y; )Hiecj*yi >(1- g)zj

pourtoutj =1,...,m.
Ainsi, nous obtenons finalement

e 1 1
>y (- (1= —Joptp = (1= -)optsa.
j=1

En utilisant la méthode de I'espérance conditionnelle psée par Erdos et Sel-
fridge [ERD 73], on peut transformer cet algorithme en uroatgme déterministe
avec la méme garantie de performance comme dans le Théoréme 1 O

Goemans et Williamson [GOE 94] ont amélioré ensuite l'altpone précédent
pour MAX SAT.

THEOREME 1.9.—[GOE 94] MAX SAT est approximable a un facte@rprés.
Preuve : L'algorithme consiste a attribuer & un bita valeur 0 avec la probabilit§
et lavaleur 1 avec la probabili@ Sib = 0 on applique I'algorithme de Johnson et si

b = 1 on applique I'algorithme de I'arrondi aléatoire précédent

Pour une claus€’; de taillek, soitWW; la variable aléatoire qui indique si la clause
est satisfaite.

EW;) = %[ (W;|b=0) + E(W;|b=1)]
(Wlb—O)—l—Qik_u_Qik)z;
EWslb=1)=1-(1- %)’“ >(1-(1- %)k)z;‘

Donc, E(W;) > 225 et E(W) = Y7 | E(W;) > 3optsar.
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Utilisation de la méthode de I'espérance conditionneller@ de retrouver un
algorithme déterministe avec la méme garantie de perforean O

Le résultat précédent n'est pas le meilleur connu danstédiure concernant
'approximation de M\x SAT. Asano et Williamson [ASA 00] ont établi un algo-
rithme d’approximation & un facteur 0,784 prés pourXSAT. L'algorithme de
Johnson pour Mx SAT [JOH 74] établit également une approximation & un facteur
2’;;1 prés pour M\x EkKSAT, k > 2. Une autre méthode qui a permis d’obtenir de
meilleurs résultats d’approximation pourAM SAT et ses variantes consiste a mo-
déliser le probléme comme un programme semi-défini et datil'arrondi aléatoire
[GOE 95]. Ainsi, en suivant cette méthode pour la versiondVR SAT, Feige et Goe-
mans [FEI 95] ont obtenu le meilleur algorithme d’approxiima qui donne une ap-
proximation a 0,931 prés. Du coté négatif, Papadimitriovieeinakakis [PAP 88] ont
montré que MX kSAT, k > 2 estMAX SNRdifficile, ce qui implique qu'il n'a pas
de schéma d’approximation en temps polynomial. Ultériewenat, Hastad [HAS 97] a
montré que méme la version™ ELSAT, k > 3, n'est pas approximable & un facteur
(2’;;1 — ¢) prés, pour tout > 0 et que Max E2SAT n’est pas approximable & un

facteur(% — &) prés, pour tout > 0, si P#£NP.

En utilisant également la relaxation de la programmatidieemet I'arrondi aléa-
toire, Trevisan [TRE 96] a montré queA® kCoNJ, k > 2, est approximable a un fac-
teuerL,1 pres. Max CoNJest aussi difficile a approximer queAM INDEPENDENT
SET [CRE 96], c'est-a-dire qu'il n’est pas approximable & urtéac —— prés, pour
toute > 0 siNP=£ ZPP, oum est le nombre de contraintes.

L'algorithme de Johnson pour Mk SAT [JOH 74] peut étre appliqué également
pour MAX LIN2 et MAX KLIN2, k > 2, fournissant une approximation a un facteur
% prés. Hastad [HAS 97] a montré que méme la versioxxME3LIN n’est pas ap-
proximable & un facteL(r% — ) prés, pour tout > 0 et que Max E2LIN n'est pas
approximable & un facte(sl — ¢) prés, pour tout > 0, si P#NP.

1.4.2. Problémes de minimisation

Considérons le probléme M SAT DELETION(F). Compte tenu de I'équivalence
de ce probléme avec Mk SAT(F) du point de vue complexité exacte, les cas poly-
nomiaux pour MN SAT DELETION(F) sont exactement les mémes que pourxM
SAT(F), a savoir quand est 0-valide, 1-valide et 2-monotone.

Considérons maintenant la complexité d’approximation.thforeme de classi-
fication a été également établi pounWSAT DELETION(F) par Khanna, Sudan et
Trevisan [KHA 97a]. Ce théoréme est beaucoup plus complerdas théorémes de
classification pour SATE) et MAX SAT(F).
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Klauck [KLA 96] a montré que NN 3SAT DELETION n’est pas approximable a
un facteum' == prés, pour tout > 0 si P# NP, olin est le nombre de variables. Par
contre, MN 2SaT DELETION est approximable a un facte@(logn loglogn) prés
[KLE 97] et il n’a pas de schéma d’approximation.

MIN kCONJ DELETION, k& > 2, est approximable & un facteRfl — 5r) pres
[BER 96], etMAX SNRdifficile [KOH 94] et donc il n’a pas de schéma d’approxima-
tion. MIN 2CONJ DELETION est approximable a un facteur de 1,103 pres et il n’est
pas approximable é — ¢ prés pour tout > 0 si P+ NP et MIN 3CONJDELETION
est approximable & un facteur de 1,213 prés et il n’est pasaippable ag —€
prés pour tout > 0 si P=£ NP [AVI 02]. M IN CONJ DELETION est aussi difficile &
approximer que MN VERTEX COVER [CRE 96], c’est-a-dire qu'il est approximable
a un facteur 2 prés et il n’a pas de schéma d’approximation.

Le probléeme MN E2-LIN2 DELETION a été montréMAX SNRdifficile dans
[GAR 93] et n'admet donc pas de schéma d’approximation epsgoolynomial. En
revanche, il est approximable a un factélfog n) prés [GAR 93]. Les problemes
MIN Ek-LIN2 DELETION sont extrémement difficiles a approximer pour tbut 3.

En fait, ils ne sont pas approximables en temps polynomialfacteumn 1)/ loglogn
prés, a moins quB = NP [DIN 98]. Un premier algorithme polynomial avec un fac-
teur d’approximation sous-linéair@(n/logn), a été établi pour le probléme général
MIN Ek-LIN2 DELETION [BER 02].

1.5. Instances particulieres de problémes de satisfactiate contraintes

Certains problémes d’optimisation deviennent plus fa@epproximer lorsqu’on
se restreint a des instances particulieres. Dans cettie pars allons étudier divers
types d’instances particulieres de problémes d’optinusatles instances planaires,
denses, avec un nombre borné d'occurrences de chaquel@ariab

1.5.1. Instances planaires

On parle en général d’instances planaires d’un problémedjleaprobléme est
défini sur un graphe. Dans le cas des problemes de satishiagsdlexiste une maniere
naturelle d'associer un graphe a un tel probleme.

DEFINITION 1.4.—Etant donnée une instanded’'un probléme de satisfaction de
contraintes booléennesy contraintesC,...,C,, définies surn variables boo-
léennes:, ..., z,, le graphe associ&’; = (V, E) est un graphe biparti défini ainsi :
-V =Ax1,...,2,}U{C4,...,C,} ouz,; estle sommet associé a la variablge
etC; est le sommet associé a la contraintg
—E = {(z;,C}j) : z; apparait dans’; }.
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DEFINITION 1.5.—Une instance d’'un probléme de satisfaisabilité est plamairle
graphe associé est planairBLANAR A est le problemé\ réduit aux instances pla-
naires, oUA est un probléme de décision ou d’optimisation.

La complexité des instances planaires a été étudiée depgjeimps. Par exemple
Lichtenstein a montré dans [LIC 82] quaANAR 3SAT resteNP-difficile et Dyer
et Frieze [DYE 86] ont montré queLRNAR 1IN3SaT resteNP-difficile. Plus géné-
ralement, on peut montrer [CRE 01] que pour chagiensemble de contraintes, si
SAT(F) estNP-complet, alors PANAR SAT(F U {F,T}) est aussNP-complet. De
plus, si I'ensembleF n’est pas fermé par complément, alonsaARAR SAT(F) est
NP-complet quand SATE) estNP-complet. Un exemple de probleme SATYou F
est fermé par complément est NAESS Kratochvil et Tuza [KRA 00] ont montré
que RANAR NAE3SAT est polynomial tandis que NAE2$ estNP-difficile.

En ce qui concerne la complexité d’approximation, Hunt et[ldUN 94] ont
donné un schéma d’approximation en temps polynomial popakBR MAX kSAT (F)
pour tout ensemblg ce qui implique, par exemple, que/ANAR MAX 3SAT a un
schéma d’approximation. Khanna et Motwani [KHA 96] ont gétiéé le résultat
précédent en montrant que ANAR MAX SAT et plus généralementtRNAR MAX
SAT(F) ont un schéma d’approximation.

Avant d'expliquer 'idée de ce dernier schéma, définissanadtion de graphe
t-extérieur planaire.

DEFINITION 1.6.—Un graphe 1-extérieur planaire est un graphe planaire quinead
une représentation dans le plan ou tous les sommets appgardisur la face exté-
rieure. Un graphe-extérieur planaire est un graphe planaire qui a une repréae
tion dans le plan telle qu’en effacant les sommets sur la éx¢érieure on obtient un
graphe(t — 1)-extérieur planaire.

THEOREME1.10.{KHA 96] PLANAR MAX SAT(F) a un schéma d’approximation.

Preuve :Soit] une instance delRNAR MAX SAT (F) avecn variables etn contraintes
et soitG; = (V, E) le graphe associé A PuisqueV| = n + m, le grapheG; est
t-extérieur planaire ot < n + m. Soit L4, ..., L; les ensembles de sommets tels
que L, correspond a la face extérieure et chaduest la face extérieure obtenue en
enlevant les sommets des ensembllgs .., L;;1.

Considérons une assignation optimale pbet soitn; le nombre de contraintes sa-
tisfaites correspondant aux sommets appartenant@n partitione les faces,, . .., L;
enp + 1 groupesSy, ..., S, (ol p va étre déterminé en fonction de I'erreur maxi-
malee avec laquelle on veut trouver une solution) ot chaque graipest I'union
des facesl; ou i est égal &r, 3r + 1 ou 3r + 2 modulog etq = 3(p + 1).
En utilisant le principe des tiroirs on peut déduire qu’ils& un groupes; tel que
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doLes, ni < "Z’:i(f). Cg groupe va_étre déterminé en essayant toutes les pivésibil
eten choisissant la meilleure solution. Quand on chgision efface les sommets des
faces avec un indice égaBa+ 1 modulog, séparant ainsi le graphe en une famille de
graphes disjoint§; — 1)-extérieur planaire€7;, Go, . . . , G, telle que la somme totale
desn; correspondant est au moifs — p%)opt([). Un grgphelf-extérieur planai_re

a une largeur d’arbre d’au plwk — 1 ([BOD 98]). En utilisant la programmation
dynamique on peut établir un algorithme polynomial qui fouune solution opti-

male pour les graphes avec une largeur d’arbre bornée, toubiar pour les graphes

G1,Ga,...,Gp. Comme la somme des valeurs des solutions optimales olstpoue
chaqueG; va étre au moins égale a la somme totaledesorrespondant, lorsqu’on
choisitp = [1 — 17 on obtient une approximation a un factétr— <) pres. O

1.5.2. Instances denses

Il existe deux types d’instances denses étudiées dansdatiire : les instances
uniformément denses et les instances denses en moyenne.

DEFINITION 1.7.—Une instance d’'un probléme ddAx kSAT(F) ou MIN kSAT
DELETION(F) surn variables estiniformémentv-densesi pour chaque variable, le
nombre total d’occurrences de la variable et de sa négatiiraa moinsyn*~! et il
esta-dense en moyenrs le nombre de contraintes est d’au moins®.

DEFINITION 1.8.—Un ensemble d’instances astiformément densg'il existe une
constantex > 0 telle que chaque instance est uniformémeigiense et un ensemble
d’instances estlense en moyennrgil existe une constante > 0 telle que chaque
instance esti-dense en moyenne.

Donc, un ensemble d’instances uniformément dense est damseyenne mais le
contraire n’est pas vrai.

Arora, Karger et Karpinski [ARO 95] ont débuté I'étude systdique de la com-
plexité d’approximation d’instances denses de problérmggichisation. Ils ont mon-
tré que les instances denses en moyenne (et uniformémesggjede MX kSAT,
MAX CuT, MAX DICuT, DENSE kSUBGRAPH et plus généralement de tout pro-
bléme de Mx ESAT (F) ont un schéma d’approximation en temps polynomial. Arora,
Karger et Karpinski ont remarqué que les optimum des insgdenses en moyenne
des problémes de Mk ESAT(F) sont "grands"Q(n*) oun est le nombre des va-
riables) et, que dans ce cas, une approximation additivegogune approximation
relative. L'idée de base est de représenter les problenmesieales programmes ma-
thématiques en nombres entiers d’un certain type [ARO 98§ @'appliquer des ré-
sultats généraux d’approximation pour ces programmesqiutenir une approxima-
tion additive.
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Les instances denses de problémes de minimisation ont éténégnt étudiées.
Dans [ARO 95], Arora, Karger et Karpinski ont établi des snhé d’approximation
en temps polynomial pour les instances uniformément dedsgsobléemes de mini-
misation suivants : M\ BISECTION, MIN kCuUT. Pour ces derniers problémes ils ont
utilisé des idées supplémentaires par rapport aux prolsiéi@enaximisation car les
valeurs des solutions optimales des instances densesald@érmpes de minimisation
peuvent étre proches de zéro et dans ce cas une approximdtiive ne fournit pas
forcément une approximation relative.

Bazgan, Fernandez de la Vega [BAZ 99] ont initié I'étude éysitique des ins-
tances denses des versions minimisation des problémesisfaisabilité par le pro-
bléeme MN E2-LIN2 DELETION. Plus exactement, ils ont montré [BAZ 99] que les
instances uniformément denses deNME2-LIN2 DELETION ont un schéma d’ap-
proximation en temps polynomial. Dans [BAZ 02, BAZ 03] Baagkernandez de la
Vega et Karpinski ont généralisé le résultat obtenu pouw E2-LIN2 DELETION
aux deux problémes M kCONJ DELETION, k > 2 et MIN Ek-LIN2 DELETION,

k > 3 qui appartiennenta M kSAT DELETION(F).

Le schéma d’'approximation en temps polynomial pour lesaimegts uniformé-
ment denses de ces problémes desMSAT DELETION(F) est constitué de deux
algorithmes (comme dans [ARO 95] pounWIBISECTION). Le premier garantit une
bonne solution quand I'optimum du probléme @¢t.*), le second garantit une bonne
solution quand I'optimum du probléme @3{n”). Quand I'optimum est grand, l'idée
consiste a écrire le probleme comme un programme entier @Bdain type puis a
utiliser la méthode de [ARO 95] qui fournit une solution ave® erreur additive de
I'ordre O(n*). Quand I'optimum est petit, idée de I'algorithme est daliger un
échantillonnage exhaustif dans un graphe ou hypergrapfemtndre comme solu-
tion la meilleure obtenue en "complétant" chaque possthile placer les variables.
L'algorithme obtenu est un algorithme aléatoire qui pev¢ &@randomisé comme
dans [ARO 95].

Certains probléemes d’optimisation portant sur des vagmbboléennes n'admettent
pas de schéma d’approximation en temps polynomial sur tanoes uniformément
denses. Un exemple d’'un tel probleme esNMSAT DELETION. En fait, on peut
rendre uniformément denses les instances te RBAT DELETION, sans changer la
valeur de I'optimum, en ajoutant des copies disjointes deiskiles originales, puis en
ajoutant toutes les conjonctions ayant exactement unablaroriginale et une copie.
Comme MN 2SAT DELETION n'a pas de schéma d’approximation en temps poly-
nomial, les instances uniformément denses d& I2SAT DELETION n'ont pas de
schéma d’approximation en temps polynomial.

Soulignons que les instances denses en moyenneldekIONJ DELETION et
MIN Ek-LIN2 DELETION, k > 2, sont aussi difficiles a approximer que les instances
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générales de ces problémes [BAZ 03]. L'idée est de consturie réduction du cas
général vers le cas particulier en doublant le nombre dabtas et considérant toutes
les clauses ou équations sur exactemerdriables.

En conclusion, les problémes deaM kSAT(F) ont un schéma d’approxima-
tion pour les instances uniformément denses ainsi que psunstances denses en
moyenne, par contre la plupart des problémes de WSAT DELETION(F) qui ont
un schéma d’approximation pour les instances uniforménhames restent aussi dif-
ficiles a approximer pour les instances denses en moyenaa gahéral.

1.5.3. Instances avec un nombre borné d’occurrences

Certains problémes de décision restd®complets méme dans le cas ou chaque
variable n'apparait qu’'un nombre borné de fois.

Notons par EOcc-EESAT la variante de ESAT ou chaque clause contient exac-
tementk littéraux et chaque variable apparait exacteméois positivement ou néga-
tivement.

THEOREME1.11.— 33T reste NP-complet méme quand chaque variable apparait au
plus 3 fois dont au moins une fois positivement et au moingaime@égativement.

Preuve: L'idée est de réduire 3§ a ce cas particulier en remplacant une variable

qui apparaik > 3 fois park copieszy, .. ., ) €t s'assurer que céscopies prennent
la méme valeur de vérité en ajoutant les clafses z2) A (T2 Vas)A ... A(Tk V).
O

Dans le théoréme précédent il est important que chaquénl@epparaisse au plus
(et pas exactement) 3 fois et chaque clause ait au plus (expatement) 3 littéraux
car sinon le probléme devient polynomial.

THEOREME 1.12.—[[PAP 94], Probleme 9.5.4 (b)]ELXOcCC-EkSAT, k > 2, est po-
lynomial.

Preuve: Soit I une instance de E3Z-E3SAT avecn variableszy,...,z, etn
clause<1, ..., C,. Nous construisons un graphe bipasti= (11, V, E), ouV; =
{z1,...,2s}, Vo = {C1,...,Cy} et on crée une aréte entrget C; si et seulement
si la clauseC; contientz; ou z;. Le graphe bipartk-régulier ainsi construit contient
un couplage parfaitd = {(z;,,Cj,),..., (xi,,C;,.)} (en raison du théoréme de
Kdnig-Hall [HAL 34]) qui peut étre trouvé en utilisant paremple I'algorithme de
Ford-Fulkerson. L'assignation suivante obtenue a pagtit/] satisfait/ : considerer
z;, = 1siCj, contientz;, etz;, = 0 si C}, contientz;,, pour{ =1,...,n. O
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Tovey [TOV 84] a montré que E4C€C-E3AT estNP-difficile et MAX E4Occ-
E3AT est APX-difficile et Berman, Karpinski, Scott [BER 03c] onbomiré que
ces résultats restent vrais méme pour les variantes de ebepres ou chaque va-
riable apparait exactement deux fois positivement et deiscrfégativement. Du-
bois [DUB 90] a montré laNP-difficulté de E6Qc-E4SAT et E11CGcc-ES5SAT.
Dans [KRA 93], Kratochvil, Savicky et Tuza ont défini la foiwt f (k) comme étant
le plus grand telle que toute instance det@cc-EkSAT est toujours satisfaisable
et ils ont montré que si > f(k) alors EOcc-EkSAT est NP-difficile. De plus,
fk4+1) <2f(k)+1letf(k) > L%J. Berman, Karpinski et Scott [BER 03b] ont mon-
tré que sit > f(k) alors Max EtOcc-EkSAT estAPX-difficile et ils ont également
amélioré certaines bornes pour la fonctjorPlus exactemeny;(5) < 9 et f(6) > 7.
Dans [KAR 01, BER 03a, BER 03b, BER 03c] on peut trouver cegsibornes infé-
rieures et supérieures d’approximation pour divers probk par exemple pour AX
30cc-E23aT, MAX 30cc-E2-LIN2 et MIN 30cc-E3-LIN2 DELETION.

1.6. Problemes de satisfaisabilité sous contraintes glolea

Les contraintes de nature globale apparaissent natuesiiedans certains pro-
bléemes d’optimisation. Par exemple)WBISECTION est le probléme M\ CUT sous
la contrainte que les deux parties séparées par la coupend@ire de taille égale. Il
est connu que M CUT est polynomial tandis que M BiSECTION estNP-difficile.
Plusieurs problémes d’optimisation comme par exempkexMBISECTION et MIN
BISECTION peuvent se formuler comme des problemes de satisfactioardeatntes
booléennes ou une solution réalisable est une solutionaaveot de variables fixées
a 0 que de variables fixées a 1. Par exemple, pour une instendeNdBISECTION
représentée par un graptitavecn sommets etn arétes on considene variables
booléennes;, ..., z, etm contraintes en associant a chaque atétg¢) de G la
contrainter; & x; = 0. Ainsi, MIN BISECTION est le probléme consistant a trouver
une solution avec autant de variables a 0 qu’a 1 tel qu’un meminimum parmi les
m contraintes précédentes soit non satisfaites.

DEFINITION 1.9.—Une assignation est appelée équilibrée si le nombre de bl
fixées a 1 est le méme que le nombre de variables fixée8ALONCED A est la

variante du problém@é ou les solutions réalisables sont des assignations égéédi
et A est un probléme de décision ou d’optimisation.

Les complexités exacte et d’approximation des versiongiBgies des problémes
de satisfaisabilité de décision et d’optimisation ont étéli€es par Bazgan et Kar-
pinski dans [BAZ 05]. De maniére générale, si un problemal#ftile, sa version
équilibrée reste difficile. En revanche, plusieurs proldérriviaux deviennent diffi-
ciles.



Complexité des Problémes de Satisfaction de ContrainteEBones 25

Plus précisément, si SAT) estNP-complet alors BLANCED SAT (F) est aussi
NP-complet [BAZ 05]. Il est facile de voir que BINOTONEEELSAT est trivial car I'as-
signation 1 pour chaque variable (si la formule est compeséEment de littéraux
positifs) ou I'assignation 0 pour chaque variable (si larfate est composée seule-
ment de littéraux négatifs) est une assignation satisfe@s&n revanche, B ANCED
MONOTONE-EESAT estNP-complet, pour touk > 2 ([BAZ 05]). Comme spécifié
dans le Théoreme 1.3 ¥ELIN2, pour toutk > 2 est polynomial. Dans le cas équili-
bré, la situation est différente car pdue= 2 le probléme reste polynomial, par contre
pourk > 3 le probléeme devienNP-complet méme pour un ensemble d'équations
linéaires 0-homogene ou 1-homogéne [BAZ 05].

Les versions équilibrées des problémes de maximisatiorttgnégalement étu-
diées. Comme dans le cas des problémes de décision, on patremgue MaXx
SAT(F) est E-réductible & BLANCED MAX SAT(F) ([BAZ 05]). Il s’ensuit que
la version équilibrée est au moins aussi difficile a apprexigue la version géné-
rale. De plus, BLANCED MAX MONOTONEEESAT est APX-difficile, pour tout
k > 2 [BAZ 05]. BALANCED MAX SAT est approximable & un facte(t — %)
preés [SVI01] et BRLANCED MAX 2SaT est approximable a un facteur 0,66 prés
[BLA 02] et aléatoirement approximable a un factguprés [HOF 03]. BLANCED
MAX MONOTONEEECONJ, k& > 2, na pas de schéma d’approximationNiP &
Ns>0 BTIME(2”5) [BAZ 05]. BALANCED MAX E2-LIN2 dans le cas 1-homogéne,
qui correspond & Mx BISECTION estAPX-difficile [PAP 88, HAS 97] et BLAN -
CED MAX E2-LIN2 dans le cas 0-homogéne, qui correspondA@aABICED MAX
UNCUT n’a pas de schéma d’approximationN# Z Ng~g BTIME(Q"S) [BAZ 05].

De plus, BALANCED MAX Ek-LIN2 estAPX-difficile, pour toutk > 3 méme dans

le cas 0-homogeéne ou 1-homogeéne [BAZ 05]. Egalement, anilia technique PCP
(Probabilistically Checkable Proof), Holmerin [HOL 02] aontré, que le probleme
BALANCED MAX E4-LIN2 dans le cas 0-homogene n’est pas approximable a un
facteur 0,912 prés et Holmerin et Khot [HOL 03] ont montré dgri@robléeme B.-
LANCED MAX E3-LIN2 dans le cas 0-homogéne n’est pas approximable a un facteur
(% — ¢) prés, pour tout > 0. Récemment, Holmerin et Khot [HOL 04] ont montré
gue le probléme BLANCED MAX E3-LIN2 dans le cas 0-homogéne n’est pas ap-
proximable & un facteur%(— €) pres, pour tout > 0, SiNP Z N0 DTIME(2”5),
obtenant ainsi le meilleur résultat de non-approximabpibur ce probléme car il est
facilement approximable & un facte%uprés.

Pour les problemes de minimisation, on peut établir le méésaltat que pour
les problémes de maximisation ABANCED MIN SAT DELETION(F) est au moins
aussi difficile & approximer que M SAT DELETION(F), pour tout ensemblé&’. BA-
LANCED MIN MONOTONEEASAT DELETION, k& > 2, n'a pas de schéma d’approxi-
mation siP#£NP and BALANCED MIN MONOTONEELKCONJ DELETION, k > 2,
n'a pas de schéma d’approximationN#® Z Mg~ BTIME(2"6) [BAZ 05]. Holme-
rin et Khot [HOL 03] ont établi une borne inférieure pour uréngralisation de M
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BISECTION. Plus précisément, ils ont montré quelBNCED MIN E3-LIN2 DELE-

TION, méme dans les cas 0-homogéne et 1-homogéne, n’esigmmwoximable, pour
toute constante > 1, si P # NP. BALANCED MIN E2-LIN2 DELETION dans le cas
1-homogéne correspond sABANCED MIN UNCUT qui a été montréd\PX-difficile

[GAR 93]. BALANCED MIN E2-LIN2 DELETION dans le cas 0-homogéne estN\
BISECTION. La complexité d’approximation de i BISECTION n'est pas établie.
Le meilleur algorithme approche le probléme a un facte(ibg n?) prés [FEI 00].

Récemment, Khot [KHO 04] a établi queP Z Ns~o BTIME(2”5) alors MiIN BI-
SECTIONN'a pas de schéma d’approximation en temps polynomislABICED MIN
Ek-LIN2 DELETION, pourk > 4, dans les cas 0-homogéne et 1-homogéne n'a pas
de schéma d’approximation Bi £ NP [BAZ 05].

1.7. Conclusion

Les problémes de satisfaisabilité restent des problémesace en théorie de la
complexité. Ce chapitre montre le progrés théorique cénafile réalisé sur I'étude
des problémes de satisfaisabilité pendant les derniecendies. Nous disposons ac-
tuellement d’'une caractérisation presque compléte denaplxité exacte et d’ap-
proximation de ces problémes ainsi que de diverses instgrazéculieres.
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Chapitre 2

Index
(anti-)Horn, 7, 10, 12 affine, 7
LiN2,5,11, 25 assignation, 4
MAx Cony, 8, 18, 25 équilibrée, 24

MAX LIN2,9, 18, 24, 25

MAX SAT, 8, 12, 14, 15, 17, 18, 20, 21, 25
MIN CONJDELETION, 8, 19, 22, 25

MIN LIN2 DELETION, 9, 19, 22, 26

MIN SAT DELETION, 8, 19, 22, 25

SAT, 5,9, 20, 23, 25

0 ou 1-valide, 7, 12, 14

2-monotone, 7,12, 14
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bijonctive, 7, 12

contraintes globales, 24

instances
0 ou 1-homogeénes, 8, 25, 26
denses, 21
nombre borné d’occurrences, 23
planaires, 19



