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Chapitre 1

Mesurage conjoint et modeles relationnels de
préférence:

1.1. Introduction
1.1.1. Une bréve revue des modéles du mesurage conjoint

Le mesurage conjoint [KRA 71, WAK 89] étudie les relations binaires définies sur
des produits cartésiens. De telles relations binaires sont au cceur d’un grand nombre
de disciplines comme :

— la décision en présence de critéres multiples dans laquelle une relation de préfé-
rence permet de comparer globalement des alternatives évaluées sur plusieurs critéres
[BEL 01, KEE 76, WIN 86] ;

— la décision dans I’incertain, ou une relation de préférence compare des alterna-
tives évaluées sur plusieurs états de la nature [FIS 88, GUL 92, SHA 79, WAK 84,
WAK 89];

— la théorie du consommateur, ou sont manipulées des relations de préférence sur
des paniers de biens [DEB 59] ;

— la décision inter-temporelle, qui fait usage d’une relation de préférence sur des
alternatives évaluées a divers moments [KOO 60, KOO 72, KEE 76];

— la mesure des inégalités, qui compare des distributions de bien-étre entre plu-
sieurs individus [ATK 70, BEN 94, BEN 97].

1. Il reste a préciser des références a d’autres chapitres du présent livre
Chapitre rédigé par Denis Bouyssou et Marc PIRLOT.
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Etant donné une relation binaire - sur un ensemble produit X = X; x X5 x - - - X
X,,, le mesurage conjoint recherche des conditions qui permettent de construire des
représentations numériques de - et d’établir éventuellement leurs propriétés d’uni-
cité. Non seulement de telles représentations facilitent la manipulation des relations
de préférence, mais encore, dans beaucoup de cas, les preuves d’existence de repré-
sentations sont constructives ou, a tout le moins, donnent des indications utiles sur la
fagon de les construire. De plus, les conditions d’existence de représentations peuvent
souvent étre testées empiriquement [KRA 71]. Toutes ces raisons expliquent I’intérét
gu’a suscité cette théorie dans de nombreux domaines de recherche.

Dans les modeles classiques de mesurage conjoint, la relation étudiée est géné-
ralement supposée compléte et transitive. Le modele central est le modéle d’utilité
additive dans lequel :

TZYe Zui(fﬂi) > Zui(yi)- (1.1)
=1 =1

Dans ce modéle, u; désigne une fonction a valeurs réelles définie sur I’ensemble X ;
x et y désignent des éléments de I’ensemble produit X ; ce sont donc des vecteurs a n
composantes, z = (z1, %2, ... ,Zn) €ty = (Y1,Y2,-- -, Yn)-

L’analyse axiomatique de ce modele est désormais classique et I’utilité additive
(aussi appelées fonction de valeur additives) constitue la base de nombreuses tech-
niques de I’analyse de la décision [FRE 93, KEE 76, WIN 86, WAK 89, POM 00]. Ce
modéle souléve néanmoins deux types de difficultés.

D’une part, I’analyse axiomatique du modeéle (1.1) pose des questions techniques
assez subtiles mais importantes. De nombreux systemes d’axiomes ont été proposés
pour garantir I’existence d’une représentation telle que (1.1) [KRA 71, WAK 89]. On
distingue principalement deux cas :

— Quand X est un ensemble fini, mais que I’on ne borne pas a priori sa cardi-
nalité, Scott et Suppes [SCO 64] ont montré que le systeme d’axiomes nécessaire
comporte un ensemble infini dénombrable de “conditions de simplification” (cancella-
tion). Celles-ci garantissent qu’un systéme (fini) d’équations linéaires, via le théoréme
de I’alternative, posséde au moins une solution (voir aussi [KRA 71, Chapitre 9] et,
pour des contributions récentes, [FIS 96, FIS 97]). Ces conditions sont difficilement
interprétables et testables.

— Quand X est infini, la situation est trés différente, mais pose d’autres problémes.
Généralement on impose des conditions (non nécessaires) qui donnent a X une struc-
ture “proche” de celle des nombres réels et garantissent que - se “comporte bien” par
rapport a cette structure. Une fagon de procéder consiste a imposer un axiome archi-
médien et des conditions de résolubilité [KRA 71, Chapter 6]; une autre fait de X
un espace topologique et impose que - soit continue [DEB 60, WAK 89]. Avec de
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telles conditions, il suffit d’un nombre fini de conditions de simplification sur - pour
caractériser le modele (1.1) (pour de récentes contributions, voir [GON 96, GON 00]
et [KAR 98] ; pour une approche alternative qui étend la technique utilisée dans le cas
fini au cas infini, voir [JAF 74]). Dans ces systemes axiomatiques, les propriétés né-
cessaires interagissent avec les propriétés structurelles, non nécessaires, imposées a X
[KRA 71, Chapitre 6], ce qui nuit & une compréhension claire du modéle et n’en per-
met pas un test empirique complétement satisfaisant [KRA 71, Chapitre 9]. De plus,
I’analyse du cas ou n = 2 se distingue totalement de celle du cas n > 3.

Comme on le verra tout au long de ce chapitre, il est possible d’éviter les hypothéses
non nécessaires a condition de renoncer au caractére additif du modéle ; c’est ce qu’ont
fait les auteurs de [KRA 71, Chapter 7] en introduisant le modéle décomposable sui-
vant :

2y e Ulur(z1),u2(x2), ... un(®0)) > Uur (1), u2(y2), - - -, un(yn)) (1.2)

ou U est une fonction croissante de tous ses arguments.

Le deuxiéme type de difficulté posé par le modéle (1.1), est plus fondamental :
ce modele exclut les relations de préférence qui ne seraient pas complétes ou pas
transitives; or, de nombreux auteurs ont contesté la nécessité de telles conditions
[MAY 54, TVE 69] et certaines méthodes d’analyse de la décision ne postulent pas
des préférences complétes et transitives [ROY 85, ROY 93].

Le modéle de différences additives proposé dans [TVE 69] est I’un des premiers
qui ne postule pas une préférence transitive ; la préférence - satisfait :

n
wZye Y ®i(ui(w) —ui(yi) >0 (13)
i=1
ou les @, sont des fonctions croissantes et impaires (ce qui rend la préférence com-
pléte). Ce modéle a été axiomatisé par Fishburn [FIS 92] (sans éviter les difficultés
sus-mentionnées — imposition de conditions non-nécessaires — liées a la forme addi-
tive de ce modele).

Plus récemment, des modeles additifs non-transitifs plus généraux (notamment
non-nécessairement complets) ont été étudiés dans [BOU 86, FIS 90a, FIS 91, FIS 90b,
FIS 92] et [VIN 91]. lIs sont du type suivant :

2 ye Y pizi,yi) >0 (1.4)
i=1
ou les p; sont des fonctions a valeurs réelles définies sur X? qui peuvent avoir des
propriétés additionnelles (par exemple, p;(z;,x;) = 0, pour touti € {1,2,...,n} et
pour tout x; € X;).
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Dans le méme esprit que le modele décomposable (1.2) qui évite les difficultés
liées a I’axiomatisation des modéles additifs, Goldstein [GOL 91] a proposé une gé-
néralisation de (1.4) ou la somme est remplacée par une fonction G, croissante en ses
arguments; le modeéle sous-jacent est donc :

7y Gpr(r,y1),p2(T2,92), - - s Pa(TnyYn)) >0 (1.5)

En analyse de la décision, des méthodes qui conduisent & des relations de préfé-
rence non-transitive et/ou non complétes, sont en usage depuis longtemps [ROY 68,
ROY 73]. Ces méthodes, connues sous le nom de méthodes de surclassement [ROY 91,
ROY 93], sont inspirées du choix social et plus particulierement de la méthode de
vote de Condorcet. Dans une version de base de la méthode ELECTRE, [ROY 68,
ROY 73], construit la relation de surclassement suivante :

T ye Z w; > A (1.6)
{i:@;Siyi}

ou les w; sont des poids associés aux criteres, x; et y; représentent la performance
des alternatives x et y sur le critére 4, S; est une relation ordonnant les niveaux des
évaluations sur le critére 7 et A est un seuil de majorité (dit seuil de concordance) gé-
néralement fixé a une valeur supérieure a 50%. Bien entendu, la relation ainsi obtenue
n’est pas nécessairement transitive, ni compléte. Prenons par exemple le cas oun = 3,
p=p=ps=32=(321),y=(213),2=(1,3,2), S; est I'ordre naturel
> sur les nombres réels et A = 60%. Notant > la partie asymétrique de = (a > b si
a Z betnonb - a)etappliquant larégle (1.6),onaz > y > z, maisnonz > z :
la relation > n’est pas transitive. Pire, comme z > =z, elle est méme cyclique. Nous
sommes ainsi confrontés a une version du paradoxe de Condorcet, dans un contexte
multicritére. De méme, en considérantn = 2, p; = ps = % z=(2,1),y=(1,2) et
A=60%,onn’aniz = y,niy = x:larelation n’est pas compléte.

On remarque aisément que la relation de surclassement définie par (1.6) vérifie le
modele (1.4) avec

w; — 2 siz;Siy;
pi(xi,yi) = (1.7)
—2 sinon.

1.1.2. Contenu du présent chapitre

Dans ce chapitre, nous proposons un cadre et des concepts d’analyse trés généraux
qui permettent d’étudier les relations sur un ensemble produit dans une perspective de
mesurage conjoint. Ce cadre englobe la plupart des méthodes proposées en analyse
multicritere pour construire une relation de préférence globale.
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Nous considérerons en fait deux grandes filieres de modéles de relations sur un
ensemble produit. Pour en percevoir le contenu intuitif, il est utile de penser aux
différentes stratégies qui peuvent étre utilisées pour comparer des objets qui se dis-
tinguent sur plusieurs dimensions. Soit deux alternatives x = (z1,2a,...,2z,) €t
y = (y1,92,---,yn) €valuées sur n attributs. Une premiére stratégie pour décider si
“z est au moins aussi bon que y” consiste a essayer de mesurer la “valeur” de chaque
alternative sur chaque attribut, puis de combiner ces évaluations de fagon appropriée.
Notons que, par “valeur” nous entendons non pas une évaluation brute sur un attribut
(qui serait ; pour I’alternative x sur I’attribut ), mais la perception qu’en a un déci-
deur dans un contexte donné, en tenant compte de ses objectifs et de ses préférences.
Abandonnant toute idée de transitivité et de complétude, ceci suggére un modele dans
lequel :

ou les u; sont des fonctions a valeurs réelles sur les X; et F' est une fonction a valeurs
réelles sur le produit T}, u;(X;)%.

Une seconde stratégie repose sur I’idée de mesurer les écarts de préférence sépa-
rément sur chaque attribut puis de combiner ces écarts positifs ou négatifs de fagon
a déterminer si la “balance” penche en faveur de = ou de y. Ceci suggéere un modéle
dans lequel :

7y Gp1(r,y1),p2(T2,92), - - s Pa(@nyYn)) >0 (1.9)

ou les p; sont des fonctions a valeurs réelles sur X? et G est une fonction a valeurs
réelles sur [T;—, pi(X?).

Bien entendu les deux stratégies que nous venons de mentionner ne sont pas in-
compatibles et on peut envisager d’exprimer les écarts de préférence sur chaque critére
en terme des “valeurs” attribuées par le décideur a x et a y sur chaque critére. Dans le
modele que ceci suggére, on a :

T 7y e H(pi(ui(@1),u1(y1)), p2(u2(x2),u2(y2)), - - - s Pn(Un(Tn), un(ys))) >0
(1.10)

ou les u; sont des fonctions a valeurs réelles sur X;, ¢; des fonctions a valeurs réelles
sur u;(X;)? et H, une fonction a valeurs réelles sur T, @i (u;(X;)?).

Lorsqu’aucune propriété additionnelle n’est imposée aux fonctions intervenant
dans les trois modéles ci-dessus, ceux-ci sont tout a fait généraux dans le sens ou
toute relation sur X (pour autant que cet ensemble soit fini ou dénombrable) est re-
présentable dans chacun des trois modéles. Si X n’est pas dénombrable, seules des
conditions techniques (nécessaires et suffisantes) en restreignent la généralité.

Pour rendre ces modeles non triviaux, on imposera des propriétés additionnelles
aux fonctions intervenant dans ceux-ci. Par exemple,
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— dans le modele (1.8), on demandera que F' soit non-décroissante en ses n pre-
miers arguments et non-croissante en ses n derniers arguments;

— dans le modeéle (1.9), on demandera que G soit impaire ou non-décroissante en
chacun de ses arguments ou que p; Soit anti-symeétrique ;

— dans le modeéle (1.10), on demandera que H soit impaire ou hon-décroissante en
chacun de ses arguments ou que ¢; soit impaire ou non-décroissante en son premier
argument et non-croissante en le second.

L’adjonction de telles propriétés permet de définir une assez grande variété de mo-
déles dont certains seront étudiés par la suite. En particulier, certaines variantes se
rapprochent de modeéles classiques présentés dans la section 1.1.1.

Fait plus important peut-étre que les modéles eux-mémes, les formes (1.8), (1.9) et
(1.10) sous-tendent des notions fondamentales qui permettent d’analyser les relations
sur un ensemble produit. Dans le modéle classique de I’utilité additive, la notion fon-
damentale est la préférence marginale. Cette relation définie sur chaque composante
X; comme la projection (en un certain sens) de la préférence globale >~ sur chaque at-
tribut est celle qui est représentée numériquement par les fonctions u; dans le modéle
(1.1). Dans I’“élicitation” du modele d’utilité additive, on s’appuie de fagon détermi-
nante sur les préférences marginales. Dans les modéles (1.8) et (1.9), ce ne sont pas les
préférences marginales qui jouent le role central ; elles ne jouissent d’ailleurs pas né-
cessairement, dans ces modeles, des propriétés qui facilitent leur interprétation dans le
modele (1.1); en particulier, elles ne sont pas nécessairement transitives ni complétes.
Elles ne sont pas non plus suffisamment “fines” pour déterminer la préférence globale
comme nous le verrons plus loin.

Dans les trois modéles (1.8), (1.9) et (1.10), notre outil d’analyse primordial est la
trace dans les différentes déclinaisons que permet la structure d’ensemble produit de
X . Dans le modéle (1.8), il s’agira de la trace marginale sur chaque composante X; ;
cette relation ordonne les niveaux de I’échelle sur laquelle s’exprime chaque attribut.
Dans le modele (1.9), il s’agira de traces sur chaque produit X ? qui ordonne les écarts
de préférence entre deux alternatives sur I’attribut 7. Dans le modéle (1.10), les deux
types de traces apparaissent et interagissent.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 1.2, nous introduisons nos outils
d’analyse a savoir les traces marginales sur les niveaux et les traces marginales sur les
écarts; nous situons les classiques préférences marginales par rapport aux premiéres.
Ensuite nous montrons comment représenter une relation quelconque dans I’un des
trois types de modeles introduits plus haut.

Aprés avoir décrit brievement les différentes spécialisations du modele (1.8) et
en avoir présenté les caractérisations axiomatiques, nous montrons, dans la suite de
la section 1.2, que certains de ces axiomes formulent en fait une exigence de base
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de toute procédure multicritére, le respect de la dominance. Nous analysons ensuite
le rapprochement graduel de la trace marginale sur les niveaux et de la préférence
marginale, a mesure que des exigences additionnelles sont imposées au modéle (le
rapprochant du modéle additif).

La section 1.4 est consacrée a I’étude du modele (1.9) ; comme dans la section pré-
cedente, nous en caractérisons différentes variantes. Nous montrons que les représen-
tations numériques de type (1.9) sont bien adaptées a la compréhension des méthodes
de surclassement. Nous passons ensuite (en section 1.5) aux relations qui peuvent
étre décrites par le modele (1.10). Nous en caractérisons certaines variantes et nous
situons quelques exemples dans cette famille de modeles, notamment, le modéle de
différences additives (1.3) et certaines méthodes de surclassement.

Une bréve conclusion résume les principaux apports des concepts introduits ici
pour I’analyse de relations trés générales sur un ensemble produit; des applications
diverses sont évoquées.

Les preuves de tous nos résultats sont élémentaires. Nous en présentons certaines
que nous jugeons éclairantes pour la compréhension des concepts introduits. Le lec-
teur intéressé par davantage de détails peut se reporter a une série d’articles ou les
démonstrations complétes sont fournies : [BOU 04d, BOU 02b, BOU 04b, BOU 02c,
BOU 04c]. On y trouvera en particulier I’étude compléte du cas général, non néces-
sairement dénombrable, et les preuves d’indépendance de nos axiomes, un aspect que
nous ne mentionnerons plus dans la suite.

1.2. Relations fondamentales et modeles triviaux
1.2.1. Relations binaires sur un ensemble produit

Nous adoptons les définitions relatives aux relations binaires qui ont été présen-
tées dans le chapitre BV02 (Relations binaires et modélisation des préférences) du
présent ouvrage. Nous utiliserons donc dans le méme sens que dans ce chapitre, les
notions de relation réflexive, irréflexive, compléte, symétrique, asymétrique, transi-
tive, de Ferrers et semi-transitive. Nous supposons également connues les définitions
de préordre complet, d’ordre d’intervalle et de semi-ordre (ou quasi-ordre) (voir [?],
pour ces définitions).

Nous travaillerons généralement avec des relations binaires sur un ensemble pro-
duit X = X3 x Xo x...x X,,oules X;,i=1,2,...,nsonta priori des ensembles
de cardinalités quelconques et n > 2. Les éléments de X sont des vecteurs x a n
composantes : ¢ = (z1,%2,-..,T,) que nous interprétons comme des alternatives
évaluées suivant n attributs.
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Une relation sur X sera généralement notée -, sa partie asymétrique, > et sa
partie symétrique ~. La méme convention est en vigueur pour les parties asymétrique
et symétrique d’une relation lorsque le symbole - est affecté d’un indice ou d’un
exposant. On interpréte a 2~ b comme une relation de préférence que I’on lit “a est au
moins aussi bon que b”.

Pour tout sous-ensemble I de I’ensemble d’attributs {1,2,...,n}, on notera X
(resp. X ) I’ensemble produit [, , X; (resp. Hi¢] X; ). Nous noterons (zr,a_r)
le vecteur w € X tel que w; = z; sii € I etw; = a; sinon. Dans le cas ou I se réduit
a un seul indice i, on utilisera simplement les notations X _; et (z;, a—;).

1.2.2. Indépendance et préférences marginales

Une relation de préférence quelconque - sur un ensemble produit X induit des re-
lations, dites préférences marginales, sur les sous-espaces X ; pour tout sous-ensemble
d’attributs I. La préférence marginale >~ ; induite par - sur X est définie pour tout
Tr,yrpar:

xrr t] yr < (:l?],Z_]) t] (y],Z_]), pourtoutz_r € X_g, (l.ll)

La préférence marginale 7~ ; n’hérite pas automatiquement de la propriété de complé-
tude éventuelle de - . Nous définissons deux propriétés qui donnent de la régularité
aux préférences marginales.

Définition 1 Soit 2~ une relation sur un ensemble produit X et I, un sous-ensemble
d’attributs.

— On dit que 7 est indépendante pour I si, pour tout z7, y;r € Xy,

[(zr,2_1) = (y1,2_1), pouruncertain z_y € X_j]
= [(l‘j,w,[) i: (y[,’u},[), pOUFtOUt w_g € X,[];

— on dit que > est séparable pour I si, pour tout z;, yr € Xy,

[(xr,z—1) > (y1,2-1), POUr uncertain z_y € X_j]
= Non|[(yr,w—_r1) > (xr,w_g)], pourtout w_y € X_j.

— Si 7~ est indépendante (resp. séparable) pour tout sous-ensemble I d’attributs,
on dit que - est indépendante (resp. séparable). Si - est indépendante (resp. sépa-
rable) pour tout sous-ensemble formé d’un seul attribut, on dit que - est faiblement
indépendante (resp. faiblement séparable)

L’indépendance est une notion classique en théorie du mesurage. Intuitivement,
elle signifie que des valeurs communes sur un sous-ensemble d’attributs n’influencent
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pas la préférence. Il est bien connu que I’'indépendance implique I’indépendance faible,
mais le contraire n’est pas vrai [WAK 89]. De méme, I’indépendance implique la sé-
parabilité mais I’inverse est faux. La notion de séparabilité est un affaiblissement de
I’indépendance qui a son intérét : des modeéles d’agrégation fondés sur I’opérateur
max ou min donnent des préférences séparables, mais non indépendantes. La sépara-
bilité interdit un renversement strict des préférences lorsqu’on fait varier des valeurs
communes sur certains attributs. La séparabilité entraine la séparabilité faible mais le
contraire n’est pas vrai.

Indépendance et séparabilité sont évidemment liées a la complétude des préfé-
rences marginales. Les résultats suivants sont bien connus ou évidents.

Proposition 1

— Si 7~ est compléte et indépendante pour tout attribut i, >~ ; est compléte ;

— -, estcompléte ssi - est faiblement séparable et vérifie la condition suivante :
pour tout: = 1,...,n, pour tout z;,y; € X; etpourtouta_; € X_;,

(Ti,a—i) Z (Yisa—i) OU (i, a—;) Z (@i, a—). (1.12)

Les préférences marginales sur chaque attribut 7 expriment les résultats de la com-
paraison de niveaux z; et y;, lorsque toutes choses sont égales par ailleurs, i. e. quand
ces niveaux sont complétés par les mémes niveaux sur X ;. Nous verrons dans la sec-
tion suivante que les préférences marginales z—; n’exploitent pas toute I’information
contenue dans -, ce que font par contre les traces marginales sur les niveaux.

1.2.3. Traces marginales sur les niveaux

On définit comme suit la trace marginale gauche =", la trace marginale droite =
et la trace marginale =" sur X;.

Définition 2 Pour tout z;,y; € X;, pourtouta_; € X _;, pour tout z € X,
zi mh v e (Wnas) 2 2= (wi,a-) 3 2],
T Ty vi e 2D (Ta-) = 27 (yi,a-)],
(yia—i) 2= (vi,a-4) 7 2,
Z; zli Yi < et
27 (zia—i) = 2 2 (yi,a—i).
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Ces définitions montrent bien la différence qui existe entre traces marginales et préfé-
rences marginales. Les traces marginales utilisent toute I’information contenue dans
~quant a la fagon dont z; se compare & y, lorsque ces deux niveaux sont combi-
nés avec les mémes évaluations sur X _;, y compris la fagon dont ces alternatives se
comparent aux autres. Au contraire, la préférence marginale résulte de la seule com-
paraison de x; et y;, ceteris paribus, ce qui exploite moins finement I’information
contenue dans - . Sous une hypothése trés faible, la réflexivité de -, on a en effet
que x; ij yi (0u z; 27 y;) implique z; ;. On le vérifie facilement en partant
par exemple de (yi,a—;) = (yi,a_;); en appliquant la définition de >;", on en dé-

~

duit (z;,a—;) = (ys,a—;); pour montrer I’autre |mpI|cat|on, il suffit de partir de

~

(i, a-;) = (x;,a—;) etd’utiliser la définition de =~

~

Il n’est pas difficile de voir que, par définition, >, > et >i sont des relations
réflexives et transitives.

Conformément & nos conventions, nous notons > et ~; les parties asymétrique
et symétrique de ;" et nous procédons de méme pour -7~ et = Nous notons dans

~1

le lemme suivant quelques liens, utilisés par la suite, entre les traces marginales et la
préférence - : ces propriétés montrent comment la préférence “répond” aux traces
marginales. La démonstration de ce lemme est laissée au lecteur.

Lemme 1 Pourtouti € {1,...,n} etz,y,z,w e X :
Dz 2z y 2 t? zi]l = (2i,2-5) Z Y
[xZ vy T wi] =7 (wisy—i),
vz oy = (zir-i) 2 (wi,y—i),
3) [z =5 iy ot wi] = < et
=y =(2i,7-4) > (Wi, y—i),
TT Y zT w,
4) [z ~ 2y ~ wZ,Vz e{l,...,n}]=> et
TrYSz-w.

Il est clair que les traces marginales ne sont pas nécessairement des relations com-
plétes. Lorsqu’elles le sont, cela a d’intéressantes conséquences comme nous le ver-
rons dans la section 1.3.

1.2.4. Traces marginales sur les écarts

P. P. Wakker [WAK 88, WAK 89] a bien montré I’intérét des traces sur les écarts
de préférence dans la compréhension des modéles de mesurage conjoint. Nous intro-
duisons deux relations =¥ et —** sur les écarts de préférence pour chaque attribut i ;
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ces deux relations comparent des paires de niveaux ; ce sont donc des sous-ensembles
de X7 x X2

Définition 3 Pour tout z;, y;, z;, w; € X;,

(i y:) 27 (zi,wi)  ssi
Va*iabfi S X*ia (Zi,a,i) i: (wiabfi) = (.’L‘i,a,i) r>\: (ylabfz);

(@i, yi) 27 (zi,wi)  ssi [(xi,y0) 27 (ziows) et (wi, 2z3) 227 (i, @)

Intuitivement, on interpréte (z;,y;) =7 (z;, w;) comme exprimant le fait que I’écart
de préférence entre les niveaux z; et y; n’est pas moins grand que celui entre les
niveaux z; et w;. Il faut noter que par définition, =7 est réflexive et transitive. Par

contre, I’écart (x;,y;) n’y a pas de lien automatique avec I’écart “opposé” (y;, z;) ;
c’est la raison pour laquelle la relation 7Z;* est introduite.

Comme pour les traces marginales sur les niveaux, la relation de préférence - jouit
de propriétés de monotonie par rapport aux traces marginales sur les écarts. De méme,
les traces sur les écarts et les traces sur les niveaux ne sont pas sans liens. Les premiers
liens et les seconds sont respectivement décrits dans les deux lemmes qui suivent ; leur
démonstration est élémentaire et laissée au soin du lecteur.

Lemme 2 Pour tout z,y € X et tout z;, w; € X;,

1) = estindépendante ssi (z;,x;) ~F (vi,y:), Vi€ {1,...,n},
2) [z 2 yet(ziwi) Z7 (24,90)] = (zi,2-0) T (wi,y-4),
3) [(zisws) ~F (zi,y:), Vied{l,...;n} ]| =[xz yo 2z w,
4) [z = yet (zi,wi) 27" (@0, 9:)] = (20, 2-0) = (wis y—i),

22 ye 22wl
5) [(zi, wi) ~F* (z4,9:), Vie{l,...,n}] = (et

[z -y ez = w],

Lemme 3 Pourtouti € {1,...,n} ettoutxz;,y; € X;,
D =F yi & (@6, w) =5 (yi,wi), Vw; € X,

~1
2) z; 7 yi & [(wisyi) ZF (wis i), Vw; € X3,
3z = yi & (s, wi) 2 (i, wi), Yw; € X,

~T ~1
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4z Tiet (isyi) 27 (ziswi)] = (G, yi) 27 (ziswi),
5 [yi Zi liet(zi,y:) Z7 (ziwi)] = (24, 4) T (23,w1),
6) [2i i_j Li et (x4, ;) N: (i, w3)] = (i, y:) i:: (i, w;),
[z Nz . w; et (xi,y;) ~i T (zi,wi)] = (T4, 94) N: (2, 4i),

8) [z; ~ Zz ety; ~ Z- i wi] = (w4, y8) ~F (26, w4),
9) ['Tz Zz ety; ~ wz] = (xiayi) N;'k* (Ziawi)

Les traces marginales sur les écarts ne sont pas, en général completes ; lorsqu’elles le
sont, cela a d’intéressantes conséquences qui seront étudiées dans la section 1.4

1.2.5. Trois modéles pour des relations quelconques sur un produit cartésien

A condition que la cardinalité de X ne soit pas trop €levée, toute relation binaire
sur X admet les représentations numériques décrites par les équations (1.8), (1.9)
et (1.10). Comme nous le verrons dans la démonstration de la proposition suivante,
les traces sur les niveaux jouent un role fondamental dans la représentation (1.8), les
traces sur les écarts jouent un tel réle dans la représentation (1.9) et les deux types
de traces sont a la base des modeles (1.10). La portée de ce lien se renforcera bien
davantage lorsque nous imposerons la complétude des traces dans les trois sections
suivantes.

Nous utilisons ci-dessous la notation [u;(z;)] pour désigner le vecteur a n compo-
santes (u1(z1), - -, un(xy)).

Proposition 2 Soit - une relation binaire sur un ensemble X = []"_, X; ayant au
plus la cardinalité de R.

1) 1l existe des fonctions u; sur X;, a valeurs réelles, et une fonction a valeurs
réelles F définie sur [[];_, u:(X;)]? telles que, pour tout z,y € X,

z 2y Flui(z); [ui(y:)]) = 0. (N0)

2) Il existe des fonctions p; sur X?, a valeurs réelles, et une fonction a valeurs
réelles G définie sur TT", p;(X?) telles que, pour tout z,y € X,

7y G(pi(zi,yi)]) 20 (EO0)

3) Il existe des fonctions u; sur X;, a valeurs réelles, des fonction ; sur u;(X;)?,
a valeurs réelles et une fonction a valeurs réelles H définie sur J;", ¢;(u;(X;)?)
telles que, pour tout z,y € X,

z 7y < H([pi(uwi(zi),ui(y:))]) >0, (NOEO)
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Preuve. Partie 1. Soiti € {1,...,n}. Par construction, ~ est une relation d’équi-
valence puisqu’elle est réflexive, symétrique et transitive. Comme X; a au plus la car-
dinalité de R, il existe une fonction u; de X; dans R telle que pour tout z;,y; € X; :

2 ~F Y o u(e) = ui(yi). (1.13)
Pour chaque i € {1,...,n}, soit u; une fonction satisfaisant (1.13). On définit F' de
[T, wi(X;)]? dans R par:

Flustelifus)) = { T G " (114)

Le lemme 1.4 garantit que F' est ainsi bien définie.

Partie 2. Comme ~** est une relation d’équivalence et vu la cardinalité de X, il
existe une fonction p; de X? dans R séparant les classes d’équivalence de ~}*, i.e.
telle que pour tout z;, y;, z;, w; € X; :

(@i, y3) ~i" (25, wi) © pi(Ti,yi) = pi(2i, w;). (1.15)
Grace au lemme 2.5, la fonction G ci-dessous est bien définie :

Gtesn) ={ 71 G (116

Partie 3. Prenons, pour chaque , une fonction «; satisfaisant (1.13) et une fonction
p; satisfaisant 1.15. On définit ; sur u;(X;)? par :

i(ui(z:),ui(y:)) = pi(ws, ys) (1.17)

pour tout z;,y; € X;. Montrons que ¢; est bien définie i.e. que u;(z;) = w;(z;) et
u;(yi) = ui(w;) impliquent p;(z;,y;) = pi(zi, w;). Par construction, on a z; Nii zi

ety; Nii w; ; lelemme 3.9 donne (z;, y;) ~7* (2, w;) etdonc p;(z;, yi) = pi(zi, w;).

I ne reste plus qu’a définir H sur [T}, ¢;(ui(X;), ui(X;)) par :

+1 siz >y,
H(feitustod ) = { T G (118)
En utilisant le lemme 2.3, on voit que H est bien définie.
m|

Remarque. La condition de cardinalité sur X imposée dans la proposition 2 n’est
pas une condition nécessaire. Elle peut étre affaiblie en exigeant seulement, pour le
modeéle (INV0), que le nombre de classes des relations d’équivalence Nii ne dépasse
pas la cardinalité de R ; de méme pour le modéle (E0), il faut et il suffit d’imposer
la méme restriction sur le nombre de classes d’équivalence des relations ~;*. Pour le
modeéle (NOEO), les deux restrictions précédentes sont requises.
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1.3. Modéles utilisant les traces marginales sur les niveaux
1.3.1. Définition des modéles

Dans le modéle (N 0), le role de u; se limite & associer une “étiquette” numérique a
chaque classe d’équivalence de la relation zf et celui de F' est simplement de dire si
les profils [(u;(x;))], [(wi(y:))] correspondent ou non & une préférence (voir définition
de F' dans I’équation 1.14). La situation change lorsqu’on impose a F' des propriétés
additionnelles ; nous obtenons ainsi :

—le modéle (V1) en ajoutant a (VO) le fait que F'([u;(z;)]; [wi(z;:)]) > 0,
—le modéle (N2) en ajoutant & (N1) le fait que F([u;(z;)];[ui(y:)]) =
—F([ui(yi)]; [ui(2:)]).

De plus, dans chacun des modeles (N 0), (N1) et (N2), nous envisageons les consé-
quences de I’hypothése selon laquelle F' est non-décroissante (respectivement crois-
sante) en ses n premiers arguments et non-croissante (resp. décroissante) en ses n
derniers arguments. Ces huit modeles sont définis dans le tableau 1.1.

Tableau 1.1. Modeles utilisant les traces sur les niveaux

(N0) @ 7y e F(lui(@i)]; [ui(y:)]) =20

(Nl) (NO) avec F([u, ($1)], [’U,»L (.Z‘l)]) >0

(V2) (NO)avec F([ui(xi)l; [ui(y:)]) = —F ([wi(yi)]; [wi(z4)])
(IVN3) (IV0) avec F' non-décroissante, non-croissante,

(V4) (IV0) avec F croissante, décroissante,

(IV5) (IN1) avec F' non-décroissante, non-croissante,

(IV6) (V1) avec F croissante, décroissante,

(NT) (IN2) avec F' non-décroissante, non-croissante,

(V8) (IV2) avec F croissante, décroissante,

Un certain nombre d’implications entre ces modéles sont la conséquence immé-
diate de leur définition; nous ne les détaillons pas. Nous consignons dans la propo-
sition suivante les implications des deux propriétés caractéristiques de F' introduites
pour définir les modeles (N1) et (N2).

Proposition 3 Une relation binaire - sur un ensemble produit X = [, X; ayant
au plus la cardinalité de R suit le

1) modéle (N1) ssi 7 est réflexive;
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2) modeéle (INV2) ssi - est compléte.

Preuve. Les propriétés de réflexivité et de complétude sont clairement des consé-
guences respectivement des modéles (V1) et (N2). Le fait que la réflexivité est suffi-
sante pour le modele (V1) est également évident. Il reste a montrer que la complétude
est suffisante pour le modele (IN2). Pour cela, il suffit de reprendre la construction
de la représentation de > donnée dans la preuve de la proposition 2 en remplagant la
définition (1.14) de F par la suivante :

+1 siz =y,
Flui(zi); ui(y)l) = ¢ 0 siz~y, (1.19)
—1 sinon.

En utilisant la complétude de - , on vérifie immédiatement que F" est ainsi bien définie
et satisfait la propriété F'([u;(z;)]; [ui(ys)]) = —F ([wi(ys)]; [ui(x:)])-
O

Dans la section suivante, nous introduisons des propriétés qui sont intimement
liées a la monotonie de la fonction F'. Fait intéressant, ces mémes propriétés assurent
la complétude des traces marginales.

1.3.2. Complétude des traces marginales et monotonie de F’
Nous introduisons les trois axiomes suivants pour chaque dimension ;.

Definition 4 (Conditions AC1, AC2 et AC3)  SoitZ; une relation binaire sur X =
[T, X;. Pouri € {1,...,n}, ondit que cette relation satisfait :

TZY (i) Z v
et = ou
2w (i,2-4) 7w,
Ty z 7 (wi,y—q)
et = ou
zZw 2 7 (yi,w—i),
27 (miya—y) 2 7 (wiya—;)
et ={ ou
(zib-i) Ty (wi,b-i) 2 ys

pour tout z, y, z,w € X, touta_;,b_; € X_; et tout z;, w; € X;.
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On dira encore que - satisfait AC1 (resp. AC2, AC3) si elle satisfait AC1;
(resp. AC2;, AC3;) pour touti € {1,...,n}.On utilisera le raccourci AC'123 pour
la conjonction des propriétés AC'1, AC2 et AC3.

Ces trois conditions peuvent étre qualifiées de conditions de simplification ou d’an-
nulation (“cancellation”, en anglais), classiques en mesurage conjoint. Le nom des
axiomes s’explique par le fait qu’il s’agit de simplification “intrA-Critere” (par op-
position aux axiomes RC — de simplification “inteR-Critére — qui seront utilisés en
section 1.4). Les conditions AC1, AC2 et AC3 ont été introduites a I’origine dans
[BOU 99, BOU 97] et utilisées ensuite dans [GRE 02].

La condition AC'1; suggére que les éléments de X; peuvent étre ordonnés en ré-
férence a la “dominance par le haut” : “z; domine par le haut z;” signifie que si
(zi,c—i) 7= w, alors (z;,c_;) = w. Lacondition AC2; a une interprétation similaire
en référence a la “dominance par le bas” : si z = (y;,c_;) alors x = (w;,c_;). La
condition AC'3; garantit qu’il est possible d’ordonner les éléments de X; de facon
compatible avec la dominance par le haut et la dominance par le bas ; celles-ci ne sont
donc pas incompatibles. On peut montrer par des exemples [BOU 04d, Appendix A]
que AC1, AC2 et AC3 sont logiquement indépendantes.

Les conditions AC'1, AC2, AC3 ont des liens étroits avec les traces marginales.
Nous les décrivons dans la proposition suivante.

Lemme 4 (Complétude des traces marginales)

1) > est compléte ssi - vérifie AC1;;
2) -, estcompléte ssi - vérifie AC2; ;

~T

3) [Non[z; = vi] = v i ;] ssi 7z vérifie AC3;;

~1

4) - F estcompléte ssi - vérifie AC1;, AC2; et AC3;.

Preuve. Pour prouver la partie 1, il suffit d’observer que la négation de AC'1; est
équivalente a la négation de la complétude de ;. On prouve la partie 2 de fagon
similaire.

Partie 3. Supposons que Non| z; ?j yi|;ilexistealorsz € X eta_; € X_; tels
que z = (z;,a_;) et Non[z = (yi,a—;)]. Si (z;,b_;) = w, alors AC3; implique
(yi,b—;) = wouz = (yi,a—;). Comme par hypothése, Non[z = (y;,a—;)], il faut
que (y:,b—;) = w, de sorte que y; =; x;. L’implication inverse résulte du fait que la

~1
négation de AC3; équivaut a I’existence de z;,y; € X; tels que Non[y; ?j z;] et
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Non[z; =7 y;]. La partie 4 résulte des trois premiéres parties.

~1

O

La conjonction des trois conditions AC'1, AC2 et AC3 implique que les traces
marginales ,ﬁf induites par =~ sont des préordres complets. 1l est assez naturel que
ces mémes propriétés entrainent des conséquences sur les préférences marginales - ;.
Cependant, comme on va le voir, préférences marginales et traces marginales sur les
niveaux ne coincident pas en général. Nous donnons les résultats suivants sans dé-
monstration ; le lecteur intéressé les trouvera dans [BOU 04d, Proposition 3]).

Proposition 4 (Propriétés des préférences marginales)

1) Si - est réflexive et vérifie AC1; ou AC2; pouri € {1,...,n}, alors - est
faiblement séparable et satisfait (1.12).

2) Si - est réflexive et vérifie AC'1; ou AC?2; alors -, est un ordre d’intervalle.
3) Si, de plus, = satisfait AC3; alors -; est un semi-ordre (ou quasi-ordre).

De la partie 1, en utilisant la proposition 1.1, on déduit que -, est compléte dés
que - est réflexive et vérifie AC1; ou AC2;.

Nous savons que si >~ est réflexive et satisfait AC123, les traces marginales =
sont des préordres complets (lemme 4.4) et la partie 3 de la proposition précédente
nous apprend que sous ces mémes conditions les préférences marginales >-; sont des
semi-ordres. Ceci suggere que les traces et les préférences marginales sont des rela-
tions distinctes, ce que confirment des exemples (voir [BOU 04d]) ; nous verrons plus
loin des conditions assurant I’identité de ces relations. Lorsqu’elles sont distinctes,
NouUs avons vu que x; =F y; entraine z; =, y;, des que - est réflexive ; comme sous

~t

AC123, ,ﬁf et 7—; sont complétes, cela signifie que, sous ces conditions, ,ﬁf est plus

discriminante que »-; (au sens oll ~3C ~; : plus de paires sont indifférentes pour la
préférence marginale que pour la trace marginale).

Les axiomes AC'123 sont non seulement liés & la complétude des traces margi-
nales, mais aussi aux propriétés de monotonie de la fonction F' apparaissant dans les
modeles de type (1.8). Dans cette section, nous établissons a titre d’exemple une ca-
ractérisation des modéles (IV'5) et (N 6). Nous nous limitons a la démonstration du cas
ou X est un ensemble dénombrable.

Proposition 5 (Caractérisation de (/V5) et (V6))  Soit 2~ une relation binaire sur
I’ensemble dénombrable X = ", X;. >~ vérifie le modéle (N6) ssi 7 est réflexive
et satisfait AC1, AC2 et AC3. Les modéles (IV5) et (IN6) sont équivalents.
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Preuve. Le modéle (IV5) est un cas particulier du modéle (V1) ; la préférence - y
est donc réflexive (proposition 3.1). On vérifie aisément qu’une relation admettant une
représentation dans le modéle (IV'5) vérifie AC123. Réciprogquement, si - est réflexive
et vérifie AC'123, on peut construire une représentation numérique suivant le modéle
(IV6). Prenons pour chaque fonction u; une représentation numerique du préordre
complet =, i.e. Vo;,y; € X; :

zi TE g & wilzi) > wily). (1.20)

Une telle représentation existe du fait que X est dénombrable. On définit ensuite F'
sur [T, wi(X;)]? par:

Fwten i = { ToRER (G T G a2

Que F soit bien définie résulte du lemme 1.4. La croissance de F' en ses n premiers
arguments et sa décroissance en ses n derniers arguments résulte de la définition de F’
et du lemme 1.3.

O

Le cas non-dénombrable ne présente pas de difficulté sérieuse; il faut et il suffit
d’imposer que les traces marginales de 7~ soient représentables sur les réels, ce qui
équivaut a ce que soit satisfaite une condition d’*“ordre-densité”. On dira que zii sa-
tisfait la condition d*“ordre-densité” O D" si il existe un sous-ensemble dénombrable
Y; C X, tel que Vz,, z; € X;,
=E 2. (1.22)

~1

T; >Z-i z; = dy; € Y; tel que z; tzi Yi

Moyennant cette condition additionnelle imposée & ~ pour tout ¢ € {1,...,n}, la
caractérisation des modéles reste valable.

Notons également que le cas, légérement plus général, des modeles (N 3) et (INV4)
se traite tout a fait de la méme maniere ; ces deux modeles sont équivalents et les pré-
férences qui peuvent y étre représentées sont celles qui vérifient les propriétés AC1,
AC2 et ACS3.

1.3.3. Modeéle (/V8) et stricte monotonie par rapport aux traces

Pour obtenir une caractérisation du modéle le plus contraint de ceux figurant dans
le tableau 1.1, nous introduisons deux nouveaux axiomes qui ne délivrent leur puis-
sance que lorsque la relation est compléte. Ces axiomes sont batis sur le modéle de
I’axiome d’«annulation triple» qui est utilisé classiquement dans la caractérisation des
modéles d’utilité additive; c’est d’ailleurs la raison de leur dénomination : «T'AC»
pour «annulation Triple intrA-Critére».
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Définition 5 (Conditions TAC1, TAC2) Ondit que - satisfait :

(Tiva—i) Ty
et
Yy (zi,a—y) p = (xi,0-) 7 w,
et
(ziyb—i) Z w
TAC2; si
(Tia—i) Z Y
et
Yy (zisai) p=>wZ (2,0-),
et
w7 (Ti,b-;)

pour tout z;, z; € X;, touta_;,b_; € X_; ettouty,w € X.

Nous dirons que - satisfait TAC1 (resp. TAC?2) si elle satisfait TAC1; (resp.
TAC2;)pourtouti € {1,...,n}.Nousabrégeronsaussi TAC1et TAC2en TAC12.

Les deux premiéres conditions dans la prémisse de TAC1; et TAC2; suggérent que
le niveau z; n’est pas moins élevé que le niveau z;. TAC1; (resp. TAC?2;) impliquent
alors que z; devrait dominer z; par le haut (resp. par le bas).

Nous donnons sans démonstration (voir [BOU 04d]) quelques conséquences de
TAC1 et TAC2. Ces axiomes ne seront imposés qu’a des relations complétes; sans
cette hypothése, leur pouvoir est assez limité.

Lemme 5 (Réponse strictement positive aux traces sur les niveaux) Si - estune
relation binaire complete sur X = [];", X; alors :
3) TAC1; est équivalent & la complétude de la relation iii jointe a la condition
suivante :
[z yetz; =7 z]= (zi,2—) = v (1.23)
4) TAC?2; est équivalent & la complétude de la relation =3 jointe & la condition
suivante :
[z 7 yety; =; wi] = 2 = (wi,y—;). (1.24)
5) Si TAC1; ou TAC?2;, alors =, est indépendante pour {i} et z; est un préordre
complet. De plus, si ona TAC12 alors =; = 7.
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Comme on le voit, sitdt que - est compléte, la conjonctionde TAC1; et TAC2;
garantit que >~ répond de facon strictement croissante & la trace marginale >ii. Ces
propriétés impliquent aussi que - est faiblement indépendante pour la coordonnée
{i} et que la préférence marginale -, est un préordre complet identique & la trace
marginale tf. Nous n’examinons pas en détail ici les relations entre TAC'1;, TAC2;,
d’une part, et AC1;, AC2;, AC3;, d’autre part. Nous y reviendrons dans la section
1.3.6. On peut montrer par des exemples (voir [BOU 04d, Appendice A]) que pour une
relation compléte, TAC'1 et TAC?2 sont des propriétés logiquement indépendantes.

Notons qu’on ne peut déduire de ceci des propriétés fortes de la préférence glo-
bale, comme la transitivité, ni méme la semi-transitivité ou la propriété de Ferrers; la
préférence >~ n’est donc pas en général un ordre d’intervalle, méme dans le cas le plus
contraint, celui du modéle (/V8).

Les résultats précédents conduisent directement a la caractérisation du modele
(NV8).

Proposition 6 (Caractérisation de (V8))  Soit = une relation binaire sur I’ensemble
dénombrable X =[], X;. - vérifie le modele (V8) ssi 7~ est compléte et satisfait
TAC1etTAC2.

Preuve. La preuve suit exactement le méme schéma que celle de la proposition
5. Seule la définition de la fonction F' doit étre adaptée pour prendre en compte la
complétude de - . On définit F sur [[], u;(X;)]* en remplacant (1.25) par :

+eXP(Z?:1 (wi(ws) —ui(y:))) sSizZy,
F([ui(z:)]; [wi(y:)]) = ¢ 0 siz~y, (125)
—exp(3_iLy (ui(yi) —ui(z;)))  sinon.

Il résulte des parties 3 et 4 du lemme 5 que F' est strictement croissante en les u; (qui
sont, dans cette construction, des représentation numériques des préordres - ).
O

1.3.4. Caractérisation compléte des modéles sur les niveaux

A titre documentaire, nous donnons sans démonstration (voir la démonstration
dans [BOU 04d]) une caractérisation compléte des modeéles sur les niveaux décrits
dans le tableau 1.1. Nous nous limitons au cas ou X est dénombrable, le cas non
dénombrable se traitant sans difficulté, moyennant I’imposition de conditions d’ordre-
densité sur les traces (a partir du modele (NV4)).
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Théoreme 1 (Modéles fondés sur les traces sur les niveaux)  Soit 2~ une relation
binaire sur un ensemble dénombrable X = ", X;. Cette relation est représentable
dans le

1) Modéle (N'1) ssi 7 est réflexive ;
2) Modéle (N2) ssi - est compléte;

3) Modéle (N4) ssi - Vvérifie AC1, AC2 et AC3; les modéles (IV3) et (IN4)
sont équivalents ;

4) Modele (N6) ssi 7~ est réflexive et vérifie AC1, AC2 et AC3; les modéles
(N5) et (IV6) sont équivalents;

5) Modéle (N7) ssi - est compléte et vérifie AC'1, AC2 et AC3;
6) Modéle (V8) ssi - est compléte et vérifie TAC1 et TAC2.

Observons que croissance et non-décroissance (resp. décroissance et non-croissance)
ne se distinguent pas dans nos modéles a moins que la fonction F' soit anti-symétrique
(i-e., F([wiz:)]; [ui(yi)]) = —F([ui(yi)]; [ui(zi)])). Dans ce cas, la valeur “0” joue
un rdle spécial et exclusif, celui d’indiquer I’indifférence, et cela conduit & distinguer
le cas croissant du cas non-décroissant.

1.3.4.1. Unicité et représentations réguliéres

Du point de vue de I’unicité de la représentation, tous ces modéles sont évidem-
ment assez pauvres. Une grande variété de fonctions peuvent étre utilisées tant en ce
qui concerne F' que u;. Cependant, il n’est pas difficile de voir quelles sont exac-
tement les contraintes que doivent vérifier ces fonctions. Prenons le cas du modéle
(IV6). Notre preuve de la proposition 5 montre qu’il est toujours possible d’utiliser
des fonctions u; vérifiant :

T Ty wilzi) > wiy). (1.26)

Nous appellerons réguliére une représentation ou les fonctions u; vérifient 1.26. D’apres
notre preuve, toute transformation strictement monotone d’une fonction u; vérifiant
cette condition peut étre utilisée et donnera lieu a une autre représentation réguliére.
D’autres choix sont possibles cependant. En fait, il est facile de voir que n’importe
quelle fonction u; satisfaisant

zi = yi = ui(mi) > wiys) (1.27)
peut étre utilisée dans une représentation du modele (IV6).

Pour ce qui est de la fonction F, on peut remplacer I’exponentielle de la somme
des différences des 2n arguments, utilisée dans la formule (1.21), par n’importe quelle
fonction a valeurs réelles positives sur R2” qui soit croissante en ses n premiers argu-
ments et décroissante en les nn derniers (au moins sur le sous-ensemble [T, u;(X;)]?).
Il est par ailleurs clair que seules de telles fonctions peuvent étre utilisées.
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Les représentations décrites ci-dessus sont les seules possibles pour le modele
(IV6). 1l n’est pas difficile d’adapter les raisonnements que nous avons faits pour cou-
vrir tous les modeles envisagés ici (voir [BOU 04d] pour les détails).

1.3.5. Relations compatibles avec la dominance

Pourquoi s’intéresser particulierement aux modéles (N5) et (N6) et (N8)? La
raison majeure est liée a I’application des modeles du mesurage conjoint a I’analyse
multicritere. En analyse multicritere, la préférence globale est généralement construite
(et non donnée a priori). Cette construction se fonde sur les données (c’est-a-dire les
évaluations des alternatives sur les différents points de vue pertinents) et leur interpré-
tation en termes de préférence sur chaque critere. Sur ce dernier point, il importe de
souligner que les ensembles X; n’ont pas été supposé étre des ensembles numériques;
ce peuvent étre des ensembles ordonnés ou méme des échelles nominales. L’interpré-
tation de ces évaluations en terme de préférence nécessite au minimum de définir un
ordre sur les ensembles X;, ordre qui corresponde aux préférences croissantes du dé-
cideur sur le point de vue correspondant. L’échelle ainsi interprétée porte le nom de
critére [ROY 93].

On s’attend bien entendu a ce que certains liens logiques minimaux existent entre
les critéres et les préférences globales. Le respect de la dominance? en est un, commu-
nément admis [ROY 85, ROY 93, VIN 89]. En théorie du mesurage conjoint, aucun
ordre n’est postulé a priori sur les X; ; celui-ci, s’il existe, devrait se retrouver — ou,
du moins, ne pas étre contredit — par la préférence globale. Dés lors, on peut formuler
le principe de respect de la dominance, dans le contexte du mesurage conjoint, de la
maniere suivante.

Définition 6 Une relation binaire réflexive z~ sur un ensemble X = ], X; est
compatible avec une relation de dominance si, pour touti € {1,...,n}, il existe un
préordre complet S; sur X; tel que, pour tout z,y € X et tout z;, w; € X;,

[z = y,2S;x; et y;S;w; pourtouti € {1,...,n}]= 2z = w. (1.28)

On dit que cette compatibilité est stricte si la conclusion de la condition (1.28) est
modifiee en z > w dés que, pour un certain j € {1,...,n}, z;Pjx; ou y; Pjw; (o
P; dénote la partie asymétrique de S;).

2. Cette notion de dominance ne doit pas étre confondue avec celle que nous avons introduite
incidemment apres la définition 4 ; cette derniere concerne uniquement les positions relatives
des niveaux sur un attribut ; nous I’avons appelée “dominance par le haut” et “dominance par le
bas” faute d’avoir trouvé un terme plus approprié.
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Cette définition appelle une remarque. On pourrait penser qu’une définition rai-
sonnable de la compatibilité avec une relation de dominance consisterait a requérir la
condition suivante au lieu de (1.28) :

[x;S;y; pourtouti € {1,...,n}] =z = y. (1.29)

Le lecteur se convaincra facilement que cette notion de compatibilité avec une do-
minance serait trop faible dans le cas ou la relation >~ n’est pas supposée transi-
tive. En effet, lorsque - posséde des cycles dans sa partie asymétrique, il est pos-
sible que cette relation vérifie (1.28) alors qu’il existe des alternatives z,y,z € X
telles que zAy, y = z et z = z (ou la relation de dominance zAy est définie par
[x;S;y; pourtouti € {1,...,n}]). Dans une telle situation, les alternatives non-
dominées (pour la relation A) ne s’imposent pas nécessairement comme de bonnes
solutions d’un probléme de choix multicritére puisque = pourrait étre non-dominé
alors qu’il existerait une alternative z telle que z > z. La définition 6) évite cet écueil
puisque, avec (1.28), zAy ety > z impliquent 2 =~ =z, en contradiction avec z > z.

Vu les résultats de la section 1.3.2 liant les relations > & la monotonie de F,
on peut s’attendre & ce que, lorsqu’une préférence - est compatible avec une relation
de dominance, les relations .S; de la définition 6 ne soient pas étrangéres aux traces
marginales iii. C’est bien le cas, comme le montre la proposition suivante (nous nous
y limitons aux relations de préference réflexives, mais le cas des relations asymétriques
pourrait étre traité similairement).

Proposition 7 (Compatibilité avec la dominance) Une relation binaire réflexive =
sur un ensemble X = T, X; est compatible avec une relation de dominance ssi
elle satisfait AC'1, AC2 et AC3. Dans ce cas .S; est compatible avec 5} dans le sens
suivant :

T >ii yi = Non[y;Siz;] (1.30)

Preuve. La nécessité de AC1, AC2 et AC3 est assez immédiate. Prenons le cas de
AC1, les autres cas étant similaires. Supposons que (x;,a—;) = y et (z;,b—;) = w.
La relation S; étant compléte, nous avons soit x;S;z; Soit z;S;x;. Si z;S;x; alors, en
utilisant la définition de la compatibilité avec la dominance, (z;,a_;) = y implique
(zi,a_;) 7= y.Siz;S;2;, alors (z;,b_;) = wimplique (z;,b_;) = w. Par conséquent
AC1 est vérifié.

Le fait que AC'1, AC2 et AC3 sont des conditions suffisantes est évident. On peut
en effet prendre S; = =3 pour touti € {1,...,n}. Sous AC123, les =3 sont des
préordres complets (lemme 4.4) et en utilisant le lemme 1.4, on obtient (1.28).

Pour montrer (1.30), supposons au contraire qu’il existe x;, y; € X; avec x; >Z-i Yi
et y;S;x;. De la premiére relation nous déduisons qu’il existe soita_; € X _;etz € X
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tels que (z;,a—;) = z et Non|[(y;,a—;) = z]soitb_; € X_; etw € X tels que
w 7 (yi,b_;) et Non[w 7 (x;,b_;)]. Dans les deux cas, y;S;z; et I’application de
(1.28) conduisent a une contradiction.

O

On déduit de ce résultat que, lorsque la préférence - est compatible avec une rela-
tion de dominance, ,ﬁf ne peut étre plus fine que S;. En d’autres termes, .S; C iii. Si
I’on considére qu’une préférence globale 7~ , compatible avec une dominance, procéde
en pratique & une agrégation des relations .S; définissant les critéres, on comprendra
que - ne peut induire comme trace sur X; une relation qui contredirait S;, ni méme
qui créerait une préférence, la ot .S; ne voit qu’indifférence. Méme si, pour une pré-
férence réflexive et satisfaisant AC'123, on ne peut garantir I’unicité des relations .S;,
on constate cependant que celles-ci sont fortement contraintes : S; ne peut qu’étre un
préordre complet inclus a >- .

La proposition précédente institue le modéle (N 6) (ou son équivalent (N 5)) comme
cadre naturel des préférences compatibles avec une relation de dominance. Une ques-
tion qui vient immédiatement a I’esprit est celle de la compatibilité stricte avec une
relation de dominance. Assez curieusement, le cadre naturel pour la compatibilité
stricte n’est pas exactement celui du modéle (IV8). En effet, ce modele impose des
préférences completes, ce qui n’est pas, comme nous allons le voir, une condition
nécessaire pour le respect strict de la dominance.

1.3.6. Compatibilité stricte avec la dominance

Une compatibilité stricte avec la dominance nécessite bien entendu un renforce-
ment des axiomes ACy, ACs, AC5. Nous appelons AC4 le renforcement suivant de
AC3.

Définition 7 (Condition AC4) On dit que - satisfait AC4; si - vérifie AC3; et si,
lorsqu’un des conséquents de AC3; est faux, I’autre est satisfait avec > au lieu de - .
Nous dirons que = satisfait AC4 si elle satisfait AC'4; pour touti € {1,...,n}.

Le lemme suivant que nous donnons sans démonstration (voir [BOU 04d]), énonce
quelques conséquences de AC4.

Lemme 6 (Conséquences de AC4)
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1) Si = est réflexive, AC4; est équivalente a la complétude de ,ﬁf et la conjonc-
tion des deux conditions :

[z = yetz >Z.i ;] = (zi,2—5) = v, (1.31)

[z = yety; =% wi] =z = (wi,y—i). (1.32)

2) Si - est réflexive et satisfait AC4; alors
- = est indépendante pour {i},
- -, est un préordre complet et

3) Si = est compléte, [TAC1; et TAC?2;] < AC4;.

Dés que 7 est réflexive, la condition AC4, qui, par définition, est plus forte que
AC3, entraine également AC'1 et AC?2 puisqu’elle implique la complétude des rela-
tions > (lemmes 6.1 et 4.4). Lorsque - est compléte, AC4 est équivalente 3 TAC'1
et TAC2, ce qui fournit donc (voir proposition 6) une caractérisation alternative du
modeéle (V8) : - satisfait (/V8) ssi - est compléte et vérifie AC4.

L’avantage de AC4 sur TAC1 et TAC2 est que cette condition entraine une ré-
ponse strictement monotone aux traces marginales, méme lorsque - est incompléte.
Elle est également la condition que nous recherchons en vue de caractériser la compa-
tibilité stricte avec une relation de dominance.

Proposition 8 (Compatibilité stricte avec la dominance) Une relation binaire réfle-
xive - surunensemble X = [];", X; est compatible avec une relation de dominance
ssi elle satisfait AC'4. Dans ce cas, les relations S; sont déterminées de fagon unique
et S; ==, pour tout i.

~1

La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 7; nous
I’omettons (voir [BOU 04d]).

Notons que les conditions assurant la (stricte) compatibilité avec une relation de
dominance ne garantissent pas en revanche que =~ posséde de «bonnes» propriétés :
ni complétude, ni transitivité ! 1l est en effet facile, en utilisant des exemples inspirés
du paradoxe de Condorcet (voir par exemple [SEN 86]), de batir une relation binaire
7 strictement compatible avec une relation de dominance et ayant des circuits dans sa
partie asymétrique (par exemple en batissant >~ via la régle de la majorité appliquée
aux relations S;).
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1.3.7. Le cas des préordres complets

Pour en revenir a des modéles plus classiques de préférences, a savoir le cas ou
7~ est supposé étre un préordre complet, nous examinons comment cette hypothése
se combine avec nos axiomes. Quand > est un préordre complet, la trace marginale
=% se confond avec la préférence marginale ;. Nous donnons sans preuve (voir
[BOU 04d]) les résultats suivants.

Lemme 7 (Cas du préordre) Soit = un préordre complet sur I’ensemble X =
[T, X;. Nous avons :

1) [ est faiblement séparable] < [ satisfait AC'1] < [ satisfait AC2] < [
satisfait AC3],

2) [z est faiblement indépendant] < [~ satisfait AC4] & [ satisfait TAC1 et
TAC?] .

Dans le cas des préordres partiels, on peut donc se passer des traces marginales ; les
préférences marginales sont un outil d’analyse suffisamment fin. Notons a cet égard
que le cas des préordres est hautement spécifique : dans [BOU 04d, Appendix A],
nous donnons des exemples de quasi-ordres faiblement indépendants qui violent res-
pectivement AC'1, AC2 et AC3. Dans ce cas un peu moins contraint, I’indépendance
faible, n’est pas équivalente a AC'1, AC2 ou AC3.

En utilisant ces observations, il est facile de montrer la proposition suivante.

Proposition 9 Soit > un préordre partiel sur un ensemble dénombrable X = [T , X;.
Il existe des fonctions u; définies sur X;, a valeurs réelles, et une fonction U sur
[T, ui(X;), avaleurs réelles, telles que, pour tout z,y € X,

T i: Yy U(U1 (ml)v s 7un(xn)) > U(U1 (yl)a ce aun(yn)) > 0. (133)

La fonction U dans (1.33) peut étre choisie :
1) non-décroissante en chacun de ses arguments ssi - est faiblement séparable,
2) croissante en chacun de ses arguments ssi - est faiblement indépendante.

Idée de la preuve. Partons du résultat classique de Cantor [CAN 95] : tout préordre
7~ sur un ensemble dénombrable X posséde une représentation numérique, c’est-a-
dire qu’il existe une fonction f : X — Rtellequez = y < f(z) > f(y). Dans
le cas général, une factorisation de f en U(ui(x1),-..,un(zy,)) S’obtient, comme
dans la preuve de la proposition 1 : on choisit des fonctions u; séparant les classes
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d’équivalence de = (cf. (1.13) : z; ~F y; < u(z;) = u;(y;)) et on définit U en
posant f(z) = U(ui(z1),...,un(x,)). Dans les cas faiblement séparable et faible-
ment indépendant, u; sera une représentation numérique de la préférence marginale,
le préordre -;, ou, ce qui revient au méme, de la trace marginale . On définit U
comme précédemment. En combinant les résultats des lemmes 4, 6 et 7 on montre que
U est non-décroissante (resp. croissante) en chacun de ses arguments.

O

Le cas non dénombrable nécessite I’adjonction des habituelles hypothéses limitant
la cardinalité de X et garantissant I’existence de représentations numériques pour les
préordres - et ~; (ordre-densité).

Alors que le cas croissant est bien connu ([KRA 71], théoréme 7.1), le résultat
dans le cas non-décroissant généralise un théoréme obtenu par [BLA 78] dans le cas
ou X C R".

1.3.8. Exemples

Les modéles (1.1), (1.3) et (1.6) présentés dans I’introduction, qu’ils correspondent
ou non a des préférences transitives, s’inscrivent dans nos modeles a niveaux, méme
si seul le modéle d’utilité additive correspond a des préférences qui sont des préordres
complets. Dans ces trois modeles en effet, les traces marginales if sont des préordres
complets. Le modele (1.4), par contre, n’a pas nécessairement de traces marginales
complétes; si, dans ce modeéle, on postule en sus la complétude des traces, on se rap-
proche du modeéle de différences additives de Tversky (1.3). Nous passons brievement
en revue chacun des trois modeles cités plus haut, aux fins d’illustration.

Le modéle d’ utilité additive (1.1) appartient au modéle (/V8), le plus contraint des
modeles fondés sur les niveaux; de plus, les préférences qui sont représentables par
une fonction d’utilité additive sont des préordres complets. Conformément au lemme
6, les traces marginales et les préférences marginales se confondent et sont des pré-
ordres totaux ; les fonctions u; apparaissant dans (1.1) sont des représentations nume-
riques particuliéres des préférences (ou des traces) marginales; la préférence réagit
strictement & tout progres ou recul strict sur une trace marginale.

Le modéle de différences additives de Tversky (1.3) peut donner lieu a des pré-
férences non transitives. Comme le modeéle d’utilité additive, il appartient a la classe
la plus contrainte (IV8). Le lemme 6 s’applique également identifiant traces margi-
nales et préférences marginales; les fonctions u; qui apparaissent dans (1.3) en sont
des représentations numériques particulieres. Le modele de différences additives sera
approché de plus prés dans la section 1.5.2 car il s’appuie également sur les traces sur
les niveaux (représentées par les fonctions ®;).
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Bien que les modéles fondés sur les niveaux ne soient pas les plus adaptés pour
décrire les méthodes de surclassement (dont une version de base est décrite par 1.6),
les relations de préférence obtenues par ces méthodes possédent néanmoins des traces
marginales qui sont des préordres. Les préférences décrites par le modéle 1.6 appar-
tiennent a la classe (IV5) ou (/V6) de modéles sur les niveaux. La partie asymétrique
des préférences marginales >; est généralement vide (les préférences marginales ne
discriminent pas les niveaux sur un critére j quelconque & moins que le poids p;
de ce critére soit a lui seul déterminant; plus précisément, si 1" , w; > A, mais
Zz’;ﬁj w; < A)

Le lecteur pourrait étre surpris de constater que les modéles (/V0) a (IV8) ne per-
mettent pas de distinguer entre les modéles d’utilité additive et de différences addi-
tives. En particulier, pour ces derniers, traces et préférences marginales sont confon-
dues. Ne serait-ce pas parce que les seuls modeles intéressants, si I’on excepte ceux
inspirés des méthodes majoritaires du choix social (comme les méthodes ELECTRE),
sont nécessairement du type (N8), le plus contraint? Auquel cas, I’analyse plus fine
menée jusqu’ici et qui consiste a distinguer soigneusement les traces marginales des
préférences marginales perdrait beaucoup de son intérét. Outre le fait que I’approche
suivie permet d’éclairer des questions comme le respect de la dominance (section
1.3.5), il existe des modeles intuitivement intéressants qui échappent & une descrip-
tion satisfaisante si on se limite a une analyse en termes de préférences marginales.
Considérons une préférence - qui serait représentable dans un modele d’utilité addi-
tive a seuil :

ey &Y wil@) > Y wily) +e (1.34)
i=1 i=1

zey e | uwilw) =Y wily)] <e, (1.35)
i=1 i=1

ou e est un nombre positif qui représente le seuil au dela duquel un écart de préfé-
rence est perceptible; des écarts qui n’atteignent pas ce seuil ne sont pas percues et
conduisent & un jugement d’indifférence (~). Les préférences >~ qui peuvent étre dé-
crites par un tel modele ne sont pas des préordres complets, mais des semi-ordres (ou
quasi-ordres). La partie asymétrique de la préférence (=) est transitive, mais I’indif-
férence (~) ne I’est pas (voir [LUC 56, PIR 97]. Un tel modéle est celui qui prévaut
par exemple pour décrire un test statistique d’égalité de moyennes (a ceci prés que la
relation - ne doit pas étre interprétée comme une préférence mais comme un juge-
ment comparatif sur des quantités). Il n’est pas possible d’analyser une telle relation
en termes de préférences marginales. En effet, celles-ci sont représentables par

T Zi Yi & ui(wg) > ui(y) —€
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ce qui fait de chaque relation de préférence marginale ~; un semi-ordre. Les traces
marginales sont en général plus discriminantes; ce sont des préordres complets qui,
si I’ensemble des alternatives est suffisamment riche (par exemple, si les ensembles
images u;(X;) sont des intervalles de la droite réelle), sont représentables par les fonc-
tions u; (c’est-a-dire x; ,ﬁf yi < ui(z;) > ui(y;)). Dans ce modéle, la préférence
7 est compléte et ses traces marginales sont complétes; elle appartient donc au mo-
déle (N7). Il n’est pas invraisemblable que la raison pour laquelle de tels modeles ont
été peu étudiés soit liée au fait que le modéle dominant, I’ utilité additive, ne nécessite
pas une analyse plus fine que celle fournie par les préférences marginales. Le type
d’analyse de relations développé dans la présente section offre en tout cas des outils
qui permettent I’analyse de toute relation, pas seulement des préordres complets. Dans
la section suivante, nous nous intéresserons a un autre outil d’analyse, les traces sur
les niveaux.

Une autre question que I’on peut a bon droit se poser concerne la derniére sous-
section, celle consacrée aux préordres complets (section 1.3.7). Ne peut-on se limiter
a I’étude des préordres indépendants ? En d’autres termes, y a-t-il des relations de pré-
férence intéressantes qui soient des préordres complets séparables mais non indépen-
dants ? La réponse est bien entendu positive ; lorsque dans le modéle (1.1) on remplace
la somme par “minimum” ou “maximum”, on obtient alors une relation qui est un pré-
ordre séparable, mais non indépendant. En effet, considérons le cas ot (X;) = [0, 10]
et u;(z;) = x; pouri = 1,2; la préférence - compare les alternatives en comparant
leur point faible, c’est-a-dire « 7~ y sSi minz; > miny;. Il est clair que les traces
et les préférences marginales sont confondues et correspondent a I’ordre habituel sur
les nombres réels de I’intervalle [0, 10]. Soient z = (3,5) ety = (7,3);0naz ~ y,
mais la préférence ne réagit pas strictement si nous augmentons, par exemple, la per-
formance de x sur le second critere : méme en portant a 10 cette valeur, nous aurons
encore I’indifférence entre (3, 10) et (7, 3).

D’autres régles de décision importantes, comme “LexiMin” ou “LexiMax”, I’in-
tégrale de Choquet, I’intégrale de Sugeno (voir chapitre Marichal [?]) définissent en
général des préférences qui sont des préordres complets séparables mais non néces-
sairement indépendants.

1.4. Modéles utilisant les traces marginales sur les écarts

Dans cette section, nous étudions des modéles de préférence obtenus de facon
analogue a ceux de la section précédente, en remplacant les traces marginales sur les
niveaux par les traces marginales sur les écarts.
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1.4.1. Définition des modeéles

Partant du modele trivial (E0), fondé sur les traces sur les écarts et introduit en
section 1.2.5, dans lequel :

7y e G([pi(wi,y:)]) >0,

nous en définissons les variantes suivantes :

— le modele (E1), en imposant & (E0) que p;(x;, z;) = 0,

—le modele (E£2), en imposant & (E1) I'anti-symétrie de chaque p;, i.e.
pi(zi,yi) = —pi(Yi, Ti),

— le modele (£3), en imposant a (£2) que G soit impaire, i.e. G(x) = —G(—x).

Comme en section 1.3, nous considérons les modeles obtenus en supposant que
dans chacune des quatre variantes (£0), (E1), (E2) et (E3), G est non-décroissante
ou croissante en chacun de ses arguments, ce qui nous donne au total douze modeles;
leur définition est reprise dans le tableau 1.2.

Tableau 1.2. Modéles utilisant les traces sur les écarts
(E0) =z ye G(pi(wiy)]) >0

(E1) (E0) avec p;(x;, ;) =0
(E2) (E1)avec pi(zi,yi) = —pi(yi, =)
(E3) (E2) avec G impair

(F4)  (EO0)avec G non-décroissante
(E8) (E0) avec G croissante
(E5)  (E1)avec G non-décroissante
(E9) (E1) avec G croissante
(E6)  (E2)avec G non-décroissante
(E10) (E2) avec G croissante
(E7)  (E3)avec G non-décroissante
(E11) (E3) avec G croissante

Les implications liant a priori ces modéles sont évidentes et nous ne les détaillons
pas. Par ailleurs, les propriétés de G utilisées dans la définition des modéles (E1),
(E2) et (E3) impliquent des propriétés simples des relations représentables dans ces
modeles, propriétés qui permettent de les caractériser.
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Proposition 10 (Caractérisation de (E1), (E2) et (E3))  Une relation binaire =
sur un ensemble produit X = [], X; ayant au plus la cardinalité de R est repré-
sentable dans

1) le modele (E1) ou le modéle (E2) ssi 7 estindépendante;

2) le modele (E3) ssi - estindépendante et compléte.

Preuve. Partie 1. Dans le modéle (E1), onap;(z;,x;) = 0, de sorte que (x;,a_;)
(@i, b—i) & G(0,(pj(aj,b;))j#i) > 0 (yi,a—i) Z (yi,b—;). Il en résulte que
est indépendante dés que - est représentable dans (E1).

z
z

Supposons réciproquement que - est indépendante et construisons une représen-
tation de 7 dans le modele (E£2). Nous reprenons la construction d’une représentation
décrite dans la démonstration de la partie 2 de la proposition 3 en la modifiant légeé-
rement. La modification porte sur la spécification des fonctions p;. Celles-ci séparent
les classes d’équivalence de ~*, (x;,yi) ~i* (zi,w;) & pi(zi,yi) = pi(zi, w;).
Rien ne nous empéche d’imposer a p; de vérifier p;(z;,z;) = 0, pour un certain
x; € X;; comme - est indépendante, (z;,z;) ~i* (yi,y;) pour tout y; € X; et
donc, p;(y;,y;) = 0 pour tout y; € X;. Nous pouvons de plus imposer a p; de véri-
fier p;(z;, v;) = —pi(yi, ;). Ensuite, G est définie par (1.16) comme pour le modéle
trivial, i.e. :

+1 sixz > )
G([pi(zs,y:)]) :{ ~1 sinon. !

Il est clair que G est bien définie et donne une représentation de - dans le modéle
(E2).

Partie 2. Le fait que 2 soit compléte est une conséquence directe de la définition du
modeéle (£3); comme le modéle (£3) implique le modéle (E1), - est indépendante.
Réciproguement, supposons que - est indépendante et compléte. Dans ce cas-ci, on
utilise les mémes fonctions p; que dans la partie 1, mais on modifie la définition de G
comme suit :

+1 siz >y,
G([pi(zs,v:)]) = 0 siz~y, (1.36)
—1 sinon.

On montre grace a I’indépendance de - que G est bien définie. Comme 2 est com-
pléte, la fonction G est impaire.
O

Les propriétés de non-décroissance ou de croissance de G sont liées & des axiomes
spécifiques, fort similaires a ceux définis dans la section 1.3.2. Nous les introduisons
dans le paragraphe suivant.



42  Décision Hermes

1.4.2. Complétude des traces marginales sur les écarts et monotonie de G

Nous énoncons les deux axiomes suivants, pour chaque attribut . Comme AC1,
AC2 et AC3, ces axiomes ont la forme de conditions de simplification («cancella-
tion»). Leur appellation rappelle qu’il s’agit d’annulations «inteR-Critére».

Définition 8 (Conditions RC'1 et RC2) Soit 7~ une relation binaire sur I’ensemble
X =TT, X;. Ondit que cette relation satisfait I’axiome :

RCL Si
(fl?i,a—i) i (ylab—l) (‘Tiac—i) ré (ylad—z)
et »=1{ ou
(ziyc—i) Z (wi,d—) (ziya—i) Z (wis ),
RC?2; Si
(xia a*i) r>\: (yza b*l) (zia a*i) ,.>\: (wi7 bfz)
et »=1{ ou
(yi,c—i) 7o (@5, d—s) (wi,c—i) 7 (25,d—y),

pour tout z;, y;, zi, w; € X; ettouta_;,b_;,c_;,d_; € X_;. On dit que - satisfait
RC1 (resp. RC?2) si elle satisfait RC'1; (resp. RC2;) pour touti € {1,...,n}.0n
abréviera parfois la conjonction de RC'1 et RC2 en RC'12.

La condition RC'1; suggére que (z;, y;) constitue un écart de préférence plus grand
que (z;, w;) ou vice versa. Il est en effet facile de voir que supposer Non[ (z;,y;) 27
(zi,w;)] et Non[(z;,w;) =¥ (x4, y;)] méne & une violation de RC'1;. De la sorte,
RC1; est équivalent a la complétude de -*. De méme, RC2; suggére que les deux
écarts «opposés» (z;,y;) et (y;, x;) sont liés. En terme de la relation =7, cet axiome
dit que si I’écart de préférence entre x; et y; n’est pas au moins aussi grand qu’entre
z; et w;, alors I’écart de préférence entre y; et x; devrait étre au moins aussi grand que
celui entre w; et z;. Nous reprenons ces observations dans le lemme suivant dont la

preuve résulte immédiatement des définitions.

Lemme 8 (Complétude des traces sur les écarts) Nous avons :
1) [-¥ est compléte] ssi RC1;;
2) RC2; ssi
[pour tout z;, yi, zi, w; € Xi, Non[(zi,y:) Z7 (2i,wi) | = (i, x:) ZF (wi, 23)];

3) [ZF* est compléte] ssi [RC1; et RC2;].
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La condition RC'1 a été introduite dans [BOU 86] sous le nom «weak cancella-
tion». L’extension de la condition RC'1 a des sous-ensembles d’attributs est fonda-
mental dans [VIN 91] ou cette condition est baptisée «independence». La condition
R(C?2 a été proposée en premier lieu dans [BOU 02b, BOU 99, BOU 97]. Notons en-
core deux conséquences, simples mais importantes, de RC'1 et RC2 (voir leur preuve
dans [BOU 04c]).

Lemme 9 (Conséquences de RC1 et RC?2)
1) Si - satisfait RC'1; alors 7 est faiblement séparable pour i,
2) Si - satisfait RC2 alors - est indépendante et soit réflexive soit irréflexive.

Les axiomes RC1 et RC2 nous permettent d’analyser tous les modéles restants, a
I’exception du modele le plus contraint, (E11). On constate que les propriétés de non-
décroissance et de croissance par rapport aux traces sur les écarts ne se distinguent
pas, sauf dans le cas le plus contraint (modeles (E7) et (E11)).

Proposition 11 (Caractérisation des modeles (F4) a (E10))  Une relation bi-
naire 2 sur un ensemble produit X = [];, X; dénombrable est représentable dans
le

1) modéle (E4) ou le modéle (E8) ssi 7 satisfait RC1;

2) modeéle (E5) ou le modele (E9) ssi - est indépendante et satisfait RC'1;
3) modéle (E6) ou le modéle (E'10) ssi - satisfait RC'1 et RC2;

4) modeéle (E'7) ssi 7 est compleéte et satisfait RC'1 et RC2.

Preuve. Partie 1. Le modéle (E4) vérifie RC'1. En effet, supposons que (z;,a—;) ==
(yi,b_;) et (zi,c_;) 7 (w;,d_;). En utilisant le modéle (E4) on a :

G(pi(zi,yi), (pj(aj,b;))jzi) > 06t
G(pi(zi,wi), (pj(cj,d;))ji) > 0.

Si pi(xi,y:) > pi(zi,w;), en utilisant la non-décroissance de G, nous obtenons
G(pi(zi,yi), (pi(cj, dj))ji) > 0desorte que (z;,c—i) 2 (i, d—i). Si pi(zi, wi) >
pi(ilfi,y,’), nous avons G(pi(z,',wi), (pj(aj,bj))j;ﬁi) >0 de sorte que (Zi,a,,') i:
(w;, b_;). Par conséquent RC'1 est vérifié.

La deuxieme partie de la preuve construit une représentation dans (£8) d’une re-
lation - qui vérifie RC1. Grace & RC'1, nous savons que 7 est un préordre complet.
Nous choisissons pour la fonction p; une représentation numérique de =7 (qui existe
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car X; est supposé dénombrable) : (z;,v:) =7 (zi, w;i) < pi(xi, yi) > pi(zi, w;). On
définit alors G sur p;(X?) comme suit :

_ Jrep(Ci pilziny) st @z oy,
G(lpi(zi,y:)]) = {_exp(_ S ey sinon. (1.37)

On voit que G est bien défini en utilisant le lemme 2.3 et la définition des p;. Pour
montrer la croissance de G, supposons que p;(z;, w;) > p;(z;,y;), c’est-a-dire que
(zi,w;) =5 (zi,y:). Six 7 y, le lemme 2.2 implique que (z;,z_;) = (w;,y—;) etla
conclusion résulte de la définition de G. Si Non[z 7 y], on a soit Non[(z;, z—;) 7
(wi,y—i)] soit (z;,2—;) = (w;,y—;). Dans chaque cas, la conclusion résulte de la
définition de G.

Partie 2. Le modéle (E5) impliquant les modéles (E1) et (E4), la nécessité de
la condition d’indépendance et de RC'1 en découle. Sous ces hypothéses, on construit
une représentation de - dans le modéle (£9), comme dans la partie 1, & ceci prés
que I’on impose a p; de vérifier p;(z;, z;) = 0 (ce que permet la conséquence de la
propriété d’indépendance notée dans le lemme 2.1).

Partie 3.  On vérifie que si - est représentable dans le modele (E£6), elle vérifie
RC1 et RC2. Pour RC1, c’est une conséquence du fait que le modele (£6) implique
le modele (£4) ; pour RC?2 la vérification se fait comme dans la partie 1 pour RC1.
La nécessité des conditions RC'1 et RC'2 est ainsi prouvée.

Sous I’hypothése que - satisfait RC'1 et RC2, on en construit une représenta-
tion dans le modele (E£10) de la fagon suivante. Par le lemme 8.3, on sait que les
relations 7-¥ et —** sont des preordres complets. Comme les ensembles X; sont de-
nombrables, il existe des fonctions ¢; : X; — R représentant =7 ; nous en choisis-
sons une quelconque et définissons p; par p;(xi,v;) = qi(xi,vi) — qi(ys, ;). 1l est
clair que les fonctions p; ainsi définies sont anti-symétriques et fournissent des repré-
sentations numériques des relations »~**. En utilisant ces fonctions p;, on définit G
par (1.37). Le lemme 2.5 montre que cette définition n’est pas contradictoire. Pour
montrer la croissance de G, supposons que p;(z;, w;) > p;(z;,y;), c’est-a-dire que
(zi,w;) »7* (x4,y;). Par construction, ceci implique que (z;,w;) =% (z;,v:). La

croissance de G se prouve alors comme dans la partie 1.

Partie 4. La nécessité de la complétude résulte de la proposition 10.2 et du fait
que le modéle (E7) implique le modele (E3); la nécessité de RC'1 et RC2 résulte du
fait que le modéle (E7) implique le modele (E6) et de la partie 3. Sous ces hypotheses
sur -, la construction d’une représentation de > dans le modéle (E7) se fait comme
pour le modéle (E10), seule la fonction G est définie différemment :

+9XP(Z?:1 pi(Zi,ys)) si -y,
G([pi(zi,yi)]) =< 0 Si z~y, (1.38)
—exp(— i, pi(wi,yi))  sinon.
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Comme 7 est compléte, G est impaire ; G est bien définie, vu la définition des p; et le
lemme 2.5. Elle est non-décroissante en vertu du lemme 2, parties 2 et 4.
O

1.4.3. Caractérisation du modeéle (E11)

Pour rendre compte de la distinction entre les modeles (E'7) et (£11), nous intro-
duisons un axiome du méme type que TAC1 et TAC2, introduits en section 1.3.2, dans
les modeles fondés sur les traces sur les niveaux. Ici aussi I’axiome 7'C' ne donnera
sa puissance que dans le cas ou - est compléte et sera liée au modéle dans lequel la
croissance par rapport aux traces se distingue de la non-décroissance.

Définition 9 (Condition T'C') Soit =~ une relation binaire sur I’ensemble X = [T, X;.
On dit que cette relation satisfait I’axiome :

TC;si
(zi,a-i) Z (Yi,b-s)
et
(zi,b—i) Z (wiya—i) ¢ = (wi,c-i) 7 (yi,d—i),
et
(wi,c—i) 2 (zi,d—;)

pour tout z;, y;, zi, w; € X; ettouta_;,b_;,c_;,d_; € X_;. On dit que - satisfait
TC si elle satisfait T'C; pour tout i € {1,...,n}.

La condition T'C; («Triple Cancellation») est une condition classique d’annulation
qui a été utilisée souvent (voir [KRA 71, WAK 89]) dans I’analyse du modeéle d’utilité
additive (1.1). Nous donnons dans le lemme suivant, sans démonstration, deux pro-
priétés liées a T'C'. Nous renvoyons a [WAK 88, WAK 89] pour une analyse détaillée
de cet axiome, y compris pour son interprétation en terme d’écarts de préférence.

Lemme 10 (Stricte monotonie par rapport aux traces sur les écarts)

1) Si - est compléte, T'C; implique RC1; et RC2;,

2) Si - est compléte et vérifie TC;, ona: [z = yet(z,w;) = (z5,9:)] =
(zis2—4) = (Wi, y—i).

La deuxieme de ces propriétés souligne clairement le lien de 7'C' avec la stricte mo-
notonie de - par rapport a ses traces >~* (lorsque > est compléte). Elle montre que
T'C est le chainon manquant qui va nous permettre de caractériser le modéle (E'11).
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Proposition 12 (Caractérisation du modele (£11)) Une relation binaire > sur un
ensemble produit X = [];", X; dénombrable est représentable dans le modéle (£'11)
ssi - est compleéte et satisfait T'C..

Preuve. Lanécessité des conditions se vérifie directement. Supposant que > est com-
pléte et vérifie T'C, on obtient, par le lemme 10.1, qu’elle vérifie RC'1 et RC2. On
définit donc p; et G comme dans la preuve de la partie 4 de la proposition11. La crois-
sance de G résulte du lemme 10.2.

m|

Pour la commodité du lecteur, nous reprenons dans le tableau suivant, les caracté-
risations des modéles fondés sur les traces sur les écarts.

Tableau 1.3. Caractérisation des modéles utilisant les traces sur les écarts

Modeéle Définition Conditions
(E0) r 7y G([pi(zi,y:)]) >0 0

(E1) (E0) avec p;(x;, ;) =0

ind.
(E2) (E0) avec p; anti-symétrique

(E3) (E0) avec p; anti-symétrique et cpl., ind.

G impaire
(BS) & (BY)  (B0)avecG() RC1
(B9) & (B5)  (El)avecG(")  RO1,ind.
(F10) & (E6) (B2 avecG(Y) RC12
o0 (E3)avec G(,") cpl., RC12
Ey (E3)avec G(,) epl., TC

' “non-décroissant”, 7 : “croissant”
cpl. : “complet”, ind. : “indépendant”

1.4.4. Remarques

1.4.4.1. Le modele de Goldstein.

Les modeles (£8) et (E4) ont été introduits par [GOL 91] comme cas particuliers
de son “modele décomposable a seuils”; I’équivalence de ces modéles y avait été
remarquée.
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1.4.4.2. Préférences marginales.

Quel rble jouent les préférences marginales >-; dans les modéles fondés sur les
traces sur les écarts ? Certainement pas un réle central, mais I’on peut cependant éta-
blir un certain nombre de propriétés de monotonie les reliant a la préférence globale
7. Nous en présentons quelques unes, sans démonstration, dans la proposition qui
suit :

Proposition 13

1) Si = est représentable dans le modéle (E5) alors : [z; >; y; pour tout i] =
Nonly 7 z].
2) Si 7 est représentable dans le modele (E£6) alors :
- -, est compléte,
- [z; =i y; pour tout i) = [z = y].
3) Si 7~ est représentable dans le modele (£11) alors :
- [z; i y; pour tout i) = [z = y],
- [#; 7; y; pour tout 7 etil existe j € {1,...,n} telque z; >; y;] = [z > y].

Les propriétés de monotonie de nos modeles - a I’exception de celles de (E11) -
peuvent paraitre décevantes. Il faut cependant les lire en gardant a I’esprit le caractere
non nécessairement transitif ni complet des préférences dont nous traitons. Dans un tel
cadre, certaines propriétés qui pourraient passer pour évidentes ne seraient tout sim-
plement pas souhaitables. Par exemple, quand les relations d’indifférence marginales
~; Ne sont pas transitives, il peut ne pas étre indiqué de demander une propriété telle
que :

[z; ~; y; pour touti] = [z ~ y].

Une telle propriété, si elle était vérifiée, interdirait que des différences, réelles mais im-
perceptibles, sur plusieurs criteres pris séparément, interagissent pour donner une pré-
férence globale. Considérons par exemple la comparaison de triplets © = (z1, 2, x3)
de nombres x:; compris entre 0 et 1. On décide de comparer les triplets par la méthode
majoritaire suivante : 2~ y Ssi, sur au moins deux critéres, z; > y;. Clairement, pour
chaque préférence marginale, on a - ;=~;, c’est-a-dire que tous les niveaux sont deux
a deux indifférents; en effet, (x;,2_;) ~ (y:, 2—;) quels que soient z;, y; et z_;. Pour-
tant, la relation de préférence - n’est pas réduite a I’indifférence entre toutes les paires
de triplets (par exemple, 1 =; 0, pour tout i = 1,2, 3, mais (1,1,1) > (0,0,0)).
Plus généralement, le lecteur consultera sur ce point [GIL 95] ou [PIR 97]). Dans le
contexte des relations non nécessairement transitives ou complétes, les préférences
marginales ne sont pas en général suffisamment informatives et il faut se tourner vers
les traces marginales iii ; dans I’exemple, les traces ?j sont, pour chaque dimension
i, I’ordre naturel sur les nombres de I’intervalle [0, 1]. Les propriétés de monotonie de
la préférence - par rapport aux traces marginales ont été décrites dans les lemmes 1
et5.4.
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1.4.4.3. Unicité de la représentation

Comme dans le cas du modéle sur les niveaux, les propriétés d’unicité des repreé-
sentations décrites dans les propositions 11 et 12 sont trés faibles. Pour le modéle
(E8), par exemple, on peut toujours prendre pour p;(x;,y;), une représentation nu-
mérique du préordre =7 (dans le cas fini ou dénombrable, tout au moins) ce que nous
appellerons, comme dans les modéles sur les niveaux, une représentation réguliére.
D’autres choix sont possibles, mais il est nécessaire (et suffisant) que p; respecte la
condition suivante :

(@i, y:) > (23, wi) = pi(xi,y:) > pilzi, w;). (1.39)

En d’autres termes, la représentation numérique choisie doit étre au moins aussi discri-
minante que la relation >. Dans des modéles plus contraints comme (E7) ou (£10),
il est nécessaire d’imposer une condition similaire, relative & >7* au lieu de 7. Le
lecteur se reportera, pour plus de détail, au lemme 5.5 de [BOU 04c].

1.4.5. Exemples

De tous les modeéles présentés dans I’introduction le seul qui n’utilise pas les traces
sur les écarts est le modéle décomposable (1.2) puisque celui-ci agrége séparément les
niveaux de chaque alternative. Nous passons brievement en revue les autres modeles.

Commencons par le modéle de préférences additives non transitives (1.4) dont
nous rappelons la forme :

n
T ye Zpi(ﬂ?i;yz’) > 0.

i=1

Si nous ne postulons aucune propriété particuliére des fonctions p;, nous sommes
dans le modéle (E8) (équivalent a (E4)); les fonctions p; représentent les traces =7
qui sont des préordres complets; la fonction G, qui se raméne a I’addition, est stric-
tement croissante. Supposer des propriétés additionnelles aux fonctions p;, comme
pi(x;, x;) = 0 ou I’anti-symétrie, nous mene respectivement aux modeles (£9) (équi-
valent a (E5)) et (E11). Dans ce dernier modele, p; représente, non plus -7, mais
Z**, qui est un préordre complet (la fonction G est impaire!).

Le modéle de différences additives de Tversky, (1.3), est un cas particulier de
ce dernier modéle; les fonctions p; s’expriment comme fonctions de la différence
algébrique u;(x;) — u;(y;) de fonctions d’utilité marginales représentant les traces sur
les niveaux. Il s’agit donc d’un modéle qui utilise & la fois les traces sur les écarts et
sur les niveaux. Ceux-ci seront analysés dans la section suivante.
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Si I’on récrit le modele d’utilité additive, (1.1), sous la forme

Ty e Z(ui(x,») —ui(y:)) >0,

i=1

on constate qu’il est un cas particulier du modéle de différences additives dans le-
quel les fonctions ®; sont réduites a I’identité : les différences d’utilités marginales
(ui(x;) — ui(ys)) représentent les traces - **.

Le modele d’utilité additive différencie finement les écarts de préférence puisqu’a
chaque valeur prise par la différence (u;(z;) — u;(y;)) correspond une classe de la
relation Z—7*. Au contraire, les méthodes de surclassement, comme (1.6), détaillent
tres peu les écarts de préférence. Dans le cas de la méthode majoritaire (1.6), p; repré-
sente 7-* et distingue seulement deux classes d’écarts de préférence, comme I’indique
(1.7) : ou bien I’écart (z;,y;) est “positif”, auquel cas tout le poids du critere ¢ est
attribué a cet écart (diminué d’une portion du seuil de majorité), ou bien cet écart est
“négatif” et dans ce cas, il n’apporte rien. Notons que (1.7) donne une représentation
de la préférence obtenue par la méthode majoritaire dans le modéle (E8) alors que
ses propriétés permettraient une représentation dans le modéle (£10). La relation = ;*
comporte trois classes et peut étre représentée par la fonction :

w; SI x> Yi
pi(wi, yi) = 0 si =z =y (1.40)
—w; SI ox; < Yi.

On définit alors G, par exemple, par :

G- p) =1 > pi—A (1.41)

i:p; <0

On obtient bien, avec cette représentation, la méme relation que celle définie par (1.6).
En effet, supposant les poids normalisés (> w; = 1), on voit que G donne, de fagon
un peu détournée, la somme des poids des critéres sur lesquels z; est supérieur ou égal
a y; diminuée du seuil .

Ces constatations élémentaires ouvrent la voie a une caractérisations des méthodes
majoritaires comme modeéles sur les écarts de type (E£10), dans lesquels les traces >~ *
sur les écarts distinguent au plus trois classes d’écarts (voir [BOU 01, BOU 04b]).

En général les méthodes ELECTRE comportent un élément supplémentaire par rap-
port aux méthodes majoritaires. Pour décider si = doit étre préféré a y (x “surclasse”
1), on “pese” les arguments en faveur de x, ce qui correspond a la méthode majoritaire
(1.6); si le poids est suffisant, on vérifie encore si aucun “argument fort” ne s’oppose
a déclarer x préféré a y. Par “argument fort”, on entend un écart (z;, y;) “trés négatif”
en défaveur de x sur un critere . Si z; et y; représentent des évaluations numériques
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d’alternatives sur le critére ¢, un “écart trés négatif” peut par exemple s’exprimer par
le passage d’un seuil v;, appelé seuil de veto ; on n’admet pas de dire que x est préféré
a y Si, sur au moins un critére 1,

T < Yi — V.

On voit que la notion d’écart “trés négatif” introduit une troisiéme classe d’écarts de
préférence, celle correspondant a un “veto”. La relation -} peut ainsi étre représentée
par
w; Siox; >y
pi(zi,yi) = 0 si yi—v;i<m<y; (1.42)
M si oz <vy;— v,

ou M est un grand nombre positif. On définit G par

G(p1y--spn) = D _pi— A (1.43)

Il est facile de vérifier que = = y si et seulement si la somme des poids des critéres
sur lesquels x est au moins aussi bon que y dépasse A et il n’y a pas de critére sur
lequel I’évaluation de z soit inférieure a celle de y de plus du seuil de veto (la valeur
de — M est telle qu’elle empéche de jamais atteindre le seuil A, dés qu’elle est réalisée
par un des termes p;).

Une relation obtenue par la régle majoritaire avec veto que nous venons de définir,
est représentable dans le modéle (£10). Les relations =7 distinguent au plus trois
classes d’écarts de préférence et les relations 7~7*, au plus cing.

Ces exemples montrent que les modéles sur les écarts sont bien adaptés a la des-
cription et a la compréhension des méthodes de surclassement. Nous reviendrons sur
ces modeéles a la fin de la section suivante ot nous montrerons comment, en général,
les relations comparant les écarts peuvent étre reliées aux descriptions des alternatives
par leurs attributs (ici, nous avons supposé que X; était un ensemble de nombres avec
un ordre naturel qui correspond aux préférences du décideur).

1.5. Modeéles utilisant les traces marginales sur les écarts et sur les niveaux

Apres avoir étudié dans les sections précédentes les modéles fondés sur les traces
marginales sur les niveaux et ceux fondés sur les traces marginales sur les écarts, il
est naturel de s’interroger sur les modéles utilisant a la fois les traces sur les niveaux
et celles sur les écarts. C’est ce que nous faisons ci-dessous, en exprimant I’amplitude
des écarts en fonction des traces sur les niveaux.

Pour la facilité du lecteur, nous rappelons la définition du modele général (NOEOQ),
déja présenté en section 1.1.1; la relation de préférence = y est définie par :

z 7y < H([pi(wi(zi),ui(y:))]) > 0. (NOEO)
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Ce modeéle peut étre vu comme un cas particulier du modele (£0) dans lequel on aurait
substitué les fonctions ¢; (u;(x;), ui(y;)) aux fonctions p(x;, ;). On peut également
le voir comme une généralisation du modele de différences additives (1.3) ou on au-
rait remplacé les opérations d’addition et de soustraction par des fonctions tout-a-fait
générales.

A chacun des douze modeéles (£0) a (E11) étudiés dans la section 1.3 correspond
un modeéle dans lequel p;(z;,y;) est remplacé par ¢; (u;(z;), ui(y;)), sans autre pro-
priété additionnelle. Ceci définit les modeles (NOEO0) a (NOE11). Ces «nouveaux»
modeles n’ont guére d’intérét car ils sont en réalité tout-a-fait équivalents (dans le cas
ou I’ensemble des alternatives X n’excéde pas la cardinalité des nombres réels) aux
modeles correspondants fondés sur les écarts (£0) a (E11); ils en donnent juste une
autre représentation numérique. En effet, étant donné une fonction p;(x;,y;) définie
sur X; x X, il est toujours possible de la décomposer en passant par une fonction
u;, & valeurs réelles, définie sur X;. La seule condition que u; doive Vérifier est de
séparer les éléments de X; que distingue la trace marginale i}. Notons que, pour
I’instant, nous ne supposons pas la complétude des traces sur les niveaux tii. En
d’autres termes, les fonctions u; doivent vérifier la condition suivante :

wi(w) = wi(y:) = i ~F yi.

Pour toute fonction w; respectant cette exigence de base et étant donné une fonction
pi, on définit sans ambiguité la fonction ; sur le sous-ensemble u;(X;) x u;(X;) de
R? en posant :
Pi(@i, yi) = pi(wi(zi), wi(yi)).

Par conséquent, partant d’une représentation quelconque G([p;(z;,y;)]) d’une rela-
tion 2~ dans un des modeles sur les écarts, on obtient automatiquement une représen-
tation de cette relation dans le modéle correspondant sur les écarts et les niveaux en
remplacant p;(z;,y;) par la fonction ¢;(u;(x;),u;(y;)) que nous venons de définir.
Notons que la fonction H utilisée est identique & G. Soulignons également encore
une fois que ceci n’est possible sans restriction que dans le cas ou la cardinalité de X
n’excede pas celle des réels et si I’on n’impose aucune propriété particuliére a ¢, ; a
ce stade, ; ne sera donc pas, en général, monotone en ses deux arguments.

Pour rapprocher les fonctions ¢; d’une opération de soustraction, on peut consi-
dérer deux variantes de chacun des douze modéles (NOEO0) a (NOE11). Dans la
premiére, on impose que ¢; soit non-décroissante en son premier argument et non-
croissante en le second. Ceci conduit aux modéles (N1E0) & (N1E11). Dans I’autre
variante, nous imposons aux fonctions ; d’étre croissantes en leur premier argument
et décroissantes en le second. Cela nous méne a la définition des modéles (N2EQ) a
(N2E11).

Nous avons ainsi défini en tout 3 x 12 = 36 modéles (voir tableau 1.4) faisant
intervenir écarts et niveaux; les douze premiers, nous I’avons vu, ne présentent pas
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d’intérét ; nous étudions les autres dans la suite de cette section aprés avoir discuté les
relations entre les traces sur les écarts et les traces sur les niveaux.

Tableau 1.4. Modéles fondés sur les traces sur les niveaux et sur les écarts

(NOEO) = Z y < H([pi(ui(z:i),ui(y:))]) >0
(NOE1) (INOEO) avec ¢;(u(zi), ui(z;:)) =0
(NOE?2) (IVOE1) avec ¢; anti-symétrique
(NOE3) (NOE2) avec H impair
(NOEA4) (NOEOQ) avec H non-décroissante
(INOES) (INOEO) avec H croissante
(NOEG6) (NOE1) avec H non-décroissante
(NOET) (INOE1) avec H croissante
(NOES) (NOE?2) avec H non-décroissante
(NOE9) (INOE2) avec H croissante
(NOE10)  (INOE3) avec H non-décroissante
(INOE11) (INOE3) avec H croissante

Les modéles (V1 Ez) correspondent aux modeles (NOEz) ou ¢;( 7, \)
Les modéles (N2 Ez) correspondent aux modeles (NOEz) ou ; (7,7, N\ \)

1.5.1. Rapports entre traces sur les écarts et sur les niveaux

En se reportant aux définitions 2 et 3 de =, =¥ et =**, on constate que === est la
trace de -7 et de =7~ car

i =Fy ossio V€ Xuy (wi,20) 58 (Yi,21)
et sz € Xi: ('LU“QTZ) ot (wzayz)

~1

(1.44)

Ceci, soulignons-le, est vrai sans faire aucune hypothése sur les traces, en particulier,
méme si elles ne sont pas compleétes.

Dans le cas ou -7 est un préordre complet (donc lorsque 7 satisfait les axiomes
AC1; et AC2;), nous pouvons lui appliquer la proposition 9; en effet, -* est un

préordre complet sur I’ensemble produit X; x X, ; il admet donc une représentation
numeérique de la forme

(@i, y:) 77 (zi,wi)  ssi @i(ui(mi), ui(ys)) > pilui(2i), ui(w;)).

Toujours selon la proposition 9, la fonction ¢; peut-étre choisie non-décroissante
(resp. croissante) en sa premiére variable et non-croissante (resp. décroissante) en sa
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seconde variable ssi =¥ est faiblement séparable (resp. faiblement indépendant). Deux
remarques s’imposent. D’abord, comme I’ensemble produit sur lequel =¥ est définie
ne comporte que deux dimensions, “faiblement séparable” est équivalent a “sépara-
ble” et “faiblement indépendant”, a “indépendant”. Ensuite, il nous faut insister sur le
fait que c’est ~* qui doit étre supposé separable ou indépendant et non - . En consé-
quence, il nous reste a déterminer des conditions sur >~ qui garantissent la séparabilité
ou I’indépendance de - *. Des conditions de séparabilité de =7 et de ~* sont consi-
gnées dans la proposition suivante. Par contre, et ¢’est de prime abord un peu étonnant,
I’indépendance de ~—;* n’est garantie par aucun des modéles, méme le plus contraint,
a savoir (N2E11) : nous nous en expliquerons plus bas.

Proposition 14 Si X; est dénombrable et - vérifie AC'123; et RC1;, alors =} est
un préordre complet séparable sur X ? et toute représentation numérique p; (z;, y;) de
¥ se décompose en

pi(xiayi) = @z(uz(xl)vul(yl))a (145)
avec u;, une représentation numérique du préordre ,éii et ¢; une fonction définie sur
u;(X;)?, non-décroissante en son premier argument et non-croissante en le second.

Si 7~ satisfait de plus RC2;, on peut dire les mémes choses de la relation 7-7* et de
ses représentations numériques.

Preuve. Nous savons que - vérifie RC'1; ssi = est un préordre complet sur X7.
Ce préordre est séparable si, quels que soient z;, y;, z;, w; dans X;, on ne peut avoir
Ni (zi,2:i) =7 (Yi,2) €t (yi,wi) =5 (@i, w) ni (z5,25) =5 (26, 95) et (wi,y:) >F
(w;, ;). Comme =7 est une relation compléte, la premiére interdiction équivaut a
demander que

(wi,2i) 27 (Wi, 20) (Yi, zi) Z7 (w4, 2i)
et »=1{ ou

Nous savons que > est la trace de =} sur X; et comme - vérifie AC123;, =
est un préordre complet. En conséquence, ou bien z; ?j y; ou bien y; ?j ;.
Dans le premier cas, partant de (y;,w;) =¥ (yi,w;) et utilisant (1.44), on obtient

(x5, wi) =¥ (yi,w;). Dans le second cas, partant de (z;, z;) ZZF (z;,2;), on obtient
(i wi) 27 (@3, wi).

La seconde interdiction se traite de fagon similaire.

Soient p;(z;,y;) et u;(z;) des représentations numériques quelconques respecti-
vement des préordres = * et . En utilisant ce qui précéde, on vérifie directement

gue poser
i(ui(zi),ui(y:)) = pi(xi, ys)
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définit bien une fonction ¢; sur u;(X;)? et que cette fonction est non-décroissante en
son premier argument et non-croissante en le second.

Pour ce qui est de =~ **, les mémes considérations s’y appliquent pourvu que - **
soit un préordre complet, ce que garantit RC2;.
O

Considérons a présent le modéle (NV2E11). On vérifie directement qu’une préfé-
rence - représentable dans ce modele est nécessairement complete et satisfait 7AC12
et T'C. Par conséquent, en utilisant les lemmes 5.3, 5.4 et 10.2, on sait qu’une telle
préférence réagit de fagon strictement positive tant aux traces sur les niveaux qu’aux
traces sur les écarts, c’est-a-dire que si (y;,a_;) = (z;,b_;), alors

zi = y; = (mi,a_) > (2i,04)
et (:ITZ,Z,) >-2‘ (yi,zi) = (x,',a,i) - (Z,,bfl)

On ne peut en déduire, pour autant, que z; >ii yi = (zi,w;) =7 (y;,w;) pour
tout niveau w;. 1l se peut en effet que pour certains niveaux w;, le fait que z; soit un
niveau plus élevé que y; ne se manifeste pas dans I’écart (z;,w;) comparé a I’écart
(y;,w;). Pour révéler cette différence, il faut que pour certains niveaux a_;, b_;, on
ait (w;,b—;) ~ (y:,a—;); dans ce cas, par stricte monotonie de - par rapport a = **,
ona (.T,', a,i) ~ (’LUZ', b,,) et Non [(U),’, b,,) ~ (:ITZ', a,,’)], d’ou (wi, yi) >-2‘ (’LUZ', :I?Z)
et (zi, wi) =7* (yi, wi).

Or la condition z; >ii yi = (zi,w;) >F (y;,w;) est nécessaire pour I’indé-
pendance de 7=}*. En effet, 7-** est indépendante ssi pour tout z;, y;, z;, w; dans X,
(w3, 20) 7 Wis 2i) © (i, wi) 27 (yi, ws) et (2, @5) 27 (20,90) € (i, 25) 27

(wi, y;). Or, x; ,ﬁ} y; entraine I’existence de niveaux a_; et d’une alternative w tels

que (z4,a_;) == w et Non [(y;,a—;) = w]; d’ouil résulte que (z;,w;) >=¥ (yi, w;).
L’indépendance de = ** entraine que pour tout z;, (x;, 2;) = (yi, 2i).

Notre incapacité a caractériser I’indépendance de >-** en terme de la relation - et
des axiomes précédemment introduits n’aura, comme nous le verrons, aucune inci-
dence pour la caractérisation de nos modéles; on ne pourra toutefois garantir I’exis-
tence de représentations réguliéres pour le modéle (N2E11) (i.e. de représentations
ol u; représente > et w; (u;(z;),ui(y;)) représente = **).

1.5.2. Etude des modéles (N1E0) & (N1E11) et (N2E0) a (N2E11)

Dans cette section nous faisons I’hypothese que X est, au plus, infini dénom-
brable; les difficultés du cas général, essentiellement techniques, sont traitées dans
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Modéles £ Modéles NOExz, N1Ex et N2Ex Conditions
(E0) & (NOEOQ) < (N1E0) & (N2EO0) 0

(E) & (NOE)e (NMED)e (N2E1)
(}3}2) & (NOE2) & (N1E2) & (N2E2) "

(B3 e (NOE3)e (N1E3)o (N2E3) cpl., ind.

Tableau 1.5. Modeles équivalents a (E0), (E1), (E2) et (E3)

[BOU 04a]. Nous traitons d’abord du cas ou H n’est pas supposé monotone, c’est-
a-dire, des modeles (N1E0) a (N1E3) et (N2E0) a (N2E3). On comprend facile-
ment que ces modéles n’apportent rien de plus que les modeéles correspondants sur les
écarts, a savoir (E0), (E1), qui est équivalent a (E2), et (£3). En effet, la monotonie
des fonctions ¢; n’impose aucune contrainte supplémentaire, du fait que la fonction
H n’est pas tenue de réagir de fagon monotone aux variations des fonctions ;. On
construit aisément les représentations a partir de celles des modéles sur les écarts,
en substituant ; (u;(z;), ui(y;)) a p;(z;,y;). Les équivalences entre modéles sont
consignées dans le tableau 1.5; nous y reprenons les équivalences avec les modéles
(NOEOQ), (NOE1), (NOE2) et (NOE3) et leur caractérisation. Dés que la fonction H
est supposée monotone, les variations de ¢; sont relayées et des contraintes addition-
nelles apparaissent, qui se refletent dans la caractérisation des relations. Le modeéle
(N1E4) est le premier modele intéressant; il est équivalent aux modéles (N1E8),
(N2E4) et (N2ER). On vérifie immédiatement qu’une préférence représentable dans
le modéle (IV1E4) satisfait AC'123 et ces conditions, jointes & RC'1, sont nécessaires
et suffisantes pour ce modéle. Pour obtenir une représentation d’une relation satisfai-
sant RC1 et AC'123 dans le modele (N1ES), il suffit de partir de la représentation
dans le modéle (E8) que nous avions construite en 1.37, & savoir

S +exp(Ci pilmi,y)  sian oy,
Glpites vl = {— exp(— Z?:l pi(zi,yi))  sinon .

ol p; est une représentation numérique de = pour tout 7. Grace & la proposition
14, on peut décomposer p;(z;,y;), représentation numérique quelconque de =7, en
@i(ui(z:),ui(y;)) ol u; représente le préordre = et o; est non-décroissante en son
premier argument et non-croissante en le second. Ceci montre que le modéle (N 1E8)
n’est pas plus restrictif que (N1 E4). On peut montrer qu’au départ de la représentation
gue nous venons de construire, on peut éventuellement modifier les fonctions ¢; en
des fonctions croissante en son premier argument et décroissante en le second et ceci,
sans hypothése supplémentaire sur la relation - (le lecteur intéressé par la technique
de cette modification la trouvera détaillée dans [BOU 04a]). Notons que cette fonction
modifiée ne sera plus, en général, une représentation numérique de - ¥. Ceci montre
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que le modele (N2E8) n’est pas plus contraint que (N1E4) et établit I’équivalence
annoncée des quatre modéles ainsi que leur caractérisation.

Passons au modele (N1ES5) et a ses équivalents (N1E9), (N2E5) et (N2E9).
Aprés avoir constaté la nécessité de I’indépendance, en sus de celle de RC'1 et AC'123
pour le modele (V1 E5), on construit, pour une relation - satisfaisant ces hypotheéses,
comme dans le paragraphe précédent, une représentation de >~ dans le modéle (N1E9).
La seule différence est que p;(x;,y;) n’est pas une représentation quelconque de
¥ © cette représentation satisfait une propriété additionnelle, p;(z;,z;) = 0. En
utilisant la proposition 14, on décompose cette représentation numérique de =, en
wi(ui(x;),u;(y;)) ol u; représente le préordre iii et ¢; est non-décroissante en son
premier argument et non-croissante en le second ; de plus ¢;(u;(x;), u;(z;)) = 0.
Comme précédemment, on peut altérer o; (u;(z;), u;(y;)) en une fonction croissante
en son premier argument et décroissante en le second, en conservant la propriété ad-
ditionnelle ¢;(u;(z;), u;(z;)) = 0, et on obtient ainsi une représentation de - dans
(N2E9).

Le modeéle (N 1E6) implique RC12 et AC'123. L’indépendance de - est une consé-
quence de RC'12 (comme dans le modéle (E6) dont il est une spécialisation. La méme
procédure utilisée jusqu’ici s’applique encore pour montrer I’équivalence et caractéri-
ser les modéles (N1E6), (N1E10), (N2E6) et (N2E10). On part de (1.38). La fonc-
tion p; est ici une représentation de =~ *; c’est une fonction anti-symétrique. L’anti-
symétrie de p; est transmise & o; (u;(x;),w;(y;)) grace a la proposition 14.

Les quatre derniers modeles rompent avec la tradition : ils ne sont pas tous équi-
valents. On y distingue trois classes : (N1E7) et (N2ET) sont équivalents; les deux
derniers sont distincts. On arrive sans grande peine a caractériser ces classes. Remar-
quons que tous ces modéles correspondent & des relations >~ complétes. (N1ET7) et
(N2ET) correspondent exactement aux relations ~ complétes, satisfaisant RC'12 et
AC123. La construction d’une représentation se fait comme précédemment, partant
de celle de (ET).

Pour une préférence > représentable dans le modele (N1E11), il est clair que
T C et AC123 sont nécessaires puisque (N1E11) est une spécialisation des modeles
(N1E10) et (E11). Sous ces hypothéses, le procédé de construction utilisé pour le
modele (N1E7) conduit & une représentation dans le modele (N1E11).

Finalement, pour le modele (N2E11), T'C et TAC'12 sont nécessaires. La construc-
tion d’une représentation débute comme pour le modéle (N1E7), puis on déforme
la fonction ; en une fonction non-décroissante en son premier argument et non-
croissante en le secondqui cesse d’étre une représentation numérique de = **.

Le tableau 1.6 reprend I’ensemble des résultats de caractérisation et d’équivalences
relatifs aux modeles (N1E4) a (N1E11) et (N2E4) a (N2E11).
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Modéles N1Ez Modeéles N2Ezx Conditions
(N1E4) < (N1E8) < (N2E4) < (N2ES) RC1, AC123

(N1E5) & (N1E9) < (N2E5) < (N2E9)  ind., RC1, AC123

(N1E7) & (N2ET7) compl., RC12, AC123
(N1E11) compl., TC, AC123
(N2E11) compl., TC, TAC12

Tableau 1.6. Equivalences et caractérisation des modeles (N1FE4) a
(N1E11) et (N2E4) & (N2E11)

1.5.3. Exemples

Le modéle de différences additives de Tversky (1.3) et le modele d’utilité additive
(1.1) sont tous deux & I’intersection des modéles utilisant les traces sur les niveaux et
sur les écarts. lls vérifient tous deux, comme nous I’avons vu dans les sections 1.3.8 et
1.4.5, les hypothéses des modeles les plus contraints (IV8) et (£11), ce qui les place
dans la catégorie (IN1E11) des modéles combinés sur les niveaux et les écarts.

Le modeéle de différences additives peut étre vu comme un cas particulier du mo-
déle (1.4); les fonctions p;(z;,y;) intervenant dans ce dernier s’y factorisent en des
différences algébriques : p;(zi, yi) = ®;(u;(z;) — ui(y;)) ou les fonctions u; repré-
sentent les traces marginales ==, égales, dans ce cas, aux préférences marginales ;.

Dans les versions opérationnelles des méthodes de surclassement, les écarts de pré-
férence recoivent généralement aussi une expression en terme des niveaux. Dans les
versions que nous avons présentées (1.6) ou la méthode majoritaire avec veto, (1.42)
et (1.43), nous avons postulé que les écarts de préférence s’expriment directement en
terme des descriptions des alternatives, c’est-a-dire en fonction des coordonnées des
vecteurs x et y. En d’autres termes, on a supposé que u;(x;) = x;. Il est facile bien sar
d’adapter les descriptions des modéles pour faire apparaitre explicitement le codage
des descriptions (les éléments de X;) en échelles ordonnées (u;(X;)) : il suffit dans
les expressions (1.6), (1.42) et (1.43), notamment, de remplacer z; et y; par u;(z;) et
u;(yi), respectivement. Ce faisant, on obtient pour les méthodes de surclassement, des
modeles sur les écarts et les niveaux de type (N 1E10) ou leurs équivalents (N2E10).
Ce ne sont toutefois pas nécessairement les représentations dans les modeéles les plus
contraints possibles qui sont les plus commodes, comme on a déja pu le constater avec
les modéles sur les écarts (comparer (1.40) et (1.41) a (1.6)).
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1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit une approche générale de description de rela-
tions binaires sur un ensemble produit, fondée sur des modéles de mesurage conjoint
tolérant I’intransitivité et I’incomplétude. Les outils d’analyse sont simples : nous uti-
lisons différents types de traces marginales induites par la relation. Ils sont relative-
ment puissants : ils permettent une analyse compléte d’un bon nombre de modéles,
comme nous I’avons montré en nous limitant au cas ou X est dénombrable.

Notre projet était de voir jusqu’ou il est possible d’aller, en terme de représentation
numérique de relations, en n’utilisant qu’un petit nombre de conditions d’annulation
et sans imposer de condition de transitivité aux relations ni de propriétés structurelles
sur I’ensemble des objets. Comme nous I’avons vu, et c’est plut6t surprenant, on peut
aller assez loin dans la description des modeles en restant dans le cadre assez pauvre
gue nous nous sommes imposés. De plus, les conditions d’annulation que nous utili-
sons (RC'1, RC2, indépendance, TC, AC1, AC2, AC3, TAC1, TAC?2, AC4) sont
raisonnablement simples et sont étroitement liées aux conditions utilisées dans les
modeles traditionnels de mesurage conjoint.

Le cadre d’analyse ainsi développé et les résultats obtenus sont riches d’applica-
tions potentielles ; certaines ont été évoquées dans ce chapitre ; citons en particulier :

— la caractérisation de toutes les relations compatibles avec une relation de do-
minance obtenue en utilisant les modéles fondés sur les traces sur les niveaux (voir
sections 1.3.5et 1.3.6 et [BOU 04d]) ;

— la caractérisation de relations de préférence qui peuvent étre obtenues par le biais
d’un “modele d’aggrégation ordinale” utilisant les traces marginales sur les écarts ;
ces modeles peuvent servir a I’analyse des méthodes majoritaires et des relations de
surclassement de type ELECTRE, comme nous le suggérons dans la section 1.4.5 (voir
[BOU 01, BOU 04hb]); ces travaux offrent une alternative a I’approche suivie dans
[FAR 01, DUB 01, DUB 02a, DUB 03b])

— la caractérisation de modéles “ordinaux” pour la décision dans I’incertain (voir
chapitre [?]); les modéles décrits dans le présent chapitre s’adaptent a la déci-
sion dans I’incertain; il suffit de supposer que les composantes X; de I’ensemble
produit sont des copies d’un méme ensemble; les n composantes décrivant une
alternative correspondent aux évaluations de celle-ci dans les différents “états de
la Nature” (voir [BOU 00, BOU 03b, BOU 03a]) ; de méme que pour I’agrégation
ordinale, ces travaux proposent une approche alternative a celle développée dans
[DUB 97, FAR 99, DUB 02b, DUB 03a]

—la caractérisation de différentes formes fonctionnelles pour F, G ou H
[BOU 02a].
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Il est évidemment impossible de développer tous ces points ici. Le lecteur qui nous
aura patiemment suivi jusqu’a ce point n’aura guére de peine a imaginer la philosophie
générale de ces résultats.

Pour résumer en quelques mots le message principal de ce chapitre, nous dirions :

— que face a une relation non transitive ou non compléte, il est indiqué de considé-
rer ses traces et/ou ses traces marginales;

— que I’usage des techniques de mesurage conjoint n’est pas limité a I’étude des
relations transitives et complétes;

—que, si I’on n’est pas a la recherche de procédures d’élicitation efficaces, rem-
placer I’hypothése d’additivité par de simples exigences de décomposabilité permet
souvent de saisir de fagon tres simple I’essentiel d’un modele;

— que remplacer I’additivité par une hypothése de décomposabilité revient a utili-
ser des modéles qui sont intimement liés a la modélisation des préférences sur base de
regles [GRE 99, GRE 01, GRE 02]. De cette facon, il peut étre envisagé de construire
des procédures d’élicitation utilisant une machinerie d’induction de régles issue de
I’intelligence artificielle.

Le cadre général et les résultats exposés contribuent aussi a la théorie générale du
mesurage conjoint. IIs nous permettent d’esquisser un tableau général des modeles de
mesurage conjoint (voir la figure 1.1) ; les modeles y sont classés selon :

— qu’ils utilisent les traces sur les écarts, auquel cas leur forme fonctionnelle peut
étre écrite de facon a étre non-décroissante en les fonctions p;(x;, v;),

—ou qu’ils utilisent les traces sur les niveaux, auquel cas leur forme fonctionnelle
peut étre écrite de fagon a étre non-décroissante en les fonctions w;(z;) and non-
croissante en les fonctions u;(y;),

— ou encore qu’il sont transitifs.

Dans la figure 1.1, T dénote un modele transitif, N un modéle qui posséde des traces
marginales sur les niveaux complétes et E un modéle qui posséde des traces complétes
sur les écarts.

Dans la famille N toutes les relations sont faiblement séparables, mais peuvent
ne pas étre faiblement indépendantes (ni, a plus forte raison, indépendantes). Au
contraire, la famille E ne comprend que des relations indépendantes, des qu’est invo-
qué I’axiome RC2. Les relations de préférence marginales tendent a jouir de bonnes
propriétés dans la famille N : elles sont complétes et le plus souvent des semi-ordres
(dés que les axiomes AC3 et soit AC1 ou AC?2 sont d’application). Il n’en va pas de
méme dans la famille E.

Notons que toutes les combinaisons de T, N et E ont été étudiées dans la litté-
rature, a I’exception de la combinaison T, L, D. Il n’y a la rien d’étonnant vu que
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lorsque E s’applique, la plupart des modeles font également appel & RC2 et sont donc
indépendants. Quand ces propriétés se combinent a la transitivité et a la complétude
de =, 7; est un préordre complet qui se confond avec if. Par conséquent, de tels
modeles ont nécessairement des traces complétes sur les niveaux.

Figure1.1. Résumé des modeles

T signifie “transitive”
N signifie “utilise les traces sur les niveaux”
E signifie “utilise les traces sur les écarts”
z signifie “Non z”
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