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Introduction

» La société TarteAuxPommes produit et vend
des tartes.

 Chaque jour elle doit cholisir entre vendre ses
tartes a un prix éleveé ou pas.

* Que doit elle considerer pour faire son choix ?



Introduction

e Choses a considérer :

- Le prix des tartes des sociétes rivales.
- Le prix des autres desserts.

* Une facon naive de resoudre le probleme est
de fixer son prix en fonction de ce gu'elle croit
gue vont étre les prix des autres.



Introduction

e Alternative :

- Essayer de prevoir le prix des autres.
— Utiliser ses connaissances sur les autres.

- En particulier le fait que les autres essaient aussi de préevoir
les prix de TarteAuxPommes et des autres societés
concurrentes.

 Utilisation de la théorie des jeux :

- TarteAuxPommes doit faire un modele du comportement de
ses rivales.

- Essayer de trouver leurs comportements les plus probables.



Introduction

* Modele le plus simple :

- Tous les acteurs ne joue qu'une seule fois.

- Tous les acteurs connaissent les technologies et les
objectifs des autres acteurs.

* Outils pour analyser l'interaction :

- Les matrices de gain.
- Les équilibres de Nash.



Introduction

* Equilibre de Nash :

- Aucun des joueurs n'a envie de changer son choix
d'action, en supposant que chaque joueur a choisi
sa meilleure action.

- Il peut exister plusieurs équilibres de Nash pour un
jeu.

- Le résultat d'une interaction n'est pas forcement un
équilibre de Nash.



Introduction

* Interactions répétees :

- Que se passe-t-il si les entreprises jouent plusieurs
jours de suite ?

- L'objectif n'est plus de maximiser le profit sur un jour
mais un objectif a plus long terme.

- Des prix bas peuvent amener des clients a changer
de fournisseur et augmenter les parts de marche.

- Augmenter la production peut améliorer la
productivité.



Introduction

» Baisser les prix peut aussi étre dangereux :

- Les autres entreprises peuvent étre influencées par
la baisse des prix.

- Elles peuvent aussi baisser leurs prix.
- Déclencher une guerre des prix.



Introduction

* Les jeux sur plusieurs tours peuvent étre
analyses avec :

- Des arbres de jeux.
- L'analyse rétrograde.



Introduction

* Information compléete ou non :

Que se passe-t-il si TarteAuxPommes ne connait
pas exactement les gains de ses rivales ?

Est-ce qu'une rivale est intéressée par les parts
de marché ou par les profits a court terme ?

Que savent les rivales de TarteAuxPommes ?
==> Jeux a information incompléete



Introduction

* Apprentissage

Les rivales peuvent apprendre les informations
privées a partir des comportements.



Introduction

La théorie des jeux est I'étude des comportements rationnels dans
les situations ou les acteurs sont dépendants les uns des autres.

lIs peuvent avoir des intéréts communs : jeux de coordination
lIs peuvent étre en compétition.

lIs sont rationnels : chacun fait du mieux gu'il peut avec ses
iInformations

Comme les joueurs sont interdependants, les décisions d’'un
joueur dependent des décisions des autres : on cherche a les
préevoilr.



Introduction

« Classification des jeux :

Séquentiels ou simultanés
Compétition ou coordination
Joues une seule fois ou repetes

Information complete ou non



Jeux a coups simultanés



Jeux a coups simultanés

e Strategies discretes (pas de choix aléatoires
entre les actions)

e Les acteurs jouent tous en méme temps sans

connaitre les actions des autres. Information
iImparfaite.

« Exemples : choix d’un produit ou campagne de
publicité



Jeux a coups simultanés

« Outils utilisés pour analyser les jeux a coups
simultanes :

e La matrice de gain

e L’équilibre de Nash

e Le dilemme du prisonnier

« Methodes pour trouver I'équilibre de Nash



Jeux a coups simultanés

« On cherche a prévoir les actions des autres.

« On cherche a prévoir les actions des autres sachant
gu'ils essaient de prévoir les actions des autres.

e Eviter la circularité des raisonnements.

« Pour cela on écrit la matrice de gain et on trouve un
choix que personne ne regrette.



Jeux a coups simultanés

e Equilibre de Nash :

« Une combinaison d'actions pour tous les
joueurs pour laquelle aucun des joueurs ne
souhaite modifier son action si les autres ne
modifient pas non plus leur action.



Jeux a coups simultanés

e Deux joueurs :
« Monsieur Ligne choisit la ligne

« Madame colonne choisit la colonne

« Dans chaque cellule de la matrice on écrit le
gain de Ligne suivi du gain de Colonne.



Jeux a coups simultanés

« Matrice de gain :

Colonne

A B C
3,1 2,3 10,2
4,5 3,0 6,4
2,2 5,4 12,3
0,0 4,5 9,7

e Quel est I'équilibre de Nash ?

Ligne

N < X =



Jeux a coups simultanés

e Matrice de gain :

Colonne

A B C
3,1 2,3 10,2
4,5 3,0 6,4
2,2 5,4 12,3
0,0 4,5 9,7

Ligne

N < X =



Jeux a coups simultanés

Football américain :
Jeu a somme nulle.

La somme des gains de chaque cellule est
constante.

On indiqgue seulement le gain de Ligne.
Le gain de Colonne est I'opposé.

Gains = nombre de metres gagnés par l'attaque.



Jeux a coups simultanés

 Football américain :

Run Pass Blitz
Run 2 ) 13
Short pass 7 6 10
Medium pass 6 4 1
Long pass 10 3

e Quel est I'équilibre de Nash ?



Jeux a coups simultanés

e Football américain :

Run Pass Blitz
Run 2 ) 13
Short pass 7 6 10
Medium pass 6 4 1
Long pass 10 3 -2



Jeux a coups simultanés

« Méethodes pour trouver des équilibres de Nash :

1. Elimination des strategies dominees.

Lignes ou colonnes jamais choisies quelle que soit le
choix de l'autre joueur.

Elimination des lignes et colonnes dominées.

2. Tracer des fleches depuis les cases dominees
vers les cases dominantes.

Equilibre de Nash = case sans fleche sortante



Jeux a coups simultanés

e Le dilemme du prisonnier :

Deux prisonniers sont interrogés séparément par la police et ne
peuvent pas communiquer.

Chacun a le choix entre dénoncer l'autre ou pas.
Les gains sont les années de prison.
Si les deux dénoncent ils ont tous les deux 8 ans.

Si l'un dénonce et l'autre pas celui qui déenonce est libre et l'autre a
20 ans.

Si les deux ne déenoncent pas ils ont tous les deux 1 an.
Ecrire la matice de gain et analyser le jeu.



Jeux a coups simultanés

e Le dilemme du prisonnier :

Dénoncer Ne pas Dénoncer
Dénoncer 8,8 0,20
Ne pas dénoncer 20,0 1,1

« Equilibre de Nash ?



Jeux a coups simultanés

e Le dilemme du prisonnier :

Dénoncer Ne pas Dénoncer
Dénoncer 8,8 - 0,20
Ne pas dénoncer 20,0 N 1,1

« Dénoncer est une stratégie dominante.



Jeux a coups simultanés

« Le jeu de la publicité :

Orange et Free veulent faire des campagnes de publicitée.

Les deux compagnies doivent choisir si elles investissent beaucoup ou peu
dans la publicite.

La publicité colite cher mais si I'une fait beaucoup de publicité et I'autre peu,
celle qui en fait beaucoup recupere plus de clients.

Si les deux font beaucoup de publicité, Orange gagne 70 et Free 50.

Si Orange fait beaucoup de publicité et Free peu, Orange gagne 125 et Free
25 et vice versa.

Si les deux font peu de publicité Orange gagne 120 et Free 90.

« Analyser ce jeu.



Jeux a coups simultanés

e Le jeu de la publicité :

Beaucoup Peu
Beaucoup 70,50 125,25
Peu 25,125 120,90

« Reconnaissez-vous la structure ?



Jeux a coups simultanés

e Le jeu de la publicité :

Beaucoup Peu
Beaucoup 70,50 <+ 125,25
Peu 25,125 = 120,90

« C'est un dilemme du prisonnier.



Jeux a coups simultanés

e Avec les stratégies discretes l'ordre des gains
est suffisant :

Beaucoup Peu

Beaucoup 3,2 - 6
1, 5

1

Peu 6 - 4



Jeux a coups simultanés

« Le jeu de la capacité de production :
Joueurs = 2 entreprises Aet B
Trois choix :
pas d’augmentation de la capacité de production
une petite augmentation

une grande augmentation

Plus grande capacité —> plus de ventes, plus de parts de marché,
économies d'échelle —> profits s'il n'y a pas de guerre des prix.



Jeux a coups simultanés

e Le jeu de la capacité de production :

Pas d'expansion Petite Grande
Pas d'expansion 18,18 15,20 9,18
Petite 20,15 16,16 8,12
Grande 18,9 12,8 0,0

e Analyser ce jeu.



Jeux a coups simultanés

e Le jeu de la capacité de production :

Pas d'expansion Petite Grande
Pas d'expansion 18,18 15,20 9,18
Petite 20,15 16,16 8,12
Grande 18,9 12,8 0,0

« Equilibre en Petite,Petite.

« Grande est dominée par Petite.



Jeux a coups simultanés

e Le gouvernement c
—> Un budget equi

e La banque centrale
moneétaire .

e Le gouvernement face a la banque centrale :

noisit la politique fiscale :

Ibré ou déficitaire.

choisit la politique

—> Des taux d’'intéréts haut ou bas.



Jeux a coups simultanés

« Le gouvernement face a la banque centrale :

bas haut
equilibre 3,4 1,3
déficitaire 4.1 2,2

e Analyser ce jeu.



Jeux a coups simultanés

e Le gouvernement face a la banque centrale :

bas haut
equilibre 3,4 = 1,3
déficitaire 4.1 > 2.2

« Déficitaire est une stratégie dominante pour le
gouvernement.



Jeux a coups simultanés

« Elimination de stratégies domineées :

A B C
W 3,1 2,3 10,2
A 4,5 3,0 6,4
v 2,2 5,4 12,3
Z 5,6 4,5 9,7

« Trouver I'équilibre de Nash en éliminant les strategies
dominées.



Jeux a coups simultanés

e Jeux de coordination :
e Intéréts communs mais choix independants.

« Harry et Sally préferent étre dans le méme café que
dans des cafeés différents.

e |Is ont le choix entre deux cafés : Starbucks et le
café du coin.

« Ecrire la matrice de gain et trouver les équilibres de
Nash.



Jeux a coups simultanés

« Harry et Sally :

Starbucks Café du coin
Starbucks 1,1 D 0,0
Café du coin 0,0 —> 1,1

« Deux equilibres de Nash.



Jeux a coups simultanés

La bataille des sexes :
Exemple : BlueRay vs HD-DVD.
Deux standards en compétition sur le méme marche.

Deux joueurs amoureux et sont préts a sacrifier leurs
préférences pour sortir avec l'autre.

Le premier joueur préfere aller au theatre.
La deuxieme joueuse préfere aller au concert.
lIs préferent étre ensemble que sortir seul.

Ecrire la matrice de gain et trouver les équilibres de Nash.



Jeux a coups simultanés

e La bataille des sexes :

Thééatre Concert
Théatre 2,1 D 0,0
Concert -1.-1 —> 1,2

« Deux equilibres de Nash.



Jeux a coups simultanés

X Y Z
A 60,90 80,90 0,80
B 90,0 50,50 20,80
C 80,10 90,0 40,40

‘rouver les stratégies domineées.

‘rouver les équilibres de Nash.



Jeux a coups simultanés

« On considere le jeu pour lequel deux athletes
envisagent de se doper :

Se doper Ne pas se doper
Se doper 0,0 12,-2
Ne pas se doper -2,12 10,10

e Quel est le type de ce jeu ?



Jeux a coups simultanés

« On considere le jeu pour lequel deux athletes
envisagent de se doper :

Se doper Ne pas se doper
Se doper 0,0 S 12,-2
Ne pas se doper 2,12 =< 10,10

« Un dilemme du prisonnier.



Jeux a coups simultanés

e Venus contre Serena .

Coup Droit Revers
Coup Droit 60 80
Revers 90 20

« Analyser ce jeu a somme nulle.



Jeux a coups simultanés

e Venus contre Serena .

Coup Droit Revers
Coup Droit 60 80
Revers 9i0 » 20

« Pas d'equilibre en stratégies discretes.



Jeux a coups simultanés

Pilerre Feullle Ciseaux :

Deux joueurs choisissent simultanément Pierre
~euille ou Ciseaux.

Pierre bat Ciseaux qui bat Feullle qui bat
Pierre.

C'est un jeu a somme nulle.

Ecrire la matrice de gain et analyser le jeu.



Jeux a coups simultanés

Pierre Feuille Ciseaux
Pierre 0,0 -1,1 1,-1
Feuille 1,-1 0,0 -1,1
Ciseaux -1,1 1,-1 0,0

« Pas d'équilibre de Nash en stratégies discretes.



Jeux a coups simultanés

Chicken :

Deux joueurs en voiture se font face sur une
route trop étroite pour les deux.

lIs ont le choix entre aller tout droit ou tourner.

Analyser ce jeu.



Jeux a coups simultanés

e Chicken :

Tout droit 100,0 -1000,-1000

e Equilibres ?



Jeux a coups simultanés

« Chicken:
Tourner Tout droit
Tourner 0,0 > 0,100
T
Tout droit 10%,0 - -1000,-1000

« Deux equilibres en stratégies discretes.



Jeux a coups simultanés

« Qu'a-t-on appris :
1. Quel est le probleme stratégique ?
2. Qui sont les joueurs ?
3. Quels sont les objectifs strategiques des joueurs ?
4. Quelles sont les actions ?
5. Structure du jeu :
simultané ou séquentiel
repeté ou pas
6. Preférences sur les résultats d’interactions possibles



Jeux a coups simultanés

Qu'a-t-on appris :

Prevoir et raisonner a partir des previsions.

Si une strategie dominante existe alors l'utiliser.
Eliminer les stratégies dominées itérativement.

Cherche un équilibre : une paire de stratégies
pour lesquelles chaque action est la mellleure
reponse a celle de l'autre.



Jeux a coups simultanés

Bataille de la mer de Bismarck :

Deux acteurs :

Amiral Imamura, il doit transporter les troupes japonaises a travers la mer de Bismarck

Amiral Kenney, cherche a bombarder les troupes d’lmamura.

Actions :

Imamura choisit entre une route au nord qui lui prend 2 jours et une route au sud qui
prend 3 jours.

Kenney choisit d’envoyer ses avions soit au nord soit au sud et s’il se trompe, il perd
un jour de bombardement.

« Des navires sont bombardés dans toutes les configurations.
« Jeu a somme nulle.

« Analyser ce jeu.



Jeux a coups simultanés

« Bataille de la mer de Bismarck :

Nord Sud
Nord 2,-2 2,-2
Sud 1,-1 3,-3

Imamura a une stratégie faiblement dominante : Nord.

Kenney le sait et choisit aussi Nord.



Jeux a coups simultanés

Bataille des chaines de télévision :

Deux chaines de télévision ABC et XYZ se battent pour des parts d’audience.

Plus d’audience signifie plus de profits publicitaires.

Chaqgue chaine peut choisir soit un sitcom soit du sport.

ABC a l'avance sur les sitcoms.

Si les deux choisissent sitcom, ABC a 55% et XYZ 45%.
XYZ a I'avantage pour le sport : 55%, 45%.

ABC sport, XYZ sitcom : 50/50

ABC sitcom, XYZ sport, 52/48

« Analyser ce jeu.



Jeux a coups simultanés

o Batalille des chaines de télévision :

Sitcom Sport
Sitcom 55,45 52,48
Sport 50,50 45,55

Equilibre de Nash ?



Jeux a coups simultanés

o Batalille des chaines de télévision :

Sitcom Sport

Sitcom 55,45 » 5248

| |

Sport 50,50 » 45,55




Jeux a coups simultanés

« Les vendeurs de glaces :

« Deux vendeurs de glace sont chacun a une extremite d’une
plage.

e lIs ont le choix entre se déplacer au centre de la plage ou
rester a leur place.

« Il y a 80 personnes sur la plage uniformément réparties.

« Chaqgue personne achete une glace au vendeur de glace le
plus proche.

e Ecrire la matrice de gain et analyser le jeu.



Jeux a coups simultanés

e Les vendeurs de glaces .

Rester sur Place Se déplacer
Rester sur Place 40,40 » 20,60
Se déplacer 60,20 » 40,40

Se deplacer est une stratégie dominante.



Jeux a coups simultanés

Les vendeurs de glace est analogue, a un éventail de produit ou les extrémes
sont des niches particulieres et ou le centre correspond au produit le plus
populaire.

Avec ce modele simple on écarte les extrémes.

Exemples :

la convergence des modes

I'uniformité des programmes de radio et de télévision

les programmes des partis politiques

la planification des vols des compagnies aériennes

Que se passe-t-il si le centre est trop loin de certains baigneurs ?

Enleve la tendance a se deplacer et permet une diversification des produits.



Jeux a coups simultanés

« Deux entreprises développent deux produits
similaires avec des technologies differentes. La
compatibilité des produits est importante. Si les
deux entreprises choisissent la méme technologie
elles gagnent chacune 300, sinon elles gagnent 0.
Evoluer vers la technologie concurrente coute 200
a la premiere et 350 a la deuxieme entreprise. Les
deux entreprises choisissent simultaneément. Quelle
est la matrice de gain ? Quel est I'équilibre ?



Jeux a coups simultanés

e La compatibilité des technologies :

Changer Ne pas changer
Changer -200,-350 » 100,300
Ne pas changer 300,-50 » 0,0

Equilibre Changer, Ne pas Changer.



Jeux a coups simultanés

* Dans le film « Un homme d'exception », John
Nash et trois de ses amis se trouvent dans un
bar face a un dilemme. lls ont le choix entre
approcher quatre brunes et une blonde.

 Chaque jeune homme veut approcher et attirer
'attention d'une jeune femme.

* e gain d'approcher la jeune femme blonde et de
10, le gain d'approcher une jeune femme brune
est de 5 et le gain de ne pas approcher est de 0.



Jeux a coups simultanés

« Si deux hommes ou plus approchent la jeune
femme blonde elle les rejette tous et les brunes

les rejettent aussi car elles ne veulent pas étre
des seconds choix.

» Ecrire la matrice de gain et trouver les

équilibres pour deux hommes, une blonde et
deux brunes.



Jeux a coups simultanés

* Deux joueurs :

blonde brune
blonde 0,0 10,5

brune 5,10 55



Jeux a coups simultanés

* Ecrire la matrice de gain en trois dimension
pour trois hommes (une blonde et trois brunes).

» Généraliser I'analyse pour 4 hommes ou plus.



Jeux a coups simultanés

* Trois joueurs .
 Joueur 1 blonde :

e Joueur 1 brune:

blonde
brune

blonde
brune

blonde
0,0,0
0,5,0

blonde
5,0,0
5,5,10

brune
0,0,5
10,5,5

brune
5,10,5
55,5



Jeux a coups simultanés

* Trois joueurs :
» Joueur 1 blonde :

e Joueur 1 brune:

blonde
brune

blonde
brune

blonde
0,0,0
0,5,0

blonde
5,0,0
5,5,10

brune
0,0,5
10,5,5

brune
5,10,5
55,5



Jeux a coups simultanés

e Soit un jeu pour lequel ily aun prixde 30. lly a
trois joueurs A, B et C. Chacun peut acheter un
ticket de 15, de 30 ou ne pas acheter de ticket.
lIs font leurs choix simultanément et
independamment. Si personne n'a acheteé de
ticket le prix n'est pas distribué. Sinon le prix
est partagé entre ceux qui ont acheté le ticket
le plus cher. Modéliser ce jeu sous forme
stratégique et trouver les équilibres de Nash.



Jeux a coups simultanés

e Achoisit O :

e Achoisit 15:

e A choisit 30 :

15
30

0
0,0,0
0,15,0
0,0,0

15
0,0,15
0,0,0
0,0,-15

30

0,0,0
0,-15,0
0,-15,-15



Jeux a coups simultanés

e Achoisit O :

e Achoisit 15:

e A choisit 30 :

15
30

15
30

15
30

0,0,0
0,15,0
0,0,0

15,0,0
0,0,0
-15,0,0

0,0,0
0,-15,0
-15,-15,0

15
0,0,15
0,0,0
0,0,-15

15

0,0,0
-5,-5,-5
-15,0,-15

15

0,0,-15
0,-15,-15
-15,-15,-15

30

0,0,0
0,-15,0
0,-15,-15

30

-15,0,0
-15,-15,0
-15,-15,-15

30
-15,0,-15
-15,-15,-15
-20,-20,-20



Jeux a coups simultanés

e Achoisit O :

e Achoisit 15:

e A choisit 30 :

15
30

15
30

15
30

0,0,0
0,15,0
0,0,0

15,0,0
0,0,0
-15,0,0

0,0,0
0,-15,0
-15,-15,0

15
0,0,15
0,0,0
0,0,-15

15

0,0,0
-5,-5,-5
-15,0,-15

15

0,0,-15
0,-15,-15
-15,-15,-15

30

0,0,0
0,-15,0
0,-15,-15

30

-15,0,0
-15,-15,0
-15,-15,-15

30
-15,0,-15
-15,-15,-15
-20,-20,-20



Jeux séquentiels



Jeux séquentiels

Arbre de jeu :
_es joueurs jouent les uns apres les autres.
_e premier joueur est a la racine de l'arbre.
_es joueurs sont aux nceuds de l'arbre.
_es branches sont les actions du joueur.

_es gains sont aux feuilles de l'arbre.



Jeux séquentiels

Analyse rétrograde :

On remonte les gains des feullles vers la
racine.

Chaque nceud est associé a des gains pour
chaque joueur.

Chaqgue joueur choisit la branche qui maximise
ses gains et remonte les gains associés.



Jeux séquentiels

Boeing et Airbus :

 Airbus et Boeing veulent développer un nouvel avion commercial.

» Airbus est en avance et Boeing se demande s'il entre sur le marché.

Si Boeing n’entre pas, il gagne 0 et Airbus a le monopole et gagne 1
milliard.

Si Boeing entre, Airbus a le choix entre étre pacifigue ou déclencher
une guerre des prix.

Si on a une guerre des prix, chacun perd 100 millions.
Sinon chacun gagne 300 millions.
Représenter l'interaction avec un arbre et analyser le jeu.



Jeux Séquentiels

Boeing
N'entre y \Entre
0,1000 Airbus

Guerre/ \Paix

-100,-100 300,300



Jeux Séquentiels

Boeing 300,300

N'entre W We

0,1000 Airbus 300,300

Guerre/ \Paix

-100,-100 300,300



Jeux Sequentiels

Deux joueurs se partagent deux objets identiques
avec la procedure suivante :

Le premier joueur propose une allocation.

Le deuxieme joueur accepte ou refuse.

En cas de refus personne n'a aucun objet.

Chaque joueur n'est interésse que par le nombre
d'objets qu'il obtient.

« Analyser cette interaction.



Jeux Sequentiels

e Partage de deux objets :

Joueurl
Z,M Llw
Joueur 2 Joueur 2 Joueur 2

oui / \non / \om ow/ \non

2,0 00 0,0 0,2 0.0



Jeux Séquentiels

e Partage de deux objets :

Joueurl
Z’M Llw
Joueur2 0,0 joueur2 1.1 Joueur 2 0.2

oui / \non / \ow ow/ \non

2,0 0,0 0,0 0,2 0.0



Jeux Séquentiels

« Une entreprise a un monopole qui lui fait
gagner 100. Un adversaire choisit d'entrer sur
le marché ou non. S'il entre, le monopole a le
choix entre s‘accomoder ou se battre. S'll
s'accomode les deux entreprises gagnent 30.
Si elles se battent elles perdent toutes les deux
20.

e Quel est I'équilibre ?




Jeux Séquentiels

Adversaire
N'entre y \Entre
0,100 Monopole

Se bat / \S‘accomode

-20,-20 30,30



Jeux Séquentiels

« Si apres la décision du monopole l'adversaire
neut se retirer et perdre 10 et que dans ce cas
e monopole gagne de nouveau 100, quel est
'‘équilibre ?




Jeux Sequentiels

N'entre pas Adversaire

Monopole

Se bay \S‘accomode

Adversaire Adversaire

Se retire Se retir Reste
Reste



Jeux Sequentiels

' Adversaire
N'entre pas w
0,100 Monopole
Se bay \S‘accomode
Adversaire Adversaire

Se retire Se retir Reste
Reste

-10,200  -20,-20 -10,100 30,30



Jeux Séquentiels

N'entre pas/ Adversaire %
0,100 Monopole -10,100
Se bay \S‘accomode
-10,100 adversaire Adversaire 30,30

Se retire Se retir Reste
Reste

-10,200  -20,-20 -10,100 30,30



Jeux séquentiels

 Trois juges décident d'une sanction. llIs commencent par
decider si la sanction est faible ou forte puis dans un

deuxieme temps s'ils appliquent la sanction. Le résultat est
choisi a la majorité des votes.

* Le juge 1 préfere forte a pas de sanction a faible.
* Le juge 2 préfere pas de sanction a faible a forte.
* Le juge 3 prefere faible a forte a pas de sanction.

Que se passe-t-il si les juges votent pour leurs vraies
préférences ?

* Que se passe-t-il s'ils votent strategiguement ?



Jeux séquentiels

» Sl les juges votent pour leurs vraies
oréférences

e Période 1 : faible bat fort deux a un

e Periode 2 : pas de sanction bat faible deux a un



Jeux séquentiels

e Siles juges votent stratégiguement :
* Periode 2 :

* Deux alternatives possibles :

forte versus pas de sanction => forte gagne.

faible versus pas de sanction. => pas de sanction
gagne.



Jeux séquentiels

Si les juges votent stratégiguement :
Période 2 :

Deux alternatives possibles :

forte versus pas de sanction => forte gagne.
faible versus pas de sanction. => pas de sanction gagne.

Voter pour faible = voter pour pas de sanction.
Choix = forte ou pas de sanction.
Deux juges preferent forte a pas de sanction => forte.



Jeux a coups simultanés

« Trouver I'équilibre :

X Y
A 3,2 4,3
B 7,3 2,2

« Equilibre si le joueur 1 joue en premier ?



Jeux sequentiels

Jeux a somme nulle :
_e joueur a la racine est en genéral max.

_es gains sont ceux de max.
Il y a une alternance entre min et max.
On remonte les valeurs a la racine.

L'algorithme pour résoudre le jeu est le
Minimax.



Jeux Séquentiels
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Jeux sequentiels

» AlphaBeta :
* On parcourt I'arbre de gauche a droite.
 Coupe aux nceuds Min :

/N
/X

e Trouver un exemple de coupe aux nceuds Max.



Jeux sequentiels

 Coupe aux nceuds Max :

/N
/X



Jeux Séquentiels
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Jeux Séquentiels
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Jeux sequentiels

Pour maximiser le nombre de coupes il faut bien
ordonner les coups.

On utilise de nombreuses heuristiques dans les
programmes de jeu pour ordonner les coups.

Heuristique de I'historique.
Coups qui tuent.

Grace a ces heuristigues les programmes d'Echecs
et de Dames développent des arbres proches de
I'optimal (2 * racine(nombre de noeuds)).



Combiner Jeux Séquentiels et
Simultanés



Séquentiels et simultanes

« Deux joueurs : Orange et Numericable.

 Actions : Chacun peut choisir d'investir 10 milliards dans un réseau de
fibres optiques ou non.

« Si un seul investit il peut choisir son prix :
« Prix haut => 60 millions de clients, 400 par client
« Prix bas => 80 millions de clients, 200 par client
 Siles deux investissent on a un second jeu simultané :
e Les deux prix bas => 40 millions de clients, 200 par client
« Les deux prix haut => 30 millions de clients, 400 par client
« Prix haut vs prix bas => haut 0, bas 80 millions, 200 par client

« Analyser ce jeu.



Séquentiels et simultanes

N'investit pas Investit
N'investit pas 0,0 0, »  Numericable
Investit / 0 , haut / \bas
Orange
ha/ \ bas Numericable
Haut Bas
Haut
Orange

Bas



Séquentiels et simultanes

N'investit pas Investit
N'investit pas 0,0 0, »  Numericable
Investit / 0 , haut / \bas
14 6
Orange
Numericable
hau bas
Haut Bas
14 5
Haut 2,2 -10,6
Orange

Bas 6,-10 -2,-2



Séquentiels et simultanes

N'investit pas Investit
N'investit pas 0,0 0, »  Numericable
Investit / 0 , haut / \bas
14 6
Orange

ha/ \ bas Numericable
14 6 Haut Bas
Haut 22 ———» -10,6

Orange # ¢

Bas 6,-10  » -2,-2



Séquentiels et simultanes

Numericable
N'investit pas Investit
N'investit pas 0,0 0,14
T

Orange Investit 140 «-— — -2,-2



Séquentiels et simultanes

e Orange vs Numericable :

e Que se passe-t-il si Numericable a deja investit
10 milliards et qu'Orange le sait ?

e Analyser ce jeu.



Séquentiels et simultanes

« Dilemme du prisonnier :

Dénoncer Ne pas Dénoncer
Dénoncer 8,8 0,20
Ne pas dénoncer 20,0 1,1

« Que se passe-t-il si un des joueurs joue en premier ?

« Analyser ce jeu.



Séquentiels et simultanes

e Dilemme du prisonnier :

Joueurl

Dénonce / \ Ne dénonce pas

Ne dénonce pas / \Dénonce/ \ Ne dénonce pas
8,8

0,20 20.0 11



Séquentiels et simultanes

e Dilemme du prisonnier :

e Quand les deux joueurs ont des stratégies
dominantes changer l'ordre des joueurs ne

change pas le résultat.



Séqguentiel et simultanes

« Chicken:
Tourner Tout droit
Tourner 0,0 > 0,100
T
Tout droit 10£,O - -1000,-1000

e Que se passe-t-il si le joueur 1 joue en premier ?



Séquentiels et simultanes

e Chicken :

Joueurl

Tourner / \ Tout droit

Joueur 2 Joueur 2

Tourner / \Fout dr0|t/ \Tourner

0,100 -1000,-1000 100.0



Séquentiels et simultanes

e \/enus contre Serena :

Serena
Coup Droit Revers
Coup Droit 60 80
Venus i T
Revers 90 > 20

« Que se passe-t-il si Venus joue en premier ? Si Serena
joue en premier ?



Séquentiels et simultanes

Venus

Revers/ \ Coup droit

Revers / &OUp droit / \ Revers

20,80 90,10 60,40 80,20



Séquentiels et simultanes

Serena

Revers/ \ Coup droit

VenUS Venus

Revers / &OUp droit / \ Revers

80,20 20,80 40,60 10,90



Séquentiels et simultanes

e Le gouvernement face a la banque centrale :

bas haut
equilibre 3,4 = 1,3
déficitaire 4.1 > 2.2

» Que se passe-t-il si la banque centrale joue en
premier ? Si le gouvernement joue en premier ?



Séquentiels et simultanes

Banque
centrale
haut / \ bas
Gouvernement Gouvernement

Equilibre/ \ Deficit / \ Equilibre
3,1 2,2 1.4 4,3

Equilibre de Nash = haut, Deficit



Séquentiels et simultanes

Gouvernement

équilibre/ \ déficit

Banque Banque

bas / \ haut / \ bas
3 1,3 2 4,1

4 2

Equilibre de Nash = équilibre, bas



Séquentiels et simultanes

« Arbres pour les jeux simultanés:

« On utilise un information set pour representer
gue l'un des joueurs ne connait pas son état :

Venus

2080 90,10 80,20 60,40



Séquentiels et simultanes

Matrices pour les jeux séquentiels :
_e Jeu de la bangue contre le gouvernement.
_e gouvernement joue en premier et la banque centrale

joue en second.

_e gouvernement a deux stratégies :
équilibre ou déficit.
La banque centrale a quatre stratégies :

toujours haut, toujours bas, bas si equilibré haut si
déficit, haut si équilibré bas si déficit.



Séquentiels et simultanés

déficit 2,2 4,1 4,1 2,2



Séquentiels et simultanes

* Bach ou Stravinsky avec une option :

Joueur 1

Livre \oncert

2’2 B S
B 3,1 0,0
S 0,0 1,3

* Représenter ce jeu sous forme de matrice et
analyser le.



Séquentiels et simultanes

» Bach ou Stravinsky avec une option :

B S
Livre 2,2 2,2
B 3,1 0,0
S 0,0 1,3

* Analyser ce jeu en éliminant les stratégies
dominees.



Séquentiels et simultanes

» Bach ou Stravinsky avec une option :

B S
Livre 2,2 2,2
B 3,1 0,0
S 0,0 1,3

S dominée par Livre, S joueur 2 dominée par B,
Livre dominée par B pour joueur 1 => B,B.



Séquentiels et simultanes

e Briler un dollar :

* On considere Bach ou Stravinsky avec le
joueur 1 qui a l'option de bruler un dollar avant
de jouer au jeu simultané.

* Representer le jeu comme une combinaison de
jeu séquentiel et simultane.

* Représenter le ensuite comme un jeu matriciel
et analyser le.



Séquentiels et simultanes

Braler un dollar :

Joueur 1

T

B S B S
3,1 0,0 B 2,1 -1,0
0,0 1,3 S -1,0 0,3

Représenter ce jeu sous forme de matrice et
analyser le.



Séquentiels et simultanes

Braler un dollar :

BB BS SB SS
0B
0S
DB
DS

BS = B si brule pas, S si brule
SB = S si brule pas, B si brile
Remplir la matrice avec les gains.



Séquentiels et simultanes

 Bridler un dollar :

BB BS SB SS
0B 3,1 3,1 0,0 0,0
0S 0,0 0,0 1,3 1,3
DB 2,1 -1,0 2,1 -1,0
DS -1,0 0,3 -1,0 0,3

* Trouver I'équilibre par élimination successive des
stratégies dominees.



Séquentiels et simultanes

Braler un dollar :

DS < joueur 1 OB BB BS SB SS
SS <joueur 2 SB 0B 31 3,1 0,0 0,0
BS < joueur 2 BB 0S 0.0 0.0 13 13
0S < joueur 1 DB DB 2,1 1,0 21 1,0

SB < joueur 2 BB DS 1,0 03 1,0 0,3
DB < joueur 1 0B
Equilibre en OB, BB.



Strategies continues



Strategies continues

 Les oligopoles sont des marchés avec peu de
joueurs.

* Les actions des uns (prix et quantités) influencent
es actions des autres.

* Trois modeles stratégiques :

- Modele de Von Stackelberg avec compétition sur les
guantites et modele leader/suiveur.

- Modele de Cournot avec guantités simultanees.
- Modele de Bertrand avec prix simultanés.



Strategies continues

Deux entreprises et une entreprise dominante.

_e |leader, Evian produit une quantité Qe de
poutellles d'eau.

_e sulveur, Volvic produit une guantité Qv de
poutellles d'eau.

Le marché fixe le méme prix P pour les deux :
P=10-(Qe + Qv)
Evian fixe sa production avant Volvic.



Strategies continues

Chaque entreprise a des couts de production
identiques de 3 par boutellle.

Les gains d'Evian sont :

Ge=(10-(Qe +Qv)) *Qe -3 * Qe

ldem pour Volvic :

Gv=(10—-(Qe +Qv)) *Qv-3*Qv

Que va faire Evian et que va répondre Volvic ?



Strategies continues

* On utilise I'analyse rétrograde pour résoudre le
jeu.

 On commence par réesoudre le jeu pour Volvic puis
pour Evian.

* Quand Volvic joue il connait la quantité produite
par Evian gui peut étre considérée comme une
constante.

* Volvic a une fonction de réaction qui donne Qv en
fonction de Qe. Calculer la.



Strategies continues

Volvic cherche a maximiser son gain :
Gv=(10-(Qe +Qv)) *Qv -3 *Qv
e Gv=-Qvz+ (7 -Qe)* Qv

* La fonction est maximum quand la dérivee
s'annule :

e dGV/AQv=-2*Qv+7-Qe =0
 D'ou la fonction de réaction :

e Qv=(7-Qe)/ 2



Strategies continues

Evian cherche a maximiser son gain :
Ge=(10-(Qe + Qv)) *Qe — 3 * Qe
Ge=(10-(Qe+(7—-Qe)/2)*Qe -3 *Qe
Ge =-1/2*Qe2+ 7/2 * Qe

La fonction est maximum quand la derivée s'annule :
dGe/dQe =-Qe +7/2=0
D'ou les quantités Qe et Qv :
e Qe=7/2etQv=7/4

« Ge =6,125 et Gv = 3,06



Strategies continues

Modele leader / suiveur :
Avantage au premier joueur.
Evian gagne 6,125 et Volvic 3,06

Exemple : innovateur ou monopole face a une
menace par une autre entreprise de rentrer sur
le marche.



Strategies continues

* Que se passe-t-il si Evian est en situation de
monopole ?

* Modele de Cournot sur les quantités :

* Que se passe-t-il si les deux entreprises jouent
simultanement ?



Strategies continues

Monopole d'Evian :

Qv=0

Ge=(10-Qe) *Qe-3*Qe =-Qe2+ 7 Qe
D'ou Qe =7/2

D'ou Pe =6,5

EtGe=6,5*7/2-3*712=12,25

Evian a intérét a payer 3,06 a Volvic pour ne pas entrer
sur le marcheé et elle gagnera plus que si Volvic est
présent.



Strategies continues

 Modele de Cournot avec guantités
simultanees :

* On cherche un équilibre de Nash :

* Des choix de quantités pour les deux joueurs
de telle facon gu'aucun des deux joueurs n'aie

envie de changer.

* Quelles sont les quantités choisies par les deux
joueurs ?




Strategies continues

e On utilise la fonction de réaction d'un joueur au
choix de quantité de l'autre joueur.

* Sion estal'équilibre ma réaction a la réaction
de l'autre joueur redonne I'équilibre.

e Les fonctions de réaction :
e Qv=(7-Qe) /2
e Qe=(7-Qv)/?2



Strategies continues

* Modele de Cournot avec quantités simultanées :
e Qe=(7T-(7-Qe)/2)/2

e Qe=7/2-714+Qel4

e 3/4*Qe=7/4

e Qe=71/3

« Comme le jeu est symetrique Qv=7/3

 Pe =5,33 et Ge = 5.44, idem pour Volvic.



Strategies continues

Compétition de Bertrand sur les prix :

IBM et Apple sont sur le méme marché et fixent leurs prix
simultanément.

Le prix d'un IBM est PI, celui d'un Apple Pa.

Les quantités vendues sont :
Qa=24-Pa+1/2 Pi

e Qi=24-Pi+1/2 Pa

* Chaque ordinateur codte 6 a fabriquer.

« Analyser cette interaction.



Strategies continues

Profit (Apple) = (Pa — 6) * Qa

Profit = (Pa—-6) * (24 — Pa + 1/2 Pi)

Profit = 24Pa -Pa2+1/2PiPa-144+6Pa-3Pi
Profit =-144 - 3 * Pi + (30 + 1/2 Pi) * Pa — Pa?
Quelle est la fonction de réaction d'Apple ?




Strategies continues

e dProfit/dPa =30+ 1/2 PI—2 * Pa

» Le profit est maximum guand la dérivée
s'annule.

e Pa=15+1/4 Pi
* Quelle est la meilleure réponse d'IBM ?



Strategies continues

 La situation est symétrique donc :
« Pi=15+ 1/4 Pa
* Quel est I'équilibre ?




Strategies continues

Pi=15+1/4Pa=15+ 1/4 (15 + 1/4 Pi)
15/16 Pi=15 + 15/4

Pi=16 + 16/4 = 20

Pi=Pa=20
Qa=24-Pa+1/2P1=24-20+10=14
Production = 14

Profit = 196



Strategies continues

« Deux joueurs se disputent un objet. La valeur de l'objet
pour le joueur i est vi > 0. Le temps est une variable
continue qui démarre a 0. Chaqgue joueur choisit s'll
concede l'objet a l'autre joueur. Si le premier joueur
concede au temps t, l'autre l'obtient a ce temps. Si les
deux joueurs concedent ensemble, chacun recoit vi/2. Le
temps coute de l'argent, chague joueur perd une unité de
gain par unité de temps. Formuler cette interaction
comme un jeu et montrer que pour tous les équilibres de
Nash un des deux joueurs concede immediatement.



Strategies continues

L'ensemble des actions du joueur | est
Al = [0,+infini]

La fonction de gain du joueur | est :

-t siti <t

Vi/2 —ti siti =t

Vi —tj siti > 4



Strategies continues

e Sitl =12 le joueur 1 peut gagner plus en
concédant juste apres tl. Ce n'est pas un
éequilibre.



Strategies continues

e Sitl =12 le joueur 1 peut gagner plus en
concédant juste apres tl. Ce n'est pas un
éequilibre.

« SIO<tl <1t2lejoueur 1 peut augmenter son
gain en allantverstl1 =0



Strategies continues

e Sitl =12 le joueur 1 peut gagner plus en
concédant juste apres tl. Ce n'est pas un
éequilibre.

« SIO<tl <1t2lejoueur 1 peut augmenter son
gain en allantverstl1 =0

e SI0 =11 <12 lejoueur 1 peut augmenter son
gain en allant juste apres t2 saufsivl —t2<0



Strategies continues

e Sitl =t2 le joueur 1 peut gagner plus en concedant
juste apres t1. Ce n'est pas un équilibre.

e SI0 <1l <t2lejoueur 1 peut augmenter son gain en
allant vers t1 =0

e SI0 =11 <12 lejoueur 1 peut augmenter son gain en
allant juste apres t2 saufsivl —t2<0

« Donc on a un éequilibre de Nash seulement si0 =t1 <t2
et t2 = v1 ou pour la situation symétrique pour le joueur
2.



Strategies mixtes



Strategies mixtes

* On suppose maintenant que les joueurs ont le
droit de faire des choix aléatoires entre leurs
actions en utilisant une probabilité pour chague
action.

* John Nash a montré que dans ce casily a
toujours un equilibre.



Strategies mixtes

e Supposons gu'un tireur de penalty et un gardien
de but joue un jeu simultané.

 Le tireur a le choix entre tirer a gauche ou a droite.

* Le gardien a le choix entre plonger a gauche ou a
droite.

* Quelle est la matrice de gain sachant que c'est un
jeu a somme nulle et que le gardien arréte le tir s'll
plonge du bon coté.



Stratégies mixtes

e Le jeu du penalty :

Gardien

Tireur ---

Droite 1,-1 -1,1




Strategies mixtes

* || n'y a pas d'equilibre en stratégies pures.

e S| on autorise l'aléatoire comment choisir les
probabilités ?

* Que feriez vous comme tireur Sl vous saviez
gue le gardien plonge a droite 60 % des fois ?



Strategies mixtes

» Supposons que la gardien plonge a gauche
avec une probabilite p.

* Quelle est la melilleur réponse du tireur ?

* Pour cela on calcule le gain moyen du tireur
pour ses deux actions en fonction de p.



Strategies mixtes

Les gains moyens du tireur sont :
Gauche:-1*p+1*(1-p)=1-2*p
Droite: 1 *p—-1*(1-p)=2*p-1
_e tireur préfere Gauche sip <1/2

_e tireur préfere Droite sip > 1/2

_e tireur est indifférent sip = 1/2
Quelle est la mellleure valeur de p pour le gardien ?



Strategies mixtes

» Sil'adversaire sait ce gue je vais faire, je perds.

» Faire des choix aléatoires empéche d'étre
previsible.

e On rend l'adversaire indifférent entre ses
actions.



Strategies mixtes

* On choisit les probabilités pour ses stratégies
de facon a rendre |'adversaire indifférent.

» | 'adversaire a les mémes gains pour toutes ses
stratégies.



Strategies mixtes

Le jeu du repos :

Les employes peuvent travailler dur ou se reposer :
Le salaire est de 100 sauf s'ils sont pris a se reposer.
Le colt de I'effort est de 50.

Les patrons peuvent surveiller ou pas :

La valeur du travail d'un employé est de 200

Le profit si un employé se repose est de 0O

Le colt de la surveillance est de 10

Ecrire la matrice de gain et calculer les strategies mixtes.



Strategies mixtes

e Le jeu du repos .

Patron
Surveiller Ne pas surveiller
Travailler 50,90 50,100
Employé
Se reposer 0,-10 100,-100

« Pas d'équilibre en stratégies pures.



Strategies mixtes

L'employé choisit de travailler avec la
et de se reposer avec la probabilité 1-

Le patron choisit de survelller avec la

orobabillité p
0.

orobabilité g

et de ne pas surveiller avec la probabilité 1-q.

Quelle est la probabilité optimale pour le patron ?

Principe : rendre I'employé indifférent entre ses

actions.



Strategies mixtes

* Le patron choisit survelller avec la probabilité g
et ne pas surveliller avec la probabilité 1-g.

Profit(travailler) = 50*q + 50*(1-q)
Drofit(se reposer) = 0*q + 100*(1-q)
Profit(travaliller) = Profit (se reposer)
50=100-100*(¢

qg=1/2




Strategies mixtes

* | 'employé choisit de travailler avec la
orobabilité p et de se reposer avec la
orobabilité 1-p.

* Quelle est |la probabilité optimale pour
‘'employé ?

* Principe : rendre le patron indifférent entre ses
actions.



Strategies mixtes

Profit (surveiller) =90 * p — 10 * (1-p)
Profit (ne pas survelller) = 100 * p — 100 * (1-p)

Profit (survelller) = Profit (ne pas survelller)
100*p-10=200*p - 100
p=9/10



Strategies mixtes

e Venus contre Serena .

Serena
Coup Droit Revers
Coup Droit 60 80
Venus i T
Revers 90 > 20

« Calculer la probabilité g que Serena choisisse Coup Drait,
puis la probabilité p que Venus choisisse Coup Droit.



Strategies mixtes

« Serena choisit Coup Droit avec la probabilité g.
e Gains de Venus
Gain (CoupDroit) =60 * g + 80 * (1-q)
Gain (Revers) =90*q+20*(1-q)
Gain (Coup Droit) = Gain (Revers)
-20*gq+80=70*q+ 20
90 * g = 60
g=2/3



Strategies mixtes

* Venus choisit Coup Droit avec la probabilité p.
» Gains de Serena:
Gain (CoupDroit) =-60 *p - 90 * (1 - p)
Gain (Revers) =-80*p-20*(1-p)
Gain (Coup Droit) = Gain (Revers)
30*p-90=-60*p-20
90 *p =70
p="7/9



Strategies mixtes

e Le Jeu du faucon et de la colombe :

Joueur 2
Colombe Faucon
Colombe 1/2,1/2 0,1
Joueur 1
Faucon 1,0 (1-¢)/2,(1-c)/2

« Calculer les equilibres.



Strategies mixtes

e Sic <1, I'équilibre en stratégies pures est
Faucon,Faucon.

e Sic>1:
g/2=q+ (1-¢c)/2 * (1-0)
g/2+1/2-9/2-c/2+c*q/2 = 0
c*g/2 = (c-1)/2
g=(c-1)/c



Strategies mixtes

Pierre Feuille Ciseaux
Pierre 0,0 -1,1 1,-1
Feuille 1,-1 0,0 -1,1
Ciseaux -1,1 1,-1 0,0

« Calculer les probabilités p, g et r des actions a Pierre
Feuille Ciseaux.



Strategies mixtes

* pHoHr =1
* -QH = piT = -po



Strategies mixtes

* p+tg+r=1
* -g+r=p-r=-p+q

1) (@) )
* (1)+(2)+(3)=0=3*(-g+r) = 3 * (-p+Qq)
e d'ou p=g=r et comme p+g+r =1
ep=qg=r=1/3



Strategies mixtes

L'armée A a un seul avion qui peut attaguer une
cible parmi trois.

L'armée B a une batterie anti-aérienne qui peut
étre affectée a une seule des cibles.

Valeurs des cibles : vl >v2>v3 >0
Ecrire la matrice de gain.
Calculer I'équilibre en stratégies mixtes.



Strategies mixtes

P q r
pl o) vl vl
gl v2 o) v2
rl v3 v3 0

« Calculer les probabilités pl et gl si seules les
cibles 1 et 2 sont attaquées.



Strategies mixtes

» Siseules les cibles 1 et 2 sont attaquées.
pl+qgl=1

01 *vl=qgl*Vv2

D1 +pl*vli/v2=1

1 *(vli+v2)/v2=1

1 =v2/ (vl + v2)
01=v2/(vl+v2),q9l=vl/ (vl + Vv2)

o Calculer ensuite p et q.




Strategies mixtes

» Siseules les cibles 1 et 2 sont attaquées.
p+gq=1
p*v2=q*vl
p+p*v2/vli=1
p*(vli+v2)/vli=1
p=vl/ (vl +v2)
p=vl/(vl+v2),q=v2/(vl+Vv2)
* Le gain moyen est de (vl *v2)/ (vl + v2)
» C'est donc un équilibre siv3 < (vl *v2)/ (vl + v2)
 Calculer maintenant I'équilibre pour 3 cibles.



Strategies mixtes

» Siles 3 cibles sont attaquees.
pl=k*v2*v3, gql=k*v1*v3, rl=k*v1*v2
p=k*(z-2*v2*v3)
g=k*(z-2*v3*v1)
r=k*(z-2*v1*v2)
z=v1*v2+v2*v3+v3*vl

 Remplacer les probabilités dans les equations et
verifier les égalités.



Jeux repetes



Jeux répetes

« Pour résoudre les jeux simultanés joués une seule
fois on se met a la place de l'autre joueur et on
cherche un équilibre.

« Pour résoudre les jeux seqguentiels on utilise
‘analyse rétrograde en commencant par le bas de
‘arbre et en remontant.

e Que se passe-t-il si l'interaction est repétee ?

« Comment cela peut il amener a la coopération ?



Jeux répetes

e Le dilemme du prisonnier :

Trahir Coopérer
Trahir 5454 -= 72,47
Coopérer 47,72 <= 60,60

Cooperation : 60
Equilibre 54



Jeux répetes

e La rationalité individuelle entraine une
irrationalité collective.

« La stratégie dominante de tous les joueurs
donne de moins bons résultats que la stratégie
dominee.

« Comment arriver a une coopeération qui rendrait
inattractive la possibilité de trahir ?



Jeux répetes

Si on suppose que l'interaction a lieu un
nombre fini T de fois.

La trahison est dominante pour la derniere fois.

_'analyse rétrograde remonte la trahison
jusgu'a la premiere interaction.

_a coopération est impossible si l'interaction a
ileu un nombre fixé et connu de fois.




Jeux répetes

e La coopération est possible si le nombre
d'interactions est :

e |NnCconnu
e |ncertain

e Trop long

« Pas de derniere interaction => pas d'analyse
retrograde.



Jeux répetes

Stratégies Trigger :
Commencer par coopeérer.
Coopéerer tant que l'adversaire coopere.

Apres une trahison, trahir un nombre fixé de
fols.



Jeux répetes

Stratégie Grim Trigger
Commencer par coopeérer.
Coopéerer tant que l'adversaire coopere.

Apres une trahison, toujour trahir.



Jeux répetes

e Strategie Tit for Tat :
« Commencer par cooperer.

e Coopérer si l'adversaire a cooperé le coup
precédent.

« Trahir si I'adversaire a trahi le coup précedent.



Jeux répetes

e Grim Trigger :

« Ne pardonne pas.

« A une méemoire longue

« Punit mais manque de credibilite.

« Répond a la question : La cooperation est elle
possible ?



Jeux répetes

o Tit for Tat :

e Pardonne le plus.

« A une mémoire courte.

« Est crédible mais ne punit pas assez.

« Répond a la question : La coopération est elle
facile ?



Jeux répetes

e Pourquoi coopérer contre Grim Trigger ?

Trahir Coopérer
Trahir 5454 -= 72,47
Coopérer 47,72 <= 60,60

Coopération : 60 puis 60 puis 60 puis 60...
Trahison : /2 puis 54 puis 54 puis 54...



Jeux répetes

e 1 euro demain vaut moins qu'un euro aujourd'huli.
« Soit r le taux d'intéerét.

e |Investir 1 cette année donnera 1+r I'année
prochaine.

« 1 'année prochaine vaut 1/(1+r) cette annee.

e Quels sont les gains cumulées de coopérer et trahir
contre Grim Trigger en prenant en compte le taux
d'intérétr ?



Jeux répetes

« Montrez que :

1 1 1 1

1+(1+r) +(1+r)2 +(1+r)3 +(1+r)4




1+

Jeux répetes

. 1
Define x =
+r

v/ = 1+ x+x7+x°+x*+...
Xz = X+x2+x7+x4+...
7Z- XZ = 1
1 1 1+r1 1
7 = — 1 j— :1+_
1-x 1- e I r
1 1 1 1

+ + +
(1+r) (1+r)* @(1+1)° @@+p*



Jeux répetes

« Gain (coopérer) = 60 + 60/(1+r) + 60/(1+r)2+...

e Gain (coopérer) = 60 + 60/r

e Quel est le gain de trahir ?

« A partir de quel taux d'intérét la coopération
devient elle intéressante ?



Jeux répetes

Gain (trahir) = 72 + 54/(1+r) + 54/(1+r)%+...
Gain (trahir) = 72 + 54/r
La cooperation est intéressante si :
Gain (coopérer) > Gain (trahir)
60 + 60/r > 72 + 54/r
6/r > 12
r<1/2

On a intérét a coopérer avec Grim Trigger si r < 50 %.



Jeux répetes

e Calculer les gains de coopérer et trahir contre
Tit for Tat.

« A partir de quel taux d'intérét a-t-on intérét a
coopérer ?



Jeux répetes

e Gain (coopérer) = 60 + 60/(1+r) + 60/(1+r)2 + ...
e Gain (trahir) = 72 + 47/(1+r) + 60/(1+r)2 + ...

e A partir de quel taux d'intérét coopere-t-on ?



Jeux répetes

Gain (coopeérer) > Gain (trahir)
60+60/(1+r)+60/(1+r)>+... > 72+47/(1+r)+60/(1+r)2+...
60+60/(1+r) > 72+47/(1+r)
13/(1+r) > 12
1+r < 13/12
r<1/12
e La coopération est intéressante sir < 8.3 %

 Elle est plus dure a atteindre gu'avec Grim Trigger.



Jeux répetes

e Les tournois de Robert Axelrod.

« Axelrod a organisé des tournois entre
stratégies.

e Les stratégies étaient soumises par differents
chercheurs et jouaient 200 parties contre
d'autres strategies.

« La stratégie gagnante fut Tit for Tat.



Jeux répetes

« D'autres tournois de programmes de jeux ont été
organises.

« Un tournoi celebre est celui qu'a organisé Darse
Billings de l'université d'Alberta a Pierre Feuille
Ciseaux répéeté (aka Roshambo).

« Apres une soumission d'un programme jouant
avec une probabilité 1/3 chaque action, il a interdit
les programmes jouant I'équilibre de Nash.



Jeux répetes

e Le programme gagnant fut Icoaine Powder.

e Dans le film Princess Bride la poudre d'lcoaine
est un poison et le méchant doit choisir entre
deux verres susceptibles de contenir la poudre.

o Le principe des meilleurs programmes étaient
de modéliser leurs adversaires en detectant
des répétitions de séquences d'actions.



Jeux répetes

 |coaine Powder est un programme gqui a un
niveau de base, un méta niveau est un méta

meta niveau.

e Au niveau de base Il essaie de modeliser
I'adversaire en le comparant a un répertoire de

stratégies connues.



Jeux répetes

« S'll n'y arrive pas bien il passe au niveau méta
ou il essale de voir si l'adversaire n'essaie pas
aussi de modéliser ses séquences et joue alors
la contre stratégie.

« S'll n'y arrive toujours pas il passe au niveau
meta méta ou il essaie de détecter si
'adversaire n'a pas lui-méme un niveau méta.



Jeux répetes

e Iran contre Irak en 1990.

 L'lran et I'lrak produisent et vendent du pétrole :
« Bas = 2 millions de barils par jour.

« Haut = 4 millions de barils par jour.

« Bas,Bas : 4 millions de barils => 25$% par baril.

« Haut,Haut : 8 millions de barils => 10$ par baril.
« Haut,Bas : 6 millions de barils => 15$ par baril.

 Les colts d'extraction de I'lran sont de 2$ par baril, ceux de I'lrak sont
de 4% par baril.

« Analyser cette interaction, que se passe-t-il si elle est répétee ?



Jeux répetes

e [ran contre Irak en 1990 :

Irak
Trahir Coopérer
Trahir 32,24 = 52,22
Iran T T
Coopérer 26,44 = 46,42

Quels taux d'intéréts amenent a la coopeération
pour Grim Trigger et Tit for Tat pour ce jeu ?



Jeux répetes

Iran contre Grim Trigger :
Gain (trahir) = 52 + 32/(1+r) + 32/(1+r)%+...
Gain (trahir) = 52 + 32/r
Gain (cooperer) = 46 + 46/r
La cooperation est intéressante si :
46 + 46/r > 52 + 32/r

14/r > 6

r<7/3

L'lran a interét a cooperer contre Grim Trigger si r < 233 %.



Jeux répetes

Irak contre Grim Trigger :
Gain (trahir) = 44 + 24/(1+r) + 24/(1+r)%+...
Gain (trahir) = 44 + 24/r
Gain (cooperer) =42 + 42|r
La cooperation est intéressante si :
42 + 42[r > 44 + 24/r

18/r > 2

r<9

L'lrak a intérét a coopérer contre Grim Trigger si r < 900 %.



Jeux répetes

Iran contre Tit for Tat :
Gain (trahir) = 52 + 26/(1+r) + 46/(1+r)%+...
Gain (cooperer) = 46 + 46/(1+r) + 46/(1+r)%+...
La cooperation est intéressante si :
46 + 46/(1+r) > 52 + 26/(1+r)

20/(1+r) > 6

r<7/3

« L'lran a interét a coopérer contre Tit for Tat si r < 233 %.



Jeux répetes

Irak contre Tit for Tat :
Gain (trahir) = 44 + 22/(1+r) + 42/(1+r)%+...
Gain (cooperer) = 42 + 42/(1+r) + 42/(1+r)%+...
La cooperation est intéressante si :
42 + 42/(1+r) > 44 + 22/(1+r)

20/(1+r) > 2

r<9

 L'lrak a intérét a coopérer contre Tit for Tat si r < 900 %.



Jeux répetes

« EXxercice :
Trahir Coopérer
Trahir 10,10 -= 40,0
| |
Coopérer 0,40 = 20,20

Quels taux d'intéréts amenent a la coopeération
pour Grim Trigger et Tit for Tat pour ce jeu ?



Jeux répetes

Contre Grim Trigger :
Gain (trahir) = 40 + 10/(1+r) + 10/(1+r)%+...
Gain (trahir) = 40 + 10/r
Gain (cooperer) = 20 + 20/r
La cooperation est intéressante si :
20 + 20/r > 40 + 10/r

10/r > 20

r<1/2

On a intérét a coopérer contre Grim Trigger si r < 50 %.



Jeux répetes

Contre Tit for Tat :
Gain (trahir) = 40 + O/(1+r) + 20/(1+r)2+...
Gain (cooperer) = 20 + 20/(1+r) + 20/(1+r)%+...
La cooperation est intéressante si :
20 + 20/(1+r) > 40
20/(1+r) > 20
r<o

On a interét a cooperer contre Tit for Tat sir < 0 %.



Encheres



Encheres

e Le jeu de I'héritage

e Elizabeth une mere agée veut donner ses bijoux a sa fille
qui les valorise le plus.

« Elle fait une enchere au second prix :
« Chaque fille donne un prix simultanément.

e La gagnante est celle qui a le prix le plus éleve. La
gagnante paie le second mellleur prix.

« Montrer pourquoi chaque fille a intérét a étre honnéte quand
elle annonce son prix.



Encheres

Pour une fille, Il y a trois stratégies possibles :

« Exageération = donner un prix plus haut que sa
valeur

e Honnéteté

e Sous évaluation = donner un prix plus bas que
sa valeur



Encheres

1. Exagération

Si le second prix est supérieur a la valeur elle va payer les
bijoux plus chers gque leur valeur ==> pas d’intérét a exagérer.

2. Sous évaluation

Si le mellleur prix est en dessous de la valeur, elle n’a pas les
bijoux alors gu’elle aurait pu les avoir ==> pas d’intéerét

3. Honnéteté

Elle obtient les bijoux a un prix inferieur a leur valeur.



Exercices



Strategies Continues

_e |leader produit une quantité Ql.

_e suiveur produit une guantité Qs.
_e marché fixe le méme prix P pour les deux :
P =20-(2*Ql + Qs)

Jn produit coute 5 a produire.

_e |leader fixe sa production le premier.
Calculer I'équilibre.



Strategies continues

» Le suiveur cherche a maximiser son gain :
Gs=(20-(2*Ql+Qs)) *Qs-5*0s
e Gs=-0Qs2+(15-2*Ql) * Qs

* La fonction est maximum quand la dérivee
s'annule :

e dGs/dQs=-2*Qs+15-2*Ql=0
 D'ou la fonction de réaction :
e Qs=(15-2*QI)/2



Strategies continues

Le leader cherche a maximiser son gain :

e GI=(20-(2*Ql+Qs)) *Ql-5*Ql

e GI=(20-(2*QlI+(15-2*QI)/2)) *Ql-5*Ql
e GI=(25/2-QN)*Ql-5*Ql =-QI2 + 15/2 * Q|
La fonction est maximum quand la dérivée s'annule :
¢« dGI/HQI=-2*Ql +15/2=0

* D'ou les quantités Ql et Qs :

e Ql=15/4etQs=(15-2*15/4)/ 2 =15/4




Strategies Continues

» Compétition de Bertrand sur les prix :

* A et B fixent leurs prix Pa et Pb simultanément.
* Les gquantités vendues sont :

e Qa=18-Pa+1/3Pb

e Qb =18-Pb + 1/3 Pa

« Chaque produit colte 4 a fabriquer.

* Analyser cette interaction.



Strategies continues

Profit (A) =(Pa—-4) *Qa

Profit=(Pa—4) * (18 — Pa + 1/3 Pb)

Profit = 18 Pa-Pa2+PbPa/3-72+4 Pa-4 Pb/3
Profit =-72 — 4 Pb/3 + (22 + 1/3 Pb) * Pa — Pa?
Quelle est |la fonction de réeaction de A?




Strategies continues

dProfit/ dPa =22 + 1/3 Pb -2 * Pa

Le profit est maximum quand la dérivée
s'annule.

Pa=11+1/6 Pb
La situation est symeétrique donc :
Pb=11+1/6 Pa



Strategies continues

Pb=11+1/6 Pa=11+1/6 (11 + 1/6 Pb)
35/36 Pb =11 + 11/6

Ph = 396/35 + 66/35 = 462/35

Pb = Pa = 462/35




Jeux Séquentiels

_— \

Min

N /IN /N

Max Max Max Max Max Max Max Max Max

A AANANA AN

5 72 695328271542897623 513423

» Effectuer les coupes Alpha Beta sur cet arbre.



Jeux Séquentiels

Max = 7

Min 7 Min<7 Min < 6
/I\/INX Max Max Max Max
5 72 6 95328271 623

 Coupes Alpha Beta.



Strategies mixtes

A2 B2 C2
Al 1,1 -2,2 2,-2
Bl 1,1 2,-2 -2,2
C1 0,0 1,1 1,1

« Calculer I'équilibre en stratégies mixtes.



Strategies mixtes

p+g+r=1

0—-20+2r=p+29-2r=q+r
(1) (2) (3)



Strategies mixtes

* p+tg+r=1

ep-29+2r=p+29-2r=q+r
(1) (2) (3)
* (DH2)=2Q@)=>2p=2q+2r=>p=q+r
e 2p=1=>p=1/2
* (1)-(2)=0=>4r=4q=>q=r=1/4



Strategies mixtes

A2 B2 C2
Al 3,2 2,1 1,3
Bl 2,1 1,5 0,3
C1 1,3 4,2 2,2

« Calculer I'équilibre en stratégies mixtes.



Strategies mixtes

 B1 est dominé par Al.
* Puis B2 est dominé par A2.
* || reste a trouver |'équilibre du jeu suivant :

A2 C2
Al 3,2 1,3

Cl 113 2’2



Strategies mixtes

op+q:1
*3p+tqg=p+29
e 2p=gq=>p=1/3etqg=2/3

*pl+qgl=1
e 2p1 + 30l =3pl + 29l
e pl=ql=1/2



Jeux Séquentiels

* Trois membres d'un comité choisissent parmi quatre candidats A, B, C
et D avec la procédure suivante, chacun voyant les vetos des
précedents :

* Le premier met son veto sur un candidat.

* Le deuxieme met son veto sur un candidat.

 Le troisieme met son veto sur un candidat.

 Les préferences sont les suivantes :
 Membrel1:CBDA

« Membre2:BCAD

« Membre 3:ABCD

Trouver le candidat elu avec 'analyse retrograde.



Jeux Séquentiels

B (\
/\\/\\//\ g

3C 3B 3B 3C 3A 3A 3B 3A 3A 3B 3A 3A

A ANANANANN AN

C D B DB CCDADACBDA DA B B CA CA B



Jeux Sequentiels

* Trois députés votent sequentiellement pour se
donner une augmentation.

» L'augmentation est de b et le prix gue chacun
doit payer s'll vote ['augmentation est ¢ < b.

» | 'augmentation est attribuee aux trois députés
s'lls votent a majorité pour.

* Trouver I'équilibre par analyse rétrograde.



Jeux Seéquentiels

1: Non, Oui, Oui

M Non

2 : Non,Oui 2 : Oui,Oui

OUV \Non OUi/ \\Ion
3 3
OUi/\Non Ou/\Non Ou/\Non Ow/\Non

b-c b-c b-c -C
b-c b-c b O bc -C O
b-c b b-c 0 b-c O -C O



Strategies dominées

0 1 2 3 4 5
0 4,5 4,14 4,13 4,12 4,11 4,10
1 13,5 3,4 3,13 3,12 3,11 3,10
2 12,5 12,4 2,3 2,12 2,11 2,10
3 11,5 11,4 11,3 1,2 1,11 1,10
4 10,5 10,4 10,3 10,2 0,1 0,10

* Elimination successive des strategies dominées



Strategies dominées

0 1 2 3 4 5
0 4,5 4,14 4,13 4,12 4,11 4,10
1 13, 3,4 3,13 3,12 3.11 3,10
2 12, 12,4 2,3 2,12 2,11 2,10
3 11 11,4 11,3 1,2 1,11 1,10
4 10, 10,4 10,3 10,2 0,1 0,10

* Elimination successive des strategies dominées



Jeux répetes

« EXxercice :
Trahir Coopérer
Trahir 55 = 10,0
| |
Coopérer 0,10 = 8,8

Quels taux d'intéréts amenent a la coopeération
pour Grim Trigger et Tit for Tat pour ce jeu ?



Jeux répetes

Contre Grim Trigger :
Gain (trahir) = 10 + 5/(1+r) + 5/(1+r)%+...
Gain (trahir) = 10 + 5/r
Gain (coopeérer) =8 + 8/r
La cooperation est intéressante si :
8 +8/r>10 + 5/r

3/r>2

r<3/2

On a intérét a coopérer contre Grim Trigger si r < 150 %.



Jeux répetes

Contre Tit for Tat :
Gain (trahir) = 10 + O/(1+r) + 8/(1+r)%+...
Gain (coopérer) = 8 + 8/(1+r) + 8/(1+r)3+...
La coopération est intéressante si :
8 + 8/(1+r) > 10
8/(1+r) > 2
r<3

On a intérét a coopérer contre Grim Trigger si r < 300 %.
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