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Résumé Dans ce papier, nows exposons la fagon dort le puzzle Eternity a été
résolu par AlexSelby et Olivier Riordan. Nous mettons en perspedive les
méthodes quils ont utilisé avec des techniques dintelligence Artificielle
similaires.

Mots Clés: Recherche heuristique, puzzle, Eternity.

Introduction

Eternity est un puzzle. 1l a éé commercialise en Angleterre en 1999au prix de 30 Livres. Ce
fut un des jeux qui y fut le plus vendus en 19992000: le nombre de puzzles vendus dépassa
le nombre des ventes de Trivial Pursuit. Il est vrai que son auteur, Christopher Monckton un
ancien conseiller de Mrs Tatcher, avait offert un prix de 1 million de Livres a la premiere
personne qui trouverait une solution. Ce n'est pas la peine de vous précipiter pour acheter le
puzzle, il a é&é résolu en Mai 2000 @r Alex Selby (70%), Dr en Mathématiques de
Cambridge, 3eme Dan au jeu de Go, sans emploi, programmeur de Go potentiel... et Olivier
Riordan (30%), Dr en Mathématiques de Cambridge, chercheur au Trinity College. Ils ont
devancé de peu le grand maitre d'Echecs par correspondance Guenter Stertenbrink, qui a
trouveé une deuxieme solution en Juillet 200Q

Nous alons déaire les méthodes qu'Alex Selby et Olivier Riordan ont employé pour résoudre
ceprobléme, a partir de notes d'Alex Selby [Selby].

Lespieceset lepuzze

Eternity compte 209 péass. Le but est de remplir complétement un dodécajone (forme
réguliere adouze cotés égaux) avec les 209 pieaes qui sont des polydrafters. Les polydrafters
sont des pieces composées de n triangles redangles (30-60-90). |l y a 6 didrafters, 14 tri, 64
tetra, 237 penta, 1014 hexa, 4124 hepta @ 17705octadrafters. Aucune des piéaes d Eternity
n'a d'angle de 30 degrés ou de triangles vides. Les polygones qui ont cete propriété
sappellent des polydudes. Avec @&s contraintes, il y a3 didrafters, 1 tridrafter, 9 tetradrafters,
15 pentadrafters, 59 hexadrafters, 152 heptadrafters, 517 octadrafters, 1547 nonadrafters, and
5064decalrafters, 16123 hendecalrafters, and 52630dodecalrafters.

Eternity utilise des dodécaludes (pieces composées de 12 triangles redangles sans angle de
30 degrésou detriangle vide).



Lacréation du puzze et facile, pas s résolution

Contrairement a sa résolution, la aéaion du pwzle et fadle. On peut tout d'abord remarquer
gue toutes les piéaes ont la méme aire (6 triangles équilatéraux ou 12 triangles redangles). De
plus, il existe 770 péces qui ont des propriétés convenables pour faire partie du puezle. 1l est
asz facile de remplir une figure de taille 209 avec 770 piéces. |l suffit de dhoisir les piéces
qui correspondent aux aires vides a la fin. En revanche, il est beaucoup dus dur de remplir un
figure de taille 209 avec 209 pieces. A lafin, il reste trés peu de coix pour les aires restées
vides.

Régions, aires, états et sites.

On définit lataille d'une région comme l'aire de cdte région diviséepar |'aire d'une piéce Un
état est une région associée aun ensemble de pieces. Sil y a plus de piéces que lataille de la
région, il restera des piéaes lorsgue la région sera remplie, et il peut y avoir plus d'une
solution. Un site et un espacevide annexe sur une région.

Laforce brute

La solution la plus simple qui vient a I'esprit pour résoudre Eternity est la force brute : une
recherche exhaustive de toutes les possibilités de remplir une région. Cela ne marche pas pour
trouver la solution du pwzle complet, mais cela est utile pour résoudre des puzzes de taill es
plus petites.

On peut utiliser I'algorithme de force brute suivant pour paver une région : Etant donné un
mécanisme pour choisir un site, on considere une branche par fagon de poser une piecesur le
site choisi. Aucune solution ne manque puisque le site doit ére couvert pour toutes les
solutions. Aucune solution n'est comptée deux fois puisque dhague piéce placée amene aun
ensemble digjoint de solutions. L'algorithme marche toujours si on a plus de piéces que la
taille de larégion.

Cette méthode de remplissage est plus adaptée aEternity que de dhoisir la prochaine piece ¢
de badtradker sur ses placements possibles. On peut avec cdte méthode doisir le site a
paver. Intuitivement, on voit bien qu'il faut choisir le site pour lequel on a le moins de fagons
possibles de placa une piece Si il y a une impossibilité dans la région, il faut la déteder le
plus tot possible, et ne pas perdre de temps a bactradker sur des régions faciles alors quil n'y
a pas de solutions. Cette propriété d'Eternity se rencontre aussi dans d'autres problémes. Par
exemple pour le wloriage de cates, il est inutile de continuer de wlorier une partie facile de |
carte s on est en présence d'une impossibilité sur une aitre partie de la cate. On peut gagner
beaucoup e temps en détedant rapidement les impossibilités. Le paralléle est aussi frappant
avec l'algorithme de redherche avec partition de M. Ginsberg [Ginsberg 199. Son
algorithme mnsiste amémoriser des us ensembles importants de positions déha cherchée &
ales réutiliser ensuite pour évaluer les nouvelles positions similaires. 1| obtient ainsi des gains
tres importants pour I'Alpha-Béta sur la résolution de donnes ouvertes au Bridge. Un autre
probléme pour lequel de telles méthodes nt utiles est Sokoban [Junhganns and Schaeffer
2007], dans lequel on peut détecter a l'avance des "deallocks"' qui empéchent de trouver une
solution.

L'heuristique de commencer par le choix le plus contraint, est aussi une heuristique bien
connue des systémes de résolution de ntraintes [Lauriere 1979, [Gent et a. 199. Alex
Selby propose de valider théoriquement cette intuition en faisant les hypothéses suivantes: le



fadeur de branchement étant bp=f(p), p é&ant la profondeur, le nombre de noauds de la
recherche et égal a N=1+by(1+b;(1+b,(1+...))). Pour un net un r donnés, N peut se réécire
N=bn(K+bn:.L) avec K et L>0 dépendants des autres by. Si on peut faire varier b, et by, en
gardant b,.b,.; constant et les autres b inchangés (ce qui correspond a intervertir le choix de
deux sites) alors, puisque b,(K+by.,.L)=K.b,+constante, pour minimiser N, on doit minimiser
b, (maximiser by.,). Ce raisonnement est bien conforme al'heuristique qui consiste achoisir le
site qui a le plus petit facteur de branchement en premier.

Le probleme avec céte modélisation de la recherche et que l'arbre de redcherche n'est pas
aussi uniforme. Et que suivant le oup joué, les arbres de recherche suivants difféerent
beaucoup. De plus les sites d'Eternity ne sont pas vraiment indépendants. Par exemple, étant
donré deux sites A et B. On a 3 fagns de remplir A et 4 fagns de remplir B. D'apres
I'heuristique précélente A est meilleur. Mais si aprés chague remplissage de A on a excore
plusieurs remplissages possibles alors quapres 2 des fagons de remplir B on est bloqué... aors
B est peut étre meilleur que A d'un fadeur 2 ou 3! Il est tout de méme miteux d'avoir cete
information puisqu'on doit examiner ce qui se passe gres le pavage de A et de B. Toutefois
c'est parfois utile de passer dutemps a avoir une bonne gproximation du "vrai" branchement
(cane marche pas pour Eternity mais ¢capeut étre utile pour d'autres problemes... ).

Il peut exister une meilleur fagon de alculer le facteur de branchement bd que de faire une
recherche aprofondeur d et de compter les feuilles. C'est ce que nous allons voir maintenant.

Améliorations sur laforce brute

L'idée onsiste a aocier & diaque piecele nombre p de fagns de paver chaque site (pour
Eternity p=0.03). Si on note b, le nombre de fagons de paver un site gorés avoir placéi piéces.
Pour un puzzle de N pieces (sur un région de taille N) avec des piéces similaires on a by =(N-
i)p. Le nombre de solutions du puzzle et le produit pour i alant 0 & N-1 soit N!t". Il existe N
tel que N!tN > 1, ce qui nous permet de cdculer la taille aitique du puzle ai desaus de
laquelle il y ades lutions. Soit s lataille aitique du pwzle. Pour Eternity s=75. Or Eternity
a 209 péces ce qui est tres supérieur a 75. Le nombre de solutions d'Eternity est proche de
10™ avec céte modélisation. On peut noter que pour N<s on a un puzzle sur-contraint. La
meilleure méthode et alors la force brute. Alors que pour N>s le puzzle et sous contraint et
on peut alors sintéresser a des méthodes de type recherche locale ou métaheuristiques qui font
une recherche plus ou moins alé&oire de |'espace de recherche.
Pour une taille N>s, le probléme n'est pas plus dur que pour s, puisqu'on peut poser le N-s
premieres pieces et résoudre un probléme de taill e s. De plus on peut poser les N-s premiéres
pour se mettre en position favorable. Reste adéfinir ce qu'est une position favorable. Ici on
peut faire un analogie avec les problémes de binpading ( remplisage d'un coffre de voiture
par exemple) : on cherche amettre en premier les formes bizarres , et a mettre les formes
faciles a place en dernier. De plus, a tout moment I'espace qui reste ne doit pas étre trop
fragmenté... (garder une bonne forme). Les mauvaises configurations auront beaucoup ce
trous alors que les bonnes configurations auront frontiere mwnvexe. L'algorithme de recherche
consiste donc en deux phases. Une phase de remplissage qui tend a amener a des états
favorables de taille relativement petite (= 30) aussi vite @ bien que possible. Une seconde
phase qui consiste autiliser la force brute sur ces états. Pour des éats auffisamment petits, il
est payant de les explorer complétement. Le temps pas® ales explorer est plus petit que le
temps pas< alescréaq.
Pour Eternity un état favorable est :

- Uun état ayant de bonne pieces (facilement plagables)

- un état ayant une belle frontiere.



Une fois cette observation heuristique faite, il reste ala représenter avec des nombres. De
plus, des améliorations portant sur des fadeurs du second ordre comme par exemples les
pieces qui marchent bien ensemble peuvent étre gjoutées.

Estimation dela difficulté des piéces

Pour egimer la difficulté de trouver une solution avec une piece on peut trouver toutes les
solutions a des problémes de petite taille, et compter le nombre de fois ou la piéce &t présente
dans les lutions. Reste achoisir la taille des petits problemes a résoudre. Pour N=100, la
recherche brute ne peut pas marcher car le puzzle est trop grand et impossible aexplorer. Pour
N=40, c'est encore trop difficile, de plus il n'y a pratiquement pas de solutions a caise de la
taille aitique d'Eternity. Il n'y a donc pas de taille vraiment utilisable avec céte méthode. On
doit donc faire des approximations.

Pour approximer la difficulté des pieces, on peut faire un recherche exhaustive sur des états
qui ont plus de piéces que la taille de larégion. Ils auront beaucoup dus de solution, et cela
donrera un estimation de la difficulté réelle de poser les différentes pieces. Par exemple, on
peut essayer de paver des régions de taille 24 avec 90 piéces. La probabilité de pouvoir paver
un région de taille 24 avec 24 piéaes est de 10*". Cest donc en pratique impossible. En
revanche, il y a 4x10?! fagons de choisir 24 piéces parmi 90. On arrive donc aune résultat de
40000solutions (en fait 400004=10000solutions a caise de la parité). De plus le temps de
recherche exhaustif pour place 90 pieces aur une région de taille 24 est raisonnable (10
minutes pour des milliers de solutions). En répéant cette recherche des milliers de fois, on
arrive en quelques semaines a approximer la difficulté des piéces.

Estimation dela difficulté desrégions

Pour cdculer la probabilité quune cetaine région peut é&re remplie avec un certain ensemble
de piéces, on uilise les probabilités calculées pour chaque piece. La probabilité que la région
soit pavée et le produit des probabil ités des piéces pour un éat (en fait A. Selby utilise les
logarithmes des probabilités, ce qui lui permet de les additionner ce qui est mopins couteux
gue les multiplicaions). A ces probabilités associées aux pieces composant un état, on peut
ajouter des paramétres mi sur la forme de la région. On a alors une évaluation de la probbilité
de paver un état.

Algorithme derecherche

Il ne reste plus alors qua utiliser un algorithme de recherche qui va explorer en premier les
états les plus prometteurs donné par I'évaluation des étts déaite aix sedions précélentes.
L'algorithme retenu par A. Selby est smple:

1) Décider du site le plus contraint

2) Engendrer tous les pavages de cesite
3) Prendre les n meilleurs (largeur=n)
4) Goto 1

La solution d'Eternity a éé trouvée aecune largeur de 10 000et un lookaheal de 2.



Epilogue

Alex Selby et Olivier Riordan se sont donc partagé un million de Livres pour avoir été les
premiers a avoir résolu Eternity. Il est possible que Christopher Monckton édite un deuxiéme
puzzle de type Eternity, qui pourrait ére doté d'un prix de 5 millions de £. 1l est é&onnant que
la communauté |A ne se soit pas interés€e a cgorobléme qui rentre pourtant tout a fait dans
son champ de redherche lorsque le premier puzzle Eternity est sorti. Il serait probablement
intéressant de congtituer un petit groupe de chercheurs en | A interésss par le sujet s un autre
puzzle de cetype et édité...
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