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Résumé : Dans cet article, nous nous intéressons a des situations de votes ou
seulement un profil partiel est connu, partiel dans le sens oll nous ne connais-
sons les votes que d’un sous-ensemble des votants. Dans ces situations, on peut
distinguer les candidats étant des gagnants possibles (c’est-a- dire ceux qui ont
encore une chance d’étre le vainqueur une fois les derniers votes connus) de ceux
qui ne le sont pas. Notre but dans ce travail est d’explorer comment le degré de
complétion du profil de vote affecte le nombre de ces gagnants possibles. Cette
information est pertinente a divers titres : elle permet de donner un résultat par-
tiel dans le cas ou le processus de vote doit étre stoppé; elle permet de guider
le processus d’élicitation des préférences des votants restants ; et, de facon plus
fondamentale, elle permet de comparer les différentes procédures de votes en
fonction du degré de détermination du résultat, a degré de complétion égal du
profil de vote. Nous fournissons des résultats expérimentaux montrant 1’influence
que peut avoir le degré de complétion pour différentes regles de vote.

1 Introduction

Le vote est I’un des moyens les plus utilisés pour prendre des décisions communes.
On applique habituellement une reégle de vote a un ensemble de votes complet (appelé
un profil). Or, il existe de nombreux contextes ou les votes ne sont pas obtenus tous au
méme moment. Par exemple, lors des élections politiques dans certains pays, les votes
des é€lecteurs résidant a 1’étranger ne sont connus que seulement quelques jours apres
les autres. Ou encore, lorsqu’il s’agit de décider de la date d’une réunion, il arrive sou-
vent que certains participants expriment leurs préférences plus tard que les autres. Dans
de telles situations, on peut vouloir prétraiter I’information donnée par le sous-électorat
constitué par les votants qui se sont déja exprimés afin de préparer le terrain pour le
moment ol les retardataires auront exprimé leurs votes. Cette piste de recherche est
explorée dans Chevaleyre et al. (2009), ou I’on détermine, pour quelques regles de vote
bien connues, la quantité d’information nécessaire pour compiler un ensemble partiel
de votes. On peut vouloir aussi s’intéresser a I’ensemble des candidats qui “restent en
lice”, c’est-a-dire qui ont encore une chance de gagner, apres qu’une partie des votants
s’est exprimée — de tels candidats sont appelés gagnants possibles. La question géné-
rale qui nous intéresse ici est la suivante : étant donnés p candidats et n votants parmi
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lesquels seulement k se sont exprimés, que peut-on dire du nombre de gagnants pos-
sibles ? En particulier, si I’on se donne une distribution de probabilité sur les profils
de vote possibles, on aimerait connaitre la loi de probabilité du nombre de gagnants
possibles, en fonction de p, n, k et de la regle utilisée ; ce qui nous donnera, a fortiori,
les trois informations suivantes : (a) le nombre minimal de gagnants possibles, (b) leur
nombre moyen, et enfin, (c) la probabilité qu’il en reste au moins deux, c’est-a -dire que
le résultat du vote ne soit pas entierement déterminé.

La question (a) ci-dessus a été traitée (au moins en partie) dans la littérature : ainsi,
Moulin (1988)[p.272] identifie, pour quelques regles de vote, le nombre de candidats
qu’une coalition de k£ votants peut bloquer. Les questions (b) et (c) n’ont, a notre
connaissance, pas été traitées. Or, ces questions sont importantes, pour plusieurs rai-
sons.

D’abord, étudier le nombre de candidats qu’une coalition de votants peut bloquer en
moyenne revient a étudier de maniere quantitative le pouvoir de manipulation d’une
regle de vote par une coalition. En effet, plus une coalition d’'un nombre donné de
votants peut, en moyenne, bloquer de candidats, plus la régle de vote est, dans un cer-
tain sens, manipulable. Deux indicateurs particulierement pertinents sont la taille de la
plus petite coalition permettant de faire élire un candidat (manipulation constructive)
et la taille de la plus petite coalition permettant de bloquer un candidat (manipulation
destructive). Le théoreme de Gibbard et Satterwaite dit que des qu’il y a au moins 3
candidats, toute regle de vote satisfaisant la non-imposition (tout candidat est le vain-
queur pour au moins un profil) est manipulable, c’est-a -dire qu’il existe des situations
ou un votant a intérét a exprimer des préférences non sinceres. Des versions quanti-
tatives de ce théoreme ont été établies récemment par Friedgut et al. (2008); Xia &
Conitzer (2008b), qui montrent que toute regle de vote satisfaisant un certain ensemble
de conditions est manipulable par une proportion non négligeable des profils. Ces ré-
sultats restent théoriques, et I’étude empirique de la distribution du nombre de gagnants
possibles permettra de voir d’un oeil différent la manipulabilité de diverses regles de
vote.

Il existe par ailleurs des travaux sur la taille moyenne des coalitions permettant de
manipuler une élection (Slinko (2006); Pritchard & Slinko (2006)), mais la notion de
manipulation est ici assez éloignée de la notion de gagnant possible : elle suppose le
profil P entierement connu, et une manipulation par une coalition est la donnée, pour
chacun des membres de la coalition, d’un vote différent de son vote tel qu’il est dans P
(donc non sincere), permettant de faire élire un autre candidat que le vainqueur pour P,
qui soit préféré a ce dernier par tous les membres de la coalition. A I’inverse, dans les
travaux de choix social computationnel, en particulier Conitzer & Sandholm (2002a);
Zuckerman et al. (2009); Xia et al. (2009), une manipulation constructive par une coa-
lition est la donnée d’un vote, pour chacun des membres de la coalition, permettant de
faire élire un candidat donné x ; le lien avec les gagnants possibles est alors évident :
x est un gagnant possible s’il existe une manipulation constructive, par la coalition des
votants restants, faisant gagner x.

Ensuite, la distribution des gagnants possibles permet d’apprécier la difficulté du pro-
cessus d’élicitation permettant de déterminer le résulat d’un vote (Conitzer & Sandholm
(2002b)). Dans le cas ou le résultat n’est pas compleétement déterminé, il est intéressant



d’avoir une estimation du nombre de votants dont il faudra éliciter les préférences pour
déterminer le résultat. Par ailleurs, méme lorsqu’il faudra, dans de nombreux cas, te-
nir compte des candidats qui ne sont pas des gagnants possibles lorsque 1’on élicite les
préférences des votants restants, la connaissance des gagnants possibles permet de fo-
caliser la discussion et la négociation sur ces derniers, et permet de guider le processus
d’élicitation.

Enfin, ces indicateurs relatifs au nombre de gagnants possibles sont tout simplement
une mesure du caractere décisif d’une regle ou d’une correspondance de vote, et c’est
une propriété des regles de vote qu’il est pertinent d’étudier pour elle-méme.

Les résultats obtenus dans cet article suivent la méthodologie suivante : on fixe une
regle de vote ; on fait ’hypothese de la culture impartiale (tous les profils ont la méme
probabilité de survenir) ; puis pour certaines valeurs de p, n et k, on estime expéri-
mentalement, au moyen d’un algorithme de Monte Carlo, la distribution de probabilité
du nombre de gagnants possibles. Cet algorithme nécessite de pouvoir calculer, pour
chaque profil généré aléatoirement, I’ensemble des gagnants possibles, ce qui est sou-
vent un probleme difficile Xia & Conitzer (2008a). On devra donc, pour certaines des
regles de vote étudiées, construire (ou parfois, réutiliser) des algorithmes aussi efficaces
que possible pour le calcul des gagnants possibles.

La section 2 donne un rappel nécessaire concernant les regles de vote et leur applica-
tion a des profils incomplets. La Section 3.1 expose la méthodologie générale de notre
approche. Dans chacune des sections suivantes on examine une régle de vote, ou une
famille de regles de vote, particuliere : la pluralité, le véto et plus généralement les
regles de k-approbation en section 3.2, Pluralité a deux tours en section 3.3, Borda en
section 3.4, et enfin, Copeland en section 3.5. Finalement, en section 3.6 on fait une
étude comparative des résultats obtenus pour différentes régles de vote.

2 Préliminaires

2.1 Regles de vote

Dans la suite de I’article, on considere un ensemble X = {z1,..., xp} de p candidats,
et un ensemble N de n votants (qui constituent la totalité des votants).

Un vote est un ordre linéaire sur X.On note en général les votes de la faacon suivante :
a = b > cestnoté abc, etc. Pour tout m > 0, un m-profil sur X est un m-uplet
P = (V1,...,V,;,) de votes. Lorsque m < n (resp. m = n), un tel profil est partiel
(resp. complet). Soit P 1’ensemble de tous les m-profils sur X. On désigne par P%
I’ensemble de tous les m-profils pour m > 0, c.a.d., Py = UkZOPﬁ.

Une regle de vote est une fonction r de Py dans X. Comme la définition habituelle
des regles de vote n’exclut pas la possibilité de gagnants ex-aequo, on suppose que les
ex-aequo sont départagés par un ordre sur les candidats fixé a priori.

Les différentes regles de vote dont il est question dans cet article seront présentées
dans la section correspondante.
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2.2 Gagnants possibles et nécessaires

Sur la base de profils incomplets, il est déja possible de distinguer des candidats :
certains sont des gagnants possibles (Konczak & Lang (2005)), au sens ou ils peuvent
encore gagner I’élection pour au moins une complétion du profil. Formellement : étant
donné un profil partiel P = (V1, ..., V,,) et une régle de vote r, un candidat x € X est
un gagnant possible pour r et P s’il existe un (n — m)-profil Q = (Vi q1,..., V) tel
que (P U Q) = x. On désigne par Poss,.(P) I’ensemble des candidats possibles pour
r et P. Un candidat x € X est un gagnant nécessaire pour r et P si pour tout n — m-
profil @ = (Vi41,..., Va)onar(PUQ) = x. On désigne par Nec,(P) I’ensemble
des candidats nécessaires pour r et P. Bien entendu, on a Nec,(P) C Poss,(P),
Poss,(P) # 0, et on remarquera aussi que puisque les régles de vote sont détermi-
nistes, Nec,(P) contient au plus un candidat et que Nec,(P) # 0 si et seulement si
Poss,(P) est un singleton.

Le propos de cet article est d’étudier la maniere dont la complétion progressive du
profil va influencer I’ensemble des gagnants possibles.

2.3 Fonctions de veto anonymes

On peut s’intéresser en premier lieu a deux seuils importants : le premier est la plus
petite valeur de m permettant d’éliminer un candidat de I’ensemble des gagnants pos-
sibles ; le second est la plus petite valeur de m permettant & une coalition d’imposer son
gagnant.

A(r,p,n) = min{m|3Q € PX tq. |Poss,(Q)| # p}
B(r,p,n) = min{m|3Q € P¥ tq. |Poss.(Q)| = 1}

11 est possible de calculer asymptotiquement les valeurs de A et de B pour la classe
générale des regle de scoring, comme le montre la proposition suivante dont la preuve
est omise.

Proposition 1
Soit § = (s1,...,8p) un vecteur tel que s; > ... > s, etsy = 1,5, = 0. Soitrz, la
régle de scoring basée' sur 5. Lorsque n croit vers I’infini, on a

n n
A s 1y 7B » Py 5 ~—p-1_
(A B = |5
p—1

Ainsi, pour la regle de pluralité, B(r, p,n) — % et pour larégle de veto, B(r, p,n) —
ne=l,
Notons que cette notion peut étre généralisée. Moulin définit dans Moulin (1988)[p.272]
la notion de fonction de veto anonyme (fva). Une fonction de veto anonyme v est une
fonction qui, pour un nombre de votants m, renvoie le nombre maximal de candidats

que n’importe quelle coalition de cette taille peut bloquer. Le lien avec nos notions est

"a contrainte sur s et sp n’implique pas de perte de généralité



direct : le nombre de gagnants possibles est p — v(m), le nombre de candidats non blo-
qués. Selon cette notation, A est donc la plus petite valeur telle que v(m) > 0, tandis
que B est la plus petite valeur telle que v(m) = p — 1. Moulin observe dans Moulin
(1988)[Example 10.2] que pour les régles Condorcet-consistantes, v(m) = 0 quand
m < %n, tandis que v(m) = p — 1 quand m > %n Moulin caractérise également la
vfa de Borda. On a également v(m) = 0 quand ¢t < %n, mais pour cette regle, il faut
au minimum deux tiers des votes pour imposer un vainqueur (v(m) = p — 1 quand

2
m > £n).

Pourtant cette notion ne dit pas tout : bien sir, il est théoriquement possible qu’une
élection ait déja déterminé son vainqueur juste apres qu’une majorité de personnes s’est
exprimée. En ce sens, les valeurs données par les vfa constituent la borne inf. sur le
nombre de gagnants encore possibles. Mais c’est une borne théorique seulement. En
pratique, il faudra en général bien plus de votes pour que la probabilité d’avoir un ré-
sultat déterminé doit non négligeable. (Notons qu’il n’est pas pertinent de se poser la
question d’une borne sup, puisqu’il est toujours possible de construire des profils pa-
thologiques laissant leur chance a tous les candidats jusqu’a 1’ultime vote, ou presque).
Mais ces notions ne permettent par exemple en rien de distinguer le comportement des
regles Condorcet-consistantes. Dans la suite de cet article on cherche a déterminer cette
valeur en moyenne.

3 Calcul expérimental du nombre de gagnants possibles

On s’intéresse a présent a la question du calcul du nombre moyen de gagnants pos-
sibles pour les différentes regles de vote, en fonction du nombre de candidats restants.
Les résultats de la section précédente donnent une premiere indication sur le comporte-
ment des regles, on souhaite poursuivre nos investigations dans ce sens.

3.1 Méthodologie

Toute approche expérimentale dans le domaine du choix social pose la question épi-
neuse de la génération aléatoire des profils qui seront utilisés lors des tests. On rencontre
généralement deux approches (voir par exemple (Berg & Lepelley (1992)) :

— I’hypothese de la culture neutre, selon laquelle tous les profils ont la méme proba-

bilité de survenir ;

— I’hypothese de la culture neutre et anonyme, qui suppose également une distribu-

tion uniforme de probabilités, mais sur les “situations de vote” 2

Dans cet article, nous adoptons 1’hypothese de la culture neutre. Plus précisément,
a partir de la distribution aléatoire et uniforme sur P que nous nommerons D, nous
calculerons une valeur approchée de 1’espérance du nombre de gagnants possibles :

Ep~pr [|Poss;(P)l] = Evi..v,un [{r(Vi-- Vo) t Vinga ... Vo € P ]

2Une situation de vote est un vecteur enregistrant pour chacun des p! ordres de préférence possible le
nombre de votants ayant cet ordre de préférence, ce qui est suffisant pour les régles anonymes, voir Berg &
Lepelley (1992), et aussi Chevaleyre et al. (2009) pour une généralisation de cette idée.
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Evidemment, pour chaque profil généré P, pour chaque candidat x, nous devons
répondre a la question de savoir s’il est ou non un gagnant possible (donc si z €
Poss,.(P)). Au vu du nombre de tests envisagés, on comprend qu’il est crucial que
cette question puisse trouver réponse rapidement. A cet égard, les régles de vote sont
plus ou moins dociles. La difficulté algorithmique de la question : “ce candidat est-
il possible 7’ correspond au probléme de savoir si une coalition de taille donnée peut
manipuler une élection (Zuckerman et al. (2009)). En effet, notre probléme peut étre
reformulé ainsi : la “coalition” des votants restants est-elle en mesure de faire gagner
un candidat donné ?

A T’aide d’un algorithme de Monte-Carlo nous estimons la distribution du nombre
de gagnants possibles pour chaque regle de vote. Le nombre de tests est de 10000 sauf
pour Copeland (ot seulement 1000 tests ont été effectués).

Dans les sections qui viennent nous présentons les résultats pour les différentes reégles
de vote. Dans certains cas (pluralité, véto, k-approbation), des algorithmes polynomiaux
existent. Dans d’autres cas, des algorithmes approchés existent (voir notamment Zu-
ckerman et al. (2009), pour Borda) ; nous réutilisons ces algorithmes, mais nous avons
cependant besoin d’aller plus loin, puisqu’il nous faut calculer le nombre exact de ga-
gnants possibles. Dans d’autres cas (Copeland, Simpson), aucun algorithme n’existe, et
I’une des contributions de cet article est de proposer de tels algorithmes.

3.2 Pluralité, véto et k-approbation

Etant donnés P € P et x € X, soit n(P,4,z) le nombre de votes dans P qui
classent = en position i, and ntop(P,z) = n(P, 1,z) le nombre de votes dans P qui
classent  en premiére position. Soit § = (s1, ..., s,) un vecteur tel que s1 > ... > sp.
La regle de scoring induite par § est définie par : rz(P) est le candidat maximisant
SP(z) =" si.n(P,i,z). Larégle de pluralité est la régle de scoring correspondant
au vecteur (1,0, ...,0), et la régle de vefo au vecteur (1,1,...,1,0). Enfin, pour 1 <
k < p — 1, laregle de k-approbation correspond au vecteur (1,...,1,0,...,0) (ou les
k premieres composantes sont égales a 1). Notons que I’on retrouve la pluralité lorsque
k = 1 etle véto lorsque k = p — 1. Notons ry, la régle de k-approbation.

Le calcul des gagnants possibles pour les regles de k-approbation ne pose aucune
difficulté, et peut étre fait en temps polynomial. En effet, la Proposition 3.5 dans Meir
et al. (2008) montre que les gagnants possibles pour la reégle de k-approbation peuvent
étre calculé en exploitant la propriété suivante :

Soit P € P un profil partiel quelconque et « un candidat. Définissons inductivement
le profil partiel P;. D’abord, Py = P, puis P;; est égal au profil P; auquel un vote aura
été rajouté. Ce vote est construit de telle sorte que le candidat = soit approuvé ainsi que
les k — 1 candidats ayant obtenu le plus petit score sur P;. Alors, x € Poss,, (P) si et
seulement si z = r (P, _,,). Par conséquent, pour calculer les gagnants possibles sur
P, il suffit de construire P,,_,, pour chaque candidat x et de vérifier si x est le gagnant
du profil.

Par exemple, soit X = {a, b, c,d},m = 5,n =8, P = (abed, abed, bead, bead, cdab)
et z = a. Prenons k£ = 3 (correspondant donc au véto), avec la priorit€é a > b > ¢ > d
pour départager les ex-aequo. Les scores partiels sont les suivants : a — 2,b+— 4, ¢ —



3,d — 1. Le sixieme votant approuve alors a, c¢ et d (ou, de maniere équivalente,
exprime un véto pour b), et les nouveaux scores partiels sont a — 3,0 — 4,¢ —
4,d — 2; le votant suivant approuve a, b et d, et les nouveaux scores partiels sont
av+ 4,b— 5 ¢+ 4,d — 3;le dernier votant approuve alors a, c et d, et les scores
finaux sont @ — 5,b +— 5,c — 5,d — 4. a est le gagnant pour le profil complet, donc
il est gagnant possible pour P. On remarquera que c’est aussi le cas pour b et ¢, mais
pas pour d.

Remarquons que 1’algorithme précédent fonctionne en O(p.(m — n)). Calculer les
gagnants possibles pour P, qui nécessite de considérer les candidats les uns apres les
autres, a donc une complexité en O(p?.(m — n)).

A présent que I’on a un algorithme polynomial pour calculer les gagnants possibles
pour les régles de k-approbation, on peut réaliser les expérimentations, comme on 1’a
décrit en Section 3.1. Nous obtenons les résultats suivants.

On constate sur la figure 1 que plus k est grand, plus le résultat du vote est proche
d’étre déterminé, avec a une extrémité la regle de veto (pour laquelle le nombre de ga-
gnants possibles est minimal jusqu’a des valeurs de K (= m) tres élevées) et la pluralité
a ’extrémité opposés. Cette observation ne vaut cependant plus pour des valeurs de K
tres élevées.

Les figures 2 et 3 montrent I’évolution de la distribution de probabilité sur le nombre
de gagnants possibles lorsque le nombre m de votes déja connus évolue. A premicre
vue, elles montrent bien qu’a m égal, le résultat est plus informatif avec le véto qu’avec
la pluralité, mais cela mérite une analyse plus poussée. Lorsque la proportion de votes
connus est encore assez loin de 1, cette conjecture se vérifie. Ainsi, par exemple, la
probabilité qu’il existe au moins un candidat qui ne soit plus gagnant possible (c’est-
a-dire que le nombre de gagnants possibles soit < 10) devient négligeable a partir
de 78 votants pour le véto, mais seulement a partir de 86 votants pour la pluralité.
Pour £ = 86, le nombre de gagnants possibles est presque certainement entre 4 et
7 pour le véto, alors qu’il est encore presque certainement 10 pour la pluralité. Par
contre, on observe un retournement de tendance lorsque presque tous les votants ont
voté, du moins si 1’on se préoccupe de I’aspect binaire (déterminé ou non déterminé) du
résultat. Ainsi, la probabilité que le résultat soit déterminé (c’est-a -dire qu’il ne reste
qu’un seul gagnant possible) devient non négligeable a partir de 93 votes connus pour
la pluralité, mais seulement a partir de 95 ou 96 pour le véto. Pour 98 votes connus, la
probabilité que le résultat soit déterminé est aux alentours de 0.4 pour la pluralité contre
0.2 pour le véto. Cependant, méme pour ces valeurs de m tres élevées, la partie droite
de la distribution (probabilité qu’il reste un nombre de gagnants possibles important)
reste toujours en faveur du véto, qui présente des distributions moins “aplaties” que la
pluralité.

3.3 Pluralité a deux tours

La regle de pluralité & deux tours (aussi connu sous le nom de scrutin majoritaire
a deux tours) sélectionne dans une premiere étape les deux candidats ayant les plus
grands scores de pluralité (en utilisant comme d’habitude une priorité entre candidats
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Nombre moyen de gagnants possibles
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Nombre de votants ayant voté

FIG. 1 — Nombre moyen de gagnants possibles (k-approbation)
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IAF’09

r=Veto, p=10, n=100, k=40 r=Veto, p=10, n=100, k=50

15 1
1
z g 05
{os, i .
| u au mu Bu mm moam
0 0

12 3 4 5 6 7 8 9 10 4 586

nombre de gagnants possibles

r=Veto, p=10, n=100, k=69

nombre de gagnants possibles

r=Veto, p=10, n=100, k=65

1 2 3 4 5 2 3 4 5 6 7

06 04
0,3
0.4
= =02
fo2 Lo,
i B 0
6 7 8 9 10

8 9 1

=)

nombre de gagnants possibles nombre de gagnants possibles

r=Veto, p=10,n=100, k=78 r=Veto, p=10, n=100, k=81

04 !
03 =04
=02 ]
o
£ o S 02
a o Q 0
omEm- 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nombre de gagnants possibles

r=Veto, p=10, n=100, k=89
r=Veto, p=10, n=100, k=88 0,6

probabilit

r=Veto, p=10, n=100, k=59

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nombre de gagnants possibles

r=Veto, p=10, n=100, k=74

0,4
03
=02
for,
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nombre de gagnants possibles
r=Veto, p=10, n=100, k=86
,6
=04
2
o2
[
S om ——u
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r=Veto, p=10,n=100,k=90
0,60

04 =
03 F04 0,40
z g 3
502 00,2 g 020
_001 [} o & £
80,
5 o 0 - 0,00 l—
1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ' 23845678910 2845 67 8 9010
r=Veto,p=10,n=100,k=92 r=Veto,p=10,n=100,k=93 r=Veto,p=10,n=100,k=94
0,60 05 06
0.4
0,40 03 0.4
0,20 02 0.2
0,1
0,00 0 o
123 456 7 8 910 4 5, 3 4 5 6 7 8 91 4 p» 3 4 5 6 7 8 9 10
r=Veto, p=10, n=100, k=95 r=Veto,p=100,n=100,k=96 r=Veto, p=10, n=100, k=97
0,6 0, 08
04 04 06
_ 04
202 H
I 02 Loz
0 H-u-umu o 0
12 3 45 6 7 8 910 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 3 4 5 6 7 8 9 10
nomteo dogapans possbis
r=Veto,p=100,n=100,k=98 r=Veto,p=10,n=100,k=99
08 08 r=Veto,p=10,n=100,k=100
06 06 2
1
0,4 04 08
0,6
02 02 04
0 o 0,2
12 4 7 1
3 5 6 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0
12 3 4 5 6 7 8 9 10

F1G. 3 — Evolution du nombre de gagnants possibles (Veto)



pour départager d’éventuels ex-aequo), et le gagnant est celui des deux qui bat 1’autre
selon la regle de majorité. L’algorithme 3 de Zuckerman et al. (2009) permet le calcul,
en temps polynomial, des gagnants possibles pour la pluralité a deux tours.

3.4 Borda

Larégle de Borda est la régle de scoring correspondant au vecteur (p—1,p—2,...,0).

A ce jour, on ne connait pas d’algorithme polynomial de calcul des gagnants possibles
pour la régle de Borda (on ne sait pas non plus si le probleme est NP-difficile — voir
Xia et al. (2009)). Toutefois, I’algorithme 2 dans Zuckerman et al. (2009) nous permet
de dire, en temps polynomial, si un candidat est un gagnant possible & une erreur pres
de 1. Plus précisément, cet algorithme (congu a I’origine pour déterminer si un profil
est manipulable par une coalition de votants), appliqué a un profil P, et un candidat z,
renvoie un entier ¢, avec la garantie que le nombre minimal de nouveaux votants pour
lequel z est un gagnant possible (pour Borda) est soit g soit ¢ — 1.

Dans notre contexte, on peut donc exécuter deux fois I’algorithme pour un profil
donné : une fois avec n — k votants, I’algorithme nous donne un sous-ensemble Poss™
(C Poss) des gagnants possibles, et une fois avec un votant de plus, ce qui nous donne
cette fois un sur-ensemble Poss™ (2 Poss). Lorsque Poss™ \ Poss™ n’est pas vide,
il convient pour étre précis de vérifier individuellement si ces candidats sont des ga-
gnants possibles ou pas. Pour cela nous allons utiliser un arbre de recherche de la fagon
suivante : chaque niveau de 1’arbre donne le vote d’un nouveau votant, et la profondeur
de cet arbre est donc n — k, tandis que son facteur de branchement est élevé puisque
c’est potentiellement p!. On utilisera donc une technique de backtracking search, une
variante de recherche en profondeur d’abord se contentant d’abord d’étendre un seul
fils. Nous allons maintenant tenter de donner des conditions permettant de réduire le
facteur de branchement et de ne pas développer une branche non prometteuse. Si on
souhaite savoir si le candidat ¢; est un gagnant possible alors on peut réduire le facteur
de branchement en placant ¢; en premiere place pour les n — k votants, et en fixant
aux places suivantes tous les candidats ayant un score inférieur ou égal a ¢;. A chaque
niveau de I’arbre, on favorise les votes rapprochant le plus possible le candidat c; de
la téte de 1’élection. On peut remarquer que le premier parcours en profondeur corres-
pond exactement a 1’algorithme présenté dans Zuckerman et al. (2009). Les branches
vérifiant la condition suivante ne seront pas développées :

|1
Z s(e;) — s(er) > Z (n—k)x(m—1-—1)
ieCcXx i=0

ol s(¢y) est le score de Borda du candidat ¢;, C est 1’ensemble des candidats ayant un
score de Borda strictement supérieur au score de c;. Cette condition est une condition
suffisante pour que le candidat c; ne soit pas un gagnant possible.

Les résultats des expérimentations sont donnés en Figure 4. On constate ainsi, qu’en
moyenne, le nombre de gagnants possibles commence seulement & baisser apres que
80% des votants se sont exprimés. Auparavant, fous les candidats restent des gagnants
possibles (alors que théoriquement, il est possible qu’il n’y ait plus qu’un gagnant né-
cessaire a partir de 2/3 des votes). On remarque aussi, que c’est seulement lorsqu’il ne
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FIG. 4 — Nombre de gagnants possibles (Borda)

reste plus qu’un seul votant que la probabilité d’avoir un seul gagnant possible dépasse
les 50%.

3.5 Regle de Copeland

Soit Np(z,y) le nombre de votants dans le profil P qui préferent x a y.

La regle de Copeland élit le candidat qui maximise le score de Copeland défini par
C(z) = {y € X, Np(x,y) > Np(y,z)}|- La regle de Copeland est Condorcet-
cohérente.

Pour cette regle pour laquelle le calcul du gagnant possible est NP-difficile, il est
intéressant de noter que 1’on peut poser le probleme comme un programme linéaire en
nombre entiers. Dénotons par S;; la matrice encodant le graphe de majorité pondéré
apres que k votants ont exprimé leur vote, et par V I’ensemble des votants n’ayant pas
exprimé leur vote. Posons les (n — k)(p — 1)p variables binaires suivantes :

v 1 sile votant v vote ¢ > j
%=1 0 sinon

Introduisons a présent une nouvelle variable binaire indiquant si le candidat ¢ est préféré
au candidat j par une majorité de candidats (c’est-a-dire s’il marque un point au score
de Copeland).

o — 1 une majorité stricte de votants préferent ¢ a j
71 0 sinon

On peut remarquer que 1’on considere ici Copelandy® puisque dans le cas d’une éga-
lit€ entre deux candidats s;; sera égal a O pour les deux candidats (et non pas 1/2 comme
usuellement).

311 existe différentes versions de Copeland selon le nombre de point attribué en cas d’égalité entre deux
candidats. Copeland,, (0 < a < 1) désigne ainsi la régle de Copeland ol «v points est attribué au candidat ¢
etjsi Sij = Sji



Chaque votant produisant un ordre linéaire strict et complet, il est clair que chaque
votant classe ¢ avant j ou I’inverse, et que la transitivité est respectée, ce qui donne
deux contraintes évidentes : (1) et (2). Les contraintes (3) et (4) permettent de lier les
variables x7; et s;; : si un candidat a plus de n /2 point contre un autre candidat, alors
nécessairement la valeur de s;; sera a 1. Enfin, nous cherchons un candidat qui soit
vainqueur au sens de Copeland, c¢’est-a-dire qui ait un meilleur score que n’importe quel
autre candidat (contrainte (5)). Le programme mathématique résultant est le suivant (ot
1, j et [ sont distincts) :

Vi, j,leC YveV T 4oy —x) <1 )
.o - n n
Vije€C S+ ) wh—5 S gy (3)
v=k+1
Vi,jeC sij+ 55 <1 ()
ViEC D s 520 )
jec jec

Le probleme auquel on s’intéresse pour le moment est un probleme de faisabilité :
nous devons vérifier, pour chacun des candidats, s’il vérifie les contraintes (1-5), afin
de déterminer s’il est un gagnant possible.

Certaines instances s’averent néanmoins difficiles a résoudre par cette méthode, aussi
avons-nous développé une approche heuristique alternative, en développant un arbre
selon le méme principe que celui décrit pour Borda.

L’idée centrale est de borner le score de Copeland des candidats afin de restreindre la
recherche. Pour chaque candidat on peut produire un intervalle de valeurs correspondant
a leur score de Copeland max. et min. S’il reste n — k votants, il suffit de calculer
combien de candidats peuvent encore étre rattrapés par c, et combien peuvent encore le
rattraper.

Smaz = SZ+#{]|Nlj+(n_k) > n/2}

Exemple.

Soient 3 candidats c1, ¢o, c3 et 100 votants. 90 votants ont voté et N(cy,ca) = 51,
N(cq,c3) = 46 et N(ca,c3) = 46. Sur cette base, on peut donc calculer pour chacun
des candidats son score actuel et I’intervalle donné par S, €t Syq.. On a donc :

candidat | score courant | score final
c1 2 [1,2]
Cao 1 [0,1]
c3 0 [0,2]
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Supposons une regle de départage des ex-@&quo suivant 1’ordre croissant des candi-
dats. On observe que le candidat c; est un gagnant possible, et que cs ne I’est pas (il ne
peut pas dépasser le score de c;). Par contre c3 est un gagnant possible ; et ce alors que
son score est plus faible que celui de co qui n’est pas possible. (Pour s’en convaincre, il
suffit de considérer que tous les votants votent cg > c¢; > ca.)

On va maintenant formaliser un peu ces notions.

Définition 1 (Inoffensif)
Un candidat ¢y est dit inoffensif pour un autre candidat c3 Si Spmaq(c1) < Smin(c2)
(quoiqu’il arrive, son score de Copeland ne sera jamais plus grand que celui de c3).

De 14, un candidat inoffensif pour au moins un autre candidat n’est pas un gagnant
possible. Mais on peut utiliser plus largement cette idée de la maniere suivante.

Si c; est inoffensif pour co, on peut contraindre la complétion du profil en fixant la
place de c;, ce qui diminue le nombre d’ordres a considérer. On peut vérifier que cela
consitue une heuristique admissible. En effet, poser cette contrainte n’empéche pas de
trouver de solution réalisable. Posons qu’une solution réalisable est trouvée, c’est-a-
dire une solution telle que C(c) > --- > C(cg) > ...C(c1)> .... Imaginons que cette
solution utilise un profil de complétion pour lesquel on a des votes de la forme v :

—— ———

top midlle last

. Ces votes peuvent étre modifiés en v’ :

Ve [en == e |- e = o= [emt = G |- [en = - o

On distingue trois blocs de candidats (de taille quelconque) selon leur position rela-
tivement a c; et co. Pour les candidats des blocs “top” et “last”, les deux votes sont
strictement équivalents. Pour les candidats du groupe intermédiaire “middle”, la seule
différence est relative & ¢y qu’ils battaient, et qui les bat désormais : leur score de Co-
peland ne peut donc qu’étre diminué. Reste le cas de c; et ¢y : le score de c¢; peut
augmenter mais par définition il reste inférieur a celui de co, et celui-ci ne peut que
baisser. Ainsi si c¢ avait le meilleur score de Copeland, cela restera le cas avec cette
transformation : cette solution peut-&tre trouvée en respectant la contrainte.

Analysons a présent les résultats présentés en Fig.5. La premiere observation qu’il
convient de faire est que cette regle conserve longtemps 1’incertitude. Ainsi, avec un
seul votant restant, la probabilité d’avoir le résultat établi n’est que de 50%, ce qui est
moins que pour les autres régles rencontrées (et environ 1/3 avec deux votes restants).
Pour 6 votants restants, on a de grandes chances d’avoir entre 5 et 9 candidats possibles,
ce qui reste tres élevé.
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FIG. 5 — Evolution du nombre moyen de gagnants possibles (Copeland)
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3.6 Conclusion

Nous avons tenté dans ce papier d’étudier expérimentalement la distribution du nombre
de gagnants possibles pour différentes regles de vote. On constate au loyen d’expéri-



mentation que la plupart des régles de votes étudiées gardent le suspense trés longtemps.
Lorsqu’il manque 20 votants alors que 80 ont voté, rien n’est décidé hormis pour la régle
de veto.

Expérimentalement, on constate que la regle de veto se démarque considérablement
des autres regles de vote. En effet, si I’on observe sur la figure 6 la distribution du
nombre des gagnants possibles pour les regles de vote autres que le veto, on constate
que les courbes sont soit concentrées sur 10 (tous les gagnants sont possibles), soit
concentrées sur 1 (il n’y a qu’un seul gagnant possible), soit ces courbes ont une forme
de cloche aplatie, ou le nombre de gagnants possibles est indéterminé. La regle de veto,
en revanche, a une distribution en forme de cloche pointue. Elle est la seule a pouvoir
bloquer efficacement un nombre donné de candidats : par exemple, pour £ = 90, il n’y
aque 3,4 ou 5 gagnants possibles.

Ces observations concordent avec les valeurs de B(r,p,n) de la section 2.3. Pour
rappel, cette valeur indique la taille minimale d’une coalition capable d’imposer son
candidat (donc, de restreindre le nombre de gagnants possibles a 1). De routes les
regles de scoring, c’est la regle de veto qui possede la valeur de B la plus petite
(B(veto,p,n) = pTTl). Parmi les reégles de scoring que nous avons envisagées, nous
avons B(veto,p,n) > B(bapprobation,p,n) > B(borda,p,n) > B(plurality).

On peut aussi remarquer que Copeland est la régle étudiée qui garde I’incertitude le
plus longtemps possible.

Pour finir, remarquons que nos expérimentations s’appuient sur I’hypothese de "culture
neutre". Autrement dit, les ordres de chacun des votants sont tirés uniformément et aléa-
toirement. Lorsque le nombre de votants est important comparé au nombre de candidats,
ceci a pour effet d’uniformiser considérablement le profil obtenu. (Pour s’en convaincre,
notons que le nombre d’occurences de 1’ensemble des ordres lineaires suit une loi mul-
tinomiale). Autrement dit, aucun candidat ne sera favorisé par rapport aux autres, et
le nombre de gagnants possibles sera d’autant plus important. Il parait donc important
pour la suite de nos travaux de comparer ces résultats a ceux basés sur la "culture neutre
et anonyme".
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