
Chapitre 1

Une introduction aux problèmes
combinatoires inverses

1.1. Introduction

Dans le cadre usuel de l’optimisation, une instance d’un problème consiste à dé-
terminer une solution optimale à partir des données définissant l’instance. Dans de
nombreux cas pratiques, le problème à résoudre résulte d’unmodèle dont les para-
mètres réels ne sont pas toujours connus avec précision. Bien connaître ces paramètres
devient alors un enjeu important pour utiliser le modèle dans des études prédictives.
Si le phénomène étudié est sujet aux plans d’expérience et siles variables du pro-
blème sont des quantités mesurables, on obtient de manière expérimentale une solu-
tion (observée) du problème qui peut nous renseigner sur sesparamètres. L’optimisa-
tion inverse consiste justement àinférer les paramètres à partir d’une solution. Cette
problématique [TARANTOLA 87] est apparue à l’origine pour des problèmes en va-
riables continues, par exemple en géophysique : les modèlesde propagation des ondes
définissent la forme générale du problème à résoudre. Les paramètres du modèle cor-
respondent à des caractéristiques du sous-sol que l’on ne peut pas (ou difficilement)
mesurer directement. A partir d’expériences d’explosions, en interprétant la réaction
du sol observée comme le résultat du modèle, l’étude du problème inverse associé
permet de remonter au système de paramètres.

Dans le cadre de l’optimisation combinatoire, des problèmes inverses ont été en-
visagés depuis un peu plus de dix ans (voir par exemple [BURTON 92]) et donnent
lieu à de nombreuses études depuis la fin des années 1990. Etant donné un problème
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d’optimisation combinatoire ou linéaire et une solution réalisable, déterminer un sys-
tème de paramètres (notamment des coefficients de l’objectif) rendant cette solution
optimale ne pose en général pas de problème. En particulier,il suffit souvent de rendre
l’objectif nul pour garantir l’optimalité de la solution fixée. Aussi, la problématique
qui s’impose le plus souvent dans ce cadre est de déterminer,à partir d’une solution
fixée et d’un système de paramètres initial, de modifier au minimum les paramètres,
au sens d’une norme choisie, afin de rendre la solution fixée optimale. En général,
les paramètres à modifier sont les coefficients de l’objectif. Dans ce cas, tout vecteur
objectif rendant la solution fixée optimale est solution réalisable du problème inverse ;
la déviation (distance) par rapport au vecteur initial mesure alors la valeur de cette
solution réalisable.

Du point de vue des applications, cette problématique apparaît, comme dans le
cas précédent, pour paramétrer des modèles. Dans certains cas, le vecteur initial peut
s’interpréter comme une première estimation imprécise ou incomplète des paramètres
à estimer et permet d’éviter des solutions triviales non pertinentes. Dans le cadre géo-
physique, un problème de cheminement inverse a par exemple été introduit dans le
cadre de la prédiction des mouvements des tremblements de terre, voir [MOSER 91].
Les zones géologiques sont quadrillées en un certain nombrede cellules représentées
par des sommets. Les relations d’adjacence sont modéliséespar des arcs dans le ré-
seau correspondant et les coûts de ces arcs représentent lestemps de propagation. Bien
que certains temps de transmission soient connus, les valeurs précises sont difficiles à
obtenir. En observant un tremblement de terre et le temps d’arrivée des perturbations
sismiques à différents capteurs et en supposant que les ondes empruntent les chemins
les plus courts, le problème consistant à affiner les estimations des temps de transmis-
sion entre les cellules correspond à un problème de plus court chemin inverse.

Mentionnons aussi l’exemple de la localisation d’un centreque nous étudions dans
la section 1.4.2. Sous sa forme usuelle, ce problème consiste à trouver une localisa-
tion d’un centre opérationnel dans un réseau qui minimise saplus grande distance aux
autres sommets du réseau (donc le temps maximum d’intervention). Par exemple, ce
problème se pose typiquement pour placer « idéalement » un hôpital ou une caserne
de pompiers. Le problème inverse associé consiste à modifieraussi peu que possible
les distances du réseau (voire sa structure) de telle sorte qu’un lieu donné à l’avance
devienne centre optimal. Imaginons que l’hôpital d’une ville ne soit plus centre opti-
mal du réseau, à force de modifications successives du tissu urbain ; dans le cadre d’un
plan de rénovation de la ville, une alternative à la construction d’un nouvel hôpital est
de trouver l’investissement minimal permettant à l’hôpital existant de redevenir centre
optimal.

Une autre classe d’applications potentielles concerne desproblèmes de tarification
ou d’incitation : comment modifier les coûts ou la structure d’un réseau de sorte que
les flux de voyageurs suivent une solution idéale (du point devue de la sécurité, de
l’environnement, etc.) ou au moins s’en rapprochent ? Mentionnons enfin la gestion
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des transitions : un système régi par un problème d’optimisation exploite depuis long-
temps une solution. Si des modifications de cette solution sont commandées par des
décisions exogènes au système, il s’agit de déterminer les modifications minimales du
système permettant de rendre la nouvelle solution optimale.

Une autre question naturelle consiste à imposer à la nouvelle solution, non pas
d’être optimale, mais au moins de ne pas être plus chère dans la nouvelle configu-
ration que la précédente ne l’était dans l’ancienne. On définit alors une variante des
problèmes inverses pour laquelle on choisit la valeur optimale et non une solution.
Plus généralement, ces différents champs d’applications inspirent de nombreuses gé-
néralisations de la problématique inverse. Dans certains cas, les paramètres à modifier
portent sur les contraintes et non sur l’objectif ; nous en verrons un exemple à pro-
pos d’un problème de flot maximum. Dans de nombreuses situations, il s’avère utile
d’imposer des contraintes limitant les possibilités de modification des paramètres ;
nous incluons systématiquement cette possibilité dans le formalisme défini à la fin de
cette introduction. En particulier, nous envisageons dansce chapitre des problèmes
inverses pour lesquels les paramètres ne peuvent prendre que des valeurs entières,
voire la valeur 0 ou 1. A notre connaissance, cette question n’a jamais été envisagée.
Or, elle semble intéressante, notamment pour modéliser dessituations où il ne s’agit
pas de définir de nouveaux paramètres du système mais une nouvelle structure. En-
fin, en conclusion, nous évoquons d’autres généralisationsouvrant de larges champs
à explorer.

La problématique inverse en optimisation combinatoire estrelativement jeune et
à été surtout étudiée, jusqu’à présent, pour des problèmes spécifiques. La première
question qui se pose, pour l’étude d’un nouveau problème sous ce point de vue, est
de caractériser sa difficulté. C’est pourquoi nous avons choisi de structurer ce chapitre
en deux parties : dans un premier temps, nous évoquons des problèmes inverses poly-
nomiaux et discutons les méthodes de résolution associées et dans un second temps,
nous discutons différents problèmes inverses difficiles. Cette présentation permet aussi
d’aborder la question générale de comparer, du point de vue de la complexité algorith-
mique, le problème initial et ses versions inverses.

L’objectif de ce chapitre n’est pas de référer tous les résultats actuellement connus,
mais plus de montrer un panel assez large de résultats. Nous avons sélectionné des
résultats relativement simples et qui illustrent les différents types de problèmes, de ré-
sultats et de techniques connus. Nous insistons aussi sur denouveaux champs d’études
qui nous semblent porteurs.

1.2. Définitions et notations

Soit un problème d’optimisationπC deRm dont chaque instanceI = (c,D, f) où
c ∈ C ⊆ R`, D ⊆ Rm et f : R` × Rm −→ R, consiste à résoudremin{f(c, x)|
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x ∈ D}. Le vecteurx représente lesvariablesdeπC et l’ensembleD décrit la région
dessolutions réalisables. Finalement, la fonctionf associe une valeur à chaque so-
lution et chaque paramètre ; elle est communément appeléefonction objective. Sous
des hypothèses générales, il existe une solution optimalex∗ deπC pour chaque ins-
tance ; c’est notamment le cas lorsqueD est compact deRm et quef est une fonction
continue. Souvent, dans le cadre de l’optimisation combinatoire, l’ensembleD est
un ensemble fini pour chaque instanceI et une solution optimale existe pour toute
fonction objective.

Le vecteurc modélise lesparamètresde l’instance qui seront lesvariablesdu
problème inverse. Souvent,` = m etc correspond aux coefficients de l’objectif. L’en-
sembleC exprime lescontraintessur ces paramètres. Nous désignons par‖ · ‖p) la
normeLp : pour deux vecteursx = (x1, . . . , xm) et y = (y1, . . . , ym), leur distance

sous cette norme est définie par :‖x − y‖p = (
∑m

i=1 | xi − yi |
p)

1
p pour p ∈ N,

‖x − y‖∞ = maxi=1,...,m | xi − yi | pourp = ∞. .

Etant donnéx∗ ∈ D, le cadre inverse consiste à savoir s’il existe un vecteur depa-
ramètresc∗ ∈ C tel quex∗ est solution optimale deπC . Sous des hypothèses générales,
nous verrons qu’un tel vecteurc∗ existe pour chaquex∗ ∈ D. On s’intéresse alors à
trouver les meilleurs vecteursc∗ possibles, c’est-à-dire ceux qui diffèrent le moins
possible dec ; c’est précisément la problématique desproblèmes d’optimisation com-
binatoire inverses. Formellement, le problème inverse associé àπC , noté INVπC, est
défini relativement à la normeLp par : étant données une instanceI = (c,D, f) de
πC et une solutionx∗ ∈ D, déterminer un vecteur de paramètresc∗ ∈ C minimisant
la quantité|| c∗ − c ||p et tel quex∗ soit une solution optimale deπC pour l’instance
I = (c∗,D, f) (c’est-à-dire,f(c∗, x∗) = min{f(c∗, x)| x ∈ D}).

Le choix de la norme utilisée dépendra souvent du contexte del’application sous-
jacente. Par exemple, pour le problème décrit en introduction, [BURTON 92] mo-
délisent et discutent du problème du plus court chemin inverse sous la normeL2

qui est utilisée en physique dans des problèmes de dispersion d’énergie. D’autres au-
teurs s’intéressent pourtant à ce problème sous d’autres normes, citons par exemple
[AHUJA 01] pour la normeL1 ou [ZHANG 99] pour la normeL∞. Afin de rester
simple et concis, nous présenterons uniquement dans ce document des résultats sous
la normeL1. Aussi, sans autre précision, il faudra comprendre que l’étude concerne
un problème d’optimisation combinatoire inverse sous la normeL1.

Selon une terminologie usuelle, le termeoptimisation combinatoirerecouvre ici
principalement des problèmes d’optimisation discrets (voire en général discrets fi-
nis) ainsi que des problèmes linéaires pour lesquels l’ensemble des solutions de base
constitue une structure discrète sous-jacente. La problématique décrite ici pourrait lar-
gement dépasser ce cadre ; toutefois, pour rester cohérent avec la terminologie usuelle,
le termeoptimisation combinatoire inversefait systématiquement référence au cadre
que nous venons de décrire (problème INVπC) qui se distingue d’autres problèmes
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inverses couramment étudiés en analyse numérique. Dans ce chapitre, pour simplifier
le vocabulaire lorsqu’il n’y aura aucune ambiguïté possible, le termeproblème inverse
fera systématiquement référence à l’optimisation combinatoire inverse.

Enfin, la dépendance deπ par rapport àC sera souvent omise ; par contre, pour
le problème inverse, nous la mentionnerons systématiquement puisqueC représente
les contraintes des variables du problème inverse. SiC n’est pas spécifié, le problème
INVπ désigne de manière générique l’ensemble des problèmes inverses associés aux
divers ensemblesC envisageables. Par convention, lorsqueC = A1 × . . . × An et
si tous les ensemblesAi sont équipotents, les contraintes sont dites équilibrées (k-
équilibrées si la cardinalité desAi est finie et égale àk, k-valuées si de plusA1 =
. . . = An). Enfin, quandA1 = . . . = An, on parle respectivement de problème inverse
en variablescontinues, continues et positives, entières, bornées, lorsqueA1 = R,
A1 = R+, A1 = N etA1 = [a; b], a ≤ b.

REMARQUE 1.– Cette présentation de la problématique combinatoire inverse suggère
que seuls les paramètres de l’objectif sont à modifier. C’esteffectivement la situation
la plus courante sur laquelle nous avons choisi de mettre l’accent. Toutefois, pour
certains problèmes, il est naturel de prendre comme variables du problème inverse des
paramètres des contraintes ; nous l’illustrons par le problème de flot maximum inverse.
Toutes les définitions peuvent s’adapter immédiatement au cas où les paramètres à
modifier portent sur les contraintes ou conjointement sur les contraintes et l’objectif.
La principale différence lorsque des variables du problèmeinverse se rapportent à des
contraintes est que la solution fixéex0 n’est pas réalisable pour certaines valeurs des
paramètres et peut notamment ne pas être réalisable pour le problème initial. Dans ce
cas, l’existence même de solutions du problème inverse est àétudier au cas par cas.

La littérature propose deux extensions des problèmes d’optimisation inverse : les
problèmes d’optimisationinverse partielet inverse évaluatif1. Dans le premier cas,
c’est une solution partiellex0

j pour j ∈ J ⊆ {1, . . . ,m} qui est donnée à la place
de la solution complètex∗ ; autrement dit, certaines composantes seulement du vec-
teur sont imposées et non plus le vecteur entier. On cherche alors à modifier aussi
peu que possible les paramètresc∗ ∈ C de sorte à ce qu’il existe une solution opti-
malex∗ = (x∗

1, . . . , x
∗
n) de l’instanceI = (c∗,D, f) vérifiantx∗

j = x0
j pourj ∈ J .

Par exemple, pour le problème del’arbre couvrant de poids minimum inverse partiel,
étant données une instanceI = (G, d) et une forêtE0 où G = (V,E) est un graphe
connexe etd est une fonction distance deE dansR+, on cherche à trouver une fonc-
tion poidsd∗ pour laquelle la quantité

∑

e∈E | d(e) − d∗(e) | est minimum parmi
les fonctions de distancesd∗ telles queE0 est comprise dans un arbre couvrant de
poids minimumT ∗ de (G, d∗). Dans [CAI 97], différentes études sur les problèmes
inverses partiels ont été proposées. Un problèmeinverse évaluatifn’impose pas à la

1. Appelés parfoisreverse problems.
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solution de devenir optimale, mais d’égaler une valeur donnée. Ainsi, étant données
une instanceI = (c,D, f) deπC et une valeurval∗, on cherche à modifier le moins
possible les paramètresc∗ de sorte à ce qu’il existe sur l’instanceI∗ = (c∗,D, f) une
solution optimalex∗ vérifiant :f(c∗, x∗) = val∗. Plusieurs résultats concernant cette
problématique ont été proposés dans [ZHANG 00].

Les notations et définitions relatives à la théorie des graphes employées dans ce
chapitre sont celles de [BERGE 73]. Aussi, nous renvoyons lelecteur à cet ouvrage
pour plus d’informations. Nous adoptons également la notation

−→
G = (V,

−→
E ) pour

distinguer le cas d’un graphe orienté. Un arc sera alors désigné par−→e .

1.3. Problèmes inverses polynomiaux et techniques de résolution

Dans cette section, nous proposons des exemples de problèmes inverses ou de
classes de problèmes inverses connus pour être polynomiaux. Les méthodes employées
jusqu’à présent pour résoudre des problèmes combinatoiresinverses peuvent être clas-
sée en deux groupes :

1) les méthodes à base de programmation linéaire restent majoritaires, au moins
pour le cas des normesL1 et L∞. Après établissement d’une formulation linéaire
du problème inverse, les solutions proposées dans la littérature exploitent la mé-
thode du simplexe révisée [AHUJA 01, ZHANG 96a, ZHANG 99]), la méthode
des ellipsoïdes [LIU 03, YANG 99] ou encore des méthodes de génération de co-
lonnes [ZHANG 96b, ZHANG 97, HU 98]. Même si, l’utilisation faite de ces mé-
thodes pour différents problèmes inverses ne conduit pas toujours à un algorithme
polynomial, nous les mentionnons ici car elles sont à la basede la plupart des preuves
de cas polynomiaux actuellement connus.

2) pour certains problèmes, des algorithmes combinatoiresont été mis au point.
Il s’agit parfois d’algorithmes résultant d’une solution explicite par programmation
linéaire [AHUJA 01, HU 98, ZHANG 96b, ZHANG 97]. Nous proposons des solu-
tions de ce type dans le paragraphe 1.3.1 pour un problème de cheminement et un pro-
blème de coupe. Dans d’autres cas, des méthodes combinatoires directes sont mises au
point [ALFANDARI 04, YANG 97] ; nous en évoquons dans les paragraphes 1.3.2
et 1.3.4.

Pour une cartographie complète des méthodes employées pourchaque problème, nous
renvoyons le lecteur à [HEUBERGER 04].

Les paragraphes 1.3.1 et 1.3.3 fournissent deux situationscanoniques de pro-
blèmes inverses résolus par programmation linéaire. Au paragraphe 1.3.1, nous expli-
quons pourquoi les versions inverses de programmes linéaires sont des programmes
linéaires, en décrivons une solution et l’appliquons à un problème de cheminement
ainsi qu’à un problème de coupe. Le paragraphe 1.3.3 décrit une classe relativement
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large de problèmes combinatoires (ne se formulant pas directement par un programme
linéaire), pour lesquels une version inverse pour la normeL1 ouL∞ peut se formuler
comme un programme linéaire. Pour cette classe, le problèmeinverse est polynomial
dès que le problème initial l’est.

A côté de ces résultats à base de programmation linéaire, nous proposons au para-
graphe 1.3.2, une démarche combinatoire pour un problème deflot maximum inverse
de nature particulière puisqu’il s’agit de modifier les contraintes et non l’objectif. Pour
différents problèmes, nous envisageons des versions inverses en variables entières qui
ouvrent de nouveaux champs d’investigation. Nous proposons notamment en conclu-
sion de cette section (paragraphe 1.3.4), un cas polynomialde problème de couplage
inverse en variables 0,1 obtenu par un algorithme de flot. Nous montrons dans la sec-
tion 1.4 que dans le cas général, ce dernier problème estNP-difficile.

1.3.1. Cas de la programmation linéaire

Le cas de la programmation linéaire, le vecteurc ∈ Rm et f est bilinéaire :
f(c, x) = 〈c, x〉 où 〈x, y〉 =

∑m
i1 xiyi désigne le produit scalaire dex et y, et D

est défini parn contraintes linéaires. L’ensembleC, quant à lui, peut être tout poly-
èdre deRm mais dans la plupart des cas naturels, il s’agit deR+m (poids positifs), de
[a, b]m, voire deRm lorsqu’aucune restriction n’est imposée.

Notre objectif étant de présenter les idées maîtresses à partir d’exemples simples
et significatifs, nous nous limiterons àC = Rm. Considérons un problème linéairePL
dont chaque instance se formule sous forme standard de la manière suivante :

PL(c)







min 〈c, x〉
Ax ≥ b [1.1.a]
x ≥ 0

[1.1]

où c ∈ Rm, b ∈ Rn etA est une matrice àn lignes etm colonnes et à coefficients
réels. Bien entendu, l’instance est déterminée parc, b etA, toutefois, nous ne mettons
en évidence que la dépendance enc afin de pouvoir faire référence à un programme
PL(c′) obtenu à partir dePL(c) en remplaçantc parc′.

PL admetx comme variable ; pour envisager sa version inverse, nous fixons c
comme vecteur de paramètres initial et fixonsx∗ comme solution cible. Il s’agit de
déterminer un vecteur objectifc∗ minimisant‖c∗ − c‖1 tel quex∗ est solution opti-
male dePL(c∗). Pour écrire plus formellement le problème inverse INVPLRm , nous
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utiliseronsc̃ pour exprimer la variable de ce problème inverse,c∗ en étant alors une
solution optimale. Chaque instance de la version inverse dePL s’écrit :

INVPLRm(c, x∗)

{

min ‖c̃ − c‖1

x∗ solution de PL(c̃)
[1.2]

REMARQUE 2.– Avant d’aller plus loin dans l’analyse de ce problème, notons que,
comme pour tout problème inverse, une hypothèse implicite est que pour tout̃c, PL(c̃)
admet au moins une solution réalisablex∗.

Notons même que0 est évidemment une solution réalisable du problème inverse
puisquex∗ est une solution optimale du problème :

PL(0)







min 0
Ax ≥ b
x ≥ 0

Nous verrons dans le théorème 1.1 qu’il existe toujours une solution au problème
inverse.

Remarquons quePL(c̃) admet une solution optimale si et seulement si son dual
DL(c̃) admet des solutions réalisables.DL(c̃) se formule par :

DL(c̃)







max 〈b, y〉
tAy ≤ c̃ [1.3.a]
y ≥ 0

[1.3]

Il suffit donc de limiter la recherche dẽc à l’ensembleSPL = {c̃,∃y, tAy ≤ c̃, y ≥
0} = Rm \ {x,Ax ≥ 0, x ≥ 0, x 6= 0}. Bien entendu0 ∈ SPL.

Le problème INVPLRm(c, x∗) peut se formuler comme un programme linéaire.
Pour cela, une possibilité est d’exprimer l’optimalité dex∗ pour le problèmePL(c̃)
par des contraintes primales-duales. Pour écrire les contraintes de complémentarité de
manière explicite, on définit les notations suivantes :

I = {i ∈ {1, . . . , n},
∑m

j=1 ai,jx
∗
j = bj}

J = {j ∈ {1, . . . ,m}, x∗
j > 0}

K = {j ∈ {1, . . . ,m}, x∗
j = 0}

Nous désignerons de même parAI la matrice extraite deA en sélectionnant les
lignes dansI. On noteπ le vecteur des variables duales associées à la contrainte [1.3.a] ;
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étant données les contraintes de complémentarité, les composantes non nulles deπ
sont d’indice dansI, donc seul le vecteurπI est à déterminer.

x∗ est alors solution optimale dePL(c̃) si et seulement si il existe(πI , λK) ∈
R|I| × R|K| tels que :

∑

i∈I ai,jπi = c̃j ∀j ∈ J [1.4.a]
∑

i∈I ai,jπi + λj = c̃j ∀j ∈ K [1.4.b]
πI , λK ≥ 0 [1.4.c]

[1.4]

oùλK permet d’écrire la condition [1.4.b] avec une égalité.

La linéarisation de l’objectif du problème INVPLRm est classique : on introduit2m
variablesαi, βi, i = 1, . . . m, toutes positives, de sorte quec̃ = c + α − β. INVPLRm

s’écrit alors :

INVPL′
Rm(c, x∗)















min
∑m

j=1(αj + βj)
∑

i∈I ai,jπi − αj + βj = cj , ∀j ∈ J [1.4.a′]
∑

i∈I ai,jπi + λj − αj + βj = cj , ∀j ∈ K [1.4.b′]
πI , λK , α, β ≥ 0

Dans l’absolu, cette formulation suffit pour résoudre le problème inverse INVPLRm ,
au moins dans le cas de coefficients rationnels. Toutefois, l’étude de ce programme
permet d’obtenir une solution analytique et de déduire des solutions explicites pour
divers exemples de problèmes combinatoires pouvant se formuler comme des pro-
grammes linéaires. Nous en verrons deux exemples pour un problème de cheminement
et un problème de coupe de capacité minimum.

Comme seules les variablesα etβ interviennent dans l’objectif et comme chaque
indicej n’apparaît que dans l’une des contraintes [1.4.a’, 1.4.b’], on a nécessairement
à l’optimumβK = 0, ce qui permet d’écrire le problème équivalent

INVPL′′
Rm(c, x∗)















min
∑m

j=1(αj + βj)
∑

i∈I ai,jπi − αj + βj = cj , ∀j ∈ J [1.4.a′′]
∑

i∈I ai,jπi + λj − αj = cj , ∀j ∈ K [1.4.b′′]
πI , λK , αK∪J , βJ ≥ 0

Dans ce problème, les différentes variables ne jouent pas lemême rôle. Pour propo-
ser une solution analytique, l’idée est de considérer le dual D′′ de INVPL′′

Rm , puis de
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déterminer chaque variable de INVPLRm comme une variable duale d’une contrainte
deD′′.

En notant̃yj , j = 1, . . . m les variables deD′′, on obtient (pour chaque contrainte,
on indique entre parenthèses la variable de INVPL′′

Rm associée) :

D′′























max 〈c, ỹ〉
∑n

j=1 ai,j ỹj ≤ 0 i ∈ I (πI)

ỹj ≤ 0 j ∈ K (λK)
−ỹj ≤ 1 j ∈ {1, . . . ,m} (α)
ỹj ≤ 1 j ∈ J (βJ )

Cette formulation rappelle le programme initial. Pour s’enrapprocher encore, on
fait le changement de variabley = (x∗− ỹ). Notons qu’un tel changement de variable
n’affecte pas le dual. On obtient alors, en utilisantAIx

∗ = bI et les définitions des
ensemblesJ,K :

DINV PL































min 〈c, y〉
AIy ≥ bI (πI)
yj ≥ 0 j ∈ K (λK)
yj ≤ 1 j ∈ K (αK)
yj ≤ 1 + x∗

j j ∈ J (αJ )
yj ≥ x∗

j − 1 j ∈ J (βJ )

Notons queDINV PL est proche du problème initial ; la différence est que seulesles
contraintes dePL saturées parx∗ apparaissent dansDINV PL et que, par contre, ce
dernier est un problème en variables bornées (contraintes associées àαJ et βJ ). Or,
il admetx∗ comme solution réalisable et admet donc systématiquement une solution
optimale ; il en est donc de même pour son dual.

On est maintenant à même de proposer une solution au problèmeinverse INVPLRm .
Soit y∗ une solution deDINV PL et π∗

I la valeur de la variable duale associée à la
contrainteAIy ≥ bI dans une solution optimale de INVPL′′

Rm . On a :

−αj + βj = cj −
∑

i∈I ai,jπ
∗
i , ∀j ∈ J [1.5.a]

−αj = cj −
∑

i∈I ai,jπ
∗
i − λj , ∀j ∈ K [1.5.b]

[1.5]

En posantcπ
j = cj −

∑

i∈I ai,jπ
∗
i pour toutj, la simple lecture des contraintes

[1.5.a, 1.5.b] et de l’objectif de INVPL′′
Rm permet de déterminer les valeurs optimales

deαj etβj en fonction du signe decπ
j .
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cπ
j > 0 cπ

j < 0 cπ
j = 0

j ∈ J
βj = cπ

j

αj = 0

}

⇒ c∗j = cj − cπ
j

αj = −cπ
j

βj = 0

}

⇒ c∗j = cj − cπ
j

αj = 0

βj = 0

}

⇒ c∗j = cj

j ∈ K
αj = 0

λj = cπ
j

}

⇒ c∗j = cj
αj = −cπ

j

λj = 0

}

⇒ c∗j = cj − cπ
j

αj = 0

λj = 0

}

⇒ c∗j = cj

Tableau 1.1.Discussion de l’équation [1.5] en fonction du signe decπ
j

On déduit donc les valeurs suivantes pour la solution optimale c∗j de INVPLRm

sous la normeL1 :

c∗j =







cj − |cπ
j | si cπ

j > 0 et x∗
j > 0

cj + |cπ
j | si cπ

j < 0
cj dans les autres cas

[1.6]

On résume cette discussion par le théorème 1.1.

THÉORÈME1.1.–[AHUJA 01] SoitPL un problème dont chaque instance s’écrit

PL(c)







min 〈c, x〉
Ax ≥ b
x ≥ 0

Soit x∗ une solution réalisable, on noteI = {i ∈ {1, . . . , n},
∑m

j=1 ai,jx
∗
j = bj},

J = {j ∈ {1, . . . ,m}, x∗
j > 0} etK = {j ∈ {1, . . . ,m}, x∗

j = 0}. Alors le problème
INVPLRm(c, x∗) admet une solution unique.

Pour la déterminer, on considère le problème :

DINV PL































min 〈c, y〉
AIy ≥ bI ,
yj ≥ 0 j ∈ K
yj ≤ 1 j ∈ K
yj ≤ 1 + x∗

j j ∈ J
yj ≥ x∗

j − 1 j ∈ J

Soit alorsy∗ une solution optimale deDINV PL etπ∗
I la valeur de la variable duale

associée à la contrainteAIy ≥ bI dans le dual deDINV PL, et soitcπ = c−tAIπ
∗.
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L’unique solution deINVPLRm(c, x∗) est donnée par :

c∗j =







cj − |cπ
j | si cπ

j > 0 et x∗
j > 0

cj + |cπ
j | si cπ

j < 0
cj dans les autres cas

Faisons quelques remarques avant d’exploiter ce résultat pour différents problèmes
inverses.

REMARQUE 3.– Si l’on s’intéresse à des versions contraintes INVPLC où C exprime
des contraintes d’intervalle sur les coefficients dec̃, le problème inverse a égale-
ment une formulation linéaire. Les contraintes supplémentaires pour̃c se traduisent
en contraintes surα etβ dans la formulation de INVPL′.

Si le problème linéaire dont on étudie une version inverse n’est pas sous la forme
standard [1.1], on obtient aussi une formulation linéaire du problème inverse. Notons
toutefois que tant que la version équivalente sous forme standard a les mêmes va-
riables et le même objectif, le résultat ci-dessus peut directement être appliqué à cette
forme standard. C’est en particulier le cas pour un problèmesous forme canonique.
Par contre, si le problème initial n’a pas de contrainte de signe, la version équiva-
lente sous forme standard a plus de variables (chaque variable de signe quelconque est
décomposée en deux variables positives), donc a un vecteur objectif de plus grande
dimension. La version inverse de cette forme standard n’estpas équivalente au pro-
blème inverse initial puisque les coefficients dans l’objectif des variables issues d’une
même variable de signe quelconque peuvent varier indépendamment.

Bien entendu, si les coefficients dec̃ doivent être entiers ou de type 0,1, le problème
inverse devient un programme linéaire en nombres entiers. Nous verrons que dans
certains cas, de telles contraintes peuvent être prises en compte en temps polynomial.
C’est notamment le cas pour un problème de cheminement et un problème de coupe
de capacité minimum. Par contre, pour d’autres problèmes, cette restriction devient
difficile.

REMARQUE 4.– Supposons quePL soit le relaxé d’un problèmePLNE en variables
bivalentes et quex∗ est une solution dePLNE. Dans ce cas,PL est de la forme :

PL















min 〈c, x〉
Ax ≥ b
x ≤ 1

x ≥ 0

En posantÃ =

(

A
−Id

)

, on applique ce qui précède.J correspond aux indices

pour lesquelsx∗
j = 1, c’est-à-dire pour lesquels la contraintex ≤ 1 est saturée. Le

problèmeD est donc :
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D























min 〈c, x〉
AIy ≥ b
yJ ≤ 1J

yJ ≤ 2J

y ≥ 0

où1J et2J correspondent aux vecteurs de dimension|J | dont les coordonnées valent
respectivement 1 et 2. La contrainteyJ ≤ 2J est redondante est peut donc être sup-
primée. Si toutes les contraintesAx ≥ b sont saturées parx∗, ce problème correspond
exactement àPL.

1.3.1.1. Problème de cheminement optimal inverse

Soit
−→
G = (V,

−→
E ) un graphe orienté arcs-valué ; on notec(−→e ),−→e ∈

−→
E la valeur

de l’arc−→e , n = |V | etm = |
−→
E |. Soits et t deux points spécifiés deV . On s’intéresse

dans ce paragraphe au problème inverse de chemin des à t de valeur minimum. On
considère donc un chemin des à t, Ps,t ⊂

−→
E , vu comme un ensemble d’arcs. On

désigne parx∗
s,t le vecteur caractéristique associé à ce chemin (x∗

s,t ∈ Rm). Le pro-
blème inverse associé à ce chemin consiste donc à modifier le vecteur des valuations
pour rendrePs,t optimal. Plus formellement, dans le cas de la normeL1, le problème
s’énonce :

{

min ‖c̃ − c‖1

Ps,t chemin de s à t de valeur minimum pour c̃

Remarquons que le cadre inverse imposea priori l’existence d’un chemin des à t.
Nous supposerons en outre qu’aucun chemin des à t rencontre un circuit absorbant.
Dans ces conditions, le problème de cheminement de coût minimum des à t admet
des solutions et peut alors se formuler par le programme linéaire suivant :























min 〈c, x〉

∑

j,(j,i)∈
−→
E

xji −
∑

j,(i,j)∈
−→
E

xij =







1 i = s
−1 i = t
0 sinon

x ≥ 0

[1.7]

Un résultat classique est qu’en l’absence de circuit absorbant, ce problème admet
des solutions optimales à composantes0, 1 correspondant à un chemin optimal. Pour
s’en rendre compte, il suffit de considérer le problème dual qui consiste à déterminer
le potentielπ∗

s des chemins optimaux à partir des vérifiant les conditions usuelles
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d’optimalité des problèmes de cheminement. En attribuant aux arcs d’un chemin op-
timal (qui existe sous les hypothèses que nous avons faites)la valeur1 et aux autres
arcs la valeur0, les arcs de ce chemin saturent les contraintes duales : la différence de
potentiel vaut exactement le coût de l’arc. Toutes les contraintes du primal [1.7] étant
saturées, les contraintes de complémentarité sont satisfaites, ce qui prouve l’optimalité
de la solution proposée.

Un corollaire immédiat est qu’on peut ajouter des contraintes de bornes sur les
variables sans changer la valeur du problème :

REMARQUE 5.– Le problème en variables bornées obtenu en ajoutant des contraintes
xij ≤ dij avecdij ≥ 1 dans le programme [1.7] admet aussi un chemin optimal
comme solution.

Pour appliquer le théorème 1.1, la contrainte d’égalité estconsidérée comme la
conjonction de deux inégalités. Notons que toute solution réalisable sature toutes les
contraintes, doncI = {1, . . . , n}. Par ailleurs, l’ensembleJ correspond aux arcs du
cheminPs,t. Le problèmeD correspond donc au problème [1.7] avec des contraintes
de borne sur les variables :xij ≤ 1 ouxij ≤ 2. D’après la remarque 5, il s’agit exac-
tement du problème de cheminement des à t. On noteπ+ et π− les variables duales
associées respectivement aux contraintesAx ≥ 1,−1, 0 et−Ax ≥ −1, 1, 0. Une so-
lution optimale du dual est telle queπ∗ = (π+)∗− (π−)∗ correspond au potentiel des
chemins optimaux à partir des. Pour un arc(i, j), on acπ

ij = cij − π∗(j) + π∗(i).
Pour tout arc, cette valeur est positive ou nulle, donc d’après le théorème 1.1, on en
déduit le théorème 1.2 :

THÉORÈME1.2.–[AHUJA 01] Soit
−→
G = (V,

−→
E , c) un graphe orienté arcs-pondéré,

s et t deux sommets etPs,t ⊆
−→
E un chemin des à t. On note|V | = n et |

−→
E | = m.

Alors une solution du problème inverseINVCHEMINM INRm associé àc et Ps,t pour
la normeL1 peut être déterminée de la manière suivante : on détermineπ∗ le potentiel
optimal des chemins à partir des :

c∗ij =

{

π∗(j) − π∗(i), (i, j) ∈ Ps,t

cij sinon

Pour justifier pleinement ce résultat, il faut remarquer quela transformation des
coûts ne crée pas de circuit absorbant. En effet, le potentiel π∗ vérifie, pour tout arc
(i, j), π∗(j) − π∗(i) ≤ c∗ij . En sommant ces inégalités sur un circuit, on montre que
le coût, après transformation, d’un circuit est positif.

Notons enfin que cette solution du problème inverse ne modifiepas la valeur des
potentiels optimaux à partir des.
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Remarquons par ailleurs que si tous les coûts des arcs sont entiers, alors il en
est de même du potentiel des chemins optimaux et de la solution déterminée par le
théorème 1.2, d’où le corollaire 1.1 :

COROLLAIRE 1.1.– Si les coûts des arcs sont des entiers relatifs, alors le problème
INVCHEMINM INRm admet une solution optimale à valeurs entières et donc les pro-
blèmes INVCHEMINM INRm et INVCHEMINM INZm sont équivalents.

1.3.1.2. Problème de coupe de capacité minimum inverse

Un second exemple classique d’utilisation du théorème 1.1 est la résolution d’un
problème de coupe de capacité minimum inverse. Pour cet exemple, nous choisissons
une formulation non polynomiale du problème de coupe dans unréseau de transport.
Etant donnés un graphe orienté

−→
G = (V,

−→
E ) et deux sommetss et t, on suppose que

chaque arc(i, j) est muni d’une capacitécij > 0. Unecoupe séparants et t est un
ensemble de sommetsK ⊂ V contenants et past. On associe àK le cocyclesor-
tant (voir [GONDRAN 98]),Ω+(K) = {(i, j) ∈

−→
E , i ∈ K et j /∈ K}. La capacité

deK est la somme des capacités des arcs du cocycle associé (les capacités inférieures
sont nulles dans cet exemple). Le problème de coupe (séparant s et t) de capacité mi-
nimum, noté COUPEM IN, consiste à déterminer une coupe séparants et t de capacité
minimum. Pour la version inverse, on se donne une coupeK∗ séparants ett et il s’agit
de modifier les capacités afin de rendre cette coupe de capacité minimum. Formelle-
ment, le problèmede la coupe de capacité minimum inverse, noté INVCOUPEM IN,
consiste à trouver une fonction de capacitéc∗ pour laquelle :

(i) le sous-ensemble de sommetsK∗ donné à l’avance avecs ∈ K∗ et t /∈ K∗ est
une coupe de capacité minimum du réseau(

−→
G, c∗) ;

(ii) que la quantité
∑

(i,j)∈
−→
E

|cij − c∗ij | est minimum.

Pour formuler INVCOUPEM INR+m par la programmation linéaire, on considère
C(

−→
G, s, t) l’ensemble des chemins des à t dans

−→
G . On a alors la formulation sui-

vante :







min 〈c, x〉
∑

(i,j)∈P xji ≥ 1, pour tout P ∈ C(
−→
G, s, t)

x ≥ 0

[1.8]

Pour toute solution réalisablex à composantes 0,1, on note
−→
E (x) = {(i, j) ∈

−→
E :

xij = 1}. Si x est minimale (c’est-à-dire∀y ≤ x, y 6= x, y n’est pas réalisable), il
existe une coupeK séparants et t telle que

−→
E (x) = Ω+(K). Il suffit en effet de

prendre pourK l’ensemble des sommets accessibles à partir des par un chemin ne
comprenant aucun arc de

−→
E (x). Dans ce cas, la capacité deK vérifie c(K) = 〈c, x〉.
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Réciproquement, toute coupe séparants et t correspond à une solution réalisable mi-
nimale à composantes 0,1 du programme [1.8].

Comme dans le cas du problème de cheminement, le programme linéaire [1.8] ad-
met une solution optimale à composantes 0,1 qui correspond àune coupe de capacité
minimum.

Pour s’en rendre compte, il suffit de considérer le dual du problème [1.8] qui
s’écrit :











max
∑

P∈C(
−→
G ,s,t)

yP
∑

P∈C(
−→
G ,s,t),(i,j)∈P

yP ≤ cij , pour tout (i, j) ∈
−→
E

y ≥ 0

[1.9]

A partir d’un flot compatible (positif et satisfaisant les capacités sur chaque arc)
maximumφ∗ de s à t, il est possible de décomposerφ∗ comme la somme de flots
positifsφ∗ = φ1 + . . . + φk où chaqueφi est nul sauf sur un cheminPi des à t. Pour
construire une telle décomposition, on peut par exemple remarquer que siφ∗ est non
nul, il existe nécessairement un cheminP1 de s à t portant, sur chacun de ses arcs,
un flux strictement positif.φ1 a pour valeurv(P1) le plus petit flux des arcs deP1,
chaque arc deP1 portant alorsv(P1). Il suffit alors de réitérer ce processus surφ∗−φ1.
Une autre manière de procéder est de reprendre l’algorithmede Ford et Fulkerson en
remarquant que pour chaque augmentation le long d’une chaîne, si le flot courant se
décompose, enφ1 + . . . + φl, le nouveau flot se décompose enφ′

1 + . . . + φ′
l + φ′

l+1

(les arcs inverses de la chaîne impliquent une redistribution des flots). On définit alors
la solution dualeyPi

= v(φi), i = 1, . . . , k etyP = 0 pour tout autre chemin. Comme
φ∗ est compatible, cette solution est réalisable pour le programme linéaire [1.9] et de
valeurv(φ∗). Par conséquent, la valeur du programme [1.8] vautv(φ∗), c’est-à-dire
la capacité minimum d’une coupe. Ceci prouve qu’une coupe decapacité minimum
correspond à une solution optimale du programme linéaire [1.8] qui est à composantes
0,1. On peut donc ajouter au problème [1.8] des contraintes du typexij ≤ lij , avec
lij ≥ 1 sans changer la valeur optimale ; le problème admet toujoursune solution
optimale à composantes 0,1 associée à une coupe de capacité minimum.

Considérons maintenant le problème inverse INVCOUPEM INR+m associé à une
coupeK∗ séparants et t. Soitx∗ le vecteur caractéristique deΩ+(K∗). Tout chemin
des à t rencontre nécessairementΩ+(K∗) au moins une fois. Les chemins des à t
qui rencontrentΩ+(K∗) exactement une fois correspondent aux chemins des àt dans

le graphe
−→
G

′
obtenu à partir de

−→
G en supprimant les arcs entrant dansK∗ (de type

(i, j), i ∈ V \ K∗, j ∈ K∗). Ainsi, le problèmeDINV associé àK∗ est :
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DINV















min 〈c, y〉
∑

(i,j)∈P yji ≥ 1, pour tout P ∈ C(
−→
G, s, t)

y ≤ 1 + x∗
ij

y ≥ 0

D’après la discussion précédente, une solution optimale dece problème est à com-
posantes 0,1 et correspond à une coupe de capacité minimum séparants et t dans le

graphe
−→
G

′
= (V,

−→
E

′
). Une solution optimale du dual est donnée par une décompo-

sition d’un flot φ̃∗ de valeur maximum des à t dans
−→
G

′
. En notantπ les variables

duales associées aux contraintes
∑

(i,j)∈P yji ≥ 1 deDINV , la quantitécπ
ij associée

àπ pour l’arc(i, j) vaut exactementcij − φ̃∗
ij oùφ∗

ij est la valeur de flotφ∗ sur l’arc

(i, j). Le flot étant compatible,cπ
ij ≥ 0,∀(i, j) ∈

−→
E

′
. D’après le théorème 1.1, on

déduit le théorème 1.3 :

THÉORÈME 1.3.– [AHUJA 01] Soit
−→
G = (V,E, c) un réseau de transport,s et t

deux sommets etK∗ ⊂ V une coupe séparants à t. Alors une solution du problème
inverseINVCOUPEM INR+m associé àc etK∗ pour la normeL1 peut être déterminée
de la manière suivante :

1) on construit le graphe
−→
G

′
obtenu à partir de

−→
G en effaçant les arcs entrant

dansK∗ ;

2) on détermine un flot̃φ∗ de valeur maximum des à t dans
−→
G

′
;

3) c∗ij =

{

φ̃∗
ij , (i, j) ∈ Ω+(K∗)

cij sinon

Notons que si toutes les capacités sont entières, l’algorithme de Ford et Fulkerson
détermine un flot maximumφ∗ à composantes entières et dans ce cas, la solution
déterminée par le théorème 1.3 est à composantes entières, d’où le corollaire 1.2 :

COROLLAIRE 1.2.– Si tous les arcs ont un coût entier, INVCOUPEM INR+m admet
une solution optimale à composantes entières déterminée par le théorème 1.3 ; il y a
donc équivalence entre INVCOUPEM INR+m et INVCOUPEM INN+m .
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1.3.2. Problème de flot maximum inverse

La démarche proposée au paragraphe 1.3.1 s’applique directement au problème de
flots de coût minimum des à t dans un réseau de transport. Sous sa version usuelle,
ce problème peut en effet se formuler par un programme linéaire du type :















min 〈p, x〉
∑

j,(j,i)∈
−→
E

xji −
∑

j,(i,j)∈
−→
E

xij = b(i)

x ≤ cij

x ≥ 0

[1.10]

où b(s) ≤ 0, b(t) = −b(s) et b(i) = 0 en tout autre nœud.pij est le prix uni-
taire du flux sur l’arc(i, j) et cij est la capacité de l’arc(i, j). Le problème in-
verse associé consiste à ajuster le prix pour rendre optimalun flot fixé. Ce problème
entre pleinement dans le cadre du théorème 1.1 ; la résolution est très proche de
ce que nous avons présenté pour le problème de cheminement (voir [AHUJA 01],
et [HEUBERGER 04] pour des références détaillées), qui est un cas particulier de
flot de coût minimum. De même, plusieurs généralisations peuvent être introduites,
notamment la prise en compte de capacités inférieures.

Dans le cas du problème de flot maximum FLOTMAX , la problématique inverse
est différente dans la mesure où il ne s’agit pas d’un problème pondéré. Ce problème
a été étudié dans [YANG 97] ; nous proposons ici une analyse combinatoire dans le
cas d’un réseau de transport, le cas général pourrait être traité de manière analogue.
Etant donnés un réseau de transport muni d’un sommet origines et d’un sommet
destinationt et un flotφ∗ des à t, il s’agit de modifier les capacités des arcs (c’est-à-
dire les contraintes et non l’objectif comme dans le cadre inverse usuel) pour rendre
φ∗ optimal, à savoir de flux maximum. L’objectif consiste à minimiser, au sens de la
normeL1, la modification du système de capacités. On noteφ∗

ij le flux de l’arc(i, j)
et cij > 0 sa capacité. On supposeφ∗

ij ≥ 0 pour tout(i, j). Pour ce type de problème
inverse portant sur les contraintes, il n’y a pas de raison particulière de supposer la
solution fixée réalisable. Nous supposons justeφ∗ positif pour rester dans le cadre
d’un réseau de transport. Pour toute solution réalisable deINVFLOTM IN, φ∗ doit être
un flot compatible de sorte que pour tout arc(i, j) tel quecij < φ∗

ij , il faut au moins
ajouterφ∗

ij −cij à la capacité de(i, j). Ainsi, en notantvij = max{0, φ∗
ij −cij}, toute

solution réalisablẽc du problème inverse satisfait‖c̃− c‖1 = ‖(c̃− v)− c‖1 + ‖v‖1.
Il s’agit donc de minimiser‖c̃− (v + c)‖1 de sorte queφ∗ soit optimal dans le réseau
muni des capacités̃c. Le problème initial se ramène donc au problème inverse pourle
réseau muni des capacitésc + v, réseau pour lequelφ∗ est réalisable. Par ailleurs, si
K est une coupe de capacité minimum dans le graphe muni des capacitésc∗ (solution
optimale du problème inverse), d’après le théorème du flot maximum et de la coupe
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de capacité minimum (voir par exemple [GONDRAN 98]) les arcs(i, j) sortant deK
vérifientφ∗

ij = c∗ij , de sorte que‖c∗− (v + c)‖1 ≥
∑

i∈K,j /∈K,(i,j)∈
−→
E

vij + cij −φ∗
ij .

En considérant le graphe
−→
G muni de capacitésvij + cij − φ∗

ij ≥ 0 (on note
−→
G

′
le

graphe ainsi obtenu),‖c∗ − (v + c)‖1 est au moins égal à la capacité deK, donc au

moins égale à la capacité minimum d’une coupe séparants et t dans
−→
G

′
. Inversement,

considéronsK∗ une coupe de capacité minimum dans
−→
G

′
et en posant̃cij = φ∗

ij pour
tout arc(i, j) sortant deK∗ et c̃ij = vij + cij pour tout autre arc,‖c̃− (v + c)‖1 vaut

exactement la capacité deK∗ dans
−→
G

′
; par ailleurs, commeφ∗ sature tous les arcs

sortant deK∗, φ∗ est un flot des à t de valeur maximum dans
−→
G

′
. On a donc̃c = c∗,

d’où le théorème 1.4 :

THÉORÈME1.4.– SoitR = (
−→
G = (V,

−→
E ), c, s, t) un réseau de transport, (c ≥ 0 est

le système de capacités,s le sommet origine ett le sommet destination) etφ∗ un flot
positif. Alors une solutionc∗ du problème inverse pour la normeL1 associé àR etφ∗

peut être déterminée de la manière suivante :

– construire le graphe
−→
G

′
en affectant à tout arc(i, j) la capacitémax{0; cij −

φ∗
ij} ;

– déterminerK∗, coupe de capacité minimum séparants et t dans
−→
G

′
;

– c∗ij =

{

φ∗
ij si i ∈ K∗ et j /∈ K∗

max{cij ;φ
∗
ij} sinon

Un résultat du même type peut être obtenu sur un réseau général [YANG 97].

REMARQUE 6.– Remarquons que sic et φ∗ sont à composantes entières, la solution
déterminée est à composantes entières et est donc solution de INVFLOTMAX Nm . Si
φ∗ n’est pas à composantes entières (maisc l’est), le problème INVFLOTMAX Nm

reste pertinent. On commence par poserc′ij = max{cij , dφ
∗
ije}. On construit alors

−→
G

′
en affectant à tout arc(i, j) la capacitéc′ij − φ∗

ij ; il s’agit alors de déterminer

dans
−→
G

′
une coupeK∗ de capacité minimum parmi les coupes dont les arcs sortant

portent un flux entier. Dans
−→
G

′
, on remplace toute capacité non entière par+∞. Si

le graphe
−→
G

′′
résultant admet une coupe de capacité minimum de capacité finie, on

obtient une solution optimale pour INVFLOTMAX Nm en ramenant àφ∗
ij les capacités

c′ sur les arcs sortant d’une telle coupe ; sinon, le problème INVFLOTMAX Nm n’a pas
de solution.

1.3.3. Une classe de problèmes inverses polynomiaux

Le théorème 1.1 fournit un résultat d’existence et une méthode de résolution po-
lynomiale pour une large classe de problèmes. Dans le cas général, les problèmes de
cette classe (problèmes linéaires) admettent une infinité de solutions réalisables.
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Pour la plupart des problèmes combinatoires, le problème admet un nombre fini
de solutions réalisables. Dans le cas de problèmes combinatoires pouvant se formuler
comme un programme linéaire tel que le problème de cheminement ou le problème
de coupe de capacité minimum, seules certaines solutions réalisables du problème
linéaire sont des solutions du problème combinatoire (les solutions à composantes
0,1 dans le cas du problème de cheminement par exemple et les solutions minimales
à composantes 0,1 dans le cas de la coupe). L’équivalence desdeux formulations
consiste à montrer que ces conditions peuvent être imposéesà l’optimum.

Considérons un problème combinatoire dont chaque instanceadmet un nombre
fini de solutions et tel que l’objectif est linéaire. Un tel problème s’exprime donc :

PC(c)

{

min 〈c, x〉
x ∈ D

[1.11]

où |D| est fini. Notons que la plupart des problèmes combinatoires entrent dans ce
cadre. Etant donnée une solution réalisablex∗ ∈ D, le problème inverse associé àx∗

et c pour la normeL1 se formule :

INV PC(c, x∗)

{

min ‖c̃ − c‖1

x∗ solution de PC(c̃)
[1.12]

Ce problème admet la formulation linéaire suivante :















min
∑n

i=1 zi

〈c̃, x∗〉 ≤ 〈c̃, x〉,∀x ∈ D [1.13.a]
c̃i − ci ≤ zi [1.13.b]
ci − c̃i ≤ zi [1.13.c]

[1.13]

Il s’agit bien d’un programme linéaire dans la mesure oùD est fini. Notons qu’en
posantzi = |ci| et c̃ = 0 on définit une solution réalisable du programme [1.13].
Par ailleurs, les équations [1.13.b] et [1.13.c] impliquent que le problème est minoré
(z ≥ 0). Le programme [1.13] admet donc toujours une solution optimale.

Pour mettre en évidence des cas où ce problème est polynomial, nous utilisons l’ar-
gument de l’équivalence entre optimisation et séparation [GRÖTSCHEL 81] (voir
aussi [KORTE 02]) qui consiste à remarquer que la méthode desellipsoïdes ne re-
quiert pas la formulation complète d’un programme linéairemais juste la connais-
sance d’un oracle séparateur. La méthode des ellipsoïdes peut être appliquée à des
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programmes linéaires à coefficients rationnels. C’est en particulier le cas du pro-
gramme [1.13] si le vecteur coût initial est rationnel et siD ⊂ Qm, ce qui peut être
supposé pour quasiment tous les problèmes.

Le problème de séparation associé consiste, étant donné un couple(z, c̃), à décider
si il est réalisable pour le problème [1.13] et, dans le cas négatif, à déterminer(u, v)
tel que〈z̃′, u〉 + 〈c′, v〉 < 〈z̃, u〉 + 〈c, v〉 pour tout(z′, c′) réalisable.

Si la contrainte [1.13.b] (resp. [1.13.c]) n’est pas satisfaite, il suffit de poserui =
vi = 1 et uj = vj = 0, j 6= i. Enfin, pour déterminer si la contrainte [1.13.a] est
satisfaite, il suffit de résoudre le problèmePC(c̃) : en notant̂x une solution optimale,
si 〈c̃, x̂〉 = 〈c̃, x∗〉, la contrainte est satisfaite ; sinon,〈z̃′, x∗ − x̂〉 ≤ 0 < 〈c̃, x∗ − x̂〉
et alorsu = x∗ − x̂, v = 0 définit un hyperplan séparateur. Ainsi, siPC(d) est poly-
nomial pour toutd ∈ Qm, le problème de séparation associé au problème [1.13] est
polynomial et alors, par la méthode des ellipsoïdes [GRÖTSCHEL 81], le problème
inverse [1.13] est polynomial.

Notons enfin, que le problème de séparation n’est pas plus difficile si l’on intègre
des contraintes de bornes sur les coefficients dec̃. Le seul problème pouvant survenir
est que le problème inverse contraint peut ne pas avoir de solution, ce qui sera détecté
en temps polynomial.

THÉORÈME1.5.–[AHUJA 01] SoitPC un problème combinatoire du type

PC

{

min 〈c, x〉
x ∈ D

[1.14]

tel que|D| est fini pour chaque instance et{c} ∪ D ⊂ Qm. Si PC est polynomial
(l’objectif c faisant partie de l’instance et pouvant prendre toute valeur deQm), alors
le problème inverse associé àPC est polynomial.

REMARQUE 7.– Réciproquement, si le problème inverse est polynomial,il offre im-
médiatement un test d’optimalité polynomial : une solutionréalisablex est optimale si
et seulement si l’instance associé du problème inverse a pour valeur0. Pour la plupart
des problèmes combinatoiresNP-difficiles connus, il est très facile de montrer qu’un
tel test ne peut exister siP6=NP. Nous donnons, en introduction de la section 1.4, deux
exemples d’application de cet argument.

REMARQUE 8.– Notons aussi que siC ⊂ Zm, le programme résultant est un pro-
gramme linéaire en nombres entiers et le résultat précédentne s’applique plus. Nous
montrerons notamment dans la section 1.4 des exemples pour lesquels le problème
inverse devient difficile dans ce cas.
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REMARQUE 9.– Notons enfin, que même si un problème de programmation linéaire
admet une infinité de solutions, il suffit de considérer le problème consistant à dé-
terminer une solution optimale de base. Les solutions de base sont en nombre fini
et déterminer une solution optimale de base est polynomial (pour un programme ra-
tionnel) d’après le théorème de Khachiyan [KHACHIYAN 79]. En considérant le
problème combinatoire dont les solutions réalisables sontla solution fixéex∗ d’une
part et les solutions de base d’autre part, le théorème 1.5 permet de retrouver le ca-
ractère polynomial de INVPL quelle que soit la forme initiale du programme linéaire
dans la mesure où il existe des sommets extrémaux. Notons quex∗ peut ne pas être
une solution de base.

1.3.4. Pistes à explorer : l’exemple du couplage de poids maximum inverse en va-
riables bivalentes

Les problèmes inverses en variables entières ouvrent un champs très large de pro-
blèmes combinatoires. Nous en avons déjà vu deux exemples pour un problème de
cheminement et un problème de coupe. Jusqu’à présent, presque tous les problèmes
inverses étudiés sont des problèmes en variables continues: C est le plus souventRm

ouR+m. Si le cadre inverse usuel ne concerne que des problèmes pondérés (lorsqu’il
s’agit de modifier l’objectif) ou faisant au moins intervenir des paramètres réels dans
l’expression d’une instance (voir le cas du flot maximum), lecadre inverse en va-
riables 0,1, quant à lui, est déjà naturel lorsque le problème d’origine est non pondéré.
Il permet aussi d’exprimer des situations où l’on modifie la structure de l’instance pour
rendre une solution prédéterminée optimale. Enfin, le casC ⊂ Nm apparaît souvent
comme restriction d’un problème inverse usuel lorsque les coefficients de l’objectif
correspondent à des grandeurs discrètes. Comme nous l’avons vu précédemment, si le
problème d’origine a un objectif linéaire et un nombre fini desolutions réalisables ou
encore des contraintes linéaires, le casC ⊂ Nm se formule par un programme linéaire
en variables entières.

Le dernier exemple de cas polynomial concerne le problème decouplage maxi-
mum (ou de poids maximum) inverse en variables 0,1, noté INVCPM{0,1}m . Le cas
continu (INVCPMRm) est polynomial d’après le théorème 1.5. Nous montrons (voir
[ALFANDARI 04]) dans la section 1.4 que INVCPMNm est NP-difficile dans un
graphe général (en fait le problème INVCPM{0,1}m est égalementNP-difficile). Nous
montrons aussi qu’une version bivaluée d’un autre problèmede couplage (le cou-
plage parfait de poids maximum) reste difficile dans les graphes bipartis. Dans cette
section, nous montrons que INVCPM{0,1}m devient polynomial dans des graphes bi-
partis lorsque les arêtes du couplage fixéM∗ sont toutes valuées par 1. La preuve est
à base de techniques de flots et ne se déduit pas directement duthéorème 1.1 comme
pour le cas des problèmes de cheminement et de coupe.
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Dans un grapheG = (V,E) à n sommets, uncouplageest un ensemble d’arêtes
M ⊆ E deux à deux non adjacentes ; les sommets incidents àM sont ditssaturés
par M , tandis que les autres sont ditsinsaturés. Un couplage estmaximallorsqu’il
n’existe pas de couplage le contenant strictement. Il estmaximums’il est de cardi-
nalité maximum (de valeur maximum dans le cas pondéré). La détermination d’un
couplage maximum dans un graphe peut se faire enO(

√

|V ||E|) [MICALI 80] (pro-
blème pondéré enO(|V |3), voir [GONDRAN 98]), et utilise le principe des chaînes
alternées augmentantes. Rappelons qu’une chaîne alternéeaugmentante relativement
à un couplageM est une chaîne alternant arêtes deE \ M et deM , dont les deux
sommets extrémités sont insaturés parM . Un couplage est maximum si et seulement
si il n’existe pas de chaîne alternée augmentante [BERGE 73]. Pour le cas pondéré
(CPM), la notion de chaîne alternée augmentante se généralise et le problème reste
polynomial, nous y revenons au paragraphe 1.4.4.

Etant donnés un réseau(G = (V,E), w) et un couplageM∗ deG avec|V | = n,
|E| = m et w(e) ∈ {0, 1}m, le problèmedu couplage maximum inverseen variables
0,1, INVCPM{0,1}m , consiste à trouver une fonction poidsw∗ telle que :

i) le couplageM∗ est de poids maximum dans(G,w∗) ;

ii) la quantité
∑

e∈E | w(e) − w∗(e) | est minimum ;

iii) w∗ ∈ {0, 1}m.

Mentionnons ici un cas particulier intéressant. SoitG = (V,E) un graphe etM∗

un couplage. On considère le graphe complet àn = |V | sommets (ou tout graphe
contenantG comme graphe partiel) et on définit un système de poidsw ∈ {0, 1}|V |

représentant les arêtes présentes dansG (w(e) = 1,∀e ∈ E). Le problème inverse
à composantes 0,1 associé correspond au cas où les arêtes du couplage fixé (iciM∗,
couplage deG) sont de poids 1. Il s’agit alors de modifier l’instance (ajouter ou re-
trancher des arêtes) pour rendreM∗ de cardinal maximum dans le graphe modifié. Il
est clair dans ce cas qu’il n’est jamais intéressant de modifier une valeur d’arête de
0 à 1 de sorte que l’on peut supposerw∗ ≤ w. De même,w∗(e) = 1,∀e ∈ M∗ car
diminuer la valeur d’une arête deM∗ diminue de 1 la valeur de tout couplage (dont
M∗) contenant cette arête. Dans ces circonstances, le problème consiste à déterminer
un ensemble de cardinal minimum d’arêtesE∗ ⊆ E \ M∗ de sorte queM∗ est un
couplage maximum dans le graphe partielG′ = (V,E \ E∗) (w − w∗ est le vec-
teur caractéristique deE∗). Pour la suite de cette section, nous nous limitons à ce cas
particulier.

THÉORÈME1.6.–[ALFANDARI 04] Le problèmeINVCPM{0,1}m (m est le nombre
d’arêtes) pour lequel le couplage fixé ne contient que des arêtes de valeur 1 est poly-
nomial dans les graphes bipartis.
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Preuve. soit une instance de INVCPM{0,1}m constituée d’un graphe bipartiG =
(L ∪ R,E), |L ∪ R| = m, et d’un couplageM∗ surG ; nous notons parV (M∗) les
sommets insaturés parM∗.

Si L∩V (M∗) = ∅ ouR∩V (M∗) = ∅, alorsM∗ est déjà un couplage maximum
etE∗ = ∅. Supposons doncL ∩ V (M∗) 6= ∅ ouR ∩ V (M∗) 6= ∅ ; nous construisons
le graphe orienté

−→
G = (V ∪ {s, t},

−→
E ) de la manière suivante :−→e = (x, y) ∈

−→
E

si (x, y) ∈ M∗, x ∈ R et y ∈ L ou (x, y) ∈ E \ M∗, x ∈ L et y ∈ R ou x = s
et y ∈ L ∩ V (M∗) ou enfinx ∈ R ∩ V (M∗) et y = t. La figure 1.1 illustre cette
construction (les arêtes deM∗ sont dessinées en trait continu, celles deE \ M∗ en
pointillés).

−→
G

s t

L R

G

Figure 1.1. Exemple de la transformation deG en
−→
G

Nous vérifions aisément qu’à tout chemin des à t dans
−→
G correspond une unique

chaîne alternée augmentante deG et réciproquement, qu’à toute chaîne alternée aug-
mentante deG, il est possible d’associer un unique chemin des à t dans

−→
G .

Ainsi, en construisant le réseau(
−→
G, c) avecc(−→e ) = 1 si e ∈ E et c(−→e ) =

|E| − |M∗| + 1 si −→e = (s, x) ou (y, t), l’algorithme deFord et Fulkersonpermet de
déterminer un flot maximum à composantes 0,1 et unecoupe de capacité minimum
séparants det. Une telle coupe consiste en un ensemble d’arcs de cardinal minimum
coupant tous les chemins des à t, c’est-à-dire à déterminerE∗, ensemble d’arêtes de
cardinal minimum dans le graphe initial coupant toutes les chaînes alternées augmen-
tantes par rapport au couplageM∗.
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1.4. Problèmes inverses difficiles

L’objectif de cette section est de mettre en évidence certains problèmes d’optimisa-
tion inverse difficiles. Nous commençons d’abord par illustrer à travers deux exemples
(le problème destable de poids maximumet levoyageur de commerce maximum) com-
ment déduire un résultat de difficulté pour un problème inverse à partir d’un résultat
de difficulté pour le problème initial. Même si une réciproque du théorème 1.5 ne
semble pas évidente à montrer, il semble que de tels résultats peuvent être établis pour
nombre de problèmes combinatoiresNP-difficiles. Une autre question soulevée par le
théorème 1.5 est de savoir s’il existe des problèmes naturels polynomiaux dont une
version inverse (en variables continues et positives) serait difficile. L’existence d’un
tel problème est longtemps restée ouverte et a été résolue dans [CAI 99] : le problème
delocalisation d’un centre inverseen variables continues estNP-difficile, alors même
que le problème de localisation d’un centre est polynomial (et même trivial). C’est
l’hypothèse de linéarité dans le théorème 1.5 qui n’est pas satisfaite dans ce cas.

Nous nous intéresserons ensuite à des problèmes d’optimisation inverse sous des
hypothèses plus restrictives, notamment des problèmes inverses partiels et des pro-
blèmes inverses à variables entières ou binaires. Les problèmes inverses partiels ont
fourni les premiers exemples de problèmes polynomiaux donnant lieu à un problème
inverse difficile. Plus précisément, nous décrivons (voir [YANG 01]) un cas pour le-
quel le problème decoupe de capacité minimum inversepartiel estNP-difficile alors
même que nous avons vu dans la section 1.3 plusieurs versionsnon partielles polyno-
miales. Le cadre des problèmes inverses en variables entières a été relativement peu
étudié jusqu’à présent et fournirait sans doute de nombreuxexemples de cas difficiles.
Nous montrons notamment que le problème decouplage de poids maximum inverse
en variables entières est difficile. Notons que nous avons proposé au paragraphe 1.3.4
un cas polynomial et que d’après le théorème 1.5, différentes versions en variables
continues sont également polynomiales.

1.4.1. Problèmes NP-difficiles inverses

Nous avons noté, après le théorème 1.5, qu’un problème admettant une version
inverse polynomiale admet un test d’optimalité polynomial. Pour la plupart des pro-
blèmesNP-difficiles, on peut montrer qu’un tel test ne peut exister, si P6=NP.

1.4.1.1. L’exemple du stable de poids maximum

Le problème dustable de poids maximum, noté SPM, consiste, étant donnés un
graphe simpleG = (V,E) et une fonction de poidsw définie sur les sommets deV , à
trouver un stable (sommets deux à deux non liés par une arête)S∗ deG dont la somme
w(S∗) =

∑

v∈S∗ w(v) est maximum. Lenombre de stabilitédeG, notéα(G), est
la cardinalité maximum d’un stable (w(v) = 1 pour tout sommetv ∈ V ). SPM est
NP-difficile [GAREY 79]. On noten = |V | etm = |E|.
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Le problème dustable de poids maximum inverse, noté INVSPM, consiste, étant
donnée une instanceI = (G,S∗, w), à modifier les poids des sommets de sorte que :

i) le stableS∗ soit de poids maximum dans(G,w∗),

ii) la quantité
∑

v∈V | w(v) − w∗(v) | soit minimum.

Dans le cas des variables binaires, on peut facilement montrer à l’aide d’arguments
similaires à ceux exposés dans au paragraphe 1.3.4, que la restriction du problème
INVSPM{0,1}n pour laquelle le stableS∗ fixé ne contient que des sommets de valeur 1
est équivalente au problème consistant à retirer un nombre minimum de sommets pour
rendre un stable fixéS∗ optimal.

Il est facile de montrer qu’un test d’optimalité polynomialpour le problème de
stable de cardinal maximum permettrait de déterminer le nombre de stabilité en temps
polynomial. En effet, étant donné un grapheG = (V,E), on construit un grapheGk

en ajoutant un stableSk de taillek totalement lié aux sommets deV . Sk est optimal
dansGk si et seulement si le nombre de stabilité deG est inférieur ou égal àk. Il suffit
donc, pour déterminerα(G), de considérer pour chaquek ∈ {0, . . . n} l’instanceGk

et de poserS∗ = Sk. α(G) est le plus grandk pour lequel ces instances de INVSPMA

(A ∈ {Nn, R+n, {0, 1}n}, sont de valeur nulle.

Il est également intéressant de remarquer que le problème destable maximum se
réduit directement à sa version inverse par une réduction préservant la valeur optimale.
Soit G = (V,E) un graphe simple, nous construisons une instanceI = (G′, S∗, w)
de INVSPMA, A ∈ {Nn, R+n} de la manière suivante :

1) G′ = (V ′, E′) oùV ′ = V ∪ {s} etE′ = E ∪ {[v, s]|v ∈ V } ;

2) La fonction de poidsw est donnée parw(v) = 1 pour toutv ∈ V etw(s) = 0 ;

3) S∗ = {s}.

Soit w′ une solution réalisable pour le problème inverse. Si il existe v0 ∈ V ,
w′(v0) > w(v0), alors la solution obtenue en diminuant le poids dev0 à w(v0) reste
réalisable et de valeur (‖w′ − w‖1) meilleure. On peut donc supposerw′(v) ≤ w(v)
pour tout sommetv ∈ V . Supposons qu’alors il existev0 ∈ V , w′(v0) = w(v0) − ε
avecε > 0. Alors en posantw′′(s) = w′(s) + ε, w′′(v0) = w(v0) etw′′(v) = w′(v)
sinon,w′′ reste réalisable (c’est-à-dire{s} reste un stable de valeur maximum) et
‖w′ − w‖1 = ‖w′ − w‖1. En réitérant ce procédé, on montre que pour toute solution
réalisablew′ de INVSPMA on peut construire en temps polynomial une solution réa-
lisablew̃ au moins aussi bonne telle quẽw(s) ≥ w(s) et w̃(v) = w(v) pourv ∈ V .
Une telle solution est réalisable pour INVSPMA si et seulement sĩw(s) ≥ α(G). Une
solution optimalew∗ de INVSPMA est donc de valeurα(G). On a donc la proposi-
tion 1.1 :

PROPOSITION1.1.– [ALFANDARI 04] Aucun des problèmesINVSPMA où A ∈
{Nn, R+n, {0, 1}n} n’est résoluble en temps polynomial à moins queP=NP.
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v2v1

v3v4

G′

0

Figure 1.2. Exemple de la transformation deG enI = (G′, {s}, w)

1.4.1.2. Une remarque sur le problème de voyageur de commerce maximuminverse

Le problème devoyageur de commerceTSPMAX consiste, dans un graphe com-
plet arêtes-pondéré, à déterminer uncycle hamiltonien(passant une fois et une seule
en chaque sommet) de valeur maximum. Ce problème estNP-difficile. Il ne semble
pas si aisé que dans le cas précédent de le réduire à une version inverse. Toutefois,
nous montrons que, siP6=NP, TSPMAX n’admet pas de test d’optimalité polyno-
mial et donc le problème inverse est non polynomial. Le problème devoyageur de
commerce maximum inverse, noté INVTSPMAX , consiste étant donnés(Kn, d) une
instance de TSPMAX et un cycle hamiltonienC∗, à modifier aussi peu que possible
les distances de sorte queC∗ devienne un cycle hamiltonien de poids maximum dans
le nouveau graphe.

Le problème suivant est prouvéNP-complet dans [PAPADIMITRIOU 94] :étant
donnés un grapheG = (V,E) et un cycle hamiltonienC, existe-t-il un second cycle
hamiltonien? Considérons un graphe instance de ce problème, affectons la valeur 1 à
ses arêtes et complétons-le par des arêtes de valeur nulle enun graphe complet. Pour
chaque arêtee du cycle hamiltonien connuC, on pose à 0 la valeur dee et on considère
le grapheGe résultant muni du cycleC comme une instance de INVTSPMAXA, pour
A ∈ {Nm, R+m, {0, 1}m} ou m = |E|. On vérifie immédiatement queC est un
cycle de valeur maximum dansGe si et seulement si tous les cycles hamiltoniens
contiennente. Il existe donc un second cycle hamiltonien dansG si et seulement si
pour au moins une arêtee deC, le problème inverse associé est de valeur non nulle.
On a donc la proposition 1.2 :

PROPOSITION1.2.–[ALFANDARI 04] SiP6=NP, le problèmeINVTSPMAXA, pour
A ∈ {Nm, R+m, {0, 1}m} n’admet pas d’algorithme polynomial.
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1.4.2. Problème de localisation de centre

Etant donnés un graphe orienté
−→
G = (V,

−→
E ) et une fonction distanced de

−→
E à

valeur dansR+, le problème delocalisation de centre, noté 1-LC, consiste à trou-
ver un sommets ∈ V (appelécentre du réseau) de manière à minimiser la quantité
vald(s) = maxv∈V \{s} d(P ∗

s,v) où d(P ∗
s,v) désigne la valeurd’un plus court che-

min de s à v (lorsqu’un tel chemin n’existe pas, on posed(P ∗
s,v) = +∞). Ce pro-

blème est polynomial car il suffit d’essayer chaque sommet etde calculer sa valeur
(rappelons que le problème de cheminement de valeur minimumest polynomial) ; il
le reste lorsque l’on cherche à placer un nombre fixé de centres (voir par exemple
[CHRISTOFIDES 75]). En revanche, le problème devientNP-difficile si le nombre
de centres fait partie de l’instance [GAREY 79].

Le problème delocalisation de centre inverse, noté INV1-LC, consiste, étant don-
nés un réseau(

−→
G, d) et un sommets ∈ V , à trouver une fonction distanced∗ de

−→
E à

valeur dansR+ telle que :

i) le sommets devient le centre optimal du réseau(
−→
G, d∗),

ii) la quantité
∑

−→e ∈
−→
E

|d(−→e ) − d∗(−→e )| est minimum.

Dans [CAI 99], INV1-LC
R+m′ où m′ = |E| est montréNP-difficile. La preuve

établit une réduction polynomiale à partir du problème de satisfiabilité, noté SAT. Une
instance est définie par un ensemble den variables booléennesX = {x1, . . . , xn} et
un ensemble dem clausesC = {C1, . . . , Cm} impliquant les variables deX. La
négation d’une variablexi est notéexi : elle vaut vrai lorsquexi est faux et faux
lorsquexi est vrai ; une variable booléenne ou sa négation est appeléelittéral. Une
clauseest une disjonction de littéraux et estsatisfaite par une affectation de valeurs
de véritési au moins l’un de ses littéraux est vrai.

L’objectif de SAT consiste, étant donnée une instance(C,X), à savoir s’il existe
unefonction de véritéf , c’est-à-dire une fonction deX dans{vrai, faux}, qui satis-
fait toutes les clauses deC. Notons que ce problème fut le premier problème à avoir
été montréNP-complet.

THÉORÈME 1.7.–[CAI 99] Le problèmeINV1-LC
R+m′ où m′ = |

−→
E | en variables

continues estNP-difficile.

Preuve.soit I = (C,X) avecX = {x1, . . . , xn} et C = {C1, . . . , Cm} une ins-
tance de SAT. Nous construisons une instanceI ′ = (

−→
G, s, d) de INV1-LC

R+m′ de
la manière suivante : le graphe

−→
G = (V,

−→
E ), où V = {vi, xi, xi|i = 1, . . . , n} ∪

{vn+1, vn+2, vn+3}∪{Cj |j = 1, . . . ,m}, se décompose en trois sous-graphes
−→
G1,

−→
G2

et
−→
G3.
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Le graphe
−→
G1, illustré par la figure 1.3, contient les liaisons entre les sommets

vi et les sommetsxi etxi. Les arcs dessinés en pointillés sont de distance nulle tandis
que ceux dessinés en traits continus sont de distance 1.

xn

v1

x1 x2

v2 vn+1

vn+2xn

vn

vn+3x2x1

Figure 1.3. Le sous-graphe
−→
G1

Le graphe
−→
G2 est le graphe biparti caractéristique de l’instanceI = (C,X) dont

les sommets représentent les littérauxxi etxi pouri = 1, . . . , n, ainsi que les clauses
Cj pour j = 1, . . . ,m ; il existe alors un arc(li, Cj) si et seulement si le littéralli
appartient à la clauseCj . Un exemple est illustré par la figure 1.4.

CmC1

xnxnx2x2x1x1

C2

Figure 1.4. Exemple de sous-graphe
−→
G2 contenant les clauses

C1 = x1 ∨ x2 ∨ xn, C2 = x1 ∨ x2 etCm = x2 ∨ xn

Le graphe
−→
G3 contient les arcs d’extrémité initialevn+2 ou vn+3 : ces deux

sommets sont reliés à tous les autres sommets deV par des arcs partant devn+2 ou
vn+3 (en particulier, les arcs(vn+2, vn+3) et (vn+3, vn+2) existent dans

−→
G ).

Le sommetv1 est centre (c’est-à-dires = v1).

La fonction distanced vaut d(−→e ) = 0 si −→e = (xi, vi+1) où −→e = (xi, vi+1)
pouri = 1, . . . , n, vautd(−→e ) = 1 sinon.

Toute fonction distanced′ doit vérifierd′(−→e ) ∈ R+ pour tout arc−→e .

Cette transformation s’exécute en temps polynomial et nousaffirmons queI est
satisfiable si et seulement si l’instanceI ′ admet une fonction distanced∗ de

−→
E vers

R+ telle quev1 est centre de(
−→
G, d∗) et telle que la somme des modifications des

distances vaut au plusn, c’est-à-dire
∑

−→e ∈
−→
E

| d(−→e ) − d∗(−→e ) |≤ n. Tout d’abord,

remarquons que les sommetsvn+2 et vn+3 sont centres optimaux du réseau(
−→
G, d),

avecvald(vn+2) = vald(vn+3) = 1 (voir le réseau(
−→
G3, d)).



30 Optimisation Combinatoire

Supposons queI est satisfiable et soitf une fonction de vérité satisfaisant toutes
les clauses deC ; nous modifions la fonction de poidsd de la façon suivante :

1) ∀i ∈ {1, . . . , n}, d∗(vi, zi) = 0 où zi = xi si f(xi) = vrai et zi = xi si
f(xi) = faux.

2) d∗(−→e ) = d(−→e ) pour tous les autres arcs−→e .

Bien entendu, les contraintes imposées sur la fonctiond∗ sont vérifiées et l’on a
vald∗(v1) = 1. Considérons en effet les cheminsP ∗

v1,vi
dev1 àvi (resp.,P ∗

v1,zi
dev1

à zi) dans le réseau(
−→
G1, d

∗) pour i = 2, . . . , n + 1, décrits par la séquenceP ∗
v1,vi

=
{(v1, z1), (z1, v2), . . . , (vi−1, zi), (zi, vi)} (resp.,P ∗

v1,zi
= P ∗

v1,vi
\ {zi, vi)} : on a

d∗(P ∗
v1,vi

) = 0 et d∗(P ∗
v1,zi

) = 0. De plus, par construction, il existe pour toute
clauseCj un littéralxij

(ou xij
) de cette clause tel quef(xij

) = vrai (ou f(xij
) =

faux), puisquef satisfait toutes les clauses ; dans le réseau(
−→
G2, d

∗), cela se tra-
duit pard∗(zij

, Cj) = d(zij
, Cj) = 1 et l’on déduit :d∗(P ∗

v1,Cj
) = d∗(P ∗

v1,zij
) +

d∗(zij
, Cj) = 1. Finalement,d∗(P ∗

v1,y) = d∗(P ∗
v1,vn+1

) + d∗(vn+1, y) = 1 pour
y = vn+2 ou y = vn+3. Ainsi, puisque∀v ∈ V, vald∗(v) ≥ 1, v1 est centre optimal
du réseau(

−→
G, d∗) et la somme des modifications vaut

∑

−→e ∈
−→
E

| d(−→e )−d∗(−→e ) |= n.

Réciproquement, soitd∗ une modification de la fonction distance à valeurs dans
R+ telle que le sommetv1 est centre optimal du réseau(

−→
G, d∗) et qui vérifie

∑

−→e ∈
−→
E

|

d(−→e ) − d∗(−→e ) |≤ n. Montrons qu’alors on peut construire une fonction de vérité f
satisfaisant toutes les clauses deC. Remarquons d’abord que tous les chemins élémen-
taires dev1 à vn+2 (ou vn+3) appartiennent à

−→
G1 et que ce sont tous des plus courts

chemins de valeurd(P ∗
v1,vn+2

) = n + 1 ; ainsi, puisque la somme des modifications
vaut au plusn, on déduit que :vald∗(v1) ≥ 1. De plus, on doit au moins diminuer
la valeur d’un de ces chemins d’une quantitép1. Par construction du graphe

−→
G1, cela

reviendra à réduire la distance de certain arcs(vi, xi) ou (vi, xi) (les autres arcs ont
une distance 0) ou de l’arc(vn+1, vn+2) (nous montrons plus loin que la distance de
cet arc ne doit pas être modifiée). Puisqued(P ∗

v1,vn+2
) = n + 1, la sommep1 de ces

pertes vérifiera :p1 ≥ n + 1 − vald∗(v1).

De même, puisque dans le réseau(
−→
G, d), vald(vn+2) = 1 (voir le graphe

−→
G3), les

modifications permettent d’ajouter au plusn à cette valeur valeur dans(
−→
G, d∗). En

d’autres termesvald∗(vn+2) ≤ n + 1. Le sommetv1 étant centre optimal pourd∗,
nous concluons que :vald∗(v1) ≤ vald∗(vn+2) ≤ n + 1. Ainsi, il faudra au moins
augmenter la valeur d’un des cheminsP ∗

vn+2,y vérifiant d(P ∗
vn+2,y) = vald(vn+2)

d’une quantitép2. Par construction du graphe
−→
G3, chacun de ces chemins est réduit

à un arc de la forme(vn+2, v) pour v ∈ V \ {vn+2}. Commevald(vn+2) = 1, la
quantitép2 ajoutée à la distance de cet arc vérifiera :p2 ≥ vald∗(v1) − 1.

Le sommetvn+3 étant lui aussi centre optimal du réseau(
−→
G, d) et les chemins

P ∗
vn+3,v qui vérifientd(P ∗

vn+3,v) = vald(vn+3) étant disjoints des chemins optimaux
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issus devn+2, le même raisonnement que précédemment s’applique. Ainsi,on doit au
moins ajouter à un des arcs(vn+3, v) une quantitép3 : p3 ≥ vald∗(v1) − 1.

Naturellement,p1 + p2 + p3 ≤
∑

−→e ∈
−→
E

| d(−→e ) − d∗(−→e ) |≤ n ; la somme des

trois dernières inégalités fournit :vald∗(v1) ≤ 1. On en déduitvald∗(v1) = 1, de plus
p1 = n, p2 = 0 etp3 = 0.

Montrons maintenant qued∗(vn+1, vn+2) = d(vn+1, vn+2) et d∗(vn+1, vn+3) =
d(vn+1, vn+3). Supposons le contraire et soitεi ≥ 0 pouri = 1, 2, la réduction de la
distance de l’arc(vn+1, vn+1+i), c’est-à-dired∗(vn+1, vn+1+i) = d(vn+1, vn+1+i)−
εi. Sans perte de généralité, supposonsε1 > 0. Puisque la somme des modifica-
tions p1 dans

−→
G1 vaut n, cela indiquera que nous pourrons diminuer au maximum

de(n − ε) avecε = ε1 + ε2, la distance d’un plus court chemin dev1 àvn+1. Autre-
ment ditd∗(P ∗

v1,vn+1
) ≥ d(P ∗

v1,vn+3
) − (n − ε) = ε. La répercussion de la diminu-

tion de cette distance sur le cheminP ∗
v1,vn+3

donnerad∗(P ∗
v1,vn+3

) ≥ d(P ∗
v1,vn+1

) +
d∗(vn+1, vn+3) = ε+1−ε2 = 1+ε1, ce qui contrediraitvald∗(v1) = 1. Ainsi, seules
les distances des arcs de la forme(vi, xi) ou (vi, xi) seront modifiées. Puisque leur
distance vaut 1, qu’ils sont au nombre den sur le cheminP ∗

v1,vn+2
, et quep1 = n, on a

pour touti = 1, . . . , n soitd∗(vi, xi) = 0 soitd∗(vi, xi) = 0. Construisons la fonction
de véritéf suivante :f(xi) = vrai si d∗(vi, xi) = 0 etf(xi) = faux si d∗(vi, xi) =

0. Par construction du graphe
−→
G2 et en se servant de l’égalitévald∗(v1) = 1, on vérifie

aisément quef satisfait toutes les clauses deC.

1.4.3. Un problème inverse partiel : la coupe de capacité minimum

Nous avons vu au paragraphe 1.3.1.2 que le problème de la coupe de capacité
minimum inverse en variables continues ou entières et positives est polynomial. En
revanche, le problème partiel PINVCOUPEM IN en variables bornées estNP-difficile.

THÉORÈME 1.8.– [YANG 01] Le problème partielPINVCOUPEM IN [ai;bi]m en va-
riables bornées estNP-difficile.

Preuve.la réduction polynomiale se fait à partir d’une restrictiondu problème de la
bipartition appeléebipartition paire et notée BIPARTPAIRE où les élémentsai sont
en nombre pair. Il s’agit de décider s’il existeS ⊂ {1, . . . , 2n} tel que

∑

i∈S ai =
∑

i∈{1,...,2n}\S ai. Ce problème estNP-complet. En effet, le cas où lesai sont en
nombre impair se réduit polynomialement au cas où ils sont ennombre pair. Le prin-
cipe de cette réduction est de transformer une instanceI à 2n + 1 éléments en2n
instancesI1, . . . , I2n à2n éléments chacune oùIj est obtenue à partir deI en rempla-
çant les élémentsa1 etaj+1 en l’élémenta′

j = a1 +aj+1. Il est alors aisé de constater
que la réponse àI est oui si et seulement si la réponse à au moins l’une des instances
Ij est oui, puisque l’on peut supposer sans restriction que2 ≤ |S| ≤ 2(n − 1).
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Soit donc{a1, . . . , a2n} avec
∑2n

i=1 ai = 2B une instance de BIPARTPAIR. On
construit l’instanceI = (

−→
H,U, c) de PINVCOUPEM IN [ai;bi] de la manière suivante :

1) Le graphe
−→
G = (V,

−→
E ) a 3n + 2 sommets avecV = {s, t} ∪ U ∪

L ∪ R où U = {u1, . . . , un}, L = {l1, . . . , ln}, R = {r1, . . . , rn} et
−→
E =

{(s, ui), (ui, li), (li, t), (ui, ri), (ri, t)|i = 1, . . . , n} ;

2) La fonction de capacitéc est donnée parc(s, ui) = 2B − 1
2nB, c(ui, li) =

c(ui, ri) = B, c(li, t) = B − 1
2a2i−1 et c(ri, t) = B − 1

2a2i pouri = 1, . . . , n ;

3) On ne s’intéresse, dans la logique du problème inverse partiel, qu’aux coupes
séparants et t et contenant l’ensembleU ;

4) Toute fonction capacitéc′ doit vérifierc′(s, ui) = 2B − 1
2nB (l’intervalle est

donc[2B− 1
2nB; 2B− 1

2nB]), c′(ui, li) = c′(ui, ri) = B, c′(li, t) ∈ [B− 1
2a2i−1;B+

1
2a2i−1] et c′(ri, t) ∈ [B − 1

2a2i;B + 1
2a2i].

rn

u1

ui

un

s t

U

L

R

li

ln

l1

r1

ri

Figure 1.5. Exemple de la transformation de{a1, . . . , a2n} enI = (
−→
G, U, c)

La figure 1.5 illustre cette transformation. Nous montrons qu’il existe un ensemble
S∗ ⊂ {1, . . . , 2n} avec

∑

i∈S∗ ai = B si et seulement s’il existe une coupeV ∗ avec
{s}∪U ⊆ V ∗, t /∈ V ∗ et une fonction capacité optimalec∗ satisfaisant les contraintes
d’intégrité telles que :V ∗ est une coupe de capacité minimum dans le réseau(

−→
G, c∗)

et la somme des modifications est au plusB.

Soit c∗ une fonction capacité optimale ; remarquons que toute coupeV ′ contenant
s etU peut s’écrireV ′ = {s}∪U∪L0∪R0 avecL0 ⊆ L etR0 ⊆ R. Si li ∈ L0 (resp.,
li /∈ V ′), alors(li, t) ∈ Ω(V ′) (resp.,(ui, li) ∈ Ω(V ′)) ; nous rappelons queΩ(V ′)
désigne le cocycle sortant deV ′, c’est-à-dire l’ensemble des arcs d’extrémité initiale
dansV ′ et d’extrémité terminale dansV \ V ′ ; de même, siri ∈ R0 (resp.,ri /∈ V ′),
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alors(ri, t) ∈ Ω(V ′) (resp.,(ui, ri) ∈ Ω(V ′)) : en fait, on a «(ui, li) ∈ Ω(V ′) ⇔
(li, t) /∈ Ω(V ′) » et « (ui, ri) ∈ Ω(V ′) ⇔ (ri, t) /∈ Ω(V ′) » et ainsi,|Ω(V ′)| = 2n.
De plus, en notantS = {2i−1|li ∈ L0}∪{2i|ri ∈ R0}, p2i−1 = c(li, t)−c∗(li, t) et
p2i = c(ri, t) − c∗(ri, t) pouri = 1, . . . , n, la capacité de la coupeV ′ vautc∗(V ′) =
2nB + 1

2

∑

i∈S ai −
1
2

∑

i∈S pi.

Soit V ∗ une coupe optimale du réseau(
−→
G, c∗) contenants et U ; on ac∗(V ∗) ≤

c∗({s}) = 2nB+ 1
2B et on en déduit :

∑

i∈S∗ pi ≥
1
2B+ 1

2

∑

i∈S∗ ai. Les contraintes
sur les capacités imposentpi ≤ ai et donc,

∑

i∈S∗ pi ≤
∑

i∈S∗ ai. Des deux dernières
inégalités, on déduit

∑

i∈S∗ ai ≥ B. Par ailleurs, comme
∑

i∈S∗ pi ≤
∑

−→e ∈
−→
E

|c(−→e )−

c∗(−→e )| ≤ B et d’après la première inégalité, on a :
∑

i∈S∗ ai ≤ B. S∗ est donc une
bipartition paire.

Réciproquement, soitS∗ une bipartition de{a1, . . . , a2n}. Modifions les capacités
par c∗(li, t) = B − 1

2a2i−1 si 2i − 1 ∈ S∗, c∗(ri, t) = B − 1
2a2i si 2i ∈ S∗ et

c∗(−→e ) = c(−→e ) pour tous les autres arcs. La fonction capacitéc∗ vérifie les contraintes
de bornes et de plus

∑

−→e ∈
−→
E

|c(−→e )− c∗(−→e )| = B. PosonsV ∗ = {s}∪U ∪{li|2i−

1 ∈ S∗} ∪ {ri|2i ∈ S∗}. On vérifie aisément queV ∗ est une coupe optimale dans le
réseau(

−→
G, c∗).

1.4.4. Problème du couplage de poids maximum

Nous reprenons le problème du couplage introduit au paragraphe 1.3.4. Dans un
grapheG = (V,E) à n sommets, un couplageM∗ est ditparfait s’il est de taille
|M∗| = n

2 ; notons qu’un couplage parfait est nécessairement maximum. Lorsque le
grapheG est muni d’une fonction poidsw sur ses arêtes (on parle en ce cas de réseau
(G,w)), le poids d’un couplageM est donné parw(M) =

∑

e∈M w(e). Le problème
qui nous intéresse alors est de déterminer un couplage de poids maximum, noté CPM.
Lorsque tous les poids valent 1, il s’agit du problème du couplage maximum. On s’in-
téresse parfois à rechercher uncouplage parfait de poids maximum(qui ne coïncide
pas nécessairement avec un couplage de poids maximum) parmiles couplages parfaits
du graphe ; cette restriction sera notée CPPM. Notons que lorsque le graphe est bi-
parti, CPPM est équivalent auproblème d’affection. La détermination d’un couplage
(parfait ou non) de poids maximum est de complexité polynomiale et peut se faire
enO(n3) (voir [GONDRAN 98, PAPADIMITRIOU 98]). Comme pour le cas non
pondéré (voir le paragraphe 1.3.4), il existe plusieurs caractérisations des couplages
de poids maximum. La plus célèbre, due à Berge, généralise aucas pondéré le concept
dechaînes ou cycles alternés2 et s’énonce comme suit : un couplageM∗ est de poids

2. Une chaîne (resp., un cycle) alternée relativement à un couplageM est une chaîne (resp., un
cycle) alternant arêtes deM et deE \ M ; dans le cas d’une chaîne, chacune de ses extrémités
doit être soit une arête deM , soit une arête deE \ M incidente à un sommet insaturé parM .
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maximum si et seulement si pour toute chaîne ou cycle alternéE′, le coût réduit
w̄(E′) = w(M∗∩E′)−w(E′\M∗) est positif ou nul (voir [BERGE 73]). Une chaîne
(resp., cycle) alternéeE′ dont le coût réduit est strictement négatif est appelée chaîne
(resp., cycle)augmentante(c’est-à-dire que le couplageM ′ = (M∗ \E′)∪(E′ \M∗)
à un poids strictement plus grand queM∗).

Le problèmedu couplage (resp., parfait) de poids maximum inverse, noté INVCPM
(resp., INVCPPM), consiste donc, étant donnés un réseau(G,w) et un couplage
(resp., parfait)M∗, à trouver une fonction poidsw∗ telle que :

i) le couplageM∗ est de poids maximum (resp., parmi les couplages parfaits)
dans(G,w∗) ;

ii) la quantité
∑

e∈E | w(e) − w∗(e) | est minimum (relativement à l’ensemble
des fonctions de poids pour lesquellesM∗ est (resp., parfait) de poids maximum).

Le lemme 1.1 est prouvé dans [ALFANDARI 04] :

LEMME 1.1.–[ALFANDARI 04] Pour les problèmesINVCPMA et INVCPPMA où
A ∈ {Nm; R+m} avecm = |E|, on peut réduire en temps polynomial toute instance
à une instance satisfaisant les propriétés suivantes :

i) le couplageM∗ est maximal dansG ;

ii) chaque arêtee ∈ E appartient à une chaîne ou cycle augmentant relativement
à M∗ dans(G,w) ;

(iii) toute fonction poidsw∗ optimale vérifie :∀e ∈ M∗, w∗(e) ≥ w(e) et ∀e ∈
E \ M∗, w∗(e) ≤ w(e). De plus, Il existe une fonction poidsw∗ optimale telle que :
∀e ∈ E \ M∗, w∗(e) = w(e).

Preuve.nous démontrons uniquement ces résultats pour INVCPM.

Pouri) : supposons le contraire et soitei une arête telle queM∗ ∪ {ei} reste un
couplage. Dans ce cas, on a nécessairementw∗(ei) = 0 etei peut être supprimé deG.

Pourii) : soit une arêtee = [vi, vj ] ∈ E n’appartenant à aucune chaîne ou cycle
augmentant. On prouve facilement que pour toute fonction poids optimalew∗ on a
w∗(e) = w(e). Aussi, sie ∈ M∗ alors on peut remplacerG par le sous-graphe
engendré parV \{vi, vj} etM∗ parM∗\{e}, tandis que sie /∈ M∗, on peut supprimer
e deG.

Pour iii) : la première partie du résultat s’obtient sans peine. Supposons la pro-
priété (i) vérifiée et soitw∗ une fonction de poids optimale pour laquelle il existe
e′ /∈ M∗ telle quew∗(e′) = w(e′) − ε ; puisqueM∗ est maximal, il existee∗ ∈ M∗

adjacent àe′. En posantw′(e) = w∗(e) poure /∈ {e′, e∗}, w′(e′) = w(e) etw′(e∗) =
w∗(e∗) + ε, on obtient une nouvelle fonction de poids optimale. Soit eneffet M un
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couplage maximal quelconque : sie∗ ∈ M (alorse′ /∈ M ), w′(M) = w∗(M) + ε ≤
w∗(M∗) + ε = w′(M∗) ; sinon,w′(M) ≤ w∗(M) ≤ w∗(M∗) + ε = w′(M∗).

Dans chacun des casi), ii) et iii), en répétant tant que possible ces opérations,
nous obtenons le résultat souhaité.

REMARQUE 10.– Notons que la résolution de INVCPPMA oùA ∈ {Nm; R+m} per-
met celle du problème INVCPMA lorsque le couplageM∗ est parfait. En d’autres
termes, il existe une réduction polynomiale de INVCPMA vers INVCPPMA. Pour
le montrer, partons d’une instanceI = (G,M∗, w) de INVCPMA avecM∗ cou-
plage parfait deG = (V,E) ; construisons alors l’instanceI ′ = (G′,M∗, w′) de
INVCPPM oùG′ = (V,E′) est le graphe complet issu deG et la fonctionw′ est
définie par :w′(e) = w(e) si e ∈ E, w′(e) = 0 sinon. On remarque qu’une fonc-
tion de poidsw′∗ vérifiant le lemme 1.1 est optimale pour INVCPPMA si et seule-
ment si sa restrictionw∗ à G est optimale pour INVCPMA. En d’autres termes,M∗

est un couplage de poids maximum dans(G,w∗) si et seulement siM∗ est un cou-
plage de poids maximum parmi les couplages parfaits dans(G′, w′∗). Ainsi, puisque
∑

e∈E | w(e) − w∗(e) |=
∑

e∈E′ | w′(e) − w′∗(e) |, le résultat est démontré.

Nous montrons que INVCPPM en variables bivaluées estNP-difficile dans les
graphes bipartis alors que, pour ces graphes, la version la plus générale INVCPPMR+m

(voir [AHUJA 01, HUANG 99, ZHANG 96a]) et une restriction en variables{0, 1}
(voir le paragraphe 1.3.4) sont polynomiales.

THÉORÈME 1.9.– [ALFANDARI 04] Le problèmeINVCPPM{ai,bi}m est NP-di-
fficile, même dans les graphes bipartis.

Preuve.la réduction polynomiale s’effectue à partir duproblème de la bipartition,
connu comme étantNP-complet [GAREY 79] ; ce problème, noté BIPART, consiste
à décider si, étant donnésn entiersa1, . . . , an dont la somme vaut

∑n
i=1 ai = 2B, il

existeS ⊂ {1, . . . , n} tel que
∑

i∈S ai = B. Soit donc,{a1, . . . , an} avec
∑n

i=1 ai =
2B une instance de BIPART, nous construisons une instanceI = (G,M∗, w) de
INVCPPM 2-équilibré de la manière suivante :

1) le grapheG a 2n sommets et2n arêtes et est réduit à un cycle alternant les
arêtesei ete∗i pouri = 1, . . . , n ;

2) La fonction de poidsw est donnée parw(ei) = ai

2 etw(e∗i ) = 0 ;

3) Le couplage estM∗ = {e∗1 . . . , e∗n} ;

4) Toute fonction de poidsw′ admissible doit vérifierw′(ei) ∈ {ai

2 , 3ai

2 } et
w′(e∗i ) ∈ {0, ai}.

On vérifie aisément queG est biparti et que les contraintes de poids sont satisfaites.
Un exemple de cette transformation est illustrée par la figure 1.6 (les arêtes en poin-
tillés sont celles deM∗). Nous affirmons que{a1, . . . , an} contient une bipartition si
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Figure 1.6. L’instanceI = (G, M∗, w)

et seulement s’il existe une fonction poidsw∗ satisfaisant les contraintes d’intégrité
avec

∑

e∈E | w∗(e) − w(e) |≤ B.

Par construction du grapheG, il n’y a que 2 couplages parfaits :M∗ et M =
{e1, . . . , en} avecw(M∗) = 0 et w(M) =

∑n
i=1

ai

2 = B. Soit une bipartitionS ⊂
{1, . . . , n} de {a1, . . . , an}, on posew∗(e∗i ) = ai si i ∈ S, w∗(e) = w(e) sinon.
Nous avonsw∗(M) = w(M) = B et w∗(M∗) =

∑

i∈S ai = B. Ainsi, M∗ est un
couplage de poids maximum dans(G,w∗) et

∑

e∈E | w∗(e) − w(e) |= B.

Réciproquement, soitw∗ une fonction de poids optimale vérifiant
∑

e∈E | w∗(e)−
w(e) |≤ B. Nous savons quew∗(ei) = ai

2 pour i = 1, . . . , n puisque les contraintes
d’intégrité doivent vérifierw∗(ei) ≥ ai

2 . Ainsi, en posantS = {i|w∗(e∗i ) 6= w(e∗i )},
nous avonsw∗(M∗) =

∑

i∈S ai =
∑

i∈S w∗(e∗i ) =
∑

e∈E | w∗(e) − w(e) |≤ B.
D’un autre côté,M∗ est un couplage parfait de poids maximum et donc

∑

i∈S ai =
w∗(M∗) ≥ w∗(M) = w(M) = B. En rapprochant ces 2 inégalités, on déduit queS
est une bipartition.

Pour le problème INVCPM, nous montrons ci-après qu’il est difficile en variables
entières, alors que, comme nous l’avons vu dans le paragraphe 1.3.4, il est polynomial
dans les graphes bipartis lorsque les variables sont binaires.

THÉORÈME 1.10.– [ALFANDARI 04] Le problèmeINVCPMNm est NP-difficile,
même siM∗ est un couplage parfait et si∆(G) = 4.

Preuve.nous établissons une réduction polynomiale à partir du problème de la couver-
ture des arêtes par des sommets, appelé plus simplementcouverture par des sommets
et noté VC. Etant donné un graphe simple connexeG = (V,E), il s’agit de trouver
un sous-ensembleV ∗ ⊆ V de sommets de taille minimum vérifiant que chaque arête
de G a au moins une de ses extrémités dansV ∗. Le problème de décision associé
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consiste, étant donnés un grapheG et un entierk, à déterminer s’il existe une couver-
ture satisfaisant| V ∗ |≤ k. Ce problème estNP-complet, même dans la classe des
graphes de degré maximum 3 [GAREY 79].

Soit G = (V,E) un graphe connexe de degré maximum 3 oùV = {v1, . . . , vn},
E = {e1, . . . , em} etk forment une instance de VC ; nous construisons polynomiale-
ment une instanceI = (H,M∗, w) de INVCPMN de la manière suivante :

1) le grapheH = (V ′, E′) a 2n sommets avecV ′ = {v1, . . . , vn, v∗
1 , . . . , v∗n} et

E′ = {e1, . . . , em, e∗1, . . . , e
∗
n}. Ainsi H contientG et possèden nouveaux sommets,

ainsi quen arêtes définies par :e∗i = [vi, v
∗
i ] pouri = 1, . . . , n ;

2) la fonction de poidsw est donnée parw(ei) = 3 etw(e∗i ) = 1 ;

3) le couplage estM∗ = {e∗1 . . . , e∗n} ;

4) toute fonction de poidsw′ doit vérifierw′(e) ∈ N poure ∈ E′.

Un exemple de cette transformation est donné avec la figure 1.7. Remarquons trois
faits : d’une part, le grapheH a un degré maximum égal à 4 (c’est-à-dire∆(H) =
∆(G) + 1 = 4) ; d’autre part,M∗ est un couplage parfait deH ; enfin, les chaînes
et cycles alternants augmentent tousM∗ et sont les chaînesEe de la formeEe =
{e∗i , e, e

∗
j} pour une arête arbitrairee = [vi, vj ] ∈ E, de coût réduit̄w(Ee) = −1.

3

3

3

1

1

1

e∗

3

G H

v1

v2

v3

e∗

2

e∗

1

Figure 1.7. Exemple de la transformation deG enI = (H, M∗, w)

Nous affirmons qu’il existe une couverture par des sommets deG de taille au plus
k si et seulement s’il existe une fonction de poidsw∗ à valeur entière telle queM∗

est un couplage de poids maximum dans le réseau(H,w∗) et dont la somme des
modifications

∑

e∈E′ | w∗(e) − w(e) | n’excède pask.

Soit V ∗ une couverture par des sommets avec| V ∗ |≤ k. On posew∗(e∗p) = 2
si vp ∈ V ∗ et w∗(e) = w(e) sinon. On vérifie aisément que∀e ∈ E, w̄∗(Ee) ≥ 0
puisque sie = [vi, vj ] alors au moins une des 2 arêtese∗i ou e∗j a un nouveau poids
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de 2 ; ainsi, on déduit queM∗ est un couplage de poids maximum dans(H,w∗). De
plus, on a

∑

e∈E′ | w∗(e) − w(e) |=| V ∗ |≤ k.

Réciproquement, soitw∗ une fonction de poids optimale qui rend le couplageM∗

maximum dans(H,w∗) et qui vérifie :
∑

e∈E′ | w∗(e) − w(e) |≤ k. De plus, sup-
posons quew∗ vérifie le lemme 1.1 ; sans perte de généralité, nous pouvons suppo-
ser quew(e∗i ) ≤ w∗(e∗i ) ≤ w(e∗i ) + 1 pour i = 1, . . . , n, puisque nous n’aug-
menterons jamais le poids d’une arête de plus du maximum des coûts réduits des
chaînes augmentantes contenant cette arête ; de même, on sait quew∗(ej) = w(ej)
pour j = 1, . . . ,m. Soit alorsV ∗ = {vi|w

∗(e∗i ) = w(e∗i ) + 1}, on vérifie aisé-
ment queV ∗ est une couverture des arêtes par au plusk sommets deG. En effet, si
V ∗ n’est pas une couverture, c’est qu’il existee = [vi, vj ] ∈ E avecvi /∈ V ∗ et
vj /∈ V ∗ ; mais alors,w̄∗(Ee) = w̄(Ee) < 0 et l’optimalité deM∗ est contredite.
Enfin, | V ∗ |=

∑

e∈E′ | w∗(e) − w(e) |≤ k.

Dans [ALFANDARI 04], nous montrons par une réduction du mêmetype que
INVCPM{0,1}m′ estNP-difficile.

REMARQUE 11.– Notons que ces résultats renforcent le résultat du paragraphe 1.4.1.1
sur la difficulté du stable maximum inverse INVSPMA où A ∈ {Nn, {0, 1}n}. Les
restrictions de ces deux problèmes à la classe desline-graphes[BERGE 73] restent
difficiles.

REMARQUE 12.– Achevons l’étude des couplages inverses en observant que le résultat
de difficulté tient également pour INVCPPM

Nm′ , puisqu’il existe une réduction poly-
nomiale à partir du problème INVCPM

Nm′ lorsqueM∗ est un couplage parfait (voir
la remarque 11). Cela constitue un saut de difficulté entre les versions INVCPPM

Nm′

et INVCPPM
Rm′ puisque cette dernière version est polynomiale d’après [LIU 03].

Remarquons à ce propos que la fonction de poids optimalew∗ de l’instanceI =
(H,M∗, w) décrite dans l’exemple issu de la figure 1.7 vérifiew∗(e∗1) = w∗(e∗2) =
w∗(e∗3) = 3

2 lorsque les contraintes d’intégrité sont réelles.

1.5. Conclusion

Ce chapitre se veut une introduction aux problèmes combinatoires inverses. Plus
qu’une liste des résultats actuellement connus, notre objectif a été de sélectionner une
palette représentative des différents types de problèmes et de résultats dans le cas de
la normeL1. Cette présentation permet de mettre en évidence les enjeuxet les poten-
tialités de ce domaine mais ne respecte pas, en revanche, lesproportions, en quantités
de travaux dédiés à chaque problématique, de la littératureexistante. Une très grande
majorité de travaux se sont focalisés jusqu’à présent sur les cas des variables conti-
nues. De même, nous avons préféré nous limiter à une norme et avons privilégié une
problématique inverse. Le cas de la normeL∞ donne lieu à des résultats et des tech-
niques assez similaires et les travaux sur les autres normesrestent encore marginaux
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dans la littérature et constituent de vastes champs inexplorés. Le lecteur intéressé trou-
vera dans [HEUBERGER 04] un panorama complet des problèmes combinatoires
inverses en variables continues déjà étudiés et un résumé des principaux résultats.

Parmi les potentialités encore très peu explorées, nous avons insisté sur quelques
exemples de problèmes inverses en variables discrètes qui permettent, entre autres, de
modéliser des situations où il s’agit de modifier la structure de l’instance plutôt que
ses paramètres.

Outre l’étude de nouveaux problèmes sous ce point de vue, lescas difficiles sou-
lèvent la question de l’approximation. De ce point de vue, l’intérêt du cadre inverse est
qu’il induit de manière naturelle deux problématiques d’approximation : l’approxima-
tion de problèmes inverses difficiles et des versions inverses de problèmes d’approxi-
mation. La première est assez commune : il s’agit de considérer du point de vue de
l’approximation de nouveaux problèmes. Quelques premiersrésultats sont obtenus
dans [ALFANDARI 04]. En revanche, la seconde problématiqueest radicalement
différente : il s’agit de modifier l’instance (structure ou paramètres) pour qu’une solu-
tion fixée devienne une bonne solution au sens de l’approximation. Nous ne connais-
sons aucun résultat de ce type et, au premier abord, cette problématique semble assez
difficile.

Une autre problématique est de faire la distinction entre deux objectifs : rendre
la solution fixéex∗ optimale ou la rendre optimale unique ? Imposer àx∗ de devenir
solution unique n’a pas toujours de sens (ou en tout cas pas toujours de solution)
dans le cadre continu lorsque l’on modifie l’objectif. Par contre, elle se pose plus
naturellement pour des problèmes inverses en variables discrètes.

Le dernier champs d’investigation que nous souhaitons mentionner est la notion
de problème inverse par rapport à un algorithme fixé ou une classe d’algorithmes.
L’idée est de relaxer la condition d’optimalité pour la solution fixée dans l’instance
modifiée. Une manière de décrire un problème combinatoire inverse est de dire que
l’on souhaite modifier à minima l’instance pour qu’un algorithme optimal quelconque
puisse rendrex∗ comme solution dans l’instance modifiée ou encore le forcer àchoi-
sir x∗ lorsque l’on souhaite rendrex∗ solution optimale unique. C’est d’ailleurs cette
dernière formulation qui semble la plus pertinente dans ce contexte. Mais alors, une
question naturelle est de poser le même problème, non pas contre tout algorithme opti-
mal mais contre un algorithme spécifié (ou une classe d’algorithmes), optimal ou pas.
Dans [ALFANDARI 04], nous envisageons cette problématiquepour le problème de
couplage et de stable maximum.

Nous considérons notamment le problèmek-INVCPM{0,1}m suivant qui utilise la
notion dek-optimalité. Un couplageM est ditk-optimal si tout couplage obtenu à
partir deM en retirantp arêtes et en en ajoutantp + 1 pour p ≤ k − 1 n’est pas
meilleur queM . k-INVCPMm

0,1 consiste, étant donnés un graphe et un couplageM∗,
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à modifier le graphe (ajout ou retrait d’arêtes) pour rendreM∗ k-optimal. Dans l’ins-
tance transformée,M∗ peut être choisi par tout algorithme déterminant une solution
k-optimale. Nous montrons que ce problème est polynomial pour k ≤ 2 et que pour
tout k ≥ 3, il est APX-complet (pour plus de détails sur cette notion, on se repor-
tera au chapitre sur l’approximation et celui sur les réductions). Une conséquence
est qu’il admet un algorithme polynomial garantissant un rapport constant et n’admet
pas de schéma d’approximation polynomiale, siP6=NP. Dans le même esprit, nous
montrons que le problème consistant à retirer un nombre minimum de sommets d’un
graphe pour rendre un stable fixé 2-optimal estNP-difficile. Enfin, nous considérons
le problème de stable maximum inverse contre l’algorithme glouton pour le stable
maximum : retirer un nombre minimum de sommets pour qu’un stable fixé soit choisi
par l’algorithme glouton dans le graphe modifié est aussi un problèmeNP-difficile.
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