Chapitre 1

Une introduction aux problemes
combinatoires inverses

1.1. Introduction

Dans le cadre usuel de I'optimisation, une instance d’ublproe consiste a dé-
terminer une solution optimale a partir des données définiddnstance. Dans de
nombreux cas pratiques, le probléme a résoudre résulterdagdele dont les para-
meétres réels ne sont pas toujours connus avec précisiancBmmaitre ces parameétres
devient alors un enjeu important pour utiliser le modelesddes études prédictives.
Si le phénomene étudié est sujet aux plans d’expérienceles sariables du pro-
bléme sont des quantités mesurables, on obtient de mamigéeraentale une solu-
tion (observée) du probléme qui peut nous renseigner syresametres. L'optimisa-
tion inverse consiste justemenirdérer les parameétres a partir d'une solutioBette
problématique [TARANTOLA 87] est apparue a l'origine powsdroblémes en va-
riables continues, par exemple en géophysique : les modélesopagation des ondes
définissent la forme générale du probléme a résoudre. Lasgares du modele cor-
respondent a des caractéristiques du sous-sol que I'onutgas (ou difficilement)
mesurer directement. A partir d’expériences d’explosi@msinterprétant la réaction
du sol observée comme le résultat du modeéle, I'étude du gmublinverse associé
permet de remonter au systéme de parametres.

Dans le cadre de I'optimisation combinatoire, des probkmeerses ont été en-
visagés depuis un peu plus de dix ans (voir par exemple [BUR®2)]) et donnent
lieu a de nombreuses études depuis la fin des années 1990d&taé un probléme
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d’optimisation combinatoire ou linéaire et une solutioaligable, déterminer un sys-
teme de parameétres (notamment des coefficients de I'objestidant cette solution
optimale ne pose en général pas de probleme. En partidldieffit souvent de rendre
I'objectif nul pour garantir I'optimalité de la solution fe. Aussi, la problématique
qui s'impose le plus souvent dans ce cadre est de déterraipartir d’'une solution
fixée et d'un systéme de paramétres initial, de modifier aunmim les parameétres,
au sens d’'une norme choisie, afin de rendre la solution fixéenale. En général,
les paramétres a modifier sont les coefficients de I'objebths ce cas, tout vecteur
objectif rendant la solution fixée optimale est solutiorlisédle du probléme inverse ;
la déviation (distance) par rapport au vecteur initial mesalors la valeur de cette
solution réalisable.

Du point de vue des applications, cette problématique afiipaxomme dans le
cas précédent, pour paramétrer des modéles. Dans cemasirle @ecteur initial peut
s’interpréter comme une premiére estimation impréciseoompléte des paramétres
a estimer et permet d’éviter des solutions triviales notipemntes. Dans le cadre géo-
physique, un probléme de cheminement inverse a par exen®latéoduit dans le
cadre de la prédiction des mouvements des tremblementsrdeveir [ MOSER 91].
Les zones géologiques sont quadrillées en un certain notebeellules représentées
par des sommets. Les relations d’adjacence sont modéfiséates arcs dans le ré-
seau correspondant et les codts de ces arcs représententpssde propagation. Bien
gue certains temps de transmission soient connus, legsgetcises sont difficiles a
obtenir. En observant un tremblement de terre et le tempswBa des perturbations
sismiques a différents capteurs et en supposant que les eng@untent les chemins
les plus courts, le probléme consistant a affiner les egtmetes temps de transmis-
sion entre les cellules correspond & un probléme de plu$ coemin inverse.

Mentionnons aussi I'exemple de la localisation d’un cegtre nous étudions dans
la section 1.4.2. Sous sa forme usuelle, ce probléme cerssisbuver une localisa-
tion d’'un centre opérationnel dans un réseau qui minimigdusagrande distance aux
autres sommets du réseau (donc le temps maximum d'intéswgnPar exemple, ce
probléme se pose typiquement pour placer « idéalement » piteh6u une caserne
de pompiers. Le probléme inverse associé consiste a magifssi peu que possible
les distances du réseau (voire sa structure) de telle so'de feu donné a I'avance
devienne centre optimal. Imaginons que I'hdpital d’unéevile soit plus centre opti-
mal du réseau, a force de modifications successives du tisainy dans le cadre d’'un
plan de rénovation de la ville, une alternative a la constsaad’un nouvel hdpital est
de trouver I'investissement minimal permettant a I'’hdpgtdastant de redevenir centre
optimal.

Une autre classe d’applications potentielles concern@iddemes de tarification
ou d'incitation : comment modifier les colts ou la structutendéseau de sorte que
les flux de voyageurs suivent une solution idéale (du pointwede la sécurité, de
I'environnement, etc.) ou au moins s’en rapprochent ? Mentns enfin la gestion
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des transitions : un systéme régi par un probléme d’optimisaxploite depuis long-
temps une solution. Si des modifications de cette solutiobh @mmmandées par des
décisions exogénes au systéme, il s’agit de déterminerdégications minimales du
systéme permettant de rendre la nouvelle solution optimale

Une autre question naturelle consiste a imposer a la nauselution, non pas
d’'étre optimale, mais au moins de ne pas étre plus chére damsulvelle configu-
ration que la précédente ne I'était dans I'ancienne. On itléfiors une variante des
problémes inverses pour laquelle on choisit la valeur ogénet non une solution.
Plus généralement, ces différents champs d'applicatissysrent de nombreuses gé-
néralisations de la problématique inverse. Dans certaisides parametres a modifier
portent sur les contraintes et non sur 'objectif ; nous emores un exemple a pro-
pos d’'un probléme de flot maximum. Dans de nombreuses sitigtil s’avére utile
d’'imposer des contraintes limitant les possibilités de fiiation des parameétres;
nous incluons systématiquement cette possibilité darwmedlisme défini a la fin de
cette introduction. En particulier, nous envisageons aanshapitre des problemes
inverses pour lesquels les paramétres ne peuvent prendrdeguvaleurs entiéres,
voire la valeur 0 ou 1. A notre connaissance, cette questijamais été envisagée.
Or, elle semble intéressante, notamment pour modélisesitiegions ou il ne s’agit
pas de définir de nouveaux parameétres du systeme mais unellecstvucture. En-
fin, en conclusion, nous évoquons d’'autres généralisatiomsant de larges champs
a explorer.

La problématique inverse en optimisation combinatoirerglsttivement jeune et
a été surtout étudiée, jusqu’a présent, pour des problépesfigues. La premiére
question qui se pose, pour I'étude d’'un nouveau probléems sepoint de vue, est
de caractériser sa difficulté. C’est pourquoi nous avongcte structurer ce chapitre
en deux parties : dans un premier temps, nous évoquons daémpes inverses poly-
nomiaux et discutons les méthodes de résolution assodiéeme un second temps,
nous discutons différents problémes inverses difficilestedprésentation permet aussi
d’aborder la question générale de comparer, du point de &leecbmplexité algorith-
mique, le probléme initial et ses versions inverses.

L'objectif de ce chapitre n'est pas de référer tous les témihctuellement connus,
mais plus de montrer un panel assez large de résultats. Nons aélectionné des
résultats relativement simples et qui illustrent les défés types de problémes, de ré-
sultats et de techniques connus. Nous insistons aussi seugeaux champs d’études
qui nous semblent porteurs.

1.2. Définitions et notations

Soit un probléme d’optimisatiom: deR"™ dont chaque instande= (¢, D, f) ou
cc CCRLDCR™etf: R xR™ — R, consiste a résoudn@in{f(c, )|
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x € D}. Le vecteurr représente legariablesde ¢ et 'ensembleD décrit la région
dessolutions réalisablesFinalement, la fonctiorf associe une valeur a chaque so-
lution et chaque paramétre ; elle est communément apf@héton objectiveSous
des hypothéses générales, il existe une solution optintatie 7 pour chaque ins-
tance; c’est notamment le cas lors(dest compact d&®™ et quef est une fonction
continue. Souvent, dans le cadre daptimisation combinatoirel’ensembleD est
un ensemble fini pour chaque instantet une solution optimale existe pour toute
fonction objective.

Le vecteurc modélise legparamétresde I'instance qui seront legariablesdu
probléme inverse. Souvert= m etc correspond aux coefficients de I'objectif. L'en-
sembleC exprime lescontraintessur ces parameétres. Nous désignons|palt,) la
normeL, : pour deux vecteurs = (z1,...,%m) €ty = (y1,...,ym), leur distance

1

sous cette norme est définie pafx — yll, = (3%, | zi —y: [P)” pourp € N,
|z — ylloo = max;=1,... m | z; — y; | pOUrp = oo. .

Etant donné&* € D, le cadre inverse consiste a savoir s'il existe un vectegeade
rametres™ € C tel quez* est solution optimale de:. Sous des hypothéses générales,
nous verrons qu'un tel vectedt existe pour chaque* € D. On s'intéresse alors a
trouver les meilleurs vecteurs possibles, c’est-a-dire ceux qui différent le moins
possible de:; c’est précisément la problématique gresblémes d’optimisation com-
binatoire inversesFormellement, le probléme inverse associ& anoté Nvr¢, est
défini relativement a la normg, par : étant données une instarce= (c, D, f) de
7 et une solutionr® € D, déterminer un vecteur de paramétrés= C minimisant
la quantité|| ¢* — ¢ ||, et tel quex* soit une solution optimale de; pour 'instance
I =(c*,D,f)(cest-a-diref(c*,2*) = min{ f(c*, z)| x € D}).

Le choix de la norme utilisée dépendra souvent du contextapiglication sous-
jacente. Par exemple, pour le probléme décrit en introdoncfBURTON 92] mo-
délisent et discutent du probléme du plus court chemin s&veous la normd.,
qui est utilisée en physique dans des problémes de dispetipergie. D’autres au-
teurs s'intéressent pourtant & ce probléme sous d’autmesaso citons par exemple
[AHUJA 01] pour la normeL; ou [ZHANG 99] pour la norme... Afin de rester
simple et concis, nous présenterons uniqguement dans cendatades résultats sous
la normeL;. Aussi, sans autre précision, il faudra comprendre quad&toncerne
un probléme d’optimisation combinatoire inverse sous laned.;.

Selon une terminologie usuelle, le termptimisation combinatoireecouvre ici
principalement des problémes d’optimisation discretsréven général discrets fi-
nis) ainsi que des problémes linéaires pour lesquels liebkedes solutions de base
constitue une structure discréte sous-jacente. La pratigoe décrite ici pourrait lar-
gement dépasser ce cadre ; toutefois, pour rester coh@esribaterminologie usuelle,
le termeoptimisation combinatoire inverdait systématiquement référence au cadre
gue nous venons de décrire (probleme/ ) qui se distingue d'autres problemes
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inverses couramment étudiés en analyse numeérique. Damgpire, pour simplifier
le vocabulaire lorsqu’il N’y aura aucune ambiguité possild termeprobleéme inverse
fera systématiquement référence a I'optimisation contbirainverse.

Enfin, la dépendance de par rapport & sera souvent omise ; par contre, pour
le probléeme inverse, nous la mentionnerons systématiquiepuesqueC représente
les contraintes des variables du probléme inversé.r&ést pas spécifié, le probléeme
INv7 désigne de maniére générique I'ensemble des problémesésvassociés aux
divers ensemble€ envisageables. Par convention, lorsgue- A; x ... x A, et
si tous les ensembled; sont équipotents, les contraintes sont dites équilibries (
équilibrées si la cardinalité de$; est finie et égale &, k-valuées si de plugl; =
...=A,).Enfin,quand4; = ... = A, on parle respectivement de probléme inverse
en variablescontinues continues et positiveentiéres bornées lorsqued; = R,

Ay =R, Ay =NetA; = [a;b],a < b.

REMARQUE 1.— Cette présentation de la problématique combinatoierse suggéere
que seuls les paramétres de I'objectif sont a modifier. @fsttivement la situation
la plus courante sur laguelle nous avons choisi de mettoediat. Toutefois, pour
certains problemes, il est naturel de prendre comme vasahl probleme inverse des
paramétres des contraintes ; nous l'illustrons par le praklde flot maximum inverse.
Toutes les définitions peuvent s’adapter immédiatementaawa les paramétres a
modifier portent sur les contraintes ou conjointement ssictitraintes et I'objectif.
La principale différence lorsque des variables du probléwerse se rapportent a des
contraintes est que la solution fixég n’est pas réalisable pour certaines valeurs des
parameétres et peut notamment ne pas étre réalisable pawbléme initial. Dans ce
cas, I'existence méme de solutions du probléme inverseédstléer au cas par cas.

La littérature propose deux extensions des problémesidigation inverse : les
problémes d’optimisatiomverse partielet inverse évaluatif. Dans le premier cas,
c’est une solution partielle(} pourj € J C {1,...,m} qui est donnée a la place
de la solution compléte* ; autrement dit, certaines composantes seulement du vec-
teur sont imposées et non plus le vecteur entier. On chelohe @ modifier aussi
peu que possible les paramétrése C de sorte a ce qu'il existe une solution opti-
malez* = (z},..., ;) de l'nstancel = (c*, D, f) vérifiantz} = 29 pourj € J.

Par exemple, pour le probleme krrbre couvrant de poids minimum inverse partiel
étant données une instante= (G, d) et une forétt, ou G = (V, E) est un graphe
connexe etl est une fonction distance dedansR™, on cherche a trouver une fonc-
tion poidsd* pour laquelle la quantitg |, | d(e) — d*(e) | est minimum parmi
les fonctions de distances telles queE, est comprise dans un arbre couvrant de
poids minimum7™* de (G, d*). Dans [CAI 97], différentes études sur les problémes
inverses partiels ont été proposées. Un probléwerse évaluatif'impose pas a la

1. Appelés parfoiseverse problems
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solution de devenir optimale, mais d’égaler une valeur deniinsi, étant données
une instancd = (¢, D, f) derc et une valeuwal*, on cherche & modifier le moins
possible les parameétres de sorte a ce qu'il existe sur l'instanéeé = (¢*, D, f) une
solution optimalec* vérifiant : f(c*, *) = val*. Plusieurs résultats concernant cette
problématique ont été proposés dans [ZHANG 00].

Les notations et définitions relatives a la théorie des gragmployées dans ce
chapitre sont celles de [BERGE 73]. Aussi, hous renvoyotacieur & cet ouvrage
pour plus d’informations. Nous adoptons également la it = (v, E) pour
distinguer le cas d’'un graphe orienté. Un arc sera alorgdégare .

1.3. Problemes inverses polynomiaux et techniques de réstibn

Dans cette section, nous proposons des exemples de prabigveeses ou de
classes de problemes inverses connus pour étre polynorhesiméthodes employées
jusqu’a présent pour résoudre des problémes combinabloeEses peuvent étre clas-
sée en deux groupes :

1) les méthodes a base de programmation linéaire restentitaggs, au moins
pour le cas des normes; et L.,. Aprés établissement d’'une formulation linéaire
du probleme inverse, les solutions proposées dans laalitér exploitent la mé-
thode du simplexe révisée [AHUJA 01, ZHANG 96a, ZHANG 99}, héthode
des ellipsoides [LIU 03, YANG 99] ou encore des méthodes de&mgdion de co-
lonnes [ZHANG 96b, ZHANG 97, HU 98]. Méme si, I'utilisatiomite de ces mé-
thodes pour différents problémes inverses ne conduit pgeus a un algorithme
polynomial, nous les mentionnons ici car elles sont a la Hada plupart des preuves
de cas polynomiaux actuellement connus.

2) pour certains problemes, des algorithmes combinatomé£té mis au point.
Il s'agit parfois d'algorithmes résultant d’'une solutiorpéicite par programmation
linéaire [AHUJA 01, HU 98, ZHANG 96b, ZHANG 97]. Nous propasodes solu-
tions de ce type dans le paragraphe 1.3.1 pour un problenteed@mement et un pro-
bléme de coupe. Dans d’autres cas, des méthodes comb@satoictes sont mises au
point [ALFANDARI 04, YANG 97]; nous en évoquons dans les gaephes 1.3.2
et1.3.4.

Pour une cartographie compléte des méthodes employéestmmure probléme, nous
renvoyons le lecteur a [HEUBERGER 04].

Les paragraphes 1.3.1 et 1.3.3 fournissent deux situatiansniques de pro-
blémes inverses résolus par programmation linéaire. Aagoaphe 1.3.1, nous expli-
quons pourquoi les versions inverses de programmes legaimt des programmes
linéaires, en décrivons une solution et I'appliquons a wbj@gme de cheminement
ainsi qu’'a un probleme de coupe. Le paragraphe 1.3.3 déwitlasse relativement
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large de problemes combinatoires (ne se formulant pasteliresnt par un programme
linéaire), pour lesquels une version inverse pour la nakmeu L., peut se formuler

comme un programme linéaire. Pour cette classe, le prollarasse est polynomial

dés que le probléme initial I'est.

A cOté de ces résultats & base de programmation linéaire,proposons au para-
graphe 1.3.2, une démarche combinatoire pour un problérfietadeaximum inverse
de nature particuliere puisqu’il s’agit de modifier les cairites et non I'objectif. Pour
différents problémes, nous envisageons des versionsewen variables entiéres qui
ouvrent de nouveaux champs d’investigation. Nous propoeotamment en conclu-
sion de cette section (paragraphe 1.3.4), un cas polynamiptobléme de couplage
inverse en variables 0,1 obtenu par un algorithme de flotsMaontrons dans la sec-
tion 1.4 que dans le cas général, ce dernier problenigPresilifficile.

1.3.1. Cas de la programmation linéaire

Le cas de la programmation linéaire, le vecteue R™ et f est bilinéaire :
fle,z) = (c,z) ot (z,y) = >0} x;y; désigne le produit scalaire deety, et D
est défini pam contraintes linéaires. L'ensembdk quant a lui, peut étre tout poly-
edre deR™ mais dans la plupart des cas naturels, il s'agiRdé® (poids positifs), de
[a, b]™, voire deR™ lorsqu’aucune restriction n'est imposée.

Notre objectif étant de présenter les idées maitressegiagiaremples simples
et significatifs, nous nous limiteron€a= R™. Considérons un probléme linéaifd.
dont chaque instance se formule sous forme standard de i@n@anivante :

min (¢, z)
PL(c) Az >b  [l.1.q] [1.1]
x>0

olc e R™, b € R" et A est une matrice a lignes etm colonnes et a coefficients
réels. Bien entendu, I'instance est déterminéecp@aet A, toutefois, nous ne mettons
en évidence que la dépendanceceaafin de pouvoir faire référence a un programme
PL(c") obtenu a partir dé’L(c) en remplagant parc’.

PL admetxz comme variable ; pour envisager sa version inverse, noussixo
comme vecteur de parameétres initial et fixariscomme solution cible. Il s’agit de
déterminer un vecteur objectif minimisant||c* — ¢|; tel quez* est solution opti-
male dePL(c*). Pour écrire plus formellement le probléeme invensgPLg, nous
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utiliseronsé pour exprimer la variable de ce probleme inverseen étant alors une
solution optimale. Chaque instance de la version inverseids’écrit :

€ =<l

x* solution de PL(¢) [1.2]

INVPLge (¢, ) { i

REMARQUE 2.— Avant d'aller plus loin dans I'analyse de ce problémedpnse que,
comme pour tout probléme inverse, une hypothése implisttguee pour tout, PL(¢)
admet au moins une solution réalisabfe

Notons méme qué est évidemment une solution réalisable du probléme inverse
puisquez* est une solution optimale du probleme :

min 0
PL(0) Az >b
x>0

Nous verrons dans le théoréme 1.1 qu'il existe toujours whatisn au probleme
inverse.

Remarquons qu@L(¢) admet une solution optimale si et seulement si son dual
DL(¢) admet des solutions réalisablésL(¢) se formule par :

max (b, y)
tAy <é  [1.3.q] [1.3]

DL(@) <
y=>0

Il suffit donc de limiter la recherche de& I'ensembleSp,, = {¢, 3y, Ay < ¢,y >
0} =R™\ {z, Az > 0,2 > 0,z # 0}. Bien entend® € Spr..

Le probleme NVPLg= (¢, z*) peut se formuler comme un programme linéaire.
Pour cela, une possibilité est d’exprimer 'optimalité cfepour le probléemeP L(¢)
par des contraintes primales-duales. Pour écrire lesaintés de complémentarité de
maniére explicite, on définit les notations suivantes :

I={ie{l,...;n}, 37" a;jz; = b;}
J={je{l,...,m},z; > 0}
K={je{l,...,m}a; =0}

Nous désignerons de méme pér la matrice extraite del en sélectionnant les
lignes dand. On noter le vecteur des variables duales associées a la contraita][l
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étant données les contraintes de complémentarité, lesasanfes non nulles de
sont d’'indice dang, donc seul le vecteur; est a déterminer.

x* est alors solution optimale dBL(¢) si et seulement si il existerr, \x) €
RIT x RIE tels que :

Doicr GigTi = ViedJ [l4d
Sierigmi A A= Vi€ K [L4d] [1.4]
T, Ak 2 0 [1.4.c]

ou A\ permet d’écrire la condition [1.4.b] avec une égalité.

Lalinéarisation de I'objectif du probléemeVPLg est classique : on introdulin
variablesw;, 6;,7 = 1,. .. m, toutes positives, de sorte qéie- ¢ + a — 3. INVPLgm
s'écrit alors :

min Y7, (a; + 5;)
Dier GigTi — o + B = ¢, ViedJ [L4.d]
Dier @igTi + A — i+ B =c¢j, Vi€ K [1L4V]
T Ak, @, 820

INVPLgm (¢, 2*)

Dans I'absolu, cette formulation suffit pour résoudre ldgme inverseNvPLgm,
au moins dans le cas de coefficients rationnels. Touteféiside de ce programme
permet d'obtenir une solution analytique et de déduire désiens explicites pour
divers exemples de probléemes combinatoires pouvant seufermomme des pro-
grammes linéaires. Nous en verrons deux exemples pour bfepre de cheminement
et un probléme de coupe de capacité minimum.

Comme seules les variablaset 5 interviennent dans I'objectif et comme chaque
indicej n'apparait que dans I'une des contraintes [1.4.a’, 1.4do'la nécessairement
a l'optimum g8 = 0, ce qui permet d’écrire le probleme équivalent

min 377 (a; + ;)
Zie] Qi Ty — Qj + ﬂj = ¢y, V] eJ [1.4.&”]
Zie[ Q; TG + )‘j - = Cj, VJ e K [141)”]
T, Ak, kU, B >0

INVPLg. (¢, 2%)

Dans ce probleme, les différentes variables ne jouent paénee role. Pour propo-
ser une solution analytique, I'idée est de considérer l& ffade INVPLY.., puis de
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déterminer chaque variable deMPLr~ comme une variable duale d’une contrainte
deD”.

En notanty;, j = 1,...m les variables d&”, on obtient (pour chaque contrainte,
on indique entre parenthéses la variableneRLy,. associée) :

max {c,7)

2j—10i; <0 P (1)
D" gj <0 ] e K ()\K)

—g; <1 je{l,....m} (a)

y; <1 jed (B.1)

Cette formulation rappelle le programme initial. Pour sfepprocher encore, on
fait le changement de variabje= (z* — ). Notons qu’'un tel changement de variable
n'affecte pas le dual. On obtient alors, en utilisat:* = b; et les définitions des
ensembley, K :

min (¢, y)
Ary > by (7r)
Yj >0 j cK (/\K)
DINVPL .
y; <1 JjEK (ak)
y <l+a; jedJ (aj)

yiza;—1 jeJ  (By)

Notons queDI NV PL est proche du probléme initial ; la différence est que sdakes
contraintes dé’ L saturées par* apparaissent dardi3/ NV PL et que, par contre, ce
dernier est un probléme en variables bornées (contraistexiges av; et 3;). Or,

il admetz* comme solution réalisable et admet donc systématiquenmensalution
optimale ; il en est donc de méme pour son dual.

On est maintenant a méme de proposer une solution au probieense NVPLg .
Soity* une solution deDINV PL et} la valeur de la variable duale associée a la
contrainteA;y > by dans une solution optimale deVPL%,..Ona:

—aj+ B =c¢j— Yier T, viedJ [1.5.q] [L.5]
—qy =¢j— YT — X, Vie K [1.5.0] '

En posant] = c¢; — ), a7 pour toutj, la simple lecture des contraintes
[1.5.a,1.5.b] et de I'objectif de NvPLy.. permet de déterminer les valeurs optimales
dea; et; en fonction du signe de.
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s s Y/ g—
c; >0 c; <0 c; =0
. Bj =c a; = —c7 a; =0
J *=c; —cT J J *=c; —cT J =
jed aj =0 =>c;=¢ —c] 5= 0 =cf=c¢—cf 3 =0 = =g¢j

. a; =0 .
jEK Aj:c;.'}icj_cj

Tableau 1.1.Discussion de I'équation [1.5] en fonction du signede

On déduit donc les valeurs suivantes pour la solution opéiriade INVPLg
sous la normd.; :

cj—|cf|  sicf >0etx; >0
cj=1q ¢+l sicf <0 [1.6]
cj dans les autres cas

On résume cette discussion par le théoréme 1.1.

THEOREME1.1.—[AHUJA 01] Soit PL un probléme dont chague instance s'écrit

min {c,x)
PL(c) Az > b
x>0
Soitz* une solution réalisable, on note = {i € {1,... ,n},Z}”:l aijr; = bj},

J={je{l,...,m},x} >0}etK = {j € {1,...,m},xj = 0}. Alors le probleme
INVPLgn (¢, z*) admet une solution unique.

Pour la déterminer, on considére le probléme :

min  {(c,y)
Ary > by,
y; >0 JeK
DINVPL yi < 1 JeK

yjzz;—1 jeJ
Soit alorsy* une solution optimale d®I NV PL etry la valeur de la variable duale
associée ala contraintd ;y > b; dans le dual d&DINV PL, et soitc™ = c—tArr*.
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L'unique solution ddNVPLg (¢, z*) est donnée par :

R 7T 3 7T *
. cj—|cfl  sicf >0etx; >0
— . s 1 AT
;=19 ¢j+lef|  sicf <0
cj dans les autres cas

Faisons quelques remarques avant d’exploiter ce résolatiférents problémes
inverses.

REMARQUE 3.— Si I'on s’intéresse a des versions contraint®sRL: ou C exprime
des contraintes d’intervalle sur les coefficients dlde probléme inverse a égale-
ment une formulation linéaire. Les contraintes suppléaiesg pour¢ se traduisent
en contraintes sux et 5 dans la formulation deNvPL'.

Si le probléme linéaire dont on étudie une version inversstrpas sous la forme
standard [1.1], on obtient aussi une formulation linéairgotbbléme inverse. Notons
toutefois que tant que la version équivalente sous formmdata a les mémes va-
riables et le méme objectif, le résultat ci-dessus peuttiment étre appliqué a cette
forme standard. C’est en particulier le cas pour un probléous forme canonique.
Par contre, si le probleme initial n’a pas de contrainte daesila version équiva-
lente sous forme standard a plus de variables (chaque kadalsigne quelconque est
décomposée en deux variables positives), donc a un vedbgeatid de plus grande
dimension. La version inverse de cette forme standard pastquivalente au pro-
bléme inverse initial puisque les coefficients dans I'otijeles variables issues d'une
méme variable de signe quelconque peuvent varier indépendat.

Bien entendu, si les coefficients ddoivent étre entiers ou de type 0,1, le probleme
inverse devient un programme linéaire en nombres entiayas Nerrons que dans
certains cas, de telles contraintes peuvent étre prisesmepte en temps polynomial.
C’est notamment le cas pour un probléme de cheminement ebbieme de coupe
de capacité minimum. Par contre, pour d’autres problénette cestriction devient
difficile.

REMARQUE 4.— Supposons quL soit le relaxé d'un problem& LN E en variables
bivalentes et que* est une solution d® LN E. Dans ce casPL est de la forme :

min {c,x)
Ax >b
r<1
x>0

PL

En posantd = , on applique ce qui précedd. correspond aux indices

—Id
pour lesquels; = 1, c’est-a-dire pour lesquels la contrainte< 1 est saturée. Le
problemeD est donc :



Problémes combinatoires inverses 13

min (¢, z)
Ary > b
D yr <1y
ys <25

y=>0

ou1; et2; correspondent aux vecteurs de dimensifrdont les coordonnées valent
respectivement 1 et 2. La contrainige < 2; est redondante est peut donc étre sup-
primée. Si toutes les contraintds: > b sont saturées par*, ce probléme correspond
exactement L.

1.3.1.1. Probléeme de cheminement optimal inverse

Soit G = (V, E) un graphe orienté arcs-valué ; on net&), @ € E la valeur
de l'arce, n = |V| etm = | E|. Soits et¢ deux points spécifiés dé. On s'intéresse
dans ce paragraphe au probléme inverse de chemiradede valeur minimum. On
considéere donc un chemin deat, Ps; C ﬁ, vu comme un ensemble d’arcs. On
désigne par; , le vecteur caractéristique associe a ce chemin € R™). Le pro-
bléme inverse associé & ce chemin consiste donc a modifiecteur des valuations
pour rendreP; , optimal. Plus formellement, dans le cas de la nofmele probléeme
s'énonce :

{ min ||¢ —c|j1

P ; chemin de s at de valeur minimum pour é

Remarquons que le cadre inverse impageiori I'existence d’'un chemin deat.
Nous supposerons en outre qu'aucun chemin de rencontre un circuit absorbant.
Dans ces conditions, le probléme de cheminement de coltmamides at¢ admet
des solutions et peut alors se formuler par le programmaiti@&uivant :

min {c, z)
1 1 =S
- i = -1 =t 1.7
Zj,(j,i)eﬁ i Zj,(m’)Gﬁ i 0 ;inon 7
x>0

Un résultat classique est qu’en I'absence de circuit alasdylee probléeme admet
des solutions optimales a composarttek correspondant & un chemin optimal. Pour
s’en rendre compte, il suffit de considérer le probléeme duatgnsiste a déterminer
le potentielw’ des chemins optimaux & partir devérifiant les conditions usuelles
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d’optimalité des probléemes de cheminement. En attribuaxitaacs d’'un chemin op-
timal (qui existe sous les hypothéses que nous avons féatesjeurl et aux autres
arcs la valeup, les arcs de ce chemin saturent les contraintes dualesfideedice de

potentiel vaut exactement le codt de I'arc. Toutes les ednttes du primal [1.7] étant
saturées, les contraintes de complémentarité sont stt$sfee qui prouve I'optimalité
de la solution proposée.

Un corollaire immédiat est qu’on peut ajouter des contesirde bornes sur les
variables sans changer la valeur du probléme :

REMARQUE 5.— Le probléeme en variables bornées obtenu en ajoutanbdésintes
z;; < d;; avecd;; > 1 dans le programme [1.7] admet aussi un chemin optimal
comme solution.

Pour appliquer le théoreme 1.1, la contrainte d’'égalitécessidérée comme la
conjonction de deux inégalités. Notons que toute soluéalisable sature toutes les
contraintes, doné = {1,...,n}. Par ailleurs, 'ensemblé correspond aux arcs du
cheminP; ;. Le problémeD correspond donc au probléme [1.7] avec des contraintes
de borne sur les variableg:;; < 1 ouz;; < 2. D’aprés la remarque 5, il s’agit exac-
tement du probléme de cheminementsciet. On noter™ et~ les variables duales
associées respectivement aux contraintes> 1, —1,0 et—Ax > —1,1,0. Une so-
lution optimale du dual est telle quet = (7)* — (7~ )* correspond au potentiel des
chemins optimaux a partir de Pour un ard, j), on acf;, = c;; — 7*(j) + 7 (i).
Pour tout arc, cette valeur est positive ou nulle, donc &spe théoreme 1.1, on en
déduit le théoréme 1.2 :

THEOREMEL1.2.-[AHUJA 01] SoitG = (v, E), ¢) un graphe orienté arcs-pondéré,
s ett deux sommets €t ; C E un chemin des at. On note|V| = n et @\ = m.
Alors une solution du probléme inversev CHEMINMINg~ associé & et P, , pour
la normeL; peut étre déterminée de la maniére suivante : on détermiirie potentiel
optimal des chemins & partir de:

C%-: W*(j)_ﬂ-*(i)a (iaj)eps,t
v ¢;j sinon

Pour justifier pleinement ce résultat, il faut remarquer gugansformation des
co(ts ne crée pas de circuit absorbant. En effet, le poteritigérifie, pour tout arc
(4,7), 7 () — 7 (i) < cj;. En sommant ces inégalités sur un circuit, on montre que
le colt, aprés transformation, d’un circuit est positif.

Notons enfin que cette solution du probleme inverse ne mqulifida valeur des
potentiels optimaux a partir de
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Remarquons par ailleurs que si tous les colts des arcs stetsemlors il en
est de méme du potentiel des chemins optimaux et de la soldéterminée par le
théoreme 1.2, d’ou le corollaire 1.1 :

COROLLAIRE 1.1.— Siles co(ts des arcs sont des entiers relatifs, @gnobleme
INVCHEMINMINg= admet une solution optimale a valeurs entiéres et donc &s pr
bléemes NVCHEMINMINg~ et INVCHEMINMINz= sont équivalents.

1.3.1.2. Probléme de coupe de capacité minimum inverse

Un second exemple classique d'utilisation du théoreme 4t.lagésolution d'un
probléme de coupe de capacité minimum inverse. Pour cet&enous choisissons
une formulation non polynomiale du probléme de coupe dangéseau de transport.
Etant donnés un graphe orientt = (v, E) et deux sommets ett¢, on suppose que
chaque arqi, j) est muni d’'une capacité; > 0. Unecoupe séparant ett est un
ensemble de sommefs C V contenants et past. On associe & le cocyclesor-
tant (voir [GONDRAN 98]),Q"(K) = {(4,j) € EicKetj ¢ K}. La capacité
de K estla somme des capacités des arcs du cocycle associépgesésinférieures
sont nulles dans cet exemple). Le probléme de coupe (sépagtt) de capacité mi-
nimum, noté @UPEMIN, consiste a déterminer une coupe sépasatt de capacité
minimum. Pour la version inverse, on se donne une cddpséparans ett et il s’agit
de modifier les capacités afin de rendre cette coupe de ocapaicitnum. Formelle-
ment, le problemeale la coupe de capacité minimum inveraeté NvCOUPEMIN,
consiste a trouver une fonction de capacit@our laquelle :

(7) le sous-ensemble de somméf$ donné a l'avance avece K* ett ¢ K* est
une coupe de capacité minimum du rés(aﬁfu c*);
ji i — ini
(7i) que la quantlt@(id_)eﬁ |cij — cj;| est minimum.

Pour formuler N\vCOUPEMINR+~ par la programmation linéaire, on considére
C(@, s,t) 'ensemble des chemins dea ¢ dansG. On a alors la formulation sui-
vante :

min (¢, x)
> (ijyep Lji = 1, pour tout P € C’(@), s,t) [1.8]
x>0

Pour toute solution réalisablea composantes 0,1, on na&(z) = {(i,7) € E:
z;; = 1}. Siz est minimale (c'est-a-direy < z,y # z, y n'est pas réalisable), il
existe une coupéds séparants et ¢ telle queﬁ(:c) = QT (K). Il suffit en effet de
prendre poutK I'ensemble des sommets accessibles a partit par un chemin ne
comprenant aucun arc dé(z). Dans ce cas, la capacité Bevérifie c(K) = (c, z).
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Réciproquement, toute coupe séparaatt correspond a une solution réalisable mi-
nimale a composantes 0,1 du programme [1.8].

Comme dans le cas du probléme de cheminement, le programéaéré [1.8] ad-
met une solution optimale & composantes 0,1 qui correspone aoupe de capacité
minimum.

Pour s’en rendre compte, il suffit de considérer le dual diblgroe [1.8] qui
s'écrit ;

max ZPeC(@,s,t) yp

ZPeC(@,s,t),(m)eP
y=>0

yp < ¢, pour tout (i, j) € E [1.9]

A partir d’un flot compatible (positif et satisfaisant legeaités sur chaque arc)
maximumeo* de s at, il est possible de décomposgt comme la somme de flots
positifs¢* = ¢ + ... + ¢ ou chaquep; est nul sauf sur un chemif} des at. Pour
construire une telle décomposition, on peut par exemplergaer que s* est non
nul, il existe nécessairement un chenitnde s a ¢ portant, sur chacun de ses arcs,
un flux strictement positif¢; a pour valeur(P;) le plus petit flux des arcs dgy,
chaque arc d@; portant alors (P, ). Il suffit alors de réitérer ce processus 8t ¢ .
Une autre maniére de procéder est de reprendre I'algoritterteord et Fulkerson en
remarquant que pour chague augmentation le long d’une ehsiife flot courant se
décompose, ep; + ... + ¢, le nouveau flot se décompose@n+ ... + ¢; + ¢;
(les arcs inverses de la chaine impliquent une redistabwies flots). On définit alors
la solution dualg/p, = v(¢;),i = 1,..., k etyp = 0 pour tout autre chemin. Comme
¢* est compatible, cette solution est réalisable pour le pirogre linéaire [1.9] et de
valeurv(¢x). Par conséquent, la valeur du programme [1.8] vdut ), c'est-a-dire
la capacité minimum d’une coupe. Ceci prouve qu’une coupeagacité minimum
correspond a une solution optimale du programme linéai@ §Lii est a composantes
0,1. On peut donc ajouter au probléme [1.8] des contrainidgpez;; < l;;, avec
l;; > 1 sans changer la valeur optimale ; le probléme admet toujmessolution
optimale a composantes 0,1 associée a une coupe de capiaditéim.

Considérons maintenant le probleme inversg COUPEMINg+~ assOCié a une
coupeK* séparant ett. Soitz* le vecteur caractéristique d&"(K*). Tout chemin
de s at rencontre nécessairement (K*) au moins une fois. Les chemins dé ¢
qui rencontrenf2™ (K*) exactement une fois correspondent aux cheminsadedans

le graphe@/ obtenu a partir de en supprimant les arcs entrant dd$ (de type
(i,7),i € V\ K*,j € K*). Ainsi, le problemeDI NV associé & * est :
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min (¢, y)
> (ijyep Yji = 1, pour tout P € C(@),s,t)
y <1+zj
y=>0

DINV

D’aprés la discussion précédente, une solution optimaleederobléme est a com-
posantes 0,1 et correspond a une coupe de capacité mininparasts et dans le

graphe@/ = (V, E‘)/). Une solution optimale du dual est donnée par une décompo-

. = . N / .
sition d’un flot ¢* de valeur maximum de at¢ dansG . En notantr les variables
duales associées aux contrair¥€s, ; . » y;; > 1 de DINV, la quantité]; associée

am pour l'arc (i, j) vaut exactement;; — ~;‘j ou ¢;; est la valeur de flop* sur l'arc

(4,7)- Le flot étant compatibles?; > 0,V(i,j) € ol D’apres le théoréme 1.1, on
déduit le théoréme 1.3 :

THEOREME 1.3.—[AHUJA 01] Soit G = (V, E,c) un réseau de transport, et ¢
deux sommets t* C V une coupe séparanta t. Alors une solution du probléme
inverselNVCOUPEM INR+~ associé & et K* pour la normeL; peut étre déterminée
de la maniére suivante :

1) on construit le graphe_ff " obtenu a partir deG en effacant les arcs entrant
dansK*;

. ~ . N /
2) on détermine un flat* de valeur maximum dea ¢ dansG ;

3) C;!(j — { ngjﬁ (Za.j) € Q+(K*)

¢;j sinon

Notons que si toutes les capacités sont entiéres, I'algnétde Ford et Fulkerson
détermine un flot maximump* a composantes entiéres et dans ce cas, la solution
déterminée par le théoréme 1.3 est a composantes entignese dorollaire 1.2 :

COROLLAIRE 1.2.— Si tous les arcs ont un codt entieqryICOUPEMINg+» admet
une solution optimale & composantes entiéres déterminde geeoreme 1.3;ily a
donc équivalence entr&l¥ COUPEM INg+m €t INVCOUPEM INy+m.
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1.3.2. Probleme de flot maximum inverse

La démarche proposée au paragraphe 1.3.1 s'appliqueadirent au probléeme de
flots de colt minimum de at¢ dans un réseau de transport. Sous sa version usuelle,
ce probléme peut en effet se formuler par un programme liaéai type :

min (p, )

ZJ!(]J)GF :L.‘]Z o ZL(%])G@ ‘r’L] = b(Z)

1.10
v L (1.10]
x>0
ou b(s) < 0,b(t) = —b(s) etb(i) = 0 en tout autre noeuch;; est le prix uni-

taire du flux sur l'arc(s, j) et ¢;; est la capacité de l'ar¢i, j). Le probleme in-
verse associé consiste a ajuster le prix pour rendre optim#bt fixé. Ce probléme
entre pleinement dans le cadre du théoreme 1.1; la résolesb trés proche de
ce que nous avons présenté pour le probléme de cheminenoénfAtHUJA 01],
et [HEUBERGER 04] pour des références détaillées), qui estas particulier de
flot de colt minimum. De méme, plusieurs généralisationygm@uétre introduites,
notamment la prise en compte de capacités inférieures.

Dans le cas du probléme de flot maximumoFMAX, la problématique inverse
est différente dans la mesure ou il ne s’agit pas d’un problpondéré. Ce probléme
a été étudié dans [YANG 97]; nous proposons ici une analyswuowtoire dans le
cas d'un réseau de transport, le cas général pourrait &tté tle maniére analogue.
Etant donnés un réseau de transport muni d’'un sommet origeted’'un sommet
destinatiort et un flot¢* des at, il s’agit de modifier les capacités des arcs (c'est-a-
dire les contraintes et non I'objectif comme dans le cadverse usuel) pour rendre
¢* optimal, a savoir de flux maximum. L'objectif consiste a miiger, au sens de la
normeL;, la modification du systéme de capacités. On rgjde flux de I'arc(i, j)
etc;; > 0 sa capacité. On supposg; > 0 pour tout(i, j). Pour ce type de probleme
inverse portant sur les contraintes, il n'y a pas de raisaticpdiere de supposer la
solution fixée réalisable. Nous supposons justepositif pour rester dans le cadre
d’'un réseau de transport. Pour toute solution réalisabl&d&LOTMIN, ¢* doit étre
un flot compatible de sorte que pour tout &igcj) tel quec;; < ¢j;, il faut au moins
ajouterg;; —c;; ala capacité déi, j). Ainsi, en notant;; = max{0, ¢;; —c;; }, toute
solution réalisablé du probleme inverse satisfait — c||y = ||(¢ — v) — ¢||1 + ||v]|1-

Il s'agit donc de minimisefi¢ — (v + ¢)||; de sorte que* soit optimal dans le réseau
muni des capacités Le probléme initial se raméene donc au probléme inverse lpour
réseau muni des capacités- v, réseau pour lequel* est réalisable. Par ailleurs, si
K est une coupe de capacité minimum dans le graphe muni desitéspa (solution
optimale du probleme inverse), d’aprées le théoreme du floinmam et de la coupe
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de capacité minimum (voir par exemple [GONDRAN 98]) les dic$) sortant dei’
vérifiente;; = c;;, de sorte quéc* — (v+c)|l > ZievagKy(m)eﬁ vij +¢ij — @5
. gz . ., /

En considérant le grapl‘@ muni de capacités;; + ¢;; — ¢;; > 0 (on noteG le
graphe ainsi obtenu)c* — (v + ¢)||1 est au moins égal a la capacité He donc au
moins égale a la capacité minimum d’une coupe sépararttdans@l. Inversement,
considérond(* une coupe de capacité minimum dagiset en posant;; = ¢;; pour
tout arc(i, j) sortant dei* eté;; = v;; + ¢;; pour tout autre ard|é — (v + c)||1 vaut
exactement la capacité de* dansC’)/; par ailleurs, comme™* sature tous les arcs

sortant dei{*, ¢* est un flot des &t de valeur maximum dan€’. On a dong = c*,
d’'ou le théoréme 1.4 :

THEOREME1.4.— SoitR = (5 = (V, F), ¢, s,t) un réseau de transportg > 0 est
le systéme de capacitésle sommet origine etle sommet destination) et un flot
positif. Alors une solutioa* du probléme inverse pour la nornig associé aR et ¢*
peut étre déterminée de la maniére suivante :

— construire le graphe@> " en affectant & tout ar¢i, j) la capacitémax{0; ¢;; —
ah

— déterminer’*, coupe de capacité minimum séparargt ¢ dansG’ ;
. { ¥ siie K*etj ¢ K*

—cl = i .
v max{c;;; ¢;;} sinon

Un résultat du méme type peut étre obtenu sur un réseau ErieNG 97].

REMARQUE 6.— Remarquons que siet ¢* sont a composantes entiéres, la solution
déterminée est & composantes entiéres et est donc soletibvE#LOTMAX ym. Si

¢* n'est pas a composantes entieres (mal'est), le probléeme NVFLOTMAX ym
reste pertinent. On commence par poser= max{c;;, [¢;;]}. On construit alors

G en affectant a tout argi, j) la capacitécj; — ¢;;; il s'agit alors de déterminer
! e, . . .
dansG une coupek™* de capacité minimum parmi les coupes dont les arcs sortant
. / " N .
portent un flux entier. Dané& , on remplace toute capacité non entiere pad. Si

—1! . .. . .
le grapheG  résultant admet une coupe de capacité minimum de capadéédim
obtient une solution optimale poumVFLOTMAXy~ en ramenant &;; les capacités
¢’ sur les arcs sortant d’'une telle coupe ; sinon, le probleNwELOTM AX N N'a pas
de solution.

1.3.3. Une classe de problemes inverses polynomiaux

Le théoréme 1.1 fournit un résultat d’existence et une nuihie résolution po-
lynomiale pour une large classe de problémes. Dans le ca&saiéles probléemes de
cette classe (problemes linéaires) admettent une infirigblitions réalisables.
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Pour la plupart des problémes combinatoires, le probléem@eadn nombre fini
de solutions réalisables. Dans le cas de problémes cornbEmpouvant se formuler
comme un programme linéaire tel que le probléme de chemimeoele probleme
de coupe de capacité minimum, seules certaines solutiatisaiéles du probléme
linéaire sont des solutions du probléme combinatoire (dstisns a composantes
0,1 dans le cas du probleme de cheminement par exemple ell¢i®ss minimales
a composantes 0,1 dans le cas de la coupe). L'équivalencdedesformulations
consiste a montrer que ces conditions peuvent étre impadégstimum.

Considérons un probléeme combinatoire dont chaque instadecet un nombre
fini de solutions et tel que I'objectif est linéaire. Un tebptéme s’exprime donc :

PC(c) { min ff’e % [1.11]

ou |D| est fini. Notons que la plupart des problémes combinatomé®m®t dans ce
cadre. Etant donnée une solution réalisatilec D, le probléeme inverse associé&a
etc pour la normel; se formule :

wy | min ||¢ — |1
INVPC(c,z) { x* solution de PC(¢) [1.12]
Ce probleme admet la formulation linéaire suivante :
min 377, 2
(¢,x*y < (¢,z),Yx € D [1.13.d]

Il s’agit bien d’un programme linéaire dans la mesureloast fini. Notons qu’en
posantz; = |¢;| eté = 0 on définit une solution réalisable du programme [1.13].
Par ailleurs, les équations [1.13.b] et [1.13.c] impliqugme le probléeme est minoré
(z > 0). Le programme [1.13] admet donc toujours une solutionmaogie.

Pour mettre en évidence des cas ou ce probleme est polynaoualutilisons I'ar-
gument de I'équivalence entre optimisation et séparat®RPTSCHEL 81] (voir
aussi [KORTE 02]) qui consiste a remarquer que la méthodesllipsoides ne re-
quiert pas la formulation compléte d'un programme linéaas juste la connais-
sance d'un oracle séparateur. La méthode des ellipsoide£pre appliquée a des
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programmes linéaires a coefficients rationnels. C’est eticpéier le cas du pro-
gramme [1.13] si le vecteur co(t initial est rationnel eDsic Q™, ce qui peut étre
supposé pour quasiment tous les probléemes.

Le probléme de séparation associé consiste, étant donméiple¢:, ¢), a décider
si il est réalisable pour le probleme [1.13] et, dans le camtif a déterminefu, v)
tel que(z’, u) + (¢, v) < (Z,u) + (c,v) pour tout(z’, ¢’) réalisable.

Si la contrainte [1.13.b] (resp. [1.13.c]) n'est pas sattsf il suffit de poset; =
v; = letu; =v; = 0,7 # 4. Enfin, pour déterminer si la contrainte [1.13.a] est
satisfaite, il suffit de résoudre le problérR€’(¢) : en notant: une solution optimale,
Si (¢, &) = (¢,x*), la contrainte est satisfaite ; sinof¥/, z* — &) < 0 < (¢,z* — &)
etalorsu = a* — &, v = 0 définit un hyperplan séparateur. Ainsi, B (d) est poly-
nomial pour toutd € Q™, le probléme de séparation associé au probléme [1.13] est
polynomial et alors, par la méthode des ellipsoides [GROAIELC 81], le probléme
inverse [1.13] est polynomial.

Notons enfin, que le probléme de séparation n’est pas pliisildiki I'on intégre
des contraintes de bornes sur les coefficienta de seul probléme pouvant survenir
est que le probléme inverse contraint peut ne pas avoir dé@w| ce qui sera détecté
en temps polynomial.

THEOREME1.5.—-[AHUJA 01] Soit PC un probléme combinatoire du type

min {c,x)
PC{ v eD [1.14]

tel que|D| est fini pour chaque instance &} U D C Q™. Si PC est polynomial
(I'objectif ¢ faisant partie de I'instance et pouvant prendre toute vatiQ™), alors
le probléme inverse associédC est polynomial.

REMARQUE 7.— Réciproquement, si le probleme inverse est polynorihiaffre im-
médiatement un test d’optimalité polynomial : une solutidalisabler est optimale si

et seulement si I'instance associé du probleme inverse avpteur0. Pour la plupart
des problémes combinatoirB>-difficiles connus, il est trés facile de montrer qu’un
tel test ne peut exister BiZNP. Nous donnons, en introduction de la section 1.4, deux
exemples d’application de cet argument.

REMARQUE 8.— Notons aussi que §i C Z™, le programme résultant est un pro-
gramme linéaire en nombres entiers et le résultat précédesiapplique plus. Nous
montrerons notamment dans la section 1.4 des exemples ggqudls le probleme
inverse devient difficile dans ce cas.
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REMARQUE 9.— Notons enfin, que méme si un probléme de programmatiéaiti
admet une infinité de solutions, il suffit de considérer lebfrme consistant a dé-
terminer une solution optimale de base. Les solutions de bast en nombre fini
et déterminer une solution optimale de base est polynoma@lr(un programme ra-
tionnel) d'aprés le théoréme de Khachiyan [KHACHIYAN 79]n Eonsidérant le
probléme combinatoire dont les solutions réalisables ksosolution fixéer* d’'une
part et les solutions de base d'autre part, le théoréme trbgbale retrouver le ca-
ractere polynomial deNvPL quelle que soit la forme initiale du programme linéaire
dans la mesure ou il existe des sommets extrémaux. Notons*qoeut ne pas étre
une solution de base.

1.3.4. Pistes a explorer : 'exemple du couplage de poids maximumerse en va-
riables bivalentes

Les problémes inverses en variables entiéres ouvrent ugshaés large de pro-
blemes combinatoires. Nous en avons déja vu deux exemplesupoprobleme de
cheminement et un probléme de coupe. Jusqu’a présentuprésas les problemes
inverses étudiés sont des problémes en variables contiGuest le plus souveri™
ouR™™. Sile cadre inverse usuel ne concerne que des problémeéngsrtbrsqu’il
s’agit de modifier I'objectif) ou faisant au moins intervedies parametres réels dans
I'expression d’une instance (voir le cas du flot maximum)céelre inverse en va-
riables 0,1, quant a lui, est déja naturel lorsque le probldiorigine est non pondéré.
Il permet aussi d’exprimer des situations ou I'on modifigtacture de I'instance pour
rendre une solution prédéterminée optimale. Enfin, leCcas N™ apparait souvent
comme restriction d’un probléme inverse usuel lorsque tesficients de I'objectif
correspondent a des grandeurs discrétes. Comme nousd’angrécédemment, sile
probléme d’origine a un objectif linéaire et un nombre finisdéutions réalisables ou
encore des contraintes linéaires, le €as N se formule par un programme linéaire
en variables entiéres.

Le dernier exemple de cas polynomial concerne le problémeodplage maxi-
mum (ou de poids maximum) inverse en variables 0,1, moWCIPM, 1}~ . Le cas
continu (INvCPMg=) est polynomial d’aprées le théoréme 1.5. Nous montrong (voi
[ALFANDARI 04]) dans la section 1.4 queNvCPMy= est NP-difficile dans un
graphe général (en fait le problemeVCP My 1, est égalemeriiP-difficile). Nous
montrons aussi qu’une version bivaluée d'un autre probldmeouplage (le cou-
plage parfait de poids maximum) reste difficile dans les lgeapbipartis. Dans cette
section, nous montrons queN CPMy, ;- devient polynomial dans des graphes bi-
partis lorsque les arétes du couplage fi¥é sont toutes valuées par 1. La preuve est
a base de techniques de flots et ne se déduit pas directemindtadtéme 1.1 comme
pour le cas des probléemes de cheminement et de coupe.
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Dans un graph& = (V, E) an sommets, urtouplageest un ensemble d’'arétes
M C F deux a deux non adjacentes; les sommets incidedts sont ditssaturés
par M, tandis que les autres sont ditsaturés Un couplage estaximallorsqu’il
n'existe pas de couplage le contenant strictement. Ihestimums'il est de cardi-
nalité maximum (de valeur maximum dans le cas pondéré). terméation d’'un
couplage maximum dans un graphe peut se fair@W\ED [MICALI 80] (pro-
bléme pondéré e®(|V|?), voir [GONDRAN 98]), et utilise le principe des chaines
alternées augmentantes. Rappelons qu’une chaine altagéentante relativement
a un couplagé/ est une chaine alternant aréteski§ M et deM, dont les deux
sommets extrémités sont insaturés parUn couplage est maximum si et seulement
si il n'existe pas de chaine alternée augmentante [BERGEPZR]r le cas pondéré
(CPM), la notion de chaine alternée augmentante se gé&®rtlie probleme reste
polynomial, nous y revenons au paragraphe 1.4.4.

Etant donnés un résedG' = (V, E),w) et un couplagé/* de G avec|V| = n,
|E| = metw(e) € {0,1}™, le problemedu couplage maximum inverse variables
0,1, INvCPMyg 1=, consiste a trouver une fonction poid$ telle que :

i) le couplageM ™ est de poids maximum dag&, w*) ;
it) la quantit€) | . | w(e) —w*(e) | est minimum;
i) w* € {0,1}™,

Mentionnons ici un cas particulier intéressant. $oit= (V, E') un graphe ef\/*
un couplage. On considére le graphe complet & |V| sommets (ou tout graphe
contenantG comme graphe partiel) et on définit un systéme de poids {0, 1}V
représentant les arétes présentes datfg(e) = 1,Ve € E). Le probléme inverse
a composantes 0,1 associé correspond au cas ou les arémspthge fixé (icilf*,
couplage de7) sont de poids 1. Il s’agit alors de modifier I'instance (agwu re-
trancher des arétes) pour rendEe de cardinal maximum dans le graphe modifié. Il
est clair dans ce cas qu'il n’est jamais intéressant de neodifie valeur d’aréte de
0 & 1 de sorte que I'on peut supposer < w. De mémew*(e) = 1,Ve € M* car
diminuer la valeur d'une aréte d&* diminue de 1 la valeur de tout couplage (dont
M*) contenant cette aréte. Dans ces circonstances, le preldénsiste & déterminer
un ensemble de cardinal minimum d’aréfés C F \ M* de sorte quél/* est un
couplage maximum dans le graphe partiél= (V,E \ E*) (w — w* est le vec-
teur caractéristique d&*). Pour la suite de cette section, nous nous limitons a ce cas
particulier.

THEOREMEL.6.-{ ALFANDARI 04] Le problemedNvCPMy 1~ (m estle nombre
d’'arétes) pour lequel le couplage fixé ne contient que detearde valeur 1 est poly-
nomial dans les graphes bipartis.
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Preuve. soit une instance deN\VCPMyq 1)~ constituée d’'un graphe biparti =
(LUR,E), |LUR| = m,etdun couplagé\/* surG ; nous notons pav (M*) les
sommets insaturés paf*.

SILNV(M*)=0ouRNV(M*) =0, alorsM* est déja un couplage maximum
etE* = (). Supposons donE NV (M*) # @ ouRNV (M*) # (; nous construisons
le graphe orientds = (V U {s,t}, E) de la maniére suivante® = (z,y) € E
Si (z,y) € M*,z € Rety € Lou(z,y) € E\M*,z € Lety € Roux = s
ety € LNV(M*)ouenfinzt € RNV(M*) ety = t. La figure 1.1 illustre cette
construction (les arétes dg* sont dessinées en trait continu, cellesklg M * en
pointillés).

Figure 1.1. Exemple de la transformation d&en G

Nous vérifions aisément qu’a tout chemingdat dansG correspond une unique
chaine alternée augmentante(@det réciproquement, qu’a toute chaine alternée aug-
mentante dé&, il est possible d’associer un unique cheminsdet dansG.

Ainsi, en construisant le résea@),c) avecc(e) = 1sie € Eete(e) =
|E| — |M*|+ 1sie = (s,z) ou(y,t), l'algorithme deFord et Fulkersorpermet de
déterminer un flot maximum a composantes 0,1 etamee de capacité minimum
séparant det. Une telle coupe consiste en un ensemble d’arcs de cardinahom
coupant tous les chemins d& ¢, c'est-a-dire a détermindt*, ensemble d'arétes de
cardinal minimum dans le graphe initial coupant toutes hesrees alternées augmen-
tantes par rapport au couplag&”. 1
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1.4. Problémes inverses difficiles

L'objectif de cette section est de mettre en évidence cexfaioblémes d’optimisa-
tion inverse difficiles. Nous commencons d'abord par illeis travers deux exemples
(le probléeme dstable de poids maximuet levoyageur de commerce maximurom-
ment déduire un résultat de difficulté pour un probléme swerx partir d'un résultat
de difficulté pour le probléme initial. Méme si une récipreqiu théoréme 1.5 ne
semble pas évidente & montrer, il semble que de tels réspéiavent étre établis pour
nombre de problemes combinatoiféB-difficiles. Une autre question soulevée par le
théoréme 1.5 est de savoir s'il existe des problémes natpgdynomiaux dont une
version inverse (en variables continues et positives)itsdifficile. L'existence d'un
tel probléme est longtemps restée ouverte et a été résatgsd@al 99] : le probleme
delocalisation d’un centre inversen variables continues g@s$P-difficile, alors méme
que le probleme de localisation d’'un centre est polynongti{éme trivial). C'est
I'hypothése de linéarité dans le théoreme 1.5 qui n'est atsfaite dans ce cas.

Nous nous intéresserons ensuite a des problemes d'ogionisaverse sous des
hypothéses plus restrictives, notamment des problemessies partiels et des pro-
blémes inverses a variables entieres ou binaires. Lesémasl inverses partiels ont
fourni les premiers exemples de problémes polynomiaux aatnireu a un probléme
inverse difficile. Plus précisément, nous décrivons (VBAING 01]) un cas pour le-
quel le probléme deoupe de capacité minimum inversartiel estNP-difficile alors
méme gue nous avons vu dans la section 1.3 plusieurs versionzartielles polyno-
miales. Le cadre des problémes inverses en variables enteété relativement peu
étudié jusqu’a présent et fournirait sans doute de nomberemples de cas difficiles.
Nous montrons notamment que le problemecdaeplage de poids maximum inverse
en variables entiéres est difficile. Notons que nous avarsgse au paragraphe 1.3.4
un cas polynomial et que d'apres le théoreme 1.5, difféseméesions en variables
continues sont également polynomiales.

1.4.1. Problemes NP-difficiles inverses

Nous avons noté, apres le théoréme 1.5, qu’'un probléme taimhene version
inverse polynomiale admet un test d’optimalité polynomigdur la plupart des pro-
blemesNP-difficiles, on peut montrer qu’un tel test ne peut existeB-sNP.

1.4.1.1. U'exemple du stable de poids maximum

Le probléeme dwstable de poids maximymoté SPM, consiste, étant donnés un
graphe simpl&Z = (V, E) et une fonction de poids définie sur les sommets dg a
trouver un stable (sommets deux a deux non liés par une &étBG dont la somme
w(S*) = > ,cg- w(v) est maximum. Lenombre de stabilitéle G, notéa(G), est
la cardinalité maximum d’un stablev(v) = 1 pour tout sommet € V). SPM est
NP-difficile [GAREY 79]. On noten = |V | etm = |E|.
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Le probleme dwstable de poids maximum inversmté NvVSPM, consiste, étant
donnée une instande= (G, S*, w), & modifier les poids des sommets de sorte que :

1) le stableS* soit de poids maximum darf§;, w*),
it) la quantit€) | ., | w(v) — w*(v) | soit minimum.

Dans le cas des variables binaires, on peut facilement erantiaide d’arguments
similaires a ceux exposés dans au paragraphe 1.3.4, qustiatien du probléme
INVSPM 13~ pour laquelle le stablg™ fixé ne contient que des sommets de valeur 1
est équivalente au probleme consistant a retirer un nomisienomm de sommets pour
rendre un stable fix8* optimal.

Il est facile de montrer qu'un test d’optimalité polynomur le probleme de
stable de cardinal maximum permettrait de déterminer lebmerde stabilité en temps
polynomial. En effet, étant donné un grapRe= (V, E), on construit un graph€'
en ajoutant un stablg;, de taillek totalement lié aux sommets dé S, est optimal
dansG}, si et seulement si le nombre de stabilité@est inférieur ou égal a. 1l suffit
donc, pour déterminer(G), de considérer pour chagiéec {0,...n} l'instanceGj,
etde posef* = Si. a(G) estle plus grané pour lequel ces instances deiSPM,4
(A € {N* R™ {0,1}"}, sont de valeur nulle.

Il est également intéressant de remarquer que le problérsldie maximum se
réduit directement a sa version inverse par une réductiésepvant la valeur optimale.
Soit G = (V, E) un graphe simple, nous construisons une instdnee(G’, S*, w)
de INVSPMy, 4 € {N",R*"} de la maniére suivante :

G =V, ,EYouV' =V U{s}tetE = EU{[v,s]lveV};
2) La fonction de poids est donnée pap(v) = 1 pour toutv € V etw(s) = 0;
3) S* = {s}.

Soit w’ une solution réalisable pour le probleme inverse. Si iltexig € V,
w'(vg) > w(vg), alors la solution obtenue en diminuant le poidsgé w(vy) reste
réalisable et de valeufi¢’ — w||;) meilleure. On peut donc supposef(v) < w(v)
pour tout sommet € V. Supposons qu’alors il existg € V, w’(vg) = w(vp) — €
avece > 0. Alors en posant” (s) = w'(s) + &, w” (vg) = w(vg) etw” (v) = w'(v)
sinon, w” reste réalisable (c'est-a-dires} reste un stable de valeur maximum) et
lw" —w|l; = |Jw" — w||;. En réitérant ce procédé, on montre que pour toute solution
réalisablew’ de INVSPM, on peut construire en temps polynomial une solution réa-
lisablew au moins aussi bonne telle qués) > w(s) etw(v) = w(v) pourv € V.
Une telle solution est réalisable powrMSPM, si et seulement sib(s) > «(G). Une
solution optimalew* de INVSPM, est donc de valeuk(G). On a donc la proposi-
tion1.1:

PROPOSITION1.1.—[ALFANDARI 04] Aucun des probléemdsvSPM, ou A €
{N" R*T" {0,1}"} n'est résoluble en temps polynomial & moins gue\P.
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V1 V2

Va v3 1 1
G G’

Figure 1.2. Exemple de la transformation d@en’ = (G’, {s}, w)

1.4.1.2. Une remarque sur le probléme de voyageur de commerce maxinuarse

Le probléme devoyageur de commercESPMAX consiste, dans un graphe com-
plet arétes-pondéré, a détermineraycle hamiltonier{passant une fois et une seule
en chaque sommet) de valeur maximum. Ce problemaledlifficile. Il ne semble
pas si aisé que dans le cas précédent de le réduire a unenvierséose. Toutefois,
nous montrons que, §4NP, TSPMaX n'admet pas de test d’optimalité polyno-
mial et donc le probléme inverse est non polynomial. Le pnold devoyageur de
commerce maximum inverseoté NvTSPMax, consiste étant donné,,, d) une
instance de TSP X et un cycle hamiltonieil®*, & modifier aussi peu que possible
les distances de sorte q@€ devienne un cycle hamiltonien de poids maximum dans
le nouveau graphe.

Le probleme suivant est proutdP-complet dans [PAPADIMITRIOU 94]étant
donnés un graphé& = (V, E)) et un cycle hamiltonied’, existe-t-il un second cycle
hamiltonien? Considérons un graphe instance de ce probléme, affecteatelur 1 a
ses arétes et complétons-le par des arétes de valeur nuiregmaphe complet. Pour
chaque arétedu cycle hamiltonien conndi, on pose a 0 la valeur deet on considéere
le graphe’, résultant muni du cycl€’ comme une instance deaVvTSPMAX 4, pour
A e {N™ R*t™ {0,1}™} oum = |E|. On vérifie immédiatement qué est un
cycle de valeur maximum darG,. si et seulement si tous les cycles hamiltoniens
contiennent. Il existe donc un second cycle hamiltonien d@nsi et seulement si
pour au moins une arétede C, le probleme inverse associé est de valeur non nulle.
On a donc la proposition 1.2 :

PROPOSITIONL.2.-[ALFANDARI 04] SiP#£NP, le problémdNvTSPMAX 4, pour
A e {N™ RT™ {0,1}™} n"'admet pas d’algorithme polynomial.
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1.4.2. Probleme de localisation de centre

Etant donnés un graphe orienté = (v, ﬁ) et une fonction distancé de £ a
valeur dansR™, le probleme ddocalisation de centrenoté 1-LC, consiste a trou-
ver un sommet € V (appelécentre du résegude maniére a minimiser la quantité
valg(s) = max,ev\ (s} d(FPy,) ou d(P;,) désigne la valeud'un plus court che-
min de s av (lorsqu’un tel chemin n’existe pas, on po$@’;,) = +oc). Ce pro-
bléme est polynomial car il suffit d’essayer chaque sommedeetalculer sa valeur
(rappelons que le probléme de cheminement de valeur minigsirmpolynomial) ; il
le reste lorsque I'on cherche a placer un nombre fixé de ceer par exemple
[CHRISTOFIDES 75]). En revanche, le probleme devidRtdifficile si le nombre
de centres fait partie de l'instance [GAREY 79].

Le probleme ddocalisation de centre inversaoté Nv1-LC, consiste, étant don-
nés un résea(.@, d) etun sommes € V, a trouver une fonction distanci deE a
valeur danR* telle que :

1) le sommets devient le centre optimal du réseeﬁ, d),
i) la quantitéz?eﬁ |d(€) — d*(e)| est minimum.

Dans [CAI 99], NV1-LCg... OUm/' = |E| est montréNP-difficile. La preuve
établit une réduction polynomiale a partir du probléme disfabilité, noté SAT. Une
instance est définie par un ensemble:deriables booléenne¥ = {z1,...,z,} et
un ensemble den clausesC = {C4,...,C,,} impliquant les variables d&. La
négation d'une variabler; est notéez; : elle vaut vrai lorsquer; est faux et faux
lorsquex; est vrai; une variable booléenne ou sa négation est apliétal. Une
clauseest une disjonction de littéraux et esttisfaite par une affectation de valeurs
de véritési au moins I'un de ses littéraux est vrai.

L'objectif de SAT consiste, étant donnée une instaftteX ), a savoir s'il existe
unefonction de véritéf, c’est-a-dire une fonction d& dans{vrai, faux}, qui satis-
fait toutes les clauses de Notons que ce probléme fut le premier probléme a avoir
été montréNP-complet.

THEOREME 1.7.—[CAI 99] Le problemenNv1-LCqy.r OUM = |F| en variables
continues esiP-difficile.

Preuve.soit I = (C,X) avecX = {x1,...,z,} etC = {Cy,...,Cp} une ins-
tance de SAT. Nous construisons une instafice- (E'), s,d) de INV1-LCp,. de
la maniére suivante : le grapt@ = (V, E), o0V = {v;,2;,%5li = 1,...,n} U
{””j}’ Unta,UnystU{C)|5 = 1,...,m}, se décompose en trois sous-grapfiest,
etGs.
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Le grapheGy, illustré par la figure 1.3, contient les liaisons entre lesisiets
v; et les sommets; etz;. Les arcs dessinés en pointillés sont de distance nulléstand
que ceux dessinés en traits continus sont de distance 1.

x1 T1 xo ) Un+2 Un+3

Figure 1.3.Le sous-graphéT{

Le graphe@ est le graphe biparti caractéristique de 'instafice (C, X') dont
les sommets représentent les littérawetz; pouri = 1,...,n, ainsi que les clauses
C; pourj = 1,...,m; il existe alors un argl;, C;) si et seulement si le littéra}
appartient a la claus@;. Un exemple estillustré par la figure 1.4.

1 T Zo T2 Tn Ty
Ch %/

m

Figure 1.4. Exemple de sous-grapl@; contenant les clauses
Ci=xz1VT2Va, Co=T1VaetC,, =72 VT,

Le grapheCTg,) contient les arcs d’extrémité initialg,. o ou v, 13 : ces deux
sommets sont reliés a tous les autres sommels gdar des arcs parta_n}t dg o OU
vn+3 (en particulier, les arc&;,+2, vn+3) €t(vy,+3, vnr2) €Xistent dangy).

Le sommet; est centre (c'est-a-dire= v1).

La fonction distancel vautd(e) = 0si € = (z;,vi41) 00 € = (T7,vix1)
pouri =1,...,n,vautd(e) = 1 sinon.

Toute fonction distancé doit vérifierd’(€’) € R™ pour tout arce’.

Cette transformation s’exécute en temps polynomial et rdfirsnons quel est
satisfiable si et seulement si l'instanFeadmet une fonction distanc& de E vers
R telle quev; est centre dé@",d*) et telle que la somme des modifications des
distances vaut au plus c’est-a-direz?eﬁ | d(°€’) — d*(€) |< n. Tout d'abord,

remarquons que les sommets, , etv, 5 sont centres optimaux du rése@d, d),
. , —ad
avecvaly(vpt2) = valy(v,43) = 1 (voir le réseauGs, d)).
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Supposons qué est satisfiable et sojt une fonction de vérité satisfaisant toutes
les clauses dé ; nous modifions la fonction de poidsde la fagcon suivante :

Vi € {1,...,n}, d*(v;,2z;) = 000z = x; Si f(x;) = vrai etz = T; Si
f(z;) = faux.

2) d*(€) = d(€) pour tous les autres aras.

Bien entendu, les contraintes imposées sur la fonetiogont vérifiées et I'on a
valg-(v1) = 1. Considérons en effet les chemiRg, . dev, av; (resp.,P;, ., dewv;
az;) dansle résea@, d*) pouri = 2,...,n + 1, décrits par la séquende;, , =
{(v1,21), (21,02), - -+, (i1, 20), (20, 00)} (resp., Py, .. = Py .\ {z,vi)} :ona
d*(Py, ,,) = 0etd (P ,.) = 0. De plus, par construction, il existe pour toute
clauseC; un littéralz;; (ou;;) de cette clause tel qui(x;;) = vrai (ou f(x;;) =
fauz), puisquef satisfait toutes les clauses; dans le rés@l d*), cela se tra-
duit pard*(z;;,C;) = d(z;,,C;) = 1 etl'on déduit :d*(P;, o) = d*(P:l,z,-j) +

d*(zi;,C;) = 1. Finalementd*(Py, ) = d*(P;, ,,,,) + d*(vn+1,y) = 1 pour

Y = Upt2 OUY = vp43. AiNSi, puisquevy € V, valg-(v) > 1, vy est centre optimal
durésea G, d*) etla somme des modifications V@t?ef | d(e)—d*(e) |=n.

Réciproquement, soit* une modification de la fonction distance a valeurs dans
R telle que le sommet; est centre optimal du résee@), d*) etqui vérifiez?eﬁ |

d(€) — d*(€) |< n. Montrons qu’alors on peut construire une fonction de eéfit
satisfaisant toutes les clausesdd®emarquons d’abord que tous les chemins élémen-
taires dev; av,42 (OUv,43) appartiennent 57{ et que ce sont tous des plus courts
chemins de valeuwi(”;, , .,) = n+ 1;ainsi, puisque la somme des modifications
vaut au pluse, on déduit que valg«(vy) > 1. De plus, on doit au moins diminuer
la valeur d’'un de ces chemins d’une quantité Par construction du grap@l, cela
reviendra a réduire la distance de certain dtgsz;) ou (v;, T;) (les autres arcs ont
une distance 0) ou de l'af@,,+1, v,+2) (NOUs montrons plus loin que la distance de
cet arc ne doit pas étre modifiée). Puisaﬂ@é’:wwz) =n+ 1, la sommep; de ces
pertes vérifierap; > n + 1 — valg- (v1).

De méme, puisque dans le résé@, d), valg(vpy2) = 1 (voirle grapheCTé), les
modifications permettent d’ajouter au plusa cette valeur valeur danj:s_ﬁ, d*). En
d'autres termesal, (v,4+2) < n + 1. Le sommet;, étant centre optimal poui*,
nous concluons quevaly« (v1) < wvalg (vn42) < n 4+ 1. Ainsi, il faudra au moins

augmenter la valeur d’'un des chemifg ,  Vérifiantd(P; , ) = vali(vni2)

d’'une quantitép,. Par construction du grap@, chacun de ces chemins est réduit
a un arc de la forméuv,, 2, v) pourv € V \ {v,42}. Commevaly(v,+2) = 1, la
quantitép, ajoutée a la distance de cet arc vérifiepa > valg- (vy) — 1.

Le sommetv,, 3 étant lui aussi centre optimal du rése(aﬁ’,d) et les chemins
Py .. quivérifientd(Py ., ) = vala(vn3) €tant disjoints des chemins optimaux

Un+3,
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issus dev,, 1 2, le méme raisonnement que précédemment s’applique. Aimsioit au
moins ajouter a un des ar¢s, 3, v) une quantités : p3 > valg«(v1) — 1.

Naturellementp; + ps + p3 < Z?eﬁ | d(€) — d*(€) |< n;lasomme des
trois dernieres inégalités fournivaly- (v1) < 1. On en déduivaly- (v1) = 1, de plus
p1 =mn,ps =0etps =0.

Montrons maintenant qQué& (v, 41, Unt2) = d(Vn+1, Unt2) €1d* (Vpt1, Vnts) =
d(vp+1,vn43). SUpposons le contraire et sejt> 0 pouri = 1,2, la réduction de la
distance de I'ar€v,, 11, vp+14i), c'est-a-direl* (v, 41, Vnt1+i) = d(Vnt1, Vnt14i) —

;. Sans perte de généralité, supposens> 0. Puisque la somme des modifica-
tions p; dansG; vautn, cela indiquera que nous pourrons diminuer au maximum
de(n — ¢) avece = 1 + &3, la distance d’un plus court chemin deaw,, ;. Autre-

ment ditd* (P, ,,.,,) = d(P}, ., .,) — (n — ) = e. Larépercussion de la diminu-
tion de cette distance sur le chend#fj, , . donnerad*(P; , ) >d(P; , ..)+

d*(Vp41,Unts) = e+1—e9 = 14¢1, ce qui contrediraital - (v1) = 1. Ainsi, seules
les distances des arcs de la for(ng, x;) ou (v;, ;) seront modifiées. Puisque leur

distance vaut 1, qu'ils sont au nombrerdsur le chemin?;, , , etquep; =n,ona
pourtouti = 1,...,n soitd*(v;, z;) = 0soitd*(v;, T;) = 0. Construisons la fonction

de véritéf suivante ;f (x;) = vrai sid*(v;, ;) = 0 et f(x;) = faux sid*(v;,T;) =
0. Par construction du grapl@ et en se servant de I'égalitél - (v1) = 1, on vérifie
aisément qu¢ satisfait toutes les clauses @e |

1.4.3. Un probléme inverse partiel : la coupe de capacité minimum

Nous avons vu au paragraphe 1.3.1.2 que le probléme de l& aripapacité
minimum inverse en variables continues ou entiéres etipesiest polynomial. En
revanche, le probléme partiel 2/t CouPEMIN en variables bornées dsP-difficile.

THEOREME 1.8.—[YANG 01] Le probleme partiePINVCOUPEMIN (4, .3,]m €N Va-
riables bornées edtP-difficile.

Preuve.la réduction polynomiale se fait a partir d’'une restrictaun probléeme de la
bipartition appelédipartition paire et notée BPARTPAIRE ou les élémenta; sont
en nombre pair. Il s'agit de décider s'il existeC {1,...,2n} tel que)_, qa; =

2 ie(1,..2np\s Gi- Ce probleme esNP-complet. En effet, le cas ol les sont en
nombre impair se réduit polynomialement au cas ou ils somtenbre pair. Le prin-
cipe de cette réduction est de transformer une instdric@n + 1 éléments eren
instanced, ..., I, a2n éléments chacune di est obtenue a partir deen rempla-
cant les éléments; eta;;, en I'élémenu; = a1 +a;41. |l estalors aisé de constater
que la réponse Aest oui si et seulement si la réponse a au moins I'une desiteta
I, est oui, puisque I'on peut supposer sans restrictioreqdd.S| < 2(n — 1).
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2n

Soit donc{a,...,as,} avec) ;" a; = 2B une instance de IPARTPAIR. On
construit 'instancd = (H, U, c) de PNVCOUPEMIN[,, 5,1 de la maniere suivante :

1) Le grapheG = (V,E) a 3n + 2 sommets aved/ = {s,t} U U U
LUROUU = {uy,...,uny, L = {li,....0,}, R = {ri,....,rn} et E =
{0sy i), (wis ), (i 1), (wis i), (ris t)[i =1, n};

2) La fonction de capacité est donnée pat(s,u;) = 2B — 5-B, c(u;, ;) =
C(Ui,’l’i) = B, C(li7t) =B — %agi_1 etc(r,;,t) =B — %am pOUri = 1, e,y

3) On ne s'intéresse, dans la logique du probléme invergephayu’aux coupes
séparant ett et contenant I'ensemblig ;

4) Toute fonction capacité doit vérifier (s, u;) = 2B — 5B (Iintervalle est
donc[2B— - B;2B— - B]), ¢ (u;, ;) = ¢ (ui, ;) = B, (I, t) € [B—Fag;i—1; B+
%am_ﬂ etC/(T‘i,t) S [B — %agi; B+ %agi].

Ty

R

Figure 1.5. Exemple de la transformation d@1, ..., a2, } enl = (@), U,c)

La figure 1.5 illustre cette transformation. Nous montromd gxiste un ensemble
S* Cc{l,...,2n} avec) , . a; = B si et seulement s'il existe une coupé avec
{s}uU C V*,t ¢ V* etune fonction capacité optimaté satisfaisant les contraintes
d’intégrité telles que V* est une coupe de capacité minimum dans le résaau:*)
et la somme des modifications est au pRis

Soitc* une fonction capacité optimale ; remarquons que toute cbpentenant
setU peuts’écrird/’ = {s}UUULyURy avecLy C LetRy C R.Sil; € Ly (resp.,
I, ¢ V'), alors(l;,t) € Q(V') (resp.,(u;,l;) € Q(V')); nous rappelons que(V”’)
désigne le cocycle sortant d€, c’est-a-dire 'ensemble des arcs d’extrémité initiale
dansV”’ et d’extrémité terminale dari \ V' ; de méme, si; € R (resp.,r; ¢ V'),
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alors(r;,t) € Q(V’) (resp.,(u;, ;) € Q(V’')) : en fait, on a «(u;,l;) € QV') <
(l;,t) & QV')» et « (uj, ;) € UV') & (ri,t) ¢ Q(V') » etainsi)|Q(V')] = 2n.
De plus, en notant = {2i —1|l; € Lo} U{2i|r; € Ro}, p2i—1 = c(l;, t) —c*(I;,t) et
po; = c(ri,t) — ¢*(ry, t) pouri = 1,...,n, la capacité de la coupgé’ vautc* (V') =
2nB + %Zies Gy — %Zies Di-

Soit V* une coupe optimale du réseéﬁ, ¢*) contenant etU ; on ac*(V*) <
c*({s}) =2nB+3Betonendéduity, q. p; > $B+1 >, . ;. Les contraintes
sur les capacités imposent< a; etdonc,y_, ¢. pi < >, g~ a;. Des deux derniéres
inégalités, ondédult_, _. a; > B. Par ailleurs, commg_, _q. p; < E?eﬁ le(e)—
c*(€)| < B etdaprés la premiére inégalité, on &, . a; < B. S* est donc une
bipartition paire.

Réciproquement, soft* une bipartition dga, . . ., a2, }. Modifions les capacités
parc*(l;,t) = B — agi—1 Si2i —1 € S*, ¢*(r;,t) = B — Lay; si2i € S* et
c*(®) = ¢(@) pour tous les autres arcs. La fonction capacitéérifie les contraintes
de bornes et de pILE?EF le(€)—c*(€)| = B. Posond™* = {s} UU U{l;|2i —

1 e S*} U {r;|2¢ € S*}. On vérifie aisément qUE™ est une coupe optimale dans le
réseau G, c*). |

1.4.4. Probléme du couplage de poids maximum

Nous reprenons le probléme du couplage introduit au paohgra.3.4. Dans un
grapheG = (V, E) an sommets, un couplagk/* est ditparfait s'il est de taille
|M*| = % ; notons qu’un couplage parfait est nécessairement maxirharsque le
grapheG est muni d'une fonction poids sur ses arétes (on parle en ce cas de réseau
(G,w)), le poids d'un couplagé/ est donné paw(M) =} ., w(e). Le probleme
qui nous intéresse alors est de déterminer un couplage de paiximum, noté CPM.
Lorsque tous les poids valent 1, il s’agit du probléme du taggmaximum. On s'in-
téresse parfois a rechercher eouplage parfait de poids maximufgui ne coincide
pas nécessairement avec un couplage de poids maximum)lparcouplages parfaits
du graphe; cette restriction sera notée CPPM. Notons gaeguerle graphe est bi-
parti, CPPM est équivalent guobleme d’affectionLa détermination d’'un couplage
(parfait ou non) de poids maximum est de complexité polymadenét peut se faire
enO(n3) (voir [GONDRAN 98, PAPADIMITRIOU 98]). Comme pour le cas non
pondéré (voir le paragraphe 1.3.4), il existe plusieuraaarisations des couplages
de poids maximum. La plus céleébre, due a Berge, généralisesguondéré le concept
dechaines ou cycles alterrn&st s'énonce comme suit : un couplafg est de poids

2. Une chaine (resp., un cycle) alternée relativement a un couplagst une chaine (resp., un
cycle) alternant arétes de et deE \ M ; dans le cas d’une chaine, chacune de ses extrémités
doit étre soit une aréte de, soit une aréte d& \ M incidente & un sommet insaturé gefr.
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maximum si et seulement si pour toute chaine ou cycle altéfnde colt réduit
w(E") = w(M*NE")—w(E"\ M*) est positif ou nul (voir[ BERGE 73]). Une chaine
(resp., cycle) alternéf’ dont le colt réduit est strictement négatif est appeléaehai
(resp., cyclepugmentantéc’est-a-dire que le couplage’ = (M*\ E')U(E'\ M*)

a un poids strictement plus grand qug).

Le problemedu couplage (resp., parfait) de poids maximum invenséé NvCPM
(resp., NVCPPM), consiste donc, étant donnés un résgauw) et un couplage
(resp., parfaith/*, a trouver une fonction poids* telle que :

1) le couplageM™* est de poids maximum (resp., parmi les couplages parfaits)
dans(G,w*);

it) la quantité} " . | w(e) — w*(e) | est minimum (relativement a I'ensemble
des fonctions de poids pour lesquellgs’ est (resp., parfait) de poids maximum).

Le lemme 1.1 est prouvé dans [ALFANDARI 04] :

LEMME 1.1.-[ALFANDARI 04] Pour les probléemesnvCPM4 etINVCPPM,4 ou
A e {N™;R*t™} avecm = |E|, on peut réduire en temps polynomial toute instance
a une instance satisfaisant les propriétés suivantes :

i) le couplageM * est maximal dan&' ;

i1) chaque aréte € E appartient a une chaine ou cycle augmentant relativement
aM* dans(G,w);
(447) toute fonction poidsv* optimale vérifie Ve € M* w*(e) > w(e) etVe €
E\ M*,w*(e) < w(e). De plus, Il existe une fonction poids* optimale telle que :
Ve € E\ M*, w*(e) = w(e).

Preuvenous démontrons uniquement ces résultats poucCiPM.

Pouri) : supposons le contraire et sejtune aréte telle qué/* U {e;} reste un
couplage. Dans ce cas, on a nécessaireméfit;) = 0 ete; peut étre supprimé dg.

Pourii) : soit une aréte = [v;,v;] € E n'appartenant & aucune chaine ou cycle
augmentant. On prouve facilement que pour toute fonctiddspoptimalew* on a
w*(e) = w(e). Aussi, sie € M* alors on peut remplacer par le sous-graphe
engendré pav'\ {v;, v; } etM* parM*\{e}, tandis que st ¢ M*, on peut supprimer
e deG.

Pouriii) : la premiére partie du résultat s’obtient sans peine. Ssmp®la pro-
priété (i) vérifiée et soitw* une fonction de poids optimale pour laquelle il existe
e’ ¢ M* telle quew*(¢') = w(e’) — ¢; puisqueM * est maximal, il existe* € M*
adjacent &'. En posantv’(e) = w*(e) poure ¢ {e’,e*}, w'(e') = w(e) etw’(e*) =
w*(e*) 4 &, on obtient une nouvelle fonction de poids optimale. Soieffet A/ un
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couplage maximal quelconque :esi € M (alorse’ ¢ M), w' (M) = w*(M) + ¢ <
w*(M*) + e =w'(M*); sinon,w' (M) < w*(M) < w*(M*) + e = w'(M*).

Dans chacun des cas$, i) etiii), en répétant tant que possible ces opérations,
nous obtenons le résultat souhaité. |

REMARQUE 10.— Notons que la résolution deMCPPM,4 ou A € {N™; R*™} per-
met celle du problémeNivCPM, lorsque le couplagd/* est parfait. En d’autres
termes, il existe une réduction polynomiale devCPM, vers INVCPPMy. Pour
le montrer, partons d’une instande= (G, M*,w) de INVCPM, avec M* cou-
plage parfait d&& = (V, E); construisons alors l'instancE = (G', M*,w’) de
INVCPPM ouG’ = (V,E') est le graphe complet issu de et la fonctionw’ est
définie par :w’'(e) = w(e) sie € E, w'(e) = 0 sinon. On remarque qu’une fonc-
tion de poidsw’* vérifiant le lemme 1.1 est optimale pownMCPPM, si et seule-
ment si sa restrictiom™* a G est optimale pourNvCPMy. En d'autres termes\/*
est un couplage de poids maximum d&6s w*) si et seulement si/* est un cou-
plage de poids maximum parmi les couplages parfaits @hsv’™*). Ainsi, puisque
Yoecr lw(e) —w(e) |= 3 cp | w'(e) —w™(e) |, le résultat est démontré.

Nous montrons queNvCPPM en variables bivaluées d$P-difficile dans les
graphes bipartis alors que, pour ces graphes, la versidndg@néraleNvCPP Mg
(voir [AHUJA 01, HUANG 99, ZHANG 96a]) et une restriction emnables{0, 1}
(voir le paragraphe 1.3.4) sont polynomiales.

THEOREME 1.9.—[ALFANDARI 04] Le problémeINVCPPM{ai_,bi}m est NP-di-
fficile, méme dans les graphes bipartis.

Preuve.la réduction polynomiale s’effectue a partir gmobléme de la bipartition
connu comme étamiP-complet [GAREY 79]; ce probléme, noté BART, consiste
a décider si, étant donnésentiersas, . .., a,, dont la somme vaut_._; a; = 2B, il
existeS C {1,...,n}telque}, ¢ a; = B.Soitdonc{ay, ..., a,} avecy ! a; =
2B une instance de PART, nous construisons une instanfe= (G, M*,w) de
INVCPPM 2-équilibré de la maniére suivante :

1) le grapheGG a 2n sommets eRn arétes et est réduit a un cycle alternant les
arétes; etef pouri =1,...,n;

2) La fonction de poidsy est donnée par(e;) = 4 etw(e;) = 0;

3) Le couplage est/* = {e5 ... ,e’};

4) Toute fonction de poids,’ admissible doit vérifien’(e;) € {%,3%} et
w'(ef) € {0,a;}.

On vérifie aisément qué& est biparti et que les contraintes de poids sont satisfaites
Un exemple de cette transformation est illustrée par ladigué (les arétes en poin-
tillés sont celles dé&/*). Nous affirmons quéa, . .., a, } contient une bipartition si
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Figure 1.6. L'instancel = (G, M*, w)

et seulement s'il existe une fonction poid$ satisfaisant les contraintes d’intégrité
avecy .. | w*(e) —w(e) < B.

Par construction du graph@, il n'y a que 2 couplages parfaitsi/* et M =
{e1,...,en} avecw(M*) = 0 etw(M) = Y7 | 4 = B. Soit une bipartitionS
{1,...,n} de{as,...,a,}, on posew*(ef) = a; Sii € S, w*(e) = w(e) sinon.
Nous avonav*(M) = w(M) = B etw*(M*) =, sa; = B. Ainsi, M* est un
couplage de poids maximum daf@, w*) et} . | w*(e) —w(e) |= B.

Réciproquement, soit* une fonction de poids optimale vérifiant, _ ,, | w*(e)—
w(e) |< B. Nous savons que*(e;) = % pouri = 1,...,n puisque les contraintes
d'intégrité doivent vérifienv*(e;) > %-. Ainsi, en posant = {ilw*(e}) # w(e;)},
nous avonsv*(M*) = 3", cca; = Y ,cqw*(ef) = Y cp | w*(e) —w(e) |< B.
D’un autre coté M * est un couplage parfait de poids maximum et ddn¢ ¢ a; =
w*(M*) > w*(M) = w(M) = B. En rapprochant ces 2 inégalités, on déduit §ue
est une bipartition. ]

Pour le problemeNvCPM, nous montrons ci-aprés qu'il est difficile en variables
entieres, alors que, comme nous I'avons vu dans le paragtaBht, il est polynomial
dans les graphes bipartis lorsque les variables sont bmair

THEOREME 1.10.—-[ALFANDARI 04] Le problémelNvCP My~ estNP-difficile,
méme siM* est un couplage parfait et &(G) = 4.

Preuvenous établissons une réduction polynomiale a partir dul@nob de la couver-
ture des arétes par des sommets, appelé plus simplemargrture par des sommets
et noté VC. Etant donné un graphe simple connéxe (V, E), il s’agit de trouver

un sous-ensemblé* C V' de sommets de taille minimum vérifiant que chaque aréte
de G a au moins une de ses extrémités d&ifs Le probleme de décision associé
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consiste, étant donnés un graghet un entierk, a déterminer s'il existe une couver-
ture satisfaisant V* |< k. Ce probléme ediiP-complet, méme dans la classe des
graphes de degré maximum 3 [GAREY 79].

SoitG = (V, E) un graphe connexe de degré maximum 30&= {v1,...,v,},
E ={ey,...,en} etk forment une instance de VC; nous construisons polynomiale-
ment une instancé = (H, M*,w) de IN\VCPMy de la maniéere suivante :

1) le grapheH = (V’, E’) a2n sommets ave®”’ = {vy,...,v,,v},..., v} et
E' ={e1,...,em,€},...,e5}. Ainsi H contientG et posséde nouveaux sommets,
ainsi quen arétes définies pare; = [v;,vf] pouri =1,...,n;

2) la fonction de poidsv est donnée pav(e;) = 3 etw(ef) = 1;
3) le couplage est/* = {ef ..., ek };
4) toute fonction de poida’ doit vérifierw’(e) € N poure € E'.

Un exemple de cette transformation est donné avec la figdr&&marquons trois
faits : d’'une part, le graphé&l a un degré maximum égal a 4 (c'est-a-dix¢H) =
A(G) + 1 = 4); d'autre part,M* est un couplage parfait d# ; enfin, les chaines
et cycles alternants augmentent taus et sont les chaineg, de la formeE, =
{ef, e, e} } pour une aréte arbitraire= [v;, v;] € F, de colt réduito(E,) = —1.

v3

G v2 H

I
U1 !
el 11

Figure 1.7. Exemple de la transformation déenl = (H, M, w)

Nous affirmons qu'il existe une couverture par des sommets de taille au plus
k si et seulement s'il existe une fonction de poids & valeur entiére telle qu&/™
est un couplage de poids maximum dans le régé¢auv*) et dont la somme des
modifications) .. ., | w*(e) — w(e) | n'excéde pag.

Soit V* une couverture par des sommets ayéc* [< k. On posew*(ey) = 2
siv, € V* etw*(e) = w(e) sinon. On vérifie aisément que € E, w*(E.) > 0
puisque sie = [v;, v;] alors au moins une des 2 arétg'sou e} a un nouveau poids
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de 2; ainsi, on déduit qui/* est un couplage de poids maximum dé&hk w*). De
plus, on &Y, 5 | w*(e) — w(e) |=| V¥ < k.

Réciproquement, soit* une fonction de poids optimale qui rend le couplddé
maximum dang H,w*) et qui vérifie -y 5, | w*(e) — w(e) |[< k. De plus, sup-
posons quev* vérifie le lemme 1.1; sans perte de généralité, nous pouugyos
ser quew(ef) < w*(ef) < w(ef) + 1 pouri = 1,...,n, puisque nous n'aug-
menterons jamais le poids d’'une aréte de plus du maximum alis céduits des
chaines augmentantes contenant cette aréte ; de mémef qoesai‘(e;) = w(e;)
pourj = 1,...,m. Soit alorsV* = {v;|w*(e}) = w(e}) + 1}, on vérifie aisé-
ment quel’* est une couverture des arétes par au plsesmmets de&. En effet, si
V* n'est pas une couverture, c’est qu'il existe= [v;,v;] € E avecv; ¢ V* et
v; ¢ V*; mais alorsw*(E.) = w(E.) < 0 et I'optimalité de)M* est contredite.
Enfin, | V* |= 3 cp | w*(e) —w(e) < k. |

Dans [ALFANDARI 04], nous montrons par une réduction du méype que
INVEPM ;e estNP-difficile.

REMARQUE 11.— Notons que ces résultats renforcent le résultat dgpohe 1.4.1.1
sur la difficulté du stable maximum inverseMSPM,4 ot A € {N" {0,1}"}. Les
restrictions de ces deux problemes a la classdidesggraphedBERGE 73] restent
difficiles.

REMARQUE 12.— Achevons I'étude des couplages inverses en obsemward gesultat
de difficulté tient également pourY CPPM..., puisqu’il existe une réduction poly-
nomiale & partir du problementy CPM..» lorsqueM* est un couplage parfait (voir
la remarque 11). Cela constitue un saut de difficulté ensredesions v CPPMy...s
et INVCPPM;..» puisque cette derniére version est polynomiale d’aprés [@3].
Remarquons a ce propos que la fonction de poids optimélele I'instancel =
(H, M*,w) décrite dans I'exemple issu de la figure 1.7 vérifige}) = w*(es) =
w*(e3) = 2 lorsque les contraintes d'intégrité sont réelles.

1.5. Conclusion

Ce chapitre se veut une introduction aux probléemes contimeatinverses. Plus
gu’une liste des résultats actuellement connus, notrestibgeété de sélectionner une
palette représentative des différents types de probléts esultats dans le cas de
la normelL;. Cette présentation permet de mettre en évidence les eglfjéesx poten-
tialités de ce domaine mais ne respecte pas, en revanclpeofEstions, en quantités
de travaux dédiés a chaque problématique, de la littérattiséante. Une trés grande
majorité de travaux se sont focalisés jusqu’a présent sutde des variables conti-
nues. De méme, nous avons préféré nous limiter a une nornveret privilégié une
problématique inverse. Le cas de la noring donne lieu a des résultats et des tech-
nigues assez similaires et les travaux sur les autres noesgs1t encore marginaux
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dans la littérature et constituent de vastes champs ineglbe lecteur intéressé trou-
vera dans [HEUBERGER 04] un panorama complet des probleomabinatoires
inverses en variables continues déja étudiés et un réswn@rideipaux résultats.

Parmi les potentialités encore trés peu explorées, noussamsisté sur quelques
exemples de problémes inverses en variables discretesgmepient, entre autres, de
modéliser des situations ou il s’agit de modifier la struetde I'instance plutét que
ses parametres.

Outre I'étude de nouveaux problémes sous ce point de vueatedifficiles sou-
leévent la question de I'approximation. De ce point de viptérét du cadre inverse est
gu’il induit de maniéere naturelle deux problématiques giaximation : I'approxima-
tion de problemes inverses difficiles et des versions imgede problemes d’approxi-
mation. La premiére est assez commune : il s'agit de coraidir point de vue de
I'approximation de nouveaux problémes. Quelques premisaltats sont obtenus
dans [ALFANDARI 04]. En revanche, la seconde problématigetradicalement
différente : il s’agit de modifier I'instance (structure carpmeétres) pour qu’une solu-
tion fixée devienne une bonne solution au sens de I'apprdidmaNous ne connais-
sons aucun résultat de ce type et, au premier abord, cetiEpratique semble assez
difficile.

Une autre problématique est de faire la distinction entuexdsbjectifs : rendre
la solution fixéer* optimale ou la rendre optimale unique ? Imposei*ale devenir
solution unique n’a pas toujours de sens (ou en tout cas pgeuts de solution)
dans le cadre continu lorsque I'on modifie I'objectif. Pante, elle se pose plus
naturellement pour des problémes inverses en variablesatis.

Le dernier champs d’investigation que nous souhaitons iovargr est la notion
de probléme inverse par rapport a un algorithme fixé ou ureseld’algorithmes.
L'idée est de relaxer la condition d'optimalité pour la d@n fixée dans I'instance
modifiée. Une maniére de décrire un probleme combinatouerse est de dire que
I'on souhaite modifier a minima I'instance pour qu’un algleme optimal quelconque
puisse rendre* comme solution dans I'instance modifiée ou encore le foradmoi
sir z* lorsque I'on souhaite rendee" solution optimale unique. C’est d’ailleurs cette
derniére formulation qui semble la plus pertinente dansotgexte. Mais alors, une
question naturelle est de poser le méme probléme, non pase tout algorithme opti-
mal mais contre un algorithme spécifié (ou une classe d'ilgoes), optimal ou pas.
Dans [ALFANDARI 04], nous envisageons cette problématigoer le probléeme de
couplage et de stable maximum.

Nous considérons notamment le problefaenv CP My ;- suivant qui utilise la
notion dek-optimalité. Un couplagé/ est ditk-optimal si tout couplage obtenu a
partir de M en retirantp arétes et en en ajoutapt+ 1 pourp < k — 1 n'est pas
meilleur queM . k-INvCPMg, consiste, étant donnés un graphe et un coupldge
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a modifier le graphe (ajout ou retrait d’arétes) pour rerdrek-optimal. Dans l'ins-
tance transforméé\/* peut étre choisi par tout algorithme déterminant une smiuti
k-optimale. Nous montrons que ce probléme est polynomial pod 2 et que pour
tout k > 3, il est APX-complet (pour plus de détails sur cette notion, on se repor-
tera au chapitre sur I'approximation et celui sur les rédus). Une conséquence
est qu'il admet un algorithme polynomial garantissant ypoat constant et n'admet
pas de schéma d’approximation polynomialePgiNP. Dans le méme esprit, nous
montrons que le probléme consistant a retirer un nombrenmiim de sommets d’'un
graphe pour rendre un stable fixé 2-optimal dBtdifficile. Enfin, nous considérons
le probléme de stable maximum inverse contre I'algorithroeitgpn pour le stable
maximum : retirer un nombre minimum de sommets pour qu’ublstixé soit choisi
par I'algorithme glouton dans le graphe modifié est aussirahlpmeNP-difficile.
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