Chapitre 1

Le voyageur de commerce et ses variations : un
tour d’horizon de ses résolutions

1.1. Introduction

Toute personne qui se confronte un jour a la recherche opénatle croise néces-
sairement sur son chemin le probléme du voyageur de comreste usuellement
TSP). Ce qui donne ce caractére incontournable au TSP ad&#is sa facilité d’ap-
préhension et sa proximité conjointe avec des problemeglaiet complexedJn
probléme parlant on imagine aisément le représentant de commerce trace@son p
cours sur une cartéln probléme de référence en optimisation combinataiésoudre
I'’énigme P=NP, c’est trouver un algorithme polynomial pour TSP ou, au &irg,
prouver que tout algorithme qui le résout de facon exactdeesbmplexité exponen-
tielle. Un probleme pédagogiquesa ressemblance aux problemes d’affectation ou de
2-couplage permet de saisir la nuance qui sépare ce quiadst di@ ce qui est non
soluble, de cerner la nature et la difficulté intrinséquealedmbinatoire. Pour ces
raisons sdrement, les chercheurs se sont aux heures diéenleotecherche opération-
nelle passionnés pour le TSP et de fait, son étude a permisitfence de nombreuses
méthodes et méthodologies de résolution. Ainsi, parler 8&Tc’est non seulement
expliciter ce gqu’est I'optimisation combinatoire, sesfidifltés et ses enjeux, mais
c’est aussi le moyen de revisiter les méthodes de résolptiésentées au cours des
autres chapitres de cet ouvrage. C'est enfin montrer l'ingéé des chercheurs, la
multiplicité des modeles mis au point et les réalités que-agincarnent.
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Le probleme d’affectation consiste a déterminer, dans aplgr, un ensemble de
cycles deux a deux disjoints qui soit de poids minimal ; cébfgnme est polynomial.
Entre une affectation et un tour du voyageur de commerceuk slifférence est une
contrainte supplémentaire imposée par ce dernier : ne ppesi#ir de sous-cycle dans
la solution. Lorsque I'on modélise ces problemes sous fatenprogramme linéaire,
cette différence a I'apparence anodine se traduit pardtajiun nombre exponentiel
de contraintes ; mais aussi, par la contrainte d’intégritg :« {0, 1}, ou la variable
z;; € {0,1} traduit le choix d’intégrer ou non a la solution I'aréte;]. En réalité,
cette contrainte est également vraie pour I'affectationdfmisit également de prendre
ou non une aréte), seulement on peut s’en affranchir catrplresvé que les solutions
optimales sont entieres, les sommets du polyédre dessinéspeontraintes du pro-
bléeme d’affectation étant des points aux coordonnéesrestidinsi, cette contrainte
de non cyclage transforme le problétiaerangeant”d’affectation en le probleme (le
plus visité avec SAT peut-étre) intraitable qu’est TSP.

La difficulté de résolution du TSP a d’autant plus porté sulfdttention des cher-
cheurs. Aussi a-t-il été étudié et retourné sous tous ldesinthéorie des graphes, pro-
grammation linéaire, programmation dynamique, optimalo¢ etc. Les premiéres
formalisations de la recherche exhaustive par la strat#giealuation et séparation
seraient méme nées de recherches sur le voyageur de com@erdeapitre retrace,
certainement pas de facon exhaustive, I'histoire corgoile la recherche opération-
nelle et du voyageur de commerce. Aprés avoir présenté lgme, nous proposons
des algorithmes, exacts puis approchés, pour différeetssons du probléme : mini-
misation ou maximisation, instances métriques, distabiresres etc. Certains de ces
algorithmes mettent en ceuvre des modeéles généraux deti@sakis que la straté-
gie par séparation et évaluation, la programmation dynaenagy la recherche locale.
Certains encore utilisent des heuristiques, qui ne somesufue des idées de bon
sens quant a la constitution d’une solution pour le probl&toelié : nous pensons
par exemple aux heuristiques du regret et du plus prochév@%utres enfin, ex-
ploitant la relative facilité de sous-problemes du TSPigrdrd’'une solution de ces
sous-problémes et construisent a partir de celle-ci uredyainiltonien ; c’est le parti
pris par I'algorithme de Christofides avec I'arbre couvramiis de nombreux résultats
sont également obtenus par le biais d’'un 2-couplage optimal

1.2. Propriétés élémentaires et différents sous-problerse
1.2.1. Propriétés élémentaires

Un cycle hamiltonienT’ sur un graphe complédt’,, an sommets est un ensemble
den arétes, notd’(7T'). Cet ensemble d’arétes doit vérifier que le graphe pagtiet

(V(K,),E(T)) de K, qu’il engendre consiste en un cycle unigue qui couvre tosis le
sommets.
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Il existe d’autres maniéres, plus intuitives peut-étrecaectériser les cycles ha-
miltoniens deK,,. La premiére est graphique et fait appel a la notion de pasaiun
cycle : unparcoursd’un tour 7' de K, est une séquence de sommets,...,v;,)
indiquant les sommets rencontrés lors de la descriptiorydie @. Précisons qu’un
tour T' connait plusieurs parcours possibles, en fonction du mEndépart du par-
cours, c'est-a-dire du premier sommgt visité, ainsi que du sens de ce parcours; a
I'inverse, a chaque parcours correspond un unique cycldtoamnan.

La deuxieme alternative de définition d’'un cycle hamiltonést fonctionnelle et
fait appel aux permutationg sur V (K, ). Nous rappelons qu’une permutation sur
un ensemble est une application bijective de cet ensemble ldaméme. Un cycle
hamiltonien est alors ungermutation acycliqug surV (K, ), soit une permutation
qui vérifie la propriété :

Vo € V(K,),Vk € {1,...,n—1}, f*(v) #v [1.1]

ou f*(v) = fo f*=1(v) = f[f*'(v)]. Remarquons que nous avons nécessaire-
ment f™(v) = v pour tout sommet € V(kK,,). Nous laissons le soin au lecteur de
prouver que ces formulations sont équivalentes.

1.2.2. Différents sous-problemes

Lorsque I'on parle du voyageur de commerce, on pense soavemnt TSP ;
pourtant, nombreuses sont ses versions qui ont largensggitéria littérature : lorsque
la fonction distance vérifie I'inégalité triangulaire, EHR 76] ou ses versions re-
laxées et restreintes, cf. [BOC 00, BEN 99], lorsque l'ins@est géométrique, cf.
[ARO 98, BEN 92] ou encore, lorsque I'on cherche a maximisdjéctif, cf. [FIS 79,
HAS 00]. La fonction distancd vérifie I'inégalité triangulairesur le graphe com-
plet K,, lorsque I'on a la propriété :

Yy, v9,v3 € V(K,,), d(v1,vs) < d(v1,v2) + d(v2,v3). [1.2]

En d’autres termes, la plus courte distance entre dews\att la “ligne droite”.
On parle alors dhstance métriquet la restriction du voyageur de commerce a ces ins-
tances est notéeIN METRIC TSP. Les instances géométriques vérifient bien entendu
cette propriété, avec I'exigence supplémentaire que lesrss soient des coordon-
nées dans le plan (ou dans un espace de plus grande dimegisigug la distance
entre deux points = (z1,22) ety = (y1,y2) Soit issue d’une norme, par exemple
da(x,y) = /(21 — y1)? + (22 — y2)? oud (z,y) = |21 — y1| + |22 — y2|. On parle
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dans le premier cas de distarmgclidiennedans le second de distaneetiligne Fi-
nalement, lorsque I'objectif est de trouver un cycle hamnikn dont la valeur est non
plus la plus petite, mais la plus grande possible, on parfgrdbléememax TSP, qui
connalit ses propres applications industrielles, cf. [BARG®AR 85].

Les versionsviN TSP,MIN METRIC TSP etMAX TSP sont liées par les rela-
tions suivantes : pour toute instante= (K,,d) de MIN TSP, on peut construire
une instancd’ = (K,,d’) deMIN METRIC TSP ou devAx TSP qui vérifie, pour
tout cycle hamiltonierf” de K, que la valeur de ce tour sur les deux instances sont
égales a une transformation affine prées. Plus que cela,rdgdrice initialed a I'ins-
tance transformég, on aura préservé 'ordre relatif des solutions, vis-aguigritere
d’optimisation considéré (minimiser ou maximiser). Ca@iement, si nous prenons
I'exemple du passage d&N METRIC TSP aMmAX TSP, on aura pour toute paire de
cycles hamiltonieng? etTs : d(T1) < d(1%) surl (c’est-a-direI; meilleure quéely
sur I au sens deviN TSP)si et seulement si(7}) > d(T5) sur I’ (c'est-a-dire,
T, meilleure quel’, surl au sens deAx TSP).

Par la suite, on noterd,,.. = max.cp(k,)d(€),dmin = Min.cpk,) d(e)
etd(T) = > .cpr) d(e). Partant donc d’'une instandede MIN TSP, on construit
une instancd’ de MIN METRIC TSP en posante € E(K,,),d (e) = d(e) + dmax ;
on obtient alors pour tout cycle hamiltoni&hla relation suivante :

d(T) = d(T) +n X dmaz [1.3]

On vérifie aisément que la fonctieh satisfait I'inégalité triangulaire. PomAx
TSP, en posante € E(K,,),d (e) = dmaz + dmin — d(e), la relation devient :

d/(T) =nX (dmaz + d/mzn) - d<T) [14]

En réalité, puisque I'on a trivialement les égalités,,, = dyin €td), .. = dmaz:
cette transformation de la fonction distance permet égatérd’obtenir la relation
[1.4] pour la construction d’une instandé = (K,,,d’) demIN TSP & partir d’'une
instancel = (K,,d) de MAX TSP. De toutes ces relations, on déduit qu’un algo-
rithme résolvant 'une de ces versions nous permet de d&gaur chacune d’elles un
algorithme qui la résout et dont la complexité est du mémeep@O (n?) prés. On
parle alors deéduction polynomialecf. le chapitre de Ausiello et Paschos, c’'est-a-
dire que I'on ajoute a la complexité de I'algorithme initéal plus un polynéme pour
construire de nouveaux algorithmes. Cette promiscuitdiguies trois versions du
TSP du point de vue de leur résolution, nous I'explicitorrsfellement au travers de
deux lemmes.
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LEMME 1.1.— MIN TSPetMIN METRIC TSPsont, en termes de complexité, équiva-
lents a résoudre a I'ajout d’un facteuv(n?) pres.

Preuve. Soit A1goTSP un algorithme exact poumiN TSP ; puisquemIN METRIC
TSP est un sous-probleme sieN TSP, I'algorithmeAlgoTSP résout en particulier
MIN METRIC TSP. Réciproquement, supposons iLigoTSP soit un algorithme exact
pour MIN METRIC TSP et voyons comment il pourrait nous permettre de résoudre
MIN TSP. Soitl = (K,,d) une instance d&IN TSP, on construit I'instanc& =
(K,,d") deMIN METRIC TSP oud’ est définie par Ve € E(K,),d (e) = d(e) +
dmaz- ON lance alorsilgoTSP sur I’ et I'on considére la solution renvoyée comme
solution de l'instance initialé. Or, I'égalité [1.3] nous permet d’affirmer qu’un cycle
hamiltonienT™ est solution optimale suf pour MIN TSP si et seulement s'il est
solution optimale suf’ pour MIN METRIC TSP : nous déduisons ainsi qu'une telle
procédure permettra de résoudien TSP sachant que I'on sait résoudieN ME-
TRIC TSP, et ce en dégradant au plus d’un facte(@?) la complexité deA\1goTSP,
puisque c’est le temps nécessaire a la construction dedtinel’. |

Selon le méme principe, I'égalité [1.4] et la remarque gusué nous permettent
d’écrire et de justifier le lemme suivant.

LEMME 1.2.— MIN TSPetMAX TSPsont, en termes de complexité, équivalents a
résoudre a un ajout d’un facteu?(n?) pres.

1.3. Algorithmes de résolution exacte

La premiére idée qui vient a I'esprit lorsque I'on veut réd@ TSP est certai-
nement celle de leecherche exhaustivée principe en est trés simple, mais au prix
d’'une complexité en temps trés élevée : il consiste a détemidutes les solutions,
a en évaluer la valeur, puis a sélectionner la meilleure desokitions. Dans notre
contexte, cela se traduit par la recherche de tous les dyaleditoniens. Or, dans un
graphe complek,,, ily a @ tours possibles ; sachant que I'évaluation d'un tour
nécessite un tempS(n), nous obtenons une complexité totale en tempgde!),
ce qui est équivalent, lorsque tend vers l'infini, a0 (n™v/2mne~"). Nous allons
cependant voir que I'on peut diminuer de beaucoup cette Exité.

1.3.1. Un algorithme de Programmation Dynamique

Cet algorithme, simple a expliciter, utilise le principeldg@rogrammation dyna-
mique cf. le chapitre Escoffier et Spanjaard. Il peut étre déeritadmaniéere suivante,
cf. [HEL 62] : tout d’abord, trouver pour chaque sommgtlu graphe une plus courte
chaine dey; av; qui visite tous les sommets dé; ensuite, ajouter a chacune de ces
chaines l'aréte retour qui permet de former un cycle ; enfiojsir le meilleur des
cycles ainsi construits.
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Pour déterminer la meilleure chaine dea v;, I'algorithme résout le probleme
plus général qui consiste a déterminer pour ¥6U V\{v;, } et tout sommet de V"’
la meilleure chaine d'extrémités etwv qui visite une et une seule fois chaque som-
met deV’. Par la suite, on note p@hsembleCh(V’, v) 'ensemble des chaines qui
vérifient ces exigences, peeilleurCh(V’, v) une plus courte chaine parmi celles-
ci et parvaleurCh(V’,v) sa valeur. On montre aisément que lors¢iig > 2, la
quantitéValeurCh(V’, v) satisfait pour tout sommetde V' : ValeurCh(V' v) =
ming,zyeys {ValeurCh(V'\ {v}, w) 4+ d(w,v)}. Cette relation traduit la réflexion
suivante :"sur V' et pour I'un de ses sommets il suffit, pour déterminer la plus
courte chaine de; a v qui passe par chague sommet @& de connaitre les plus
courtes chaines partant dg qui passent par chaque sommetide\ {v}". L'algo-
rithme consiste a exploiter cette relation : il constrditdtivementeilleurCh(V’, v)
etValeurCh(V’,v) pour des sous-ensembl&s de plus en plus grands, jusqu’a ob-
tenirMeilleurCh({vs,...,v,},v) pour tout sommet deV \ {v;}.

Algorithme de programmation dynamique

1) Pouri = 2 an, faire :

2)  MeilleurCh({v;},v;) = (v1,v;) etValeurCh({v;},v;) = d(v1,v;);

3) Pourj =2an — 1, faire :

4) Pour toutV’ C {vo,...,v,} de cardinalitéj, faire :

5) Pour touty € V’, faire :

6) ValeurCh(V’ v) = mingeys {ValeurCh(V’'\{v}, w) 4+ d(w,v)};

7) MeilleurCh(V',v) = (MeilleurCh(V’ \ {v},wp),v) (00 wy est le
sommet qui atteint ce minimum) ;

8) Renvoyell' = argmin,», {ValeurCh({va,...,v,} \ {v},v) +d(v,v1)};

V=V2

La remarque précédente permet de conclure que cet algerithnstruit bien une
solution optimale devin TSP. Nous estimons maintenant sa complexité en temps,
qui est essentiellement déterminée par les trois bouclesdomées (étapes 4 et5).
Fixons dans un premier temps l'entiee {2,...,n — 1} (itération; de la boucle3),
'ensembleV’ C {v,,...,v,} detaillej (itérationV’ de la bouclet) et le sommet €
V' (itérationv de la boucleb) ; trouvervValeurCh(V’,v) etMeilleurCh(V', v) né-
cessite un temp@(;j) connaissant les quantitésleurCh(V’\ {v}, w) pourw # v €
V. Puisque cette opération est répétée pour chaque somhets, l'itération V' de
la boucle5 prend globalement un tempgx(;j2). Cette boucle étant elle-méme répétée
pour chaque sous-ensembféde taillej parmi{v,, ..., v,}, elle consomme en tout
un tempsC? _,0(j2), ot I'on rappelle que’’ vautﬁij)!. Enfin, I'étape3 est dé-
roulée pour chaque € {2,...,n—1}, ce qui nous permet de déduire une complexité
totale en temps majorée par la quan@g;j C7_,0(52) = O(n22m).
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THEOREME 1.1.—[HEL 62] L'algorithme de programmation dynamique résout
optimalemenwiN TSP.

1.3.2. Un algorithme de séparation et évaluation

L'algorithme, congu par J.D.C. Little, K.G. Murty, D.W. Sewey et C. Karel, cf.
[LIT 63], met en ceuvre une méthode par séparation et évatubisée sur I'heuris-
tique du regret. Il s’agit maintenant de résoudre le TSP dansadre plus général :
sa version asymétrique. Nous travaillons sur un graghe (V, A) complet orienté
surn sommets{vy, ..., v, } ou la distancei(v;, v;) pour se rendre de; av; n'est
pas nécessairement la méme que la distaifee, v;) de I'arc (v;,v;). Notons que
pour transformer une instance symétrique en une instayogsaisque, il suffit de du-
pliquer chaque arétp;, v;| en deux arcgv;, v;) et (v;,v;) de méme distance que
I'aréte initiale ; cette procédure, qui nécessite un temps®), permet d’appliquer un
algorithme concu pour le cas asymétrique a toute instancaslaymeétrique.

Le regret est la facon d’évaluer le colt, que I'on pourradldier d'inopportunité
de la non incorporation d’un arc a la solution ; pour le cacules distances doivent
au préalable subir une opération appetghiction On commence par retirer a chaque
arca = (v;, v;) le plus petit colt pour partir dgsoit formellement¥:i = 1,...,n,0on
note D' = min;;{d(v;,v;)} et 'on pose, pour touf # i, d'(v;,v;) = d(v;,v;) —
D?. C’est ensuite le plus petit colt pour arriver et relativement a’ que I'on
retire :Vj = 1,...,n, on noteD"” = min,.;{d (v;,v;)} et 'on posed” (v;,v;) =
d'(vi,v;)—D" pourtouti # j. Il est aisé de constater que la fonctihne transforme
pas I'ordre relatif des tours réalisables ; en effet, si tae D’ = >~ | D*, D" =
>" D etD = D'+D", alors les fonctiond, d’ etd” vérifient la double inégalité :
VT, d'(T) = d(T) — D" = d(T) — D. La figure 1.1 déroule 'étape de réduction
sur un graphe a cing sommets.

D' =10 D" =2 D=12
U1 V2 V3 Vg Us V1 V2 V3 V4 Us U1 V2 VU3 V4 Vs
vy -11 1 7 9|1 v -10 0 6 8 v - 10 @ 6 8
v 5 - 312 3/ 3| w 2 - 09 0 v 0 - 09
v 7 1 - 913/ 1| w3 6 0 - 812 vy 4 07 - 8 12
v 14 95 - 4/ 4| v,10 51 - 0 w8 51 - d
vs 312 7 1 -1 1| w3 211 6 0 - v; 011 6 O -
10 2 2

Figure 1.1. Calcul des codts réduits sur le graphe initial

La constanteD offre une premiere estimation du co(t d'une solution oplima
surG (VI',d(T) = d'(T)+ D etd"(T) > 0= d(T) > D). De surcroit, la réduction
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permet de faire apparaitre des arcs de codt nul partant deelsammet et arrivant en
chaque sommet ; c’est précisément sur ces arcs que lesregnétalculés, traduisant
I'arbitrage suivant : Si incorporer un arc de co(t nul a la solution n'a aucune inci-
dence sur I'évaluation de celle-ci, combien nous en coétérde ne pas I'emprun-
ter ?". Sur le dernier tableau de la figure 1.1, considérons [agcv2) : I'emprunter
ne codterait rien, tandis que l'interdire imputerait a laison un co(t supplémentaire
d’au moins 4 (co(t minimal pour partir dg autrement qu’en allant vers) + 5 (co(t
minimal pour arriver ervs autrement que par,) = 9 : c’est la notion de regret. For-
mellement, le calcul des regrets revient & déterminer poutrdarca = (v;,v,) tel
qued”’ (@) = 0 la quantité r (@) = ming; ;{d(vs, ve)} + mingz; j{d(vy,v;)}. Sur

le dernier tableau de la figure 1.1, les regrets sont indignésxposant des arcs de
codt 0.

Pour exploiter I'outil de réduction et de calcul des regass le cadre d'une
procédure d’exploration par séparation et évaluatiori¢afhapitre de Hudry), I'algo-
rithme de Little sépare I'ensemhfedes solutions réalisables en deux sous-ensembles
complémentaires, respectivement qualifiés de nodlidslusion et d’exclusion: les
solutions du premier empruntent I'arc de plus grand regeetontraire des solutions
du second. En fonction de I'opportunité qu'il représente saus-ensembl§ sera a
son tour séparé, toujours selon le méme arbitrage, et arsiite. Les feuilles de I'ar-
borescence d’exploration seront soit des ensembles sé&duite solution unique, soit
des noeuds stérilisés, c’est-a-dire dont on sait, a un modeamt du déroulement de
I'algorithme, qu’ils ne contiennent pas de solution qui segilleure que la meilleure
solution connue.

Un ensemblé& de solutions est décrit par les ensemlifeset Mg des arcs de plus
grand regret qui ont été successivement impoBgs ¢u interdits (//s) aux solutions
de S. La fonction des co(ts suff est notéeals et résulte des réductions successives
de la fonctiond initiale ; on désigne pad? sa version réduite, pabg la différence
entre les évaluations faites pdg et d d’'un tour deS. Enfin, on se munit d'une
évaluation minimale des solutions d& notéeb(S) : pour évaluer un nceu, on
fait la somme de I'évaluation de son pere et de la constante lorsquesS est un
nceud d’exclusionpDyg est la valeur du plus grand regret sur son pére. Notons que
I'ensembleAs des arcs valides suff, indépendamment de I'ensemblés, évolue a
chaque fois qu’un arc estimposé aux ensembles de solutgonglus des arcs d¥/s,
'ensembleAg (qui est égal & pour S = S) exclut tous les arcév;, v;) tels que
v; € I'"(Pg) ouv; € I'"(Pg), ainsi que tout ar@ qui, ajouté aPs, créerait un sous-
circuit.l La présentation de I'algorithme est organisée en deuxgsartia premiére
détaille les opérations qui sont faites sur un nceud, c'eltedla réduction des codts,

1. Soit A un ensemble d’arc,” (A) (resp..'"(A)) désigne 'ensemble des sommets qui sont
extrémité initiale (resp., finale) d'un arc de
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la détermination de I'arc de plus grand regret et la ségaratandis que la seconde
traite de la stratégie globale d’exploration.

Réduction des cofits

1) PoselDy = D¢ =0;

2) Pouri =1,...,ntelquei ¢ T (Ps), faire :

3)  poserDy = min{ds(a@) | @ = (v;,v;) € As}etD's = D's + D;
4)  pourtoutd = (v;,v;) € Ag, poserds(a) = d’(a) — D¥;

5) Pour=1,...,ntel quej ¢ I'"(Ps), faire :

6)  poserD’s’ = min{dy(@) | @ = (vi,v;) € As}etD¥% = D%+ D'g7;
7) pour toutd = (v;,v;) € Ag, poserd”’s(a@) = d'y(@) — D's7;

8) PoserDg = D'+ D" g;

Arc de plus regret
1) Pour tout@ = (v;,v;) € Ag / d(@) = 0, poser
r(@=min{d4(@) | G=(vi, ) € As} + min{d3(@) | 3= (v, v;) € As}
7 7

2) Renvoyelds I'arc de regret maximal parmi les arcs de cdftnul;

Séparation

1) SiS = S, réduireds puis poseb(S) = Ds ;

2) Sinon, siS est un nceud d’exclusion, réduide ;

3) Déterminer I'arcdig de plus grand regret puis sépafeenSp et.Sy; ;

4) SurSp :

5) poserPs, = Ps U {ds} etMg, = Mg;

6) réduiredg puis poseb(Sp) = b(S) + Ds;

7) SurSyy, poserPs,, = Ps, Mg,, = Mg U {ds}, b(Sa) = b(S) + r(ds);

La stratégie d’exploration choisie est celle de I'explamatn profondeur d’abord
ne serait-ce que pour disposer rapidement d’'une solutiggaetonséquent, d’une
borne supérieure de la valeur d’'une solution optimale. Eat,de but est de limiter
au mieux le développement de I'arborescence et de tellésadims, parce qu’elles
permettent de stériliser des nceuds, constituent un oetiigux. Mais si I'on persiste
dans cette voie, c’est surtout par soucis de cohérence aveéthode de séparation.
L'évaluation des nceuds peut étre hétérogene, si certamsise succession d’incor-
porations quand d’autres sont une succession de refus Qtiples important sur une
solution & moitié dessinée peut néanmoins sembler préédaln colt moindre sur
une solution dénuée d’arcs. Dans la description qui suitalgdrithme, b décrit la
meilleure borne supérieure connue pour la valeur d’un tptinl.
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Algorithme de séparation et évaluation

1) Poseh(S) = 0,ds = d, Ps = Ms = () ethb = +o0;

2) Tant qu'il existe une feuille tel queb(S) < b:

3) choisirS t.q. b(.S) est minimal parmi les feuillesq. | Ps| est maximal ;
4)  siS estréduite & un tour poske= min{b, b(S)}, sinon, sépares$ ;

5) stériliser tout nceud tel queb(S) > b;

6) Renvoyer la feuilleS réduite & une solution et telle quesS) = b;

Nous reprenons maintenant le cours de notre exemple ; Eleest invité a suivre
le déroulement de I'arborescence sur la figure 1.4. Le nodtiad inoté.S,, admet pour
arc de plus grand regret I'afes, v5), de regret 9; on le sépare donc.&n(solutions
issues de5, qui empruntentus, vy)) et Se (solutions issues d&, qui n"empruntent
pas(vs,v2)), puis 'on poseb(S,) = b(Sp) + 9 = 21. Le fait d'intégrer(vs, v2) aux
tours deS; rend prohibés I'ar¢uvs, vs), les arcs (autres ques, v2)) partant devs et
les arcs (autres ques, v2)) arrivant envs.

dg, = (v1,v3) | dg, = (v2,v5) Dy, =8 [S5 = {(vivsvavsv4v1)}
V1 V3 Vg Us U1 V4 Vg V1 V4 V1 V4
U1'0768 v2-909 U48-8 ’U40 -
UQOO'gd) ’U48-08 U5'0 Vs 0
vy 8 1 - O vy 08 09 - 3
Vs OO 6 06 -

Figure 1.2. Premiéere solution

Les colts suf; (premier tableau de la figure 1.2) sont déja sous forme édait
pose alor$(S1) = b(Sy) = 12. Conformément a la stratégie d’exploratioR4, | = 1
contre|Pg,| = 0), le nceud courant deviey et I'arc de décisiorjvy, v3), de regret
7.5 est séparé efi; (Qui impose(v, vs) mais interdit(v, v1) afin de ne pas générer
le sous-circuifvvsvav)) €t.Sy (qui refuse(vy, v3)); ces ensembles sont respective-
ment évalués &(S,) = 19 etb(S3) = 12. Le nouveau nceud d’étude est algs sur
lequel I'arc(vs, v5) est de regret maximal (deuxieme tableau de la figure $32st &
son tour séparé es}, et Sg, ou.S5 regroupe les solutions passant par, vs), (vs, va),
(va,v5) et Sg celles qui passent pdos,vs), (vs,v2) €t non(vg,vs); ON pose par
ailleursb(Ss) = 21. La réduction des codts si9 nous donneDgs = Dy = 8, dont
on déduith(S5) = b(S3) + 8 = 20; le nceudS; devient le nceud courant. Finalement,
comme le montre le troisieme tabledy,décrit une solution uniquéy; v3vevsv4v1 ),
de valeur 20. On pose aldrs= 20 et I'on stérilise les feuilles qui ne peuvent promettre
mieux que 20 : c’est le cas d& et Sg.
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as, = (v4,v3)
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6
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2
0
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Figure 1.3. Réduction des codts et calcul des regretsSur

11

La seule feuille disponible est, ; puisqu’il s’agit d’'un noeud d’exclusion, il n’est
pas nécessaire de réévalltigs,) : la constante de réduction a déja été incorporée par
l'intermédiaire du regret de ne pas empruriter, v3). Les regrets suf, (dernier ta-
bleau de la figure 1.3) nous indiquent que c’est lfarg v3) qui sépares, enS; etSs.

Les solutions deSs colitent au moins 24, celles ¢& au moins 19. Le nceufls, a
peine créé, est déja stérilisé, tandis @¢izeest mis a I'étude (deuxieme tableau de la
figure 1.3). Ce dernier nceud donne naissance a dews§il&ours deS; emprun-
tant (v1v4)) €t S10 (tours deS; n'empruntant pasv;vs)). Le noeudSy, est évalué

a 21, il sera donc stérilisé. En revancl§g,décrit la solution uniquév; vyvsvavsvy ),

de valeur 19 : c’est une solution optimale (toutes les adién@ifles sont stérilisées) et
unique (les évaluations faites des autres feuilles saotestnent pires que 19).

————————— »  Stérlisation

% noaud stérilisé

ACBEDA )%\

Figure 1.4. Algorithme de Little
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THEOREME 1.2.—[LIT 63] L'algorithme de séparation et évaluation résout
MIN TSPa l'optimum.

1.4. Algorithme approché pourmAx TSP

Nous présentons ici deux algorithmes approximaak TSP suivant deux ra-
tios de performance : leapport standardet le rapport différentiel Ces ratios tra-
duisent I'existence d’un réel €]0 ; 1] vérifiant, pour toute instanck val(T) > r x
optmasTsp(I) pourle premierpal(T) > rXoptmazrse (I)+(1—r)woryaerse (1)
pour le second, 0upt,arsp(I), wormarsp(I) etval(T) désignent respective-
ment la valeur d’uriour optimal d’un plus mauvais tousur I'instancel et d’'untour
approché. Concretement, il s’agit de situer la valeur de la solutipprachée relati-
vement a la valeur optimale pour le rapport classique,ivelaient aux valeurs d’une
pire et d’'une meilleure solutions en différentiel : quitetdiser des algorithmes ap-
prochés, on souhaite pour le moins estimer la qualité deti@os fournies, en situant
leur valeur sur le spectre des valeurs possibles. Le schénillugtre les mesures clas-
sique et différentielle pour un probléme de maximisationneliquant les intervalles
discrets pour des solutions 1/2-approchées relativementi@ux rapports ; la valeur
d’'une pire solution est notéeor(I), la valeur optimale est notegt(I).

0 ’LUOT(I) oth(I) on(I);»opt(I) Opt([)

<_> rapport différentiel
- —————Pp  ravvortstandard
< » interval discret

Figure 1.5. Positionnement d’une solutio%rapproché.

Pour connaitre en détail les concepts liés a la notion diifgone a garantie de
performances, le lecteur est invité a consulter le chag@rBemange et Paschos.

La premiére voie de résolution consiste a adapter I'idépgsée pour la mesure
standard dans [FIS 79] ou les auteurs, partant d’'un 2-cgapdarfait de poids maxi-
mal, modifient celui-ci de maniére a obtenir un tour. Un eriderd’arétesk’ C E
d'un grapheG = (V, E) est un2-couplagesi chague sommet dé est incident a
au plus 2 arétes dB’ ; notons que c’est le cas d’'un cycle hamiltonien, puisquesdan
un cycle, tout sommet est de degré exactement 2. Plus géménat, supposons que
soit affecté a chaque sommetin entier naturelf(v) : un f-couplageest alors un
ensemble d'aréteg’ C FE qui vérifie que chaque sommetest incident a au plus
f(v) arétes deF’. Lorsque chague sommetest incident & exactemeyfifv) arétes
de £, le f-couplage est diparfait. Un autre cas particulier dé-couplage que 'on
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Figure 1.6. lllustration du fonctionnement de I'algorithme lorsghie= 3.

rencontre souvent est celui ou la fonctiffv) est a valeur danf, 1} : on parle alors
de couplage Finalement, on appellg-couplage de poids maximah f-couplageE’
dont la somme des poids des arétes est maximale. Dans [HAR &4} proposé
un algorithme de complexit€(n3) qui construit un2-couplage de poids maximal
dans un graphe donné. Par le biais d’'un léger artifice, ceritigne permet égale-
ment de construire ug-couplage parfait de poids maximalil suffit pour ce faire
d’augmenter le poids de chaque aréte de telle sorte que etZaqauplage de poids
maximal soit nécessairement parfait. Pour la descriptemnadgorithmes construisant
un f-couplage, cf. [GON 95].

Les problémes de 2-couplage se complexifient néanmoinguent®on ajoute une
certaine contrainte quant a la forme des cycles, plus gnéasat sur le hombre mi-
nimal de sommets que les cycles du couplage doivent contemirparle alors de
2-couplagek-restreint cf. [KIR 99]. Un 2-couplage parfaiest ditk-restreint si tous
ses cycles contiennent au moing- 1 sommets. Il est remarquable qu’un 2-couplage
parfait est 2-restreint (chaque cycle contient au moinsminsets) ou encore qu’un
2-couplage parfait. — 1-restreint est un cycle hamiltonien ; en réalité, on peuupro
ver qu’'un 2-couplage parfait-restreint est un cycle hamiltonien si et seulement si
5 <k <n—1.Le probleme de déterminer un 2-couplage parfait 4-regtds poids
maximal estNP-difficile, cf. [PAP 98, VOR 80]), tandis que le statut du piérine
consistant a déterminer un 2-couplage parfait 3-restfeiast-a-dire un 2-couplage
parfait sans triangle) qui soit de poids maximal est une tipresoujours ouverte a
I'heure actuelle. Cependant, lorsque le graphe est nonguénitiexiste un algorithme
polynomial pour construire un 2-couplage parfait 3-réstrein autre pour construire
un 2-couplage parfait 4-restreint si le graphe est bipefitfHAR 99] (sous la condi-
tion, bien sir, que de tels 2-couplage existent).
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1.4.1. Un algorithme basé sur le 2-couplage

Puisqu’un tour optimal est un 2-couplage parfait parte@u({ne contenant qu’un
cycle), ces deux notions sont trés proches. Aussi, les euteu[FIS 79] ont congu
leur algorithme de la maniere suivante : pour chaque cycl2-douplage parfait de
poids maximal, on supprime une aréte de plus petit co(t, guilie aléatoirement
les chaines résultantes de maniére a obtenir un cycle loamift Le procédé est as-
sez simple, aussi est-il laissé au lecteur le soin de déerate cet algorithme, dont
la complexité en temps est d&n?), retourne un toufl” qui vérifie :VI, val(T) >
%optmw;pgp(]). Malheureusement, dans le pire des cas, la soldfiate cet algo-
rithme ne garantit pas l'inégalitéal(T) > %opt,,,stp(I) + %wormngp(I) :
cela signifie que ce tour peut étre beaucoup plus proche dieelag@ution que de
'optimum.

L'algorithme que nous présentons maintenant est issu deNNgZb]. Il consiste a
générer, non plus un, mais plusieurs cycles hamiltonidragun d’eux étant construit
selon la méthode décrite précédemment. L'idée générale ssivante : partant d'une
collection de cycles qui couvre les sommetskilg, chaque cycle étant de longueur
au moins 3, on crée trois cycles hamiltoniens;dme cycle hamiltonien consistant
a retirer laiéme aréte de chaque cycle du 2-couplage puis a relier legscgahsi
amputés entre-eux de sorte a former un cycle unique. Plasrégsment, soi&’ un
2-couplage parfait de poids maximal décrit par les cycles: = 1,...,k; pour
chacun de ces cycles;, nous considérons 4 sommets consécutifsvs, v} et v}
(en particulier, lorsquéC;| = 3, nous avons, = v!); finalement, pour le dernier
cycle Cy,, nous considérons également I'autre voisin d@psle v¥, que I'on notey.
Notons que s|C| = 3, les sommetg et v coincident, tandis que | = 4, ce
sont les sommetg etv} qui sont un seul et méme sommet ; autremgst toujours
un nouveau sommet.

Algorithme basé sur le 2-couplage

1) Construire un 2-couplage parfdit de poids maximal dans= (K, d) conte-
nant 'ensemble de cyclds’, ..., C};

2) Sik = 1, alors posel(T) = E’ et renvoyefT ;
3) Sik estimpair, alors faire :

4) PoserS; = ] k_ {[v],v]]} et construire E(T}) = (E'\ S;) U
{[vh,od} OS2 {13 ], [0, o371

5) PoserS, = J k_ {[v],v]]} et construire E(T,) = (E'\ S3) U
{loh, o3} OS2 {1 o], [0, 037 1)

6) PoserS; = ] 1{[1;3,1;4]} et construire E(T5) = (E'\ S5) U
{[vh, ol OS2 {103 o], o o)

7) Sik est pair, alors falre :
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8)  PoserS; = uk—l{[vg,vg]}u{[vf,vg]} et construire®(Ty) = (E'\ 1)U
{[ob, o, [oh, 081} U072 (1o, o991, o1, o223

9) PoserSy = U vl v3]} U {ly, v¥]} et construirel(Ty) = (E'\ Sa) U
{ly. v3], [o, w31} LSS ””{[viav?ﬂ [ o

10) PoserS; = U;Z k= 1wd, vl]} U {[vh, vE]} et construireB(Ty) = (E'\ S3) U
{[v5, vd], [o}, w3} US 572 g, o T R

11) Renvoyefl’ = arg max{val(T1),val(Ts),val(T3)} ;

Il est aisé de voir que dans chacun des cas traités, les at@tésnsembleE(T;)
forment un cycle hamiltonien, de sorte que I'algorithmedurib bien un tour. La Fi-
gure 1.6 décrit le fonctionnement de cet algorithme lorggue 3. La complexité de
cet algorithme est dominée par I'étape 1 qui consomme, €&lpis remarques précé-
dentes, un temp@(n?).

THEOREME 1.3.—-[MON 02b] Pour toute instancé = (K, d), I'inégalité suivante
est valable wal(T") > %OptmazTSP(I) + %U)OTmaITSP(I).

Preuve. soient! = (K,,,d) une instance du voyageur de commercé'etun tour
optimal de valeuopt,,,q.Tsp(I) surI. On noteperte; = wval(T;) — d(E’) pour

1 = 1,2,3; cette quantité est négative et représente le prix de Iafsemation du
2-couplage parfaif2’ en le tourT;. La solutionT retournée par I'algorithme est de
valeur supérieure ou égale a la valeur de chaqu€Tpert ainsi, au moins aussi bonne
que la moyenne des valeurs de ces tours. Autrement dit :

—_

1
val(T) > = Z val (T, d(E") + g(pertel + pertes + pertes) [1.5]

CX)

D’un autre coté, nous pouvons facilement vérifier, par unegeparcours, que la
solutionT, constituée pai(7,) = Uj—123(E(T;) \ E') U (E"\ (S1 U S2 U S3))
est un cycle hamiltonien surde valeurd(7..) = d(E’) + perte; + pertes + pertes.
La Figure 1.8 décrit ce cycle hamiltonien pour I'exemplastré par la Figure 1.7. Par
définition d’'une plus mauvaise solution, NOUS avas.,,..rsp(l) < d(T.), ce qui
revienta :

WOrmazrsp(l) < d(E') + pertey + pertes + pertes [1.6]

Evaluons a présent la solution optim4lé ; tout tour étant un 2-couplage parfait de
1, cela est également vrai @& et I'on déduit :

d(E/) 2 OptmaacTSP (I) [17]
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Finalement, en rapprochant les inégalités [1.5], [1.61L&f][ nous obtenons :

2 1
Ual(T) > goptmazTSP(I) + gwormaxTSP (I) [18]

Nous laissons au lecteur le soin de prouver que I'inégalit&] [est la meilleure
possible pour cet algorithme, et ce méme lorsdle € {1,2}; pour prouver un tel
fait, il suffit d’exhiber une famille d’instances qui attelile rapport d’approximation
énoncé pour l'algorithme soumis a I'analyse. Précisong ponclure qu’un rapport
semblable a été obtenu dans [HAS 01] et que cette inégal@gdanstitue a I'heure
actuelle le meilleur rapport différentiel connu pousx TSP. |

E' T,

Figure 1.8. La solutionT..

1.4.2. Algorithme mélant 2-couplage et couplage

Nous présentons ici un algorithme exposé dans [SER 84] efgproximeMAX
TSP relativement a la mesure standard. Afin de faciliter tapr@hension de la preuve,
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nous avons volontairement modifié I'algorithme en réduisan traitement principal

et son analyse au cas ou l'ordnedu graphe est impair. La contre-partie de cette
transformation est 'augmentation de la complexité en dipn facteurO(n?). Le
principe consiste a construire deux tours partfélset P, (un tour partiel est un en-
semble de chaines d€, qui sont sommet-disjointes), de sélectionner le meillas d
deux, puis de prolonger celui-ci en un tour complet. Dansitelb garantir une bonne
approximation de I'optimuni?; etP, sont obtenus a partir de deux bornes inférieures
de I'optimum : le2-couplage parfait de poids maximetl lecouplage parfait de poids
maximal

Algorithmemeilleur tour partiel
1) Construire un couplage parfait de poids maxihaldans/ ;

2) Construire un 2-couplage parféit de poids maximal dank= (K, d), décrit
par les cycle€’s, ..., Cy;

3) PoserP, = E, etPy = 0);

4) Pouri = 1 ap, faire :

5) Trouvere € E(C;) tel que(P; U {e}) reste un tour partiel ;
6) PoserP; — Py U {e} etPy — Py U(E(C;) \{e});

7) RenvoyerP = argmaz{val(P1) ;val(P2)};

Cet algorithme est bien entendu d’exécution polynomialdeemps et sa com-
plexité, d’ordreO(n?), imputable a la construction du 2-couplage parfait et du cou
plage parfait de poids maximal. La validité de cet algorighest entierement condi-
tionnée par celle de I'étageau sein de la bouclé (une illustration de la construction
deP; etP, qui en découle est proposée par la Figure 1.9). Pour I'étalolus allons
tout d’abord montrer par récurrence sur le numéro d’itératie la boucle que nous
avons les propriétés suivantes :

— chaque chain® deP; (a I'étape courante) alterne arétesideet deFs ;
—P1 (al'étape courante) est un tour partiel.

Pouri = 0, le résultat est vrai d'aprés I'éta3e supposons que le résultat soit
vrai a I'étapei pouri tel que0 < i < p et prouvons qu'il I'est encore a I'étapet 1.
Considérant un sommet quelconque V(C;1), on note pae; etes les deux arétes
qui lui sont incidentes danS;; et parP la chaine deP; qui passe pav. Siv est
sommet interne dé, il est alors, par hypothése de récurrence quant a la forme de
chaines deP;, adjacent a une aréte de ; une telle situation induirait I'incidence
d’'une aréte des cyclgs,, ..., C; av, contredisant le fait qué&s soit un 2-couplage.
Puisquev est alors extrémité dB, on peut intégre#; oues au tour partiefP;, 'une au
moins de ces deux arétes n’étant pas incidente a I'autréreitér deP. Deux chaines
deP; vont étre reliées par le biais de I'aréte ajoutée, formartnouvelle chaine qui
alterne encore les arétes fe et deF» ; le résultat est donc de nouveau vrai pour le
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O A D

2

AL X =0

2

Figure 1.9. Les tours partielsP; et Ps.

tour partiel constitué paP; a l'itérationi + 1. Concernan®, , il est aisé de vérifier
que, par construction, il forme bien un tour partiel.

LEMME 1.3.—[SERB84] Pour toute instancd = (K,,,d) avecn pair, I'inégalité
suivante est valableval(P) > 3 optaersp().

Preuve.soient! = (K, d) une instance pout pair et7™* un tour optimal dd ; dans
ce cas;[* peut se décomposer en deux couplages parfaits (prendreétaesar deux

lors du parcours d&™* pour le premier, les arétes restantes pour le second), ¢@don
déduit :

1
d(El) > §OptmaxTSP(I) [19]

Par ailleurs, puisqu’un tour optimal est un 2-couplageipalier, sa valeur vérifie
également :

d(EQ) > OptmazTSP(I) [110]

Finalement, en regroupant les inégalités [1.9] et [1.16batmeval (P ) +val(Ps) =
d(Ey) + d(E»), nous obtenons :

val(P) > = (val(Py) + val(P2)) >

>~ w

OptmaxTSP (I) [111]

N | =
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Algorithme basé sur le 2-couplage et le couplage

1) Sin est pair surl = (K,,d), alors appliquer l'algorithmeéeilleur tour
partiel surl (notonsP la solution renvoyée) ;

2) Sin estimpair sud = (K,,,d), alors :
3) ConstruireK,,_; le sous-graphe d&,, induit parV (K,) \ {v1};
4) Pour tout couplé < i < j < n, faire :

5) posetd; ;(e) = d(v;,v1)+d(v1,v;) Sie = [v;,v;], d; ;(e) = d(e) sinon;

6) appliquer I'algorithmeneilleur tour partiel sur l'instancel; ; =
(Kn-1,d; ;) (notonsp; ; la solution renvoyée) ;

7) Si P, ; posséde l'arétév;, v,], alors posefP; ; — (P;; \ {[vi,v;]}) U

{[Uia U1]7 [Ulv Uj]} ;
8) PoserP = arg maxi ;< j<n{val(Pi;)};
9) CompléterP en un tourl’ de maniére arbitraire et renvoyer,

Nous rappelons que cet algorithme est une version |égétemzdifiée de celui
présenté dans [SER 84] (une présentation particuliéreoh&ingé de I'algorithme ori-
ginal est proposée dans [BAR 02]), essentiellement danacsm fde traiter le cas
impair. Cette transformation nuit & la complexité en tempsadprocédure, qui passe
deO(n?®) dans sa version originale@(n’) dans le version que nous avons présentée.

THEOREME1.4.—[ SER84] Pour toute instancé = (K, d), I'inégalité suivante est
valable :val(T) > %OptmaxTSp(I).

Preuve. le tour produit vérifieval (') > val(P), puisque les arétes sont de codt po-
sitif ; si n est pair, le lemme précédent suffit donc a conclure. Supposaintenant
quen est impair sur l'instancé = (K, d), de solution optimald™, nous considé-
rons l'instancd;- ;- olv;- etv;« désignent les sommets adjacents dansI™ ; on a
alors I'inégalité :opt,,qrsp(Li- j+) > optmaarsp(I). En effet, le toufl” déterminé
par E(T") = (E(T*) \ {[vi+,v1], [v1,vj+]}) U {[vs=, v+]} est un tour réalisable de
I;+ j«, de méme valeur qué&*. De fagon semblablé?;- ;- a méme valeur suf;- ;-

et surl (aprés I'’échange de I'aréfe;-, v;-] contre la chaine formée pér;-, v,] et
[v1,v,-]). Couplées au résultat du lemme précédent appliqii¢ 2, les inégalités
que nous venons d’énoncer permettent de conclure :

3 3
'Ual(T)) Z 'UG/Z(PZ‘*J‘*) Z ZoptmawTSP(Iiﬁj*) Z ZoptmamTSP(I) [112]
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La borne produite par cet algorithmee(, I'inégalité [1.12]) était, jusqu’a trés
récemment, la meilleure connue pour un algorithme détesteinDepuis peu, cette
borne a été améliorée par une déramdomization des alg@sthaiéatoires [HAS 00,
HAS 02], permettant d’obtenir le rapport stand@t}d(;—g dans le cas métrique) pour
MAX TSP, voir [CHE 05]. Les algorithmes explicités dans [HAS B®S 02], sont
néanmoins plus évolués et garantissent de meilleurs aésult s'agit d’algorithmes
aléatoires c’est-a-dire qui font des choix dépendants d’une mesurprdeabilité.
Dans ce cadre, les résultats obtenus ne sont pas édictéapa@leur du tour, mais
pour I'espérance de celle-ci. Ces algorithmes permetteobdstruire un touf’ dont
I'espérance de valeur est estimée a au m@%@s— €)optmazrsp(I) pour toute > 0
dans le cas général,gé)ptnmmmp([) dans le cas métrique.

1.5. Algorithme approché pourmiNn TSP

Comme cela a été fait dans la section précédentepaxr TSP, nous présentons
ici des algorithmes approximantin TSP selon les rapporttandardet différentiel
Puisqu'il s’agit maintenant de la versioninimisation la mesure standard est déter-
minée par I'existence d'un réel > 1 vérifiant pour toute instancé, val(T) <
r X optminrsp(I) S'il S'agit du TSP généralyal(T) < r x optminarsp(I) S'il
s’agit de la version métriquexft,..narsp(I) désigne la valeur d’'un tour optimal
pour MIN METRIC TSP). Pour le rapport différentiel, I'inégalité devient!(T") <
7 X optminrsp(I)+ (1 —r)woryinrsp(I) , ou cette foig € [0 ;1] etworinrsp ()
estla valeur d’'uplus mauvais tourautrement ditwor,inrsp (I) = optimazrsp(I)
(une pire solution pouniN TSP est siolution optimale powmrax TSP et vice-versa).

Une propriété naturelle du cas métrique et qui concerne leurvaes solutions
optimales est que celle-ci augmente avec I'ordre du graplus. exactement, consi-
dérons une instanck = (K,,d) métrique et soif’ = (K, ,d) sa restriction & un
sous-ensembl¥ (K,,/) C V(K,,); nous avons alors :

LEMME 1.4.— Pour toute instancd = (K, d) métrique et pour toute restriction
I' = (K,/,d)del telle quen’ > 3, les valeurs optimales vérifieopt,,;,arsp (1) <
Opt'rninATSP (I)

Preuve.soient! = (K,,d) une instance métrique &t = (K, ,d) 'une de ses
restrictions ; on considere alors un cycle hamiltoriigrde poids minimal suf, décrit
par la séquencey;,, . .., v;, ). Parcourant cette séquence, on notegaavecl <

k < n’)le k-ieme sommet dé&,, rencontré pour la premiére fois. Il n’est pas difficile
de constater que la séquengs, ,...,v; ,) représente un cycle hamiltoniérf de
K, : cette séquence revient a remplacer les chaipe®T™ d’extrémités;, etv;, .,
parles arétep;, , vj, ., ] ; cette opération est souvent appelgestidre des raccourcis
(voir I'exemple indiqué par la Figure 1.10). Puisqiigérifie I'inégalité triangulaire,
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nous avons pour tout = 1,...,n" l'négalité : d(vj,,v;.,,) < > .c,, d(e);en
sommant ces inégalités pour tout= 1,...,n’, nous obtenonspt,inarsp(I’) <
d(T/) S d(T*) = OptminATSP(I)- I

o
Figure 1.10.L'opération "prendre des raccourtis

Nombreux sont les algorithmes qui approximenk METRIC TSP en se basant
sur la recherche d’'un arbre couvrant de poids minimal etewohcept de graphe
eulérien. Ungraphe eulérierG = (V, E)) est un multigraphe (chaque aréte peut ap-
paraitre plusieurs fois), connexe, dont tous les sommaeisdedegré pair (pour un
sommetv, son degrél;(v) est le nombre d’arétes dé qui lui sont incidentes). Il
n'est pas difficile de prouver que ces graphes sont précisgle® graphes qui pos-
sedent un cycle eulérien, c’est-a-dire un cycle passantiumee seule fois par chaque
aréte, cf. [BER 73]. De plus, étant donné un graphe eulér@uaie: n, on sait trouver
un parcours de ce cycle en tempén), cf. [GON 95].

LEmMME 1.5.— Pour toute instancd = (K, d) métrique avea > 3 et pour tout
multigraphe eulériertz = (V, E) construit sur les sommets @&,, on peut construire
en temps polynomial un cycle hamiltoniérde K, vérifiantval(T) < d(E).

Preuve. soient] = (K,,d) une instance métrique €& = (V, E') un multigraphe
eulérien vérifiant’ = V(K,,). On note pour un parcours donné de ce cycle eulé-
rien par(v;,,...,v;,. ) (m = |E|) la séquence des sommets visités. On remarque que
chaque sommet apparait exactemeriﬂ(—”) fois dans la séquence et que, puisqu'il
s’agit d’'un cycle, les sommets, etwv,  coincident. Pour construire le cycle hamil-
tonien, on procéde de la méme facon qu’au cours du lemmegeBté partant de
v;, que I'on numérote par 1, on numérote successivement pamtiessenaturels de
plus en plus grands les sommets /g qui sont non encore numeérotés et que l'on
rencontre pour la premiére fois lors du parcours de la sémen , . .., v;,, ). Le tour

T est alors exactement décrit par la séquence des sommetsatésnée 1 . Par
construction, tous les sommets/H@e sont visités qu’une seule fois ; de plus, puisque
G est connexe, on est assuré qu’'aucun sommet n’est oublist bien un cycle ha-

miltonien. Supposons que celui-ci soit décrit par la séqaén; , ..., v; ) et notons
paruy pourk = 1,...,n I'ensemble des arétes de rencontrées lors du parcours
de la séquencéy;,, ..., v;, ) qui commence au sommet numérétét s'’acheve au

sommet d’ordrek + 1 (ces indices sont considérés modulo Puisque la séquence
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(vi,,...,v; ) décrit un cycle eulérien, les chaings forment une partition dé.
De plus, puisqué vérifie I'inégalité triangulaire, nous avons pour tdut 1,...,n
linégalité : d(vj,,v;,,,) < Zeegw) d(e). En sommant ces inégalités pour tout
k =1,...,n, nous obtenons le résultat. Enfin, nous remarquons queprettédure
est réalisable en un temp¥n). |

En s’aidant de ce lemme, il est aisé de batir un algorithmdéaur la recherche
d’'un arbre couvrant de poids minimal. Etant donné un grapineexeG = (V, E),
unarbre couvrantG est un sous-ensemble d'arét8sC FE tel que le graphe partiel
G' = (V,E’) est connexe et sans cycle. Nous indiquons au lecteur qutese
nombreuses propriétés et caractérisations des arbr¢8ER 73]. Lorsque chaque
arétee du graphez = (V, E) a un poidsd(e) > 0, la détermination d’un arbre cou-
vrant £’ dont la somme des poids des arétes est minimale parmi lessazbuvrants
ded peut se faire en complexité(n?), cf. [GON 95]. Lensemble?’ est alors appelé
arbre couvrant de poids minimal

Figure 1.11.La solutionT'.

Algorithme basé sur l’arbre couvrant
1) Construire un arbr&’ couvrantk’,, de poids minimal;

2) Construire le multigraph@”’ sur les sommets d&,, en partant du graphe partiel
induit par E’ et en dupliquant chaque aréte HE;

3) Appliquer surG’ le lemme précédent et renvoyEr,

D’apres les explications précédentes, la complexité epsee cet algorithme vaut
O(n?) et est imputable a la construction établie par I'étapeérifions maintenant
que cet algorithme produit bien un cycle hamiltoniEnce qui résume a démontrer
queG’ est eulérien. Or, d'une pai&’ est connexe car il contient I'arbie’ et, d’autre
part, le degré dans’ de chaque sommet est pair puisqu’il est le double du degr€ dan
le graphe partiel engendré par I'arbié (la figure 1.11 illustre le fonctionnement de
cet algorithme) !
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Considérons a présent la performance, en termes de qualiégésdlution fournie,
de I'algorithme ; pour ce, nous évoquons le théoréme suyigaimt’a pas de référence
exacte ; disons qu'il appartient au "folklore" de la disiipl

THEOREME 1.5.— Pour toute instancé = (K,,, d) métrique, I'inégalité suivante est
valable :val(T) < 2 optminarsp(I).

Preuve. soient! = (K,,,d) une instance métrique &t* une solution optimale de
valeuropt,..narsp(I) du voyageur de commerce; la suppression d’'une ar§te|-
conque de'™* forme un arbre couvrant d&’,, et puisqued(e) > 0, nous déduisons
d(T*) —d(e) < optminaTsp(I). D'un autre coté, la valeur d&’ est celle d’un arbre
couvrant de poids minimal . Ainsi, nous avons :

d(E") =< optminarsp(I) [1.13]

Finalement, puisque le poids des arétes:dgaut2d(E’), le lemme précédent appli-
gué aG’ nous permet de conclure. |

1.5.1. Algorithme basé sur I'arbre couvrant et le couplage

L'algorithme proposé dans [CHR 76] est un raffinement de ldhode précé-
dente; il est donc construit a partir d’'un arbre couvrant dielp minimal, mais éga-
lement & partir d'un couplage parfait de poids minimal. éduplagedans un graphe
G = (V,E) est un ensemble d'arétés C E deux a deux non adjacentes. Ce cou-
plage est diparfaitlorsque, dan&?, il n’existe pas de sommet isolé (chaque sommet
est I'extrémité d’'une aréte). Dans ce cas, il est nécesgagd’ordre du graphe soit
pair et nous avons la relatigh’| = . Un couplage dans un grapbiedont les arétes
sont pondérées par une fonction distadest ditparfait de poids minimalorsque la
somme des poids de ses arétes est minimale parmi les cos/padaits de&-. La dé-
termination d'un couplage parfait de poids minimal est daglexité polynomiale et
peut se faire e®(n?), cf. [PAP 98, GON 95]. Notons cependant que la determination
d’un couplage de poids minimal parmi les couplages maximasré-vis de l'inclu-
sion (I'ajout d’une aréte quelconque au couplage ne forrae ph couplage) est un
problémeNP-difficile, et ce méme lorsque les poids sont tous égaux@EAR 79].

Algorithme basé sur 1l’arbre couvrant et le couplage
1) Construire un arbr&’ couvrantk,, de poids minimal;

2) Construire la restrictiod’ = (K, d’) de I aux sommet3d’’ dont le degré est
impair dans le graphe parti€l’ engendré par les arétes de I'arlite;

3) Construire un couplage parfdiY’ de poids minimal suf’;
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4) Construire le multigraph&” dont les sommets soft(kK,,) et les aréted’ et
E" (les arétes communesH et E” sont duppliquées) ;

5) Appliquer surG”, le lemme précédent et renvoyEr,

La complexité de cet algorithme est principalement déte¢mipar l'itération 3,
qui consomme un tem@3(n?), tandis que sa validité est conditionnée par le fait que
les itérations 3 et 5 soient possibles a effectuer ; or, pieisg graphe de I'instancé
est complet, un couplage parfait existe si et seulemeht sest pair : il s’agit donc de
prouver que le nombre des sommets de degré impair@asst pair. En réalité, cela
est vrai pour tout graph€ = (V, E) et provient de I'égalit |, da(v) = 2|E];
ainsi, I'itération 3 est bien valide. Concernant I'itéaati5, il suffit de vérifier quéz”
est bien un multigraphe eulérien. Or, d’'une p&#t, est connexe puisqu'’il contient
I'arbre couvrantE’ et, d’autre part, tous ses sommets sont de degré pair pussgie
les sommets de degré impair daksvoient leur degré augmenté d’une unité détis
Une illustration de cet algorithme est proposé dans la figjUr2.

Figure 1.12.La construction de la solutiof'.

THEOREME 1.6.—[CHR 76] Pour toute instancd = (K,,d) métrique, I'inégalité
suivante est valableuval(T) < % optminarsp(l).

Preuve. soit I = (K,,d) une instance métrique ; en appliquant le Lemme 1.4 sur
l'instancel’, nous avons

d(T7) < optminarsp(l) [1.14]

ouT; estune solution optimale sur I'instanfe Par ailleurs, les arétes du tdlf
peuvent s’écrire comme l'union de deux couplages partaitet F» qui sont chacun
de valeur supérieure ou égale a la valeur du couplE¢ele poids minimal sud’.
Ainsi, nous obtenons :

2d(E") = 2d/(E") < d'(Ey) + d'(E3) < optminarse(I) [1.15]
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En ajoutant cette inégalité a I'inégalité [1.13] et en apdint le Lemme 1.5 sur
G”, nous déduisons le résultat annoncé, c’est-a-dire :

val(T) S d(El) + d(E”) S goptminATSP(I) [116]

Il est intéressant de noter que cet algorithme, concu en, Igat@ntit encore a
I'heure actuelle le meilleur rapport de performance steshdannu pour la version
métrique du probléme de voyageur de commerce.

1.5.2. Algorithme de recherche locale

Nous nous intéressons a présent a une procédure largerniséeudans la pra-
tique : 'amélioration locale Divers algorithmes de ce type, ainsi que I'analyse de
leurs performances selon les mesures standard et difffensont discutés dans
[PAP 98, AAR 97, MON 03]. Grossierement, un algorithme d'#iorétion locale
est construit autour de la notion de voisinage et d'une pho@d’'amélioration dans
ce voisinage, cf. le chapitre de Zissimopoulos. Concrétgnétant donné un tour,
unvoisinagedeT' est un ensemble de tours relativement prochées gia procédure
d’améliorationconsiste alors a renvoyer un tdlif de ce voisinage de valeur stricte-
ment meilleure si un tel tour existe, a retourfiesinon. Par exemple, dans [LIN 73],
les auteurs ont proposé des voisinaged deonstitués des tours’ dont le nombre
d'arétes qui different d& est majoré pak. Ainsi, étant donné un type de voisinage et
une procédure d’amélioration, I'algorithme se déroule c@suit : partant d’'un cycle
hamiltonien quelcongqué, on cherche par le biais de la procédure d’amélioration un
tourT” de meilleure valeur dans le voisinageHetant qu’un tel tour existe, on rem-
placeT parT’ et on réitere la procédure ; a la fin de I'algorithme, le darmer T
trouvé ne peut étre amélioré par I'échange avec un tourrveisdans ce cag, est
qualifié doptimum locakelativement au voisinage considéré.

Précisons que cet algorithme s’arrétera toujours puisgue Btudions des pro-
blemes d’optimisation combinatoire qui ont par définitiennombre fini de solutions
réalisables (ou encore, un nombre fini de valeurs possittegendant, la complexité
en temps de tels algorithmes dépendra conjointement dedgure d’amélioration
et du nombre d’itérations réalisées avant d’'atteindre ummn local. Par exemple,
pour un cycle hamiltoniefl” quelconque, si la taille du voisinage @eest bornée
par un polyndmep(n), alors la procédure d’amélioration est de complexité polyn
miale (au pire des cas, on teste la valeur de tous ses voiding en déduit celui de
meilleure valeur) ; cependant, cela ne garantira pas glgetithme soit de complexité
polynomiale comme nous le verrons plus tard. D’ailleuesxibtence de voisinage de
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taille exponentielle qui est pourtant examinable en tengbgemial a récemment été
révélée dans [GUT 99].

Du point de vue de la performance de tels algorithmes, plusieésultats né-
gatifs ont été obtenus dans [PAP 77, PAP 78]; il a notammendémontré que,
sous I'hypothés®=NP, les algorithmes d’amélioration locale qui utilisent ume-p
cédure d’amélioration polynomiale, mais éventuellemeninombre de fois expo-
nentiel, ne vérifieront jamais pour toute instarice= (K,,,d) l'inégalité d(7') <
r X optminrsp(I), OUr > 1 est un réel quelconque (précisons que ce résultat est
valable pour le cas général, et donc lorsque la fonctioranést ne vérifie pas néces-
sairement I'inégalité triangulaire). Nous allons voir gu’utilisant un autre type de
mesure, des résultats positifs sur ces algorithmes sofftisienvisageables.

L'algorithme d’amélioration locale que nous allons étudéagt appel a un type de
voisinage particulier décrit dans [LIN 73], appeéléchangePour ce voisinage, un
tourT” est voisin d'un toufl” si T” résulte del” apres I'échange de 2 aréteste’ de
T par 2 nouvelles arétes ; une illustration de ce procédé egbpée par la figure 1.13.
Précisons que lorsque les arétest e’ sont fixées, il n’existe qu’une seule maniéere de
formerT” par un 2-échange. Originellement concu dans [CRO 58],dléigme que

T T

Figure 1.13.Le 2-échange

nous étudions est souvent désigné paspt dans la littérature ; cet algorithme a été
treés frequemment revisité au cours de diverses tentatweésblution deviN TSP,
cf. [LIN 73, JOH 97].

Algorithme 2-opt

1) Trouver un cycle hamiltonie quelconque;;

2) Posen\ = —1;

3) Tant que\ < 0, faire :

4) Chercher 2 arétes = [v;,v;] ete’ = [v;/,v;7] du tour qui vérifient\ =
d(e) +d(e’) — (d(vi,vir) + d(v;,v,:)) <0, poserh = 0s'iln’y en a pas;

5) SiA < 0,alorsE(T) «— (E(T) \ {e,e'}) U {[vi, vi], [vj,v;:]};

6) RenvoyerT;
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Nous commencons par quelques mots quant a la complexitérgs tde2-opt :
tout d’abord, sur une instande= (K, d), la taille du voisinage d’'un touf’ quel-
conque est majoré pa? (il y a au plusn choix possibles pous et autant poue’) ;
ainsi, la procédure d’amélioration (étapes 3.1 et 3.2) sgteeun temps)(n?) et
par conséquent, la complexité en temps de cet algorithmendégssentiellement du
nombre d'itérations qu'il faudra effectuer avant d’obteim optimum local. Malheu-
reusement, il est prouvé dans [FIS 95] qu’'étant donné uredyamiltonien initiall’
de K,,, décider seulement s'il est possible d’'atteindre en tengbgpmial un opti-
mum local a partir d&” par I'algorithme2-opt est en lui-méme un problénmeP-
difficile ; en d'autres termes, cet algorithme n’est pas,ssthwpothéseP=NP, de
complexité polynomiale. Proposons une configuration dagselle cet algorithme
devient polynomial : lorsque la difference entre les vadedes solutions extrémes
est borné par un polynéme (i.e., lworminrsp(I) — optminrsp(I)] < p(n), ou
I = (K,,d)). En effet, le tour initial (correspondant a I'étape 1) estpire des cas
de valeurwor,.;,rsp(I) et a chaque itération de la boucle de I'étape 3, la valeur du
cycle courant augmente d’au moins une unité puisque lesrggont entiéres ; ainsi,
en au plugp(n) itérations, nous obtenons un optimum local. En concludamepm-
plexité en temps de la recherche d’un optimum local est aud@O (n? x p(n)). Un
exemple concret de réalisation de cette situation est lé,gas< »n* pour un certain
entierk ; précisons cependant que d'autres cas de polynomialitépsésentés dans
[MON 02c].

GRS 0

™

Figure 1.14.Construction d&l” a partir des solutiong” et T*.

THEOREME 1.7.—MPT02MMOR Pour toute instance = (K, d), I'inégalité sui-
vante est valableval(T') < Soptminrsp(I) + sworpinrsp(1).

Preuve. soit I = (K,,,d) une instance du voyageur de commerce ; nous utilisons
ici la notation fonctionnelle explicitée dans la sectjpopriétés élémentairegour
décrire les cycles hamiltoniens. Ainsi, s¢it une permutation acycliqgue dé(kK,,)
vérifiant la propriété [1.1] et décrivant un tour optin¥al de valeuropt,,,in1sp(I).
Cette valeur s'écrit d(1™) = >_ cv (g, d(v, f*(v)). De méme, notons paff une
permutation correspondant a la solutiéhproduite par I'algorithme. On a alors :
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val(T) = Y, cv (k. dv, f(v)). Loptimalité locale del” se traduit par le fait que
I'échange des arétégs, f(v)] et[f*(v), f o f*(v)] de E(T) par les 2 arétel, f*(v)]
et[f(v), f o f*(v)] N"augmente pas la valeur du tour. Autrement dit, nous avons p
toutv € V(K,,) :

d(v, f(v)) +d(f*(v), f o f(v)) < d(v, f*(v)) + d(f(v), f o f*(v)) [1.17]

De plus, la fonctionf* étant une permutation, sa valeur peut s’exprimer comme
suit tval(T) = 32, cy(k,) Af*(v), fo f*(v). De mémey> v k. ,d(f(v), f o
() = ZveV(K") d(v, fof*of~1(v)) ouf~! désigne la permutation réciproque
def. Il est aisé de vérifier qugo f*o f~! est une permutation acyclique (c’est-a-dire,
satisfaisant la propriété [1.1]) et donc, correspond a un® (voir la figure 1.14) de
valeurd(T") = 3_, cv (k. d(f(v), fo f*(v)). En sommant les inégalités [1.17] pour
toutv € V(K,) et en tenant compte des trois inégalités que nous venorebtitét
nous obtenons :

20al(T) < d(T*) + d(T") < optmintsp(I) + wormintsp(I) [1.18]

Notons que l'inégalité résultant du théoreme précédentaeslus fine possible
écrite sous cette forme. Nous laissons au lecteur le soinale/g@r cette assertion.

1.6. Algorithmes constructifs

Lesalgorithmes constructifsont proches des algorithmes gloutons, dans le sens
ou ils consistent a faire un choix a chaque itération sangigmemettre ce choix
en cause. Ces algorithmes sont tres simples a implémenten général, rapides a
exécuter, comme cela est montré dans [JOH 02]. Dans nottextencela se traduit
par l'introduction d’'un sommet a chaque itération en vueaabér un parcours des
sommets. Le plus connu d’entre-eux est certainement oggh@lé duplus proche voi-
sin et c’est celui-ci que nous allons étudier maintenant. Boéa cependant qu'il en
existe beaucoup d’autres, explicités dans [LAW 85, ROS péfmi ceux-ci, citons
I'algorithme de laplus proche insertioncf. [KAR 64] que nous étudierons ensuite,
ou encore l'algorithme de laeilleure insertioncf. [NIC 67].
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1.6.1. Algorithme du plus proche voisin

L'algorithme que nous étudions consiste a partir d’'un sobartgtraire et a cons-
truire un parcours dé" en visitant itérativement un sommet non encore visité qui
est le plus proche (ou le plus éloigné suivant que I'on étudie TSP ouMAX
TSP) du dernier sommet visité. Cet algorithme a été décui [zopremiere fois dans
[GAV 65] et I'analyse de ses performances a été effectuég [iR@S 77] pour la ver-
sion MIN METRIC TSP, dans [FIS 79] pour la versiomax TSP. Dans le premier
cas, les auteurs ont démontré I'inégalité (7) < %(Uogzvﬂ + Doptminarsp(I)
et ils ont exhibé des instancés = (K,,,d) ol val(T,) est équivalent &logsn x
optminarsp(I,) lorsquen tend vers l'infini; ainsi, asymptotiquement, cette inéga-
lité est la meilleure qui soit. Notons également que d'aufaenilles d’instances, plus
simples a construire et indiquant toujours que la valeurodu trouvé est asymptoti-
quement égale@(loganxoptminarsp(I)), sont présentées dans [JOH 85, HUR 04].
Concernant la version maximisation, les résultats sord pptimistes puisque dans
[FIS 79], les auteurs ont démontré que I'inégalitd(T") > %OptmawTSP(I) est va-
lide pour toute instancé = (K,,,d) demAx TSP. Nous allons raffiner ici ces deux
inégalités en démontrant que lorsque la fonction distaneedoses valeurs dans I'en-
semble{a,a+1,...,b}, nous avons les inégalitéal(T) > “Lopt,aersp (1) pour
MAX TSP ewal(T) < %optmmmp(]) pourmIN TSP, ot dans les deux cas- g
La démonstration de ces analyses a été établie dans [MON 02a]

Afin d’expliciter formellement cet algorithme, nous utidliss la notation fonction-
nelle décrite dans la sectid®ropriétés élémentairggour caractériser les cycles ha-
miltoniens. De plus, cet algorithme dépendra d'un parasrggdpeléb; indiquant si
I'on étudie la version maximisation ou minimisation.

Algorithme plus proche voisin pourobj TSP

1) Prendre arbitrairemente V(K,);

2) PoserV’ = {v} etz = v;

3) Tant queV’ # V(K,,), faire :

4) Trouverv ¢ V' tel qued(z,v) = obj{d(z,v") : v' ¢ V'};
5) Poserf(z) = v, z =v etV «— V' U{v};

6) Poserf(z) = v et renvoyerf ;

Si durant I'étape 4 il existe plusieurs sommetgerifiant la propriété, alors I'algo-
rithme prend le premier sommet rencontré qui la satisfaitp@ut aisément voir qug
est une permutation dé(K,,) pour laquelle la propriété [1.1] est valide, et donc que
f correspond a un todf deI = (K,,d). En termes de complexité, cet algorithme
consomme un temp8(n?).
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1.6.1.1. Le cas général

Pour I'analyse de performance qui suit, nous supposonedian quex ett x a
sont entiers avet> 1, d’autre part que les distances vérifit) € {a, ..., ta}.

THEOREME 1.8.—[FIS 79, MON 02a] Lorsqueobj = maz, pour toute instance
I = (Ky,d),onaval(T) > Hoptyasrsp(l).

Preuve. soit I = (K,,d) une instance deiAx TSP vérifiantve ¢ E(K,),a <
d(e) < ta;si f* désigne une permutation d&K,,) correspondant & une solution
optimaleT™, nous avons optmazrsp(l) = 3 cv (r,) v, f*(v)). De plus, comme
T* posséde exactementarétes et que par définitiom < d(e) < ta, on déduit
en sommant ces inégalités sur les aréted'tde an < optmarsp(l) < nta. Par
ailleurs, concernant la permutatigrcorrespondant au todr, nous avonsval (1) =

ZUEV(K”) d(v, f(v)) = ZUEV(K") d(f*(v), fo f*(v)).

Afin de clarifier la preuve, nous identifions un sommei l'itération ou il a été
incorporé &/’ durant I'étape 5. Nous partitionnons les sommét#,,) en deux sous-
ensembled’; = {v € V(K,,) : d(v, f(v)) < d(v, f*(v))} etVa = V(K,) \ V1;
en quelque sorté/; (resp.,V>) correspond aux itérations ou I'algorithme s’est (resp.
ne s’est pas) trompé par rapport au choix de I'optimum. Aimsidépart, I'algorithme
ne se trompe pas, c'est-a-dire que le sommehoisi a I'étape 1 vérifier € V5.
De plus, si I'algorithme ne se trompe jamais (c’est-a-dite= (), alors il produit
une solution optimale. Enfin, a chaque fois que I'algorittsed¢rompe, on peut faire
correspondre une itération ou il ne se trompe pés € Vi, d(f*(v), f o f*(v)) >
d(v, f*(v)). En effet, si 'algorithme n’a pas choigi*(v) a I'itérationv, c’est que ce
sommet a été incorporé a la solution lors d’une itératiogrere (i.e. ;f*(v) € V' a
I'itération v) ; de fait,v était disponible lors de la considération tigv) (i.e. :v ¢ V'

a l'itération f*(v)) et I'algorithme a pu faire alors un choix au moins aussi boe g
celui de I'optimum. En rapprochant ces différentes indésalinous démontrons le
résultat souhaité. |

THEOREMEL.9.-[MON 02a] Lorsquenbj = min, pour toute instancé = (K, d),
onaval(T) < %optmstp(I).

Preuve. soit I = (K,,d) une instance de&iN TSP, nous construisons l'instance
I' = (K,,d) deMAX TSP en posant'(e) = dyaz + dmin — d(e), comme cela a
été fait au cours de la secti@opriété élémentaired.a clé du raisonnement consiste
a prouver que la solutiofi renvoyée paplus proche voisin pourmMIN TSP sur/
est la méme que la solutioff renvoyée paplus proche voisin pourMAX TSP
surl’. Ainsi, siT désigne le tour correspondanf &t f’, nous déduironsueal(T) =
n(dmax + dnwn) - d/(T)
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Concernant respectivement les solutions optimalegideTSP sur/ et demAx
TSP surl’, I'égalité [1.4] nous indique qu’elles coincident. Ainsigus avons la re-
lation opt,inTsp(I) = n(dmaz + dmin) — 0PtmazTsp(I'). De plus, puisque I'on a
OptminTsp(I) > n X dpmin, NOUs déduisonspt ,q.rsp(I') < t X optminrsp(I).
Enfin, il est clair que l'instancé’ vérifie Ve € E(K,,),a < d'(e) < ta si I satisfait
a < d'(e) < ta; on peut donc appliquer le théoréme précédent pour l'icstédhet
en utilisant les égalités établies, nous obtenons biersldtet attendu. Nous laissons
au lecteur le soin de prouver que les deux inégalités énemuageces théoremes sont
également les meilleures possibles écrites sous cetteform |

1.6.1.2. Le cas métrique

Dans le Théoréeme 1.9, nous avons obtenu le riég@ + % lorsqueobj = min,
ce qui peut étre aussi mauvais qU€"). Nous allons démontrer maintenant que le
rapport est d’ordre logarithmique lorsque la fonctibwérifie I'inégalité triangulaire.

THEOREME 1.10.—[ROS77] Lorsqueobj = min, pour toute instance métrique
I=(K,,d),onaval(T) < %(ﬂogg n] + Doptminarsp ().

Preuve. Soient] = (K,,d) une instance métriqgue de&N TSP, T = {[v;, f(v;)] :

i = 1,...,n} le tour produit par I'algorithme €I un tour optimal; notantl; =
d(v;, f(vi)), nous affirmons que pour toutj € {1,...,n}, i # j, les distances
vérifient :

d(’Ui,Uj) Z mln{d,,d]} [119]

En effet, par construction de I'algorithme, nous aveits;, v;) > d; dés lors
que le sommev; est considéré par l'algorithme avant le sommgtAfin de sim-
plifier les notations, considérons une permutation .., ¢, sur{1,...,n} vérifiant
dg, > ... > dy, (autrement dit, une permutation qui permet d’ordonner ¢esrsets
f(v),..., f*(v) en fonction de la distance de l'arétg~!(v), fi(v)] prise par la
solutionT’) ; nous démontrons que pour tdut 1, ..., n, la valeur optimale vérifie :

min{2k,n}

optminarsp(I) >2 Y dy, [1.20]
i=k+1

Soit k € {1,...,n}, nous considérong} le tour résultant de la trace dg*
sur le sous-graphe partiel induit par les somn{gts ~*(v), ..., f*~1(v)}, olip =
min{2k,n}. La trace del’™* sur ce sous-graphe partiel consiste a parcourir ces som-
mets conformément a leur ordre de parcours dénhsla Figure 1.15 propose une
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illustration de la construction d&f pourk = 3 etp = 2k. Puisqued satisfait I'inéga-
lité triangulaire, nous avons immédiatement :

Optmi’rLATSP(I) Z d(T]:) [121]

En utilisant I'inégalité [1.19], nous déduisons également

P
A1) > Y min{de,de} =Y agdy, [1.22]
=1

[’U[i ,Ugj ] ET]:

olay, estle nombre de fois quain{dy,, d;, } = d,, dans la somme précédente, c'est-
a-dire le nombre de sommefé ~1(v) adjacents & ~!(v) dansT} pour lesquels
dy, < dp,.Onald < ay, < 2etdr  «a, = p. Par exemple, si dans la Figure 1.15
NOUS SUPPOSONG = ¢, NOUS avonsy; = as =0, a3 = ag = 2 etay = a5 = 1.

Vo Ve

Veg

ve, vey

vey

Ve,
T T

k

Figure 1.15. Le tourT}; pourk = 3.

Puisquep < 2k et que lesl,, sont triés par ordre décroissant, une pire configura-
tion de I'inégalité [1.22] (la plus petite borne inférieupae I'on puisse en déduire pour
la valeur deT}}) est donnée lorsque; = ... = ap = 0etoy = ... = o = 2,
cest-a-dire :d(T};) > 237, . dy,. Selon linégalité [1.21], l'inégalité [1.20] est
ainsi démontrée.

En sommant maintenant l'inégalité [1.20] pokir= 2’ lorsque; varie de0 a
[logan] — 1, nous obtenons :

[logan]—1 min{29T n} n
[log2n—| X OptminATSP(I) > 2 Z dfi = 22[[@7 [123]
1=2

7=0 i=2741
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Par ailleurs, nous avons :

1
dg, < ioptminATSP(I) [1.24]

En effet,7* étant un tour, il peut se décomposer en 2 chaliggt F»> qui relient
respectivemeni“ —!(v) a f“ (v) et ff(v) & f1=1(v). Or, puisque la distance
verifie I'inégalité triangulaire, la valeur de ces chainesfie d(E;) > d,, pourj =
1,2 et ainsi,optinarsp(I) = d(Ey) + d(E3) > 2dy,. Cette derniére inégalité
a présent établie et sachant/(T) = >, dy,, il 'y a plus qu’a la sommer a la
relation [1.23] pour conclure. |

Explicitons maintenant une famille d’'instanchs= (K,,,d), k > 1 pour laquelle
le ratio de performance de I'algorithmfus proche voisin est proportionnel a
O(log, n). Linstancel,, est définie a partir d’un graphe connexg, que I'on com-
plete de sorte qué(v;,v;) soit la distance d’un plus court chemin dea v; dans
le graphe initialG'. La suite des graphes,, est définie formellement de la maniére
suivante :

— (G estun triangle sur les sommeétsry, m;.

— Etant donné7;,_, le graphe’), est construit & partir de 2 copi€, _; etG7_,
de Gx_1 possédant chacun 3 sommets particuligrs, r;_;, mj_, etlz_,, ri_,,
m3_, ; pour obtenirGy,, on ajoute un nouveau sommey,, on renomme;,_, enl;
etr? | enry, puis on relie deux a deux les sommets ,, I3 | etmy. Ainsi, Gy
consiste a relier les graphég _, etG3_, par I'intermédiaire d'un triangle formé de
I'extrémité droite dei7}._,, de I'extrémité gauche dé% _, et d’un nouveau sommet
mi.

Figure 1.16.La construction de7s.

La figure 1.16 illustre la construction d&; a partir deG3 etG3. Le graphe), se
présente comme une chaineXfe- 1 triangles et il y a respectivemet sommets et
2% — 1 sommets “en bas” et “en haut” des triangles ; ainsi, le sommese retrouve
a égale distance, précisément a une distan@ dg des sommets; etr),.

LEMME 1.6.— L'algorithme plus proche wvoisin appliqué a l'instancel;, pro-
duit, avant la derniére itération, une chaine hamiltoniein, del, a m; de valeur
val(Ty) = (k4 3)28—1 — 2.
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Preuve. Démontrons ce résultat par induction. Pdyrla solutionT; part del;, va
visiter r; et termine son parcours en; ; c'est une chaine hamiltonienne de valeur
val(Ty) = 2. Supposons a présent que sur l'instafice, la solutionT},_; renvoyée
par I'algorithme (privé de sa derniére itération) soit uhaloe hamiltonienne dg_,
amy,_, de valeuwal(T),_,) = (k+2)2¥=2—-2; nous démontrons que ce résultat tient
pourly,i.e., queval(T}y) = (k+3)2*~1—2. Sil'algorithme commence par le sommet
Iy = l},_,, alors par construction d&,, I'algorithme va produire un tour partiel sur
I;;—1 qui, par hypothése de récurrence, consiste en une chairikdméemnel’! , sur
les sommets d&'}_,, de valeur(k +2)2%~2 — 2, partant dé;_, etarrivantenn}_,.
Ensuite, tous les sommets non encore visités (c’est-a-céiex de la copi€r;_; et

le sommetm,;) sont & une distance d’au moigé—2 + 1 dem)_,; or, [7_, atteint
cette borne (considérer la distancerdg_, ar;_,, plus laréte[r}_,.i?_,]). Ainsi,
I'algorithme va d’abord visitet? |, puis (par hypothése de récurrence) parcourir la
copieG7_; selon la chaine hamiltonienfé?_,, jusqu’au sommetr; _, ; il achéve
finalement son parcours en empruntant I'argté _,,my], dont la distance est de
2k=2 4+ 1. Pour reconstituer le parcours complét, = 7! , U {[m}_,,i?_,]} U
T2, U{[mi_,,mg]}; il s'agit d’'une chaine hamiltonienne dgamy, de valeur :

val(Tp) =2 ((k+2)22 —2) +2(2" 2 +1) = (k+ 3)28 1 -2

Ce qui conclut la preuve par récurrence. |

THEOREMEL.11.{HUR 04] Il existe une famille d’'instances métriquEs= (X, d)
pour laquelle l'algorithmepius proche woisin produit un tour?; dont la valeur
vérifieval(T}) = %([logy n] + 3)optminarsp(1},).

Preuve. De nouveau, l'instancé; est construite & partir d’un graphe connexe
que I'on compléte en affectant les distance a la valeur dlus pourt chemin (en
nombre de sommets) st ; il est aisé de vérifier qu'ainsi construite, I'instange
est métrique. Le graph@’ est construit a partir dé';,, auquel est ajouté un nouveau
sommets que I'on relie al;, etrg. Si I'algorithme commence son parcours par le
sommety,, alors il va d’abord emprunter tous les sommetgigepuisque le sommet

s sera a chaque itération toujours au moins aussi éloignérdiedsommet choisi que
tout autre sommet non encore visité. Ainsi, s’appuyantesiluemme 1.6, le tour”k

qui sera construit par I'algorithme siif est décrit pafl}], = T}, U {[my, s], [s, 1]} et

sa valeur est donnée par :

dT) = (k+3)2F -2+ 214 1) +1 = (k+4)2F! [1.25]

Par construction?’ est hamiltonien sun = 2! sommets;I; admet donc
comme solution optimale un todr* de valeuropt,,inarsp(I;) = 2*+1. La Figure
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N
T3

T3

Figure 1.17. Les solutiong et 75 deI}.

1.17 décrit les tour§}, et T} lorsquek = 3 (on note en traits pointillés les arétes qui
n'appartiennent pas@’).

D’aprées l'inégalité [1.25], le rapport classique d’approation réalisé par la solu-
tion 7" surG’ est donc dé + 4 = log, n + 3 = O(log, n), ce qui correspond bien
au résultat annoncé. ]

La variation de 'algorithmelus proche voisin consistant a appliquer fois
I'algorithme en partant a chaque fois d’une ville difféeet a retourner le meilleure
desn tours a été proposée dans [GAV 65]. Nous laissons au le@esairh de prouver
que cette variante garantit encore au pire des cas desparioes proportionnelles a
O(logy n).

1.6.2. Algorithme de la plus proche insertion

L'algorithme que nous explorons maintenant est égalenrealgorithme construc-
tif, proposé avec diverses variantes dans [KAR 64]. Sorcpéest d’'insérer a chaque
itération un nouveau sommet dans un cycle hamiltonien ngihstir les sommets déja
insérés.

Algorithme plus proche insertion
1) Prendre arbitrairementc V(K,,) et poselV «—— V \ {v};
2) Trouvery’ € V' tel qued(v,v’') = min{d(v,2) : z € V'};
3) PoserE(T) «—— {[v,v'],[v/,v]} etV «— V' \ {v'};
4) Tant queV’ # (), faire :
5) trouver (v,v’') € V\ V' x V' tel qued(v,v’) = min{d(z,y) : x € V'\
ViyeV'};
6) trouver[v, w] € T’ telle qued(v,v’) + d(v', w) — d(v, w) est minimale ;
7)) poserE(T) «— (E(T)\ {[v,w]}) U{[v,v'], [v', w]} etV — V' \ {v'};
8) RenvoyerT ;
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vV/ vv,

Y i o °

7!

Figure 1.18.Une itération de I'algorithme.

La figure suivante illustre une itération de I'algorithpleis proche insertion.

THEOREME 1.12.—-[ROS77] Pour toute instance métrique= (K, d), l'inégalité
suivante est valableval(T') < 2(1 — L)optpinarspe(I).

Preuve.Soit! = (K, d) une instance deiN TSP ; afin de simplifier la preuve, nous
numérotons les sommets conformément a I'ordre selon ld@gbrithme les aura
incorporés a la solution. De plus, nous notons (#&y); la suite des sous-ensembles
d’'arétes définie par la relation de récurrence suivante :

—Eg = {[’Ul,vg]}.

—Pouri > 3, E; = E;_1 U {[vi,vj,]}, oUvj, = argmin{d(v;,v;) : j < i}.

On vérifie aisément qué&; est un arbre couvrant de poids minimal sur la sous-

instance engendrée p&oy, ..., v;}. Nous allons montrer par récurrence quélsi
désigne le tour partiel construit par I'algorithme a I'agéon i, c’est-a-dire le tour
constitué sur les sommefs, ..., v; } (pouri = 2, on doit considérer le multigraphe),

alors nous avons :

Vi > 2, val(T}) < 2d(E;) [1.26]

Pouri = 2, puisqueTy = {[v1,v2], [v2,v1]} et Ea = {[v1,v2]}, on @ immédia-
tementval(T5) = 2d(E>). Supposons a présent quel(7;—1) < 2d(E;_1), hous
allons démontrer que l'inégalité reste valable a l'ordr&i e; = [vj,, x| désigne
l'aréte ajoutée avef;,v;,] a l'itérationi ete, = [z, v;] désigne l'aréte qui est re-
tirée deT;_, I'inégalité triangulaire induit la relatiod(e;) < d(ez) + d(vi,v;,).
De plus, d'aprés I'itération 6 de I'algorithme, la valeur thwr a I'itération: vérifie
val(T;) < wval(T;—1)+(d(vi, vj,) + d(e1) — d(e2)). En se servant de ces 2 inégalités,
nous déduisons la relatiami(T;) < val(T;—1) + 2d(v;, vj,) qui, ajoutée a I'hypo-
these de récurrence, permet d’'établir I'inégalité [1.26].
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Finalement, puisqu& = T, il vérifie d(T') < d(FE,); or, en retirant au tour
optimal T* une aréte de plus grand co(t, on obtient un arbre couvrawle valeur
au plusd(T*) — d(f*) ; ainsi, il n'y a plus qu’a remarquer quEE’) > d(E,,) pour
obtenir le résultat souhaité. |

Nous laissons le soin au lecteur de prouver que cette inégsli la meilleure qui
soit énoncée sous cette forme.

1.7. Conclusion

Un horizon des algorithmes congus pour résoudre le probumeoyageur de
commerce nous a permis de parcourir une multitude d’appd@ependant, d’autres
voies restent a envisager, dont certaines sont déja a €é@d’il s’agisse des mé-
thodes ou des versions mémes du probleme, les pistes aipartées chercheurs ne
cessent de se renouveler. Concernant les versions, nossngenotamment au TSP
multicritere, cf. [ANG 03, ANG 05] mais aussi aux instanceslioe, cf. [AUS 95]
ou encore stochastiques, cf. [PER 98]. La version muléicgitne travaille plus sur
une maisk fonctions de distance$, ... d; : il n’est des lors plus question de mi-
nimiser la longueur d’'un tour sur un graphe, mais de trouvr turs qui soient
Pareto-optimauou non dominés un tour?" est Pareto-optimal si I'on ne peut trou-
ver de tour?” qui soit strictement meilleur sur un critére (edy,(T’) < di(T))
sans dégrader strictement un autre critere @&I") > d»(7)). Dans le cadre on-
line, les caractéristiques de l'instance sont connwesfll de I'ead’; on est donc
amené a concevoir progressivement une solution, sans issanae du graphe fi-
nal. L'inconnu est également une caractéristique desrinetastochastiques puis-
gu’au lieu de disposer d'une fonction de distance, c’eshé’suite de variables aléa-
toires que celles-ci sont dotées. Plus simplement enfirs peasons au cas asymeé-
triqgue ol la distance pour aller dg a v; n'est pas nécessairement la méme que
la distance pour se rendre de en v, ; dans ce cas plus général, un résultat ré-
cent propose une approximation a 8/13 powx TSP, cf. [BLA 04]. Concernant
les approches, si les voies d’exploration sont de plus ea pambreuses, il peut
néanmoins paraitre surprenant que certains des meilleymstmes connus (ou des
meilleures évaluations qui en auront été faites) datehy diquelques années : citons
d’abord I'approximation a 7/6, cf. [PAP 93] faite en 1993 devkrsion minimisation
du voyageur de commerce ou la fonction distance est a vaens{d, 2} (cas par-
ticulier du cas métrique) ; considérons encore l'algorihtie Christofides que nous
avons présenté dans ce chapitre et qui date tout de méme @eH@&imnis I'algo-
rithme de Little, nous avons peu parlé de la recherche etkiaust des métaheu-
ristiques. Pourtant, de nombreuses autres méthodes paatép et évaluation ont
été développées, ainsi que des tentatives de résolutiofa pacherche tabou, par
la mise en place d'algorithmes génétiques ou encore parédesuix neuronaux. Il
faut dire que pour ces approches, les techniques sont asldofvipointues et com-
plexes car souvent dédiées a une famille particuliére delgmes issue du monde
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industriel, ce qui rend leur évaluation empirique d’autalos délicate. La bibliogra-
phie électronique TSPBIB a I'adresketp ://www.densis.fee.unicamp.br/~
moscato/TSPBIB_home.html constitue, notamment pour ces méthodes, une excel-
lente source d’information. En conclusion, on se laisse&dlie tout a été fait pour le
TSP, des méthodes les plus simples aux plus sophistiquimasie en témoigne I'ex-
cellent parcours de son histoire qui est proposé dans ci\[185]) et que néanmoins,
aucune de ces approches n'a eu, dés lors, raison du coridgeMa&gré toute I'ap-
plication et I'ingéniosité dont font preuve les cherchelesvoyageur de commerce,

le vrai, n’a en conséquence que son GPS pour se guider.
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Chapitre 2
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2-opt, 26
basé sur I'arbre couvrant, 22
basé sur I'arbre couvrant et le
couplage, 23
basé sur le 2-couplage, 14

basé sur le 2-couplage et le couplage,
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constructif, 28
de programmation dynamique, 6
de séparation et évaluation, 10
meilleur insertion, 35
meilleur tour partiel, 17
plus proche voisin, 29
arbre couvrant, 22
de poids minimal, 22
couplage, 13, 23
parfait, 23
parfait de poids maximal, 17
parfait de poids minimal, 23
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