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Analysis of meaningfulness of multicriterion
aggregation procedures

Abstract

The meaningfulness concept (see Suppes, 1954) is issue of the measurement theory. This
theory (see Krantz et al., 1971) concerns the way in which we can represent specific
information (in particular qualitative nature) related to a given class of phenomena, by a set of
numerical values so that this representation reflects suitably the specific properties of the
concerned phenomena. To have a meaningful statement (relating to the class of phenomena)
founded on the calculation which uses numerical representation, it’'s necessary that its validity
or invalidity must not be affected when measurement is changed, provided that it remains
acceptable.

In decision- making aid, a crterion assigns a performance to each potential action (level which
ca be always numerical) on a specific scale. This representation aims to take into account a
preference system related to a given point of view. When we consider severa points of view,
the aim of the multicriterion aggregation procedure (MCAP) is to build a global preference
system which takes into account all the points of view. The ensuing statement of type «ais
strictly preferred to b » are meaningful only if they remain unchanged under admissible
transformation of scale for any point of view.

In this work, we analyse the meaningfulness of statements resulting from a specific number of
MCAP usualy used in decision making aid (section 3 and 4). We present as preliminary the
elements of the measurement theory used as support to lead this analysis. Indeed, this analysis
plays a centra role in atraditional typology of the scales of measurement. This led us (8 2.2)
to propose an adapted definition for our matter.

Keywords : meaningfulness concept, measurement theory, multicriterion aggregation
procedure.



Analyse de signifiance de diverses procédures
d’agrégation multicritéere

Résumeé

La notion de signifiance (voir Suppes, 1954) est issue de la théorie du mesurage. Cette théorie
(voir Krantz et a., 1971) concerne la maniére dont on peut représenter certaines informations
(notamment de nature qualitative) ayant trait a une classe de phénomeénes donnés, par un
ensemble de valeurs numériques et cela de telle sorte que cette représentation refléte
convenablement certaines propriétés des phénomenes concernés. Pour qu’'une assertion
(relative a la classe de phénomeénes) fondée sur un calcul faisant intervenir la représentation
numeérique soit signifiante, il est nécessaire que sa validité ou non-validité ne soit pas affectée
lorsqu’ on change de mesurage, pourvu qu'il reste convenable.

En aide a la décision, un critére conduit a attribuer aux actions potentielles une performance
(échelon que I'on peut toujours regarder comme numeérique) sur une certaine échelle. Cette
représentation a pour objet de prendre en compte un systéme de préférences lié a un point de
vue donné. Lorsque I'on fait intervenir plusieurs points de vue, la procédure d agrégation
multicritere (PAMC) a pour objet de bétir un systéme de préférences global prenant en
compte tous les points de vue. Les assertions qui en découlent du type «a est strictement
préféré a b» ne sont signifiantes que s elles sont invariantes lorsque |’ on passe d’ un mesurage
convenable a un autre pour un point de vue donné quel qu’il soit.

Dans cet article, on analyse la signifiance des assertiors auxquelles conduisent un certain

nombre de PAMC couramment utilisées en aide ala décision (sections 3 et 4). On présente au
préaable les ééments de la théorie du mesurage sur lesquels on a pris appui pour corduire
cette analyse. Cette derniére fait jouer un réle central a une typologie classique des échelles de
mesure. Ceci nous aamenés (8 2.2) aen proposer une définition adaptée a notre propos.

Mots clés: Notion de signifiance, théorie de mesurage, procédure d’agrégation multicritére.



1. Introduction

D’une fagon générale, les valeurs numériques apparaissent presgue a tous les niveaux d'un
raisonnement ou d'une analyse scientifiqgue et I'aide a la décision n'y échappe pas.
L’introduction de ces valeurs numériques est souvent nécessaire pour prendre en compte
des concepts ou des observations empiriques. Ces recours a |’ usage du nombre constituent
sans doute une étape tres importante dans la formulation (ou modéisation) d’un probleme.
D’ailleurs, cette importance est largement reconnue et méme envisagée dans le domaine
des sciences sociales, en particulier dans I’aide a la décision. Dans ce domaine, e passage
des mots, des observations ou de I'information qualitative aux valeurs numeériques n’a été
accompli, du point de vue théorique, que partiellement. En effet, on peut facilement
remarquer en examinant les différents cas étudiés dans le domaine de I'aide a la décision,
notamment dans I’ aide multicritere a la décision, I’ absence d’ une méthodologie générale et
cohérente permettant e passage de I’ information qualitative aux valeurs numeriques.

Si I’on considére qu’ une décision est basée sur les consequences (appréhendées a partir de
critéres multiples) des actions potentielles, ces conséguences doivent étre évaluées et, pour
cela, le processus d' aide a la décision incorpore généralement pour son fonctionnement une
procédure d’ attribution de valeurs numériques. De plus, il est évident que le traitement de
ces conseguences est une étape essentielle dans toute méthode multicritére. L’ attribution de
valeurs rumeériques facilite ce traitement (I’ agrégation) lorsque ce dernier est requis.

Cependant, paralélement, il existe une théorie, la théorie du mesurage, qui concerne la
représentation de structures empiriques par des valeurs numeériques. Toutefois, cette théorie
nN'a pas encore été suffisamment explorée dans le domaine de I'aide a la décision
comparativement aux domaines de la psychologie et de I’ économie par exemple. Elle essaie
d établir les bases, en termes d’ axiomatisation, d’ une telle représentation.

La théorie de mesurage traite de la représentation d’'un systéme empirique sous-jacent
supposé préexister. Celui-ci n’a, dans bien des cas, son véritable équivalent lorsgu’il s agit
d asseoir la construction d’ un ou plusieurs critéres dont on a besoin pour pendre en compte
tel ou tel point de vue en aide a la décision. C'est pourquoi, bien souvent, les criteres ne
sont pas congus pour étre des représentations fideles d’' un systéme de préférence empirique
préexistant (voir par exemple Bouyssou et al., 2000, chapitre 4). Il n’en demeure pas moins
gue la théorie du mesurage peut contribuer (comme on espére le mettre en évidence dans la
suite de cet article) a s'interroger, de facon trés pertinente pour la prise en compte des
points de vue, sur la signification qu’il est nécessaire de reconnaitre aux nombres manipul és



pour que la facon dont ceux-ci sont traités dans les calculs puisse conduire a des
conclusions qui ne soient pas trop discutables. En absence d'un systéme empirique
parfaitement défini qu'il sagit de décrire, on peut en effet Sinterroger sur cette
signification dés I'instant ou I’ on adopte une démarche constructiviste (cf. Roy, 1993) qui
amene a regarder les criteres non pas comme une description fidéle d'une rédlité
parfaitement objective mais comme traduisant une hypothese de travail adaptée a I’ objectif
de I’aide et a la nature des phénomenesqu’il s agit de prendre en compte. Chaque fois que
I’on utilise le nombre pour exploiter des informations qui sont de nature plus qualitative
gue quantitative, le risque est grand de tomber dans un arithmomorphisme dénué de sens.
La théorie du mesurage nous semble pouvoir apporter des garde-fous pour se protéger
contre ce risque. Dans cet article, on analyse la signifiance de diverses procédures
d agrégation multicritere (PAMC) en mettant I’accent sur le traitement de I’information
selon trois aspects : la représentation, I’ unicité et la signifiance.

Nous présentons dans la deuxiéme section un bref apercu de la théorie du mesurage ainsi
gue la définition et la description des principales échelles de mesure et de leurs
caractéristiques. Nous présentons une classification des échelles de mesure et abordons les
notions d' échelles réguliéres et de transformations admi ssibles.

Dans la troisieme section, nous exposons la notion de signifiance que nous illustrons a
partir de la somme pondérée. Dans la section suivante, une analyse du point de vue de la
signifiance est faite pour les PAMC suivantes : MAUT, SMART, TOPSIS, ELECTRE I, IS
et 1ll, PROMETHEE | et Il. Finaement, nous concluons en résumant les principaux
résultats de cette étude.

2. La théorie du mesurage : Un bref apercu

2.1. Généralités

Plusieurs définitions dans la littérature ont été données au terme mesurage. Ainsi, Campbell
(1938, p. 126) définit le terme mesurage comme étant : "The assignment of rumerals to
represent properties of material systems other than numbers, in virtue of the laws
govening these properties".

Pour Russel, mesurage signifie : 'Measurement of magnitudes is, in its most general sense,
any method by which a unique and reciprocal correspondence is established beween all or
some of the magnitudes of a kind and all or some the numbers, integral, rational, or real as
the case may be" (1938, p. 176).



Pour Stevens, mesurage est : "Measurement is the assignment of the numerals to objects or
events according to rules” (1951b, p. 22).

Ces trois définitions constituent les principaux points de vue que I’on peut trouver dans la
littérature sur la théorie du mesurage. Toute autre définition peut, a quelques modifications
prés, étre représentée par I’ un des trois points de vue précédents.

Ces définitions du mesurage suggérent que les nombres! associés doivent correspondre 3,
Ou représenter, ou préserver certaines relations observées. Ains, le mesurage d'un
ensemble d’ observations empiriques (d'informations qualitatives) consiste a construire une
fonction f a valeurs réelles définies sur ce dernier. De plus, cette fonction doit avoir la
particularité de conserver toutes 2 les propriétés de I’ ensemble d’ observations empiriques.

Par exemple, supposons pour le mesurage de la masse que nous ayons I’'infor mation
suivante : "I'objet a est plus lourd que I'objet b". Nous pouvons représenter cette
information en attribuant a "1’ objet &' une valeur numérique plus grande que celle attribuée
a "I'objet b". Autrement dit, nous pouvons représenter cette information par la fonction
suivante :

«L’objet aest pluslourd que I’ objet b» U f(a) > f(b).

De méme, en aide a la décision, S nous jugeons qu’ une action "a est préférée a une action
b" selon un point de vue, nous devons associer a a une valeur numérique g(a) plus grande
que celle g(b) associéeab et ainsi :

«@aPgb» U g(@ > g(b),

Le nombre réel g(a) est appelé le mesurage (la performance) de a et I'applicationg: A ® 3

(ou A est I'ensemble des actions potentielles et 3 I’ensemble des réels) constitue ce qu’on
appelle un critere.

Revenons a I’exemple de la fonction f introduite pour mesurer la masse. On peut vouloir
prendre en compte la propriété suivante: «La masse de la "concaténation” de deux objets a
et b est la somme de leur masse». Dans ce cas, lafonction f devra satisfaire une deuxiéme
condition qui représentera la propriété de concaténation f(a A b) = f(a) + f(b). Cet exemple
illustre ce que I’ on attend du mesurage : le mesurage d’ un ensemble d' observations.

! Le mesurage avec des nombres n'est pas la seule forme de mesurage, mais c'est certainement la plus

usuelle, notamment en aide ala décision.
2 du moins celles jugées pertinentes dans |e contexte considéré.



En résumé, le mesurage d' un ensemble d’ observations empiriques consiste a construire un
homomorphisme de ce systéme relationnel empirique vers un systeme relationnel
numérique. Ains, dans I’exemple de la masse, s la relation a- b signifie que I’ objet a est
plus lourd que I’objet b, si I’on désigne la concaténation par A et si A est I’ensemble des
objets, aors la fonction f est un homomorphisme de M dans M, ol M1 = (A, A,~) est le
systéme relationnel empirique et M, = (3, +, >) est e systéme relationnel numérique.

L a théorie du mesurage cherche principa ement a répondre aux questions suivantes :

- Exige-t-il un systéme relationnel numérique permettant de représenter le systéme
relationnel empirique ?

- Cette représentation numeérigque est-elle unique ?

- Quels traitements mathématiques sont autorisés (sont signifiants) avec cette
représentation numerique ? Les énoncés (recommandations) issus de ces
traitements restent-ils les mémes s'ils sont effectués avec une autre représentation
numeérique admissible (cas de non wicité), ¢’ esta-dire représentant elle auss le
systéme relationnel empir ique ?

Cette derniére question, qui est centrale dans cette éude, sera |’ objet de la section suivante
(section 3).

La question de la représentation fait intervenir un ensemble de conditions (axiomes) et de
théorémes (Roberts, 1979) concernant |’existence d'un homomorphisme du systéme
relationnel empirique dans un systéme relationnel numérique. A titre d’exemple, dans le
contexte de I'aide a la décision, on peut mentionner des axiomes fréguemment évoqués
comme ceux de:

Latransitivité :
S, pour tout 3, betc |1 A, onobserve aPyb et b Pyc, alors on devrait avoir a Pyc,

L’asymétrie :
S, pour tout a, b I A, on observe a Py b, alors on devrait avoir non b Pga,
La trangitivité négative :

S, pour tout &, betc 1 A, on observe non a Pyb et non b Pyc, alors on devrait avoir non a
Pgc.

ou encore le théoréme de Cantor : Soit A un ensemble fini ou dénombrable sur lequel est
définie une relation P (traduisant par exemple une préférence). Il existe une fonction a
vaeursrédles V définie sur A telle que :



pourtouta, b1 A,aPbU V(@@ > V(b)

S et seulement si P est asymétrique et respecte la transitivité régative.

Une fois que I'on est parvenu a éablir cet homomorphisme, c'est-a-dire cette
représentation numérique, se pose alors la question de son unicité. En général, cette
représentation numérigque n’est pas unique. Selon Barzilai (1998), la forme typique d’un
théoréme d' unicité est la suivante : s f est un homomorphisme d'un systeme relationnel M ;
dans un systéme relationnel M, aors n'importe quel autre homomorphisme h de M; dans
M2 est donné par :

h=f (f) (ouf of) 3

ouf appartient & un ensemble spécifie F de transformations ne dépendant pas de f.

Dans notre exemple de la massg, il est clar que s F est I’ensemble des transformations
F (a) = cf(a) ou c est une constante positive, alors s f est une représentation numérique
appropriée pour associer la masse a I’objet a, il en est de méme pour la représentation
numérique h = f (f) (ce qui correspond a un changement d’ unité).

On se place dans cet article dans le contexte des échelles réguliéres (cf. § 2.2) selon
Roberts (1979, 1994). Cela signifie que s'il existe deux homomorphismes f et h d’un
systéme relationnel dans un autre systéme relationnel, aors il existe une transformation

admissiblef sur f(A) tellequeh=1f of ou A est I’ensemble sous-jacent au premier systeme
relationnel. On ne considére donc que les cas que Barzilai (1998) qualifie de non

pathol ogiques, ¢’ est-a-dire que s f et h sont deux homomorphismes de M1 dans M, dors:

f@ =f(b) U h(a) = h(b).

Cette question est éroitement reliée a celle de la signifiance et sera abordée ici a travers
une typologie des échelles de mesure. Pour définir cette typologie, nous supposons enfin
I’ensemble A fini ou dénombrable.

2.2. Typologie des échelles de mesure

Dans le reste de cet article, on appdllera:

3 Les deux notations sont utilisées.



- représentation numeérique (en abrégé rn) de A : une fonction f utilisée pour
associer atout objet ade A le nombre f(a) censé représenter une certaine information

- mesurage ou repreésentation numérique appropriée (ma) de A vis-a-vis dune
propriété donnée de I'information : une rn f qui applique A dans un ensemble de
nombres de telle sorte que certaines des caractéristiques des nombres que constituent
les codages f(a) ait un sens concret |ié a la propriété considérée de l'information ;

- échelle (ou échelle de mesure) : le couple formé par (i) un ensemble de nombres
susceptibles d'étre utilisés pour coder une information relative aux objets de A et (ii)
un mesurage (rna) appliquant A dans cet ensemble de nombres ; ces nombres sont
appelés échelons de l'échelle.

Parmi les différents types d échelles et leur classification exposés dans la littérature, nous
retenons ceux développés par Stevens (1946) et adoptés par Roberts (1979).

Considérons une série de valeurs numériques. Elle peut étre pertinente pour attribuer une
signification &1’ une des trois caractéristiques suivantes :

- Caractéristique d’ordre : rangement par valeurs croissantes ou décroissantes des
nombres constituant la série.

- Caractéristique de distance : rangement par val eurs croissantes ou décroi ssantes
des différences entre tous les couples de nombres constituant la série.

- Caractéristique d’origine : role joué par la vaeur 0 vis-avis des nombres
constituant la série.

Ces caractéristiques peuvent servir de point de référence pour la construction d' une échelle.
En effet, face a un ensemble d’ observations empiriques (d'informations qualitatives), nous
essaierons de mettre en évidence les caractéristiques de |I’ensemble empirique qui seront
analogues a celles d' un ensemble de valeurs numériques.

Sdon la signification que I’on peut accorder aux caractéristiques ckdessus, on peut
distinguer, avec Stevens (1946) et Roberts (1979), cing types d échelles :



Echelle nominale : Echelle faisant intervenir un ensemble de nombres qui ne donnent sens &
alicune des trois caractéristiques ci-dessus car le mesurage * a seulement pour fonction de
repérer et nommer les objets de A : le nombre qui leur est aind associé ne sert qua les
désigner et ales différencier. Il Sensuit que toute transformation injective de ces nombres sur
I'ensemble A définit une représentation numérique appropriée avec |'ensemble des nombres
considérés.

Echelle ordinale : Echelle faisant intervenir un ensemble de nombres qui donnent sens a la
caractéristique d’ ordre car tous les objets de A doivent étre rangés exactement de la méme
facon dans n’importe quelle représentation numérique appropriée ; I'échelle sera dite
seulement ordinale s, dés I'instant ou f est une rna et f une transformation monotone
strictement croissante, alorsh =f o f est une rna et toutes les rna sont déduites de f de cette
facon.

Echelle intervalle : Echelle ordinale & propos de laguelle on peut donner sens a la
caractéristiqgue de distance car le rapport des différences des nombres associés a deux
couples d' objets distincts doit avoir la méme valeur dans n’importe quelle représentation
numérique appropriée ; il sensuit que si f est une rna, toutes les rna sont de laformeh =a f
+ b aveca > 0.

BN

Echelle ratio : Echelle intervalle a propos de laquelle on peut donner sens a la
caractéristique d'origine car le rapport des nombres associés a deux objets distincts doit
avoir la méme valeur dans n'importe quelle représentation numérique appropriée ; il
Sensuit que s f est une rna, toutes lesrna sont delaformeh=a f aweca > 0.

Echelle absolue : Echelle ratio qui n'autorise qu’'une seule représentation numérigque
appropriée.

L’ échelle ratio devient une échelle absolue dés I'instant ou I'on impose le choix de I’ unité
et I'échelle intervalle devient une échelle ratio des I’instant ou I’ on fixe I’ origine. L’ échelle
ratio est une échelle qui mesure une quantité : d’ une part elle donne sens a I’ absence de
guantité, d’ autre part toute mesure peut s interpréter comme |’ addition d’un nombre entier
ou fractionnaire de I’ unité de la quantité corsidéré.

“ Dans ces conditions, I’ emploi du terme «mesurage» peut sembler inapproprié, de méme que celui d' échelle.



Faisons observer que la fagon de donner sens a la caractéristique de distance dans une
échelle intervalle est extrémement forte. En aide a la décision, on est souvent en présence
d un type d échelle intermédiaire entre I’ échelle seuement ordinale et |’échelle intervalle
(au sens fort introduit ci-dessus) qui est définie comme suit :

Echelleintervalle faible® : Echelle ordinale & propos de laquelle on peut donner sens & la
caractéristique de distance car le rangement (et non pas le rapport) des différences des
nombres associés a deux couples d objets distincts doit étre exactement le méme dans
n’importe quelle représentation numeérigque appropriée.

Pour ce type d échelle, il n’existe pas (comme pour les types précédents) de caractérisation
simple de I’ensemble F des transformations f qui permette de passer d’ une rna a n’importe
quelle autre.

On remarquera que les types d’ échelles qui viennent d’ étre définis possedent |a propriété de
régularité énoncée a la fin du 2.1. Considérons en effet deux objetsa et b de A qui

recoivent des mesures distinctes f(a) * f(b) avec une rna f. Avec toute autre rna h, on aura
nécessairement h(a) * h(b), auss bien pour une échelle nominale que pour une échelle
ordinae.

Faisons enfin observer que I’ersemble F des transformations dites admissibles qui font
passer d'une rna f a une autre rna ne dépend pas de f pour les types d' échelles considérés
ici. De plus, ces ensembles F forment une suite emboitée (cf. tableau 1) allant du plus
restreint avec |’échelle absolue (F = la seule transformation identité) jusqu’au plus riche
avec |'échdle nominde (F = ensemble des transformations injectives). Ces types
d échelles congtituent de ce fait une hiérarchie qui permet de parler de niveau de mesurage
: on dira par exemple que I'échelle ratio constitue un niveau de mesurage plus élevé que
I’ échelle intervalle, laquelle est elle-méme plus élevée que I’ échelle seulement ordinale.

® Cenouveau type d' échelle est connu en anglais sous la dénomination ordered metric scale ; la terminologie
adoptée ici vise a souligner la proximité qui existe entre une échelle de type intervalle (au sens le plus usuel)
et ce nouveau type d échelle : dans I’une comme dans I’ autre, la comparaison d’intervalles doit étre chargée
de signification. Toutefois, celle-ci est plus forte dans le premier de ces deux types (d’ ou le qualificatif fort
quel’on peut lui accoler pour éviter toute confusion) que dans e second.



Tableau 1 : Classification des échelles

Transformations admissibles Types d’'échelle Exemple
f of(x) =f(x) Absolu L e dénombrement
(Identité)
f of(x) =a f(x),a>0 Ratio Lamasse
Transformation similitude
f ofx)=af(x)+b,a>0 Intervalle Latempérature
Transformation affine positive (Fahrenheit, centigrades)
f(x)3 f(y)U f of(x)3 f o
f(y) Ordinale Une préférence
Transformation monotone
positive
Toute fonction f Nominae Une codification

3. La notion de signifiance

3.1. Définition

La notion de "signifiance" permet de comprendre ce qu’'implique I’ opération de mesurage
et de connaitre les traitements mathématiques autorisés pour un niveau de mesurage donné.
C’est cette notion, issue de la théorie du mesurage, qui est principalement exploitée dans le

cadre de cet article.

Commencgons par introduire cette notion en prenant appui sur un exemple (Vansnick,
1991). Considérons un ensemble d'actions A = {ai1, &, &, a} €t supposons que
I"information fournie par le décideur soit lasuivant e: il préfere g aap, @ aag, a; aag, & a
az et g a a . enfin, il est indifférent entre @ et a;. Cet ensemble d’informations peut étre
formalisé par une relation de préférence représentée figure 1 complétée par I'indifférence a

| a4.

a1

a3

.

-

%

Figure 1 : Graphe des préférences




Cet ensemble d' informations peut étre également représenté al’ aide de lafonction :

f:A® R
a® f(a)= [yl A/aPy}

Ceci impliquerait les valeurs ci-apres pour les éléments de X :
f(a) =3, f(&) = 1, f(as) = 0, f(as) = 1.
Remarquons que nous avons, avec cette échelle de mesure, larelation suivante :
f(a) - (&) = 2[f(as) - f(a)]-

Considérons maintenant la proposition : "I’écart de préférence de a par rapport a & est
deux fois plus grand que I’ écart de préférence de a4 par rapport aaz". Nous dirons que cette
proposition N’ est pas signifiante. En effet, I”information obtenue du décideur peut alssi étre
représentée de la fagon suivante :

H:A® R te queh(a) = 10, h(a) =8, h(as) =0, h(a) = 8.

Nous observons que cette nouvelle fonction est encore une rnamais qu'ele invalide larelation
précédente, ¢ est-a-dire que :

h(ag) — h(ae) =2* 2[h(a) —h(ae)] =2x 8.

Pour cette raison, nous pouvons dire que la proposition précédente n’est pas signifiante ;
elle dépend de I’ échelle de mesure choisie. La véracité de la proposition a changé car dlle
repose sur un calcul qui fait intervenir des caractéristiques des nombres que sont les échelons
de I'échelle dors que ces derniers ont éé définis sans lien avec une propriété concrete que le
calcul présuppose pour donner un sens a cette caractéristique. En général, nous dirons qu'une
proposition fondée sur un calcul utilisant les échelons d'une échelle est signifiante s sa
véracité ou sa fausseté demeur e inchangée lor squ'on remplace une échelle par une autre
représentant toutes les deux la méme information. Cette définition, qui est due a Roberts
(1979, p. 59), est étroitement liée au concept de I'invariance en géométrie. En fait, la notion
de signifiance constitue une forme particuliére de I’invariance dans la théorie du mesurage
selon Falmagne et Narens (1983). D’autres définitions, Iégéerement différentes, ont été
proposées dans la littérature. En effet, Suppes et Zinnes (1963) définissent la notion de
signifiance de la maniére suivante : "A numerical statement is meaninful if and only if its
truth (or falsity) is constant under admissible scale transformations of any of its numerical
assgnements, that is, any of its numerical functions expressing the results of
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measurement". Cette définition est plus précise que la précédente en ce sens qu’ elle utilise
le concept de transformation admissible des échelles ; par contre, elle est moins générae
que la définition due & Roberts. En effet, Roberts et Franke (1976) ont montré que cette
définition n’ était valable que lorsqu’il s agissait d’ échelles régulieres.

Dans cette étude, nous adoptons la définition de Suppes et Zinnes, les différentes échelles
utilisées en analyse multicritére étant en général des échelles régulieres. Pour terminer, il
importe de souligner que le concept de signifiance n’est pas synonyme de vérité.

3.2. Tllustration du concept de signifiance a partir de la somme pondérée

La somme pondérée constitue la procédure d agrégation multicritere (PAMC) qui est, sans
aucun doute, la plus familiére et la plus employée. Elle est présente de fagon implicite dans
plusieurs méthodes d'évaluation globale. Elle est utilisée dans les conditions suivantes :

chaque action potentiellea | A (ensemble des actions ptentielles) est évaluée selon un
ensemble d attributs, de points de vue, de criteres i, i =1, ..., n, a partir d' échelles de
mesure g° On supposera dans tout ce qui suit que la préférence croit avec la performance
gi(d). En tenant compte du fait que tous ces criteres n'ont pas la méme importance, on
cherche a évaluer globalement chague action a et a conclure si |’ action a est ou non préférée
al’action b.

Avec la somme pondérée, on conclura que I’ action aest préféréeab si on a:

én pigi(a)>én p.g; (b) (3.1)

i=1
ol pi, P2, ..., pr | R™ représentent les poids des différents points de vue.

Or, il est important d’examiner dans quelles conditions I’ action a reste préférée al’ action b
lorsgu’ on substitue aux échelles g des échelles "équivalentes” f. Il s agit autrement dit
d étudier les conditions dans lesquelles la proposition (3.1) est signifiante. L’ étude de cette
conclusion vis-avis de la signifiance savére d'un grand intérét car elle congtitue une
justification pour la prise de décision finale. En effet, tel que Roberts (1979) I’écrit : "If a
decision based on a numerical scale can be reversed by simply modifying the numbers, and

® Attirons I’ attention sur cette facon de désigner une échelle qui consiste a ne nommer que I’ application : elle
est assez elliptique puisgu’ elle laisse sous-entendus aussi bien I’ensemble des échelons susceptibles d’ étre
utilisés pour guider I'information que les propriétés concrétes que ce codage est cense représenter. Cette fagon
de s'exprimer est néanmoins commode et nous |’ utiliserons chague fois qu’ elle ne préte pas aambiguité. Dans
certains cas, il peut étre préférable de désigner I’ échelle par I’ ensemble des échelons qui lui sont associés en
mettant en évidence les propriétés que le codage lié al’ application (qui, S'il N’y a pas ambiguité, peut rester
sous-entendu) est censé représenter (cf. Roy, 1999).
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if both sets of numbers legitimately represent the decision problem, then we have no good
reason to make one decision rather than the other".

Nous allons étudier la signifiance de la proposition (3.1) tout d’abord pour des échelles
toutes de plus haut niveau (échelles absolues) puis en descendant dans la hiérarchie du
tableau 1. En effet, d’'une fagon générale, nous pouvons affirmer que si une procédure n’ est
pas signifiante pour un niveau de mesure donné, elle ne le sera pas pour un niveau de
mesure "plus bas’.

Il est évident que la proposition (3.1) est signifiante si les g sont des échelles absolues. En
fait, pour ce type d'échelle, le probleme de la signifiance ne se pose pas, car celle-ci
n'admet aucune transformation. Plus généralement, toutes les propositions ne faisant
intervenir que des échelles absolues sont signifiantes.

Considérons maintenant le cas ou toutes les échelles sont des échelles ratio. Nous savons
gue les transformations admissibles pour une échelle ratio sont de la forme f o0 g(@) =
ax(a), a > 0. Aing, une échelle équivalente a g s écrira sous la forme h(a@) = ai * g(a), ai
> 0. Pour que la proposition (3.1) soit signifiante, il faudrait que la condition suivante soit
satisfaite quelles que soient lesvaleursdes a; >0 :

ed J U~ €& J )
s Pgi(a)>a pigi(b)gu aad pa;g(a>a pa;g, (b)g,
€i=1 i=1 u €i=1 i=1 u

ce qui n'est évidemment pas possible.

Nous pourrions ainsi étre amenés a corclure que la procédure "somme pondérée” n'est pas
signifiante pour des échelles de mesure de niveau ratio et qu’ elle ne I’ est pas non plus pour
des échelles intervalles et encore moins pour des échelles de niveau ordind.

Ce résultat fait ressortir un "piege" souvent insoupconné par les utilisateurs de la somme
pondérée, a savoir que les coefficients de pondération p dépendent des échelles de mesure
g associées aux critéres (Roy et Mousseau, 1996). Il n’est donc pas possible dans ce cas de
se prononcer sur les valeurs des p sans prendre en compte les codifications numériques de
ces echelles puisque ces p. qui sont des constantes d’ échelle, jouent un réle de compromis
entre les différents critéeres.

Par exemple, si I’on est en présence de deux critéres fun de codt et |I’autre de délai, les
valeursdes p, i = 1, 2, ne seront pas les mémes selon que les colits sont exprimés en $, en
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milliers de $ ou en millions de $ et que les délais sont exprimés en jours, en semaines ou en
mois.

Ains,, avec des échelles de niveau ratio, la somme pondérée sera signifiante s la
transformation h(a) = aj>g(a) est accompagnée d une transformation concomitante des p,
c'est-a-dire transformant p; en p/a;. La "somme pondéré’ est donc signifiante sous
réserve de transformation des coefficients de pondération de maniere appropriée. Ce
résultat reste vrai pour des échelles de niveau intervalle. Dans ce cas, les transformations
admissibles sont de laforme :

h (@) =a;g,(a)+b;,,a; >0.

La proposition (3.1) reste bien signifiante pour de telles échelles puisque :

& 2 0.@+b]>a [, 5,(0)+b,]0

i= a; iz &

g P Pb & P Pb. -
a—g@+—>a—g(b+—U
iz a; i i a a;

g g

aPag@>a Ry ()

=L i=1

Souvent, les performances telles qu’elles s expriment avec |’ échelle originelle (concréte)
donnent lieu a une normalisation avant agrégation. Cette normalisation vise généralement a
s affranchir des unités propres a chacune de ces échelles originelles. Elle peut par exemple
permettre de travailler avec des performances toutes comprises dans I’intervalle 0-1 ou 0-
100. Les techniques de normalisation sont nombreuses (cf. Maystre et al., 1994). Avec une
agrégation par somme pondérée, la détermination des coefficients de pondération p qui
s appliqueront aux performances normalisées doit étre conduite de fagon a garantir la
signifiance de la proposition (3.1). Nous reviendrons sur ce sujet au 4.1.

Considérons enfin le cas ou |'une des échelles au moins est seulement ordinae. Il est clair que
la proposition (3.1) n'est plus signifiante. On peut cependant encore utiliser I'agrégation par
somme pondérée pour formaliser des propositions signifiantes. C'est notamment le cas lorsque
cdles-ci portent non plus sur des performances mais sur les relations que ces performances
expriment relativement a chague critére sur I'ensemble des actions. Posons par exermple :

ui(ab)=1s aP betuj(a b)=0s nonaPk b.
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Les échelles u; qui sont ains définies pour tout éément du produit cartésien A~ A sont des
échdlles absolues. |l sensuit qu'une proposition caractérisée par la formule suivante (afin de
comparer par exempleaab) :

a pni(@b)>3 pnib a)

i=1

i=1

est sgnifiante.
4. Analyse de quelques PAMC

Dans cette section, nous analysons un ensemble de PAMC du point de vue de la
signifiance. Selon Roy et Bouyssou (1993) "une PAMC est une regle, un procédé
permettant d établir, sur la base du tableau des performances et d'informations inter-
critéres (des coefficients d’importance, des seuils de veto, des taux de substitution, ...), un
ou plusieurs systemes relationnels de préférences (SRP) sur I'ensemble A des actions (et,
éventuellement, sur |’ ensemble des mutations (A~ A))".

Le SRP sur A dont il est question dans cette définition peut prendre des formes diverses :
(1, P), (I, P, R), (S R), ... ou R désigne la relation d’'incomparabilité. Le tableau des
performances contient I’ensemble des évaluations des actions selon chacun des
critéreg/attributs plus, éventuellement, des seuils de discrimination.

Les procédures analysées dans cette section appartiennent aux deux approches
opérationnelles qualifiées d approche du critere unique de synthese et d approche du
surclassement de synthese.

4.1. PAMC de type critére unique de synthese

411 Généralités

La PAMC somme pondérée constitue un cas particulier des PAMC étudiées dans cette
section. Comme leur nom I'indique ces PAMC visent a établir un SRP sur |’ensemble des
actions en bétissant un critére unique de synthése

9(a) = G(9,(8),..., g, (a),..., 9, (a))

ou g(a) est la performance de I’ action a selon le critere ou |’ attribut i.
Le SRP généralement associé au critére g est detype (I, P) avec :

albU g@=g(b),aPbU g(@ > gb). (4.1)
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Toute incomparabilité est donc éliminée et les relations dindifférence | et de préférence P sont
trangitives. C'est donc essentiellement la signifiance de ces propositions d'indifférence et de
préférence que nous introduirons ci-aprés. On peut ne sintéresser qu'a celles concernant la
préférence puisque l'indifférence alieu s et seulement s la préférence n'a pas lieu.

On andysera successivement dans cette section les criteres de synthése associés aux
procédures MAUT, SMART et TOPSIS. Nous laisserons notamment de coté la procédure
AHT (cf. Saaty, 1977, 1984) qui a donné lieu a de multiples controverses. La position de
Barzilai (1998) mérite toutefois d'ére citée : "A corollary is that procedures which measure
preferences on a unit-scale in the absence of a universal or absolute zero (such as the
Analytic Hierarchy Process) operate on an incorrect type of scale and consequently,
produce incorrect results' (voir aussi Bana e Costa et Vansnick, 2001).

4.1.2. MAUT (Keeney et Raiffa, 1976)

La forme andytique du critére de synthése découle ici de la théorie de I'utilité multiattribut
(MAUT). Dans cette théorie (qui repose sur un corps d'axiomes et d'hypothéses extrémement
précis), chague critére g se présente comme une espérance d'utilité faisant intervenir une
fonction d'utilité y relative a un attribut (ou un groupe d'attributs dans certains cas) %. Pour
chague action a, cet attribut est caractérise par sa distribution de probabilités, laquelle peut, le
cas échéant, refléter la certitude’.

Dans cette théorie, le systeme relationnel de préférences (I, P) quil sagit de modéliser est
suppose préexister dans I'esprit du décideur. Lorsgu'il est conforme aux axiomes et hypothéses
de la théorie, cdle-ci prouve qu'il peut étre fidelement représenté conformément aux relations
(4.1) avec un critére de synthése g (correspondant & une espérance d'utilité). Sous réserve de
supposer vérifiées des hypotheses d'indépendance au sens des utilités et au sens des
préférences, ce critere de synthése prend aors nécessairement I'une ou I'autre des deux formes
suivantes (la premiére étant une forme limite de la seconde) :

Formeadditive:g(a) = § k; g,(@ avec k>0, § k =1

i=1 i=1

6 [1+Kk; g @]-1

Forme multiplicative : g(a) = = < (4.2)

" Laversion non probabiliste de MAUT (MAVT) nous parait une démarche rigoureuse pour batir un critére
de synthése de type somme pondérée (cf. § 3.2).
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avec k;>0,§ k'l K>-1, K10,

i=1

K éant I'unique racine rédlle non nulle et supérieure a— 1 del'éguation :

A

O1+Kk]=1+K.

i=1
Avec chacune de ces deux formes, il faut souligner que I'origine du critére g est définie par
I'action (fictive) a qui vérifieg(a) = 0 pour i = 1, ..., n et 'unité de ce critere est définie par
I'action (fictive) & qui vérifieg(a)=1pouri=1,..,n.

Dés|’instant ou I’ on se place dans le cadre des hypotheses d'indépendance rappel ées ci-dessus
avec des attributs x dont le mesurage est de type ordina (échelle non nécessairement de type
intervale), la théorie de I’ utilité multiattribut éablit que les fonctions d'utilité y existent et
sont définies de fagon unique a une transformetion affine pres. 11 sensuit que le modéisateur
est libre c& choisir comme il I'entend l'origine et I'unité de chacune d'dles. Ces choix
consistent habituellement a poser u = 0 al'une des extrémités de I'échelle de mesure de % et y
= 1 a l'autre extrémité. L'échelle de mesure du critére g est donc de type intervalle. Elle
devient de type absolu des l'instant ou les choix de cette origine et de cette unité ont é&é
effectués (peu importe comment). Ces choix étant faits pour chague critere, la théorie affirme
gu'il existe une valeur parfaitement définie pour chacun des coefficients k; qui garantit :

g@>gb)U aPb," abl A.

Aing, la proposition (4.1) est signifiante quelle que soit la fagon dont ont été fixées les
origines et les unités des fonctions u. Cela suppose bien évidemment que les vaeurs des
coefficients k aient éé attribuées en conformité avec la théorie. Or, ces valeurs dépendent
précisément de la fagon dont ces origines et unités ont été fixées (c'est pourquoi on les appelle
des constantes d'échelle). Consid érons en effet |'action fictive bi caractérisée par :

gb)=0" j*ieg(b)=1

Le lecteur vérifiera sans peine que g(by) = k; auss bien avec la forme additive qu'avec la forme
multiplicative. De plus, le choix entre la forme additive et la forme multiplicative est
déterminé (cf. formules (4.2)) par la valeur que prend la somme des k. 11 est donc essentidl,
pour attribuer une valeur a ces constantes d'échelle, de respecter un protocole d'interrogation
du détenteur du systeme relationnel de préférences (1, P) qui prenne en compte, conformément
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a la théorie, la fagon dont les critéres g ont éé normés (choix de l'origine et de I'unité de
chacune des fonctions d'utilité y).

Les protocoles ains préconisés dans la littérature font intervenir des actions fictives comme
par exemple a, a, b; (définies ci-dessus) qui sortent généralement du champ de perception
norma de la personne interrogée. On peut voir 1a une limite ala signifiance. C'est en effet une
source de fragilité des réponses. De surcroit, on peut penser que la sensibilité des réponses aux
conditions de normdisation est d'autant plus accusée que le systéme de préférences de la
personne interrogée est en fait moins complétement préexistant. On peut supposer que le
questionnement contribue, dans bien des cas, a construire pour une part ce systeme de
préférence (cf. Roy, 1987).

En conclusion, la théorie de I’ utilité multiattribut fournit ici un cadre de référence dans lequel
les propositions validées a partir des formules (4.2) sont signifiantes. Toutefois, en pratique,
on est souvent anené a éaborer le critere de synthese sans pouvoir Sassurer que les
hypothéses de cette théorie sont satisfaites et surtout en éant contraint de Sécarter du
protocole rigoureux d'interrogation du décideur que cette théorie préconise (voir McCord et de
Neufville, 1982).

4.1.3. SMART (Edwards, 1977 ; Von Winterfield et Edwar ds, 1986)

Le critére de synthese g est ici du type somme pondérée :

9@ =Q kg (8 avec § k;=1et 0£g, (a) £100. (4.3)
i=1 i=1
Comme le montre cette formule, les performances doivert ici ére normalisées (cf. § 3.2).
Cette normalisation découle dans SMART de lafagon dont sont définies les échelles.

- S l'appréciaion de la performance selon le critere i est de nature qudlitative (avis
d'experts par exemple), on doit coder 0 la plus mauvaise performance plausible et
100 la meilleure performance plausible, les appréciations intermédiaires devant étre
codées de facon a définir une échdlle intervalle.

- Si I'appréciation de la performance selon le critére i est de nature numérique (ce qui
ne signifie pas toujours objective et encore moins quantitative), on doit poser:

_hi(@-h-
g @ T x 100 (4.4)
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ot h(a) correspond & I'appréciation numérique originelle de I'action a et h, h’
correspondent respectivement aux appréciations plausibles la plus mauvaise et la
meilleure.

Il convient ici dattirer I'attention sur un point important. Ce type de normalisation ne garantit
nullement que les performances soient mesurées sur des échelles absolues au sens défini en
section 2. Pour qu'il en soit aing, il est nécessaire (et d'ailleurs suffisant) que les appréciations
originelles (avant normalisation) soient mesurées sur des échelles intervale. 1l y a la une
condition nécessaire (mais non suffisante comme nous alons le voir) pour que, avec SMART,
la proposition (4.1) soit signifiante. Dans bien des cas, rien ne prouve que cette condition soit
satisfaite, méme lorsgue les appréciations initiales sont de nature numérique. En effet, I'échelle
peut, dans ce cas ausd, étre de type seulement ordina (cf. § 2.2).

Le protocole préconisé par SMART pour attribuer des valeurs numériques aux coefficients k;
comporte deux étapes :

"ranking" : rangement des critéres par ordre dimportance croissante ou
décroissante ;

"rating” : mesurage de cette importance sur une échelle qui doit étre de type ratio.

Pour que la proposition (4.1) soit signifiante, il est nécessaire que la validation de a P b ne
dépende pas des conditions de normalisation. Il faut autrement dit qu'une modification
éventuelle de la définition des appréciations de référence la plus mauvaise et la melleure
plausibles ne puisse pas affecter cette validation. Les coefficients k; sont donc ici encore des
constantes d'échelle. Si, pour une raison quelconque, on est amené a doubler |a différence
h' —h«, dorsle coefficient k; doit &tre multiplié par deux (cf. § 3.2). Pour attribuer une valeur
a ces constantes d'échelle qui garantisse la signifiance de la proposition (4.1) avec SMART, il
est donc également nécessaire de faire intervenir explicitement, auss bien au niveau du
"ranking" qu'au niveau du "rating", ces appréciations de référence. C'est |a une seconde
condition qui est loin d'ére toujours clairement renmplie.

En conclusion, I'emploi des formules (4.3) et (4.4) nécessite, comme e mettent en évidence les
deux conditions nécessaires ci-dessus, de prendre de grandes précautions dans leur mise en
cauvre pour valider des propositions signifiantes. Laméthode MACBETH (cf. Banae Costa et
Vansnick, 1994, 1997) fournit une démarche accompagnée des outils nécessaires pour utiliser
I'agrégation par somme pondérée dans I'esprit ci-dessus de telle sorte que ces deux conditions
soient satisfaites.
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4.1.4. TOPSIS(Hwang et Yoon, 1981)

La définition du critere de synthese g(a) repose, dans cette méhode, sur une "distance
euclidienne" relative devant permettre de positionner chague action al A par rapport & deux
actions fictives dites idéales et anti-idéales. Si I'on note respectivement ces distances d'(a) et
d«(a), le critére g est défini par :

d-(a)

W@ @+rd@

(45)

Lesactionsidéales a” et anti-idéales a. sont caractérisées par les appréciations extrémes que
prennent les performances des actions de A avec les criteres g :

l

d*(a):g (A)[g( )- g(a)] (46)

d*(a):g (A) 4.7)
avec

g’ (=3 9’ @) (48)

ou les coefficients k sont destinés a différencier I'importance du réle que I’ on souhaite faire
jouer aux différents criteres dansla PAMC.

Il convient ici dattirer I'attention sur un point important. La formule (4.8) fait intervenir toutes
les performances des actions selon le critére g. || Sensuit qu'une variation quelcongue de la
performance d'une action a donnée & salon ce critere modifie la vaeur de g(A) e, par suite,
les valeurs de d(a) et d(a) pour toutes les actionsa 1 A. Cet impact sur les distances
pourrait ére annulé par une variation concomitante (dans les mémes proportions) des
coefficients k. Autrement dit, faire varier la performance d'une action quelcongque selon un
critére équivaut & modifier I'importance donnée a ce critere. C'est la un piege di a la fagon
dont la normalisation est congue. En outre, la variation de g(ao) peut modifier la définition de
a oucdledea ; il peut en aler de méme avec I'gout ou le retrait d'une action. L'impact sur
les distances d (a) et d-(a) qui découle de ces transformations n'est alors plus équivalent & une
modification des coefficients k;.

Ces considérations suffisent a montrer que la proposition (4.1) n'est signifiante avec TOPSIS
que s les coefficients k ont été raisonnés en fonction des valeurs de g(A) et s les actions
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idédes et anti-idéal es apparaissent comme des références qui ne prétent pas a discussion. Pour
cette raison, les valeurs maximum et minimum plausibles introduites dans SMART pourraient
paraitre mieux adaptées que celles définies par les formules (4.6) et (4.7).

S I'on fait abgtraction des difficultés précédentes, il est facile de vérifier que la proposition
(4.1) est signifiante dans TOPSIS avec des performances mesurées sur des échelles de niveau
ratio. En effet, un changement d'unité (transformation a; g) laisse invariantes les distances
d(@ e d(a@ (cf. formules (4.6) et (4.7)). En revanche, un changement dorigine
(transformation g + b;) n'affecte que leterme gi(A) dans laformule (4.6). 1l équivalt ici encore
a une nodification des coefficients k. La proposition (4.1) n'est donc pas signifiante avec des
performances mesurées sur des échelles de niveau intervalle.

En conclusion, pour que I'emploi des formules (4.5)-(4.8) permette de vaider des propositions
signifiantes, il est en premier lieu nécessaire que les performances soient mesurées sur des
échdles de niveau ratio. Il faut, en second lieu, avoir une compréhension tres fine de la
signification complexe que ces formules conféerent aux coefficients k; ains qu'aux
caractéristiques des actions idédes et anti-idéales pour pouvoir atribuer a ces parameétres des
valeurs convenables et pour les interpréter correctement. Enfin, le fait que toute modification
des performances d'une action doive sSaccompagner d'un adaptation des coefficients k rend
I'analyse de sensihilité et, a fortiori, I'analyse de robustesse quasiment impraticables.

4.2. PAMC de type surclassement de synthese

42.1. Généralités

Nous analyserons ci-aprés trois de ces PAMC : celles sur lesquelles prennent appui les
méthodes ELECTRE I, IS et |11 (voir Roy et Bouyssou, 1993 ; Roy, 1978) et PROMETHEE |
et Il (voir Brans et Vincke, 1985 ; Vincke, 1989). Rappelons que, dans chacune de ces
méthodes, la PAMC est complétée par une procédure d'exploitation dont I'objet est de tirer
parti, pour l'aide & la décison, du SRP construit par la PAMC. Ce SRP tolére la présence
d'incomparabilités qui sont mises en évidence :

- soit directement a l'aide d'une relation R d'incomparabilité comme c'est |e cas dans
les méthodes portant le nom ELECTRE ;

- soit indirectement a I'aide d'une relation ~ de non préférence (servant a modéliser
I'indifférence et I'incomparabilité sans les différencier) comme c'est le cas dans les
méthodes portant le nom PROMETHEE.

20



Dans les méhodes PROMETHEE, le SRP est de deux types (P, ~) ol la relation (anti-
symétrique) de préféence P n'est pas nécessairement transtive. Dans les méhodes
ELECTRE, le SRPest du type (S, R) ou larelation S (dite de surclassement) ala signification
suivante :

"a bl A:aSbU aest globaement (compte tenu de tous les critéres) au moins
auss bonne queb.

S n'est pas nécessairement transitive. Elle n'est pas non plus antisymétrique: aSbetb Sa
modéisent les cas dindifférence.

L'anadyse de la signifiance dans chacune de ces PAMC porte donc, selon le cas, sur la fagon
dont est validée I'assertion "a surclasse b" ou "a est préférée a b" (I'incomparabilité ou la non
préférence étant vaidée par complémentarité). Pour construire cette analyse et présenter, dans
chague cas, la PAMC concernée, hous nous conformerons aux notations de Roy et Bouyssou
(1993, chapitre 5).

IV.2.2. ELECTREI

La proposition "a surclasse b" (a S b) est ici validée s et seulement s deux conditions, dites
I'une de concordance, I'autre de non veto, sont satisfaites. La premiére fait intervenir la
coalition C(a, b) des critéres en accord avec la proposition :

Ca b)={i/g@?* g(b)} (4.9)

On supposera que chacun des n critéres est doté d'un "pouvoir de vote' caractérisé par le
nombre k; (> 0) pour le critére g. Posons :

a k =K (nombredevoix attribuées)

JLLY

Avec ces notations, la condition de concordance sécrit :

c(db) = a

1 1
— 84 k?®s —£s€£L (4.10)
K i C(a b) 2
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s est appelé le niveau de concordance : il sinterpréte comme un niveau minimum de majorité
requis pour valider la proposition. Faisons observer que s>1- min % implique I'unanimité.

Soit g un critére tdl que i T C(a, b). Un tel critére et en désaccord avec la proposition
considérée puisque g(b) > g(a). La méthode prévoit que, s le désaccord est "important”, le
critére g peut mettre son veto a la validation de la proposition a S b. Pour cela, il convient de
caractériser I'ensemble des couples de performances (y, X) révélaeurs d'une situation de
désaccord jugés suffisamment critiques pour étre regardés comme incompatibles avec le
surclassement de b par alorsque g(b) = y et g(@ = x. Dans les méthodes ELECTRE, cet
ensemble de couples est défini par une fonction y(x) (> 0) dite seuil de veto. Les couples de
performances révélateurs d'une situation critique sont caractérisés par ceux qui verifient :

Y —X>Vi(X).

Il découle de ces définitions que le critére g met son veto au surclassement a S b (du fait d'une
Situation critique incompatible avec la vaidation de cette proposition) s et seulement s :

6(b) —9(a > vi[g(a)]. (4.11)

On démontre que, pour des raisons éémentaires de cohérence, le seuil de veto v(x) doit étre
tel que x + \i(X) soit une fonction mo notone non décroissante de x.

La seconde des deux conditions nécessaires mentionnées plus haut pour valider la proposition
aSb (dite condition de non veto) est satisfaite s et seulement si aucun des critéres ne \érifie la
condition (4.11).

Les échelles sur lesquelles sont mesurées les performances g(a) sont au moins de niveau
ordinal. Examinons le cas ou elles ne sont pas d'un niveau supérieur. La proposition aSb e,
dans ces conditions, signifiante i et seulement s sa validation demeure invariarte lorsgue 'un
quelconque des critéres, disons g, est remplacé par une autre codification h = f (g) e cela
guelle que soit la fonction monotone croissante f . Montrons quil en est bien aing.

Lasubstitution desh a g n'affecte en rien le fait que i appartienne ou n'appartienne pas a C(a,
b) (formule (4.9)). Cette substitution ne modifie pas la valeur de c(a, b) (formule (4.10)). La
condition de concordance est donc bien invariante. Il en sera de méme avec la condition de
non veto sous réserve de conserver la méme définition des couples de situations critiques qui
caractérisent les possibilités de veto. Si y et x congtituent un couple de performances qui

refletent une telle situation avec le mesurage g, il va en ére de méme avec les performances
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f (y) et f (x) obtenues avec le nouveau mesurage h. 1l est donc nécessaire d'adapter 1a fonction
seuil car celle-ci dépend du mesurage choisi. Ne pas faire cette adaptation équivaudrait a
modifier les regles de validation du surclassement. Le lecteur vérifiera sans peine que la

nouvelle forction seuil v! (X) est définie sans ambiguiité par :

v O] =[x + v, ()] - (X). (4.12)

Il découle par exemple de cette formule que s f (X) est la transformation affine ax + B3, la
condition (4.11) doit Sécrire avec le houveau mesurage :

h(b) —h(a) > a vi(a). (4.13)

En conclusion, la PAMC de ELECTRE | est signifiante avec des performances mesurées sur
des échelles de niveau seulement ordind et, a fortiori, de niveau supérieur. Il faut toutefois
signder que, avec des échelles de niveau supérieur, ces PAMC n'exploitent pas a fond
I'information contenue dans les performances aing mesurées. En revanche, la facon de coder
numeriquement des appréciations de nature qualitative est sans effet sur la validation ou la non
validation d'un surclassement.

42.3. ELECTRE ISet ELECTRE I

Ces deux PAMC font intervenir une famille de criteres qui peut comporter des pseudo-
criteres. En premier lieu, nous rappellerons (cf. Roy, 1985) les principaux traits
caractéristiqgues de ce concept. Ces PAMC prennent appui sur un méme indicateur de
concordance qui étend, au cas des pseudo-criteres, la notion de magjorité concordante introduite
apropos dELECTRE | mais elles different dans leur fagon de faire intervenir d'éventuels veto.
Nous examinerons donc, en second lieu, le cas ou aucun des criteres n'est autorisé a mettre un
veto. Nous étudierons enfin le cas général pour I'une puis pour |'autre de ces deux PAMC.

a) A propos du concept de pseudo-critere

Considérons un critére g congu pour comparer des actions de A selon un point de vue spécifié.
Il devient un pseudo-critére dés I'instant oul I'on considére que, éant donné deux actionsa et b

ayant des performancesg(@) =xetgb) =y (y 3 x):
- il peut y avoir indifférence entre a et b selon ce critére dlors que y > x : I'ensemble
des couples d'échelons (X, y) pour lesquels il en est ains doit aors étre caractérisé
comme suit :

XEYEX+(X);
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g(x) est appeléseuil d'indifférence ;

- il ny apréférence strictedeb vis-avisde aque s I'écart entre les performances y et
X et jugé significatif : I'ensemble des couples d'échelons pour lesquelsil en est ainsi
doit alors étre caractérisé comme suit :

X+0(X) £x+pX)<y;
p(x) est appeléseuil de préférence.

Soulignons que les deux fonctions-seuils sont définies sur I'ensemble des échelons utilisé pour
coder I'information. Elles ont pour raison d'ére le fait qu'une différencey —x * 0 peut ne pas
constituer un argument probant pour affirmer que, selon le point de vue considéré, b est
incontestablement préféré a a. Cela peut provenir pour une part de la nature méme des
échelons jugés trop proches pour que leur différence puisse ére regardée comme apte arévéler
une préférence et, pour une autre part (généralement beaucoup plus déterminante), de la nature
de la représentation numérique g. Cette derniere, en effet, ne conduit pas, en général, a un
mesurage X de I'action a qui soit indiscutable (et de méme avec y pour I'action b). Celatient au
fait que ce que l'on cherche a mesurer est trés souvent imparfaitement déterminé. Cette
mauvai se détermination peut avoir des origines variées : I'information de base qui a été codée
peut étre purement verbale, elle peut provenir d'une enquéte, elle peut faire appel a une
formule analytique discutable, elle peut dépendre de parametres dont la vaeur reste subjective,
... Compte tenu de cette mauvaise détermination, I'action a aurait pu tout auss bien étre
mesurée avec I'échelon X et b avec I'échelon yetels que W soit [égérement inférieur a x¢alors
quey éait légérement supérieur ax.

Avec deux seuils, le pseudo-critére offre la possibilité d'avoir (pour certaines vaeurs de x)
g(x) <p(x). Ceci permet d'introduire, dans la modéisation, une forme dambiguité : il sagit de
celle qui découle du caractere fréquemment non nettement tranché entre une indifférence
franchement acceptée et une préférence solidement argumentée. Un couple (X, y) tel que::

a(x) <y —x £ p(x)

correspond adors a une héstation entre indifférence et préférence dricte. 1l sagit dune
préférence dite faible (au sens de faiblement éablie). Elle conduit a exclure la préférence
stricte de asur b sans qu'il soit possible d'étre plus précis.

Soulignons, pour terminer ces rappels, que, pour les mémes raisons de cohérence que celles
invoquées a propos du seuil de veto (cf. 4.2.2), les deux fonctions x + q(x) et x + p(x) doivent
étre monotones non décroissantes.
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b) Absence de veto
En I'absence de veto, seule la valeur que prend un indicateur de concordance détermine :

- dans ELECTRE IS lavalidation ou lanon validation de la proposition a Sb;
- dansELECTRE Il le niveau de crédibilité de la proposition a Shb.

Dans un cas comme dans |'autre, la PAMC est donc complétement définie par la valeur de cet
indicateur que nous noterons encore c¢(a, b). Pour le définir, il nous faut introduire non plus
une seule mais deux codlitions (il sagit de deux sous-familles digointesdeF) :

Clash)={j/j1 F,g@) + q(g(@)? gb)},
ChQa)={j/jl F,gi(a)+ q(g(@) < gi(b) £g; (a) + pi(G(@))}- (4.14)

On noteraici encore k le pouvoir de vote attribué au critére g et K = § k; le nombre total
imF
desvoix aing attribuées. L'indice de concordance c(a, b) est défini par :

1 1 .
cab)== a4 k+= 4 j @bk, (4.15)
il C(asb) K i1 C(bQa)

gj(a) + pj( gj(a)) - gj(b)

(4.16)
p]( gj(a)) - q]( g](a))

Faisons observer que, " j 1 C(b Q a) : p(gi(d) > g(g(a)) et O£ j ;(a, b) £ 1. Considérons
tout d'abord le casoligj(x) = g(x)," j1 Fet" x (on parle dans ce cas de quas-critére). On a
dors C(b Q a) = A Pagons-nous au plus bas niveau des échelles de mesure, a savoir échelles
seulement ordinales (cf. 2.2). Les deux PAMC étudiées seront signifiantes pour ce type
déchelles s et seulement S c(a, b) est invariant lorsgu'on substitue a l'un quelconque des
critéres g la codification critére h; = f (gi) avec f; fonction monotone strictement croissante
guelcongque. Dans les conditions considéréesici, il en est bien aing. En effet, |'appartenance ou
la non appartenance de i ala codition C(a S b) n'est pas affectée par une telle substitution.
Cda découle du fait que I'ensemble des couples d'échelons compatibles avec I'indifférence
doit bien évidemment rester le ménre : le changement d'échelle saccompagne (comme dans le
cas du seuil de veto) d'une adaptation du sevil dindifférence. La nouvelle fonctionseuil g (x)
est liée al'ancienne qi(x) par laformule (4.12) dans laquelle g remplace v.

L es conclusions formulées a la fin du 4.2.2 pour la PAMC d'ELECTRE | restent donc
valablespour cellesd'ELECTRE ISet ELECTRE 111 lorsqueles pseudo-critéresne sont
quedesquasi-critereset en I'absence de veto.
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Considérons maintenant le cas général ou (toujours en |'absence de veto) certains des critéres
sont effectivement des pseudo-critéres (et non pas simplement des quasi-critéres). Pour les
mémes raisons que celles indiquées ci-dessus, les codlitions C(a S b) et C(b Q a) sont
invariantes lorsque I'on subgtitue, au critére g, la codification h; = fi(g) (sous réserve de bien
adapter les deux fonctions-seuils). Ce changement d'échelle peut néanmoins avoir un impact
sur lavaleur de c(a, b) si (et seulement danscecas) i1 C(b Q a). Il est facile de démontrer
que (en transposant, aux seuils dindifférence et de préférence, le résultat mis en évidence par
la formule (4.13) & propos du seuil de veto) la vaeur de f ;(a, b) (cf. formule (4.16)) est

invariante s f ; est une transformation affine ; lavaleur de c(a, b) est dors dle auss invariante.

En conclusion, c(a, b) n'est affecté par un changement d'échelle que s celui-ci n'est pasde
type affine et Sil concerne un pseudo-critéere vis-a-vis duque la comparaison des actions
a et b donne lieu a ambiguité. 11 sensuit que I'atteinte a la signifiance qui en découle
pour les deux PAMC considérées (en I'absence de veto) peut ére regardée comme le
reflet de cette ambiguité.

c) ELECTRE IS avec veto

Pour valider la proposition a S b, il faut maintenant faire intervenir, conjointement avec la
condition de concordance c(a, b) 3 s, le fait qu'aucun critere ne met son veto alavalidation de
cette proposition. Dans ELECTRE IS, le critere g met son veto a la proposition aS b s &
seulement s :
1-c(a b)- ki/K
1-s- k/K
Faisons remarquer ques gj(X) = p(x) = 0," jet" X, aorsles conditions de concordance et de
veto dELECTRE IS seraménent acellesdELECTRE I. En outre, s qi(gi(b)) = O, le terme qui,
dans (4.17) vient renforcer I'effet de veto (et cela d'autant plus que c(a, b) se rapproche du
niveau minimum de mgjorité requis s) disparait. Quoi qu'il en soit, ce terme (qui constitue la
seule modification ala formule (4.11)) est invariant dans un changement d'échelle des I'instant
ou c(a, b) I'est. Autrement dit, S c(a, b) n'est pas affecté par un changement d'échelle du critére
g, dorslacondition de veto liée a ce critére ne le sera pas non plus.

Condition de veto : gi(b) —gi(a) > vi(g(a)) — gi(g(b)) (4.17)

Les conclusions énoncées au b) ci-dessus relativement a la signifiance de la PAMC
ELECTRE ISrestent lesmémeslorsgu'il existe des possibilités de veto.
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d) ELECTRE Il avec veto

Afin de prendre en compte la possibilité donnée a un pseudo-critere g; de mettre son veto au
arclassementa Sb, la PAMC d'ELECTRE Il fait intervenir un indice de discordance
d. (a,b). Cet indice vise a traduire la plus ou moins grande opposition a une validation de
a Sb que révele un écart positif g; (b) - g,(a) . Des I'instant ou cet écart est suffisamment
grand pour gqu'il y ait veto, I'indice vaut 1 (vaeur maximum). En revanche, il est nul 9, avec
lecritére considéré, onanon b P, a(cf. a) ci-dessus). Enfin :

s pi(g;() £9;(b)- g;(a) £v,(g;(a))
9:(b)- g(a) - p(g(a))
vi(9;(a))- pi(9;()

Rappelons que (cf. b) ci-dessus) lorsque le droit de veto n’est pas reconnu a aucun critére, la
crédibilité de I'assertion a Sb vaut s ;(a,b) =c(a,b) (cf. formules(4.14), (4.15), (4.16)).

dors d; (a,b) = (4.18)

Cette crédibilité est affaiblie par un critére g, discordant auquel on areconnu un droit de veto
S et seulement s d. (a,b) > c(a,b) . Cet affaiblissement annule la crédibilité dés I’ instant ou

d, (a,b) =1. De fagon plus précise:

_ . ~ 1-d(ab)
s s(a,b) =c(a,b) n EE()a‘b)—l_ )
avec D_(a,b) ={i/i1 F,d,(a,b)? c(a,b)} (4.19)

Examinons maintenant I'impact que peut avoir, sur s g(a,b). Le remplacement de certains
crittres g, par h =f (g,) pouri T H. Alors que, dans les PAMC examinées jusqu’ &
maintenant, on pouvait se contenter (en raison de la forme additive des formules) d’ anayser
séparément, critére par critere, I'impact de ce type de changement, il peut se produire, dans la
formule (4.19), des phénomenes d'interaction qui obligent a raisonner sur un sous-ensemble

H de critéres non nécessairement réduits a un seul. Pour chacun des critéres pris en compte, il
convient bien évidemment d’ adapter non seulement les seuils d'indifférence et de préférence

mais auss le seuil de veto. Il découle de cette adaptation que s d,(a,b) =0 ou 1 avecg;,

cette valeur restera la méme avec h, quelle que soit la transformation monotonef .. Elle

pourra toutefois étre modifiée si0 < d, (a,b) <1.
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Considérons tout d’abord le cas ou toutes les transformations f; sont de type affine. Comme
nous I’ awons vu au b) ci-dessus, c(a,b) est dorsinvariant. d, (a,b) I'est auss méme pour des
criteres qui vérifient lesinégalités (4.18) (ceci découle toujours du résultat mis en évidence par
laformule (4.13) & propos du seuil de veto). Il S ensuit que, quel que soit H , D, (a,b) est auss

invariant. || en va donc de méme pours ¢(a,b) .

Considérons maintenant le cas ol une seule des transformations f,; n’est pas affine. Soit g; le
critére concerné. Trois cas exclusifs sont seuls possibles.

- jT c(aShb) (formule (1.14)) : ¢(a,b) estinvariant et il en est donc de méme pour
ss(a,b).

- jTCQa) (formule (1.14)) : la varidion de c(ab) est égae a celle de
f.k; /K (qui en général, sera négligesble et de toute fagon bornée par k; /K : la
variation de s ¢(a,b) qui en découle pourra étre amplifiée par celle des fractions
1-d,(a,b) .
1- c(a,b) ’
sens que c(a,b) ainsd que par la possble modification de la compostion de

i1 D,(a,b) (qui, s cet ensemble est non vide, vraie dans le méme

I’ensemble D_(a,b) ; rappelons que le cas considéré ici suppose qu'il existe une
zone d’ambiguité non nulle caractérisée par I’ intervalle [qj (9;(a), p; (9, @)).

- d(ab)! 0:9 d(ab)£c(ab)ous d(ab) =1, leremplacement de g, par h
laissera s g(a,b) invariant (formule (4.19)); ce remplacement n'aura donc un
impact que s, avec I'un au moins de ces deux mesurages, c(a,b) <d, (a,b)<1;
lorsgqu’il en est aing, il parait |égitime de considérer que cette variation ne fait que
refléter les difficultés qu'il y a a appréhender la crédibilité de I'assertion a Sb
compte tenu du caractére imparfait de I’ information.

Il reste enfin a examiner le cas ou il est justifié de prendre en considération plus d’une
transformation f, de forme non affine. Cela suppose qu'il existe plus d'un critére faisant
intervenir une échelle de niveau inférieur au niveau intervalle. Les résultats mis en évidence
ci-dessus font gpparaitre des variations possibles de s ¢(a,b) seulement s, pour tels critéres
q,(9;(@)* p;(g9;(a)) ous ledroit au veto leur est reconnu. Dans I'un et I'autre cas, les

variations de crédibilité devraient rester en générd faibles s I'on est en présence d' échelles
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dintervalle faible car ce type déchele restreint les domaines des transformations f

admissibles. Quoi qu'il en soit, ces variations doivent étre regardées comme le reflet de
difficultés inhérentes a la qualité des données pour appréhender un indice de crédibilité du
surclassement.

En concluson, dans ELECTRE 111, I'indice de crédibilité de I'assertion aSb n'es
affecté par un changement d’échedlleque s celui-ci n’est pas detype affine. 11 s ensuit que
cette PAMC et signifiante lorsque toutes les échelles sont de niveau intervalle : lorsque
certaines d’entre elles sont de niveau inférieur, la possible atteinte & la signifiance peut
étre regardée comme le reflet de difficultés inhérentes a la qualité des données pour
modéliser les préférences.

4.2.4, PROMETHEE | et |1

L’ analyse de la signifiance dans ces méthodes se réduit (comme dans ELECTRE I11) acelle
d'un indice de crédibilité (cf. 4.2.1). Cet indice s ,(a,b) concerne ici la credibilité de
I’assertion a P b. Il est défini comme suit :

s .(a,b) =%é ks, (a.b) aveck; 2 0, § k =K (4.20)

iTF iiF
ou s P (a b) traduit la credibilité de I'assertion a P, b (considérée du seul point de vue du
critere g;). Ces indices de crédibilité partielle s (a,b)Sannulent des I'instant ol

jiT C(bSa) (cf. formule (4.14)). 1l sensuit que I'indice de crédibilité globa s ,(a,b) ne
permet pas de prendre en compte d’ éventuels effets de veto. Il refléte la plus ou moins grande
concordance des criteresde F avec|’assertion a P b.

La définition précise de I'indice partiel s, dépend de la nature du critereg,. Dans
PROMETHEE en effet, Six types de critéres sont proposés. Les quatre premiers reposent sur la
prise en compte de seuils d'indifférence q; et de préférence p, tous les deux constants, qui

peuvent étre soit nuls, soit non nuls. Pour chacun d’ eux, I’indice de crédibilité est défini par la
formule générde suivante :

10 s g,@-g(b)?q,
sp(ab)=ig;(@)- g;(b)-q; s g, <g,@)- g,b)Ep, (4.21)
1 s g,(@-9,0)>p,
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Examinons tout d'abord la signifiance de s (a,b) relativement & un critére g; relevant de
I’un de ces quatre premiers types. L’analyse conduite au 4.2.3 b) pour étudier I'impact sur
I'indice de concordance c(a,b) du remplacement de g, par h, =f (g,) peut ére conduite,
dans les mémes termes, pour éudier I'impact d'un tel remplacement sur s Pj egsur s,. |l
S ensuit que, pour les critéres du type considére, les conclusions énoncées alafin de ce 4.2.3
b) aproposde c(a,b) et desPAMC d ELECTRE IS et ELECTRE 111 demeurent valides pour

S »(a,b) et pour la PAMC de PROMETHEE | et || mais avec une importante réserve : tout
changement de mesurage qui N’ est pas de forme affine est incompatible avec le maintien de
Seuils constants.

Considérons maintenant e cinquieéme type de critére appelé critére de niveau. |l repose encore
sur les deux seuils constants ¢; et p; qui servent a attribuer respectivement lesvaleurs O et 1

a I'indice de crédibilité partielle toujours dans les conditions de la formule (4.21), le seul
changement provenant de ce que :

Sp(a,b) =V2 s q; < gj(a)' gj(b)< P;

Le remplacement d'un critére g, relevant de ce cinquieme type par le critere h. =f (g,)
laise s Pj invariant s f, est la forme affine aprés adaptation des deux seuils qui, dans ces

conditions, restent constants. Avec toute autre forme de transformation monotone, cette
invariance ne peut étre obtenue avec le maintien de seuils constants.

Venons-en enfin au sxieme et dernier type de criteae appelé 'gaussien’. Celui-ci ne fait
intervenir aucun des seuils q; et p; . Il conduit aposer:

i0 s g;@-9g;,(0£O

i N ..

o ,b - . ) -a. (b 24 )

s p(a,b) :::1_ exp}_ (9;(a) 29,( ) P s g,(a- g0
f f 2s ﬁ

ou € est un parametre dont la valeur est celle de I écart de performance g;(a) - g, (b) qui
correspond a une credibilité deI’assertion a P, b valant 1 —exp(-1/2) = 0.4. Cette égalité doit
étre respectée dans un changement de mesurage h, =f (g;). Elle conduit notamment a

changer s en as avec f(g;)=ag; +b . Le lecteur en déduira sans peine que, avec ce



sixieme type de critere, s p reste invariant dans une transformation affine de I’ échelle. En

revanche, avec toute autre transformation monotone, il est impossible d attribuer une vaeur au
paramétre < qui garantisse I'invariance de sa signification. Pour cette raison mais auss du fait
de la forme exponentielle de I’indice de crédibilité partielle, un changement de mesurage non
affine peut entrainer des variations non négligeables de cet indice.

En conclusion, la PAMC de PROMETHEE | et || est signifiante quel que soit le type
decritéreconsidérési toutesles échelles sont de niveau intervalle. Si certainesd’entre
elles sont de niveau inférieur, la perte de signifiance provient du fait que les seuils
d’indifférence, de préférence, de méme que le paramétre < du critére gaussien, sont
des constantes.

5. Conclusion

L’analyse de la signifiance des PAMC conduite dans les sections 3 et 4 a mis en évidence
I"intérét des différents niveaux de mesurage présentés en sections 2. Pour que ces PAMC
puissent jouer le rdle qui leur est dévolu en aide ala décision, il importe non seulement que
I"information disponible soit fidélement représentée mais aussi que cette représentation
(numérique) soit bien chargée du sens que présupposent les opérations arithmétiques
effectuées dans le cadre de la PAMC considérée (cf. Rebai et Martel, 2001). Appliquer des
outils mathématiques a un ensemble de données sans s’ interroger sur certaines propriétés de
ce qu’elles représentent peut facilement aboutir a des résultats non justifiés. Pour éviter de
courir ce risque, il faut examiner I’impact que peut avoir sur ces résultats, le remplacement
d'une échelle par une autre qui parait tout aussi justifiée (hypothese de travail équivalente).
Nous avons montré que cela nécessite une adaptation de la valeur attribuée aux différents
paramétres (poids, seuils, ...) pour tenir compte de la fagon dont I'information est codée.

Enfin, il nous parait important de souligner ici le fait que le rdle dévolu de la mesure en
aide a la décision et en physique n'est pas exactement le méme. Dans cette seconde
discipline en effet, la mesure est congue exclusivement pour décrire, ¢’ est-a-dire pour
représenter fidélement une réalité préexistante a la mesure. En aide ala décision, la mesure
joue un réle mais souvent pour une part seulement car elle sert auss a construire. Cela
tient aufait que ce qu’il s agit de décrire n’est pas toujours ni rigoureusement, ni clairement
défini (cf. Roy (1987 et 2001)). Dans bien des cas, il y a une cetaine marge
d' indétermination qui, pour des raisons variées (cf. notamment 4.2.3 a)), enveloppe ce que
I”’on cherche a appréhender. C’'est pourquoi les variations qui peuvent survenir lorsgu’ on
passe d’ une échelle & une échelle équivalente ne doivent pas étre obligatoirement regardées

31



comme des atteintes a la signifiance mais, plus ssmplement, comme le reflet d’ambiguités
inhérentes a la nature des données. |l s ensuit que le systeme de préférences que fabrique
une PAMC, méme lorsgu’ elle est utilisée dans des conditions de parfaite signifiance, ne
peut qu exceptionnellement étre regardé comme une représentation fidéle d’ une rédité
préexistante. Ce SRP n’'est, le plus souvent, qu’ un point de départ, une hypothése de travail
ou un maillon d'une analyse de robustesse pouvant servir de base a une concertation ou a
I’ élaboration de recommandations.
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