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4�$/�. "¡��$A¢./<#�#$�<#. �?F£?�"$. $¢�<<�@&�A� $@�<��<#@"�9 $. <"�/� A� < ¤¥¦§̈

©§ª«¦§¤¬A�$/�. "¡��$A�A�@#$#. A�
NP': /�. "¡��Π �$<@���@<��#$�/��"¢� $�� "�IΠA�$�$# $<� @�$9 "¢? #. SolΠ = ∪I∈IΠSolΠ(I) A�$� $�� "�$A�$$."?<#. $���"#$� "�$�$$.@#��$

�?F# $<� @�$I 9A�"�­. @<#. ®./<#�#$��mΠ
$?�@�$� $�� "�$�<A?$� $optΠ

A�"¢./<#�#>
$�<#. ©̄«°§©§ª«¦§¤¬.?©§¬§©§ª«¦§¤¬±'=��"�$?#<�9.  .<���|I| "�<�#""�A�"¢# $<� @�I ': 
/�. "¡��Π �//��<� � <®"�@"�$$� NPO

�$<? £?�A�?/"�<(IΠ, SolΠ, mΠ, optΠ) £?#;��#²�³#̄±
IΠ
�$<��@.  �#$$� "�� <��/$/."B .�#�"� |I| ´#̄#±

∃ pΠ
/."B ���<'£'∀I ∈ IΠ9SolΠ(I) ⊆ {0, 1}pΠ(|I|) ´#̄##±

∀I 9∀s9. $�#<A�@#A��� <��/$/."B .�#�"� |I| $#s �$<���"#$� "�/.?�I ´A�/"?$9∀I ∈ IΠ9. $�#<A�<���# ��? �$."?<#. trivΠ(I) � <��/$/."B .�#�"� |I| ´#̄;±mΠ : IΠ × SolΠ → N �$<@�"@?"� "�� <��/$/."B .�#�"� |I| ´
;̄± optΠ ∈ {min, max}'8<� <A.  ��? �# $<� @�I A¢? /�. "¡��9A�?F;�"�?�$/��<#@?"#¡��$ .?$# <���$$� </.?�"�

��$."?<#. A�I ³@�""�$A�"���#""�?���<A�"�/#��$."?<#. '-.#� <Π? /�. "¡��A�NPO
�<I ? �# $<� @�A�Π9. A�² #<"�$;�"�?�$βΠ(I) �<ωΠ(I) /��βΠ(I) = optΠ{mΠ(I, s) : s ∈ SolΠ(I)}
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�<ωΠ(I) = optΠ{mΠ(I, s) : s ∈ SolΠ(I)}9 .�∀Π ∈ NPO9 optΠ = max ⇒ optΠ = min �<
optΠ = min⇒ optΠ = max'4�$.?$>@"�$$�A�$/�. "¡��$£?#  .?$ # <���$$� </"?$/��<#@?"#¡���� <A� $@�<<���<#@"�
�$<"�@"�$$�������A�$/�. "¡��$/."B .�#�"��� < .� �$A�NP'E�<<�@"�$$�# <�.A?#<�
A� $ �GG� �$< "�@"�$$�A�$/�. "¡��$/.?�"�$£?�"$#" �F#$<�? /."B ���qΠ

<�" £?�∀I ∈ IΠ9
βΠ(I) 6 qΠ(|I|)' �@#9 .?$!� ���"#$. $ "�A�² #<#. A� �GG� � /�� � <� @.�/<�A�$ .� �$
$?�"¢� $�� "�A�$;�"�?�$���"#$� "�$9@�£?# $�<��A?#��/��? � .� �$?�"�;�"�?�A�"�/#��
$."?<#. '7� $@�£?#$?#<9? /�. "¡��Π ∈ NPO

�//��<#� <®������ª§	¦ª	
�	©	¬¦ª§ §�
	°§ª¦	
¬¥¤��¬
©	qΠ

¦	��
	∀I ∈ IΠ�max{ωΠ(I), βΠ(I)} 6 qΠ(|I|)'4¢#A��"$���#<A�$�;.#���$.?A��"�$/�. "¡��$A����� <��/$/."B .�#�"´��"&�?��?$�>
�� <9"�/��$.�/<#. �$<­.�<�A�/� $��£?�P 6= NP

.?� @.��
PO 6= NPO

.���9;��$#. 
./<#�#$�<#. A�"�@"�$$��9A�$#! �"¢� $�� "�A�$/�. "¡��$A����£?�"¢. $�#<��$.?A��� <��/$/."B .�#�"'E¢�$</.?�£?.#. �$$�#�A¢�//�.@&��$�?"��� <9��#$�?�#�?F9@�$/�. "¡��$
A#�@#"�$'4¢�//�.F#��<#. /."B .�#�"��/.?��#$$#. A���$.?A��"�$/�. "¡��$$�". "�$A�?F
�F#!� @�$³ #̄±� <����A�<��/$9A�!��� <#�A¢? ��F�@?<#. ��/#A� @̄.�/"�F#<�/."B .�#�"�A�$
�"!.�#<&��$±9 #̄#±� <����A�/��­.��� @�9A�!��� <#�A¢? @��<�#  #;��?A¢�//�.F#��<#. ': 
�"!.�#<&���//�.@&� ¢�$< #/"?$ #�.# $£?¢? �"!.�#<&��£?#A.  �? �$."?<#. ���"#$� "��?
/�. "¡��/.$�': <�"�"!.�#<&���$</."B .�#�"$¢#"$�A��.?"�/.?�<.?<�# $<� @�� ? <��/$
/."B .�#�"� "�<�#""�A�"¢# $<� @�'-.#<Π ? /�. "¡��A�NPO

�<�? �"!.�#<&���//�.@&�
/.?�Π9.  .<�����$/�@<#;��� </.?�? �# $<� @�I A�@�/�. "¡��λA(I)9βΠ(I) �<ωΠ(I)"�$;�"�?�$A�"�$."?<#. A.  ��/��"¢�"!.�#<&���9A�"¢./<#�?��<A�"�/#��$."?<#. $?�I '4¢�$<#��<#. A�"�£?�"#<�A¢? �"!.�#<&���$<­�#<�®"¢�#A�A���//.�<$A¢�//�.F#��<#. '4���//.�<@"�$$#£?�9£?#�$<@�"?#$?�"�£?�"$�­. A�"¢�$$� <#�"A�"�<&�.�#�A�"¢�//�.F#��><#. /."B .�#�"�9�$<�$$��# <?#<#­³ #" @. $#$<�®@.�/����"�;�"�?�A�"�$."?<#. A.  ��/��"¢�"!.�#<&��®"�;�"�?�A�"¢./<#�?�'4�£?�"#<�A¢? �$."?<#. �//�.@&��/.?�I 9� �//�.F#>
��<#. @"�$$#£?�9$���#<A. @A.  ��/��"¢�$<#��<#. A?��//.�<

ρAΠ(I) =





λA(I)
βΠ(I) Π �$<? /�. "¡��A���F#�#$�<#. 
βΠ(I)
λA(I) Π �$<? /�. "¡��A��# #�#$�<#. 

�<"�/��­.��� @�A��/.?�Π/��³ρAΠ = infI∈IΠ{ρ
A

Π(I)}'7� $@�£?#$?#<9 .?$�//�". $���[ρ]"�@"�$$�A�$/�. "¡��$A����$."? "�$� <��/$/."B .�#�"/��A�$�"!.�#<&��$�//�.@&�$
!��� <#$$� <? ��//.�<ρ @. $<� < #̄ A�/� A� <A�$/����¡<��$A�"¢# $<� @�A?/�. "¡��±'=��
�#""�?�$9 .?$�//�". $����[ρ]

"�@"�$$�A�$/�. "¡��$A����$."? "�$� <��/$/."B .�#�"
/��A�$�"!.�#<&��$�//�.@&�$!��� <#$$� <"���//.�<ρ > 1− ε9/.?�<.?<�@. $<� <�ε > 0'4���//.�<A#���� <#�"9�.# $@.��? ��� <?$#<���#$£?#�A��®A.  �"#�?®A�$��$?"<�<$
@. ;�# @� <$9 $���­¡��®A�?F/.# <$A���/¡��³ "¢./<#�?�9��#$�?$$# "�/#��A�$$."?<#. $'8 A#���� <#�"9 #" �$<<.?<�?$$# #�/.�<� <A�$¢�".#! ��A�"�;�"�?�A¢? �/#��$."?<#. £?�A�
$¢�//�.@&��A�"�;�"�?�A¢? �$."?<#. ./<#��"�'-?�? �# $<� @�I

#"�$<A.  �/��

δAΠ(I) =
|ωΠ(I)− λA(I)|

|ωΠ(I)− βΠ(I)|

�<"�/��­.��� @�A��/.?�Π /��³δAΠ = infI∈IΠ{δ
A

Π(I)}'7�­��. � �".!?� .?$A�² #$$. $"�$
@"�$$�$���[δ] �<����[δ]'�.?$�;. $"�$��"�<#. $A¢# @"?$#. $<�#@<� ®̄�.# $£?�P = NP

±

PTAS[ρ] ⊂ APX[ρ] �<PTAS[δ] ⊂ APX[δ]'4� ?<A�@�<��<#@"��$<A��. <���£?�/.?�? �"��!�@"�$$�A�/�. "¡��$ #� @.  ?$
A����@. <� ?�A� $���[δ]

<.?<�$"�$$."?<#. $./<#��"�$".@�"��� <$. <
((
/�.@&�$

))
A�$

$."?<#. $ !̄". �"��� <±./<#��"�$'="?$/��@#$��� <9 .?$A�² #$$. $? �@"�$$�A¢�//�.F#��> #"#<�£?¢. �//�""����[δ]
<.?$ "�$/�. "¡��$A�"�£?�""�;��#²� < "�/�./�#�<�$?#;� <�³ �	
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@"�$$#£?� #̄'�'9"�A�² #<#. A�"�@"�$$����[ρ]

±/��$� <��A� $��9���$<�<� A?�A� $�G9��'E¢�$<
® .<��@.  �#$$� @�"�/���#¡��­.#$£?�"�$<&���<#£?�$A�"���@&��@&��<A�"¢./<#�#$�<#. 
".@�"�$. <$B$<���<#£?��� <<��#<��$� �//�.F#��<#. @"�$$#£?�'�.<��<��;�#" �$<"¢�F<� $#. 
A�"¢�<?A�A�$��<#@"�$��9��A� $"�@�A��A?��//.�<A#���� <#�"'4�$A�?F@�A��$9��"!��"�?�. >��<A¢�<?A�@.��? 9"�<&�.�#�A�"¢�//�.F#��<#. /."B .�#�"�9A#�¡�� <��A#@�"��� <<� </��
��//.�<®"�?�".!#£?��<�?F��<&.A.".!#�$@.� # �<.#��$#�/"#£?��$9£?¢�?F��$?"<�<$. <� ?$
A� $@&�@? A¢�?F'=��@. $�£?� <9"�A�² #<#. �<"¢�<?A�A�"�@"�$$����[δ]

# A?#$� <"�?�$
/�./��$� �"B$�$�<��$?"<�<$£?#A#�¡�� <9@.���"�"�@<�?�/�?<"�@. $<�<��9A�@�?F/�./.$�$
A� $ ��9��'

� ��������������������������
�������
�	���	������
5;� <A�/��"��A¢./<#��".@�?F9#"­�?<A�² #�? � .<#. A�/�.F#�#<�³"�$­. @<#. $;.#$# �!�

 .?$/����<<� <A�"�­�#��'� ­.���""��� <9$.#<Π ? /�. "¡��A¢./<#�#$�<#. 9? ;.#$# �!�V
/.?�Π �$<? �­. @<#. £?#®<.?<�$."?<#. s A�<.?<�# $<� @�I A�Π �$$.@#�? $.?$>� $�� "�
V(I, s) A�$."?<#. $ �?<.?�A� s ´ "�$ �"��� <$A�V(I, s)\{s} $. < �//�"�$ $."?<#. $;.#$# �$
A�s'�<� <A.  �? ;.#$# �!�V $?�Π9? ./<#�?�".@�"A¢? �# $<� @�I  ¢�$<�?<��£?¢? �
$."?<#. �?�.# $�?$$# .  �£?�$�$;.#$# $'5<<� <#. 9.  �@&��@&�/�$? �$."?<#. ./<#��"�
$?�? $.?$>� $�� "�$<�<#£?�9��#$? �$."?<#. ./<#��"�$?�? � $�� "� �	¬¦��«
¦¤
��	
�	¦¦	ª¤�
¦§¤¬³#" $¢�!#<A. @A¢? $.?$>� $�� "��;."?<#­ � ­. @<#. A�"�$."?<#. @.?�� <��<
"¢./<#��"#<�".@�"� �$�A�² #</�$®/��<#�A¢? $.?$>� $�� "�A�² #�/�#.�#��#$®/��<#�A�
"�$."?<#. @. $#A�����<A�$;.#$# $£?¢�""�A�$#! �9/.?�? �$<�?@<?��A�;.#$# �!�@. $#A����'5² A¢�;#<��A¢�;.#�®/��@#$��"�$$� $A¢./<#�#$�<#. A�$/�. "¡��$�� #/?"�$9 .?$?<#"#$��. $
/��"�$?#<�"�$$#! �$� �̄�$/'9�±/.?�$#! #²��£?¢? �$."?<#. �$<�?�.# $�?$$# .  � �̄�$/'9
$<�#@<��� <��#""�?��±£?¢? ��?<���'
�����������4�$."?<#. s̃ �$<./<#�?�".@�" A�I ��"�<#;��� <®V $# �<$�?"��� <$# ∀s ∈
V(I, s̃)9mΠ(I, s̃) � mΠ(I, s)'7#$/.$� <A¢? /�. "¡���<A¢? ;.#$# �!�9#"�$<­�@#"�A�A�<���# ��? ./<#�?�".@�"'=��<� <
A¢? �$."?<#. 9. �F/".��$. ;.#$# �!�®"���@&��@&�A¢? ��;� <?�""���#""�?��$."?<#. 9�<
�# $#A�$?#<��?$£?¢®@�£?�"�$."?<#. @.?�� <� ¢�#</�$A���#""�?�;.#$# ³@¢�$<? ./<#�?�
".@�"'E�<<���@&��@&��$<­.���"#$��$.?$"� .�A� !� "̄¤�«�#	«��$%��¤�§¦$©±³�"!.�#<&��A�
��@&��@&�".@�"�'�<� <A.  �$? /�. "¡��Π ®��$.?A��9? ;.#$# �!�V /.?�Π �<? �"!.�#<&��
/."B .�#�"�//�.@&�

AΠ
/.?�Π9?  !�$�A��.?"�@.���$?#<³

�̄±/.$��s1 = AΠ(I) ´s = s1 ´ok = faux ´ ̄± <� <£?�¬ok ­�#��³
Ḡ± A�<���# ��V(I, s) ´�̄± $¢#"�F#$<�s′ ∈ V(I, s)

<�""�£?�mΠ(I, s′) � mΠ(I, s)9�".�$s = s′9$# . ok = vrai ´
@̄± ��<.?� ��$'

4�$."?<#. # #<#�"�s1
�$<. <� ?�� <��/$p(|I|)'&"¢# <��#�?�A�"� .?@"�((

<� <£?�
))

#̄<��̄ ±±
£?# @. $#$<�� "�@. $<�?@<#. A?;.#$# �!�9 �@�$$#<�? <��/$A�"¢.�A��A�|V(I, s)| × tV(I)
$# tV(I) ��/��$� <�"�<��/$��F#�?�A�/�$$�!�A¢? �$."?<#. ®? �$."?<#. ;.#$# �/.?�"�;.#$# �!�V $?�"¢# $<� @�I '4¢�;�"?�<#. A�$;.#$# $A��� A�? <��/$�?/"?$ |V(I, s)| ×
tm(I) $# tm(I) �$<"�<��/$A¢�;�"?�<#. A¢? �$."?<#. $?�"¢# $<� @�I 9$?//.$�/."B .�#�"/��

ÉÆopt
Π

= min ⇒

{
” � ” = ” 6 ”

” � ” = ” < ”
opt

Π
= max ⇒

{
” � ” = ” > ”

” � ” = ” > ”
Æ

�



A�² #<#. A�
NPO'8 ² 9 "� .?@"� ((

<� <£?�
))
�$< #<�����?/"?$ |ωΠ(I) − βΠ(I)| ­.#$³ "�$

@.��@#� <$A�"�­. @<#. . ��@<#­�# $#£?�"�$;��#� "�$�<� <®;�"�?�$� <#¡��$9"�;�"�?�A�"�
$."?<#. �?!�� <�$#optΠ = max9A#�# ?�$# . 9A¢�?�.# $? �? #<�®@&�£?�#<���<#. '�?�"£?�$�.<$$?�"�@.�/"�F#<�A�"¢�"!.�#<&�� !�'�" �$< �@�$$�#��/.?�"�/��@.?�$A?
;.#$# �!�A�"�$."?<#. @.?�� <�£?�@�"?#>@# $.#< A�<�#""�/."B .�#�"�´ #" ­�?< A�/"?$£?�"�@. $<�?@<#. A�<.?<;.#$# ®/��<#�A�"�$."?<#. @.?�� <�$.#<�""�>����/."B .�#�"�'� <��A?#<@�$�F#!� @�$/��"�$A�?F@. A#<#. $ �@�$$�#��$³ #̄±#"�F#$<�? /."B ���p1

<�"£?�∀I 9
∀s ∈ SolΠ(I)9|V(I, s)| 6 p1(|I|)

�< #̄#±#"�F#$<�? /."B ���p2
<�"£?�∀I tV(I) 6 p2(|I|)'

�?� <
�? .� ��A¢#<���<#. $A�"� .?@"�

((

<� <£?�
))
A�"¢�"!.�#<&�� !�9.  �/�?<$¢�$$?���A�$�

/."B .�#�"#<�£?¢�  .� � <"� .� ��A¢�<�/�$£?� �@�$$#<���#< "�/�$$�!�A¢? �$."?<#. A�
;�"�?�mΠ(I, AΠ(I)) ®? ./<#�?�A�;�"�?�βΠ(I)': �@. A#<#. $?�$� <�/.?�£?�"¢#<�� ̄±
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�����������-.#<Π? /�. "¡��A����': ;.#$# �!�$?�Π �$<? �­. @<#. V : IΠ×SolΠ →
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@"�$$�A�/�. "¡��$A. <"�$/�@#²@#<�$���#<A¢�;.#�A� . $./<#��".@�?F��"�<#;��� <®? 
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��"#�®�?�.# $? $.���<A�U 9�?<���� <A#<(( ∀u ∈ U 9|〈{u}, U〉| > 1 ))9@'£'­'A'=?#$£?���# <� � < U �$<? � $�� "�A.�# � <9  .?$�;. $9 /�� "�/���#¡��/��<#�A?
/.# <�|U | > |V |/(∆ + 1) £?##�/"#£?�|U | 6 ∆|V |/(∆ + 1)'E�@#<���# �"�/��?;�A?/.# <�
�<A?"����'7� $ "�/�./.$#<#. @#>A�$$.?$9  .?$@. $#A��. $? #£?��� <A�$./<#��".@�?F/.?� "�$
;.#$# �!�$G> .� �$'=.?�"�$/�. "¡��$�<?A#�$9@�"���;#� A��®"¢�<?A�A�$$."?<#. $��F#��"�$

H



.?�# #��"�$/.?�"¢# @"?$#. '4�$� �"B$�$/��$� <��$$. <"�$/"?$² �$/.$$# "�$/?#$£?� .?$
�. <�. $£?�"�$��<#.$A¢�//�.F#��<#. $��$?"<� <$$. <�<<�# <$/.?�@��<�# �$# $<� @�$'�������������
���)	+1�∈ GLO[δ] �
���
���

�)�
��*3�̈B ∈ GLO[δ] �
���)	
��3�3��3��*3�̈B, �
��3��3	+��3�̈B ∈ GLO[δ] �
���)	*3��)+�
��̈B ∈ GLO[δ]����������������-.#<G(V, E) ? !��/&��<$.#<U ? $.?$>� $�� "�A.�# � <A�$.�>

��<$'4¢� $�� "�U �$<? ./<#�?�".@�" $# �<$�?"��� <$# "�@&� !��� <A¢���@<�<#. A¢? 
$.���< u A� U ®U .?A� U ®U  ¢���"#.��/�$ "�$."?<#. 9 $.#< $# U ;��#²�³ ∀u ∈ U 9
|〈{u}, U〉| 6 |〈{u}, U〉| �<∀u ∈ U 9 |〈{u}, U〉| 6 |〈{u}, U〉|'4�$��"�<#. /��@�A� <�$#�/"#£?� <³∑

u∈U |〈{u}, U〉|+
∑

u∈U |〈{u}, U〉| 6
∑

u∈U |〈{u}, U〉|+
∑

u∈U |〈{u}, U〉|
@�£?#A.  �2|〈U, U〉|+

2|〈U, U〉| 6 2|〈U, U〉| �<@�@#�$<�£?#;�"� <®|E| −m(G, U) 6 m(G, U)9 §�	�9m(G, U) > |E|/2'5;�@β(G) 6 |E| �<ω(G) = 0
"̄�/#��$."?<#. /.?��)	+1�@. $#$<�®/�� A��U = V

±9. 
. <#� <δ > 1/2'
E. $#A��. $��# <� � <"¢# $<� @���$?"<� <A¢? C4

#̄'�'9? @B@"�A�<�#""��±́ ? ./<#�?�".@�" "̄��.# $ . ±/.?�"�$;.#$# �!�$ G> .� �$�$<A.  �/��A�?F$.���<$@. $�@?<#­$A?
@B@"��<�? �;�"�?�A��<� A#$£?¢? ./<#�?�!". �"�$<A.  �/��A�?F$.���<$�"<�� �$A?
@B@"��<�? �;�"�?�A��'E�@#@. @"?<"�/��?;�A?/.# <GA�"�/�./.$#<#. '
���������������=�� "�/���#¡��/��<#�A?/.# < �A?"����G9 β(G) > |V |/(B + 1)�̄
¤¥¦§©
©	ª¦ �
§̈©�©	�¤©§¬«¬¦±�</��"�A�?F#¡��/.# <m(U, G) 6 B|V |/(B + 1) /?#$£?�"¢. �∆ 6 B'=���#""�?�$9ω(G) = |V |

�̄«¥§�	ª¤�
¦§¤¬�¤¬ª§ª¦	�¥�	¬��	¦¤
ª �	ªª¤©©	¦ª±'
� . <#� <A. @"���//.�<δ(G, U) = (n− |U |)/(n− β(G)) > 1/B'
E. $#A��. $��# <� � <"¢# $<� @���$?"<� <A¢? !��/&� #/��<#@.�/"�<K1,B '? ./

<#�?�
".@�" /.?� "�$;.#$# �!�$ G> .� �$ �$< A�<���# �/�� "¢� $�� "�$<� "�A�<�#""�B

#$$?A�"�
 #/��<#<#. <� A#$£?�"¢./<#�?�!". �"�$<A.  �/��"¢�?<��� $�� "�$<� "�#$$?A�"� #/��<#<#. 
�<;�?<G�<£?�"�/#��$."?<#. �$<A.  �/��"�$B + 1 $.���<$'E�@# <���# �"�/��?;�A?
/.# <�A�"�/�./.$#<#. '
���������������=��"�/.# <GA?"����G9�)	
��3�3��3��*3�>B �<�
��3��3	+��3�>B $. < �£?#>�//�.F#�� "�$/.?� "���//.�< A#���� <#�"' =�� �#""�?�$9 �;�@ "�;�"�?��
@. $#A����@.���/#��/.?��)	
��3�3��3��*3�>B "�$��//.�<$@"�$$#£?��<A#���� <#�"$. <#A� <#£?�$'8<� <A.  �� ² £?�9@.���#"�$<A��. <��A� $���9�)	
��3�3��3��*3�>�∈
GLO[ρ] �̄ @. $#A��� <"�$;.#$# �!�$G> .� �$±9"�/��?;�A?/.# <��$<@. @"?�'���������������E. $#A��. $? �# $<� @�I(D, C) A��)	*3��)+�
���<@. $<�?#$. $
? �# $<� @�f(I) = G(V, E) A��)	
��3�3��3��*3�� �$$.@#� <®@&�£?�$.?$>� $�� "�CjA�"�­��#""�C ? $.���<vj 9�

<� @��� <? ����<�vjvj′
®@&�£?�­.#$£?�A�?F� $�� "�$Cj�<Cj′

@.���$/. A� <$@.�/.�<��. <A�$�"��� <$@.��? $³f : I = (D, {C1, . . . , Cn}) 7→ f(I) =
G(V, E) �;�@V = {v1, . . . , vn}

�<E = {vjvj′ : j 6= j′, Cj ∩ Cj′ 6= ∅}'
4�@. $<�?@<#. A�

"¢# $<� @�f(I) /�� A? <��/$�?/"?$n2m2 /.?�@. $#A����"�$@.?/"�$A¢� $�� "�$(Cj , Cj′)
�<

@.�/����"�?�$�"��� <$'4�$A�?F# $<� @�I �<f(I) . <"������ $�� "�A�$."?<#. ${0, 1}n
�<? �<�""�$."?<#. s $���# <��/��<��A�"�­��. $?#;� <�³
� si = 1⇔ Ci ∈ C

′ /.?�"¢# $<� @�I A��)	*3��)+�
��́
� si = 1⇔ vi ∈ U /.?�"¢# $<� @�f(I) A��)	
��3�3��3��*3�'5# $#9 "�­. @<#. g �$<"�­. @<#. #A� <#<�³ g = �A: {0, 1}n → {0, 1}n9 s 7→ g(s) = s9@�£?## A?#<? ���A?@<#. �;#A���� <$?���@<#;�'=��@. $<�?@<#. 9"���"�<#. (( s $<� "�A� $G⇔ s

$."?<#. A��)	*3��)+�
��A� $C ))
�$<;��#²��³

(( s $<� "�A� $G ))

�£?#;�?<
(( ∀j < j′9

sj × sj′ = 1
#�/"#£?�vjvj′ /∈ E ))

@�£?#�£?#;�?<
(( ∀j < j′9sj × sj′ = 1

#�/"#£?�Cj ∩Cj′ = ∅ ))

@�£?¢®$. <.?��$<�£?#;�"� <®
(( s $."?<#. A��)	*3��)+�
��A� $(C, D) ))'

C



4�$A�?F# $<� @�$. <A. @����� $�� "�A�$."?<#. $���"#$� "�$'7�/"?$9 <.?<�$."?><#. s �����;�"�?�$?�"�$# $<� @�$I �<f(I)9§�	�9∀s ∈ {0, 1}n9m(G, s) = m(C, s) =
∑n

i=1 si'=��@. $�£?� <9�)	*3��)+�
���<�)	
��3�3��3��*3�$. <�£?#>�//�.F#�� "�$/.?�"���//.�<A#���� <#�" �̄</.?�"���//.�<@"�$$#£?�±'5?$$#9 #" �$<­�@#"�A�;.#�£?�9/��"���>
A?@<#. £?� .?$;� . $A�A�@�#��9 $# "�@��A# �"#<�A?/"?$!�� A� $�� "�A�"�­��#""�C
�$< .� ��/��B9�".�$"�A�!����F#�?�A�G �$< .� �/��B9�!�"��� <'8 ² 9$.#<k ? �
@. $<� <�9 "�$;.#$# $ k>A#$<� <$A¢? �$."?<#. s $. < "�$����$$?� I �< f(I) �< � /�./.>
$� </.?�<.?<;.#$# �!�V ′ @. $#A���/.?��)	
��3�3��3��*3�"�;.#$# �!� g(V ′) /.?�
�)	*3��)+�
��9. @. @"?��""¡!���� <£?�$#�)	
��3�3��3��*3�>B ∈ GLO[δ]9�".�$
�)	*3��)+�
��>B ∈ GLO[δ]'4�/.# <�$?�<�".�$/.?�@. @"?��"�/��?;�A?/.# <��<
A�"�/�./.$#<#. '
-# B  ¢�$</"?$$�?"��� <? � .� ���#$"� .� ���F�@<�A�$.���<$�A��@� <$®<.?<

$.���<9$.#<A� $"�@�$A�!��/&�$B>��!?"#��$9"���//.�<A¢�//�.F#��<#. A#���� <#�"A�<.?<
./<#�?�G>".@�" A�$/�. "¡��A��)	
��3�3��3��*3�>B �<�
��3��3	+��3�>B �$<
/.�<�9/.?�A�$!��/&�$@.  �F�$9®2/(B + 1)'8��@<#;��� <9. �����£?��".�$£?�9/.?�"�
@.?;��<?��A�$.���<$9<.?<�$."?<#. A¢? �# $<� @�I A.#<# <�!����?�.# $m/B $.���<$
/.?�@.?;�#�<.?<E9@&�£?�$.���<$/����<<� <A�@.?;�#��?/"?$B ���<�$´.�9A� $"�@�A��
A�!��/&�$B>��!?"#��$9 "�$ .� ��$m �<n A¢���<�$�<A�$.���<$$. < "#�$/�� "���"�<#. ³
2 × m = 2|E| =

∑n
j=1 d(vj) = B × n9 .�d(vj)

�$< "�A�!��A?$.���< vj
A� $ "�!��/&�'5# $#9A�β(I) > m/B . A�A?#<β(I) > n/29�<"���//.�<A#���� <#�" A¢�//�.F#��<#. A¢? �

@.?;��<?���# #��"�U 9£?#�$<<.?�.?�$A�<�#""��?/"?$n×B/(B + 1) /��"�A.�# � @�A�U 9
���"#$�? ��//.�<A#���� <#�"A�³δ(I, U) = (n− |U |)/(n− β(I)) > 2/(B + 1)'

��� ���������������������������������������
GLO[δ]

: �/�./�#�<�P �$<$����§¦«§�	$# �""�;��#²�9∀X �<∀Y ⊆ X 9P (X) ⇒ P (Y )'7�/"?$9 "�
/�./�#�<��$<A#<� . <�#;#�"�$#�""��$<;��#/.?�? �# ² #<�A¢� $�� "�$X �<­�?F/.?�? �
�?<��# ² #<�'4�/�. "¡���)	
��3�3��3��*3�.?@�"?#A�"�@"#£?�A�<�#""���F#�?�$. <
A�$/�. "¡��$A�² #$$?�A�$/�./�#�<�$&���A#<�#��$'-.#<P ? �/�./�#�<�&���A#<�#���<X ? 
� $�� "�': �P>/��<#<#. A�X �$<? � $�� "�S = {V1, . . . , Vq}

A�$.?$>� $�� "�$A�X £?#
;��#²�"�$<�.#$/�./�#�<�$$?#;� <�$³
�∪q

i=1Vi = X ´
� ∀i, j = 1, . . . , q9i 6= j ⇒ Vi ∩ Vj = ∅ ´
� ∀i = 1, . . . , q9P (Vi)'

-.#<Π? /�. "¡��A�NPO
A. <"�$# $<� @�$$. <"�A.  ��A¢? � $�� "�X �<�;� <?�""��� <

A¢? �;�"?�<#. p : X → N A�$�"��� <$A�X ´Π �$<
¬¥�¤���©	�	¥«�¦§¦§¤¬¬	©	¬¦$����§¦«§�	
$¢#" �F#$<�? �/�./�#�<�&���A#<�#��P

<�""�£?�<.?<�# $<� @� I A�Π ��;#� < ®��$.?A��? 
/�. "¡��A?<B/�³

βΠ(I) = min

{
q∑

i=1

α (Vi) : S = {V1, . . . , Vq}
�$<? �P>/��<#<#. A�V

}

.�α �$<? �­. @<#. A¢�;�"?�<#. A�$� $�� "�$A�<B/�# A#@�<�#@� .<���|9/.#A$��F#�?�9
/.#A$�.B� 9 '''4� # >/�@�# !9 "�@.".��<#. 9 "�$/�. "¡��$A�/��<#<#. � @"#£?�$9 � $.?$>
!��/&�$®A�!�� .� �9� $.?$>!��/&�$/"� �#��$'''9$. <<.?$A�$/�. "¡��$A�/��<#<#.  ��� <&���A#<�#��'�"$¢�!#</.?�<.?$@�$/�. "¡��$A�/��<�!��? � $�� "� Ā¢�"��� <$9A�$.���<$±
� ?  .� ���# #�?�A�$.?$>� $�� "�$;��#²� <? �@��<�# �/�./�#�<�'5# $#9"�/�. "¡��A�
@.".��<#. /��<�!�"�$$.���<$� ? �# #�?�A�$<� "�$£?� A@�"?#A�"�/��<#<#. � @"#£?�$
"�$/��<�!�� ? �# #�?�A�@"#£?�$´/.?�"�/�. "¡��A�/��<#<#. � $.?$>!��/&�$®A�!��

�



 .� �9"�$.?$>!��/&�# A?#</��@&�£?�$.?$>� $�� "�A�"�/��<#<#. A.#<�<��A�A�!�� .� �
/��? �@. $<� <�´/.?�"�/��<#<#. � $.?$>!��/&�$/"� �#��$9"�$$.?$>!��/&�$# A?#<$A.#;� <�<��/"� �#��$'8 ² 9"� # >/�@�# !��"¡;�A?�� !��� <A¢�"��� <$A� $?  .� ���# #�?�
A� .�<�$9A�$.�<�£?�"�$.���A�$;."?��$A�$. ��<$A� $? � .�<� ¢�F@¡A�/�$"�;."?��
A�"� .�<�'4�$<� #"#<�9"�@"#£?�9"����.��<#. $̄?�"�$A�!��$A� $"�$!��/&�$.?$?�"�/.#A$
A¢? � $�� "�A¢�"��� <$±9"�/"� ��#<�$. <<.?<�$A�$/�./�#�<�$&���A#<�#��$'
E&�@? A�@�$/�. "¡��$�­�#<"¢. ��<A� .� ��?$�$�<?A�$A� $$. /�./��@�A��9�<. <

A.  �"#�?®A#���� <$�"!.�#<&��$A���$."?<#. �//�.@&��´@�$. <<.?$A�$/�. "¡��$>@"�­A�"�
��@&��@&�./���<#.  �""�'4�/�. "¡��A�@.".��<#. 9/���F��/"�9�A� .� ��?$�$�//"#@�<#. $
A� $"�@. @�/<#. A¢��/".#$A?<��/$ Ā�<.?� .#$9A¢�F��� $9'''±�H9GH�´@�"?#A�"�/��<#<#. 
� $.?$>!��/&�$/"� �#��$ �̄//�"��?$$#�	�¦	°¦$§��¬	ªª±# <��;#� < .<���� <A� $"�@. @�/<#. 
A�@#�@?#<$#�/�#��$ @̄­'9 �GD�/.?�? <.?�A¢&.�#�. A�$�<?A�$"#��$®@�/�. "¡��±'
�������������#§Π

	ª¦
¬¥�¤���©	�	¥«�¦§¦§¤¬¬	©	¬¦$����§¦«§�	�
��«�
«¦§¤¬α =�| «�¤�ª
Π ∈ GLO[δ]���������.?$�"". $�. <���£?�<.?<./<#�?�".@�"/.?�"�;.#$# �!��> .� ����"#$�? ��//.�<
A#���� <#�"A�G��/.?�"�$/�. "¡��$A�/��<#<#.  ��� <&���A#<�#���<£?�@���//.�<�$<�<<�# <
�$B�/<.<#£?��� </.?�? �/�./�#�<�&���A#<�#��£?�"@. £?� . <�#;#�"�'
-.#<Π ? /�. "¡��A�/��<#<#.  ��� <&���A#<�#���<X = {x1, . . . , xn}

? � $�� "�®n�"��� <$'�.B� <? �/��<#<#. @.���? ���/��<#<#. A�$�"��� <$A�X $?��?/"?$n � $�� "�$9
. /�?<��/��$� <��<.?<�$."?<#. V1, V2, . . . , Vq

/��? ;�@<�?�s ∈ {0, 1}n
2 £?¢#"­�?<# <��/��<��

$�". ³
(( si

j = 1 ))9$#�<$�?"��� <$# (( "¢�"��� <xi
�$<A� $"�$.?$>� $�� "�Vj ))

�<£?#;��#²�³
∀i = 1, . . . , n9∑n

j=1 si
j = 1 $# s �$<? �/��<#<#. �<∀j = q + 1, . . . , n9∑n

i=1 si
j = 0 $#$�?"$"�$q

/���#��$# A#@�$$. <?<#"#$�$'4�;�"�?�A¢? �$."?<#. /.?�α =�| �$<"� .� ��A�$.?$>� $�� "�$­.��� <"�/��<#<#. �<
@.���@� .� �� �/�?<�F@�A��"�@��A# �"#<�n A�"¢# $<� @�9#"$¢� $?#<£?�Π �$<�;#A���� <
/."B .�#�"��� < .� �³∀X ∈ IΠ9ωΠ(X) = |X| = n'
E. $#A��. $"�;.#$# �!�V £?#@. $#$<�®/�$$��A¢? �$."?<#. ®? �$."?<#. ;.#$# �� @&� >

!�� <"¢���@<�<#. A�A�?F�"��� <$�?/"?$�<$.#<{V1, . . . , Vq}
? ./<#�?�".@�"��"�<#;��� <®

@�;.#$# �!�'4¢./<#��"#<�A�"�/��<#<#. {V1, . . . , Vq}
$#! #²�£?¢�?@? ����@<�<#. ���"#$� "�A¢? 

�"��� <®? �?<��$.?$>� $�� "� ¢���"#.����#<"�$."?<#. �@<?�""�³� A¢�?<��$<����$9#" ¢�$<
/�$A� ${V1, . . . , Vq}

A�$# !"�<. £?�"¢. /?#$$��"#�# ��'-#"�$."?<#. @.�/.�<�k $# !"�<. $9
. $?//.$�£?¢#"$¢�!#<A�$k /���#��$$.?$>� $�� "�$V1 = {v1}, . . . , Vk = {vk}

�<"¢. �����£?�
£?�P

�<� <&���A#<�#��9 "�$$.���<$v1, . . . , vk
$��. <<.?�.?�$A� $�� $�� "�$A#$<# @<$´� 

A¢�?<��$<����$³∀(i 6= j) ∈ {1, . . . , k}9$#¬P ({vi, vj})9�
".�$∀s ∈ SolΠ(X)9mΠ(X, s) > k9�<

/��@. $�£?� <9βΠ(X) > k'=���#""�?�$9"�$�?<��$$.?$>� $�� "�$Vk+1, . . . , Vq
@. <� � <@&�@? �?�.# $A�?F�"��� <$9#"$;��#²� <∑q

i=k+1 |Vi| = n−k > 2(q−k)9$#�<$�?"��� <$#q 6 (n+k)/2'7. @9� @. @"?$#. 9
δΠ(X, {V1, . . . , Vq}) = (ωΠ(X)− q)/(ωΠ(X)− βΠ(X)) > (n− ((n + k)/2)(n− k)) = 1/2'7��. <�. $£?�@���//.�<�$<�<<�# <'-.#� <? �/�./�#�<�&���A#<�#��P  . <�#;#�"��<Xn? �­��#""�A¢� $�� "�$<�#@<��� <@�.#$$� <�/.?�"¢# @"?$#. ;��#²� <P 'E. $#A��. $"�$?#<�
A¢# $<� @� In = (Xn, P ) A?/�. "¡��A�/��<#<#.  ��� <&���A#<�#��Π'� �βΠ(Xn) = 19
ωΠ(Xn) = |Xn|

�<? ./<#�?�".@�"/.?�"�$;.#$# �!�$�> .� �$/��<#<#.  �Xn
� A�$$.?$>

� $�� "�$A�<�#""�$A�?F9/"?$/�?<>�<��? $.?$>� $�� "�A�<�#""�<�.#$�<�/.?�;�"�?�b|Xn|/2c'

E���$?"<�<9/�� "¢�//��� <� ��;�<�A�"�$."?<#. �//�.@&��9 ¢�$<@�/� A� </�$$# � .>
A# /?#$£?¢#" �!�"�"���//.�<. <� ?/.?�"�/�. "¡��A�@.".��<#. �# #�?�A� $ �C� �̄. <�
®�����H�A�/?#$9 �̄��±±'6�#$ #" "�#$$�$?�<.?< �?!?���A���#""�?��$�//�.F#��<#. $®"¢�#A�
A¢? �� �"B$�? /�?/"?$² �9�;�@A�$;.#$# �!�$? /�?/"?$!�� A$'

�



��� ���������������������
: �# $<� @�I(C, S) A?/�. "¡��A�@.?;��<?��A¢� $�� "�$�# #�?��̄
�*3�+��3�±

�$< "�A.  ��A¢? � $�� "�C = {c1, c2, . . . , cm}
A¢�"��� <$®@.?;�#� �<A¢? �­��#""�S =

{S1, S2, . . . , Sn} ⊆ 2C A�$.?$>� $�� "�$A¢�"��� <$A�C A¢? #. C '4� ?<�$<A�<�.?;��? 
� $�� "�S̃ ⊆ S A�@��A# �"#<��# #�?�£?# ��@.?;��C '� $���$<��# < #@# �?F# $<� @�$B> .� ��$9@¢�$<>®>A#���?F# $<� @�$I(C, S) A. <<.?$"�$$.?$>� $�� "�$Si

A�"�­��#""�S ;��#²� <
|Si| 6 B'�.?$ .<. $@�<<�;��#� <�A��
�*3�+��3�/���
�*3�+��3�>B'��������������
�*3�+��3�̈B ∈ GLO[δ]���������.?$�"". $�. <���£?�<.?<./<#�?�".@�"/.?�"�;.#$# �!�G> .� ����"#$�? ��//.�<
A#���� <#�"A�1/(B + 1)'4�;�"�?�A¢? �$."?<#. S̃ �$<A.  ��/��mSC(I, S̃) = |S̃|'�" $¢�!#<A¢? /�. "¡��/."B .>
�#�"��� < .� �/?#$£?�"�/#��$."?<#. 9@. $#$<� <®$�"�@<#.  ��<.?<S9�$<A�;�"�?�n'4�
;.#$# �!�G> .� �A�$#! �#@#@.���;.#$# �A¢? �$."?<#. S̃

<.?<�$�"�@<#. S̃′ A. <�?/"?$? 
$.?$>� $�� "�A#�¡��A�S̃ ´ "�$./<#��".@�?F/.?�@�;.#$# �!�$. <$#�/"��� <A�$$."?<#. $
�# #��"�$'
E. $#A��. $? �@.?;��<?��S̃ = {S1, S2, . . . , Sp}

A�<�#""�p ´S̃ �$<? �@.?;��<?���# #��"�
$# �""�;��#²�"�$A�?F@. A#<#. $$?#;� <�$³ #̄±∀i = 1, . . . , m9∃j ∈ {1, . . . , p}

<�" £?�cj ∈ Sj�< #̄#±∀j = 1, . . . , p9 ∃ij ∈ {1, . . . , m}
<�" £?�cij ∈ Sj

�<∀j′ 6= j ∈ {1, . . . , p}9 cij /∈ Sj′ '
4�

@. A#<#. #̄±<��A?#<"����"#$� #"#<�A�"�$."?<#. S̃9"�@. A#<#. #̄#±$��# #��"#<�'=�� #̄#±9. $�#<
£?¢. /�?<@. $<�?#��? � $�� "�C̃ = {ci1 , . . . , cip}

A�p
�"��� <$A#$<# @<$ ?̄ �"��� </��$.?$>

� $�� "�Sj
A�"�@.?;��<?��±£?#;��#²� <³∀ci′ ∈ C̃ 9∃!j ∈ {1, . . . , p}

<�"£?�ci′ ∈ Sj '-
#"¢# $<� @�

# #<#�"��$<<�""�£?�<.?<�"��� <ci ∈ C �//����<A� $�?�.# $A�?F$.?$>� $�� "�$Sj 9�
".�$

@¢�$<� /��<#@?"#��;��#A�$�"��� <$c′1, . . . , c
′
p′ ´@�?F>@

# �/.?;� <9/��@. $<�?@<#. 9�//��<� #�
®? $�@. A$.?$>� $�� "�A�S̃9#"$�//���#$$� <A. @A� $"�$$.?$>� $�� "�$Sp+1, . . . , Sn9@�£?#/����<A¢�<� "#�"¢# @"?$#. C̃ ⊆ ∪n

j=p+1Sj '4�$$.?$>� $�� "�$Sj
A�S\S̃

�<� <A�<�#""� .� ��/��B9. � A�A?#<$?�p
"���"�<#. ³

p 6 B(n − p) ⇔ p 6 Bn/(B + 1)9 @�£?#  .?$��¡ ��?��//.�<A�/��­.��� @�³ δ(I, S̃) =
(ω(I)− p)/(ω(I)− β(I)) > (n− (Bn/(B + 1)))/n = (n/(B + 1))/n = 1/(B + 1)'
-#? @��<�# �"��� <®@.?;�#�ci

 ¢�//����<£?�A� $? $.?$>� $�� "�Sj 9@�$.?$>� $��
 "�

$���@. <� ?A� $<.?<�$."?<#. '5?$$#9/.?�$����� ���?@�$/��@�A� <9$?�<>#"A¢�//"#£?��
/���"� "��� <®"¢# $<� @�I

"�/�.@�$$?$$?#;� <£?#/����<<�A¢#$."��A�<�"$$.?$>� $�� "�$�<
$����� ���# $#�?@�$/��@�A� <³
�/.$��S0 = ∅ ´C ′ = C ´S′ = S ´stop = faux ´
�<� <£?�¬stop ­�#��³$¢#"�F#$<�c ∈ C ′ ;��#²� <∃!j : (Sj ∈ S′) ∧ (c ∈ Sj)9

��".�$/.$��S0 = S0 ∪ {Sj} ´C ′ ← C ′\Sj ´S′ ← S′\{Sj} ´/.?�<.?<Sk ∈ S′ ­�#��³
Sk ← Sk\Sj ´

� $# . /.$��stop = vrai ´
���<.?� ��[I ′ = (C ′, S′), S0]'4�/��><��#<��� <@#>A�$$?$�� ;.#�? � $�� "�S0

A�$.?$>� $�� "�$@.�/�#$A� $<.?<�$."?<#. 
���"#$� "��<? �# $<� @�I ′ A��
�*3�+��3�>B /.?�"�£?�""�<.?<�"��� < c′i

�$<@. <� ?
A� $�?�.# $A�?F� $�� "�$S′

j
'4�$# $<� @�$I �<I ′ $. <�<�.#<��� <"#��$/��"�$��"�<#. $

$?#;� <�$³ S̃′ ∈ Sol(I ′) $# �<$�?"��� <$# S̃′ ∪ S0 ∈ Sol(I) �<m(I, S̃′ ∪ S0) = m(I ′, S̃′) + |S0|'8""�$#�/"#£?� <δ(I, S̃′ ∪ S0) = δ(I ′, S̃′) �<"�/��?;�A�"�/�./.$#<#. �$<@.�/"¡<�'
-#9/.?�j = 1, . . . , n9"�<�#""�A�$$.?$>� $�� "�$sj

�$< .� ��/��B9? �$."?<#. ./<#��"�
A�;��/�� A��9/.?�@.?;�#�"�$m

�"��� <$A�C 9�?�.# $m/B $.?$>� $�� "�$'=���#""�?�$9$#<.?<�"��� <�//����<A� $�?/"?$∆ $.?$>� $�� "�$9"�­��#""�S  �/�?<A#$/.$��A�/"?$A�

G�



∆×m $.?$>� $�� "�$'8 @. $�£?� @�9"�;�"�?�β(I) A¢? �$."?<#. ./<#��"�$���A¢�?�.# $
m/B > n/(B∆)9@�£?#@. A?#</.?�<.?<./<#��"G>".@�"®³

δ
(
I, S̃

)
>

n− B
B+1n

n− n
B∆

=
1

B + 1
×

B∆

B∆− 1
Ḡ±

=���#""�?�$9/?#$£?�ω(I) 6 B∆β(I) /.?�<.?<�# $<� @�I 9#"�$<­�@#"�A�;.#�£?�1/ρ(I, S̃) 6

δ(I, S̃) + (1 − δ(I, S̃))B∆'8 ?<#"#$� </.?� δ(I, S̃)
"¢�F/��$$#. Ḡ±9. . <#� <³ 1/ρ(I, S̃) 6

B2∆/B + 1'4�A#$@?$$#. @#>A�$$?$# <�.A?#$� <"�@.�.""�#��$?#;� <'
�������������¤¬ª§���¤¬ª �«�«�§«¬¦	�	�
�*3�+��3�̈B

¤��	¬¤©��	�	ª¤
ª̈	¬ª	©��	ª
�¤¬¦	¬«¬¦
¬���©	¬¦�¤¬¬�	ª¦�¤�¬�¥«�
¬	�¤¬ª¦«¬¦	∆�

%�¤�ª� ¦¤
¦
	ª¤�
¦§¤¬©§¬§©«�	�«̈

�«¬¦§¦
¬�«¥¥¤�¦�§���	¬¦§	��
«¥¥�¤°§©«¦§¤¬©§¬¤��¥«�B∆/((B + 1)(B∆− 1))��	¦¦	�«�§«¬¦		ª¦��«�	©	¬¦���©	¬¦�	
GLO[ρ]�«�

	�
¬�«¥¥¤�¦��«ªª§�
	�
«¥¥�¤°§©«¦§¤¬�	¦¤
¦	ª¤�
¦§¤¬
©§¬§©«�	�	(B + 1)/(B2∆)�
E. $#A��. $®/��$� <"�;��#� <��
��3
��3�(K) �3�+��3�>B A��
�*3�+��3�>B /.?�"�£?�""�"�$$.?$>� $�� "�$ sj

A�"�­��#""�S $. </. A���$/��A�$� <#��$ .  ?" pj 6 K 9
.�K �$<? �@. $<� <�'�.?$�. <�. $£?�"�$/��?;�$ ­�#<�$/��@�A���� </����<<� < � 
���"#<�A¢�<� "#� "�£?�"#<�A�$./<#��G>".@�?F9����A� $@�@�$/"?$!� ���"³ @�"�$#! #²�
£?¢? ./<#�?�".@�"A?/�. "¡�� . /. A����$<? � .  �$."?<#. A?/�. "¡��/. A���9"�
�# #��"#<�A�$$."?<#. $£?#A�$#! �"�$./<#��G>".@�?F�<� <# A�/� A� <�A¢? �£?�"@. £?�
/. A���<#. '
������������� �
��3
�,�3���
�3�+��3�̈B ∈ GLO[δ]��������E. $#A��. $? �# $<� @�I A��
��3
��3�(K) �3�+��3�>B �< .<. $/��I ′

"�
����# $<� @�;?�@.���# $<� @�A��
�*3�+��3�>B9 @'>®>A'.�"�$/.#A$ $. < #! .��$'8;#A���� <9 I �< I ′ . < "�$����$� $�� "�$A�$."?<#. $�< "�$����$./<#��".@�?F' 4�
A#���� @�� ;�"�?� $?� I � <��? �/#��$."?<#. �<? ./<#�?�".@�" S̃9 �$< A.  ��/�� "�
$.���A�$/.#A$A�$$.?$>� $�� "�$A�S\S̃ �<"�$/.#A$A�@�$$.?$>� $�� "�$�<� <�?�.# $
A�G9. �@�#< �<?��""��� <

ω(I)−m
(
I, S̃

)
> ω(I ′)−m

(
I ′, S̃

) �̄±

7�����9"�A#���� @�� ;�"�?�9<.?�.?�$A� $"�@�$/. A���9� <��? �/#��$."?<#. �<? 
./<#�?�!". �"S?9�$<A.  ��/��"�$.���A�$/.#A$A�$$.?$>� $�� "�$A�S\S? �<"�$/.#A$
A�@�$$.?$>� $�� "�$�<� <A¢�?/"?$K 9. A�A?#<$#�/"��� <

ω(I)− β(I) 6 K
(
ω

(
I ′

)
− β

(
I ′

)) �̄±

=��"�$�F/��$$#. $ �̄±�< �̄±9δ(I, S̃) > δ(I ′, S̃)/K 9£'�'A'
� /�?< <�#;#�"��� <!� ���"#$�� "���$?"<�<A�"�/�./.$#<#. �� A#���� <#�" @.���� 

@"�$$#£?�®<.?</�. "¡��� $�� "#$<�Π A. <"�;��$#.  . /. A�����;�"?�$�$$."?<#. $/��"�?�@��A# �"#<�'-.#<Π ? <�"/�. "¡��9.  .<��Π $�;��$#. /. A����´$# "¢. # <�.A?#<A�$
/.#A$@.�/�#$A� $? # <��;�""�[k, K]9. �<.?�.?�$|ωWΠ(I)−mWΠ(I, s)| > k|ωΠ(I)−mΠ(I, s)|9
/.?�<.?<�$."?<#. ���"#$� "�s9�< |ωWΠ(I)− βWΠ(I)| 6 K|ωΠ(I)− βΠ(I)|9@�£?# .?$�$$?��"�/��$��;�<#. A?��//.�<A#���� <#�" �?­�@<�?�k/K /�¡$´/.?�"���//.�<@"�$$#£?�9 #" $?�<
A�@. $#A����mKΠ(I, s) 6 K × mΠ(I, s) �< βWΠ(I) > k × βΠ(I) $# Π �$< ? /�. "¡��A�
©§¬§©§ª«¦§¤¬9mWΠ(I, s) > k × mΠ(I, s) �< βWΠ(I) 6 K × βΠ(I) $# Π �$<? /�. "¡��A�
©«°§©§ª«¦§¤¬9/.?�$¢�$$?���A�/��$��;�� "���//.�<A¢�//�.F#��<#. 9 �?����­�@<�?� k/K
/�¡$'
-.#� <��# <� � <C = {c1, c2, . . . , cm}

? � $�� "�² #�<S = {S1, S2, . . . , Sn}
? �­��#""�

A�$.?$>� $�� "�$A�C
<�"$£?�<.?<�"��� <ci

�//����<A� $�?/"?$B $.?$>� $�� "�$Sj ': 

GG



	¬ª	©��	¦�«¬ª�	�ª«� �̄§¦¦§¬�#	¦±�$<? �$�"�@<#. C̃ A¢�"��� <$A�C £?#/��@.?�<<.?<S A� $"�$� $.�<.?<$.?$>� $�� "�Sj ∈ S A.#<�;.#��?�.# $? �"��� <A� $ C̃ ³∀j = 1, . . . , n9
Sj∩C̃ 6= ∅'�.?$ .<. $/���
�,
��
��*3�>B "�;��#� <�.�"� .� ��A¢� $�� "�$@. <� � <
? �"��� <A.  ��$<���.��/��B'� /�?<;.#��#$��� <£?�$# . # <��;��<#< "�$��"�$A�$�"��� <$�<A�$$.?$>� $�� "�$"�/�. "¡���
�,
��
��*3�A�;#� <�
�*3�+��3��< "�
@.�.""�#��$?#;� <�$<#���A#�<��� <A�A?#<'
�������������
�,
��
��*3�̈B ∈ GLO[δ]�

��� �����������������������������
-.#<G(V, E) ? !��/&�$#�/"�9"�/�. "¡��A¢	¬ª	©��	©§¬§©
©�
«��¦	ª�	¦¤
� �̄		��«��

���	#	¦±9 .<��
��33��)+�3��3*3�A� $@�£?# $?#<9 @. $#$<�®A�<���# ��? $.?$>
� $�� "�A¢���<�$F ⊆ E A�<�#""��# #�?�<�" £?�<.?<@B@"���/�? <��?�.# $? ����<�
A�F '��������������
��33��)+�3��3*3� ∈ GLO[δ]���������.?$�"". $�. <���£?�<.?<./<#�?�".@�" /.?�"�$;.#$# �!�$G> .� �$���"#$�? 
��//.�<A#���� <#�"A�1/2 �<£?�@¢�$<�<<�# <�$B�/<.<#£?��� <'7�­��. �;#A� <�9. �/.?�<.?<!��/&�G(V, E) ω(G) = |E| �<β(G) > 0 ³@¢�$<? /�. "¡��
/."B .�#�"��� < .� �'E. $#A��. $? �­.#$A�/"?$"�$$."?<#. $�# #��"�$9./<#��".@�?F/.?�"�$;.#$# �!�$G> .� �$£?#@. $#$<�®�@@�/<��@.���$."?<#. $;.#$# �$A¢? �$."?<#. F

<.?$"�$
� $�� "�$A¢���<�$. <� ?$/��"¢��.?<.?"���<��#<A¢? ����<�®"¢� $�� "�F '-#Γ = {γ1, . . . , γr}A�$#! � "¢� $�� "�A�$ @B@"�$ �"��� <�#��$ $?�G9 ? � $�� "��# #��" F = {e1, e2, . . . , ep}A¢���<�$��<.?�;��#²�³ #̄±∀i = 1, . . . , r9∃j ∈ {1, . . . , p}

<�" £?�ej ∈ γi F̄ � $�� "�A¢���<�$
��<.?�±�< #̄#±∀j = 1, . . . , p9∃ij ∈ {1, . . . , r}

<�"£?�γij ∩ F = {ej} F̄ �# #��"±'
E. $#A��. $ "�­��#""� {γi1 , . . . , γij , . . . , γip}

A�$@B@"�$£?#9 $�". #̄#±9 /�$$� < @&�@? /��
? �? #£?����<�ej = ujvj

A�F ´<.?<@B@"�γij
@. <� � <�?�.# $<�.#$���<�$9 #" ��/�? <�

A�?F���<�$A#$<# @<�$tjuj
�<vjwj

�̄�	¬¦
	��	©	¬¦tj = wj

±A�E\F
# @#A� <�$®ej '-.

#<
F ′ =

∪p
j=1{tjuj , vjwj}

"¢� $�� "�A�@�$���<�$9@.���"¢� $�� "�V (F ) = ∪p
j=1{uj , vj}

A�$$.���<$
� !� A��$/��"�$���<�$A�F �$<@. $<#<?�A¢�?�.# $p $.���<$A#$<# @<$9 "¢� $�� "�F ′9� <� <£?¢� $�� "�A¢���<�$A¢�F<���#<�"�$$.���<$A�V (F )9@. <#� <�!�"��� <�?�.# $p ���<�$
A#$<# @<�$'7¢.�³ |F ′| > p �<F ′ ⊆ E\F ⇒ |E\F | > p ⇒ |E| − p > p ⇔ p 6 |E|/2 A. <"�
��$?"<�< .?$/����<A�A�A?#���<A�@. @"?��³ δ(G, F ) = (ωFES(G)− p)/(ω(G)− β(G)) >

(|E| − (|E|/2))/|E| = 1/2'
E. $#A��. $��# <� � < "�$?#<�A�!��/&�$Gn(Vn, En) .?Vn = {v1, ..., vn+3}

�<En =
{v1v2} ∪ {v1vi+2, v2vi+2 : 1 6 i 6 n + 1}': ./<#�?�!". �"�$<A.  �/��v1v2

�<;�?<G9"�
/#��$."?<#. �$<A.  ��/��En

�<;�?<2n + 39<� A#$£?�"��.# $ . A�$./<#��".@�?F/.?�"�$;.#$# �!�$G> .� �$�$<A.  �/��"¢� $�� "�{v1vi+2 : 1 6 i 6 n+1} �<;�?<n+19@'£'­'A''

��� ������������������������������
-.#<G(V, E) ? !��/&�£?�"@. £?�´? �$."?<#. A?/�. "¡��A¢� $�� "��# #�?�A�$.�>

��<$��<.?� �̄		��«���¤�	#	¦±9 .<��
��33��)+����3*3�9�$<? $.?$>� $�� "�U ⊆ V
A�$.���<$<�" £?�<.?<@B@"�A�G ��/�? <��?�.# $? $.���<A�U /̄����//.�<®�
�
�33��)+�3��3*3�9#" �$¢�!#</"?$@.���/.?�"�/�. "¡���
��33��)+�3��3*3�A�
@.?;�#�"�$@B@"�$A�G /��"�$���<�$9��#$/��"�$$.���<$±'E.���A¢&� #<?A� .?$ .<. $
/���
��33��)+����3*3�>B "�;��#� <�A?/�. "¡��!� ���"��$<��# <��?F!��/&�$®A�!��
��F#�?����.��/��B'��������������
��33��)+����3*3�̈B ∈ GLO[δ]�

G�



�������4�/��?;��$<$�� "� "�®@�""�£?# .?$�/���#$A¢�<� "#�"¢�//��<� � @�A��
��33��
�)+�3��3*3�®

GLO[δ] /.?�"�$;.#$# �!�$G> .� �$'E. $#A��. $A� $? !��/&�G(V, E) ? 
$.?$>� $�� "�U A�$.���<$# @#A� <®<.?<@B@"�A�G9A�<�#""��# #��"�´@�"�$#! #²�³∀x ∈ U 9
∃γ @B@"��"��� <�#��<�"£?�γ ∩ U = {x}'-#U �$<@. $<#<?�A�p $.���<$u1, . . . , up9�

".�$. 
/�?<®@&�@? A¢� <��>�?F�$$.@#��? @B@"��"��� <�#��γi

£?# ¢# <��$�@<�U £?¢� "�$.���<ui'
�.<. $ai

�<bi

"�$$.���<$�A��@� <$®ui
A� $γi9ai

�<bi
$. < #� A#$<# @<$ <̄.?<@B@"��<� <A�

<�#""��?�.# $A�?F±�<�//��<#�  � < /̄���# #��"#<�±�?@.�/"��� <�#��U A�U ': $.���<
 �/.?;� <�<���A��@� <®/"?$A�B $.���<$9#"B�/���#"¢� $�� "�{a1, . . . , ap, b1, . . . , bp}

�?
�.# $2p/B $.���<$A#$<# @<$'=��@. $�£?� <9 |U | > 2|U |/B

#�/"#£?�|U |((2/B) + 1) 6 n £?#�£?#;�?<|U | 6 (B/(B + 2))ω(G) 6 (B/(B + 2))ω(G)+(2/(B + 2))β(G)'8 A¢�?<��<����$9? 
��//.�<A#���� <#�"A¢�?�.# $2/(B +2) ;#� <A¢�<���#$� �;#A� @�9@�£?#@. @"?<"�/��?;�'

��� ��������������������������

�.?$@. $#A��. $"�$/�. "¡��$$#�/"�$A¢.�A.  � @��� <A�<�@&�$$?�m�?"<#/�.@�$$�?�$9
 .<��
�
12�
���+3**��*+,3�12
��[m]

�̄§¬§©
©�
�¦§¥�¤�	ªª¤�#�$	�
�§¬�±': �# $><� @�I A��
�
12�
���+3**��*+,3�12
��[m] @. $#$<�� "�A.  ��A�n
<�@&�$J1, . . . , Jn9A�A?���$A¢�F�@?<#. ��$/�@<#;�$p1, . . . , pn

.̄ $?//.$�£?�"�A?���A¢�F�@?<#. A¢? �<�@&��$<
# A�/� A� <�A�"���@&# �$?�"�£?�""��""�$������@<?��±': �$."?<#. @. $#$<�� "���/��><#<#. A�$<�@&�$$?�m ��@&# �$M1, . . . , Mm9A�$.�

<�®�# #�#$��"�<��/$A¢�F�@?<#. A�"�
��@&# �"�/"?$$.""#@#<�� #̄" ¢B�/�$A�@. <��# <�$A�/��@�A� @�±': �$."?<#. $�����/��$� <��
/��"�;�@<�?�x ∈ {0, 1}nm A. <"�$@.�/.$� <�$xi

j
 .  ?""�$@.���$/. A� <®"¢���@<�<#. A�

"�<�@&�j ®"���@&# �i'� $���$<��# </.?��$$?���"�@. ;��!� @�� <��/$��#$.  � "�A�$
�"!.�#<&��$A���@&��@&�A¢./<#��".@�?F9®A�$/.#A$/."B .�#�"��� < .� �$/��nk .�k �$<
? �@. $<� <�� $."?�  ̄�A�/� A� < #A�n  #A�m

±'�.?$ .<. $/���
�
12�
���+3**��
*+,3�12
��

[m](k) @�<<�;��#� <�'������������� �
�
12�
���+3**��*+,3�12
��[m](k) ∈ GLO[δ]���������.?$�"". $�. <���£?�<.?<./<#�?�".@�"/.?�"�;.#$# �!�G> .� ����"#$�? ��//.�<
A#���� <#�"A�m/(m + 1) .�m A�$#! �"� .� ��A���@&# �$�<£?�@���//.�<�$<�<<�# <'
E. $#A��. $? �# $<� @�I A��
�
12�
���+3**��*+,3�12
��[m](k)'4�/#��$."?<#. 

��;#� < �<?��""��� <®/"�@��<.?<�$"�$<�@&�$$?�? �������@&# �9A�;�"�?�ω(I) =
∑n

j=1 pj 9£?� A? ���#""�?��$."?<#.  �/.?�������#$­�#���.# $£?�"�A?�����F#�?�A¢�F�@?<#. 
A¢? �<�@&�9$.#</���F��/"�β(I) > p1'

5# $#9/.?�A�$A?���$ .� ��$/��nk /.?�? �@. $<� <�
? #;��$�""�k9"�£?� <#<�ω(I) − β(I) �$< #�  .� �/��? /."B ���(n − 1)nk � "�<�#""�n
A�"¢# $<� @�'E. $#A��. $? ./<#�?�".@�"x ��"�<#;��� <�?F;.#$# �!�$G> .� �$£?#�@@�/<�
@.���$."?<#. ;.#$# �A¢? ����@<�<#. A�$<�@&�$ �?F��@&# �$ <.?<���/��<#<#. A. < �?
/"?$"¢���@<�<#. A¢? �<�@&�A#�¡��9�<$?//.$. $£?�"�/���#¡����@&# ��$<"�/"?$@&��!��9
$.#< £?¢�""�;��#²�9 $# p(Mi)

A�$#! �"�@&��!�A�"���@&# �Mi
³ p(M1) =

∑n
j=1 x1

j × p1
j =

maxi=1,...,m{p(Mi) =
∑n

j=i x
i
j×pi

j}'�  .
<��".�$1, . . . , k

"�$# A#@�$A�$<�@&�$/"�@��A� $M1'-# "¢���@<�<#. x �$<? ./<#�?�G>".@�"9�".�$�""�;��#²�∀i = 2, . . . , m9∀j = 1, . . . , k³

pj + p (Mi) > p (M1)
�̄±

p (Mi) >
1

2
p (M1)

D̄±

ω(I) =

n∑

j=1

pj >
m + 1

2
p (M1)

H̄±

p (M1) 6
1

m + 1
β(I) +

m

m + 1
ω(I) C̄±

G�



.�"¢�F/��$$#. D̄±�$<"���$?"<�<A�"¢�AA#<#. A�$�F/��$$#. �̄±/.?� j = 1, . . . , k �<A?­�#<
£?�"¢. /�?<$?//.$��k > 2 $̄# . "¢./<#�?�".@�"�$<!". �"±�<"¢�F/��$$#. H̄±�$<"���$?"<�<
A�"¢�AA#<#. A�$�F/��$$#. D̄±/.?�i = 2, . . . , m �<A�p(M1)'I

# �"��� <9"¢�F/��$$#. C̄±�$<#�/"#£?�/��"¢�F/��$$#. H̄±/?#$£?�"���#""�?��$."?<#. �$< �@�$$�#���� <$?/��#�?��.?�!�"�
®"�A?����.B�  �A�"¢� $�� "�A�$<�@&�9A¢.�"���$?"<�<'E. $#A��. $��# <� � <"¢# $<� @�
$?#;� <�I = (J, p) .?J = {j1, . . . , jm(m−1)+2}

�<p1 = p2 = m, �</.?�<.?<i > 3, pi = 1': �
$."?<#. ./<#��"��$<A�<���# ��� ��<<� <? �<�@&�A�<�#""�m �<? �<�@&�A�<�#""�1 $?�"�$
A�?F/���#¡��$��@&# �$�<(m + 1)

<�@&�$A�<�#""�1 $?�<.?<�$"�$�?<��$��@&# �$�<�/.?�
;�"�?�β(I) = m + 19? ./<#��G>".@�" �$<A�<���# �� ��<<� <"�$A�?F<�@&�$A�<�#""�m
$?�"�/���#¡����@&# ��<m

<�@&�$A�<�#""�1 $?�<.?<�$"�$�?<��$��@&# �$�<�/.?�;�"�?�
m(I, x) = 2m

<� A#$£?�"�/#��$."?<#. �/.?�;�"�?�ω(I) = m2+m �<@. $#$<�®��<<��<.?<�$"�$<�@&�$$?�"�/���#¡����@&# �'7�"���"�<#. β(I) > (1/m)×
∑n

j=1 pj 9. A
�A?#<ω(I) 6 m×β(I)9@�£?#/����<A�@. @"?��

�;�@"�/��?;�A?<&�.�¡��C³m(I, x) 6 2(1− 1/(m + 1))β(I) �<A¢. <� #�"�@.�.""�#��$?#;� <'
������������ �
�
12�
���+3**��*+,3�12
��[m](k) ∈ GLO[ρ]�4���$?"<�<A?@.�.""�#����$</"?$# <���$$� <£?¢#" �/����<'8 ���<9 .?$;� . $A���<<��
� �;#A� @�"�/���#��/�. "¡��A�

GLO[ρ] �<GLO[δ] A. < .?$$�;. $£?¢#"�A��<? $@&���
A¢�//�.F#��<#. /."B .�#�"/.?�"¢�//�.F#��<#. @"�$$#£?� �̄G��±'

� ���	�����
�������

�.?$/�./.$. $��# <� � <A�$@�$A� . �//��<� � @��?F@"�$$�$GLO[R]' �" ­�?<@�>
/� A� < @. $#A���� @�$ ��$?"<�<$ �;�@/�?A� @�9 "� .<#. A�;.#$# �!� h> .� �/.?;� < �<��
­.�<��� <A�/� A� <�A?@.A�!�@&.#$#A�$$."?<#. $'�.?$/� $. $ .<���� <®"¢# <�!��<#. 9
A� $"�;.#$# �!�9A�$$."?<#. $@.�/"��� <�#��$'8 <����A�A#$<� @�$9/.?�"�@.A�!� �<?��"
£?#@. $#A¡��$?�? �# $<� @�®n ;��#� "�$? ;�@<�?� # �#��A�<�#""�n9A�?F���@<�<#. $@.�>
/"��� <�#��$T �<T $. <���@<#;��� <n>A#$<� <�$�< �/�?;� <�# $#�<��@. $#A����$@.���
;.#$# �$A� $"�@�A��A�;.#$# �!�$h> .� �$´@�/� A� <9 #" $?�<A¢��.?<��?  #<$?//"��� ><�#��$�?"��� <�?;�@<�?�T @̄�£?#A���?��? @.A�!���#$.  � "�±/.?��� A��@�"�/.$$# "�³
#"$¢�!#<A¢# <��/��<��@� #<@.���"�$� $A�"�@<?��A�$n

 #<$$?#;� <$'5".�$9"�/�$$�!�A¢? �
$."?<#. ®$. @.�/"��� <�#�� ���@"���/"?$n9��#$? ? #£?�@&� !��� <�<"�$$."?<#. $T
�<T $���<�.?;� <;.#$# �$/.?�<.?<;.#$# �!�h> .� �'=.?�"�;��"¢�� #!?�<������ <��?@.>
A�!�A�$$."?<#. $9#"­�?A��@.�/�� A��"�$��$?"<�<$ �!�<#­$/�./.$�$@.����<� <�A#@<�$/.?�
? �# <��/��<�<#. 

((
/&B$#£?�

))
�< . /"?$��<&���<#£?�A�$;.#$# �!�$h> .� �$'

��� �����������������������
: �# $<� @�A?/�. "¡��A�$�<#$­�#$� #"#<���F#�?��̄)	*)�±�$<"�A.  ��A¢? � >

$�� "�X A�;��#� "�$ #;�"� <�$�<A¢? �­��#""�C = {c1, . . . , cm}
A�@"�?$�$A#$�. @<#;�$$?�

"¢� $�� "�A�$"#<<���?F{x1, . . . , xn} ∪ {x̄1, . . . , x̄n} ´? �$.
"?<#. ���"#$� "��$<? ����@<�<#. 

A�$;�"�?�$A�;��#<��<"�$."?<#. ./<#��"��$<? ����@<�<#. £?#�� A�;��#�$?  .� ����F#>
�?�A�@"�?$�$'4�/��?;�A�"¢�//��<� � @�A?/�. "¡���)	*)�®"�@"�$$�GLO[ρ] ��<�
­�#<�A� $���9/.?�"�$;.#$# �!�$G> .� �$�;�@? ��//.�<G��́  .?$�. <�. $£?¢#" ¢� �$</�$
A�����/.?�"���//.�<A#���� <#�"'
�����������)	*)�/∈ GLO[δ]��������� �. <��£?�/.?�<.?<h9�)	*)�/∈ GLO[δ] /.?�A�$;.#$# �!�$h> .� �$'
E. $#A��. $"�­��#""�A¢# $<� @�$(Ik)k>19Ik = (Xk, Ck) ∀k9A

�² #�/��³
�Xk = {x1, x2, . . . , xk}

§̄�	�9Lk = {x1, x2, . . . , xk} ∪ {x̄1, x̄2, . . . , x̄k}
±´

�Ck = P ′
k(Lk)\{(x̄1, x̄2, . . . , x̄k)}'

G�



.�P ′
k(Lk)

A�$#! �"¢� $�� "�A�$/��<#�$A�<�#""�k A�"¢� $�� "�Lk
A�$"#<<���?F£?# �$. <

/�$A�$<�?<.".!#�$'%.?<�$"�$@"�?$�$A�<�#""�k9$�?­"�@"�?$�@.�/.$��A�$k "#<<���?F �!�<#­$
(x̄1, x̄2, . . . , x̄k)9$. 

<A. @!� ����$'%.?<�@"�?$�@. <� � <�?�.# $? "#<<���"/.$#<#­9"¢���@><�<#. (1, 1, . . . , 1) $�<#$­�#<"�$|Ck|
@"�?$�$´A¢�?<��/��<9<.?<��?<�����@<�<#. $�<#$­�#<|Ck|−1

@"�?$�$'8��@<#;��� <9$.#<t ? ����@<�<#. 9.  .<�t0
"¢� $�� "�A�$# A#@�$A�$@.�/.$� <�$

 ?"$A�t ³t0 = {i1, . . . , ip} = {i ∈ {1, . . . , n} : ti = 0} ´t �;¡��<.?<�$"�$@"�?$�$9$�?­"�@"�?$�
c0 $?#;� <�³c0 = (x̄1, . . . , x̄i1−1, xi1 , x̄i1+1, . . . , x̄ij−1, xij , x̄ij+1, . . . , x̄ip−1, xip , x̄ip+1, . . . , x̄n) A� $"�£?�""�"�$;��#� "�$A¢# A#@�A� $t0 �//���#$$� <$.?$­.���/.$#<#;��<"�$�?<��$;��#� "�$$.?$
­.��� �!�<#;�'��9 c0 �F#$<�<.?�.?�$A� $Ck

$# t 6= (1, 1, . . . , 1)'� ��# $# /.?� k £?�">
@. £?�ω(Ik) = |Ck| − 1 �<β(Ik) = |Ck|

³£?�"$£?�$.#� <"�@. $<� <�h �<"�;.#$# �!�h> .� �
�$$.@#�9 #" �F#$<��;�@Ck

/.?� k > h ? �# $<� @�A?/�. "¡���)	*)�/.?�"�£?�""�"¢�­>
­�@<�<#. (0, 0, . . . , 0) �$<®"�­.#$./<#�?�".@�" �</#��$."?<#. /̄?#$£?¢#" ­�?A��#<@&� !��k
;�"�?�$/.?��?!�� <��"�/��­.��� @�9$.#</"?$A�h @&� !��� <$±�<A�­�#<9@�<<����@<�<#. 
@. $<#<?�? ./<#�?�".@�"A���//.�<A#���� <#�"  ?"'� � @. @"?<"� . �//��<� � @�A�
�)	*)�®"�@"�$$�

GLO[δ]'4�A��. $<��<#. /��@�A� <� .?$/����<A�A�A?#��? �# ­.���<#. #�/.�<� <�$?� "�$
­���?$�$$.?$>@"�$$�$�)	k�*)�A�$# $<� @�$A�$�<#$­�#$� #"#<�­.����$A�@"�?$�$A¢�?/"?$k"#<<���?F'
������������∀k�∀h < k �)	k�*)�/∈ GLO[δ] ¥¤
��	ª�¤§ª§¬«�	ªh

�̈¤�¬�ª�

��� ��������������������������������������������
6�"!��"�?�!�� A�$#�#"��#<�9�
��33��)+����3*3��? @.�/.�<��� <­.�<��� <A#>

;��!� <£?� <®"¢�//�.F#��<#. /��A�$./<#��".@�?F/����//.�<®�
��33��)+�3��3*3�9
/?#$£?�9∀h > 09#" ¢�$$?��/�$A� $"�@�$!� ���""�£?�"#<�A�$�$./<#��".@�?F��"�<#;��� <
�?F;.#$# �!�$h> .� �$'��������������
��33��)+����3*3�/∈ GLO[δ]��������E. $#A��. $"�­��#""�A�$!��/&�$ #/��<#$@.�/"�<$Gp(Xp ∪ Yp, Ep)

A�² #$/.?�<.?<
� <#��p > 1 /��³Xp = {x1, . . . , xp}9Yp = {y1, . . . , yp2} �<Ep = Xp×Yp'

4�$@B@"�$�"��� <�#��$
A�G

�<� <A�"�­.���(xi1 , yi1 , xi2 , yi2 , . . . , xij , yij , . . . , xis , yis , xi1)
? �$."?<#. U $������"#$� "�

$#�<$�?"��� <$#�""�@. <#� <®? $.���</�¡$<.?<Xp
.?<.?<Yp

³∀U ⊆ Xp ∪ Yp9U �$<? �$."?<#. $# �< $�?"��� < $#min{|Xp\U |, |Yp\U |} 6 1 ´ $# . 9 ∃{xi1 6= xi2} ∈ Xp\U 9 ∃{yj1 6=
yj2} ∈ Yp\U

<�"$£?�(xi1 , yj1 , xi2 , yj2 , xi1) ∩ U = ∅'5".�$ "�$ $."?<#. $Xp\{x1}
�< Up = Yp\{y1}

$. < . $�?"��� < ���"#$� "�$9��#$ �?$$#
�����£?� "�$³"�/���#¡���$<? ./<#�?�!". �"A�;�"�?�p−19"�$�@. A�? ./<#�?�".@�"A�
;�"�?�p2−1 /.?�<.?<;.#$# �!�h> .� �9h < 2p−19/?#$£?¢#"­�?A��#<# <�!���®"�$."?<#. p−1
$.���<$A�Xp

/?#$��<#���p $.���<$A�Up ∩ Yp
/.?�@.��� @��®"¢���"#.���$<�#@<��� <'4�

/#��$."?<#. @. $#$<�£?� <®�""�®$�"�@<#.  ��<.?$"�$$.���<$Xp ∪ Yp'4�$."?<#. Up9/.?�<.?<� <
#��p > 19@. $<#<?�A. @? ./<#�?�".@�"���"#$� <"���//.�<

A#���� <#�"³ δ(Gp, Up) = (p + p2 − (p2 − 1))/(p + p2 − (p− 1)) = (p + 1)/(p2 + 1) → 0 £?� A
p→ +∞'5# $#9£?�""�£?�$.#<"�@. $<� <�h9. /�?<@����"�­��#""�A¢# $<� @�$(Gp)p>h

/.?�"�$>
£?�""�$? �$?#<�A¢./<#��".@�?F(Up)p>1

��"�<#;��� <®<.?<;.#$# �!�h> .� ����"#$�? ��//.�<
A�/��­.��� @��$B�/<.<#£?��� < ?"'

��� ���������
E. $#A��. $? � $�� "�X A¢. ��<$®;�"�?�A� $N|X|9/.?�@&�£?�. ��< x ? ;."?��

? #<�#��ax ∈ N9? �?<#"#<�? #<�#��cx ∈ N9�;� <?�""��� <? � .� �bx ∈ N �<? �@�/�@#<�
b ∈ N @̄�/�@#<�A?$�@±': $."?<#. ���"#$� "�A?/�. "¡��A�ª«���¤ª9��)�*)+��$<? �

GD



���@<�<#. � <#¡��A�$;��#� "�$x
<�""�£?�∑

x∈X ax 6 b ´"�$."?<#. ./<#��"��$<? ����@<�<#. 
���"#$� "�£?#��F#�#$�"¢?<#"#<�∑

x∈X cx' �
" �$< ­�@#"�®;.#�£?�"�$ # $<� @�$A���)�*)+�

­.��� <? �$.?$>@"�$$�A�/�. "¡��$A�/�.!�����<#. "# ��#���  .� ��$� <#��$/.?�"�$£?�"$
"���<�#@�A�$@. <��# <�$$���A?#<®? $�?";�@<�?�'=.?�@. $#A����"¢�//��<� � @�®

GLO[δ]9 .?$ .?$"#�#<��. $®"�;��$#. ��$<��# <� .<��
��)�*)+�(k) £?# ��!�.?/�"�$ # $<� @�$/.?� "�$£?�""�$ "�/"?$!�� A�;�"�?� ?���#£?�� 
;�"�?�� $."?��$< .� ��/��"�£?� <#<�nk .�n A�$#! �"�A#�� $#. A�"¢�$/�@�A�"¢# $<� @�´"�/�. "¡��A�$�@®A.$9"#�#<�®@�<<�­��#""�A¢# $<� @�$9�$<¥¤��¬¤©§«�/?#$£?�"�/�. "¡��
!". �" �$</$�?A./."B .�#�" �̄��±'��9¬¤
ª©¤¬¦�¤¬ª�


¬�«ª¥«�¦§�
�§	��	�	¦¦	�«©§��	�	
¥�¤���©	ª¥¤��¬
©§«
°��

	�
§�
ª«���¤ª�§�«�	¬¦�
§�¤¬ª§ª¦	��¤¬ª§���	��	ª�«�§«��	ª��«�	
�
�«¬ª{0, 1}

	¦�
	�
¤¬¬¤¦	��)�*)+�(k){0, 1}�¬

	ª¦©�©	¥«ª�«¬ª

GLO[δ]'���������������)�*)+�(k){0, 1} /∈ GLO[δ]��������-.#<? �# $<� @�I A?/�. "¡��A�$�@®A.$ #;�"� </."B .�#�"��� < .� �³

I =





max c · x
a · x 6 b
x ∈ {0, 1}n

�;�@c ∈ (N?)n �<max{ci} 6 nk 9a ∈ (N?)n �<max{ai} 6 nk9b ∈ N?'=?#$£?�ω(I) = 0 /.?�
x =

−→
0 �< β(I) 6

∑n
i=1 ci 6 nk+1 /.?� x =

−→
1 9 "�;�"�?�A�"¢# $<� @� I �$< .� ��/�� "�

/."B ���nk+1'
E. $#A��. $��# <� � <"�­��#""�A¢# $<� @�$(Ih,n)n>0

A�² #�9∀n > 09/��³

Ih,n =





a = (n− 1, 1, 1, . . . , 1)
c = (h− 1, 1, 1, . . . , 1)
b = n− 1

4�;�@<�?�./<#��" x ∗
n = (0, 1, . . . , 1) £?# @. $#$<�®/�� A��<.?$ "�$. ��<$ $�?­ "�/���#��

�//.�<�? �?<#"#<�A�n − 19£?� A"�$."?<#. @.�/"��� <�#��xn = (1, 0, 0, . . . , 0)  ¢�//.�<�
£?¢? �?<#"#<�A�h−1 ´.�9@¢�$<? ./<#�?�".@�"/.?�<.?<;.#$# �!�h′> .� �9h′ 6 h9/?#$£?¢#"
­�?A��#</.?����"#.���"�@.�/.$#<#. A?$�@®A.$xn

�<��"�/���#��. ��<A¢?<#"#<�h− 19/?#$
��.?<���?�.# $h . ��<$A¢?<#"#<�? #<�#��'4�$./<#��".@�?Fxn

A�$# $<� @�$Ih,n
���"#$� <

�# $#? ��//.�<A�/��­.��� @��$B�/<.<#£?��� < ?"³∀n9δ(Ih,n, xn) = (h− 1)/(n− 1)→ 09
£?� An → +∞'E�$# $<� @�$ Ih,n

�. <�� <£?�"�/�. "¡��!� ���"  .  .� � �!��� <#<
/�$ "�£?�"#<�A�$�$./<#��".@�?F;#$>®>;#$A�;.#$# �!�$ h> .� �$9 �< @�£?�""�£?�$.#< "�
@. $<� <�h'8 ­�#<9#"­�?A��#< .� ��"�$/.#A$ai

@.���"�$?<#"#<�$ci
/.?�. <� #�£?�"£?�@&.$�³$#/.?�

<.?<i9ai 6 A �<ci 6 C 9�".�$? ./<#�?� �­�������#$�#�?F£?�b× C ª̄§ ¦¤
¦���©	¬¦	ª¦
�	¥¤§�ª�	¦�

¦§�§¦�C

±�<? ./<#�?�".@�"9? �$."?<#. ��F#��"�$#�/"��� <9����#$�.# $
£?�bb/Ac > (b − A + 1)/A ª̄§ ¦¤
¦���©	¬¦	ª¦�	¥¤§�ªA

	¦�

¦§�§¦��±9�$$?�� <? ��//.�<
A¢�//�.F#��<#. �̄ @. $#A��� < b > A

±³ δ = (b−A + 1)/AbC = (b/AbC) − (A− 1)/AbC >

(1/AC)− (A− 1)/A2C = 1/A2C 'E���$?"<�< ¢�$<@�/� A� </�$$�<#$­�#$� <´? ��?<��/#$<�
$���#<A�$���/.�<��$?�? $.?$>/�. "¡��<�"�)	*1�*3�*1
 �̄«°§©
©#
�ª	¦#
©±/.?�
"�£?�" "�$;�@<�?�$ a �< c @.� @#A� <³ #" $¢�!#<9 �<� <A.  �? � <#�� b �<n � <#��$ c1, . . . , cnA�Nn9A�<�.?;��"���#""�?��# .�� <A�b /.$$# "�/��? �@.� # �#$. A¢�"��� <$ ci' �

" $�
<�.?;���"&�?��?$��� <£?�A� .?;��?$?�@�/�. "¡��9. /�?<�F&# ��/.?�<.?<�@. $<� <�h
? �­��#""�Jh,n

A¢# $<� @�$£?#��<<�®A�­�?<"�£?�"#<�A�$./<#��h>".@�?F³/.?�<.?<n9. 
A�² #<c = (n2, n2, 1, . . . , 1) ;�@<�?�A�Nn �<b = n2 ´"�$."?<#. x? = (1, 0, . . . , 0) �$<./<#�?�
!". �"A�;�"�?�n2 �<"�$."?<#. x = (0, 1, . . . , 1)9A�;�"�?�n−29�$<./<#�?�h>".@�"/.?�<.?<
n/h 6 n− 2 /?#$£?¢#" ­�?A��#<9/.?�"¢���"#.���9��<#���<.?$"�$n− 2

�"��� <$@. <� ?$A� $x

GH



�;� <A�/.?;.#��;� <?�""��� <��<<��x1
.?x2

®G'��9"���//.�<���"#$�/��x9A�(n− 2)/n29<� A# A? #<� "��� <;��$�£?� An
<� A;��$"¢# ² #'

�������������)	*1�*3�*1
/∈ GLO[δ]�

�
GLO[δ] �������������������


������


E.��� .?$;� . $A�"¢#""?$<����;�@��)�*)+�(k)9? /�. "¡��/�?<�<��((

�«�§�	
))
�?

$� $A�"���$."?<#. � <��/$/."B .�#�"�<�A��<<��A���?;�#$./<#��".@�?F³
P * GLO[δ]'

%.?<./<#�?�".@�" !��� <#<? ��//.�<@. $<� <�</��A�² #<#. 9GLO[δ] �� ­����A�$
/�. "¡��$$?�"�$£?�"$"�$�"!.�#<&��$A���@&��@&�".@�"�. <#�  � <? ./<#�?�".@�"� <��/$
/."B .�#�"³�# $#"�$�"!.�#<&��$ !�$. <9$?�"�$/�. "¡��$A�$@"�$$�$GLO[δ]9A�$�"!.�#<&��$
A¢�//�.F#��<#. ®��//.�<A¢�//�.F#��<#. A#���� <#�"@. $<� <'8 ��;� @&�9/?#$£?�<.?</�.> "¡��/."B .�#�" £̄?#�$<�­.�<#.�#

APX[δ]
± ¢�$</�$ �@�$$�#���� <

GLO[δ]9#" $¢�!#<A¢? �# @"?$#. $<�#@<�³
GLO[δ] ⊂ APX[δ]'

APX[δ]

PTAS[δ]

GLO[δ]

��

�
��G�"	ª��«ªª	ªGLO[δ]
	¦ �	ª��«ªª	ª�
«¥¥�¤°§©«¦§¤¬�

=���#""�?�$9  .?$ "¢�;. $;?�;�@�
�
12�
���+3**��*+,3�12
��.?� @.���;�@"�
/�. "¡��A��§¬¥«��§¬� /̄���!��/&��'�±9 "�@"�$$�GLO[δ]

# <��$�@<�"�@"�$$�����³∃Π ∈
GLO[δ]

<�"£?�Π ∈ PTAS[δ]'4�²!?��G.���? �#""?$<��<#. A�$��"�<#. $£?¢� <��<#�  � <9
® .<��@.  �#$$� @��@<?�""�9"�@"�$$�GLO[δ] �;�@"�$@"�$$�$A¢�//�.F#��<#. '8 !?#$�A�@. @"?$#. A�@�<<�$�@<#. 9 .?$/�./.$. $/��"�²!?���9"�/.$#<#. ��"�<#;�A�$
@"�$$�$

GLO[ρ] �<GLO[δ] /��£?�"£?�$? $A�$/�. "¡��$� �"B$�$��"�<#;��� <®@�$@"�$$�$'=.?�A�$��#$. $A�"#$# #"#<�A�"�²!?�� .?$�;. $� ��!�"�$ .�$A�$/�. "¡��$³��Fk>-�<
/.?��)	k�*)�96�F-�</.?��)	*)�96�F�->B /.?��)	
��3�3��3��*3�>B96# �E>
B /.?��
��3��3	+��3�>B96# 7->B /.?��
���

�)�
��*3�>B9��FE?</.?��)	+1�96# 6-(k) /.?��
�
12�
���+3**��*+,3�12
��(k)96# I8-/.?��
��33��)+�3��3*3�9��/.?��§¬¥«��§¬��<6# E/.?�@.".��<#. '

� ������	���
����

�" .?$/����</��<# � <A���<<��� �;#A� @�@��<�# �$@. A#<#. $A¢�//��<� � @�®GLO[δ]
$�". "¢�F/��$$#. A?/�. "¡��9 A�$�$<�?@<?��'� /.?���#< /���F��/"�<� <��A¢#$."�� A�$
­��#""�$A�/�. "¡��$ #� �//�.F#�� "�$@.��� .?$"¢�;. $­�#<�;�@"�$/�. "¡��$A�/��>
<#<#.  ��� <&���A#<�#��'�.?$/� $. $ .<���� <9� ��$<� <A� $"�����.�A��A¢#A��9�?F
/�. "¡��$A�/��<#<#.  ��� <&���A#<�#��;�".�#$� <"�?�$."?<#. /��? ��?<��­. @<#. A�@.�<

GC



��� ����δ�

6# 6-(k)

6# E
6�FE?<

6�Fk>-�<

6�F-�<

6�F�->B

��

6# I8-
6# �E>B
6# 7->B

�
����GLO[ρ]
	¦

GLO[δ]�

/̄.#A$��F#�?�9/.#A$�.B� 9'''±£?�"�­. @<#. # A#@�<�#@��# $#£?¢�?F/�. "¡��$A�/��<#><#.  ��� <G>&���A#<�#��': �/�./�#�<�π $?�? � $�� "�X �$<A#<�G>&���A#<�#��$#�""� ¢�$<
�;����$?�? $.?$>� $�� "�S £?¢®@. A#<#. A�;��#²��/.?�? �"��� <x0

A?$.?$>� $�� "�S ³
∀S′ ⊆ S9π(S′ ∪ {x0})'

7¢�?<��$@���@<��#$�<#. $A�$/�. "¡��$$�$#<?� <�«¬ª.?$¤�ª
GLO[δ]

A�;��#� <@�/� A� <�<��� ;#$�!��$9@.��� .?$�;. $�$$�B�A�"�­�#��/��"¢�F/".#<�<#. A�"�$<�?@<?����A#�"�A�$� $�� "�$A�$."?<#. $'=���#""�?�$9/"?<�<£?�A¢�F&# ��? <��#<@���@<��#$<#£?�A�<�".?<�"/�. "¡��9/���F��/"�
/��"�?�­.��?"�<#. ".!#£?�.?"�/�./�#�<�A�$. � $�� "�A�$."?<#. $9#"�$<$.?;� <# <���$$� <
A�"#��"�$/�. "¡��$� <��>�?FA��� #¡��®A�$$# ��A�$$.?$>@"�$$�$A�/�. "¡��$��"�<#;��� <
®? ���A?@<#. /�./���� <A�² #�9�;� <?�""��� <"�$&#����@&#$�� <̄.?�.?�$/����A?@<#. ±�<9
/.?�£?.# /�$9/��;� #�/��@� #�#$®<��@�� "�$"#�#<�$A�"�@"�$$�GLO[δ] � �<� "#$$� < "�
@.�/"�<?A�A�@��<�# $/�. "¡��$'��;#$#<. $��# <� � <"�/�. "¡��A?$�@®A.$'�.?$�;. $;?�?/���!��/&��'�£?� #"�/�. "¡��A�$�@®A.$9 #"�$.?$>/�. "¡���)	*1�*3�*1
 �!��� <#$$�#� <"�£?�"#<�A�"�?�$./<#��".@�?F9� ��<<� <� �;� <A�$­��#""�$A¢# $<� @�$£?# �A��<<�#� <A�©«
�«§ª
./<#��".@�?F'7�;� <@�$�@&�@$9/�?<>�<��­��#. $> .?$�#�?FA¢�� ��"� .<#. A¢./<#��".>
@�?FA�@�$/�. "¡��$'=.?���)�*)+� .<���� <9#"/.?���#<$�� "��.//.�<? A���@&��@&��"�$./<#��".@�?F;#$>®>;#$A¢? ¤��	�¦§� «�¦���£?## @#<���#<®$�"�@<#.  ��"�$. ��<$A���#""�?�
��//.�<

((

�
«�§¦�̈¥�§°
))
³@. $#A����@.���@�#<¡��A�$�"�@<#. A�$�"��� <$"�@&.#FA?��#""�?�

��//.�<ci/ai
/.?���#<$¢�;����/�.²<� "�9<� </��<# � <$�� "�@�@�#<¡�� �̄
§�

	¬��«�§¦���
�	̈

¬§¦�
¤¥¦§©
©��	�±9�?;?A�$�"!.�#<&��$�//�.@&�$�<�?<��$$@&���$A�A#�$®@�/�. "¡��£?#"¢?<#"#$� <�!�"��� <'�"$¢�!#��#<#@#A�<� <��"¢�//�.@&�# <�.A?#<�A� $�G9G��/.?�"�$/�. "¡��$
A�$�<#$­�#$� #"#<�9@�""�A�$./<#��".@�?F�"<���$³/�?<>�<��£?¢? �$."?<#. A?/�. "¡��£?#�$<
./<#�?�".@�"��"�<#;��� <®? �«
¦�	�¤¬�¦§¤¬¤��	�¦§�	A#<�¤��	�¦§�«�¦���9/.?���#<>�""�!��� ><#�A���#""�?�$��//.�<$£?¢? ./<#�?�".@�"��"�<#;��� <®"�­. @<#. # #<#�"��8��@<#;��� <9
$#. ��!��A�A�/"?$/�¡$"�$��?;�#$./<#��".@�?F�F&# �$/.?�"�/�. "¡��A�$�@®A.$9. 
�����£?�£?¢#"$/�?;� <$�� "��/�?/��<# � <$9/?#$£?¢#"$�?��#� <@&.#$#? �"��� <A�/#¡<��
��//.�<

((

�
«�§¦�̈¥�§°
)) (h + 1)/(n − 1) £?� A #� ����<.?$"�$�?<��$�"��� <$. <? <�"

G�



��//.�<A�Ǵ �# $#/.?���#<>#" $¢�;����# <���$$� </.?��//�.@&��"�/�. "¡��# #<#�"

max
n∑

i=1
ci × xi





a · x ≤ b
xi ≤ bi ∀i
x ∈ Nn,

A¢�;�"?��"�£?�"#<�A¢./<#��h>".@�?FA?/�. "¡���"<���³

max
n∑

i=1

ci

ai
× xi





a · x ≤ b
xi ≤ bi ∀i
x ∈ Nn.

: ��?<���//�.@&�9/.?���)�*)+�@.���/.?��)	*1�*3�*1
9/.?���#<�<��A�@&��@&��
? ./<#�?�".@�" �«¬ª �
	¬ª	©��	�
¤��	¦ª�¤©¥��©	¬¦«§�	ª'E. $#A��. $A� .?;��?�
����


�)�
��*3�9$� $ .� �$?�"�A�!��A�$$.���<$'=.?�"�$;.#$# �!�$G> .� �$9 "�$./<#��".@�?FA��
���

�)�
��*3� �!��� <#$$� <�?@? ��//.�</?#$£?�"¢. /�?<@. $<�?#��
? �­��#""�(Gn)n>1

A�!��/&�$� �<.#"�A�­��. ®�F&# ��$?�@�<<�­��#""�? �$?#<�A¢./<#��
".@�?FUn

<�"$£?�ρ(Gn, Un) → 0 £?� An → +∞ �< δ(Gn, Un) → 0 £?� An → +∞'8��@><#;��� <9 $# /.?�<.?<n ∈ N
"�!��/&�Gn

�$<A�² #9 ∀n > 19/��Gn = ({r} ∪ Vn, En) �;�@
Vn = {v1, v2, . . . , vn}9En = {r} × Vn'�<£?�

"¢. @. $#A¡��"�$."?<#. �//�.@&��Un = Vn
A�

;�"�?�n9�".�$β(G) = 1 /.?�U? = {r} �<ω(G) = n + 1 /.?�UW = {r} ∪ Vn'E�@
# #�/"#£?�

ρ(Gn, Un) = δ(Gn, Un) = 1/n → 0 £?� An → +∞'=.?�<� <9 #" $?�<$#�/"��� <A¢�"��!#�"�
;.#$# �!�G> .� �V(G, U) ®? �$."?<#. $?//"��� <�#��9"�$."?<#. @.�/"��� <�#��U = V \U 9
/.?�. <� #�? ��//.�<A#���� <#�"A�G��³"¢� $�� "�A�;.#$# $V ′(G, U) = V(G, U)∪{U} ��$<�
/."B .�#�"� <�#""��<� <��/$A�@. $<�?@<#. �<<.?<./<#�?�".@�"U �?$� $A�V ′  .?$�$$?��<.?�.?�$9� <� <£?¢./<#�?�G>".@�"9"�A.�# � @�A�U 9��#$�?$$# |U | 6 |U | ⇒ |U | 6 |V |/2'
E�<�F��/"�#""?$<��"¢# <���<£?�"¢. /.?���#<�;.#�®@. $#A����@. �.# <��� <? �$."?<#. s

�<$�$."?<#. @.�/"��� <�#��−→1 −s9®"�­.#$/�.@&�$"¢? ��<� <"��#�.#�A�"¢�?<��9�<�".#! ��$
/?#$£?¢�""�$ �@.� @#A� <$?��?@? �@.�/.$� <�'4�­��#""�A�$;.#$# �!�$A?<B/�V(I, s) ∪
V(I,

−→
1 − s) .?V(I, s) ∪ {

−→
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