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Résumé

Dans un premier temps, nous introduisons la classe GLOIJ] des problémes de NP qui
garantissent leurs optima locaux pour le rapport différentiel d’approximation polynomiale.
Ensuite, nous démontrons qu’un certain nombre de problémes combinatoires bien connus,
appartiennent & cette classe, tandis que d’autres aussi bien connus que les précédents, n’y
appartiennent pas. Enfin, en s’appuyant sur ces résultats, nous situons la classe GLO[J] dans
le paysage des classes d’approximabilité.

Mots-clé : approximation polynomiale, complexité, optimisation locale, recherche locale.

Abstract

We first introduce the class GLO[¢]; it includes optimization problems that guarantee
the quality of their local optima, with respect to the differential approximation ratio. Next,
we show that a certain number of well-known combinatorial problems belong to this class,
while other ones do not. Finally, based upon the results obtained, we place GLO[J] in the
scene of the approximability classes.

Keywords: polynomial approximation, complexity, local optimization, local search.

1 Introduction

Les problémes d’optimisation auxquels on s’attache dans cet article, sont le pendant opti-

misation des problémes de décision de NP. Un probléme II est caractérisé par ’ensemble Iy
de ses instances, 'union Sol; = Urer, Solr() des ensembles des solutions réalisables associées
aux instances I, de la fonction & optimiser myy sur ces ensembles et du sens opty; de 'optimi-
sation (mazimisation ou minimisation). Par la suite, on notera |I| la taille de l'instance I. Un
probléme IT appartenant a la classe NPO est un quadruplet (I, Soly, myy, opty) qui vérifie:

(i) Irr est reconnaissable en temps polynomial en |I|;
(ii) 3 prr polynéme t.q. VI € Iy, Soly(I) € {0, 1}l

(iii) VI, Vs, on sait décider en temps polynomial en |I| si s est réalisable pour I ; de plus, VI € Iy,

on sait déterminer une solution trivy(/) en temps polynomial en |I|;

(iv) myy : It x Solp — N est calculable en temps polynomial en |I];

(v) opty € {min, max}.

Etant donnée une instance I d’un probléme, deux valeurs particuliéres nous intéressent pour la
résolution de I : celles de la meilleure et de la pire solution. Soient II un probléme de NPO et I une
instance de II, on définit les valeurs Or1(1) et wir(I) par fr(I) = opty{mu(I,s) : s € Soln(I)}
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et wir(l) = optg{mu(l,s) : s € Sol(I)}, ou VII € NPO, opt; = max = opty; = min et
opty; = min = opt = max.

La sous-classe des problémes qui nous intéressent plus particuliérement dans cette article
est la classe NPO-PB des problémes polynomialement bornés de NP. Cette classe introduite
dans [11] est la classe des problémes pour lesquels il existe un polynéme gy tel que VI € I,
Br(I) < qr(|I]). Ici, nous généralisons la définition de [11] en prenant en compte des bornes
sur I’ensemble des valeurs réalisables, ce qui se traduira par une borne sur la valeur de la pire
solution. Dans ce qui suit, un probléme II € NPO appartient & NPO-PB si et seulement si il
existe un polynome qn tel que VI € Iy, max{wn (1), Bu(I)} < qu(|1]).

L’idéal serait de savoir résoudre les problémes de NPO en temps polynomial ; malheureuse-
ment, la présomption est forte de penser que P # NP ou encore PO # NPO ou PO, version
optimisation de la classe P, désigne I’ensemble des problémes de NPO que 'on sait résoudre en
temps polynomial. C’est pourquoi on essaie d’approcher seulement, mais au mieux, ces problémes
difficiles. L’approximation polynomiale a pour mission de résoudre les problémes selon les deux
exigences: (i) en terme de temps, de garantie d’une exécution rapide (complexité polynomiale des
algorithmes), (ii) en terme de performance, de garantie d’un certain niveau d’approximation. Un
algorithme approché n’est ni plus ni moins qu’un algorithme qui donne une solution réalisable au
probléme posé. Un tel algorithme est polynomial s’il se déroule pour toute instance en un temps
polynomial en la taille de I'instance. Soit II un probléme de NPO et A un algorithme approché
pour II, on notera respectivement pour une instance I de ce probléme A (1), Ou(I) et wi(])
les valeurs de la solution donnée par ’algorithme A, de 'optimum et de la pire solution sur I.
L’estimation de la qualité d’un algorithme est faite & ’aide de rapports d’approximation.

Le rapport classique, qui est celui sur lequel se fonde I’essentiel de la théorie de ’approxima-
tion polynomiale, est assez intuitif: il consiste & comparer la valeur de la solution donnée par
I’algorithme & la valeur de 'optimum. La qualité d’une solution approchée pour I, en approxi-
mation classique, serait donc donnée par ’estimation du rapport

ATy — 21‘.‘[((?) IT est un probléme de maximisation
i) =94 5y \ L
(D) II est un probléme de minimisation

et la performance de A pour Il par: p}; = infrey, {p¥(I)}. Dans ce qui suit, nous appelons APXp]
la classe des problémes de NPO solubles en temps polynomial par des algorithmes approchés
garantissant un rapport p constant (indépendant des paramétres de I'instance du probléme). Par
ailleurs, nous appelons PTAS|p]| la classe des problémes de NPO solubles en temps polynomial
par des algorithmes approchés garantissant le rapport p > 1 — ¢, pour toute constante ¢ > 0.
Le rapport différentiel, moins communément usité mais qui a déja donné lieu a des résultats
convaincants, se référe & deux points de repére: 'optimum, mais aussi la pire des solutions.
En différentiel, il est tout aussi important de s’éloigner de la valeur d’une pire solution que de
s’approcher de la valeur d’une solution optimale. Sur une instance I il est donné par

_ Jwn(l) — ()]
lwn (1) = Bu(l)]

et la performance de A pour II par: 0y = infre;, {0f;(1)}. De fagon analogue nous définissons les
classes APX[6] et PTASId]. Nous avons les relations d’inclusion stricte (& moins que P = NP)
PTAS[p] C APX][p] et PTAS[0] C APX]J].

Le but de cet article est de montrer que pour une large classe de problémes bien connus
de NPO contenue dans APX][d] toutes les solutions optimales localement sont « proches » des
solutions (globalement) optimales. Plus précisément, nous définissons une classe d’approxima-
bilité qu’on appelle GLO[0] tous les problémes de laquelle vérifient la propriété suivante: le
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rapport différentiel de toute solution optimale localement (par rapport a4 un voisinage proprement
définit plus loin) est borné inférieurement par une constante qui ne dépend d’aucun paramétre de
linstance du probléme que l’on considére. Notons que 1’équivalent de ce travail pour le rapport
classique (i.e., la définition de la classe GLO|p]) présentée dans [4, 3] est étendue dans [1, 2]. C’est
4 notre connaissance la premiére fois que les thématiques de la recherche et de I'optimisation
locale sont systématiquement traitées en approximation classique. Notre travail est I'extension
de l’étude des articles [4, 3] dans le cadre du rapport différentiel. Les deux cadres, malgré leur ob-
jet d’étude commun, la théorie de 'approximation polynomiale, différent radicalement tant par
rapport a leur logique et aux méthodologies combinatoires impliquées, qu’aux résultats obtenus
dans chacun d’eux. Par conséquent, la définition et ’étude de la classe GLO[0] induisent leurs
propres analyses et résultats qui différent, comme le lecteur peut le constater, de ceux proposés
dans [4, 3].

2 La recherche et ’optimisation locale en quelques mots

Avant de parler d’optima locaux, il faut définir une notion de proximité : les fonctions voisinage
nous permettent de le faire. Informellement, soit II un probléme d’optimisation, un voisinage V
pour II est une fonction qui a toute solution s de toute instance I de II associe un sous-ensemble
V(I,s) de solutions autour de s; les éléments de V(I,s)\{s} sont appelés solutions voisines
de s. Etant donné un voisinage V sur II, un optimum local d’une instance I n’est autre qu’une
solution au moins aussi bonne que ses voisins. Attention, on ne cherche pas une solution optimale
sur un sous-ensemble statique, mais une solution optimale sur un ensemble centré autour de
cette solution: il s’agit donc d’un sous-ensemble évolutif en fonction de la solution courante et
I'optimalité locale ne se définit pas & partir d’un sous-ensemble défini a priori mais a partir de
la solution considérée et des voisins qu’elle désigne, pour une structure de voisinage considérée.
Afin d’éviter d’avoir & préciser les sens d’optimisation des problémes manipulés, nous utiliserons
par la suite les signes > (resp., =) pour signifier qu’une solution est au moins aussi bonne (resp.,
strictement meilleure) qu’une autre!.

Définition 1. La solution § est optimum local de I relativement & V si et seulement si Vs €
V(1,3), mn(I,8) = mn(Z,s). 1
Disposant d’un probléme et d’un voisinage, il est facile de déterminer un optimum local. Partant
d’une solution, on explore son voisinage a la recherche d’une éventuelle meilleure solution, et
ainsi de suite jusqu’a ce que la solution courante n’ait pas de meilleur voisin: c’est un optimum
local. Cette recherche est formalisée sous le nom de LSA (Local Search Algorithm) : algorithme de
recherche locale. Etant donnés un probléme II & résoudre, un voisinage V pour I et un algorithme
polynomial approché Ar; pour II, un LSA se déroule comime suit :
(a) poser s; = Arr([); s = s1; ok = faux;
(b) tant que —ok faire:
(1) déterminer V(I,s);
(2) s'il existe s’ € V(I, s) telle que myi(I,s') = my(I,s), alors s = &', sinon ok = vrai;
(c) retourner s.
La solution initiale s; est obtenue en temps p(|1|). A I'intérieur de la boucle « tant que » (item (b))
qui consiste en la construction du voisinage, nécessite un temps de l'ordre de |V(I,s)| x ty(I)
si ty(I) représente le temps maximum de passage d’une solution & une solution voisine pour
le voisinage V sur linstance I. L’évaluation des voisins demande un temps au plus |V(/,s)| x
tm (1) sity (1) est le temps d’évaluation d’une solution sur l'instance I, supposé polynomial par
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définition de NPO. Enfin, la boucle « tant que » est itérée au plus |wr(I) — ()| fois: les
coefficients de la fonction objectif ainsi que les variables étant & valeurs entiéres, la valeur de la
solution augmente si opty; = max, diminue sinon, d’au moins une unité & chaque itération.

Quelques mots sur la complexité de I'algorithme LSA. Il est nécessaire pour le parcours du
voisinage de la solution courante que celui-ci soit de taille polynomiale; il faut de plus que
la construction de tout voisin & partir de la solution courante soit elle-méme polynomiale. On
traduit ces exigences par les deux conditions nécessaires: (i) il existe un polynéme p; tel que VI,
Vs € Solir (1), [V(1,s)| < p1(|I]) et (ii) il existe un polynoéme ps tel que VI ty(I) < po(|I]). Quant
au nombre d’itérations de la boucle « tant que » de ’algorithme LSA, on ne peut s’assurer de sa
polynomialité qu’en bornant le nombre d’étapes que nécessiterait le passage d’une solution de
valeur mi(Z, Ar(/)) & un optimum de valeur Fr(/). Une condition suffisante pour que l'item (b)
soit polynomial est de n’avoir qu’'un nombre polynomial de valeurs possibles pour les solutions
du probléme entre les valeurs my(Z, Ar(1)) et O(l), c.-a-d., il existe un polynéme p qui vérifie
pour toute instance I la relation suivante: si ay = my ([, s1) et n(ay) = |{mn(l,s) = az,s €
Solrr (1)}, alors n(ar) < p(|I]). Malheureusement, cette condition n’est pas vérifiable a priori en
temps polynomial.

Nous distinguons deux fagons de la vérifier : soit le probléme lui-méme n’admet qu’un nombre
polynomial de valeurs distinctes pour toute instance (c’est notamment vrai si le probléme est
polynomialement borné), soit c’est & nous qu’il revient de se rapprocher de la valeur optimale en
partant d’une bonne solution Ar(7). Effectivement, si la valeur d’une solution optimale est bornée
par un polynéme: (i.e., VI € Iy, |Bu(l)| < ps(|I])), il suffirait alors pour rendre la recherche
locale polynomiale de partir d’une solution initiale « assez proche de l’optimum », soit de disposer
d’un algorithme Ap; approché a rapport constant r pour le rapport classique dans le sens o1, si
opty; = max (le cas opt;; = min se traite exactement de la méme fagon), alors Ay (1) = rG(I) ce
qui implique | Ay (1) — fu(1)| < [1—7|Bu(l) < [1—7|ps(|1]). Cette discussion nous méne aux deux
conditions suffisantes suivantes concernant la polynomialité d'un algorithme LSA: (i) il existe un
polynéme p tel que VI, le nombre des solutions réalisables de I est inférieur ou égal & p(|I|) et
(i) IT € APX][p| et frr(I) est borné par un polynéme.

La conclusion est qu’on ne peut assurer a priori l'efficacité en temps d’un algorithme de
recherche locale: cela dépend fortement du probléme (ou de la restriction d’un probléme général
a une famille d’instances particuliéres) traité ainsi que de la définition de voisinage considérée.
Pour plus de renseignements sur la difficulté d’obtenir des optima locaux en temps polynomial
pour des problémes qui sont méme en dehors de la classe NPO-PB, cf., [17, 14, 13]).

On I’a vu, le voisinage est la notion centrale de la recherche locale ; or, un voisinage n’est autre
qu’un ensemble de points autour d’une solution donnée. Cependant, notre but étant de construire
a partir de ces voisinages des algorithmes polynémiaux, nous ne nous intéresserons naturellement
qu’a des voisinages polyndémiaux, c’est-4-dire qu’une solution, quel que soit le probléme traité,
aura un nombre polynomial de voisins. Ceci nous améne 3 la définition suivante du voisinage.
Définition 2. Soit II un probléme de NPO. Un voisinage sur II est une fonction V : Iy x Sol;p —
P(Solir) qui a toute solution s € Solrr(I) de toute instance I € Iy associe un sous-ensemble
V(I,s) C Solpi (1) de solutions de I contenant s, de taille au plus py(]I|) ol py est un polynéme. i
Par ailleurs, nous souhaitons définir une famille de voisinages qui permette de reconnaitre une
classe de problémes dont la spécificité serait d’avoir de bons optima locaux relativement & un
rapport d’approximation donné. Si IT est dans la classe APX][r] ou r € {p,d}, pour un certain
algorithme A, la fonction qui & toute instance I et toute solution s associe 'ensemble V' (I,s) =
{s,A(I)} est bien un voisinage, conformément a la définition que nous venons d’en donner; or,
tout optimum local pour ce voisinage faisant au moins aussi bien que la solution A(/) garantit
le méme rapport constant d’approximation que A et cela, quel que soit le rapport considéré.
Une telle définition nous ménerait ainsi & considérer simplement les classes APX][r| alors que



I’on souhaiterait justement par ’étude des optima locaux révéler des propriétés structurelles de
ces classes! Il faut donc trouver une définition pertinente pour la reconnaissance de problémes
dont les optima locaux auraient un bon ou un mauvais comportement vis-a-vis des rapports
d’approximation. Enfin, il faut également pour étre en mesure de construire ces voisinages savoir
quelle est, d’un point donné, la visibilité que 1’on s’offre de ’ensemble des solutions. Nous avons
vu que la mise en ceuvre d’un algorithme LSA polynomial était conditionnée par le nombre de
voisins d’une solution mais aussi par le temps de construction d’un voisin & partir de toute
solution. Les voisinages manipulés pour la résolution des problémes, quel que soit le cadre de
recherche (métaheuristiques comme approzimation polynomiale), suivent souvent le principe qui
consiste & obtenir les voisins d’une solution en changeant un nombre constant de composantes
de celle-ci (ajout/suppression de sommets pour des problémes de couverture, échange d’arétes
pour des problémes de tournées, ...). Ou dit autrement, & partir d’'une solution donnée, on
borne la visibilité de l’ensemble des solutions & une distance d’un certain nombre, constant, de
transformations de la solution courante. Ces voisinages peuvent étre regroupés sous le formalisme
des voisinages h-bornés, qui offrent une réponse & ces exigences et que nous définissons & présent.
Mais avant de manipuler la notion de borne, il faut définir une distance entre les solutions des
instances des problémes de NPO.

Définition 3. VII € NPO, VI € Iy, Vs, t € Sol(I), d(s,t) = ||s — tl|y = S0, |s; — £ 1

Définition 4. Soient II un probléme de NPO et h une constante, le voisinage Vﬁ h-borné
pour II est défini en toute solution s comme ’ensemble des solutions au plus h-distantes de s:
Vh, VI € Iy, Vs € Soli(I), VE(I,s) = {t € Soli(I) : d(s,t) < h}. 1

Par abus de langage, on qualifiera de h-borné tout voisinage ) contenu dans un voisinage h-borné,
soit toute fonction V vérifiant : VI € Iy, Vs € Soly(I), V(I,s) C VE(I,s).

Lorsque l'on parlera, pour une constante h et un probléme II donnés, du voisinage h-borné
sans autre précision, on se référera a tout Vﬁ. Pour une constante universelle h et un probléme II
de NPO, soit I une instance de II, le nombre de solutions h-distantes d’une solution quelconque
s € Solp(I) est majoré par un polynéme en la taille de I'instance: [{t € Soly(I) : d(s,t) <
< P (UTF < p(|7])"**. Enfin, la construction d’une solution voisine & toute solution de
toute instance demande un temps constant: les voisinages h-bornés remplissent les conditions
nécessaires de déroulement polynomial d’un algorithme de recherche locale présentées ci-dessus.

3 La classe GLO|[/]

Dans cette section, on s’intéresse exclusivement aux structures de voisinages h-bornés. Nous
définissons d’abord la notion d’optimum local garanti (pour des voisinages h-bornés).
Définition 5. Un probléme II garantit pour  la valeur de ses optima locaux s’il existe, pour une
constante 7 € ]0, 1] et un entier h, un voisinage h-borné V tel que tout optimum local § vis-a-vis
de V de toute instance I réalise un rapport d’approximation dr(7, §) d’au moins 7. Un probléme IT
est dans GLO|[4] s'il garantit la qualité de ses optima locaux et si on sait, pour le voisinage qui
permet d’établir cette garantie, déterminer un optimum local en temps polynomial. I

Dans la classe GLOI¢] (il en est de méme pour GLO|p]), il faut distinguer deux choses: les
optima locauz de qualité garantie (ce qu’on pourrait qualifier de « Stricte-GLO ») et la garantie
d’obtention d’un optimum local en temps polynomial; le but restant de trouver des solutions
approchées en temps polynomial, nous nous restreindrons toujours pour la classe GLO[J] aux
instances des problémes pour lesquelles on sait trouver un optimum local en temps polynomial.
C’est dans cet esprit que les auteurs de [4] ont placé GLO[p] dans NPO-PB, car cette restriction
est suffisante a la déduction de PTAA & rapport constant & partir du bon comportement global
des optima locaux du probléme général considéré.



3.1 Les premiers problémes de GLOIJ]

Dans la proposition qui suit nous montrons que divers problémes bien connus font partie de
la classe GLO[d] pour des voisinages 1-bornés (i.e., étant donné une solution s, les solutions
voisines consistent en celles résultant de s qui sont & distance 1 de s). Plus particuliérement
nous considérons dans un premier temps les problémes MAX CcUT, MAX INDEPENDENT SET-B,
MIN DOMINATING SET-B, MIN VERTEX COVER-B et MAX SET PACKING-B. Considérons un
graphe G(V, E) et, pour deux sous-ensembles X et Y de V, notons par < X,Y >= {ay € E/z €
X ety € Y}. Le probléme MAX CUT consiste & déterminer un ensemble U de sommets qui
maximise | < U,V\U > |. Le probléme MAX INDEPENDENT SET consiste & déterminer le plus
grand sous-ensemble de sommets U C V (ensemble stable) tel que <U, U >= (). Le probléme MIN
DOMINATING SET consiste & déterminer le plus petit sous-ensemble de sommets U C V' (ensemble
dominant) vérifiant pour tout sommet v de V: v € U ou < {v},U ># (. Le probléme MIN
VERTEX COVER consiste & déterminer le plus petit sous-ensemble de sommets U C V' (couverture
de sommets) tel que E =< U,V >. MAX INDEPENDENT SET-B, MIN DOMINATING SET-B et
MIN VERTEX COVER-B sont les variantes ot les graphes sont a degré maximum borné par B.
Considérons maintenant une collection C de sous-ensembles C1, Cs, ..., C, d’un ensemble D. Le
probléme MAX SET PACKING consiste & extraire un nombre maximum de sous-ensembles C; € C
d’intersection vide, soit & maximiser la quantité p = |C'| on, C' = {C},, C},,...,C},} C C tel que
Vk <le{l,...,p}, Cj, NCj, = 0. MAX SET PACKING-B est la variante de MAX SET PACKING
ou la cardinalité du plus grand ensemble de la famille C est bornée supérieurement par B.
Lemme 1. Considérons un graphe G(V, E) conneze, posons |V | = n et notons par A son degré
mazimum. Alors,

1. les problémes MAX INDEPENDENT SET et MIN VERTEX COVER sont équi-approrimable
pour le rapport différentiel ; ceci reste vrai également pour MAX INDEPENDENT SET-B et
MIN VERTEX COVER-B;

2. siU est un ensemble dominant de G, alors |U| > |V|/(A+1) ; supposons maintenant que U
est aussi minimal pour Uinclusion ; alors U =V \ U est aussi un ensemble dominant de G
et, en plus, [U| < A|V|/(A+1).

Preuve du point 1. Il est bien connu ([5]) que si U est un stable de G, alors V' \ U est
une couverture de sommets. Par conséquent pour tout stable U de cardinalité |U|, il existe
une couverture de sommets de cardinalité n — |U|. Par ailleurs, si on considére que pour MAX
INDEPENDENT SET, w(G) = 0 et que pour MIN VERTEX COVER w(G) = n, les rapports classique
et différentiel pour les deux problémes coincident pour tout graphe G. Ceci compléte la preuve
du point 1 du lemme.

Preuve du point 2. Considérons un ensemble dominant U. La définition d’un tel ensemble
implique [U| < (U, U)| = > ,cv [{{u},U)| < A|U|. L’expression précédente avec [U| = |V|—|U|
concluent |U| > |V|/(A+1).

Supposons maintenant que U est minimal pour l'inclusion de surcroit. Démontrons d’abord
que U est également un ensemble dominant. En effet, le graphe G étant supposé connexe, tout
sommet y € U est relié 3 'ensemble U ou son complémentaire U. Or, si y n’est relié¢ qu’a des
sommets de U, U\{y} est toujours dominant, ce qui contredirait la minimalité de U ; y est donc
relié¢ 4 au moins un sommet de U, autrement dit « Vu € U, |({u},U)| > 1 », c.q.f.d.

Puisque maintenant U est un ensemble dominant, nous avons, par la premiére partie du
point 2 |U| > |V|/(A + 1) qui implique |U| < A|V|/(A + 1). Ceci termine la preuve du point 2
et du lemme. 1

Dans la proposition ci-dessous, nous considérons uniquement des optima locaux pour les
voisinages 1-bornés. Pour les problémes étudiés, cela reviendra & I’étude des solutions maximales



ou minimales pour I'inclusion. Les analyses présentées sont les plus fines possibles puisque nous
montrons que les ratios d’approximations résultants sont atteints pour certaines instances.
Proposition 1.

1. Max cut € GLO[¢] ;

2. MIN DOMINATING SET-B € GLO[J] ;

3. MAX INDEPENDENT SET-B, MIN VERTEX COVER-B € GLO[{];

4. MAAX SET PACKING-B € GLOJJ].
Preuve du point 1. Soit G(V, E) un graphe et soit U un sous-ensemble dominant de som-
mets. L’ensemble U est un optimum local si et seulement si le changement d’affectation d’un
sommet v de U & U ou de U a U n’améliore pas la solution, soit si U vérifie: Yu € U,
[({u}, U)| < |({u},U)| et Yu € U, |{{u},U)| < |{({u},U)|. Les relation précédentes impliquent :
> uer [{ul, U+ 2 e [H{ud, U)] < Xuep [({ul, D)4+ 2 ucw [({u}, U)| ce qui donne 2|(U, U) |+
22U, U)| < 2|{(U,U)| et ceci est équivalent & |E| — m(G,U) < m(G,U), i.e., m(G,U) > |E|/2.
Avec B(G) < |E| et w(G) = 0 (la pire solution pour MAX CUT consiste & prendre U = V), on
obtient 6 > 1/2.

Considérons maintenant I'instance résultant d’un Cy (i.e., un cycle de taille 4); un optimum
local (le moins bon) pour les voisinages 1-bornés est donné par deux sommets consécutifs du
cycle et a une valeur de 2 tandis qu’un optimum global est donné par deux sommets alternés du
cycle et a une valeur de 4. Ceci conclut la preuve du point 1 de la proposition.

Preuve du point 2. Par la premiére partie du point 2 du lemme 1, 5(G) > |V|/(B + 1)
(Doptimum est lui-méme dominant) et par le deuxiéme point m(U,G) < B|V|/(B + 1) puisque
Pon a A < B. Par ailleurs, w(G) = |V| (la pire solution consiste a prendre tous les sommets).
On obtient donc le rapport 6(G,U) = (n — |U|)/(n — B(G)) > 1/B.

Considérons maintenant I'instance résultant d’un graphe biparti complet K; . un optimum
local pour les voisinages 1-bornés est déterminé par ’ensemble stable de taille B issu de la
bipartition tandis que ’optimum global est donné par l’autre ensemble stable issu de la bipartition
et vaut 1 et que la pire solution est donné par les B + 1 sommets. Ceci termine la preuve du
point 2 de la proposition.

Preuve du point 3. Par le point 1 du lemme 1, MAX INDEPENDENT SET-B et MIN VERTEX
COVER-B sont équi-approximables pour le rapport différentiel. Par ailleurs, avec la valeur 0
considérée comme pire pour MAX INDEPENDENT SET-B les rapports classique et différentiel sont
identiques. Etant donné enfin que, comme il est démontré dans [4], MAX INDEPENDENT SET-B€
GLOJp] (en considérant les voisinages 1-bornés) , la preuve du point 3 est conclue.

Preuve du point 4. Considérons une instance I(D,C) de MAX SET PACKING et construisons
une instance f(I) = G(V, E) de MAX INDEPENDENT SET en associant & chaque sous-ensemble C}
de la famille C un sommet v;, et en créant une aréte v;v;s & chaque fois que deux ensembles C;
et Cj correspondants comporteront des éléments communs: f : [ = (D, {C4,...,Cp}) — f(I) =
G(V,E) avec V. = {v1,...,v,} et E = {vjuy : j # j,C; N Cj # (0}. La construction de
I'instance f(I) prend un temps au plus n*m? pour considérer les couples d’ensembles (C;, C}/) et
comparer leurs éléments. Les deux instance I et f(I) ont le méme ensemble de solutions {0,1}"
et une telle solution s sera interprétée de la facon suivante:

— 5; =14 C; € C' pour I'instance I de MAX SET PACKING ;

— 8; =1 v; € U pour l'instance f(I) de MAX INDEPENDENT SET.

Ainsi, la fonction g est la fonction identité: g = Id : {0,1}" — {0,1}", s — g(s) = s, ce qui
induit une réduction évidemment surjective. Par construction, la relation « s stable dans G < s
solution de MAX SET PACKING dans C » est vérifiée: « s stable dans G » équivaut « Vj < 7/,
sj x s = 1 implique vjvy ¢ E » ce qui équivaut « Vj < j', s; X sy = 1 implique C; N Cjyr =0 »
ce qu’a son tour est équivalent & « s solution de MAX SET PACKING dans (C, D) ».



Les deux instances ont donc méme ensemble de solutions réalisables. De plus, toute solu-
tion s a méme valeur sur les instances [ et f(I), i.e., Vs € {0,1}", m(G,s) = m(C,s) = Y 1", s;.
Par conséquent, MAX SET PACKING et MAX INDEPENDENT SET sont équi-approximables pour
le rapport différentiel (et pour le rapport classique). Aussi, il est facile de voir que, par la ré-
duction que nous venons de décrire, si la cardinalité du plus grand ensemble de la famille C
est bornée par B, alors le degré maximum de G est borné par B, également. Enfin, soit k£ une
constante, les voisins k-distants d’une solution s sont les mémes sur I et f(I) et en propo-
sant pour tout voisinage )’ considéré pour MAX INDEPENDENT SET le voisinage g()') pour
MAX SET PACKING, on conclue allégrement que si MAX INDEPENDENT SET-B € GLOJ¢], alors
MAX SET PACKING-B € GLOJd]. Le point 3 suffit alors pour conclure la preuve du point 4 et
de la proposition. I

Si B n’est plus seulement une borne mais le nombre exacte de sommets adjacents & tout
sommet, soit dans le cas de graphes B-réguliers, le rapport d’approximation différentiel de tout
optimum 1-local des probléme de MAX INDEPENDENT SET-B et MIN VERTEX COVER-B est
porté, pour des graphes connexes, & 2/(B + 1). Effectivement, on remarque alors que, pour la
couverture de sommets, toute solution d’une instance I doit intégrer au moins m/B sommets
pour couvrir tout F, chaque sommets permettant de couvrir au plus B arétes; or, dans le cadre
de graphes B-réguliers, les nombres m et n d’arétes et de sommets sont liés par la relation:
2xm = 2|E] = 3% d(v;) = B xn, o d(vj) est le degré du sommet v; dans le graphe.
Ainsi, de 5(I) > m/B on déduit (1) > n/2, et le rapport différentiel d’approximation d’une
couverture minimale U, qui est toujours de taille au plus n x B/(B + 1) par la dominance de U,
réalise un rapport différentiel de: 6(1,U) = (n —|U|)/(n — (1)) = 2/(B +1).

3.2 Problémes de partitionnement héréditaire et GLOI{]

Une propriété P est héréditaire si elle vérifie, VX et VY C X, P(X) = P(Y). De plus, la
propriété est dite non triviale si elle est vrai pour une infinité d’ensembles X et faux pour une
autre infinité. Le probléme MAX INDEPENDENT SET ou celui de la clique de taille maximum sont
des problémes définis sur des propriétés héréditaires. Soit P une propriété héréditaire et X un
ensemble. Une P-partition de X est un ensemble S = {Vi,...,V,} de sous-ensembles de X qui
vérifie les trois propriétés suivantes:

- UL Vi=X;

~Vi,j=1,...,q,i#j=V,NV; =0;

-VYi=1,...,q, P(V;).

Soit IT un probléme de NP O dont les instances sont la donnée d’un ensemble X et éventuellement
d’une valuation p : X — N des éléments de X ; Il est un probléme de partitionnement héréditaire
s'il existe une propriété héréditaire P telle que toute instance I de II revient & résoudre un
probléme du type:

q
Br(I) = min {Za (Vi) : S={V1,...,Vy} est une P-partition de V}
i=1

ol « est une fonction d’évaluation des ensembles de type indicatrice notée 1|, poids maximum,
poids moyen, ...Le bin-packing, la coloration, les problémes de partition en cliques, en sous-
graphes & degré borné, en sous-graphes planaires ..., sont tous des problémes de partitionnement
héréditaire. Il s’agit pour tous ces problémes de partager un ensemble (d’éléments, de sommets)
en un nombre minimum de sous-ensembles vérifiant une certaine propriété. Ainsi, le probléme de
coloration partage les sommets en un minimum de stables quand celui de la partition en cliques
les partage en un minimum de cliques; pour le probléme de partition en sous-graphes & degré



borné, le sous-graphe induit par chaque sous-ensemble de la partition doit étre de degré borné
par une constante ; pour la partition en sous-graphes planaires, les sous-graphes induits doivent
étre planaires. Enfin, le bin-packing reléve du rangement d’éléments dans un nombre minimum
de boites, de sorte que la somme des volumes des objets dans une boite n’excéde pas le volume
de la boite. La stabilité, la clique, la majoration (sur les degrés dans les graphes ou sur le poids
d’un ensemble d’éléments), la planarité sont toutes des propriétés héréditaires.

Chacun de ces problémes a fait I’'objet de nombreuses études dans son propre cadre, et ont
donné lieu a différents algorithmes de résolution approchée ; ce sont tous des problémes-clef de la
recherche opérationnelle. Le probléme de coloration, par exemple, a de nombreuses applications
dans la conception d’emplois du temps (de tournois, d’examens, . ..) [6, 16]; celui de la partition
en sous-graphes planaires (appelé aussi vertex thickness) intervient notamment dans la conception
de circuits imprimés (cf., [15] pour un tour d’horizon des études liées a ce probléme).
Proposition 2. Si II est un probléme de partitionnement héréditaire d’évaluation o =1| alors
IT € GLOJJ].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour le voisinage 2-borné réalise un rapport
différentiel de 1/2 pour les problémes de partitionnement héréditaire et que ce rapport est atteint
asymptotiquement pour une propriété héréditaire quelconque non triviale.

Soit IT un probléme de partitionnement héréditaire et X = {z1,...,2,} un ensemble a n
éléments. Voyant une partition comme une répartition des éléments de X sur au plus n ensembles,
on peut représenter toute solution Vi, Va, ..., V, par un vecteur s € {0, 1}"2 qu’il faut interpréter
selon: « sé =1 », si et seulement si « I’élément x; est dans le sous-ensemble V; » et qui vérifie:

3 = 0 si seuls les ¢

Vi=1,...,n, Z?leé» = 1si s est une partition et Vj = ¢+ 1,...,m, > ;s
premiers indices sont utilisés.

La valeur d’une solution pour o =7| est le nombre de sous-ensembles formant la partition et
comme ce nombre ne peut excéder la cardinalité n de l'instance, il s’en suit que II est évidemment
polynomialement borné: VX € Iy, wip(X) = | X| = n.

Considérons le voisinage V qui consiste & passer d’une solution & une solution voisine en chan-
geant I’affectation de deux éléments au plus et soit {V7, ..., V,} un optimum local relativement &
ce voisinage. L’optimalité de la partition {V1, ..., V,} signifie qu’aucune affectation réalisable d’un
élément & un autre sous-ensemble n’améliorerait la solution actuelle: en d’autres termes, il n’est
pas dans {Vi,...,V;} de singleton que I'on puisse éliminer. Si la solution comporte k singletons,
on suppose qu’il s’agit des k premiers sous-ensembles V) = {v1},...,V;, = {vx} et 'on remarque
que P étant héréditaire, les sommets vy, ..., v seront toujours dans k ensembles distincts; en
d’autres termes: V(i # j) € {1,...,k}, si =P({v;,v;}), alors Vs € Soli(X), mn(X,s) > k, et
par conséquent, Orp(X) > k.

Par ailleurs, les autres sous-ensembles Vj. 11, ...,V contenant chacun au moins deux éléments,
ils verifient Y 7, | Vil = n—k > 2(q—k), si et seulement si ¢ < (n+k)/2. Donc, en conclusion,
(X, Vis - Va}) = (@nn(X) — 0)/(wn(X) = Bu(X)) = (n — ((n+k)/2)(n — k) = 1/2.

Démontrons que ce rapport est atteint. Soient une propriété héréditaire P non triviale et X,,
une famille d’ensemble strictement croissante pour I'inclusion vérifiant P. Considérons la suite
d’instance I,, = (X, P) du probléme de partitionnement héréditaire II. On a [ (X,) = 1,
wir(Xy) = | Xy| et un optimum local pour les voisinages 2-bornés partitionne X,, en des sous-
ensembles de tailles deux, plus peut-é&tre un sous-ensemble de taille trois et a pour valeur ||X,,|/2].
|

Ce résultat, par I'apparente naiveté de la solution approchée, n’est cependant pas si ano-
din puisqu’il égale le rapport obtenu pour le probléme de coloration minimum dans [7] (monté
a 289/360 depuis, ([8])). Mais il laisse surtout augurer de meilleures approximations a I’aide
d’une analyse un peu plus fine, avec des voisinages un peu plus grands.



3.3 Couverture d’ensembles

Une instance I(C,S) du probléme de couverture d’ensembles minimum (MIN SET COVER)
est la donnée d’un ensemble C' = {ci,ca,...,cpn} d’éléments & couvrir et d’une famille S =
{51,852,...,8,} C 2¢ de sous-ensembles d’éléments de C' d’union C'. Le but est de trouver un
ensemble S C S de cardinalité minimum qui recouvre C. On se restreint ici aux instances B-
bornées, c’est-a-dire aux instances I(C, S) dont tous les sous-ensembles S; de la famille S vérifient
|Si| < B. Nous notons cette variante de MIN SET COVER par MIN SET COVER-B.

Proposition 3. MIN SET COVER-B € GLO[].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise un rapport
différentiel de 1/(B + 1).

La valeur d’une solution S est donnée par mgc(Z,S) = |S|. Il s’agit d’un probléme polyno-
mialement borné puisque la pire solution, consistant a sélectionner tout S, est de valeur n. Le
voisinage 1-borné désigne ici comme voisine d’une solution S toute sélection S’ dont au plus un
sous-ensemble différe de S'; les optima locaux pour ce voisinage sont simplement des solutions
minimales.

Considérons une couverture S = {51, 52,...,5p} de taille p; S est une couverture minimale
si elle vérifie les deux conditions suivantes: (i) Vi = 1,...,m, 35 € {1,...,p} tel que ¢; € S;
et (i) Vj = 1,...,p, Jij € {1,...,m} tel que ¢;; € Sj et Vj' # j € {1,...,p}, ¢;; ¢ Sy. La
condition (i) traduit la réalisabilité de la solution S, la condition (ii) sa minimalité. Par (ii), on sait
qu’on peut construire un ensemble C' = {¢iy, ..., ci,} de p éléments distincts (un élément par sous-
ensemble S; de la couverture) qui vérifient : Ve, € C, 3 Jj€{l,...,p} tel que ¢;y € S;. Sil'instance
initiale est telle que tout élément ¢; € C apparait dans au moins deux sous-ensembles S}, alors

c’est en particulier vrai des éléments ¢/, .. ., c;, ; ceux-ci ne pouvant, par construction, appartenir
a un second sous-ensemble de S, ils apparaissent donc dans les sous-ensembles Sy 1,..., 5y, ce
qui permet d’établir Pinclusion C' C U7, 5;.

Les sous-ensembles S; de S \5’ étant de taille bornée par B, on en déduit sur p la relation:
p < B(n—p) & p < Bn/(B+1), ce qui nous améne au rapport de performance: §(I,S) =
(W) = p)/(w) = B(I)) = (n — (Bn/(B+1)))/n=(n/(B+1))/n=1/(B+1).

Si un certain élément & couvrir ¢; n’apparait que dans un sous-ensemble S}, ce sous-ensemble
sera contenu dans toute solution. Aussi, pour se ramener au cas précédent, suffit-il d’appliquer
préalablement a I’instance I le processus suivant qui permette d’isoler de tels sous-ensembles et
se ramener ainsi au cas précédent :

— poser Sp =0; C'=C; S =8; stop = faux;

— tant que —stop faire: s’il existe ¢ € C” vérifiant 3!j : (S; € ') A (c € Sj),

— alors poser Sy = Sp U {S;}; C" — C'\S;; S" — S'\{S;}; pour tout Sy € S faire:
Sk < Sk\S;;
— sinon poser stop = vrai;

— retourner [I' = (C’,S"), So].

Le pré-traitement ci-dessus renvoie un ensemble Sy de sous-ensembles compris dans toute solution
réalisable et une instance I’ de MIN SET COVER-B pour laquelle tout élément ¢’; est contenu
dans au moins deux ensembles S;. Les instances I et I’ sont étroitement liées par les relations
suivantes: S’ € Sol(I’) si et seulement si S’ U Sy € Sol(I) et m(I,S" U Sy) = m(I',S') + |Sol.
Elles impliquent §(1, S’ U Sp) = 6(I’,5") et la preuve de la proposition est compléte. i

Si, pour j = 1,...,n, la taille des sous-ensembles s; est bornée par B, une solution optimale
devra prendre, pour couvrir les m éléments de C', au moins m/B sous-ensembles. Par ailleurs, si
tout élément apparait dans au plus A sous-ensembles, la famille S ne peut disposer de plus de
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A x m sous-ensembles. En conséquence, la valeur 3(I) d’une solution optimale sera d’au moins
m/B > n/(BA), ce qui conduit pour tout optimal 1-local a:

B
- n— =—n 1 BA
5(1,5) > P = (

—_
~—

Par ailleurs, puisque w(/) < BAS(I) pour toute instance I, il est facile de voir que 1/p(1, S )
5(I,S) + (1 —6(L,5))BA. En utilisant pour 6(1,S) 'expression (1), on obtient: 1/p(I,.S)
B2A/B + 1. La discussion ci-dessus introduisent le corollaire suivant.

N IN

Corollaire 1. Considérons la variante de MIN SET COVER-B ot le nombre de sous-ensembles
contenant un élément donné est borné par une constante A. Alors, toute solution minimale ga-
rantit un rapport différentiel d’approximation minoré par BA/((B + 1)(BA — 1)). Cette variante
est également élément de GLO[p], avec un rapport classique d’approzimation de toute solution
minimale de (B +1)/(B2A).

Considérons a présent la variante MIN WEIGTED(K') SET COVER-B de MIN SET COVER-B pour
laquelle les sous-ensembles s; de la famille S sont pondérés par des entiers non nul p; < K,
ou K est une constante. Nous montrons que les preuves faites précédemment permettent en
réalité d’établir la qualité des optima 1-locaux, méme dans ce cas plus général: cela signifie
qu’un optimum local du probléme non pondéré est une bonne solution du probléme pondéré, la
minimalité des solutions qui désigne les optima 1-locaux étant indépendante d’une quelconque
pondération.

Proposition 4. MIN WEIGHTED (K) SET COVER-B € GLO[J].

Preuve. Considérons une instance I de MIN WEIGTED(K) SET COVER-B et notons par I’ la
méme instance vue comme instance de MIN SET COVER-B, c.-d-d.oul les poids sont ignorés.
Evidemment, I et I’ ont les mémes ensembles de solutions et les mémes optima locaux. La
différence en valeur sur I entre une pire solution et un optimum local S , est donnée par la
somme des poids des sous-ensembles de S \g et les poids de ces sous-ensembles étant au moins
de 1, on écrit naturellement

w([)—m([,§> 2w([’)—m<[’,§> (2)

De méme, la différence en valeur, toujours dans le cas pondéré, entre une pire solution et un
optimum global S*, est donnée par la somme des poids des sous-ensembles de S\S* et les poids
de ces sous-ensembles étant d’au plus K, on déduit simplement

w(l) = B(I) < K (w (I') = B(I')) (3)

Par les expressions (2) et (3), 6(1,5) > 6(I',S)/K, q.e.d. I

On peut trivialement généraliser le résultat de la proposition 4 en différentiel comme en
classique a tout probléme ensembliste II dont la version non pondérée évalue ses solutions par
leur cardinalité. Soit II un tel probléme, on note WII sa version pondérée; si I’on introduit des
poids compris dans un intervalle [k, K], on a toujours |wwri(I)—mw (L, s)| = klwn(I)—mn(1, s)|,
pour toute solution réalisable s, et |wwi(Z) — Bwn(I)| < K|wi(I) — fu(l)], ce qui nous assure
la préservation du rapport différentiel au facteur k/K prés; pour le rapport classique, il suffit
de considérer mkm(f,s) < K x mu(l,s) et fwi(f) > k x fu(l) si Il est un probléme de
minimisation, mwrr(I,s) > k x mu(l,s) et Swn(l) < K x Br(I) si II est un probléme de
mazimisation, pour s’assurer de préserver le rapport d’approximation, au méme facteur k/K
prés.

Soient maintenant C' = {c1, 2, ..., ¢y} un ensemble fini et S = {S51,59,...,S5,} une famille
de sous-ensembles de C' tels que tout élément c; apparait dans au plus B sous-ensembles S;. Un
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ensemble transversal (Hitting Set) est une sélection C d’éléments de C' qui parcourt tout S dans
le sens ou tout sous-ensemble S; € S doit avoir au moins un élément dans C:Vj=1,...,n,
S;NC # 0. Nous notons par MIN HITTING SET-B la variante ot le nombre d’ensembles contenant
un élément donné est majoré par B. On peut voir aisément que si on intervertit les roles des
éléments et des sous-ensembles le probléme MIN HITTING SET devient MIN SET COVER et le
corollaire suivant est immédiatement déduit.

Corollaire 2. MIN HITTING SET-B € GLOIJ].

3.4 Ensemble minimum d’arétes retour

Soit G(V, E) un graphe simple, le probléme d’ensemble minimum d’arétes retour (Feedback
Edge Set), noté MIN FEEDBACK EDGE SET dans ce qui suit, consiste & déterminer un sous-
ensemble d’arétes F© C E de taille minimum tel que tout cycle emprunte au moins une aréte
de F.

Proposition 5. MIN FEEDBACK EDGE SET € GLO[J].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour les voisinages 1-bornés réalise un
rapport différentiel de 1/2 et que c’est atteint asymptotiquement.

De facon évidente, on a pour tout graphe G(V, E) w(G) = |E| et 3(G) = 0: c’est un probléme
polynomialement borné. Considérons une fois de plus les solutions minimales, optima locaux pour
les voisinages 1-bornés qui consiste & accepter comme solutions voisines d’une solution F' tous les
ensembles d’arétes obtenus par ’ajout ou le retrait d’une aréte a ’ensemble F. SiT' = {v1,...,7%}
désigne I’ensemble des cycles élémentaires sur GG, un ensemble minimal F' = {ej,e2,...,€p}
d’arétes retour vérifie: (i) Vi = 1,...,r, 3j € {1,...,p} tel que e; € ~; (F ensemble d’arétes
retour) et (ii) Vj =1,...,p, 3i; € {1,...,r} tel que 75, N I = {e;} (F minimal).

Considérons la famille {vi,,...,v,...,7,} des cycles qui, selon (ii), passent chacun par
une unique aréte e; = u;v; de F'; tout cycle v;; contenant au moins trois arétes, il emprunte
deux arétes distinctes tju; et vjw; (éventuellement t; = w;) de E\F incidentes & e;. Soit F' =
UE_ {tjuj, vjw;} Iensemble de ces arétes, comme l'ensemble V(F') = U%_;{u;,v;} des sommets
engendrés par les arétes de F' est constitué d’au moins p sommets distincts, ’ensemble F”, en
tant qu’ensemble d’arétes d’extrémité les sommets de V' (F'), contient également au moins p arétes
distinctes. D’ou: |F'| > pet I/ C E\F = |[E\F| >2p=|E|—-p>2p < p < |E|/2 dont le
résultat nous permet de déduire et de conclure: 6(G,F) = (wrps(G) —p)/(w(G) — B(G)) =
(12| - (|B|/2))/|E| = 1/2.

Considérons maintenant la suite de graphes G,(V,, E,) ou V,, = {v1,...,vp43} et E, =
{vive} U{viviye,v2vir2 1 1 < i < n+ 1}. Un optimum global est donné par vivs et vaut 1, la
pire solution est donnée par F,, et vaut 2n + 3, tandis que le moins bon des optima locaux pour
les voisinages 1-bornés est donné par ’ensemble {viv;i12: 1 < i< n+1} et vaut n+1, c.q.f.d.. I

3.5 Ensemble minimum de sommets retour

Soit G(V, E) un graphe quelconque ; une solution du probléme d’ensemble minimum de som-
mets retour (Feedback Node Set), noté MIN FEEDBACK NODE SET, est un sous-ensemble U C V/
de sommets tel que tout cycle de G emprunte au moins un sommet de U (par rapport & MIN
FEEDBACK EDGE SET, il ne s’agit plus comme pour le probléme MIN FEEDBACK EDGE SET de
couvrir les cycles de G par les arétes, mais par les sommets). Comme d’habitude nous notons
par MIN FEEDBACK NODE SET-B la variante du probléme général restreinte aux graphes a degré
maximum majoré par B.

Proposition 6. MIN FEEDBACK NODE SET-B € GLO[J].
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Preuve. La preuve est semblable & celle qui nous a permis d’établir 'appartenance de MIN FEED-
BACK EDGE SET & GLO[J] pour les voisinages 1-bornés. Considérons dans un graphe G(V, E') un
sous-ensemble U de sommets incident a tout cycle de GG, de taille minimale ; cela signifie: Vx € U,
3y cycle élémentaire tel que y N U = {z}. Si U est constitué de p sommets ui, ..., u,, alors on
peut a chacun d’entre-eux associer un cycle élémentaire ~; qui n’intersecte U qu’en le sommet ;.
Notons a; et b; les sommets adjacents & u; dans 7;, a; et b; sont bien distincts (tout cycle étant de
taille au moins deux) et appartiennent (par minimalité) au complémentaire U de U. Un sommet
ne pouvant étre adjacent & plus de B sommets, il y a parmi ’ensemble {a1,...,ap,,b1,...,b,} au
moins 2p/B sommets distincts. Par conséquent, |U| > 2|U|/B implique |U|((2/B) + 1) < n qui
équivaut |U| < (B/(B +2))w(G) < (B/(B+2))w(G)+(2/(B + 2))B(G). En d’autre termes, un
rapport différentiel d’au moins 2/(B + 2) vient d’étre mis en évidence, ce qui conclut la preuve. I

3.6 Un probléme d’ordonnancement

Nous considérons les problémes simples d’ordonnancement de taches sur m multiprocesseurs,
noté MIN MULTIPROCESSOR SCHEDULING|[m] (Minimum Multiprocessor Scheduling). Une ins-
tance I de MIN MULTIPROCESSOR SCHEDULING|m/| consiste en la donnée de n taches Ji, ..., J,,
de durées d’exécution respectives p1, ..., p, (on suppose que la durée d’exécution d’une tiche est
indépendante de la machine sur laquelle elle sera effectuée). Une solution consiste en la répar-
tition des taches sur m machines My, ..., M,,, de sorte & minimiser le temps d’exécution de la
machine la plus sollicitée (il n’y a pas de contraintes de précédence). Une solution sera représentée
par le vecteur = € {0,1}"™ dont les composantes x; non nulles correspondent & I'affectation de
la tAche j & la machine i. On se restreint pour assurer la convergence en temps raisonnable des
algorithmes de recherche d’optima locaux, & des poids polynomialement bornés par n* ou k est
une constante absolue (ne dépendant ni de n ni de m). Nous notons par MIN MULTIPROCESSOR
SCHEDULING|m/|(k) cette variante.

Proposition 7. MIN MULTIPROCESSOR SCHEDULING|m|(k) € GLOId].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise un rapport
différentiel de m/(m + 1) ot m désigne le nombre de machines et que ce rapport est atteint.
Considérons une instance I de MIN MULTIPROCESSOR SCHEDULING[m/|(k). La pire solution
revient naturellement a placer toutes les taches sur une méme machine, de valeur w(l) = >>'_, pj,
quand une meilleure solution ne pourra jamais faire moins que la durée maximum d’exécution
d’une tache, soit par exemple 3(I) > p1. Ainsi, pour des durées bornées par n* pour une constante
universelle k, la quantité w(l) — B(I) est bien borné par un polynéme (n — 1)n* en la taille n
de I'instance. Considérons un optimum local z relativement aux voisinages 1-bornés qui accepte
comme solution voisine d’une affectation des tiches aux machines toute répartition dont au
plus I'affectation d’une tache différe, et supposons que la premiére machine est la plus chargée,

soit quelle vérifie, si p(M;) désigne la charge de la machine M;: p(My) = Y7 xj x p; =

, ' =1
max;=1,.m{P(M;) = >_7_; 2 xp;}. On note alors 1, ..., k les indices des taches placée dans M.
Si Iaffectation x est un optimum 1-local, alors elle vérifie Vi =2,...,m, Vj =1,... k:
pj+p (M) = p(M) (4)
1
p(M;) > 5p(M) (5)
n
m+1
W)=Y > " tpn) ©
j=1
1 m
M) < ——p( 1 7
PO < g+ () @
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ou l'expression (5) est le résultat de 1’addition des expression (4) pour j = 1,...,k et du fait
que I'on peut supposer k > 2 (sinon Poptimum local est global) et ’expression (6) est le résultat
de 'addition des expression (5) pour i = 2,...,m et de p(M;). Finalement, ’expression (7) est
impliqué par 'expression (6) puisque la meilleure solution est nécessairement supérieure ou égale
4 la durée moyenne de ’ensemble des tache, d’ou le résultat. Considérons maintenant 1'instance
suivante [ = (J,p) ou J = {j1, ..., jm(m—1)+2} et p1 = p2 = m, et pour tout i > 3, p; = 1. Une
solution optimale est déterminée en mettant une tache de taille m et une tache de taille 1 sur les
deux premiéres machines et (m -+ 1) taches de taille 1 sur toutes les autres machines et a pour
valeur 5(I) = m + 1, un optima 1-local est déterminé en mettant les deux tiches de taille m
sur la premiére machine et m taches de taille 1 sur toutes les autres machines et a pour valeur
m(I,z) = 2m tandis que la pire solution a pour valeur w(I) = m?+m et consiste & mettre toutes
les taches sur la premiére machine. il

De la relation 3(I) > (1/m)x 3_7_; pj, on déduit w(I) < mx 3(I), ce qui permet de conclure
avec la preuve du théoréme 7: m(I,z) < 2(1—1/(m+ 1))B(I) et d’obtenir le corollaire suivant.
Corollaire 3. MIN MULTIPROCESSOR SCHEDULING|m|(k) € GLO[p].

Le résultat du corollaire 3 est plus intéressant qu’il ne parait. En effet, nous venons de mettre
en évidence le premier probléme de GLO|p] et GLO[J] dont nous savons qu’il admet un schéma
d’approximation polynomial pour ’approximation classique ([10]).

4 Résultats négatifs

Nous proposons maintenant des cas de non appartenance aux classes GLO[R]. Il faut ce-
pendant considérer ces résultats avec prudence, la notion de voisinage h-borné pouvant étre
fortement dépendante du codage choisi des solutions. Nous pensons notamment & ’'intégration,
dans le voisinage, des solutions complémentaires. En terme de distances, pour le codage naturel
qui considére sur une instance & n variables un vecteur binaire de taille n, deux affectations com-
plémentaires T et T sont effectivement n-distantes et ne peuvent ainsi étre considérées comme
voisines dans le cadre de voisinages h-bornés; cependant, il suffit d’ajouter un bit supplémen-
taire seulement au vecteur 7' (ce qui demeure un codage raisonnable) pour rendre cela possible:
il S’agit d’interpréter ce bit comme le sens de lecture des n bits suivants. Alors, le passage d’une
solution & son complémentaire ne réclame plus n, mais un unique changement et les solutions 7'
et T se retrouvent voisines pour tout voisinage h-borné. Pour lever ’ambiguité afférente au co-
dage des solutions, il faudra comprendre les résultats négatifs proposés comme étant édictés pour
une interprétation « physique » et non plus mathématique des voisinages h-bornés.

4.1 Satisfaisabilité maximum

Une instance du probléme de satisfaisabilité maximum (MAX SAT) est la donnée d’un en-
semble X de variables bivalentes et d’une famille C' = {¢1,..., ¢} de clauses disjonctives sur
I’ensemble des littéraux {x1,...,z,} U{Z1,...,Z,}; une solution réalisable est une affectation
des valeurs de vérité et la solution optimale est une affectation qui rende vraies un nombre maxi-
mum de clauses. La preuve de I’appartenance du probléme MAX SAT & la classe GLO[p] a été
faite dans [4], pour les voisinages 1-bornés avec un rapport 1/2; nous montrons qu’il n’en est pas
de méme pour le rapport différentiel.

Théoréme 1. MAX sAT ¢ GLO[J].

Preuve. On montre que pour tout h, MAX SAT ¢ GLO[d] pour des voisinages h-bornés.
Considérons la famille d’instances (Ix)r>1, I = (X, Ck) Vk, définie par:
- X = {xl,xg, - ,xk} (i.e., Ly = {xl,xg, ... ,xk} U {fl,i‘z, ey fk}) ;
= Ck, = P (Li)\{(T1, T2, - -, Tp) }-
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ou Py (Ly) désigne Pensemble des parties de taille k£ de 'ensemble L des littéraux qui ne sont
pas des tautologies. Toutes les clauses de taille k, sauf la clause composée des k littéraux négatifs
(z1,Z2,...,Tk), sont donc générées. Toute clause contenant au moins un littéral positif, 'affec-
tation (1, 1,...,1) satisfait les |C}| clauses ; d’autre part, toute autre affectation satisfait |Cx| —1
clauses. Effectivement, soit ¢ une affectation, on note t° ensemble des indices des composantes
nuls de ¢t: ¥ = {iy,...,i,} = {i € {1,...,n} : t; = 0} ; t avére toutes les clauses, sauf la clause
& suivante: ¥ = (i‘l, ey T =15 Ty Ty 1y ey i‘ijfl, l‘ij,i‘ijJrl, ce ,i‘ipfl, Tiy) jierla ce ,i‘n) dans
laquelle les variables d’indice dans t° apparaissent sous forme positive et les autres variables sous
forme négative. Or, c? existe toujours dans Cy si t # (1,1,...,1). On a ainsi pour k quel-
conque w(l) = |Ck| — 1 et B(I) = |Ck|: quels que soient la constante h et le voisinage h-borné
associé, il existe avec Cj pour k > h une instance du probléme MAX SAT pour laquelle ’af-
fectation (0,0,...,0) est & la fois optimum local et pire solution (puisqu’il faudrait changer k
valeurs pour augmenter la performance, soit plus de h changements) et de fait, cette affectation
constitue un optimum local de rapport différentiel nul. On en conclut la non appartenance de
MAX SAT & la classe GLO[J]. I

La démonstration précédente nous permet de déduire une information importante sur les
fameuses sous-classes M AXk-SAT des instances de satisfaisabilité formées de clauses d’au plus &
littéraux.

Corollaire 4. Vk, Yh < k MAXk-SAT ¢ GLO[S] pour des voisinages h-bornés.

4.2 Ensemble minimum de sommets retour (le cas général)

Malgré leur grande similarité, MIN FEEDBACK NODE SET a un comportement fortement di-
vergent quant & ’approximation par des optima locaux par rapport & MIN FEEDBACK EDGE SET,
puisque, Vh > 0, il n’assure pas dans le cas général la qualité de ses optima locaux relativement
aux voisinages h-bornés.

Proposition 8. MIN FEEDBACK NODE SET ¢ GLO[J].

Preuve. Considérons la famille des graphes bipartis complets G, (X, UY,, E,) définis pour tout
entier p > 1 par: X, = {z1,...,2p}, Yp = {y1,...,yp2} et B, = X;, xY},. Les cycles élémentaires
de G étant de la forme (i, Yiy, Tig, Yigs - - s Tijs Yijs - - - Tig, Yia» Tiy ) Une solution U sera réalisable
si et seulement si elle contient & un sommet prés tout X, ou tout Y,: VU C X, UY,, U est une
solution si et seulement si min{|X,\U|, |Y,\U|} < 1; sinon, H{z;, # x5} € X,\U, Iy, #
ij} S YVP\U tels que (xiny]d ) $i27yj27$i1) NnU =0.

Alors les solutions X,\{z1} et U, = Y,\{y1} sont non seulement réalisables, mais aussi
remarquables : la premiére est un optimum global de valeur p— 1, la seconde un optimum local de
valeur p? — 1 pour tout voisinage h-borné, h < 2p— 1, puisqu’il faudrait intégrer a la solution p— 1
sommets de X, puis retirer p sommets de U, N'Y},, pour commencer & ’améliorer strictement. La
pire solution consiste quant a elle & sélectionner tous les sommets X, UY),.

La solution Up, pour tout entier p > 1, constitue donc un optimum local réalisant le rapport
différentiel: 6(Gp,Up) = (p+p*> — (p* —1))/(p+p*—(p—1)) = (p+1)/(»*+ 1) — 0 quand
p — +oo.

Ainsi, quelle que soit la constante h, on peut créer la famille d’instances (Gj)p>p pour les-
quelles une suite d’optima locaux (Up,),>1 relativement a tout voisinage h-borné réalise un rapport
de performance asymptotiquement nul. I

4.3 Le sac a dos

Considérons un ensemble X d’objets a valeur dans NI, pour chaque objet x un volume
unitaire a, € N, une utilité unitaire c, € N, éventuellement une borne b, € N et une capacité
b € N (capacité du sac). Un solution réalisable du probléme de sac ¢ dos, KNAPSACK est une
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affectation entiére des variables x telle que ) .y a, < b; la solution optimale est une affectation
réalisable qui maximise 'utilité >y c;. Il est facile & voir que les instances de KNAPSACK
forment une sous-classe de problémes de programmation linéaire en nombres entiers pour lesquels
la matrice des contraintes se réduit & un seul vecteur.

Pour considérer 'appartenance & GLO[d], nous nous limiterons & la version restreinte notée
KNAPSACK(k) qui regroupe les instances pour lesquelles la plus grande valeur numérique en
valeur absolue est bornée par la quantité n* ou n désigne la dimension de ’espace de I'instance;
le probléme de sac & dos, limité & cette famille d’instances, est polynomial puisque le probléme
global est pseudopolynomial ([9]). Or, nous montrons qu’un cas particulier de cette famille de
problémes polynémiauz, celui du sac a dos bivalent qui consiste a considérer les variables a valeur
dans {0,1} et que l'on note KNAPSACK(k){0, 1}, n’est méme pas dans GLO[d].

Proposition 9. KNAPSACK(k){0,1} ¢ GLOIJ].

Preuve. Soit une instance I du probléme de sac a dos bivalent polynomialement borné:

max c¢-x
I = a-x<b
xz € {0,1}"

avec ¢ € (N*)" et max{c¢;} < nF, a € (N*)" et max{a;} < n*, b € N*. Puisque w(I) = 0 pour
z =0 et BI) < 3" e < nFlpour z = T, la valeur de linstance I est bornée par le
polynéme nF+1,

Considérons maintenant la famille d’instances (I, ,,)n>0 définie, Vn > 0, par:

a = (n—1,1,1,...,1)
Iin={ ¢ = (h=1,1,1,...,1)
b = n—1
Le vecteur optimal =z, = (0,1,...,1) qui consiste & prendre tous les objets sauf le premier
apporte une utilité de n — 1, quand la solution complémentaire z,, = (1,0,0,...,0) n’apporte

qu’une utilité de h — 1; or, c’est un optimum local pour tout voisinage h’-borné, h’ < h, puisqu’il
faudrait pour améliorer la composition du sac & dos z,, 6ter le premier objet d’utilité h — 1, puis
ajouter au moins h objets d’utilité unitaire. Les optima locaux x, des instances I}, réalisent
ainsi un rapport de performance asymptotiquement nul: Vn, 6(I; n,z,) = (h—1)/(n — 1) — 0,
quand n — 4o00. Ces instances I} , montrent que le probléme général non borné ne garantit
pas la qualité de ses optima locaux vis-a-vis de voisinages h-bornés, et ce quelle que soit la
constante h. 1

En fait, il faudrait borner les poids a; comme les utilités ¢; pour obtenir quelque chose : si pour
tout 4, a; < A et ¢; < C, alors un optimum ne fera jamais mieux que b x C (si tout élément est
de poids 1 et d’utilité C) et un optimum local, une solution maximale simplement, jamais moins
que |b/A| = (b— A+ 1)/A (si tout élément est de poids A et d’utilité 1), assurant un rapport
d’approximation (en considérant b > A): § = (b— A+ 1)/AbC = (b/AbC) — (A —1)/AbC >
(1/AC) — (A —1)/A%C = 1/A2C. Ce résultat n’est cependant pas satisfaisant ; une autre piste
serait de se reporter sur un sous-probléme tel MAX SUBSET SUM (Mazimum Subset Sum) pour
lequel les vecteurs a et ¢ coincident: il s’agit, étant donné un entier b et n entiers ci,...,cy,
de N”, de trouver le meilleur minorant de b possible par une combinaison d’éléments c;. Il se
trouve malheureusement que de nouveau sur ce probléme, on peut exhiber pour toute constante h
une famille .J;, , d’instances qui mette & défaut la qualité des optima h-locaux: pour tout n, on
définit ¢ = (n?,n%,1,...,1) vecteur de N" et b = n?; la solution z* = (1,0,...,0) est optimum
global de valeur n? et la solution x = (0, 1,...,1), de valeur n — 2, est optimum h-local pour tout
n/h < n — 2 puisqu'’il faudrait, pour améliorer, retirer tous les n — 2 éléments contenus dans x
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avant de pouvoir éventuellement mettre 1 ou x2 & 1. Or, le rapport réalisé par z, de (n —2)/n?,
tend indubitablement vers 0 quand n tend vers I'infini.

Corollaire 5. MAX SUBSET suM ¢ GLO[J].

5 GLOJJ] et les classes d’approximation

Comme nous venons de l'illustrer avec KNAPSACK(k), un probléme peut étre « facile » au
sens de la résolution en temps polynomial et admettre de mauvais optima locaux: P ¢ GLOIJ].

Tout optimum local garantit un rapport constant et par définition, GLO[J] renferme des
problémes sur lesquels les algorithmes de recherche locale obtiennent un optimum local en temps
polynomial : ainsi les algorithmes LSA sont, sur les problémes des classes GLO([d], des algorithmes
d’approximation & rapport d’approximation différentiel constant. En revanche, puisque tout pro-
bléme polynomial (qui est a fortiori APX][d]) n’est pas nécessairement GLO[0], il s’agit d’une
inclusion stricte: GLO[§] C APX]d].

PO

GLO[s]

PTAS|5]

APX[J]

F1G. 1 — Les classes GLOIJ] et les classes d’approzimation.

Par ailleurs, nous I’avons vu avec MIN MULTIPROCESSOR SCHEDULING ou encore avec le
probléme de bin packing (paragraphe 3.2), la classe GLOJJ] intersecte la classe PTAS: JII €
GLO[J] tel que IT € PTAS|)]. La figure 1 offre une illustration des relations qu’entretiennent,
a notre connaissance actuelle, la classe GLO[0] avec les classes d’approximation.

En guise de conclusion de cette section, nous proposons par la figure 2, la position relative des
classes GLO[p] et GLO[J] par quelques uns des problémes analysés relativement & ces classes.
Pour des raisons de lisibilité de la figure nous avons abrégé les noms des problémes: maxk-Sat
pour MAXk-SAT, MaxSat pour MAX SAT, MaxIS-B pour MAX INDEPENDENT SET-B, MinVC-
B pour MIN VERTEX COVER-B, MinDS-B pour MIN DOMINATING SET-B, maxCut pour MAX
cuT, MinMS(k) pour MIN MULTIPROCESSOR SCHEDULING(k), MinFES pour MIN FEEDBACK
EDGE SET, BP pour bin packing et MinC pour coloration.

6 Remarques finales

I1 nous parait pertinent de mettre en évidence certaines conditions d’appartenance &8 GLO[J]
selon l'expression du probléme, de sa structure. On pourrait par exemple tenter d’isoler des
familles de problémes bien approximables comme nous 'avons fait avec les problémes de par-
titionnement héréditaire. Nous pensons notamment, en restant dans le méme ordre d’idée, aux
problémes de partitionnement héréditaire valorisant leur solution par une autre fonction de cofit
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GLO GLOJ[J]

MaXIS-B MIDFES

Maxk-Sat

MinVC-B
MinDS-B
MaxCut
MinMS(k)

BP

MaxSat

Fic. 2 - GLO[p] et GLO[5].

(poids maximum, poids moyen, ...) que la fonction indicatrice ainsi qu’aux problémes de parti-
tionnement 1-héréditaire. Une propriété 7 sur un ensemble X est dite 1-héréditaire si elle n’est
avérée sur un sous-ensemble S qu’a condition de vérifier pour un élément xy du sous-ensemble S :
vS' C S, w(S"U{xp}). D’autres caractérisations des problémes se situant dans ou hors GLO[J]
devraient cependant étre envisagées, comme nous avons essayé de le faire par I’exploitation de
la structure radiale des ensembles de solutions.

Par ailleurs, plutét que d’exhiber un trait caractéristique de tel ou tel probléme, par exemple
par leur formulation logique ou la propriété de son ensemble de solutions, il est souvent intéressant
de lier les problémes entre-eux de maniére & dessiner des sous-classes de problémes relativement
a une réduction proprement définie, éventuellement les hiérarchiser (toujours par réduction) et,
pourquoi pas, parvenir par ce biais & tracer les limites de la classe GLOJJ] en établissant la
complétude de certains problémes.

Revisitons maintenant le probléme du sac & dos. Nous avons vu au paragraphe 4.3 que ni
le probléme de sac & dos, ni le sous-probléme MAX SUBSET SUM ne garantissaient la qualité de
leurs optima locaux, en mettant en avant des familles d’instances qui admettaient de mauvais
optima locaux. Devant ces échecs, peut-étre ferions-nous mieux d’affiner la notion d’optima lo-
caux de ces problémes. Pour KNAPSACK notamment, il pourrait sembler opportun de rechercher
les optima locaux vis-a-vis d’un objectif altéré qui inciterait & sélectionner les objets de meilleur
rapport « qualité-priz » : considérer comme critére de sélection des éléments le choix du meilleur
rapport ¢;/a; pourrait s’avérer profitable, tant pertinent semble ce critére (qui, en réalité, défi-
nit loptimum réel), au vu des algorithmes approchés et autres schémas dédiés a ce probléme qui
l'utilisent également. Il s’agirait ici de tenter 'approche introduite dans [1, 12] pour les problémes
de satisfaisabilité, celle des optima locaux altérés: peut-étre qu’une solution du probléme qui est
optimum local relativement & une autre fonction objective dite objectif altéré, pourrait-elle garan-
tir de meilleurs rapports qu’un optimum local relativement & la fonction initiale? Effectivement,
si on regarde de plus prés les mauvais optima locaux exhibés pour le probléme de sac & dos, on
remarque qu'’ils peuvent sembler peu pertinents, puisqu’ils auraient choisi un élément de piétre
rapport « qualité-priz » (h + 1)/(n — 1) quand bien méme tous les autres éléments ont un tel
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rapport de 1; ainsi pourrait-il s’avérer intéressant pour approcher le probléme initial

n
maXZCiXJL‘Z'
i=1
a-r<b
x e N

d’évaluer la qualité d’optima h-locaux du probléme altéré:

n
max »_ & X
i=1
a-r<b
xr e N

Une autre approche, pour KNAPSACK comme pour MAX SUBSET SUM, pourrait étre de chercher
un optimum local dans l’ensemble d’objets complémentaires. Considérons de nouveau MIN DO-
MINATING SET, sans borne sur le degré des sommets. Pour les voisinages 1-bornés, les optima
locaux de MIN DOMINATING SET ne garantissent aucun rapport puisque 1’on peut construire
une famille (G,,),>1 de graphes en étoile de fagon & exhiber sur cette famille une suite d’optima
locaux U, tels que p(G,,U,) — 0 quand n — +oo et §(Gp,U,) — 0 quand n — +o0. Effec-
tivement, si pour tout n € N le graphe G,, est défini, Vn > 1, par G,, = ({r} UV, E,) avec
Vi = {v1,v2,...,un}, B = {r} x V,. et que on considére la solution approchée U,, = V,, de
valeur n, alors 5(G) = 1 pour U* = {r} et w(G) = n+ 1 pour Uy = {r} UV,. Ceci implique
p(Gr,Uy) = 0(Gy,Uy,) = 1/n — 0 quand n — +o0. Pourtant, il suffit simplement d’élargir le
voisinage 1-borné V(G,U) & une solution supplémentaire, la solution complémentaire U = V\U,
pour obtenir un rapport différentiel de 1/2: I’ensemble de voisins V'(G,U) = V(G,U)U{U} reste
polynomial en taille et en temps de construction et tout optimum local U au sens de V'’ nous assure
toujours, en tant qu’optimum 1-local, la dominance de U, mais aussi |U| < |U| = |U| < |V|/2.

Cet exemple illustre I'intérét que I’on pourrait avoir a considérer conjointement une solution s
et sa solution complémentaire T- s, & la fois proches I'une étant le miroir de I'autre, et éloignées
puisqu’elles ne coincident sur aucune composante. La famille des voisinages du type V(I,s) U
VI, T —s) ou V(I,s) U{T — s} pour un voisinage h-borné V' est une extension du concept
de voisinage h-borné qui intégre cette notion de complémentarité: on s’intéresse aux solutions
distantes de h ou p(|I|) —h au lieu des seules solutions h-distantes de la solution courante. De tels
voisinages ont été définis et exploités dans [2] et semblent étre une source d’inspiration prolifique
pour la conception d’algorithmes approchés par la recherche locale.

La nouvelle démarche que nous évoquons ici consisterait & chercher deux optima locaux: le
premier de fagon quelconque, puis le second dans I’ensemble complémentaire d’objets de la pre-
miére. Ceci n’est autre qu’une fagon adaptée au probléme de sac & dos d’élargir le voisinage d’une
solution & I’ensemble complémentaire : si dans un probléme de satisfaisabilité, deux affectations
complémentaires peuvent étre comparées & tout instant, ou encore pour le probléme d’ensemble
dominant, ’ensemble complémentaire de sommets d’une solution minimale est lui-méme solu-
tion admissible, ¢a n’est pas le cas ici (en général) puisqu’il n’y a, a priori, aucune raison que
I’ensemble complémentaire d’une solution constitue une solution réalisable.

Déja quatre idées ont été évoquées: les optima h-locaux adoptés dans ([4]) et ici, les optima
h-locaux miroirs ([2]), les optima h-locaux altérés ([1, 12]) et les optima h-locaux dans deux
ensembles complémentaires ou il s’agirait, étant donné un optimum local, de le comparer a
un optimum local de ’ensemble complémentaire de solutions et de renvoyer naturellement le
meilleur de ces deux optima. Certains problémes suggérent une notion encore différente d’optima
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locaux, pas tant par la définition de ’optimalité locale que dans la définition méme du probléme,
dans le sens de la restriction de ’ensemble de ses solutions & des solutions que ’on pourrait
qualifier de non dominées. Nous pensons a des problémes, tels celui de localisation ou encore
d’arbre couvrant de profondeur 2, dont la résolution fait apparaitre une dépendance entre deux
types de décision. Pour le premier, on dispose d’un certain nombre de sites sur lesquels peuvent
étre placés des concentrateurs et des terminaux & relier aux concentrateurs; l’installation d’un
concentrateur engendre un cott fixe, puis la liaison d’un terminal & un concentrateur engendre un
colit généralement proportionnel 4 la distance les séparant, sachant qu’a un concentrateur installé
on peut, dans le cas le moins restreint, raccorder autant de terminaux que I’on veut: I’enjeu du
probléme est alors de décider quels concentrateurs et quelles liaisons terminal-concentrateur
installer de sorte que chaque terminal soit raccordé & un concentrateur, et ce & moindre coit. Le
second probléme cherche, dans un graphe complet arétes-valué et étant donné un sommet r de ce
graphe, & en recouvrir les sommets par un arbre de racine r et de profondeur 2 qui soit de moindre
cott. En toute rigueur, deux solutions sont h-distantes si elle différent pour le probléme de
localisation de h choix de concentrateurs et de liaisons terminal-concentrateur, pour le probléme
d’arbre couvrant de profondeur 2 de h choix du pére des sommets. Or, cela se fait sans exploiter la
structure en deux temps de ces problémes: une fois qu'un ensemble de concentrateurs & installer
est arrété, on sait leur raccorder les terminaux & moindre coiit en temps polynomial ; une fois les
sommets de premier niveau (ayant pour pére la racine r) déterminés, on sait leur raccorder les
sommets restants, de niveau deux dans ’arbre, & moindre coiit en temps polynomial. Cela traduit
le fait que toutes les décisions n’ont pas méme valeur : le choix des concentrateurs pour le premier
probléme, celui des sommets de premier niveau pour le second, suffisent & déterminer entiérement
la solution. Considérant le raccordement des terminaux aux concentrateurs ou des sommets de
second niveau aux sommets de niveau 1 comme des sous-problémes du probléme global, on
aurait ainsi envie de définir, comme ensemble de solutions, les combinaisons de concentrateurs
et de sommets de premier niveau, de sorte que deux solutions sont h-distantes si elles différent
du choix de h concentrateurs, de h sommets de premier niveau: des solutions qui auraient pu
paraitre éloignées de premier abord sont en réalité voisines si I'on restreint la description de
I’ensemble des solutions aux choix réellement décisifs dans la constitution des solutions.
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