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ON THE BI-CRITERIA SHORTEST
PATH PROBLEM: AN INTERACTIVE
a posteriori APPROACH

Abstract

The purpose of this paper is to present new developments for the bi-
criteria shortest path problem. The objective is to help the decision
maker (DM) in the choice of the "most satisfactory” solution taking
into account that the model may not express hidden aspects of the
problem. In the first stage a non-dominated path regarding the above
referred to model is selected. Any interactive bi-criteria shortest path
procedure can be used. As this is not the target of this paper, a simple
weighted sum procedure was implemented to select the path used as
a seed point of the a posteriori analysis proposed here. This consists
of searching all the feasible solutions in a considered (by the DM)
indifferent neighborhood of the sead point (concerning the two criteria
of the model) and a new dialogue with DM regarding decision variable
space aspects for the solutions, trying to overcome the eventual non
completeness of the model. A very performant algorithm was used to
compute all the indifferent paths.

Key words: bi-criteria shortest path problem, interactive approach,
combinatorial analysis,



SUR LE PROBLEME DES CHEMINS
BI-CRITERES : UNE APPROCHE
INTERACTIVE a posteriort

Résumé

Dans cet article, nous proposons de nouveaux développements concer-
nant les procédures interactives pour les problémes des chemins bi-
critéres. Notre approche est fondée sur la non-existence d'un modéle
défini de fagcon exacte et définitive. Elle permet donc de prendre en
compte les aspects de incertitude, de I'indétermination, de I'ilmpré-
cision des données et de non exhaustivité de toutes les contraintes et
critéres du probléme réel. L'approche proposée comporte deux phases
distinctes d'interaction avec l'utilisateur. Dans la premiére phase, on
s'occupe de la recherche du point non dominé le "plus satisfaisant”
(on peut utiliser une procédure interactive de chemins bi-critéres déja
existante ; cela n’est pas I'objectif principal de ce papier et nous avons
utilisé une somme pondérée pour obtenir un point de "référence”).
Ensuite, dans la seconde phase, on recherche les solutions au voisinage
du point satisfaisant et on propose & I'utilisateur un nouveau dialogue
sur les sommets et/ou arcs-clés du résean. Dans cette derniére phase,
nous avons utilisé un algorithme trég efficace qui permet la recherche
exhaustive de toutes les solutions au voisinage du point satisfaisant”
ou de "référence”.

Mots-Clés : probléme des chemins bi-critéres, approche interactive,
analyse combinatoire.
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Introduction

Bien souvent, ’étude des situations décisionnelles réelles repose sur 'adoption
(de la part des intervenants impliqués dans le processus de décision) d'un
modele monocritére. Notons que ce choix ne signifie pas toujours une to-
tale adhésion & la facon dont le probléme est modélisé. En général, les
problemes réels comportent un aspect multidimensionel (conséquences mul-
tiples et complexes) non nécessairement réductible & un critére unique.

Mais méme dans des situations décisionnelles ol1 'on utilise de maniére
explicite plusieurs critéres dans la modélisation d’un probléme, il n’est pas
évident que le modele construit soit toujours bien adapté aux objectifs et
au systéme de valeurs du décideur. C’est notamment le cas lorsque les
critéres ayant un pouvoir discriminant total® sont utilisés pour modéliser des
situations en présence d’incertitude, d'imprécision et/ou d’indétermination
des données. Mais les choses se compliquent lorsqu'il s’agit de trouver une
solution (tracé autoroutier, localisation d’usines, programme de production
agricole, ...} mettant en jeu des sommes d’argent importantes, la santé des
usagers ou la vie d’une espéce rare. On comprend que, le plus souvent, la
" modélisation est conditionnée” et que le modéle ne comporte pas toutes les
dimensions fondamentales (critéres) et/ou contraintes du probléme réel car
on a souvent des limitations techniques, organisationnelles, sociales, etc.

Une bonne perception et compréhension des valeurs et objectifs d’un
décideur est une tiche souvent trés difficile. Des éfudes empiriques ont
montré gue certaines ”solutions rationnelles” (obtenues & partir de modéles
construits an préalable) ne pouvaient pas étre appliquées. On peut se re-
porter par exemple au livre de Crozier et Tilliete [1995] & propos des stages
effectués par des jeunes ingénieurs sur des problémes réels en entreprise :

L¢léve intelligent et bien formé n'avait pas trop de peine & élaborer
une solution élégante qui impressionneit d’outant plus les managers
qu’elle était "rationnelle” et rentable et démontrait lo supériorité de la
méthodologie nouvelle,

Dans un critére & pouvoir discriminant total {ou vrai-critére), la plus petite différence
entre les valeurs attribuées & deux actions différentes, aussi petite soit elle, est prise comme
significative d’une préférence stricte de I’une par rapport & 'autre {¢f. Roy [1985], Roy et
Bouyssou [1993]).



Mais ...

Le charme fut rompu quand les enseignants voulurent savoir & quoi
avaient réellement servi les résultats de ces travouz que tout le monde,
euz-mémes au premier chef, avaient trouvé remarquables. Ils se doutai-
ent bien que Uapplication de solutions rationnelles n'est pas toujours
facile. Mais ils furent atterrés : aucune n'avait été appliquée.

Ceci étant, les jeunes ingénieurs,

Dans leurs stages, ils s’oltachérent & définir une solution sdrement
moins "rationnelle” mais qui fiit compatible avec le systéme de fonc-
tionnement réel de Ventreprise.

En effet, les modéles sont en général non exhaustifs. Ils ne tiennent pas
compte de tous les aspects de la réalité : certains critéres sont difficiles &
diagnostiquer, d’autres ne peuvent pas étre pris en compte de fagon explicite
car ils peuvent déclencher des conflits d’intéréts, ... Ainsi, dans I'analyse des
situations décisionnelles, on ne peut pas regarder seulement les aspects les
plus évidents. Un effort doit donc étre fait pour mieux comprendre les
objectifs et valeurs du décideur qui n’apparaissent pas de fagon explicite et
qui sont déterminants pour la mise en place d’une solution. Trés récemment,
Winter [1995] a pu montrer qu’une grande partie des modgles représentaient
mal la réalité et que leurs résultats étaient incohérents. Ces questions ont
été au cceur de ses travaux de recherche sur les problémes d’affectation du
trafic multi-classes. Ses efforts ont été consacrés A I'analyse et & 'application
des résultats des modsles du trafic.

En pratique, il est trés courant de formaliser les problémes réels & I'aide
de la théorie des graphes et/ou de la programmation linéaire avec un ou
plusieurs critéres. Dans ce dernier cas, il s’agit donc de problémes ayant une
structure combinatoire et multicritére. Le probléme du plus court chemin
dans un graphe est trés fréquent dans la pratique. On le retrouve le plus
souvent lorsqu’on cherche 3 acheminer un objet d’une source vers un puits
de facon & minimiser le colt total. Sa variante multicritére est moins
habituelle mais elle est plus adaptée dans la plupart des situations réelles.
Dans beaucoup de cas, I'analyse d'une situation réelle requiert la présence
d’un modele avec plusieurs critéres. Cet article porte donc sur I'extension



multicritére du probléme du plus court chemin dans un graphe. Nous nous
intéressons plus précisément au probléme de la recherche d'une solution
(choix) parmi un ensemble de solutions possibles & I’aide d’un protocole du
type question-réponse entre un utilisateur et un systéme. Notre travail se
situe donc dans le cadre de l’approche interactive. Cette approche est rel-
ativement récente mais son champ d’investigation est vaste. Mentionnons
par exemple les procédures sans restriction du domaine d’application de Be-
nayoun et al. [1976], Roy [1976], Wierzbicki [1980], [1982], Steuer et Choo
[1983], Jacquet-Lagréze et al. [1987), Vanderpooten [1990]. Certains auteurs
ont restreint leur champ d’application aux problémes de flot multicriteres
(Ringuest et Rings [1987], Climaco et ol. [1993], Figueira et al. [1996a,b]).
Enfin, d’autres ont devéloppé des procédures particulieres pour le probleme
des chemins multicritéres ; mentionnons par exemple Climaco et Coutinho-
Rodrigues [1988], Coutinho-Rodrigues et al. [1992], [1994], Current et al.
[1990], Gabrel et Vanderpooten [1996].

Malgré les limitations d’'un modéle (qui se veut la représentation aussi
fidele que possible d’une réalité alors qu’il est souvent une image schématique
et trés partielle de cette réalité), la plupart des procédures interactives sont
fondées sur existence d’un modele plus ou moins exhaustif et cohérent avec
les situations réelles. Ce n’est que trés récemment que l'aspect concernant
les limitations de ces modéles a été mis au cceur de la recherche dans le
domaine des procédures interactives. Mentionnons par exemple les travaux
de Figueira [1996] et de Figueira et al. [1996a,b]. Dans ce document, notre
objectif est de proposer un complément & ces travaux en ce qui concerne
notamment l'analyse a posteriori. Nous avons utilisé un algorithme qui per-
met la recherche exhaustive de tous les chemins dans une zone d’'indifférence
(définie & I’aide de seuils) autour du point de "référence” et nous avons étudie
chague chemin au niveau de l’espace des variables de décision.

Cet article est structuré autour de trois sections de la fagon suivante :
dans la Section 1, nous présentons les définitions fondamentales ; dans la
Section 2, nous présentons en détail notre amélioration par rapport aux
procédures interactives concernant Panalyse o posteriori ; dans la Seciion 3,
nous analysons les résultats obtenus.



1 Probléeme des Chemins Multicritéres

Dans cette section, nous nous intéressons a la teminologie (définitions et
concepts) du probléme de chemins multicriteres.

Considérons un graphe orienté, connexe et sans cycle § = (S,4) ol
S est un ensemble de sommets de cardinalité | S |[=n et AC S XS un
ensemble d’arcs de cardinalité | A |=m. On note (i,7) larc reliant les
deux sommets iet § et c(i,7) le cofit associé al'arc (4,7). Le probleme
du plus court chemin dans un graphe consiste le plus souvent & acheminer
un objet d’une source s vers un puits ¢ de fagon & minimiser le colit total.
Ce probléme peut étre représenté sous forme d’un programme linéaire en
variables bivalentes {0,1}. Pour ce faire, il suffit de poser, pour le sommet
s, une valeur b(s) =1, et pour le sommet %, une valeur b(t) = —1. On
pose également, pour tout autre sommet 7 € §—{s,t}, b(i) =0. En outre,
dans un tel probléme, la variable z(i,;) pour tout arc (i,5) de G ne
pourra prendre que deux alternatives :

o z(i,j) =1 silarc (i,j) fait partie d'une solution ou

¢ z(i,7) =0 sinon.

Considérons maintenant la variante multicritére du probléme ci-dessus.
Associons & chaque arc (4,5) le vecteur des colits & p composantes (p étant
le nombre de critéres) :

(1(is 3, - -+ plis 1))

On peut aussi représenter le probléme sous forme d'un programme linéaire
multicritére en variables bivalentes de la fagon suivante :



minfl(m)= Z Cl(i;j)m(i:j)
(i,4)cA
i#d

min fol) = Z cp(t, ) (4, 7)

1 pour i=s

s.c. Z z(i,5) - z z(j,i) = 0 pour ¢ €8 —{s,i}
{1 Gi)eay {7 | el

i 7 -1 pour i=t

ZL‘(%,j) e {0’1}’ V(E:J) €A

Si on relache la condition d’intégrité des variables, on peut écrire le
probléme de fagon plus compacte

Imin F(z)

z €R™, (x1,...,7m)7, estle vecteur des variables de décision ;

[#]

o X CR™ est I'ensemble des solutions réalisables ;

o]

T
F(z) = ( filz),..., fp(:c)) est le vecteur des critéres & "minimiser” ;

Y= F(X) est le sous-ensemble des points réalisables dans I'ensemble
RP, F:R™—-RP,

o

o yz('yl)"'ayp)T avec yq=fq(-7«') pour g=1,...,p.

Dans le cadre d'une analyse multicritére, on suppose le plus souvent que
'utilisateur (ou le décideur) raisonne plutdt en termes d’évaluation d’une
solution sur chaque critére et se place naturellement dans l’espace des critéres
inclus dans RP. C’est cette hypothése que nous retiendrons pour le moment.



Les termes solution réalisable pour z et point réalisable pour y seront
utilisés respectivement pour toute solution z € X CR™ et pour tout point
y €Y CRP.

Dans un probléme multicritére, on peut distinguer, parmi ces points et
ces solutions, ceux et celles qui ont certaines particularités. Sion se place
naturellement dans RP, il est évident que (en général) tous les points
réalisables de Y ne peuvent pas servir pour définir une recommendation
potentielle du probléme multicritére. On impose donc une relation d’ordre
partiel sur cet ensemble de points, appelée relation de dominance.

Definition 1.1 [Dominance]

Soit 4 = (yy,.. ,yp)T et y=(y1,--,yp)T deuz vecteurs de performances
dans Y. Le vecteur y domine y ssi y <y et y #1y (c’est-d-dire
yq < ¥yq pour tout g avec une inégalité stricte au moins).

Le concept-clé de dominance implique la notion de point non dominé.
Seuls les points non dominés sont intéressa.nts du point de vue de 1'analyse
multicritere (classique). Un point y €Y est d1t non domlne si et seulement
si il n'exite aucun point y €Y tel que y < y et y#y.

La définition de solution efficace découle directement de la notion de
point non dominé. Elle signifie qu'il est impossible de trouver une nouvelle
solution qui améliore les performances de la premiére sur un critére sans
que cela entraine une dégradation des performances sur au moins un autre
critére. On la définit formellement de la maniére suivante :

Definition 1.2 [Solution efficace] Une solution z € X est dite efficace
ssi le vecteur de performances y = F(z) qui lui correspond est non domniné.

L’analyse a posteriori est effectuée & partir d'un point non dominé dé-
terminé & 'aide d’'une procédure interactive.

Dans le cadre d’un probléme de chemins multicritéres, I'enveloppe con-
vexe de Y, notée Conu(Y), coincide avec 'ensemble des points réalisables
dans le cas de la programmation linéaire continue ; cela est dii & la propriété
d'unimodularité totale de la matrice d’incidence sommets-arcs du graphe
G. Rappelons qu'une matrice A est dite totalement unimodulaire si toute
matrice carrée extraite de A a son déterminant égald 0, 1 ou —L



Pour un probléme discret, on peut distinguer (c¢f. F1G. 1) :

e Les points non dominés supportés, cest-d-dire ceux qui sont solution
du programme paramétrique sujvant :

P P
rr'}z_i? E Aqlg pour E Ag=1, x>0 pour g=1,...,p.
¥
=1 g=1

o Les points non dominés non supportés. Il s'agit donc d’un point de
Y & lintérieur de Conv(Y).

F216)]

o _ hix)

Figure 1: Identification des points non dominés



2 Procédures Interactives et Etudes a posterior:

Sur le plan conceptuel, la procédure interactive proposée est fondée sur la
mise en ceuvre de deux étapes distinctes :

¢ Dans une premidre étape, on suppose que le probléme est bien modélisé
(le modéle est une représentation fidéle de la réalité) et on ”pousse”
Putilisateur & chercher le "meilleur point” non dominé.

e Dans une seconde étape, on essaye de remettre en cause le modéle avec
une analyse a posteriori.

Ces deux étapes seront décrites dans les deux sous-sections suivantes.

2.1 Recherche du ”Meilleur Point” non Dominé

Dans cette premiére phase, nous proposons la recherche d’un point non
dominé. En fait, l'objectif est de "pousser” l'utilisateur vers la recherche
d’un point satisfaisant® dans I'espace des critéres. Pour ce faire, on peut
utiliser une procédure interactive de chemins bicritéres déja existante. Re-
marquons que ceci n'est pas 'objectif principal de ce document. Nous util-
isons ici une somme pondérée qui nous permet d’obtenir un point non dominé
supporté & partir duquel une analyse o posteriori sera effectuée.

2.2 Etudes a posteriori

Dans notre approche, une étude a postertori consiste & obtenir plusieurs
chemins autour de la ”solution satisfaisante”, ce qui permettra de tester la
cohérence ("robustesse”) de cette derniére. L’objectif de cette analyse est
de proposer & 'utilisateur d’un systéme interactif un autre type de dialogue
(dans P’espace des variables de décision) pour lui permettre notamment de
bien connaitre les arcs et les sommets sensibles du graphe {ceux dont la
présence ou 'absence dans une recommandation finale 'intéresse ou est sus-
ceptible de 'intéresser).

Afin de calculer les chemins au voisinage du point satisfaisant, nous avons
construit une zone d’indifférence 4 'aide de seuils, ce qui permet de prendre

Le "meilleur” point au sens de la recherche interactive effectuée.



en compte l'indétermination, l'incertitude et I'imprécision des données. Le
calcul des ”chemins indifférents” a été réalisé & aide d'un algorithme tres
performant que nous allons mentionner dans la sous-section 2.4. Un nombre
important de chemins indifférents peut se révéler d’une utilité cruciale lors
du test de fiabilité des arcs et sommets sensibles du graphe. Or, l'algorithme
que nous utilisons ici calcule tous les chemins dans une zone d’indifférence,
ce qui représente une nouveauté par rapport aux travaux précédents olt nous
avions utilisé une approche dont le comportement était difficile & prévoir.

2.3 Un exemple illustratif

L'exemple qui suit permet d'illustrer 'approche développée jusqu’a présent.

(B 1D e
\
(2,3)
oo /

2
&
@
—————

@‘(s‘z) @ e @
g
©, @~ ©®
[EA]
®
&

Figure 2: Exemple illustratif

Ce graphe contient 34 chemins dont l'image dans l'espace des critéres
est représentée sur la figure 3. Dans '’Annexe A, on peut consulter un
tableau avec tous les chemins du réseau. Remarquons que la figure 3 contient
seulement 32 points, ce qui montre bien une situation de dégénérescence olt
un seul point dans l’espace des critéres correspond & plusieurs chemins qui
peuvent étre trés différents. Voyons, par exemple, le point (20,15) de la




figure 3 et les chemins associés qui sont présentés dans l’Annexe B ;iln’y a
qu’un seul arc en comrmun.

F2(x) -
(18,25}
Copa o S (25,19)
(14,14)
& (25,12)
¥ = (18,11}
=
(20,10)
0 fl{x)

Figure 3: Zone d’indifférence

On considére dans la figure 3 une zone d’indifférence®. Dans cette zone,
se trouvent seulement deux points, le point satisfaisant (y***) et son voisin.
La figure 4 présente les chemins dans 'espace des variables et montre la
différence existant entre les deux.

3Cette zome a 6été construite uniquement avec des seuils positifs. Dans les
expérimentations numériques, nous avons construit des zones avec deux seuils constants :
positifs et négatifs.
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Figure 4: Solutions dans la zone d’indifférence

2.4 Un algorithme des K-Plus Courts Chemins

Dans cette sous-section, nous décrivons de maniére succincte I'algorithme
dont nous nous sommes servis pour calculer les chemins dans une zone
d’indifférence. Il s’agit d’un algorithme de recherche des K-plus courts
chemins dans un graphe. Pour plus de détails sur cette méthode, on pourra
se reporter & Azevedo et al. [1990], [1993], 1994}, Martins et Santos [1996].
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L’idée fondamentale de 1’approche consiste a :

1. Trouver le plus court chemin v* de s& ¢ dans G. Pour ce faire,
on peut utiliser un algorithme de marquage (¢f. Dial et al. [1979]).
Par conséquent, avec cet algorithme, le plus court chemin de s vers
tout autre sommet ¢ de G sera déterminé. Une marque du type
[x(),p(3)] sera associée & chaque sommet ¢ du réseau. La valeur
7(i) désigne le plus court chemin de s vers 4 et p(i) est le précédent
de ¢ dans le chemin de s vers i. On initialise 'algorithme en posant
71(i) = oo pour tout i. Le traitement iteratif de I’algorithme consiste
4 mettre & jour les w(4) de fagon & pouvoir identifier les plus courts
chemins de s vers tout autre sommet ¢ de G. Si, & la fin de chaque
étape de traitement iteratif, w(f) < oo, alors l'algorithme a trouvé
le plus court chemin v* de s wvers t. Si cette condition n'est pas
vérifiée, alors il n’existe aucun chemin de s vers .

2. Oter v* de G sans que cela entraine I'exclusion de tout autre chemin
v de G. Pour ter v* de G, il faut créer un nouveau réseau
G comportant des sommets et des arcs supplémentaires. Remar-
quons au passage que certains arcs du réseau précédent peuvent ne
pas figurer dans le nouveau réseau mais, en général, le nombre d’arcs
augmente beaucoup & chaque itération de l'algorithme. Ainsi, une
séquence {G1,02,...,0x} de réseaux sera définie ; G1 est le réseau
initial et le k-plus court chemin associé & ce réseau sera déterminé &
partir du plus court chemin v* dans Gj en utilisant les marques sur
chaque sommet.

La figure ci-dessous présente l'algorithme des K — plus courts chemins
dont on vient de décrire les caractéristiques fondamentales. Il s’agit d'une
version simplifiée de I’algorithme présenté dans Azevedo et al. [1990], [1993],
[1994], Martins et Santos [1996].
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Algorithme des K-Plus Courts Chemins dans un graphe
{ Déterminer les K plus courts chemins }

1)
2)
3)
4)
5)
8)
Ip)
8)
9)

10)
11
12)

début

déterminer le plus court chemin v* =w; dans Gy ;
poser k=1
tant que (k < K) et (7(t) < o0) faire
début
Ster v de Gy, en créant un nouveau réseau Griy ;
poser k=k-41;
déterminer le plus court chemin v* dans G ;
si (v* existe dans G;) alors
v, est le chemin associé & v* dans Gy, ;

fin

Figure 5: Algorithme de Martins et al.

Nous avons modifié légérement cet algorithme? de fagon a pouvoir ré-
soudre notre probléme, c’est-a-dire la recherche de tous les chemins dans
une zone d’indifférence. Ces modifications consistent & introduire dans
'algorithme (code)} précédent les éléments suivants :

¢ Une structure de données supplémentaire qui permet le traitement des
données relatives au second critére.

¢ Une procédure de nombres aléatoires qui génere les valeurs des colits
concernant le second critére, c'est-d-dire ¢3(4,§) pour tout (z,7) € A

¢ Une nouvelle condition d’arrét (cf. ligne 4 de la figure 5 avec ligne 4
de la figure 6) fondée sur une borne supérieure f**# 3 la valeur d'une
fonction objectif f(z) qui agrége les deux fonctions fi(z) et fa(z).

¢ Une routine qui vérifie les bornes des zones d’indifférence (cf. lignes
11, 12 et 13 de la figure 6).

Nous allons montrer maintenant comment I’algorithme détermine la borne
5P de la fonction f(x).

41l s’agit du code MS.¢ que ’on peut trouver dans le “home page” de Marting & 'URL
suivante : http : //wnwmat.ue.pt/.
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Soit y = (¥{*,y5*) le point satisfaisant ou "point de référence” et
v; et v, pour i =1,2 les seuils d’indifférence associés aux deux critéres
en question. Chaque zone d’indifférence est définie & partir des intervalles :

[y3% — o7, 45 + vf]

et
i — i
[15% — v3, ¥5™ + v .

Une zone d’indifférence est donc I'enveloppe convexe formée par les qua-
o £ a— — sab_ .~ £ ot 80t

tre points : (yi* —vi,y3™ +ug ), (Wi -y, 98" —vg), (i 4ol u8% -

vy) et (y3° +of,y5% + o) ol ce dernier point représente le coin nord-est

de la zone.

La fonction objectif utilisée a été une somme pondérée® qui nous a permis
d’obtenir le "point de référence”, y°**. Cette fonction 4 la forme suivante :

flz)=0f1(x)+ (1 —fa(z), pour 6€]0,1].

Par conséquent, au point %% (qui est donc un point supporté) sera
associée une valeur donnée de f(z). Cela correspond a la valeur du plus
court chemin de s & ¢ par rapport & la fonction f(z). Notre objectif
consiste & calculer tous les chemins qui ont une valeur comprise entre la
valeur de ce plus court chemin et la valeur associée au coin nord-est de la
zone d’indifférence, c’est-a-dire :

17 = 0 + ol ) + (1 - ) 5™ +v3)-

Etant donné que la valeur de certains chemins peut ne pas étre com-
prise dans les bornes des intervalles qui permettent de définir une zone
d’indifférence, alors nous avons implémenté une routine qui séleccione unique-
ment les chemins qui appartiennent & chaque zone (cf. lignes 11, 12 et 13
de la figure 6).

5Dans l'algorithme modifié on peu utiliser n'importe quelle fonction d’agrégation. Pour
des raisons opérationnelles, nous nous sommes servis d’une somme pondérée en affectant
un pourcentage de 50 & chaque critére.
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Algorithme des K-Plus Courts Chemins modifié

{ Déterminer tous les chemins dans une zone d’indifférence }

1) début

2) déterminer le plus court chemin v* =wv; dans G ;
3) poser k=1;

4) tant que (f(z) < f7) et (m(t) < oo} faire

5) début

8) oter v de Gi, en créant un nouveau réseau Gii1 ;
7) poser k=k+1;

8) déterminer le plus court chemin v* dans Gy ;

9) si (v* existe dans Gy) alors

10) vy, est le chemin associé & v* dans Gy, ;

11) si (v§ € [yi** — o, 1™ +o7]) et

12) (€ [¥5* — vy ,15% + v]) alors

13) v, est un chemin dans la zone d'indifférence ;
14) fin

156} fin

Figure 6: Algorithme de Martins et al. modifi¢

3 Expérimentations Numériques et Résultats

Les essais numériques ont un objectif double. D’une part I'analyse de la per-
formance de P’algorithme (c¢f. sous-section 2.4) dans la recherche de toutes
les solutions dans une zone d’indifférence. D’autre part 1'étude des chemins
indifférents du point de vue de ’espace des sommets et des arcs. Dans ce
dernier cas, notre objectif consiste & savoir s'il existe une différence signi-
ficative entre les chemins trouvés dans la zone d’indifférence.

Les résultats présentés dans cette section portent sur des instances bi-
critéres du probléme du plus court chemin dans un graphe. Nous avons
utilisé trois types de problémes : Type 1 - petite taille, Type 2 - taille
moyenne et Type 3 - grande taille. Ces problemes sont présentés dans
les tableaux 1, 3 et 6 de ’Annexe C. Ces tableaux contiennent en outre
les valeurs optimales pour chaque critére et la valeur du point satisfaisant
obtenue avec une pondération de 50 % par critére.

Toutes les instances ont été générées & l'aide du générateur de réseaux
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sans cycles de Martins®. Nous avons utilisé aussi la procédure random.h (ver-
sion C) du générateur NETGEN (c¢f. Klingman et ol. [1974]) pour obtenir
les valeurs relatives au second critére. Les nombres 4301055 et 120 ont
été utilisés pour générer respectivement les valeurs du premier et du sec-
ond critére. Les coiits concernant le premier critére varient entre 0 et 500
et les cofits du second critére sont comprises entre 300 et 800. Les tests
expérimentaux ont été réalisés au CIO/DEIO-Faculté de Sciences de Lis-
bonne sur une machine SunSpArc LX. '

En ce qui concerne les instances du probléme de chemins, I’étude porte
sur la construction de zones d’indifférence avec des seuils identiques variant
(pour la quasi-totalité des essais) de 0.1 % & 1 %. Comme nous le verrons
plus Join, le nombre de solutions trouvées dans certaines zones d’indifférence
est de Pordre de plusieurs milliers. Les résultats sont présentés dans les an-
nexes C et D. Dans ’Annexe C, les tableaux 2, 4, 5, 7 et 8 présentent
le nombre de solutions trouvées dans chaque zone et le temps de calcul
nécessaire pour effectuer cette recherche. Un asterisque (*), indique que la
capacité de mémoire de la machine est insuffisante pour calculer la totalité
des chemins. Enfin, dans ’Annexe D, on trouve une liste des chemins in-
différents relativement au probléme 2 du Type 1 et concernant les zones
d’indifférence de 0.3 %, 0.4 % et 0.5 %.

En ce qui concerne les résultats, nous avons pu constater que :

o Malgré les limitations de la machine, I'algorithme est trés eflicace dans
la recherche de chemins ”indifférents”.

e Le nombre de solutions trouvées dans les zones d’indifférence est trés
important méme quand le calcul a été interrompu, par un éventuel
mangue de capacité de mémoire de la machine utilisée. Rappelons que
ce probléme de mémoire apparait du fait que la taille des réseaux aug-
mente beaucoup & chaque itération. Sur notre machine, on a pu tra-
vailler avec des problémes ayant une taille maximale de 5 000 sommets
et 40 000 arcs. L'algorithme utilisé effectue une dilatation du réseau
initial jusqu’a un maximum de 1 600 000 sommets, ce qui représente la
limite mémoire de ia machine. Remarquons que, en conformité avec la
littérature dans ce domaine, la taille des problémes traités dans cette
étude est trés importante. La littérature montre également qu’il est

8Le code gera — acic.f est disponible dans le "home page” de Martins. Remarquons
au passage que les tests pourraient porter aussi sur des réseaux avec des cycles.
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possible de travailler avec des réseaux de plus grande taille en utilisant
une machine plus puissante.

e Le temps de calcul varie directement avec la taille de chacque zone.

o Les cheming voisins, dans les zones d’indifférence de petite taille, ne
sont pas trés différents entre eux” mais, dans certains cas, ils peuvent

étre suffisamment distincts vis-4-vis des préférences de 1'utilisateur.

Conclusion

Dans ce document, nous avons présenté une approche interactive a poste-
riori dans le cadre du probléme de chemins bi-criteres. Cette approche est
un complément aux travaux déja existants mais elle représente un progres
par rapport & ceux-ci dans la mesure ol elle permet de calculer tous les
chemins dans une zone d'indifférence. Nous pouvons donc conclure que,
pour les problémes de chemins bi-critéres, il est possible d’implanter des
procédures trés efficaces d’analyse a posteriori. Par conséquent, si on pre-
tend développer un systeéme interactif d’aide & la décision pour "résoudre”
des problémes réels, une démarche pertinente consiste a& combiner un logi-
ciel interactif avec des analyses o posteriori. Les analyses présentent &
’utilisateur, entre autres, le chemin de "référence” obtenu et les sous-chemins
(ou trongons) de celui-ci. Lorsque nous avons effectué une analyse aux
chemins voisins (¢f. Annexe D) dans les zones d’indifférence de petite taille,
nous avons constaté un faible nombre de trongons différents (6 au plus).
Ainsi, le choix d’un certain type de chemin & implanter sera effectué en fonc-
tion des préférences de 'utilisateur par rapport & un cu plusieurs trongons.

Remerciements. Nous remercions Dominique FRANCOIS pour laide
qu'elle a apportée & la rédaction de ce document et & un arbitre anonyme
dont les remarques ont contribuée & Vamélioration de la qualité de ce travail,

"Voir dans l'annexe D of les différences par rapport au chemin de référence sont en
gras et soulignées.
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Annexe C

Nb, n m vt 7y (v, yﬁ‘“)
1 500 | 2000 9083 | 34609 (14960, 36141)
2 500 | 2500 7070 | 27022 (12335, 29599)
3 500 | 3000 4214 | 21242 (7184, 23376)
4 500 | 3500 3466 | 18852 (6735, 21177)
5 500 | 4000 2769 | 15203 (5950, 16759)

Tableau 1: Problémes de type 1

Nb. 0.1% 0.2% 0.3% 0.4% 0.5% 1%
N.{8ec. | N.|Sec. | N.[Bec. | N.|8Bec. | N.| Sec. N. | Sec.
1 1]0.08 1}0.10 41013 710.27 17065 || 1201 | 22.98
2 11008 210.09 3| 017 111023 | 25|0.44 736 | 12.58
3 110.08 210.08 3|0.08 310.06 4| 0.10 18 | 0.30
4 1}0.06 11}0.03 2] 0.05 2| 0.06 4| 0.07 30| 0.19
5 1] 0.08 1]0.06 1]0.08 21 0.08 2| 0.09 13| 0.19

Tableau 2: Résultats pour les problémes type 1

Nb. || = m ¥ w (u3°t, y3ot)
T || 1000 | 6000 || 8086 | 40374 || (16360, 43084)
2 || w000 | 7000 | 5992 | 36942 || (10539, 41456)
3 || 1000 | s000 | 5136 | 31961 || (11402, 35785)
4 || 1000 | s000 || 3992 | 25313 || (8179, 28526)
5 || 1000 | 10000 || 3354 | 24325 || (9711, 27212)

Tableau 3: Probiémes de type 2
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Nb. 0.1% 0.2% 0.3% 0.4% 0.5%
N.|Sec. | N.|Sec. | N.|Sec. | N.|BSer. N. | Sec.
T | T]0.13 | 2]026 | 19]0.82 | 57255 | 163 7.71
2 3]014 6] 0.26 15 | 0.84 38235 | 136 5.31
3 | 11013 | 1]032 | 12|067 | 34| 1.76 | 107 | 4.81
4 1]0.10 1] 0.09 2] 0.10 3010 5]0.16
5 || 11019 | 3sj037 | 7|o083 | 20236 | 88597

Tableau 4: Résultats pour les problémes type 2

Nb. 0.6% 0.7% 0.8% 0.9% 1%
N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec.
T || 532 [ 22.85 | 1503% | 50.05 | 4205 | 50.19 | 7142" | 51.51 | 9980 | 50.93
2 438 | 13.12 1169 | 28.98 | 2776* | 63.60 | 6448* | 63.73 | 10928* | 63.73
3 288 | 11.49 775 | 20.45 | 2017* | 54.41 | 4672* | 63.67 | T682* | 54.38
4 7] 0.10 10| 0.19 161 0.30 24| 0.54 36| 0.78
5 226 | 14.33 568 | 30.82 | 1378* | 61.56 | 3087* | 61.24 5262 | 61.58

Tableau 5: (cont.}) Résultats pour les problémes type 2

Nb. || n m UH v3 (w3°%, v5°%)
1 5000 | 20000 || 96702 | 367649 |[ (145640, 394365)
2 5000 | 25000 || 50843 | 275829 || (108775, 292566)
3 5000 | 30000 (| 43097 | 219484 (82904, 237926)
4 5000 | 35000 (| 32180 | 181602 (68568, 199100)
5 5000 | 40000 || 23870 | 157191 (57867, 172850)

Tableau 6: Problémes de type 3

24




Nb. 0.1% 0.2% 0.3% 0.4% 0.5%
N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec.
1 77T | 34.75 | 5278% | 35.04 7154% | 34.98 8368% | 34.40 9010* | 34.60
2 || 1985% | 40.22 | 3903* | 38.19 | 5620% |38.28 | 7120% |38.52 | 8399* | 37.83
3 4608% | 46.39 | 9123* | 45.75 13426* | 46.62 | 17297* | 45.09 20721% | 44.96
4 1803* | 42.93 | 3626* | 42.83 5350* | 42.61 7071%* | 41.60 8553% | 42.31
5 1981* | 45.37 | 3962* | 46.61 5780* | 45.77 7646* | 46.26 9440% | 44.72
Tableau 7: Résultats pour les problémes type 3
Nb. 0.6% 0.7% 0.8% 0.9% 1%
N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec. N. | Sec.
1 9314* | 35.70 9433* | 34.23 9476% | 34.40 0476% | 34.87 9476% | 35.29
2 0398% | 38.93 | 10165* | 37.48 | 10736* | 38.36 11170* | 38.62 | 11441* | 39.70
3 23678* | 45.45 | 26127* | 45.61 | 28154* | 46.93 20678* | 45.89 | 30881* | 45.15
4 9073% | 42.24 | 11253* | 41.95 12443* | 41.60 | 13496% | 44.25 14385* | 41.87
5 11116* | 45.95 | 12693* | 46.46 | 14099* | 45.31 15374* | 45.81 | 16506* | 45.73

Tableau 8: (cont.) Résuitats pour les problémes type &

25



Annexe D

Probléme : Type 1 Nb. 2
Zone d’'indifférence : 0.3%

f1 € [12297,12372)

2 € [29510, 29687]
Nombre de chemins déterminés : 112
Nombre de chemins dans la zone : 3

1: (12335, 29599)
500 — 497 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 - 390 — 382 — 376 — 368 — 356 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 - 260 — 263 — 256 — 240 — 238 — 231 — 224 — 216
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 87 — 90 — 78 — 66 — 59 — 53 — 42—
36 —29—21—-13—4— 1.

& : (12354, 20627)
500 — 407 — 491 — 481 — 475 « 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 4186 — 408 — 400 — 390 - 382 — 376 — 368 — 356 — 349—
344 — 334 — 330 - 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 266 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218~
211 — 199 -~ 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 167 — 97 — 90 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42—
36-20-21-13-9—1. -

20 : (12369, 29667)
500 — 497 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 864 — 340
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 295 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 266 — 240 — 238 « 231 = 224 — 218—
211 — 189 « 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 180 — 125 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 50 — 53 — 42—
36-20-21—13—4—1.

Probléme : Type 1 Nb, 2
Zone d'indifférence : 0.4%

F1 € [12285,12384]

fa € {29480, 29717]
Nombre de chemins déterminds : 301
Nombre de chemins dans la zone : 11

1: (12335, 20509)
500 — 497 — 401 - 481 — 476 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 356 — 349—
344 .- 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 240 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 1563 — 142 — 186 — 130 — 125 — 114 = 107 w 97 = 90 — 78 — 68 — 59 — B3 — 42—
36—-20—21—13—4— 1.

& : (12380, 20597)
500 — 497 — 491 — 481 — 476 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 300 — 382 — 376 — 368 — 366 — 349
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 - 260 — 263 — 2KE — 249 — 238 - 231 — 224 — 218
211 ~ 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 126-115-108 — B7 — 90 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42—
36—20—21—13—4— 1. =

6 : (12354, 29627)
500 — 407 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 4d4 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 ~ 390 — 382 — 376 — 368 — 356 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 =~ 125 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — BT — 53 — 42—
36-20-21-13-9~1.

26



11 : (12308, 20697)
KOO — 407 — 491 — 48] — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 -~ 390 — 382 — 373 — 368 — 366 — 340—
344 — 334 — 830 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 256 — 240 — 238 — 231 . 224 — 218—
211 — 199 - 190 — 183 -~ 177 — 167 — 160 — 153 — 142 -~ 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 87 — 90 — 78 — 66 — 59 — 53 — 42—
36-20~-21—13—4~1

29 ; {12369, 20667)
500 — 497 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 — 4dd — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 354 — 349
844 .- 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 163 — 142 — 186 -~ 130 — 125 —~ 114 — 107 — 97 — 60 — 7B — 66 — 59 — 53 — 42~
36 -29—21—13—4—1.

40 : (12353, 20695)
500 — 497 — 497, — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 872 — 368 — 366 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 295 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 240 — 238 — 281 — 224 — 218
211 -- 109 — 180 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 126-115-108 — 97 — 90 — 78 — 66 — 5T — 53 -~ 42—
36 —20—21 — 184 — 1. I

44 : (12356, 20691)
BD0 — 407 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 418 — 408 — 400 — 380 — 382 — 376 -~ 368 — 356 — 349—
244 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 295 - 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 126-116.108 — 97 — 60 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42—
36 -29— 21 —18—4—1. I

BE : (12346, 20711)
500 — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 366 — 840—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 256 — 240 — 238 — 28] — 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 126-115 — 107 — 97 — 90 — 78 — 65 — 69 — 53 — 42—
36—20-21-13—4—1.

67 : {12347, 20716)
500 — 497 — 401 — 48] = A7 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 268 — 356 — 340—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 308 — 295 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 249 — 235 — 235-226-225 — 218—
211 ~ 109 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 87 — 90 —~ 78 — 66 — 50 — 53 — 42—
36 —-20—-21—-13—4—1,

89 : (12382, 20698)
500 — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 - 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 - 368 — 356 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 - 313 — 303 — 205 — 288 — 281-275-2006 — 256 — 240 — 238 — 231 — 224 — 218—
911 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 186 — 130 — 1256 — 114 — 107 — 97 — B0 — 78 — 66 — BT — 53 — 42—
36 —20—-21—-13—4—1.

109 : (12884, 20702)
BOD — 497 — 491 — 4B1 — 475 — 464 — 448 — 444 - 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 876 — 368 — 356 — 349—
330 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 200-281-275-266 — 266 — 240 — 238 — 231 - 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 ~— 97 — 00 — 78 — 66 — BT — 53 — 42—
36— 29 —21 — 13 -4 — 1.

Probléme : Type 1 Nb. 2
Zone d'indifférence : 0.6%

f1 € [12273,12396]

fo € [20451, 29746]
Nombre de chemins déterminés ; 752
Nombre de chemins dans la zone ; 25

1: (12335, 20509)
500 — 497 — 491 — 4Bl — A75 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 4008 — 390 — 382 — 376 — 363 — 356 — 349~
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 249 — 238 — 281 — 224 — 218—
211 — 199 — 100 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 126 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 50 « 53 — 42—
36 —20— 21— 13 —4-—1.
5 : (12380, 20507)
GO0 — 497 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 - 400 — 390 — 3B2 — 376 — 368 — 3566 — 340—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 308 — 295 — 288 — 2B2 — 276 — 260 — 263 — 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 ~ 136 — 126-1156.108 ~ 97 — 90 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42—
36 -20—-21—183—4—1. -

27



6 : (12354, 20627)
500 — 407 — 461 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 405 — 400 — 360 — 382 — 376 — 368 — 366 — 349
444 - 334 — 330 — 328 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 266 .- 240 — 233 — 231 -~ 224 — 218
511 — 109 — 190 — 183 — 177 — 1687 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 -- 125 ~ 114 — 107 — 97 — 90 — 78 .- 66 — BY — B3 — 42—
36—-20-21—13—-9 -1,

11 ; (12308, 29697)
BOD — 407 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 300 — 382 — 372 — 368 — 356 — 349—
344 - 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 - 263 — 256 — 249 — 238 — 231 - 224 — 218~
311 — 190 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 97 ~ 90 — 78 — 66 — 59 — B3 — 42—
36—-20—21—13—4— 1L

20 : (12360, 20667)
500 — 407 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 854 — 349~
244 — 324 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 256 - 240 — 238 ~ 231 — 224 — 218—
211 — 100 — 190 — 183 — 177 - 167 — 160 — 153 — 142 - 136 — 130 — 126 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 59 — 53 — 42—
36-20-21—13—4-1.

40 ; {12353, 20695)
BOO — 497 — 481 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 372 — 368 — 356 — 349
244 — 334 — 330 ~ 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 266 — 249 —~ 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 189 — 190 — 183 — 177 — 167 — 16D — 153 — 142 — 136 — 126-115-108 — 97 — 00 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42—
36-20—21—13—4—1.

44 : (12356, 20601)
50O — 497 — 491 — 481 — 476 — 464 — 448 — 444 — 433 ~ 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 3658 — 356 — 340—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 - 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 240 — 238 — 231 — 224 - 218—
211 — 199 — 100 — 183 — 177 — 167 — 160 — 163 — 142 — 136 — 126-115-108 — 97 — 90 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42—
86 —20—21—13 —4 — 1,

46 : (12327, 20725)
500 — 407 — 491 — 48] — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 - 390 — 382 — 372 — 368 — 356 —~ 340~
944 — 834 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 295 — 288 — 282 — 276 — 269 - 263 — 256 — 249 — 238 — 231 ~ 224 — 218—
211 — 109 — 180 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 ~ 126 — 114 — 107 — 97 — 90 ~ 78 — 66 — BT — 53 — 42—
36 —20—21—13 -8 — 1.

54 : (12335, 20720)
BOD — 497 — 401 — 481 — ATT — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 300 — 382 — 376 — 368 — 356 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 - 282 — 276 — 260 — 263 — 256 — 240 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 100 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 ~ 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 67 — B3 — 42—
36—20—-21—13—4—1.

BB : (12846, 20711)
BOO — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 —- 400 — 300 — 382 — 376 — 968 — 356 — 349~
344 — 334 — 330 — 328 — 318 — 313 — 303 — 295 — 288 — 282 — 276 - 269 — 263 — 266 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — i77 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 126-115 — 107 — 97 — 90 — 78 - 86 — 50 — 53 — 42—~
36 —20—21~13—4—1.

61 : (12320, 29741)
500 — 407 — 491 — 481 — 475 — 464 —~ 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 - 400 — 300 — 382 — 376 — 368 — 356 — 340~
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 262 — 276 -- 269 — 263 — 256 — 240 — 288 — 231 — 224 — 218—
911 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 86 — 53 — 42—
36-20-21—13-9—1.

63 : (12322, 29740)
5GO — 497 — 491 — ABL — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 - 368 — 362 — 340
344 - 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 240 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 180 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 59 — 53 — 42—
36-29—21~13—4— 1.

67 : (12347, 20716)
500 — 497 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 366 — 340—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 ~ 269 — 263 — 256 — 240 — 238 — 235-220-225 — 218—
911 .- 109 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 163 — 142 — 136 — 130 — 126 — 114 -~ 107 — 87 — 90 — 78 — 66 — 59 — 53 — 42
36-20-21—13—4—1.

89 ; (12382, 20695)
OO — 407 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 -- 382 — 376 — 368 — 356 — 349—
344 - 334 — 330 — 328 — 318 — 313 — 303 -- 205 — 288 — 2B1.275-266 — 256 — 249 — 238 ~ 231 — 224 — 218—
211 — 108 — 100 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 138 — 130 — 125 — 114 -- 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — BY — 63 — 42—
86 -20—-21—13—4—1.

101 : {12391, 20602)
§OD — 407 — 401 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 438 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 356 — 8340—
344 — 334 — 330 — 323 — 315-309-801-207-200-281.275-266 — 256 — 249 — 238 ~ 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 180 — 182 — 177 — 167 — 160 — 163 — 143 — 136 — 130 — 126 — 114 — 107 — 97 —- 90 — 78 — 66 — 50 — 53 — 42—
36—20—21—13—4-1.

104 : (12388, 20695)
500 — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 -- 421 — 416 — 408 — 400 — 300 — 382 — 376 — 368 — 356 — 344 —
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 . 282 — 276 — 269 — 263 ~ 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 318~
213 — 189 — 190 — 188 — 177 — 167 — 160 — 163 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42—
36-20—21—-13 -9 —1.

28



109 : (12384, 20702)
500 — 497 - 401 — 481 — 475 — 464 — 448 - 444 — 433 — 421 — £16 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 —- 368 — 356 — 340—
330 .- 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 295 — 200-281-275-266 — 256 — 249 — 238 — 23] — 224 ~ 218—
511 — 109 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 -~ 130 — 125 — 114 — 107 - 97 — 90 — 78 — 66 — B7 — 53 —~ 42—
36 —20 — 21 — 18— 4 — 1.

114 ; (12368, 20722)
500 — 407 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — A16 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 3566 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 315-309-301-207-200-281-275-266 — 266 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
911 —- 109 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 163 — 142 — 186 — 130 — 125 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — B9 — 53 — 42—
96 -20-21—13 -4 1.

136 : (12348, 20746)
BOD — 497 — 401 — 481 — 475 — 464 — 445-443 — 433 — 421 — 416 — 408 - 400 — 300 — 382 — 376 — 368 — 356 — 349—
339 — 830 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
511 — 199 — 100 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 - 142 — 136 — 130 — 126 — 114 — 107 — 97 — 90 — 7B — 66 — 59 — 63 — 42—

36—290—21-13—4—1,

173 ;: (12375, 20729)
500 — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 427-420-410-401-306-391 — 382 — 376 — 368 — 366 — 340—
344 — 834 — 830 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 200-281-275-266 — 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 169 — 190 — 183 — 177 — 187 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 97 — 90 - 78 — 66 — 50 — 53 — 42—
36-20-21—13—4—1.

189 : {12367, 20738)
50O — 407 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 - 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 876 — 368 — 362-344—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 256 — 249 — 288 — 281 - 224 — 218—
211 — 199 — 100 — 183 — 177 — 167 — 160 - 1563 — 142 — 136 — 126-115-108 — 97 — 90 — 78 — 66 — 58 — 53 — 42—
620 21— 13— 4 — 1.

197 : (12302, 28714)
500 — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 - 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 ~ 366 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 303 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 - 240 — 238 — 235-226-225 — 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 1563 — 142 — 136 — 128-115-108 — 97 — 90 — 78 — 66 — BT — 53 — 42—
26 -20-21-13—4— 1.

214 : (12366, 20744)
BOO — 497 — 401 — 4B — 475 — 464 — 448 — 444 — 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 390 — 382 — 376 — 368 — 366 — 349—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 - 313 .- 308 — 295 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 256 — 240 — 238 — 235-226-225 - 218—
211 — 199 — 190 — 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 130 — 125 — 114 — 107 — 97 — 90 — 78 — 66 — 57 — 53 — 42~
36—20—-21—-13 -9 —1,

268 : (12381, 29741)
BOO — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 448 — 444 — 438 — 421 — 416 - 408 — 400 — 300 — 382 — 372 — 368 — 356 — 340—
344 — 334 — 330 — 323 — 318 — 313 — 308 — 205 — 288 — 282 — 276 — 269 — 263 — 256 — 249 — 238 — 231 — 224 — 218—
211 — 199 — 190 —~ 183 — 177 — 167 — 160 — 153 — 142 — 136 — 126-119 — 114 — 107 — 07 — 90 -~ 78 — 66 — BT — 53 — 42—
36-20—21— 13 —4—1.

368 : (12393, 20744)
500 — 497 — 491 — 481 — 475 — 464 — 445-448 - 433 — 421 — 416 — 408 — 400 — 300 — 382 — 378 — 368 — 356 — 349—
339 — 330 — 323 — 518 — 313 — 303 -~ 205 — 288 — 282 — 276 — 260 — 263 — 2566 — 240 — 238 — 231 — 224 — 218—
21T — 109 — 190 — 183 - 177 — 167 — 160 — 163 — 142 — 136 — 126-115-108 — 97 — 00 — 78 — 66 — BT — 53 — 42w
36—29—21—13 —4—1.
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