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 ��� �
�����
* �� 	�� ����
 ��� 	�� �
��%��� �	�����

'� �� � ����� G = (V,E) ��� � ��
 V ′ ⊆ V . � �������� �� G ������� �� V ′ �� � �����
G′ = (V ′, E′). 
���� E′ = (V ′ × V ′) ∩ E� (� �������� +,����� ������������	� Π 
���� 
��
��/��
� � �� 
� ��� � 	�!�	�	������ ������� �������� G′ ��
������� � ����
�� ��� ������
���
������
� π� 0�� � ����� G. ������ �� �
�  ��
�!������
� �������� �!��
�� ��� ������� ���������
1����2���
��. �� 
��
 �����
� 
� �������� 
��
 � �������� ����
��� ��� Π �� 
��  ��
�!���
 �� G′�
3�
 G �� 
�� ����� �� ��� 
�� ������� � ������������
� π �� � 	������ ���	 G 
� {0, 1}. ����. ��� �
G ∈ G. π(G) = 1 �4 G ��
����� π ��� π(G) = 0. �
���
���� 5�����
� π �� ������
��� �� 
���� ��
�
 �� ��
����� �� � ����� �
 �� ���� ��
����� �� � ��� ��� �� �
� ������� ���������6 �
 �� ����

�� ��� �� �
 �� 
��� ��� �����
��� 	��� ������ ��� ����� ��� �����
��� 	��� ���� 78#9:� ������
���
���������������� 	�!�	�;�
��� ������	� �� � � ��
���� ��������;�
��� 
� ������ 
�
� ����
� �
��
����� 
����
� �������
�� 
�
� 
����  ��
���� 7
�� 
����
� ��� ����	�� 
� �� ������� �� 2n <

�� ����� �� 
�� ����
������ < �� 
��
 � ��� ���
�	�
���� �����
��� �� 
��	 ��� �� ������	��
�� ������	��� 
�	�:� '� �� � ����� G. 
�� ��/��
� � �� � 
����
�� ������� �������� ������	 ��

� ��
��	��� �� ������� �������� G∗ �� G ���� 
��
 G∗ ��
����� π ���. 	���� ��. 
�� ��	 ��

�� 
����
� �� 
��  ��
���� �� G∗ �� 
�� ������
 �������� �	��� 
���� ���������� )� 
��
 �����
�.

� ����
� �� WΠ 
�� 
����
��  ������ �� Π�

,��� ���
��������. 
� �������� �� 
��� ����� 
�� �����
��� ���������������� ������	��

(������ ����������	 ��	) '� �� � ����� G = (V,E) �� ����� n. �� ����������
 ��
 ��
� �����
 V ′ ⊆ V ���� 
��
 �� 

�  ��
���� �� V ′ ��� ������ �� �� ���� �� E. ��� 
��
	�!�	�	 ����������
 ��
 ������	 7)*: �� 
� ��� � 	�!�	�	���;� ����������
 ��
�

(������ �%�&��) 1������� � ����� G = (V,E)� � ���2�� �� G �� � �����
 V ′ ⊆ V ����

��
 � ��� ���� ��  ��
���� �� V ′ ��� ������ �� �� ���� �� E. ��� 
�� 	�!�	�	 ���2��
������	 7=3: �� 
� ��� � 	�!�	�	 ��;� ��
 V ′ �������� � ���2�� �� G 7� 	�!�	�	���;�
���2��:�

(������ l���%�
��%� ����
���) '� �� � ����� G = (V,E) ��� � ����
� � ����
��
 l.

�� ������	 �� 
�� ������� l���	�
��	� �
����� ����
��� 7����
�� �� 1l: �� 
� ��� �
	�!�	�	������ ������� �������� G′ = G[V ′] �� G 7V ′ ⊆ V : ���� 
��
 G′ �� l����������
7����. 
���� �!��
� � �������� ��� G′ �� ���������
� �
 	��
 l:�

5�����
� >�� �� ����������
 ��
? �� ������
��� 7
�� �����
 �� �� ����������
 ��
 �� �� ����������

��
:� ��� ��	� ����� ��� ������
� >�� � ���2��? 7
��  ��
�!������
 �� � ���2�� ������� ���� � ���2��:.
�� 
��� �� ��� ������
� >�� �����������? 7�� 
��  ��
���� �� � ����� G ��� �� �������� ������� �� �

	��
 � ������. 
��� � ��� �������� �� G ������� �� � �����
 �� �
�  ��
���� ��� �� ������� �� �

	��
 � ������:�

(� ���� �������� 
�� �����
��� 	���	�;�
��� ������	 ��� �
� 
����
��  �������

(������ ��
���	�� ���) '� �� � ����� G = (V,E). �� l��������� �� � ���
�
��� �� V
��
� ����������
 ��
� C1, . . . , Cl� ��� ���
 �� �� l��������� �� 
�� 2���
�
�

∑l
i=1 i|Ci| 7��

�
��� 
����. 
�� ���
 �� �������� �  ��
�! v ∈ V 
�
� ����� i �� i:� ��� ��
���� ��
��

����� ��� ������	. ����
�� �� 1�* �� 
� ��
��	��� � 	���	�	����
 ��������� 0�� 
��

����
��  ������ �� 1�*. ����
�� �� (1�*. � ���  ��
�! v ∈ V �� 
����
�� �� � ��
�����

����
 wv. 
�� ���
 �� �������� v 
�
� ����� i ����	�� iwv. 
��  ���� �� �� l��������� ���
��	��

∑l
i=1 iw(Ci). 
���� w(Ci) =

∑
v∈Ci

wv. ��� 
�� ��/��
� � ����	�� ��
 
� ��
��	���
� �������� �� 	���	�	  �����

�



'� �� � ������	 Π ������ �� � ����� G = (V,E). ��� �
� 
����
��  ������ (Π. 
� ����
� ��
�w ∈ IN |V | 
��  ��
�� �� 
�� 
����
�. �� wv 
�� 
����
 �� v ∈ V ��� �� wmax(G) ��� wmin(G) 
��
������
 ��� 
�� �	�����
  ��
�!�
����
. ������
� ���� ,���� ��. 
� ����
 
�� �����
��� ��
�
����@

w(V ′)@ 
�� 
�
�� 
����
 �� V ′ ⊆ V . ����. 
�� 2���
�
�
∑

v∈V ′ wv6

βw(G)@ 
��  ���� �� �� ��
�	�� ����
��� ��� (Π6

Δ(G)@ 
�� 	�!�	�	 ������ �� G6

μ(G)@ 
�� � ����� ������ �� G6

μw(G)@ 
�� 2���
�
�
∑

v∈V w(Γ(v))/w(V )

Γ(v)@ 
�� ������������ �� v ∈ V 6

χ(G)@ 
�� ����	�
�� ��	��� �� G 7
�� 	���	�	 ��	��� �� ������ 
�
� 
���� ��� ���
�������� ����� 
��  ��
���� �� G:6

Ḡ@ 
�� ��	���	��
 �� G ������ �� Ḡ = (V, Ē) 
�
� Ē = {ij ∈ V × V, i �= j, ij /∈ E}
7�� ������. ¯̄G = G:6

G[V ′]@ 
�� �������� �� G ������� �� V ′ ⊆ V 6

n(k)@ 
�� ����� �� 
�� ����� G[V (k)]. V (k) ⊆ V 6

S∗(G[V (k)])@ �� ��
�	�� 7	�!�	�	���;�: Π�����
��� �� G[V (k)]. V (k) ⊆ V �

A��������� ��� )* ��� ()*. ����� �
������ ��
�
����. 
� 
��� ����
� 
�� ��;� �� � 	�!�	�	
����������
 ��
 �� α(G) ��� 
��  ���� �� � 	�!�	�	�
����
 ����������
 ��
 �� αw(G)�

,���� ��. 
��� �� �	�����
� ��� �����. 
� 
��� ��� Δ. μ ��� μw ���
��� �� Δ(G). μ(G)
��� μw(G)

'� �� � �2���� 	�
��! B = (mij)i,j=1,...n. 
� ����
� �� Tr(B) ��� tB 
�� 
���� ��� 
��

�������� �� B. ������
� ���� 0������. �� �� �  ��
�� �u. 
� ����
� �� |�u| �
� A�������� ���	�


)� -�
 ���� ���	
���	����

(� ��� ��
����
�� �� �� ����� ������	��� 
�	� �����!�	�
��� ������
�	� 75����: ��	��
���
����
����. 
��  ����� �� 
���� ��� �� ����� �� �������� 
� 
��  ���� �� �� ��
�	�� ���� ���
2����
� �� � 5��� �� �!�������. ��� � ��� ���
���� G. �� 
�� ��
�� �� 
�� ��;� 7�����. 
����
: ��

�� ��	��
�� ����
��� 
� 
�� ��
�	�� ��;� 7�����. 
����
:� '� �� � 5��� �. 
��� ��
�� 
��� ��
����
�� �� ρA(G)� 0�� � 	�!�	�;�
��� 7�����. 	���	�;�
���: ������	 Π. � �� ���� 
� ������
�� ��
�����!�	�
��� ��
�� ρ(G) �� ��� � ��� ���
���� G. ρA(G) �� ������� ����
 7�����. ��� �: �� ρ(G)
7ρ(G) ����
�� �����!�	�
��� ��
��� ��������� �� ��	� ����	�
��� �� G:� )
 �� ����	�� 
��

ρ(G) ≤ ρ(G′) 7�����. ρ(G) ≥ ρ(G′):. ��� ��� �������� G′ �� G� 0������. 
� ����
� �� ρΠ(G) 
��
���
 �����!�	�
��� ��
�� ���
� ��� Π�

)� 
��
 �����
�. 
� 
��� ����
� �� β′
w(G) 
�� 
����
 �� �� �����!�	�
�� (Π�����
��� �� G�

���� 	���. 
��� 
����
 
��� �� ����
�� �� α′
w(G) 
��� ������� 
�
� ()*�

0�� )*. 
���� �� 
�� 	��
 ��	��� �	��� 
�� ������	� �
����� ����. 
�� �
������
 �������!�
�	�����
� �����
 �� 
�� ��� �� 8��9 �B�	��� 
��
 0 < ε ≤ 1. )* �� ��
 �����!�	���� 
�
��� nε−1

������ +,./,,� 1��������� ����
� � �����!�	�
��� �����
� ��� )*. 
� �� � �� 8-9 � 5��� �����
��
����� ���	�
�
�� 7Δ(G) → ∞: �����!�	�
��� ��
�� min{k/μ(G), k′(log log Δ(G))/Δ(G)}
7
���� k′ ������� �� k: ��� � ��� ����
��
 k� 0�� ()*. 
�� ���
����
� �����!�	�
��� �� 
��	�

�



�� 	�!�	�	 ������ �� 3/(Δ(G) + 2) 78C9:� � ���
�������� ��
����
��� 2���
��� ���2���
�� 	���

����� �� 
�� ����
� � ��
���
��� ����
 ()*������!�	�
��� �� �� �
 ��� �� �� 
���������!�	�
��
�� )*� ���� 
� ��� � 
��
 
�� ���
�� �� ��
 �� ��� ���	 ����� 
����

��� ����� �� ������;�� �� �����
�� )� ���
��� �. 
� �� ��� � �����
��� �� �!������� O(log n)
���	 
����
�� ������
��� ���������������� ������	� 
� ��
����
�� ����� ���� �!������� ���
�� �	��� �� 
��� ������� 
�
� ���
������ ������	�6 ��� �!�	���. �
 �� O(log log n) 
��� �������

�
� 
�� ���� )*�()* 7��������� ���:� D���� ���� 
��� �����
��� 
� ���
 ���
 �	��� �	��
�
��� 
�� ��
�� �� ()*� )� ���
��� �. 
� ������� ��
 �	��� �� �����!�	�
��� �����
� ��� )*� E�!
.
��
��� ����� ���� 
�� �����
��� �� ���
��� �. 
� ���
��� �	��� � �����!�	�
���� ��� ()* ���
��
��� �� �����!�	�
��� ��
�� ��� ()* 
�
�  ���� ����
�� 
��� 
�� 	���	�	 ��

��� O(logk n/n)
��� O(log μ(G)/(k2μ(G) log2 log μ(G)))� ���� �� �� �	���
��
 �	��� �	��
 ����� �� 
�� ()*�
��
�� ��
����� �� O(logk n/n). �
 ��
��������	� O(log2 n/n). 
�� ���
����
� ��
�� ��� )*� ��

�� �
��� ����. �� 
�� ��
�� ��
����� �� O(log μ(G)/(k2μ(G) log2 log μ(G))). 
��� 
� ����� � 
��
���
 Ω(1/Δ(G)) ��
�� ��� ()*� 3�
 �� ��
� 
��
 
��� �� 
�� ���
 
�	� 
��
 ��� 
�� ��� �����
�
��� ()* ��� �������� �� � �����
��� 
� )*� )� ���
��� #. 
� ������� ���
��� 5��� ��� ()*

���� ���
��� �	��� �� �����
� �� ���
��� �� E�!
. 
� ��������;� � �����
 �� 8�9 �� ������� 
��
�����!�	�
��� �� 
�� ����� ()*k �� ()*����
����� 
�
� 
����
�� ������������ ��	��� ����
��

��� w(G)/k 
� 
�� �����!�	�
��� �� � ����� Gl �� �������������� ���
����� ��������� 
�� l�
��������� ������� 1�	������ 
��� �����
 
�
� �����
 
���� �� 8��. �-9 ����
 Gl. 
� ��
��� 
��
	��� �����
 �� 
�� �����. ����. �� �����!�	�
��� ��
�� ��� ()* ��  ���� ����
�� 
��� 
�� 	���	�	
��

��� O(n−4/5) ��� O(log log Δ(G)/Δ(G))� 1����2���
��. �!���
 ��� 
��  ��� �������� ����

���� ()* ��� �� �����!�	�
�� 
�
��� O(n−4/5) 7������ 
��
 �����!�	�
��� �� )* 
�
��� nε−1 ��
���� ��� � ��� ε > 0. ������ +,./,, 78��9::. ��� ������
�	 �� 
�� ���
 Ω(log log Δ(G)/Δ(G))�
�����!�	�
��� ������
�	 ��� ()*� )� ���
��� -. 
� �� ��� � ��
 �����
��� ��

��� =3 ��� (=3
���. ����� ���� �
 ��� ����� ��� �����
� �� ()*. 
� ������ 
�� ���
 Ω(1/Δ(G)) �����!�	�
���
��
�� ��� 
�� 	�!�	�	���;� ��� 	�!�	�	�
����
 ���2�� ������	�� (� ��
� ���� 	��� 
��
 
��
�����
� �� 
��� ����� 
��� � �� ��� ���������  ����� �� Δ(G)� 0������. �� ���
��� " 
� �	��� �
�����
 �����!�	�
��� �����
� ��� (1l ��� (1�*�

 !�����	� 
�� �����
�� ���� 
� 
�� �	�����
�� �	�

�)
 0�
���	�
1 ������������
��� �
��%���

����
�� 
) ��
����
 � ��
�����
� �
���
�� π� �
 �
����� ����
��� �
��	�� Π ������ ����


������ �� π �
� ��� �������� ��
���
 WΠ �� Π ��� ������� ���� ������� �
� ���������� ��
 ���
�

���� M > 2� ���
� � !! ��
 Π �������
� 
���� ρΠ(G) ��
 �� �
�
���
��� �
�� � � !! ��
 "Π
�������
�

ρWΠ(G) ≥ Θ
(

ρΠ(G)
logM n

)
.

,
���) *�
. ��� i = 1, . . ..

V (i) =
{

vj ∈ V :
wmax(G)

M i
< wj ≤ wmax(G)

M i−1

}

x = sup
{

� : βw

(
G

[
∪

1≤i≤�
V (i)

])
<

βw(G)
2

}

Gx = G

[
∪

1≤i≤x
V (i)

]

Gx+1 = G

[
∪

1≤i≤x+1
V (i)

]

�



Gd = G

[
V \ ∪

1≤i≤x
V (i)

]
.

�� ������. βw(Gd) ≥ βw(G)/2 ��� βw(Gx+1) ≥ βw(G)/2�
(� ���
 ��	� �  ��
���� vk ���� 
��
 
�� ����� ({vk}, ∅) ���� ��
 ��
���� π� ����. 
��

�����
��� ��		� ������

2���� 
)  ��
� ������ � � !! ��
 WΠ �������
� ���
��������
 
���� Mx/(2n)�

,
��� �� %���� 
) ��� ������
�	 ����	�� ������
� �� ��	��� 
����� v∗ ∈ argmaxvi∈V {wi} ��
WΠ�����
���� ����. β′

w(G) = wmax(G) ���

βw(G) ≤ 2βw (Gd) ≤ 2 |S∗ (Gd)|wmax (Gd) ≤ 2 |S∗ (Gd)| wmax(G)
Mx

.

1����2���
��.
β′

w(G)
βw(G)

≥ Mx

2 |S∗(Gd)| ≥
Mx

2n
=⇒ ρWΠ(G) ≥ Mx

2n
7�:

2�����

����
* 
) 0�� � ��� i ≥ 1. 
�� 
����
 �� ��� Π�����
��� S(i) �� G[V (i)] ���� �� 
�� ��
�� ��
[|S(i)|wmax(G)/M i, |S(i)|wmax(G)/M i−1]@ �
 �� �
 ����
 |S(i)|wmin(G[V (i)]) ≥ |S(i)|wmax(G)/M i

��� �
 	��
 |S(i)|wmax(G[V (i)]) ≤ |S(i)|wmax(G)/M i−1�

3�
 �� ��
 ��� � 
�� �����
��� ��		� 
���� �� 
�� ���
��� ���
 �� 
�� ����� �� 
�� 
�����	�

2���� �) !����� x > 0�

#� $�� βw(G)/2 ≥ βw(Gx) ≥ ((M − 2)/2M)βw(G) �
� p ∈ argmax1≤i≤x{βw(G[V (i)])}� %�
���
� ������ � � !! ��
 Π ���
�
����
� ���
��������
 
���� ρΠ(G[V (p)]) �
 G[V (p)]� ���

�
� ��
 ��	�� WΠ �
 G� �
 ��	�
����	 ����� �����
 
���� ((M − 2)/2xM2)ρΠ(G)�

&� $�� βw(Gx) ≤ ((M − 2)/2M)βw(G)� %� ���
� ������ � � !! ��
 Π ���
�
����
� 
��

��� ρΠ(G[V (x+1)]) �
 G[V (x+1)]� ���
 �
� ��
 ��	�� WΠ �
 G� �
 ��	�
����	 ����� �����


���� (1/M2)ρΠ(G)�

,
��� �� �	�� 
) �� ������.

βw (Gx) ≤ xβw

(
G[V (p)]

) ��	��� �≤ x
∣∣∣S∗ (G [

V (p)
])∣∣∣ wmax(G)

Mp−1

���. �� 
�� ����
����� �� 
�� �
�	.

βw(G) ≤ 2M
M − 2

βw (Gx) ≤ 2M
M − 2

x
∣∣∣S∗ (G

[
V (p)

])∣∣∣ wmax(G)
Mp−1

.

�� 
�� �
��� ����. �������
��� �� � 5��� ������
����� �����!�	�
��� ��
�� ρΠ(G) < 1 ��� Π
�� G[V (p)] ����
���
� � ����
��� S(p) �� WΠ �� 
����
 �
 ����


∣∣∣S(p)
∣∣∣wmin

(
G
[
V (p)

])
≥
∣∣∣S(p)

∣∣∣ wmax(G)
Mp

.

E�
� 
��
 S(p) �� Π��������� ��� G� ,���� ��. �
��
��� ���	 
��� ����
���. ��� ��� ��������
���	��
 �
 �� ����� 
� ������ ������� � 	�!�	�� WΠ�����
��� ��� G� ���� ���� ����
���  ������
β′

w(G) ≥ |S(p)|wmax(G)/Mp�

#



1�	����
��� �� 
�� ��� � �!��������� ��� β′
w(G) ��� βw(G) ������

β′
w(G)

βw(G)
≥
(

M − 2
2xM2

)⎛
⎝

∣∣∣S(p)
∣∣∣∣∣S∗ (G [

V (p)
])∣∣

⎞
⎠ ≥ M − 2

2xM2
ρΠ

(
G
[
V (p)

])
≥ M − 2

2xM2
ρΠ(G)

���. �����2���
��.

ρWΠ(G) ≥ M − 2
2xM2

ρΠ(G). 7�:

���� ��������� 
�� ����� �� �
�	 ��

,
��� �� �	�� �) (� ��
 ������� 
��
 βw(Gx) ≤ ((M − 2)/2M)βw(G)� E�
� 
��
 ����� x ��

�� ������
 � ��� 
���� βw(G[∪1≤i≤�V

(i)]) < βw(G)/2. ��
 V (x+1) �� �����	�
��
3�
 Sopt(Gx+1) �� �� ��
�	�� (Π�����
��� �� Gx+1 7����. βw(Gx+1) = w(Sopt(Gx+1)):� 3�


S(Gx) = Sopt(Gx+1) ∩ V (Gx) 7
���� V (Gx) ����
�� 
��  ��
�!���
 �� Gx: ��� S(G[V (x+1)]) =
Sopt(Gx+1)∩V (x+1) 7�� �
��� 
����. {S(Gx), S(G[V (x+1)])} �� � ���
�
��� �� Sopt(Gx+1):� *���� π
�� ������
���. ��
� S(Gx) ��� S(G[V (x+1)]). ����� �����
� �� Sopt(Gx+1). ����  ����� π 7���.
�����2���
�� 
��� ��� �������� (Π�����
���� ��� Gx ��� G[V (x+1)]. ������
� ���:� (� 
��� �� �@

w (S (Gx)) ≤ βw (Gx)

w
(
S
(
G
[
V (x+1)

]))
≤ βw

(
G
[
V (x+1)

])
βw (Gx+1) = w (S (Gx)) + w

(
S
(
G
[
V (x+1)

]))
≤ βw (Gx) + βw

(
G
[
V (x+1)

])
≤ M − 2

2M
βw(G) + βw

(
G
[
V (x+1)

])

��� ���� βw(Gx+1) ≥ βw(G)/2� )
 �����
� ���	 
�� ��� � �!��������� 
��
 βw(G[V (x+1)]) ≥
βw(G)/M ��� 
��� 
���
��� 
�
� F�	��� � �����. ��
�� ��	� ���� �������.

βw(G) ≤
∣∣∣S∗ (G [

V (x+1)
])∣∣∣ wmax(G)

Mx−1
.

�� ��� ������. ������� 
��
 � 5��� ��� ����. �� ������	��� 
�	�. � ����
��� S(x+1) ��� Π
�� G[V (x+1)]. 
�� ���������
� �� 
���� �� �
 ����
 ρΠ(G[V (x+1)])|S∗(G[V (x+1)])|� ����. β′

w(G) ≥
|S(x+1)|wmin(G[V (x+1)]) ≥ |S(x+1)|wmax(G)/Mx+1�

1�	����
��� �� �!��������� ��� β′
w(G) ��� βw(G) ������

β′
w(G)

βw(G)
≥
(

1
M2

)⎛
⎝

∣∣∣S(x+1)
∣∣∣∣∣S∗ (G [

V (x+1)
])∣∣

⎞
⎠ ≥ 1

M2
ρΠ

(
G
[
V (x+1)

])
≥ 1

M2
ρΠ(G).

���������.

ρWΠ(G) ≥ 1
M2

ρΠ(G) 7�:

��� 
��� ��������� 
�� ����� �� �
�	 � ��� �� 
�� ��		��

����
* �) 0�� 
�� ���� 
���� x = 0. ����. βw(G[V (1)]) ≥ βw(G)/2. ����	��
� ��	���� 
� 
��
���� �� 
�� ����� �� �
�	 � �� ��		� � ���� 
� ρWΠ(G) = β′

w(G)/βw(G) ≥ ρΠ(G)/2M . ��

��

��� 
�� ��� �� �!�������� 7�:�

1������� ��
 
�� �����
��� ������
�	 
���� 
� 
��� �� 
�� ����� �� ��		�
� � ��� � ��� 
����.
��� � ����� G′. 
� ����
� �� A(G′) 
�� ����
������
 ��� ���� �� 
�� �!���
��� �� 
�� Π�5��� �

�� 
�� ��
����
��  ������ �� G′�

-



����� ��	��


��
 � �������� M > 2�
��������� � �� ���� V(i) ← {vk : wmax/Mi < wk ≤ wmax/Mi−1}�
S(0) ← v∗ ∈ {argmaxvi∈V{wi}}�
������ argmax{w(S(0)), w(A(G[V(i)])), i = 1, . . .}�

���� ��	��


F� ���
 �!��������� 7�:. 7�: ��� 7�:� )
 �� ���� 
� ��� 
��


ρWΠ(G) ≥ ρWA(G) ≥ max
{

Mx

2n
,min

{
M − 2
2M2x

ρΠ(G),
1

M2
ρΠ(G)

}}
. 7#:

D� �!�������� 7�: ��� �� 
�� ���
 
��
 
�� �����!�	�
��� ��
�� �� ��� 5��� ��� (Π 	��
 ��
���� 
��� � 7(Π ����� � 	�!�	�;�
��� ������	:. x = O(logM n)� ������ 
���  ���� ��� x ��
�
������
 �� �!�������� #. ��������� 
�� ����� �� 
�� 
�����	 
����. �� ������. 
���� ���� �� 
��
���� 
���� 
����
� ��� �!�����
��� �� n�

�)� � 3
�	 ���
�"����	 ��
 	�� ���
�����	��� �� 	�� �������������	 ��������
���	 ��	

)
 �� 
�������
� 78�"9: 
��
. ∀k ≥ 1. 
�� ������� 
����
�� ����������
 ��
 ������	 ������	�����
������� 
� 5()*(k) 7
�� ()*����������	 
���� 
�� 
����
� ��� ������� �� nk:. �� � ��	���
������� ��� �������� �������� ���� �����
��� ������ �� 7
�
��� � ���
�� �� (1 − ε): 
�� ��
���
��� ()* ��� 5()*. ��� 
���� ���� ��� ���
�������������� ��
���� �� 
�� �
��� ����. 
��
�����
��� �����!�	�
��� ������ ��� �����
��� ���	 5()* 
� )* ��
'�
� �
	� ��
 ��
���
� 
�����
�� ��
�������� �� 8�"9�

4�3��	��� 
) '� �� � 
����
�� ����� (G = (V,E), �w) �� ��
����
�� ����� Gw = (Vw, Ew)
��� �� ����
���
�� �� 
�� �����
��� 
��@

Vw = {(u, i) : u ∈ V, i ∈ {1, . . . , wu}}
Ew = {(u, i)(v, j) : i ∈ {1, . . . , wu} , j ∈ {1, . . . , wv} , u �= v, uv ∈ E} .

)� �
��� 
����. � ���  ��
�! u �� V �� �������� �� �� ����������
 ��
 �� ��;� wu �� Gw ��� � ���
���� �� E ����������� 
� � ��	���
� �����
�
� ����� �� Gw�

��� ��� ������ ���
 
��
 � ��� ����������
 ��
 S �� G �� 
�
�� 
����
 w(S) �������. �� Gw. 
��
����������
 ��
 {(s, i) : s ∈ S, i ∈ {1, . . . , ws}} �� ��;� w(S). ��� ��� ������. ��� � ��� ��������
���
 ��
 Sw �� Gw. 
�� ��
 S = {u ∈ V : ∃i ∈ {1, . . . , wu}, (u, i) ∈ Sw} �� �� ����������
 ��

�� 
����
 w(S) ≥ |Sw|� 1����2���
��. αw(G) = α(Gw) ���. �� �������� � ρ(G)������!�	�
���
)*�������
�	 
� Gw. ��� ��� ���� � �� �����!�	�
�� ()*�����
��� �� (G, �w) ������
����� ���

�� ρ(Gw)�

D� 
�� ��� � �����
���. � ��
�� ρ(n,Δ). �������������� �� Δ. ��� )* 
�������	� 
� � ���

�� ρ(w(V ), wmax(G)Δ) ��� ()* ���. �!���
 ���	 
�� ���� �� ����
��
 �����!�	�
��� ��
���. 
��
�����
��� ��� � �����
� �� ()*���
��� ��������� �� 
�� 
����
�� ,��� ���������. 
�� �����
���
�����
 ��� �� ������ ��� ���

,
�����	��� 
) ��
 ���
� ε > 0 �
� ���
� ��
���
� k > 0� ���
� ������ � ��	�
����	 
�������

�
�� "%( �� %( �
�
���
��
� ���
� %(����
��������
 
���� ρ(n,Δ, μ) ����
� ρ �� 
�
 �
�
����
�
���� 
������ �� ��� ��
���	��� �
�� �
 ���
��������
 
���� ρ(n1+εw(V )/wmax(G), n1+εΔ, μw) ≥
ρ(n2+ε, n1+εΔ,Δ) ��
 "%(�

"



G����
���
���. 
�� �����!�	�
��� �����
� ���
� ��� )* �� ��
 ����
 ����� �	��
 �� ��
����
���
�����!�	�
��� ��
��� ��� ()* ����� 
�� �����
��� �� �������
��� ��

F� ���
 �!�������� # ��� ��
 Π �� )*� *�
. ��� � ��� k. M = 6� ����@

• �� x ≥ k log log n/ log M . 
��� ρWIS(G) ≥ logk n/2n6

• �� x ≤ k log log n/ log M . 
��� ρWIS(G) ≥ 0.099ρIS(G)/(k log log n)

��� 
�� �����
��� 
�����	 ������

����
�� �) ��
 ���
� ���� �� ���
� � !! ��
 %( �������
� 
���� ρIS(G) ��
 �� �
�
���
���
�
�� � � !! ��
 "%( �������
�

ρWIS(G) ≥ min

{
log� n

2n
,
0.099ρIS(G)
� log log n

}
.

)� 
��	� �� n. 
�� ���
����
� �����!�	�
��� ��
�� ��� )* ��. 
� ��� ���
�����. Θ(log2 n/n)
����� �� �� 
�� )*�5��� �� 8�9� A	������� �
 �� ρIS(G)��!�������� �� 
�����	 �. 
� ��
��� 
��
�����
��� ���������� 
�����	�

����
�� �)

ρWIS(G) ≥ Θ

(
log2 n

n log log n

)
.

��� ��� � �����
 �	��� �� �� � ���
�� O(log log n) 
�� ���
����
� �����!�	�
��� ��
�� ����
���
�� n ��� ()* 7O(log2 n/(n(log log n)2)). ��� 
� 8C9:�

" ������� Ω(1/Δ)��������
�
��	 ��� �# �	� $�#

)� 
��� ���
��� 
� ���
 ��
 ��� ��� ��� 
�� ���2�����	� �� 	�
��� �� 8�9 
� ��
���. ��� � ��� Δ.
Ω(1/Δ)������!�	�
���� ��� )* ��� ()*� ��� ��
���� �� 8�9 �����
���� ���� � ��������� ��	��
���
��
��� � k����2�� 7���2�� �� ����� k:. �� �� ����������
 ��
 �� �!���
� � ��;�� �
 	��
 n/k ���2���
��� �� �� ��
��
��. 
���� �
 ���� ���2�������
��� 
�� ������������ ��	��� ��������� �� 	���

��� �� )� 
�� ������������ ��	��� �� 
�� ���
��� ����� �� ����� ������. � ����� ����������

��
 �� ��������� ��
��
�� ������ ��� �!���
��� �� 
�� ���������� )� ���. 
�� �����
��� 
�����	
��		���;�� 
�� 
�����
 ������� �� 8�9�

����
��  ) �����  ��
� �� � ��
���
� k �
� �
 O(nm) �	��
���� ���
���� �� ������� �


���� ��		����� �������
�� ��
 ���
� �
��� G �� �
��
 n ���� α(G) ≥ n/k + m �
� ���
� k ����
���� 2 ≤ k ≤ 2 log n� �
 �
����
��
� ��� �� ��)� kO(m1/(k−1))�

)� 8�9 k �� ��
 �������� 
� �� ����
��
6 ��
�� log2 n/n ��� �� ���! �� ��
����� ��� k = O(log n)� )�

� ��
 k = (log n/(�(n) log log n))+1. 
���� � �� � 	������ ���� 
��
. ∀x > 0. 0 < �(x) ≤ log log x
��� m = n/k2. 
��� �� �������� ��	���� 
� 
�� ��� ��� 
�����	 # ����� 
� 
�� �����
����

����
�� $) ��
 ���
� ��
����
 � ���� 0 < �(x) ≤ log log x� ∀x > 0� ���
� ����� ��
���
�� C
�
� K ���� ���� �	��
���� ������� ��������� ��
 ���
� �
��� G �� �
��
 n > C� �
 �
����
��
�
��� S ���� ���� �� α(G) ≥ �(n)n log log n/ log n� ���
 |S| ≥ K log�(n) n�

3�
 ��
 �. C ��� K �� �� �� 
�����	 -. ����
� �� � ���" 
�� ��
���� ������ )*�������
�	
��� �� �#$��!� �� �!����
� �������� ������
�	 ��� 	�!�	�	 ����������
 ��
. ��� �������� 
��
�����
��� ������
�	�

H



����� ��!������


�% n ≤ C
�$�� ������ S← EXHAUST(G)�
��!� ������ S← argmax{LARGEIS(G), GREEDY(G)}�

%�

���� ��!������


)� n ≤ C. 
��� �#$��!� ��	��
�� �� ����
��
 
�	� � 	�!�	�	 ����������
 ��
 ��� G� *�.
������� n > C ��� �������� ����� α(G) ≥ �(n)n log log n/ log n ��� α(G) < �(n)n log log n/ log n�

• )� α(G) ≥ �(n)n log log n/ log n. 
���. �� 
�����	 -. !����� ������
��� |S| ≥ K log�(n) n6
����� α(G) ≤ n. 
�� �����!�	�
��� ��
�� ��
����� �� �
 ����
 K log�(n) n/n6

• �� α(G) < �(n)n log log n/ log n. 
��� �� ���$�%� 
�����	 78�H9: |S| ≥ n/(μ + 1). ��� 
��
�����!�	�
��� ��
�� ��
����� �� log n/(�(n)(μ + 1) log log n)�

*���� � ���" �� �� 
�	� ������ �� |E|. !����� ��� 
�� ��	� 
���
����� 
�	����	���!�
� �� �� ���!�
*�. 
�� �����
��� 
�����	 ��������� 
�� ��� � �����������

����
�� ') ��
����
 � ���� ����� ∀x > 0� 0 < �(x) ≤ log log x�  ��
 ���	�� ��������

���
��������
 
����

ρSTABLE(G) ≥ min

{
K

log�(n) n

n
,

log n

�(n)(μ + 1) log log n

}
.

)� log log n ≥ � > 2 7�� ���
������ �� � �� ����
��
:. ��
��� log�(n) n/n. �� log n/(�(n)(μ+1) log log n)
����������� 
� � ���������
 �	��� �	��
 
�
� ������
 
� O((log2 n)/n) ��� k/μ. ������
� ����
)� 
��	� �� ������������. �
 ��. 
� ��� ���
�����. 
�� ���
 Ω(1/μ) �����!�	�
��� �����
 ��� )*�
����.

log n

�(n)(μ + 1) log log n
≥ log μ

(μ + 1) log2 log μ
>

log log Δ
Δ

.

F�
�� log log Δ/Δ ��� )* 
��. �� 
� ��
. 
�� ���� ���
� Ω(1/Δ) ��
�� ��� )* 7������
�� �� 8�+9:�
D�
 
�� ������
�	 �� 8�+9 ��� 
�� ���
���� 
� �� ������	��� ���� �� Δ �� ������� ��� ��
,���� ��. 
�� ��	���!�
� �� ������
�	 !����� �� O(nm). 
������ 
�� O(k/μ) ��
�� �� 8-9 ��
��
����� �� � 5��� �� ��	���!�
� O(nk)� �� ������. ��� �����
 ���� ��
 ������
�� � ��
�� ��
���
������� ����
 �� log n/(�(n)(μ + 1) log log n). ��
 �� 
�� ������
� ����. 
�� ��
�� ������
���
�� �������� 
� 
�� ���
����
� n���������� ��
�� ��� )* 7��� ���
����. �������� 
�� ���� �(n) =
log log n:� )� ���
. �� K log�(n) n/n ≤ log n/(�(n)(μ + 1) log log n) ��� n ≥ C0. ��� � �!�� C0.

��� n/μ ≥ K�(n)(log log n) log�(n)−1 n ��� �� 
��� ���� � ���" ������
��� ��
�� ������� ����

�� log�(n)−1 n/n� )� ���. 
�� �����
��� ��������� ��� �� ��������

5�
�%%�
1 
) *���
 � �
��� G �
� � ���� ���� 2 < �(n) ≤ log log n� �� 	���� �
� �� ��� ���
��		���
� ��
�����
� ��	��+

#� ����
� ���
�
���� 
���� ���
��� ��	�� �� log�(n)−1 n/n ����
���
� ��� ���� '
��
 ρ(n)�

���� �� � > 3�,

&� ���	�� ���
�
���� 
���� ���
��� ��	�� �� log n/(�(n)(μ + 1) log log n) ��������
� �� 
��
��� Ω(1/μ)��

C



��� ���������� ��� � ���
� �� ��
����
��� ��	��� ����
 
�� ���
���������	�
��� �!�������� ����
����
��
 �����!�	�
��� ��
���� G�
�� ��
. �
����� ����
 
�� �����!�	�
��� �� )* 
��� ��	�
�� ��
�!�������� ��
�� ����� ��� ����	�
�� 7��
��� 
�� ��;� �� 
�� ������:� ��� �����
� �� 
��� ���
���
���
 
��
 ����������� ��
� ����	�
���. �
 �� �������� 
� ����� 
���
�� �����!�	�
��� ��
����

1�	����
��� �� 
�����	 " 
�
� 
�����	 � ����
� 
� ��
��� �	���
��
 �����!�	�
��� �����
�
���� ��� ()*�

����
�� �) ��
 ���
� ��
���
� k�

ρWIS(G) ≥ min

{
logk n

n
,

0.099 log n

k(k + 1)(μ + 1) log2 log n

}

≥ min

{
logk n

n
,

0.099 log μ

k(k + 1)(μ + 1) log2 log μ

}
.

)� �
��� 
����. 
�����	 H ������
��� ��� ()* 
�� �!��
���� �� 5���� ����� ��� ��
��� n�
��������� ��
��� 	��� ��

�� 
��� 
�� ���� ���
� ��� )* 7��� ��	������� 
�
� 
�� ���� ��
��������� �:. �� 
�� ���
 Ω(1/μ) ��
��� ��� ()* 7������ 
��
 
�� ���
����
� ρ(Δ)���
�� ��� ()* <

�
���
 ���
���
���� �� Δ < 
��. ��
�� ��
. 
�� ��� �� 8C9. ������� ����
 �� 3/(Δ + 2):�

% &��
��� �
���'�
�	
�

)� 
��� ���
���. 
� ������� � ������	��� �����!�	�
��� �����
 ��� 	�!�	�	�
����
 ����������

��
 ������	 
���� �� ��
 ������� �� �����
��� ���	 
�� ��
����
�� ����� )
 �	��� �� ��� 
��
�����!�	�
��� �����
� �� ���
��� �. ��� ��
� 
����
�� ��� ��
����
�� �����. ��
 
�� �������������
��	���!�
� �� �������

 )
 � �����	�� "�
���� �� ��
6�7� 	���
��

F����� 
��
 μw(G) =
∑

v∈V w(Γ(v))/w(V ) 7��
� 
��
 μw(G) ≤ Δ(G): ��� �������� 
�� �����
���
������
�	 ��� ()*�

����� ��	� ���"�


S← ∅�
	$��� V �= ∅ ��

v← argminV{w(Γ(v))/w(v)}�
S← S ∪ {v}�
V← V \ ({v} ∪ Γ(v))�
&�'��� ��

��

���� ��	� ���"�


����. 
�� �����
��� ���� 
�����	 ����� 7�� ��
����
��  ������ �� �
 < ��� ���� 8&9 < �� 
�� ��	���
���$�%� 
�����	:�

����
�� 8) ��
 ���
� ����������
��� ���� ������� ���
�� Δ� �	��
���� �����
� ��������

�
 �
����
��
� ��� �� ������ �� 	���� w(V )/(μw(G) + 1) ≥ w(V )/(Δ + 1)�

,
���) 1������� ������
�	 	� ���" ��� ������� 
��
 �
� 	$��� ���� �� �!���
�� t 
�	��� 0��
i ∈ {1, . . . t} ��
 �� ����
� �� Gi = (Vi, Ei) 
�� ��� � ��� �����. �� vi 
��  ��
�! �����
�� ������

�� i
� �!���
��� ��� �� Γi(v) 
�� ������������ �� v �� Gi� ����. ∀i ∈ {1, . . . t}.

∑
v∈({vi}∪Γ(vi))

w(Γ(v)) ≥
∑

v∈({vi}∪Γi(vi))

w (Γi(v)) ≥ w (Γi (vi))
wvi

(wvi + w (Γi (vi)))

&



���. �����2���
��. �� ������ ������������ 
�� �!��������� ��� �. ��� i = 1 . . . t. 
� ��
 7��
� 
��

V = ∪i=1...t{{vi} ∪ Γi(vi)}:.

w(V )μw ≥
t∑

i=1

w (Γi (vi))
wvi

(wvi + w (Γi (vi))) .

�� 
�� �
��� ����.

w(V ) =
t∑

i=1

(wvi + w (Γi (vi)))

��� �� 1������*��
��; ���2����
� 
� ��


w(V ) (μw + 1) ≥
t∑

i=1

(wvi + w (Γi (vi)))
2

wvi

≥ (w(V ))2
t∑

i=1
wvi


���� ��������� 
�� ����� ����� 
�� 
����
 �� 
�� ������ ����
��� ��
∑t

i=1 wvi �
�� ���� ��������� �� 
�����	 C �� 
��
 
���� �� αw(G) ≤ w(V )/k. 
��� 	� ���" ����� ��

�� G ��
�� k/(Δ+1) ��� ()*� 1����2���
��. �� ����� 
� �� ��� O(k/Δ)������!�	�
���� ��� � ���
�����. ��� ��� ����� ��	I������� �� 
�� �����!�	�
��� �� ()* �� ������ 
�
� ����� 
����
��
������������ ��	���� 0�� �� ��
���� ����
��� k(n) ≤ n. 
� ����
� �� ()*k 
�� ����� �� ������

�
� αw(G) > w(V )/k6 ��� ������� �� ��	�����
� 
� ����	���
� 
��� ����� 
�
� 
�� �������������
()*����������	� ��� 
��� �� 8�9 ��� �
� �	��� �	��
 �� 8�9 ���
 ��
 )*k 7
�� ��
����
��
 ������ �� ()*k: ��� �� �����!�	�
�� 
�
��� O(nεk−1) 
���� εk ������� ���� �� k 7��
� 
��

����� 
�� �����
��� �� 8�"9. ��� �		����
��� ��
� � ��
�� O(w(V )εk−1)� ����. 
� ������	 �
���
��� �	��� �	��
 �� ��������;��� 
�� ������
�	 �� 8�9 
� 
�� 
����
�� �����

 )� 9
��� ��%�
��� ��� 	�� ���
�����	��� �� ���k

)� 
��� ���
���. 
� ����
 
�� 	�
��� �� 8�9 
� 
�� 
����
�� )*����� ��� ����
� 
�� �����!�	�
���
�� ()*k 
� 
�� �������� �� � ����� �� ������ 7������ Gk+1 �� 
�� ��2���: ���
������ 
�� (k + 1)�
��������� ������� (� ���
 ������ 

� ��
����  ��� ������� ����
��. 
�� $��-�) θ���
����
 ��� 
��
�
���
�
��	 
��
���
�����
 �� � ������

4�3��	��� �) :;
 <= 1������� � ����� G = (V,E). V = {1, . . . n}@
	�� 2�"6�> θ�����	��� θ(G) �� G �� 
�� 	�!�	�	  ���� ��

∑n
i,j=1 bij 
���� B = (bij)i,j=1...n

������ � �� ��� ����
� � ��	������
� ��		�
��� 	�
����� 
�
� 
���� � ��� ���� 
��
 bij = 0
��� � ��� ���� (i, j). i �= j, ij ∈ E6

	�� �
	����
��% 
��
����	�	��� �� G �� � ���
�	 �� n ���
  ��
��� (�ui)i=1...n �� � n�
��	�������� A�������� �����. ���� 
��
 ��� � ��� (i, j) ���� 
��
 ij /∈ E. �ui ��� �uj ���
��
��������

,
�����	��� �) ������ *���
 � �
��� G� ��� ��		���
� ��	��+

• ����
 �
 �
���
�
��	 
��
���
�����
 (�ui)i=1...n �� G� �
� � �
�� �����
 �d� ∃i ∈ {1, . . . n}
���� ���� θ(G) ≤ 1/(�d · �ui)2,

• α(G) ≤ θ(G) ≤ χ(Ḡ)�

�+



0�� �� ��
���� ����
��� � = �(n) ≤ n. ��
 G� = {G : θ(Ḡ) ≤ �}6 �� �������
��� �. � ��� ��
��������� ����� ������� 
� G�� )� 8��9 �
 �� ���
� 
��
 � ��� ����� �� G� 
�
� ����� n ���
	�!�	�	 ������ Δ ��� �� ������� 
�
� O(min{Δ1−2/� log3/2 n, n1−3/(�+1) log1/2 n}) ������ ��
�����	�;�� ������	��� 
�	� 78��9� ��� ������
�	 �� 8��9 ��� ���� �������	�;�� ��
�� �� 8�-9�

����
�� #) $�� k = k(n) ≤ n �� �
 �
����
 ��
����
 �
� fk(x, y) �� � ��
����
 �
��
IN × IN �� IN � 
�
����
����
� ���� 
������ �� ���� x �
� y� %� ���
� ������ � O(T (n)) �	���

���� � �������
�� ��
 ���
� �
��� G ∈ Gk+1� |V | ≤ n� � fk(n,Δ)���	�
�
�� ���
 ���
� ������
� O(max{n3, T (n)}) � !! ��
 "%(k ���
�
����
� 
���� 1/(k(k + 1)fk(n,Δ))�

,
���) 3�
 (G = (V,E), �w) �� �� ���
���� �� ()*k �� ����� n ��� Gw �� �� �� �����
��� � ��
���
��� �� *���� 
�� 
����
� ��� �������� 
� �� ��
����� ��� αw(G) > w(V )/k. 
� �� �

αw(G) = α (Gw) ≥ w(V )
k + 1

+
w(V )

k(k + 1)
+

1
k
.

)� 8H9 �
 �� ���
� 
��
@

• θ(Gw) �� �2��� 
� 
�� 	�!�	�	  ���� ��
∑n

i,j=1
√

wiwjbij. 
���� bij ��� �� �� �����
��� �6

• ��� ��� ��	��
�. �� O(n3) �� 
�� ��������� 	�
���. � ����
� � ��	������
� ��		�
���
	�
��! B = (bij)i,j=1...n ��
�������⎧⎨

⎩
n∑

i=1

n∑
j=1

√
wiwjbij ≥ θ(Gw)− 1

2k > 0

bij = 0 ij ∈ E
7-:

'� �� 
��
 B �� ��		�
��� ��� ����
� � ��	������
�. 
���� �!��
 n  ��
��� ûi, i ∈ {1, . . . n}
�� IRn 7���� �� A�������� �����: ���� 
��
. ∀(i, j) ∈ {1, . . . n}2. ûi · ûj = bij6 �� ���
������. 
�
�� � bii ≥ 0� 0�� ��� ������� 
� /��
 ���� 
� ��	��
� n  ��
��� �ui ��
������� 
�� �����
���
�!�������� 7": ��� ε = 1/(2knw(V ))@⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�ui · �uj = bij i �= j
|�ui|2 = bii + ε > 0
n∑

i=1
|�ui|2 = Tr(B) + nε = 1 + nε∣∣∣∣ n∑

i=1

√
wi �ui

∣∣∣∣2 ≥ n∑
i=1

n∑
j=1

√
wiwjbij

7":

*���  ��
��� ��� �� ���� �� ����;��� �����!�	�
���� �� ûi. i = 1 . . . n� ��� ���
�	 ��  ���

��� (�ui)i=1...n ��� �� ��	��
�� 78"9: �� �������� 1�������%� ����	����
��� 
� 
�� ��		�
���
����
� � �����
� 	�
��! B + εI 7
���� ) �� 
�� ����
�
� 	�
��!:6 ��� ��
� 7�� O(n3): �� n�
��	�������� 
��������� 	�
��! U ���� 
��
 B = tUU − εI� 3�
 
��� (�ui)i=1...n �� 
�� ����	��
�� U 6 
��� ������� ��
���� �!�������� 7":�

*�
. ��� i ∈ {1, . . . n}.

�d =

n∑
i=1

√
wi �ui∣∣∣∣ n∑

i=1

√
wi �ui

∣∣∣∣
�zi =

�ui

|�ui|
��� ��
� 
��
 �zi. ����
�
�
�� �� ��
�����	�� ��������
�
��� �� Ḡ� (�
���
 ���� �� ��������
�. 
�
��� ����	� 
��
 (�d · �z1)2 ≥ (�d · �z2)2 ≥ . . . (�d · �zn)2�

��



2���� �) $��

j = max

{
i ∈ {1, . . . , n} :

i−1∑
l=1

wl ≤ w(V )
k(k + 1)

}

K = G [{vi : i = 1, . . . , j}] .

 ��
� (�d · �zj)2 ≥ 1/(k + 1) ����� ���	��� K ∈ Gk+1�

,
��� �� %���� �) D� 1������*��
��; ���2����
� ��� �!��������� 7-: ��� 7":. 
� ��
@

(1 + nε)
n∑

i=1

wi

(
�d · �zi

)2
=

(
n∑

i=1

|�ui|2
)

n∑
i=1

wi

(
�d · �zi

)2 ≥
(

n∑
i=1

�d · √wi �ui

)2

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

√
wi �ui

∣∣∣∣∣
2

≥
n∑

i=1

n∑
j=1

√
wiwjbij ≥ θ (Gw)− 1

2k
≥ α (Gw)− 1

2k

≥ w(V )
k + 1

+
w(V )

k(k + 1)
+

1
2k

.

�� 
�� �
��� ����. ����� ��� i ∈ {1, . . . n}. �d · �zi ≤ 1. 7������ 
��
 �d ��� �zi. i = 1 . . . n ��� ���

 ��
���:.

(1 + nε)
n∑

i=1

wi

(
�d · �zi

)2 ≤
n∑

i=1

wi

(
�d · �zi

)2
+

1
2k

.

1����2���
��.
n∑

i=1

wi

(
�d · �zi

)2 ≥ w(V )
k + 1

+
w(V )

k(k + 1)
. 7H:

F����� 
��
 (�d · �z1)2 ≥ (�d · �z2)2 ≥ . . . (�d · �zn)2� (� �� � (�d · �zj)2 ≥ 1/(k + 1) > 0 �����. �� 
��
������
� ����.

n∑
i=1

wi

(
�d · �zi

)2 ≤
j−1∑
i=1

wi +
n∑

i=j

wi

(
�d · �zj

)2
<

w(V )
k + 1

+
w(V )

k(k + 1)


���� ���
�����
� �!�������� 7H:�
�� ��
���� �� 8�9. (�d · �zj)2 ≥ 1/(k + 1) > 0 �	����� 
��
 
�� �������� K �� G ������� ��

 ��
���� vi. i = 1 . . . j. ��
����� θ(K̄) ≤ k + 16 
��� �����
� ���	 
�� ���
 
��
 �zi. i ∈ {1, . . . j}.
�� �� ��
�����	�� ��������
�
��� �� K̄ 
�
�  ���� 7��� 8�#9: ���� 
��� 1/(�d · �zj)2 ≤ k + 1� E�
�

��
 
��� �!�������� ����� ��� 
�� ��
����
�� θ�����
��� �� G6 ��. K ∈ Gk+1� ���� ��	���
�� 
��
����� �� ��		� ��

3�		� � �� ���������� ��� �� �� 8�9 ��� 
�� ���� �� 7��
����
��: )*� �� ��� ��� ��� ���	 
��
��� � �����. �!
������ �� �
 ��� ()* �� ����
�� ����

3�
 �� ��
 ���
���� 
�� ����� �� 
�����	 &� D� ��		� �. ������
�	 � 7����	�� �� 
��
�
�
�	��
 �� 
�����	 &: ��	��
�� � fk(n,Δ)��������� �� K� ����. 
�� 	�!�	�	�
����
 �����
�� �� ����������
 ��
 �� K = (VK , EK) 7��� �� G: �� 
�
�� 
����
 �
 ����
 w(VK)/fk(j,Δ(K))�
*���� w(VK) ≥ w(V )/(k(k + 1)) 7��� 
�� �����
��� �� j:. j ≤ n ��� Δ(K) ≤ Δ. 
�� 	�!�	�	�

����
 ����� �� �� ����������
 ��
 �� G �� 
����
 �
 ����
 w(V )/(k(k + 1)fk(n,Δ))� �� 
��
�
��� ���� αw(G) ≤ w(V ). ��� �����2���
�� 
�� �����
��� ������
�	 	�!() ������
��� ��
��
1/(k(k + 1)fk(n,Δ)) ��� 
�� ()*����������	 ()*k�

��



����� ��	�!()�


�*
 ��+�&�� �,� +����
 B = (bij)i,j=1,...n -. �,� �//�����' +��,�'�

�0
 ε← 1/(2knw(V))�
�1
 ��+�&�� �,� 2,�/��).3� '���+�������� �� B + εI�
�4
 ��+�&�� 5������ �d ��' �zi, i ∈ {1, . . . n}�
�6
 ���� 5������� �� '��������7 ��'�� 8��, ������� �� (�d · �zi)2�
�9
 ��+�&�� : ��' ;�

�<
 �% (�d · �zj)2 ≥ 1/(k + 1)
�=
 �$��

�>
 ��// � �� ��+�&�� � ��/����7 (C1, . . . Cl) �� ;�

�*?
 S← argmax{w(Ci) : i = 1 . . . l}�
�**
 ��+�/��� ! �� �-���� � +�
�+�/ ��'����'��� ��� �� ��

�*0
 ��!� S← ∅�
�*1
 %�

�*4
 ������ !�

���� ��	�!()�


�� �������� 
�� �����. ��
 �� ��
� 
��
 ����� �*
 ��� �1
 ��� �!���
�� �� O(n3). ���� �6


�� O(n log n) ��� ���� �**
 �� O(n2)� 0������. 
�� 
�	����	���!�
� �� ���� �>
 �� ������� ��� �
�� T (n)�

�� ������. ������ ,.+,. ��������� �� � ����� �� ()*k �����
 �� ������	����� ��������
��
� ��. ������
�	 	�!() ���� �� � ��� ����� 
�
��� 
�� ��	� ��	���!�
�6 �� ���
 7�� ���
����

��� �<
:. �� K ∈ Gk+1. 
��� ������
�	 � �� ������ 
� ��
��� � �����	�
� ����������
 ��
 S6
�
���
���. S = ∅� 1����2���
��. �� S �= ∅ 7�� ���
������ �� G ∈ WISk:. ������
�	 	�!() �����
��
��� 
�� ��
�� ����	�� �� 
�����	 &6 �� 
�� ������
� ����. 
�� ����
������ ���� ��
 ������

� ()*k�

G���� ��� �. 
�� �������	�;��  ������ �� 8��9 ������
�� �� 8�-9. 
�����	 & ����� 
� 
�� �����
���
�����!�	�
��� �����
 ��� ()*k. ��� 2 ≤ k(n) ≤ n�

5�
�%%�
1 �)

ρWISk ≥ Θ

(
1

k(k + 1)Δ1−2/(k+1) log3/2 n

)
.

 )� ��� ���� 
���%	

1������� ��
 
�� �����
��� ������
�	. 
�� 
���
�
�	� ��	���!�
� �� 
���� �� 
�� ��	� �� 
�� ���
�� 	�!()�

����� ��	�!�


������ S← argmax{w(WIS(k(G)), w(WGREEDY(G))}�
���� ��	�!�


D� 
�����	� C ��� &. ∃c′ ���� 
��


ρWIS ≥ min

{
k

Δ + 1
,

c′

k(k + 1)Δ1−2/(k+1) log3/2 n

}
.

D� �� ���� ��
 ��	�
��
 
������ �������. ��� ��� ��� � 
��
 
�� ����
���� ���� �� 
�� ��� �
���2����
� �� �
 ����
 �� ����� ��

min

{
k

Δ + 1
,

ck

(k + 1)(1+3k)/2 log3(k+1)/4 n

}

��� � ����
��
 c� 3�
 �� ������� k ����
��
� ����. 
�� �����
��� 
�����	 ������

��



����
�� 
?) ��
 �
� ���� �
����
 k ≥ 2 �
� ��
 t = 3(k + 1)/4

ρWIS(G) ≥ min
{

k

(Δ + 1)
, O

(
log−t n

)}
.

0��
���	���. �� 
�� ���� 
���� min{k/(Δ + 1), O(log−t n)} = O(log−t n). Δ+1 ≤ O(logt n) ���

��� ������
�	 	� ���" ������� ������
��� � 
�������� 7�� �� 
�� �����
 �� 8��9: �����!�	�
���
��
���

5�
�%%�
1 �) ��
����
 � �
��� G �
� k ≥ 2�  ��
� ���
� ������ t > 0 ���� ���� �� 	���� �
� ��
��� ��� ��		���
� ��
�����
� ��	��+

#� �	��
���� �����
� �������� 
���� ���
��� ��	�� �� O(log−t n),

&� �	��
���� ��� �������� 
���� ���
��� ��	�� �� k/(Δ + 1)�

�� 
�� �
��� ����. ��
 �� �� ���
 �!��������

min

{
k

Δ + 1
,

ck

(k + 1)(1+3k)/2 log3(k+1)/4 n

}

��� ��
 k = log n/(3 log log n)6 
���. ∃n0 ≥ 1,∀n ≥ n0. (1/ck)(k + 1)(1+3k)/2 log3(k+1)/4 n ≤ n4/5

���. ����� ���
����� 
�
� n ≤ n0 ��� �� ��� �� �� �!����
� � ������ �� ����
��
 
�	�. 
��
�����
��� 
�����	 ����� ��� ��������� 
�� ���
����

����
�� 

)

ρWIS(G) ≥ min
{

log n

3(Δ + 1) log log n
,O

(
n−4/5

)}
.

( )������
�
�	� 
���
�
������
 ������

(� �������� �� 
��� ���
��� � ��
 �����
���. 
������ ��� ��
� 
����
�� ��� ��
����
�� �����.
��

��� ����������
 ��
 ��� ���2��� 3�
 �� ��
� 
��
 
�� ��������� �������������� >����������

��
 �� G � ���2�� �� Ḡ? ������ �� ����
��
 ��� ρ(n) ��
��� ��
 �
 ���� ��
 
��� ��� ��
��� ���������
�� Δ�

3�
 G = (V,E) �� �� ���
���� �� =3 ��� ��
 V = {1, . . . , n}� (� �������� 
�� n ������
Gi = G[{i} ∪ Γ(i)]. i = 1, . . . , n ��� ����
� �� ni 
���� ������
� � ������6 
� ���� �������� 
�� n
������ Ḡi� ����. 
�� �����
��� �������
��� ����� 7������ 
��
 �� � ��� ����� G. 
�� ��;� �� �
	�!�	�	 ���2�� �� �� �� ����
�� 
��� Δ(G):�

,
�����	��� �) ��
 ���
� i ∈ {1, . . . , n}� ��� ��		���
� ��
�� ����� ��	�+
#� ni ≤ Δ(G) + 1 �
� Δ(Ḡi) ≤ Δ(G),

&� �	�.��� �
����� �
����
��
� ����� �� Gi �
����� Ḡi� �
� �	�� �	�.��� �
����� �
����
��
� �����

�� G �
����� Ḡ�, ��
����
� ∃i∗ ���� ���� ��� ������� �	�.�� �
����� �
����
��
� ���� �� Gi∗

�
����� Ḡi∗� �� �����	� ��� ������� �	�.�� �
����� �
����
��
� ���� �� G �
����� Ḡ�,

/� ����� # �
� & ��	� �	�� ��
 "0$ �
� "%( �� �� ��
����
 �������� �	�.��� �
� �
����
��
�

�����

3�
 � �� � 5��� ��� ()* ����� ��� ��
�� ρ(n,Δ)6 
� ����� ��� �
 
� ������� � (=3�����
���
��� G� ���� ��� �� ���� �� 
�� �����
��� ������
�	�

�#



����� ��	;��


������ K ← argmax{w(A(Ḡi)) : i = 1, . . . , n}�
���� ��	;��


*���� K �� �� ����������
 ��
 �� Ḡ. �
 �� � ���2�� 7�� 
�� ��	� 
����
: �� G� ,���� ��. ��
�
�	� � ��� � �� �������
��� �. ������
�	 	;� ����� ��. �� ������	��� 
�	�. �����!�	�
���
��
�� ρ(Δ + 1,Δ) ��� (=3�

��� �����
��� /��
 ��������� ��. 
� ��� ���
�����. 
�� ���
 ��� ������ ��� ρ(Δ) ��
��� ��

���
����������
 ��
 ��� ���2�� 7�� ��
� 
����
�� ��� ��
����
�� �����:�

'� �� 
�� )* �����
 �� 8�9 ��� 
�� ��� �� 
�����	 � 
� �������� 
�� �����
����

����
�� 
�)  ��
� ����� � !!� ��
 �������� �
� �
�������� ��
���
� �� 0$ ���� ����

ρKL(G) ≥ Θ

(
log2 Δ

Δ

)

ρWKL(G) ≥ Θ

(
log2 Δ

Δ log log Δ

)
.

��� �����
� �� 
�����	 �� ��������
. 
� ��� ���
�����. 
�� ���
 ρ(Δ) ��
��� ��� 
�� ���2���������	�

* ����
�
 l���������� �	����� �������� �	� 
�	�
�
 ����
�
�� ��


')
 (������ l���%�
��%� ������� ����
���

3�
 �� ��
� 
��
 
� ��� ����	� l < Δ. �������. �� ��
. 
��� G′ = G 7��� 
�� �����
��� �� 1l
�� ���
��� � ��� ������ 
��
 
���� �!��
� 
�� ������	����
�	� ���������������
�	 �� 8��9 ��
���
������
����� � Δ��������� �� G. ������ G �� � (Δ + 1)����2��:�

1������� ��
. ��� l ∈ {1, . . . ,Δ − 1}. 
�� ����� lG = (lV, lE) ������ �� �����
�@

lV = V × {1, . . . , l}
lE =

{
(v, i)(v′, j) :

[[
(i = j) ∧ vv′ ∈ E

] ∨ [(i �= j) ∧ (v = v′)
]]}

0�� (1l 
�� 
����
 ��  ��
�! (v, i) �2���� wv. ∀i = 1, . . . , l�
1������.

|lV | = ln

Δ(lG) = Δ(G) + l − 1
μ(lG) = μ + l − 1

7�� ���
. ��� ��� (vk, i) ∈ lV . vk ∈ V . i ≤ l. 
�� ������ �� (vk, i) �2���� 
�� ������ �� vk ���� l− 16

�� ��	� ����� ��� 
�� � ����� ������ μ(lG):�

��� �����
��� �����@

• ��
 �� �������� �� ����������
 ��
 S ⊂ lV �� lG6 
�� ��	��� Si = {v ∈ V : (v, i) ∈ S}.
i = 1, . . . , l. �� � ������
��� �� 	�
����� ���/���
 ����������
 ��
� �� G6 �� 
�� ����� G[∪iSi]
�� l����������6

• ��� ������. ��� � ��� l���������� �������� G′ = (V ′, E′) �� G ��� ��� � ��� l���������
(S1, . . . , Sl) �� G′. 
�� ��
 S = {(v, i) : i ∈ {1, . . . , l}, v ∈ Si} �� �� ����������
 ��
 �� lG�

�-



1����2���
��. � ��� ����������
 ��
 7�����. 	�!�	�	 ����������
 ��
: �� � ���
��� ��;� �� lG
����������� 
� �� l���������� ������� 7�����. 	�!�	�	������: �������� �� 
�� ��	� ����� �� G
���  ���� ����� 1������. 
�� ��	� �������������� ����� ��

��� ()* ��� (1l �� ��� ���������

����
� ���
��� �� ��;���

D� 
�� ��� ���� ���������� ��� 
�� �����
� �� 
�� ��� ���� ()*����
����. ��� ��� ��
 
��
�����
��� ���������� 
�����	�

����
�� 
�) ��
����
 f ���� ����� ∀x > 0� 2 < f(x) ≤ log log x�  ��
 ��� ����
�� 1 �
�

��
�		�
� #��

ρ�l(G) ≥ min

{
Θ

(
logf(n)−1 n

n

)
,

log n

f(n)(μ + 1) log log n

}
.

!	�� ��� ����
�� ##��

ρ"�l(G) ≥ min
{

log n

3(Δ + 1) log log n
,O

(
n−4/5

)}
.

')� (������ ��
���	�� ���

3�
 �� �������� 
�� �����
���  ��� ��		�� ������������������ 
���� �� �! 
� ����
� �� )*�
������
�	�

����� ����(�!�


i← 0�
	$��� V �= ∅ ��

i← i + 1�
Ci ← IS(G)�
V← V \ Ci�
��+�5� ���+ � �,� �'7�� �':����� �� 5������� �� Ci�

���� ����(�!�


)� �
��� 
����. ������
�	 ��(�! �
���
� ��� ������ 
��  ��
���� �� �� ����������
 ��
 �� �� ������
����� ��� ��	� �� 
��	 ���	 
�� ������
 ������

��� �����
��� �����
� ��� ��� �� �� 8�9�

����
�� 
 ) �����

#� %� �	��
���� �� ���
�
���� ���
��������
 
���� ρ(G) ��
 %(� ���
 �	��
���� ��
�� ���
�
�

���� ���
��������
 
���� 4ρ(G) ��
 �2(�

&� %� �	��
���� �� �� �
 ����� �������	� �	��
���� ��
 "%(� ���
 �	��
���� ��
�� ���
�
����

���
��������
 
���� 3 ��
 "�2(�

�� 
�� ���
����. �� ������
��� ��� �!
������ �� �
�	 � �� 
�����	 �# �� 
�� ���� 
���� �! �� ��
�����!�	�
��� ������
�	 �!��
� �� 
�� ��
����
��� 
��� �� 8�9� ���� 
� ������	 �� ���� �!
������
�� 
���� �����
 �� ����� 
� 
��� ���� �� 
�� ���� 
���� �! �� ���������� �� � 5��� ������
�����
� ���
��� ��
���

����
�� 
$) %� �	��
���� �� ���
�
���� ���
��������
 
���� ρ(G) ��
 "%(� ���
 ��
��

���
�
���� ���
��������
 
���� 4ρ(G) ��
 �"2(�

,
���) '� �� �  ��
�!�
����
�� ����� (G, �w). ��
 �� ����
� �� D 
�� 31, �� 
�� ����	���
���
�� 
�� ��	�����
� �� �w ��� ��
 �̃w = D.�w� �� ������. ��	�����
� �� �̃w ��� ��
������ 1�������
��
 
�� ����� Gw̃ 7�����
��� �: ��� ��� �������� H = (VH , EH) �� G� ����@

�"



• �������
��� �� ������
�	 �! �� H ��
��	���� �� ����������
 ��
 SH ������������� 
� ��
����������
 ��
 S̃H �� Hw̃ �� ���������
� w(SH)6

• �� w(SH)/αw(H) ≥ ρ(H). 
��� |S̃H |/α(Hw̃) ≥ ρ(H)6

• �� H ′ ��� H ′′ ��� 
�� ��������� �� H ��� Hw̃. ������
� ���. ��
����� �� ��	� ���  ��
�!�
��
� SH ��� S̃H . 
��� H ′′ = H ′̃

w�

1����2���
��. ��������� 
��
 �� ������
�	 	�! ��� �� ()* �� G 
�
��� ��
�� ρWIS(G) = ρ(G).
�������
��� �� ������
�	 	�! �� G ��� �� �2�� ����
�� ���� �� �� �������
��� �� �� ������
�	
��� ��� 7�
��������: )* �� Gw̃ 
�
��� ��
�� ρ(G) 7��� ��
 ρ(Gw̃):�

A ��� �������� C̃ = (C̃1, . . . , C̃l) �� Gw̃ ����������� 
� � �������� C = (C1, . . . , Cl) �� G
���� 
��
 w̃(Ci) = |C̃i|. i = 1, . . . , l� 1����2���
��. 
��  ���� �� 
�� (1�*�����
��� C �� G
��

∑l
i=1 iw̃(Ci) 
���� �� �!��
�� 
��  ���� �� 
�� 1�*�����
��� C̃ �� Gw̃� �� ������ 
�� ��	�

����� �� 
� �� ��� ��� 
�� ��� � 2���
�
��� �� D�
)� ���. �� 
� �������� � ()*�5��� 	�! ������
����� �����!�	�
��� ��
�� ρ(G). �
� �������
���

�� G ��� �� ��	���
�� 
� 
�� �������
��� �� �� )*�5��� �! �� Gw̃ ������
����� 
�� ��	�
��
�� ρ(G)� A!
������ 
��� ����	��
. �������
��� �� ��(	�! �� G ��� �� ��	���
�� 
� 
��
�������
��� �� ��(�! �� Gw̃� D� �
�	 � �� 
�����	 �#. 
��� ��

�� ������
�	 ������
��� ��� 1�*
�����!�	�
��� ��
�� 4ρ(G)� 1����2���
��. 
��� ��
�� �� ���� 
�� ��
�� �� ��(	�! 
��� ���� 
�
��� � (1�* �� G. 2�����

)		����
� �����2����� �� 
�����	 �- �� 
��
 
�� �����
� ��� ()* �������� ��� � ����� ����
��� (1�*�

!�����	���

8�9 E� ���� ��� E� =������ �����!�	�
��� 
�� ������������ ��	���  �� 
�� θ�����
���� 4����
�
��
����
�� �� �������

8�9 �� D���E��. ,� D������. ,� ,� �����J�����. �� *�������. ��� �� ��	��� �� ����	�
�� ��	�
��� ���
����
�� �������� ������
���� %
��
�� �
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��� 	�!�	�	 ����������
 ��
� ��
�!������� ���������� 5% . ��7�:@�C+<�&". �&&��

8#9 5� 1������;� ��� K� =���� � ��	������	 �� E5 ��
�	�;�
��� ������	�� � ������� ��
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