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POLYNOMIAL APPROXIMATION: NOTIONS OF HARDNESS AND
THEIR IMPACT IN STUDYING THE STRUCTURE OF NP

Abstract

We define several notions related to the “hardness of approximately solving a problem”
and describe many aspects of this theory through its foundations, its objectives, through the
answers it produces and the ones it poses, or, even, through its own formalism. Among the
questions tackled central are the one of “good approximability” which enables us to associate
a prablem with a “hardness level”, this association drawing hierarchies which describe NP’s
internal structure. Anocther question tackled is the bringing to the fore of a notion of “hard
instances” for a given problem. Such a notion can illustrate which are the structural charac-
teristics of the instances where an algorithm attains its worst case approximation ratio and,
on the other hand, provides hints enabling improvement of the approximability of a given
problem. The different aspects of polynomial approximation theory treated in this paper
are tackied from both epistemological and technical points of view. Our motivations are
simultaneously theoretical and operational.

Keywords: Complexity, approximation, NP, reduction, instance

APPROXIMATION POLYNOMIALE: NOTIONS DE DIFFICULTE ET
LEUR IMPACT POUR ETUDIER LA STRUCTURE DE NP

Résumé

Nous présentons différentes notions de difficulté intervenant en approximation polyno- -
miale et décrivons de nombreux aspects de cette théorie & travers ses fondements, ses objec-
tifs, les réponses qu’elle a apporté et celles qu’elle pose. Nous envisageons d’abord différentes
notions de « bonne résolution » permettant d’associer chaque probléme a un « niveau de dif-
ficulté ». On définit ainsi une hiérarchie qui décrit une sorte de structure interne de la classe
des problémes NP-complets. Une autre question abordée est la mise en évidence d’une no-
tion « d'instances difficiles » qui illustre d’une part, ce qui rend un probléme difficile {en
approximation) et donne, d’autre part, des pistes pour une meilleure résolution (approchée).
Précisons enfin que ces différentes questions peuvent &tre abordées tant du point de vue
épistémologique et général que dans 'optique spécifique de ’approximation polynomiale. De
méme, nos propos sont autant rmotivés par les aspects théoriques de ses fondements que par
leur intérét appliqué et opérationnel.

Mots-clé : Complexité, approximation, NP, réduction, instance
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1 INTRODUCTION

L’approximation polynomiale a pour objet la conception et l'analyse d’algorithmes polyno-
miaux avec garanties de performance pour des problémes difficiles n’admettant pas d’algorithmes
polynomiaux exacts. Nous avons présenté, dans l'article {11], quelques réflexions & caractére tant
mathématique qu’épistémologique s’inscrivant dans ce cadre. Nous avons discuté la notion de va-
leurs extrémales d’un probléme, ses enjeux théoriques et pratiques, notamment en ce qui concerne
'évaluation de la qualité d'un algorithme approché ainsi que les différentes problématiques qui
lui sont associées.

Le travail qui suit poursuit la présentation de ’approximation polynomiale en insistant no-
tamment sur son objet, son cadre, ses outils, ses enjeux et ses résultats. Nous nous intéressons ici
4 différentes notions de difficulté de résolution qui sont au cceur méme du domaine. I’approxima-
tion polynomiale est une réponse au probléme de la complexité mais nous verrons qu'inversement
une étape essentielle de sa démarche consiste & enrichir la théorie classique de la complexité par
de nouvelles notions de difficulté afin d’affiner la connaissance sur la nature des probléemes NP-
complets. Ces notions sont donc non seulement un point de départ mais aussi un moteur et un
sujet d’étude primordial dans ce cadre. Cette réflexion nous donnera l'occasion de décrire de
nombreux aspects de I'approximation & travers ses fondements, ses objectifs, les réponses qu’elle
a apporté et celles qu'elle pose ou encore sa formalisation !.

Parmi les questions que nous abordons, citons la définition d’un probléme, différentes notions
de bonne résolution qui permettent d’associer chaque probléme & un niveau de difficulté ainsi
que la structure interne de la classe NP qui en résulte. Pour chaque probléme, nous proposons
d’étudier la difficulié des instances qui illustre d'une part ce qui rend le probleme difficile et
donne, d’'autre part, des pistes pour une meilleure résolution.

Précisons enfin que, comme dans 1’article [11], ces différentes questions peuvent &tre abordées
du point de vue général ou dans I'optique spécifique de I’approximation polynomiale. De méme,
nos propos sont autant motivés par les aspects théoriques de ses fondements que par leur intérét
appliqué et opérationnel.

La classe NP désigne l'ensemble des problémes résolubles par une machine de TURING po-
lynomiale non déterministe; il s’agit, au moins dans la théorie classique de la complexité, de
I'univers de travail. La classe P (des problémes polynomiauz) est I’ensemble des problémes de NP
résolus par une machine de TURING polynomiale déterministe; ils sont considérés comme bien
résolus. En effet, dans ce type d'étude, la complexité algorithmique polynomiale correspond & ce
qui est communément considéré comme une bonne résolution. A 'opposé, la classe NP contient
les problémes NP-complets (classe NP-C) qui sont, dans un certain sens, les problémes les plus
difficiles de NP : la résolution de I'un d'entre eux par une machine de TURING polynomiale
déterministe permettrait la résolution de n'importe quel probléme de NP par une machine de
ce type. Parmi les problémes connus et entrant dans le cadre de nombreux modéles industriels
ou en sciences humaines, relativement peu sont polynomiaux: les principaux problémes de P
sont les problémes de tris, de parcours d’arbres et de graphes, certains problémes de flots, d'af-
fectation, des problémes de cheminement optimaux (avec notamment, comme application, les
probléemes d’ordonnancement les plus simples et, plus généralement, l'optimisation séquentielle),
le probléme de couplage maximum d’un graphe, la programmation linéaire en variables continues.
Ces problémes suscitent un intérét particulier non seulement parce qu'ils ont de trés nombreuses
applications, mais aussi parce que en tant que seuls problémes bien résolus?, ils constituent les
outils de base de l'algorithmique polynomiale. Les problémes polynomiaux étant relativement

1. Comme nous l'avions déja mentionné dans Particle [11], ce point suscite actuellement de nombreux travaux

qui nécessitent et justifient en particulier de tels débats et réflexions de fond.
2. Toujours par rapport au choix de la résolution polynomiale comme référence de bonne résolution.



rares. de tres nombreux modéles réels conduisent & des problémes NP-complets. Parmi eux,
citons bien sur le fameux probléme de satisfiabilité qui fut le premier probléme NP-complet &
étre mis en évidence par CoOK ([4]). Mentionnons aussi le probléme du voyageur de commerce,
du stable maximum d'un graphe, de I’'arbre de STEINER, de la coloration minimum d'un graphe,
les principaux problémes de partage, de découpe et de couverture minimale, la plupart des pro-
blémes d’ordonnancement, le probléme du sac a dos ef, plus généralement, la programmation
linéaire en variables entiéres. La découverte, depuis les travaux de COOK et de KARP [16], d'une
multitude de problémes NP-complets issus d’applications réelles a mis en évidence d'une part
les limites de la résolution informatique et, d’autre part, la nécessité de développer des stratégies
pour leur résolution, au moins partielle. Dans cette optique, le recours 3 des routines polyno-
miales connues et l'identification de sous problémes polynomiaux d’un modsle complexe s’avérent
particuliérement utiles.

La résolution effective de problémes difficiles fut I'une des principales motivations de la théorie
de I'approximation polynomiale. Le principe est de se limiter 3 Vemploi de méthodes polynomiales
en exigeant de plus des garanties théoriques absolues sur la qualité des solutions obtenues. Ce
choix quant aux garanties de complexité et de qualité des solutions obtenues distingue l'approxi-
mation polynomiale de I'étude, plus classique, d’heuristiques. D'un point de vue opérationnel,
la pertinence de ces approches dépend des besoins spécifiques de chaque application. Dans la
pratique, le recours a des méthodes heuristiques reste majoritaire, ce qui peut étre attribué non
seulement a leur bon comportement en pratique mais aussi 3 une relative méconnaissance des
particularités de I’approximation polynomiale. L’autre raison est le pessimisme de certains de
ses résultats qui provient essentiellement des restrictions que ce cadre impose. Soulignons néan-
moins que les méthodes polynomiales peuvent avoir, dans la pratique, des comportements bien
meilleurs que les bornes qu'elles garantissent.

Plusieurs travaux sur les fondements de I’approximation visent & unifier les résuitats existants.
IIs sont l'occasion d’une réflexion de fond sur la pertinence des notions de bonne résolution et des
résultats qui leur sont associés. Cet article se situe justement dans cet esprit. Pour des raisons
de clarté, nous rappelons succinctement certaines notions de base sur lesquelles repose la suite
de ce travail.

L’approximation polynomiale restreint son champs d’étude & certains problémes pouvant
s’exprimer en termes d’optimisation. En effet, les problémes NP sont définis & l'origine ([14])
comme des preblémes de décision exprimés sous forme d’une question ; la résolution du probléme
consiste alors & apporter une réponse (oui ou non). Pour de tels problémes, il est difficile de
concevoir une notion de résolution approchée. Par contre, pour certains d’entre eux, il est possible
d’associer une version optimisation exprimée par un programme mathématique {optimisation
d’une fonction réelle sous contraintes). A chaque instance, on associe une question portant sur
l'existence ou non d’une solution meilleure qu’un seuil fixé. Clest par ce biais qu'on peut faire
le lien entre les problémes d’optimisation et les problémes de décision de la classe NP. Plus
précisément, nous rappelons ici la définition formelle des problémes d’optimisation.
DEFINITION 1. Un probléme élémentaire ou « instance » (notée I} est un programme mathé-
matique de la forme

opt v(Z)

I: zecC
z; € {0,1}
Un « probléme d’optimisation combinatoire NP (resp., NP-complet) » est un ensemble d’ins-
tances tel que I'ensemble correspondant des questions « pour un M donné, existe-t-il £ € C tel
que v{T)0M? » (o0 8 vaut > (resp., <) si opt vaut max (resp., min)) est exactement 1'ensemble des
instances d'un probléme NP (resp., NP-complet) au sens usuel de la théorie des langages ([14,
17)). 1



Parmi les problémes NP-complets admettant une version optimisation, citons par exemple le
probléeme de stable maximum, de coloration minimum, de voyageur de commerce ou encore de
programmation linéaire en variables entiéres. En fait, de trés nombreux problémes NP et plus
particuliérement NP-complets peuvent étre associés & un probléme d’optimisation qui est au
moins aussi difficile que le probléme de décision associé. En effet, la résolution de 1a version
optimisation permet de résoudre la version décisionnelle. Ces problémes, au moins aussi difficiles
que des problémes NP-complets, sont appelés NP-difficiles. Le principal intérét d’exprimer un
probléme en termes d’optimisation est d’avoir & sa disposition non seulement une notion de
solution acceptable® {ou réalisable) du probléme mais aussi une notion de qualité d’une telle
solution réalisable par référence a la valeur de I'objectif.

Ainsi, pour un tel probléme, on appelle algorithme approché un algorithme polynomial par
rapport & la taille des instances fournissant, pour toute instance I, une solution réalisable de va-
leur A(7). Un résultat d’approximation permet de caractériser la qualité de la solution approchée
4 l'aide d'une mesure d’epprozimation définie pour chaque instance. La mesure la plus utilisée

est le rapport
{)\(I ) B )}

BI)” X(I)

ot B(I) désigne la valeur optimale de I'instance I. D’autres mesures d’approximation peuvent
étre employées, notamment le rapport différentiel que nous avons défini, Justifié et discuté dans {7,
10, 11]. Pour une instance I, ce rapport s'exprime par

v(I) = min

ol w(I) désigne la pire valeur de I'instance I.

Etant donnée une mesure d’approximastion? p{I), un résultat d’approximation s’énonce com-
me une borne valable pour toute instance J. Comme pour la plupart des travaux de théorie
de la complexité, on mesure donc le comportement d’un algorithme par rapport au pire cas, ce
qui permet d’obtenir des garanties absolues valables pour toutes les instances. Précisons enfin
que non seulement les résultats d’approximation mais aussi les méthodes déployées différent en
fonction du rapport. Ces différentes mesures apparaissent ainsi comme complémentaires.

Les résultats d’approximation mettent en évidence des différences de difficulté entre les pro-
blémes NP-complets qui sont, par définition, de difficulté équivalente quant & leur résolution
exacte mais se prétent par contre plus ou moins bien & l’approximation. Certains problémes
d’optimisation NP-complets sont trés bien approchés par un algorithme polynomial; le pro-
bléme du sac & dos est I'exemple le plus favorable puisqu’il admet un schéma d’approzimation
polynomial, c’est-a-dire, une famille (indicée par € €]0,1[) d’algorithmes polynomiaux A, telle
que, pour tout €, l’algorithme A, garantit un rapport v supérieur 4 1 — ¢. Par contre, pour
d’autres problémes, par exemple pour le probléme de stable maximum d’un graphe, aucun algo-
rithme polynomial ne peut garantir un rapport - borné inférieurement par une constante ¢ > 0.
Les résultats positifs garantissent un certain niveau d’approximabilité et les résultats négatifs
expriment I'impossibilité, sous une hypothése fortement probable du type P # NP, de tel ou
tel type d’approximation. L’association des deux permet d’établir une hiérarchie des problémes
d’optimisation NP-complets par rapport & P'approximation. De ce point de vue, I'approximation
polynomiale devient un outil fondamental pour la compréhension de la classe NP et I’étude de
$a structure.

3. Cette notion comprend, par le biais des contraintes, ce qu’on désire imposer 4 n'importe qu’elle solution

envisageable. .
4. Ici, nous prendrons la convention d'une mesure dans {'intervaile [0,1] avec [a valeur 1 pour la résolution

exacte.



L'un des aspects de cette théorie est donc 1'étude de la difficulté intrinséque des problémes
en offrant, par rapport a la théorie de la complexité, plusieurs niveaux de difficulté. La définition
de la NP-complétude offre deux niveaux de difficulté, les classes P et NP-C. Par contre, en
approximation, I’ensemble des problémes d’optimisation NP-complets se décompose en couches
d’équi-approximabilité. Pour ces deux théories, la notion de difficulté correspond a l'aptitude
d’un probléme & é&tre résolu (de fagon exacte ou approchée) par un algorithme polynomial.

A V'occasion de cette réflexion sur les notions de difficulté, nous abordons certains aspects
d'un formalisme nouveau et nous citons des exemples d’outils pour mesurer ou comparer des
notions de difficulté. La pertinence de certaines notions reléve directement de cette réflexion; ce
sera en particulier le cas pour les notions asymptotiques. Enfin, nous présentons des outils ou
méthodes qui exploitent des notions de difficulté. Notre objet n'est pas de développer les détails
de ce formalisme mais plutét d'en retirer la logique générale, sa pertinence et ses conséquences
pratiques. De méme, les résultats d’approximation cités dans ce document ont valeur d’exemples
pour iliustrer ces notions. C’est pourquoi ils sont donnés sans preuve et parfois seulement men-
tionnés dans le texte. Par souci de lisibilité et de continuité du document, nous avons sélectionné
quelques problémes combinatoires (notamment les problémes de stable et de bin-packing) aux-
quels se rapportent la plupart des exemples présentés,

2 NIVEAUX DE RESOLUTION D’UN PROBLEME

Toute idée de difficulté fait référence & une notion de résolution qui, de toute fagon, est déja
implicite dans la définition méme du probléme. On ne peut en effet définir un probléme ou, plus
généralement, une question que par rapport au concept de réponse qu’on adopte. D’un point de
vue historique d’ailleurs, le moteur (mais aussi le frein) des travaux sur la décidabilité, la com-
plexité ou plus généralement de toute démarche visant & étudier les limites de l’algorithmique a
été la modélisation de la notion d’algorithme® représentant une forme de résolution sur laquelle
repose la définition des classes de complexité. De méme, dans le cadre de I'approximation polyno-
miale, la notion de probléme d’optimisation ne s'impose qu’au terme d’une réflexion sur les buts
de cette théorie, notamment & propos de la signification & donner 4 la résolution approchée. Dans
I'article {11], nous avons insisté sur le choix du tout dans la formulation qui consiste & intégrer
dans le probléme méme les caractéristiques de sa résolution. De ce point de vue, nous avons mon-
tré & quel point non seulement les notions de fonction objective et de contraintes mais également
celles de valeurs extrémales sont indispensables pour clarifier le concept de bonne résolution en
vue d'une évaluation pertinente des algorithmes.

2.1 Algorithmes et chaines d’approzimation

Etant donné un probléme d'optimisation NP-complet, nous avons déja précisé dans I'in-
troduction la notion d’algorithme approché qui, pour toute instance I de taille n, construit en
temps polynomial par rapport & n une solution réalisable. La valeur objective A(I} de cette
solution ainsi que les valeurs optimale (B(I}) et (éventuellement) pire (w(I)) de I sont essen-
tielles pour I’évaluation (par le biais d*un rapport d’approximation) de la qualité de I’algorithme.
Parmi les rapports utilisés, nous avons déja mentionné v(I) et §(I) mais I'étude qui suit est
applicable & n’importe quelle mesure d’évaluation. Notre seule restriction est de considérer une
mesure p : I +— p(I} & valeurs entre 0 et 1 d’autant plus proche de 1 que I est bien résolue.
Ainsi, un résultat d’approximation correspond & garantir, pour toute instance du probléme, un
minorant de p(I).

5. Notamment par l'outii des machines de TURING.



Pour pouvoir envisager les développements de plus en plus fins des études algorithmiques,

nous introduisons la notion de chaine algorithmique qui généralise celle d’algorithme approché.
Le principe est d’associer un paramétre aux algorithmes en vue d’étudier le comportement non
plus d'un algorithme mais d'une famille d’algorithmes.
DEFINITION 2. Soit IT un probléme d’optimisation combinatoire (définition 1) ; on note T l'en-
semble des instances de 11, soit f : Tx IN —]0,1[;(I. k) — f(I, k) une application croissante en k.
Une chaine {algorithmique) d’approximation polvnomiale® de rapport f pour II est une suite
d'algorithmes (A), v telle que, pour tout k € IV, Ay est un algorithme approché polynomial
pour I1 garantissant le rapport d’approximation g (1) > f(I,k), VI € Z.1

8.2 Niveaur d’approzimation

L'un des enjeux principaux de 'approximation polynomiale étant de mettre en évidence, au
sein de la classe NP-complet, une structure fondée sur approximabilité des problémes, nous
considérons la notion de niveau d’approrimation.

Etant donné un probiéme II d’ensemble d'instances Z, on note Fr (ou seulement JF lorsqu’au-
cune confusion n'est possible) ’ensemble des rapports possibles pour les chaines d’approximation
polynomiale pour II, i.e.,

Fuo= {f I xIN -)]071[7 (I,k) Hf(Iak)}
Nous utilisons également la notation F'y pour désigner les rapports indépendants de k, i.€.,
Fa={f:Z-]0,1}1~ f(D)}.

A chaque famille de rapports F C Fr correspond un niveeu d’approzimation, toutes les chaines
d’approximation polynomiale garantissant un rapport dans F' appartiennent au méme niveau.
Les exemples suivant interprétent, sous ce point de vue, plusieurs résultats classiques et montrent
que ce cadre permet d’exprimer des résultats récents pius fins pour lesquels les notions classiques
ne suffisent plus.

2.8 Ezemples

Lorsque f est constante par rapport a k, 4.e.,
3f: I -]0,1[,¥I € I,vk € IV, f{I,k) = f(I)

(f peut alors &tre assimilée 4 un élément de Fy7), on peut, sans perte de généralité, restreindre la
chaine d’approximation & un unique algorlthme A en sélectionnant 'un des A. On retrouve dans
ce cas la notion classique d’algorithme approché & rapport § qui constitue un premier niveau
d’approximation pour II. On peut alors affiner ce niveau en fonction de la dépendance de f par
rapport au parameétre [ : si f est une constante universelle, on retrouve le niveau des algorithmes
a rapport constant (citons par exemple 'algorithme de couplage pour la couverture de sommets
qui garantit le rapport vy =1 /2); ce niveau peut lui-méme étre divisé en sous-niveaux en fonction
des valeurs de f. Par contre, si f est une fonction non-constante de I'instance (et en particulier si
infrez f(I) = 0), on retrouve la notion de rapport d’approximation dépendant de I'instance. Citons .
3 ce titre tous les algorithmes approchés pour le probléme de stable maximum dans un graphe ou
encore de couverture d’ensembles. Les résultats négatifs qui établissent la non approximabilité
4 rapport constant de problémes comme, par exemple, le stable maximum ([1]), la couverture

6. Ou simplement chaine lorsqu’aucune confusion ne sera possible.



d’ensembles minimum ou la coloration minimum ([18}]) justifient qu’on doive prendre en compte
la possibilité de rapports d’approximation dépendant de l’instance.

L’ensemble des fonctions f € Fp constantes en [, i.e., des fonctions pour lesquelles il existe
une suite (2x),cpy de 10, 1] telle que ¥(I,k) € T x IV, f(I,k) = z, définit le niveau des chaines
indépendantes de l'instance. Remarquons que le cas ol (z;) est une suite convergeant vers 1
correspond 4 un schéma d’approximation polynomial.

A titre d’exemple, intéressons-nous au probléme S de stable rnaximum qui consiste 4 détermi-
ner, dans un graphe, un ensemble stable” de cardinal maximum. De nombreux travaux traitent
de l'approximation de S et donnent lieu & des résultats de plus en plus difficiles & exprimer.
Citons par exemple les résultats de [15]; l'inadéquation du cadre classique pour exprimer ces ré-
sultats contraint les auteurs & n'en présenter qu'une forme partielle; cet exemple justifie le besoin
d’enrichir les concepts d’approximation sans quoi le manque de formalisme risquerait d’atre un
frein 2 de nouveaux résultats. En termes de chaines d’approximation polynomiale, le principal
résultat de [15] ainsi que ses améliorations présentées dans 'article [12] s’expriment de la facon
suivante (dans ce qui suit, nous notons par A le degré maximum des sommets d’un graphe G et
par i le degré moyen des sommets de G; ¢ < A).

PROPOSITION 1. ‘

- Il existe une chaine d’approzimation polynomiale de complezité O(n*) pour le stable garan-

tissant le rapport d’approzimation (6/A)(1 — 1/k) +o(1/A) ([15]).

- Il existe une chaine d’approzimation polynomiale de complezité O(n*/2) pour S garantissant

le rapport d’approzimation kA + o(1/A) ([18]).

- Il existe une chaine d’approzimation polynomiale de complezité O(n®) pour S garantissant

le rapport d’approzimation k/p + o(1/A) ([12]).

3 OUTILS SUPPLEMENTAIRES POUR CLASSIFIER LES PROBLEMES

Les notions d’approximation que nous venons de présenter définissent une échelle de qualité
ainsi qu'une notion de difficulté. Tous les problémes NP-complets équivalents du point de vue
de la résolution exacte ne le sont plus dans le cadre d’une résolution approchée, si bien que cette
notion de difficulté par rapport a V'approximation, qui représente la possibilité d’établir tel ou
tel résultat d’approximation, conduit & envisager une classification des problémes d'optimisation
NP-complets.

Ces outils permettent de positionner chaque probléme sur une échelle d’approximabilité et
sont en particulier parfaitement adaptés pour comparer différents résultats relatifs & un méme
probléme. Par contre, il est moins aisé et en tout cas moins pertinent de comparer directement
des résultats d’'approximation pour des problémes différents. En vue d’établir une classification
des problémes, nous avons besocin d'un outil spécifique permettant de comparer la difficulté
d’approximation de différents problémes. C'est 'objet des réductions que nous définissons ci-
dessous. Ce type d'outil est d’ailleurs a la base de toutes les démarches visant 3 envisager une
notion de difficulté d'un probléme, aussi bien dans le cadre de la théorie de la décidabilité que
dans celui de la complexité. En particulier, ce type d'outil est & la base des démonstrations de
non-décidabilité ou de NP-complétude ({14]).

3.1 Comparaison de problémes

Le principe est de définir, sur un ensemble de problémes, un préordre représentant une certaine
notion de difficulté. Un probléme IT' est considéré comme plus difficile qu'un probléme II si la

7. Etant donné un graphe G = (V| E), un ensemble stable est un ensemble V' C V de sommets tel que,
Y(i.j) € V' x 1",ij ¢ E.



résolution de I permet, via une transformation appelée réduction de IT & IV, la résolution de II.
Un tel schéma permet alors de faire correspondre, 4 chaque forme de résolution, une notion de
difficulté. Ainsi par exemple la notion de non-décidabilité correspond 4 la résclution « acceptation
d’un langage par une machine de TURING déterministe » ; celle de complexité consiste & prendre
en compte la complexité algorithmique de cette machine.

Chaque classe d’approximation est associée 4 un type de réduction préservant ce niveau.
Parmi les premiers travaux sur ce type d'outil, citons ceux de SIMON ([28]) sur les réductions
dites continues qui permettent de transformer un algorithme a rapport d’approximation constant
pour II' en un algorithme du méme type pour II. Dans le méme ordre d’idée, la notion de Z-
réduction de [24] est fondée sur la résolution par un schéma d’approximation polynomial. De
trés nombreuses notions ont été introduites et utilisées, chacune adaptée & une certaine classe
d’approximation ([6, 3. 22, 23]). Pour une étude compléte du sujet, on pourra se référer a [26].
Les réductions permettent de transférer des résultats positifs ou négatifs d'un probléme & un
autre et contribuent ainsi & enrichir la connaissance d’une certaine classe d’approximabilité mais
elles donnent aussi accés & autant de notions de complétude qui définissent de nouvelles classes.

La définition suivante élargit cet outil au cas de différentes notions de mesure d’approximation
et d’une plus large gamme de niveaux d’approximation. Elle permet également d’unifier la plupart
des notions de réduction connues. .
DEFINITION 3. Soit IT et IT' deux problémes d’optimisation et g une application de Fr — Fi1.
Une réduction en approximation «p, de IT & II' d’expansion g est un algorithme polynomial
qui permet de transformer toute chaine d’approximation I, de rapport f € Fy, en une chaine
d’approximation pour IT de rapport g(f). B
L’expansion représente 1'effet de la transformation sur la gualité d’approximation. Une réduction
permet de comparer les niveaux d’approximation des problémes IT et II'. Pour deux niveaux
FCFnet FFcFp:

- si g(F') C F, alors on dit que la réduction oy v transforme le niveau F' en F';

- si g(F') € F’' et si les deux problémes ont le méme ensemble d'instances ou lorsque les
définitions de F' et F' sont indépendantes des instances, on dira que oy préserve le
niveau F'.

Dans certains cas, on ne parvient & transformer polynomialement que certaines chaines d'approxi-
mation de IT' en une ckaine d’approximation de II, on considére alors une notion de réduction
partielle dont 'usage est restreint & deux niveaux F et F'.

Faisons alors les remarques suivantes concernant la définition 3:

- la L-réduction ([24]) correspond 4 la notion de réduction partielle préservant les schémas
d’approximation polynomiale, i.e., les chaines convergeant vers 1;

- la réduction faiblement continue étudiée pas SIMON dans [28] devient un cas particulier
de réduction partielle préservant les algorithmes (considérés comme cas particuliers de
chaines) a rapport constant ; remarquons qu’alors une telle réduction d’expansion ¢ ({ est
une constante) de II & I1" permet de transformer polynomialement toute chaine d'approxi-
mation & rapport (Ti)..pv indépendant de l'instance en une chaine d’approximation &
rapport {((zx)..pv; il suffit d’appliquer la réduction & chaque algorithme de la chaine; il
s’agit donc¢ de réductions partielles préservant les chaines & rapport indépendant de l'ins-
tance et d’expansion I'homothétie de rapport (.

3.2  FEremples

Les exemples de réductions ci-dessous permettent de transférer les résultats d’approximation
de la proposition 1 & de nouveaux problémes.



Considérons d'abord la version pondérée WS du probléme de stable pour laquelle les sommets
du graphe instance sont affectés de poids. Le probléme consiste alors & déterminer un ensemble
stable de poids maximum.

Dans le cas de poids positifs entiers, une construction proposée par SIMON [28] permet de
formuler le probléme de stable de poids maximum dans un graphe ' comme la recherche d’un
stable de cardinal maximum dans un graphe construit & partir de (G, w) noté G.. L'idée est
la suivante: chaque sommet v; de poids w; dans (& donne lieu & w; sommets vy, { = 1,... w;
dans G, qui forment un stable. Une aréte v;v; de G donne lieu, dans Gy, 4 toutes les arétes Vi V5 k
avec I = 1,...wy, k = 1,...w;, c’est-d-dire & un graphe biparti complet. Tous les sommets Vil
[ = 1,...w; issus d’'un méme v; ont donc le méme voisinage dans G,, de sorte qu'un stable
maximal de ce graphe contient toutes les copies de v; ou aucune. Par conséquent, tout stable S
de G de poids w(S} correspond & un stable de cardinal w(S) dans G, composé de toutes les
copies des sommets de S. Réciproquement, tout stable maximal S, de G, se projette en un stable
de poids {S,| dans G. Ainsi, toute solution réalisable (resp.. optimale) pour le probléme WS
dans G correspond 4 une solution réalisable (resp., optimale) pour S dans G, et réciproquement.
Etant donné la définition des problémes WS et S, la valeur objective est conservée par cette
transformation.

La seule restriction & laquelle il faut rester attentif est que la transformation de (G, w) en Gy,

n’est polynomiale que si les poids de I'instance {G,w) de WS sont bornés par un polynéme de
la taille de ;. En effet, I'ordre de G, est exactement la somme des poids des sommets de G.
Enfin, notons que le degré maximum des sommets de G,, est majoré par wmezA. La discussion
ci-dessus donne lieu au résultat suivant.
PROPOSITION 2. 1l eziste une réduction partielle «xpwsgs de PWS (le probléme du stable
pondéré ou fous les poids sont bornés supérieurement par un polynéme en n) & S transformant
toute chaine de rapport f(A, k) (f étant croissant en k et décroissant en A) pour S en une chaine
de rapport f(wmaxd, k) pour PWS.

PROPOSITION 3. [l existe une réduction partielle xpwss de BWS (le probléme du stable
pondéré ot tous les poids sont bornés supérieurement par une constante) ¢ S transformant foute
chaine de rapport f(\, k) (f étant croissant en k et décroissant en A) pour § pour S en une
chaine de rapport f(A, k) pour BWS.

Cette réduction préserve en particulier les niveaux d’approximations associés aux rapports de la
forme k/é ou § peut désigner le degré maximum de G, son degré minimum, son degré moyen
ou encore des versions pondérées de ces notions. Ceci permet de déduire de la proposition 1 le
résultat d’approximation pour BWS suivant.

PROPOSITION 4. 1l existe des chaines d’approzimation polynomiales pour BWS de rapports
respectifs k/A + o(1/A) et k/p + o{1/A).

Certaines réductions peuvent étre établies entre différents niveaux d’approximation pour un
méme probléme. Mentionnons dans ce cadre le résultat classique ([14]) selon lequel tout algo-
rithme & rapport constant pour le stable peut étre transformé (via une composition de graphe)
en un schéma d’approximation. Cette réduction du probléme de stable & lui-méme est le point de
départ des résultats négatifs pour ce probléme. De méme, dans [8], nous établissons la réduction
entre les approximations classique et différentielle pour le bin-packing, ce qui nous permet d'éta-
blir un schéma d’approximation différentiel pour ce probléme, niveau d’approximation qu’or ne
peut garantir pour le rapport classique.



3.3 Classes d’approzimabilité

La complémentarité entre des résultats positifs et négatifs permet de hiérarchiser la classe NP.
Ils représentent respectivement l'appartenance d'un probléme & une classe et la différentiation
entre deux classes. La notion de niveau d’approximabilité donne lieu & une classification absolue
(1.e., sans référence & un probléme particulier): le concept de réduction enrichit cette classifi-
cation en créant des liens entre des problémes différents. Il s’agit d’un outil fondamental pour
élaborer des résultats positifs ou négatifs et pour concevoir des algorithmes approchés a partir
d’algorithmes établis pour d’autres problémes.

Les réductions permettent aussi d'identifler le noyau des problémes les plus difficiles de chaque
classe grace a la notion de complétude. La complétude par rapport aux réductions polynomiales
préservant les solutions exactes permet de définir la classe NP-C. Ce type de construction est
également possible avec des réductions préservant I’approximation. Etant donné un probléme II
et deux niveaux d’approximation F C.F' pour II, IT est complet par rapport euz niveauz F
et F' si II € F' et si, pour tout II' € F, il existe une réduction oy i préservant le niveau JF.
Plusieurs résultats de complétude en approximation ont déja été obtenus sous des formalismes
similaires ([2]). :

La notion de réduction que nous venons de discuter permet d’étudier la structure de la
classe NP, de mettre en evidence des liens entre les problémes et enfin, pour un probléme donné,
d’exprimer les résultats d’approximation {connus ou possibles) le concernant. Les outils présentés
sont des raffinements des notions existantes qui permettent d’enrichir la gamme des résultats
possibles et la classification des problémes de INP. Une autre problématique naturelle (mais
moins étudiée) consiste. & probléme fixé, étudier la structure et la difficulté de ses instances. Ce
point de vue que nous nous proposons d’aborder maintenant s'avére particuliérement pertinent,
aussi bien dans le cadre de la formalisation de I'approximation polynomiale que pour I’étude de
I'approximation de problémes spécifiques.

4 DIFFICULTE DES INSTANCES D'UN PROBLEME

La question de la difficulté intrinséque des instances d’un probléme donné s’inscrit naturelle-
ment dans notre démarche en vue de comprendre ou, au moins, illustrer la diffculté du probleme.
Comme le reste de notre étude, cette question peut &tre envisagée sous différents angles:

- des points de vue épistémologique et mathématique d’abord, tenter de caractériser la dif-
ficulté des instances d'un probléme est une voie vers une meilleure perception de schémas
qui rendent un probléme accessible ou non & une résolution algorithmique ; _

- d'un point de vue opérationnel maintenant, mettre en évidence, parmi les instances d’un
probléme, les structures donnant lieu & une difficulté de résolution ou qui mettent en défaunt
un algorithme précis est une étape essentielle pour I’analvser et rechercher de meilleures

" heuristiques ;

- enfin, pour la formalisation de I’approximation polynomiale, la question d’une mesure de la
difficulté des instances d’un probléme se pose pour définir certaines notions d’approximation
asymptotique.

4.1 Classes d’instances : le point de vue des sous-problémes

La premiére idée pour appréhender la difficulté d’instances d'un probléme est de se ramener
a I’étude de la difficulté d’un probléme en exploitant les notions que nous venons de présenter. 11
s'agit d'interpréter une partie des instances d'un probléme IT comme ’ensembie des instances d’un
probleme II' appelé sous-probléme. Parfois le sous-probléme se préte a une approximation alors



que ce n'est pas le cas du probléme général. Dans ce cas, les instances sélectionnées peuvent étre
considérées comme pius faciles (du point de vue de 'approximation) qu’une instance générale.
Pour le probléme du stable maximum par exemple, la famille des graphes de degré borné est
intéressante car elle admet, contrairement au cas général, un algorithme polynomial garantissant
un rapport d’approximation 7 constant. La proposition 4 implique le méme type de résultat
pour le cas pondéré par des poids bornés. Ce point de vue est trés courant dés qu’on cherche &
exploiter certaines caractéristiques des instances effectives intervenant dans une application dans
le but de garantir leur bonne résolution.

Au contraire, une réduction du probléme général au probléme restreint désigne un noyau
d'instances difficiles. Bien entendu, la réduction inverse, du sous-probléme au probléme général,
est immeédiate, si bien que les deux problémes peuvent alors &tre considérés comme équivalents
en approximation. Un tel résultat montre un sous-probléme sur lequel focaliser son attention.
On peut essentiellement exploiter sa structure spécifique pour établir des résultats positifs qui
s’étendront, par réduction, au probléme général.

A titre d’exemple, considérons le probléme de stable de poids (positifs) maximum. Parmi
les stratégies développées pour le résoudre efficacement, le recours & la programmation linéaire
et, en particulier, ’analyse des liens entre le probléme exprimé comme programme linéaire en
variables bivalentes (noté WS) et son relaxé (noté WSr) a souvent été exploité. Bien entendu,
le probléme WSr est polynomial comme programme linéaire en variables continues. Ces deux
programmes linéaires sont définis de la fagon suivante pour une instance composée d'un graphe
G = (V,E) et d'un systéme de poids & € @!"!:

max w-I
WS = A-F< Qg
# ¢ {0,111Vl

ol f‘ E| est le vecteur colonne de @'E! dont toutes les coordonnées valent 1.

max

W8r = E|

B 8
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Parmi les résultats intéressants dans ce cadre, mentionnons celui de la solution semi-intégrale.
PROPOSITION 3. Il existe un algorithme polynomial permettant, pour toute instance de WS,
de partitionner V' en trois ensembles V1, Vi sy et Vo de telle sorte que

1° 4l existe une solution optimale S de WS telle que Vi C 5, Vo8 =10 (f21));

2 l'unique solution optimale de WSr sur le graphe indust par V; /2 consiste 4 assigner lo

valeur 1/2 & tout sommet ({25]);

& Vi et Vijp n'ont pas de sommets adjacents ([21]).
Ce résultat montre l'intérét de la classe C) /» des instances pour lesquelles la solution assignant 1/2
4 tout sommet est 'unique solution optimale du programme WSr qui correspond, en quelque
sorte, aux graphes pour lesquels la solution du programme relaxé ne fournit aucune informa-
tion aidant & la détermination d’une solution du probléme de stable de poids maximum. Plus
précisément. (), peut étre interprétée comme un noyau d'instances difficiles.
PROPOSITION 6. Le probléme général du stable pondéré se réduit au probléme restreint  la
classe C1y9 avec une ezpansion préservant tout niveau d’approzimation (relativement au rapport
d’approzimation v).
La reduction de la proposition 6 consiste & construire les ensembles V) et Vi, et & compléter
toute solution approchée sur le graphe induit par ¥y, par 'ensemble V3. V1 et V| /3 n’ayant aucun
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sommet adjacent, la solution est bien réalisable. Par ailleurs, en notant respectivement A, 72 (A)
et 812 (J) les valeurs approchées et optimales correspondant au graphe induit par Vijz, on a

A=w(V) + Ay
B = w(V1) + B2

de sorte que le rapport correspondant vérifie

Ay h
g

2
1/2

o

To

4.2 La notion d'ordre de difficulté

Dans certains cas, en particulier pour définir des notions asymptotiques, on a besoin d'une
analyse plus précise permettant de quantifier la difficulté des instances. C’est dans cette optigue
que nous sommes amenés 4 la notion d’ordre de difficulté.

DEFINITION 4. Soit un probléme IT d’ensemble d’instances T et un niveau d’approximation F
pour II tel que II n'appartient pas & ce niveau (i.e., il n'existe pas, sous une hypothése du-type
P # NP, de chaine polynomiale pour II garantissant un rapport dans F). Alors une application
d: I — IN est un ordre de difficulté pour II par rapport au niveau F si, VM € IV, la restriction
de IT aux instances I € Z,d(I) < M appartient au niveau F. i

Sous les hypothéses de la définition 4, pour toute constante k, le probiéme général se réduit au
sous-probléme IIy = {I.d(I) > &} par une réduction préservant le niveau . La seule restriction
est qu'éventuellement les instances de Il ne sont pas reconnaissables en temps polynomial (TI
n'est alors pas dans le cadre que nous avons présenté).

4.2.1 Eremples

Dans [10]. nous avons discuté et adapté une notion de structure des instances d’un probléme
introduite dans [3] en vue de définir une notion de rapport différentiel asymptotique. L'un des
¢léments de la structure d'une instance I est son support, noté o(I}, défini comme le nombre
de valeurs réalisables de I. Cette notion est trés naturelle dans Poptique de capter la difficulté
d'une instance et, en particulier, si on cherche & étudier la capacité qu'a une instance 3 étre bien
résolue par un algorithme glouton ou encore par programmation dynamique. Si on s’intéresse &
la classe des algorithmes gloutons dont le principe est de construire une solution en itérant une
opération élémentaire & partir d’une solution arbitraire de départ (par exemple une pire solution),
les instances de support élevé s'interprétent comme les cas les plus défavorables, En effet, la
construction dune bonne solution & partir de la solution de base nécessite alors (dans le pire des
cas) de nombreuses étapes gloutonnes. Cet argument peut &tre précisé grace au formalisme que
nous venons dintroduire ; pour cela, il suffit de se restreindre & une classe de problémes adaptés
a la résolution par un algorithme glouton. Cette restriction est relativement naturelle dans la
mesure ol ces algorithmes sont les plus répandus et of la classe (problémes radiaux) que nous
introduisons est trés vaste. Il s’agit d'une généralisation de la notion de probléme héréditaire®.

Considérons un probléme d'optimisation II dont chaque instance s’exprime par:

opt v(%)
recC
.7,‘3'6{0,1}, i=1,...,t

8. Problémes pour lesquels toute partie d’une solution réalisable est réalisable.
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ol ¢ est une dimension {polynomiale en n), v(-) est une fonction affine sur IR’ et C est un polytope
de IR
DEFINITION 5. Un probléme II est radial s'il existe trois algorithmes polynomiaux {en n) ¢,
¥ et o tels que pour toute instance I de IT de taille n :
1° £ construit une solution réalisable #(0J.
2° pour toute solution réalisable  de I strictement meilleure (au sens de I’objectif) que 7
lalgorithme ¢ construit une solution réalisable () qui vérifie v(p(7)) < (>)o(Z) si II
est respectivement un probléme de maximisation (minimisation),
3° pour tout vecteur réalisable Z de I de valeur objective strictement meilleure que v(Z(0),
il existe un entier k tel que ¢*(F) = ZO (o* désignant Pitéré k-fois de “),
4° pour £ ainsi que pour toute solution réalisable Z de I de valeur objective strictement
meilleure que ¢(Z9), (&) = ¢~ ({F}) = {7, 0(7) = £}. B
Géomeétriquement, cette définition correspond au fait que toutes les solutions réalisables peuvent
€tre construites a partir de la solution centrale Zq par une certaine exécution d'un procédé glouton
(en d’autres termes, il s'agit de problémes résolubles par une machine de TURING polynomiale
non déterministe de type glouton). Il s’agit donc bien de problémes adaptés & une résolution
gloutonne qui n’exclue a priori aucune solution réalisable.

Les probiemes héréditaires sont l'exemple le plus classique de cette situation: Ia solution de
départ 0 est la solution vide correspondant au vecteur 0 et I'opération élémentaire représentée
par 'algorithme ¢ est le retrait d’un élément. Une démarche gloutonne consiste alors & construire
une solution par sélections successives. Le probléme de stable maximum d’un graphe appartient
a4 cette classe mais de trés nombreux autres problémes non héréditaires entrent dans le cadre
de la définition 3. Citons notamment les problémes de couverture minimum d’ensembles ou de
sommets, le bin-packing ou encore la coloration minimum d'un graphe. Par contre, le probléme
de la coloration minimum d’un graphe 4-colorable® n’est pas radial.

Si on désigne par o(J) le nombre de valeurs réalisables d'une instance I d’un probléme donné,

un argument fondé sur un parcours d’arbre permet d’établir le résultat suivant.
PROPOSITION 7. (I} est un ordre de difficulté pour la résolution ezacte pour les problémes
radiauz NP-complets.
Cette discussion prolonge une étude menée dans [2]. Si on note w(I) la pire valeur (au sens
de I'objectif) de l'instance I et B(I) sa valeur optimale, la notion de problémes simples !0 (I2])
correspond aux problémes pour lesquels d(I) = |3(I) — w()| est un ordre de difficulté pour la
résolution exacte (i.e., pour le niveau d’approximation correspondant au rapport constant égal
41). Le probléme de stable maximum est un exemple de probléme simple. A l'inverse, le probléme
maz-weighted-sat ([2]) n'est pas simple.

Si on se limite pour d() & la quantité G(I) (on retrouve alors la notion de problémes simples
au sens de [27]), d reste un ordre de difficulté pour le probléme de stable maximum mais ne P'est
plus pour le probléme de coloration, la k-colorabilité, pour k > 3 étant NP-complet ([14]}.

Les ordres de difficulté que nous venons de citer ne sont pas évaluables en temps polynomial
ce qui, pour certaines applications, peut s’avérer particuliérement génant. Pour les exemples qui
suivent, au contraire, la valeur de I'ordre de difficulté est évaluable en temps polynomial par
rapport a la taille de l'instance. '

Pour tout probléme NP-complet, la taille de l'instance constitue un ordre de difficulté pour
le niveau de la résolution exacte.

9. Une instance de ce probléme étant la donnée d'un graphe G et d’une 4-coloration de G, les colorations

réalisables ayant au moins 4 couleurs.
10. Un probléme NPO est simple si, pour toute constante k, sa restriction aux instances dont la valeur optimale

est bornée par k est polynomiale.



Envisageons maintenant la notion de probléme pseudo-polynomial définie dans [14} & partir
d’'une fonction max : J — (max(Jf)) représentant la valeur du plus grand nombre intervenant
dans I ; par exemple, dans le cas de problémes pondérés, max est la valeur du plus grand poids.
Les problémes NP-complets pseudo-polynomiaux s’interprétent comme les problémes pour les-
quels log(| max |) est un ordre de difficulté pour la résolution exacte.

4.2.2  Notions asymptotiques

De nombreux résultats d’approximation sont, pour des besoins techniques, exprimés dans
un cadre asymptotique sans que cette notion ne soit en général clairement définie. Néanmoins,
I'idée est toujours de se restreindre & une classe d’instances « intéressantes » correspondant,
dans un sens ou dans un autre, & des instances « tendant vers Uinfini ». Ainsi, par exemple, les
résultats concernant le stable maximum d'un graphe dans [15] sont exprimés pour des graphes
ayant un grand degré. Ces résultats, qualifiés d’asymptotiques par leurs auteurs, font en fait
apparaitre des rapports d’approximation du type 6/A + o{1/A), ce qui effectivement leur donne
un intérét lorsque le terme en o(1/A) est minoritaire. Il est donc naturel d'interpréter dans ce cas
le terme asymptotique comme « & degré A infiniment grand ». Mais, jusqu’a présent, les notions
asymptotiques ne sont pas précisément définies ni justifiées; elles sont tout au plus suggérées
au gré des besoins pour tel ou tel probléme. La réflexion que nous venons de mener permet de
donner un sens général & ces notions, de les justifier et de valider ou discuter a posteriori la
pertinence de plusieurs résultats considérés comme classiques.

Ce cadre est bien lié¢ & la notion d’instances difficiles. En effet, le point de vue de ne prendre
en compte que les instances « tendant vers l'infini » n’est intéressant que dans la mesure ou
les instances considérées sont les plus significatives, c’est-a-dire, d’'une certaine fagon, les plus
difficiles. Dans ce cas, il parait pertinent de se restreindre 4 de telles instances en exploitant les
simplifications techniques qu’elles procurent sans affecter la teneur du résultat. Sous réserve de
donner un sens précis & ce discours informel, on reconnait une démarche analogue au paragraphe
précédent consistant & exploiter la particularité d’'instances spéciales dans le cadre d’une analyse
pour le probléme général; la proposition 9 illustre cette similitude. La différence, dans le cas
asymptotique, est que la notion de difficulté doit étre guantifiee pour donner lieu & un concept
de limite. La notion d’ordre de difficulté a justement pour vocation de jouer ce réle. Remarquons
d’ailleurs que, dans la définition 4, le fait que II n’appartient pas'? au nivean F permet d’établir
le résultat suivant.

PROPOSITION 8. Soit un probléme I1 d'ensemble d’instances I et d un ordre de difficulté pour Il
par rapport & un niveau d’approzimation F. Alors, supyerd(I) = +oo.

Nous proposons de définir des notions asymptotiques en considérant les instances ayant un gra.nd
degré de difficulté. Etant donné un probléme II et un degré de difficulté d, un résultat d’approxi-
mation asymptotique se rapporte aux instances I vérifiant d(I) > D ol D est une constante
arbitrairement grande. Cette notion dépend du degré de difficulté choisi mais permet une défi-
nition générique pour l'ensemble des problémes.

La démarche consiste donc & exclure les instances dont le degré de difficulté ne dépasse
pas D; par définition, de telles instances sont plus faciles a approcher-que le probléme général, -
ce qui justifie la pertinence de ce point de vue dans le cadre de I'approximation. Intuitivement,
le résultat, qualifié d’asymptotique, peut s’interpréter comme la « partie prépondérante » d’un
résultat plus lourd & exprimer pour ’ensemble des instances. Sous ce point de vue, la partie
« négligée », ou plutdt non spécifiée, correspond & des instances mieux approximables, ce qui
justifie qu'on s’autorise. dans la formulation du résultat, & se focaliser sur les instances de grand

11. Sous une hypothése du tvpe P # NP.
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degré de difficulté.

DEFINITION 6. Etant donné un ordre de difficulté {associé a un niveau d’'approximation F )
d:Z -+ IN des instances d’un probléme II, on dit qu’une chaine algorithmique (4;) we v pour II
a un rapport asymptotigue f € Fy si: Ve > 0,Yk € IN,3D tel que, VI € I, avec d{I) > D,
(D) 2 FLE)(1—¢). 8

Dans le cadre plus restreint des algorithmes approchés, la définition équivalente devient (f € Fh):
Ve > 0,3D tel que, VI € I, avec d(I) > D, pie(I) > f(I){1 — ¢). si bien que la définition 6
correspond 2 une suite de rapports asymptotiques.

La propriété suivante peut &tre interprétée comme une réduction d'un sous-probléme au
probléme général et se déduit immédiatement des définitions.

PROPOSITION 9. En adoptant les notations de la définition 6, si f € F', il existe une chaine
a rapport dans F U F'.

En particulier, comme II ¢ F, nécessairement f ¢ F. Le résultat précédent est intéressant dans
la mesure ot le niveau F est considéré comme méilleur que le rapport f et en particulier lorsque,
Vife F.f < f

Afin de situer la définition 6 par rapport 4 la littérature, notons que la notion de rapport
asymptotique la plus courante ([14]) consiste & remplacer, dans la définition précédente, d(I)
par la valeur optimale 3(f); un schéma d’approximation asymptotique ([20]) correspond & une
chaine & rapport asymptotique 1 —1/k. Pour des problémes simples ([27]), cette définition est un
cas particulier de [a définition 6 ; par contre, dans le cas général et notamment lorsque 3 n'est pas
un degré de difficulté, elle perd un peu de son intérét. En tout cas, il semble qu’aucun argument
ne justifie qu’on puisse, pour des problémes non-simples ([27]), rendre compte d'un rapport du
type p(I)[1—e(B(I))], avec lim;_.o €{x) = 0, par sa partie p(I). Pour le probléme de bin-packing
par exemple, de nombreux résultats d’approximation s’expriment par un rapport y(I) = p —
k/B(I} avec p et k constants. Nous pensons notamment & 'analyse ([14]) de ’algorithme first-fit-
decreasing pour bin-packing (p = 9/11) ou encore ([13}) au schéma d’approximation asymptotique
arapport 1 —e—k/3(I). Vu que pour ce probléme les instances & faible valeur optimale semblent
Jjustement les plus difficiles & approximer (en particulier aucun rapport strictement supérieur
a4 2/3 ne peut &tre garanti pour les instances telles que 3(J) = 2), la forme générale des rapports
en fonction de B(I) parait plus représentative que leur partie constante.

Du point de vue différentiel maintenant, la premiére définition utilisée ([7]) fait référence
4 l'ordre de difficulté w(l) — B(I) pour les problémes radiaux. L’étendue de cette classe per-
met d’adopter ¢(f) comme ordre de difficulté pour de nombreux problémes et I’opportunité de
comparer des résultats entre des problémes de nature différente. Remarquons d’ailleurs que la
notion de support est conservée par I'équivalence ([10]) sur laquelle repose la théorie du rapport
différentiel, ce qui rend cet ordre de difficulté particuliérement adapté a ce cadre.

Notons enfin que les résultats que nous avons mentionnés pour les problémes de stabilité
peuvent s'exprimer en termes asymptotiques. En effet, le degré maximum A constitue un ordre
de difficulté pour l'approximation & rapport constant du probléme de stable, si bien que la
proposition 1 correspond aux rapports asymptotiques 6/A(1 — 1/k), 6/A, k/A et k/p pour le
probléme de stable maximum.

4.3 Famille critiqgue d’instances

Pour conclure, évoquons des travaux en cours qui s'inscrivent dans la continuité de la pro-
blématique que nous venons d’étudier. L'idée est toujours de définir une notion de difficulté des
instances en vue d’étudier des résultats d’approximation mais, contrairement aux notions discu-
tées dans les paragraphes précédents, ce nouveau point de vue se rapporte & un algorithme ou &
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une classe d’algorithmes. L'objet n’est plus de définir une difficulté intrinséque de certaines ins-
tances mais de réfléchir. étant donné un algorithme, a la structure des instances pour lesquelles
il se comporte le moins bien.
DEFINITION 7. ([19]) Etant donné un probléme II (d’ensembles d’instances T), un algorithme
approché A pour IT et une mesure d’approximation p (p € [0, 1] et d’autant plus proche de 1 que
Pinstance est bien résolue), une famille d’instances S C Z est critique pour A si, VIp € Z,31) €
S,oa(I1} < pallo). 1
Une conséquence immeédiate de cette définition est que si l'algorithme A garantit un rapport
constant pp pour les instances S, cette analyse est valable pour toute instance. Bien sir, cette
notion n’est adaptée qu’a 'analyse d’algorithmes & rapports constants. Il serait facile de 'étendre
au cas d’autres niveaux d'approximation ; cependant, ce cadre restreint suffit pour montrer ’esprit
de la démarche et son intérét opérationnel. Hemarquons aussi la similarité avec le paragraphe 4.1
mais la différence essentielle est qu'ici la réduction du probléme général au sous-probléme n’est
valable que pour un algorithme. Dans la pratique, la forme particuliére de I'algorithme implique
une structure des instances associées beaucoup plus riche que dans le cadre de réductions géné-
rales. C’est ce qui rend cette notion opérante mais, par contre, les instances mises en évidence
n'ont pas de signification particuliére en termes de difficulté; elles sont plutét significatives du
comportement de .4. Néanmoins, les deux points de vue pourraient étre approchés par I’étude de
notions intermédiaires correspondant a des instances critiques pour des familles d’algorithmes.
Ce cadre restreint étudié dans [19] s’est d'ores et déja avéré particuliérement fécond. En
particulier, sur 'exemple du bin-packing, nous mettons en évidence dans [9] une famille d’ins-
tances critiques pour l'algorithme firsi-fit-decreasing et la mesure différentielle. La preuve illustre
comment la définition 7 intervient dans la conception de la famille S et met en évidence des pro-
priétés vérifiées par toute famille d’instances critiques pour cet algorithme et cette mesure. Dans
un second temps, une simple évaluation de la mesure sur la famille trouvée permet d'établir que
l'algorithme first-fit-decreasing garantit le rapport différentiel 3/4.

5 CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons discuté différentes notions de difficulté (du point de vue de
Papproximation) associées & un probléme ou & une instance. Le cadre classique de la théorie
de la complexité est également couvert par notre point de vue en considérant la résolution
exacte comme résolution approchée avec garantie 1. De méme, associer difficulté et possibilité de
résolution permet d’inclure la notion d’instance critique bien qu'elle se rapporte 4 un algorithme
précis. ‘

Notre discussion a mis en évidence le caractére central des concepts de difficulté en théorie
de la complexité: ils sont apparus aussi bien en tant que justification de définitions et outils
que comme sujet méme d’'étude. Ils interviennent aussi sous forme d'outils avec un réel intérét
opérationnel. Cette étude a été I'occasion de présenter des problématiques, des démarches ou
encore des outils d’approximation polynomiale. En particulier, nous avons rencontré la notion de
famille d’algorithmes et les analyses associées permettant de mettre en évidence une gamme riche
de niveaux de résolution et donc aussi de niveaux de difficulté. Cette multiplicité des types de
difficulté associés aux problémes NP-complets!? est méme 1'un des atouts de I’approximation.
Les notions de réduction sont particuliérement adaptées pour comparer la difficulté de I'approxi-
mation de problémes difficiles et ont été identifiées, & ce titre, comme un outil tout & fait central.
Elles ont l'intérét non seulement de permettre de comparer et hiérarchiser les problémes d’op-
timisation NP-complets mais aussi de donner lieu 4 de nouveaux résultats & partir d’analyses

12. Qui sont par définition de difficulté équivalente du point de vue de la résolution exacte.
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pour des problémes différents. Cette remarque est d’ailleurs générale : tous les concepts que nous
avons discutés proviennent d'une réflexion de fond sur 'objet de I'approximation et permettent
de l'asseoir sur un formalisme précis mals ils ont aussi chacun un intérét opérationnel.
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