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AN OPTIMAL SCALING METHOD IN CLUSTER ANALYSIS :
THE PROGRAM CATY

ABSTRACT

A method (#) 15 presented which_extehds-a non hierarchicalk;1usgéfing
analysis to the situation where the variables may be measured at a
variety of levels (nominal, ordinal, or interyal).

The method, which is purely descriptive, scales the observations on

- each variable, within the restriction impoéed by the variable's measure-

ment characteristics, so that aspecific criterion W is minimum. W s
stated to measure the partitioning of the individuals set I into natural
and homogeneous groups and to find their most representative elements.

In other words, the problem is to determine at the same time, the
partition of I, its representative samplings and the optimal scaling
of the data such that W 1is minimized.

(%) For further information on this method, the reader is invited to
consult my paper : "Une méthode de classification automatique sur
variables h&térogénes”, Revue de Statistiques Appliquées, n° 2, 1979.
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UNE METHODE DE CODAGE ADAPTATIF EN TYPOLOGIE :
LE PROGRAMME CATY

RESUME

CATY est une méthode (%) de c]aséifigation non hiérarchique sur variables
hetérogénes (qualitative nominale, ordinale ou quantitative). Eile est
purement descriptive et permet la constitution de groupes homdgénes dans
la population &tudiée en respectant la nature de chacune des variables.
La procédure de détermination des classes est alternative & 1'instar de
1'algorithme des Nuées Dynamiques.

Ainsi, le probléme est donc de trouver simultanément la partition
de 1'ensemble I des individus, ses &léments représentatifs et le co-
dage optimal des données au sens d'un certain critére W qui est mi-

nimisé.

(%) Pour une information approfondie sur cette méthode, se reporter & mon
article "Une méthode de classification sur variables hétérogénes",
Revue de Statistiques Appliquées, n° 2, 1979.



1. PRESENTATION DU PROBLEME

~La plupart des méthodes d'analyse des données ont été élaborées
pour utiliser un type particulier de données (qualitatives, ordinales
ou quantitatives). Or, dans la r2alitd, Je praticien désire souvent
utiliser conjointement, & 1'aide d'une seule méthode, des données i
la fois qualitatives (situation de famiile, sexe, catégories socio-
professionne1]es,'etc.), ordinales (préférences pour des produits,
attitudes & 1'égard de phénoménes sociaux, etc.) et quantitatives (re-
venu, chiffre d'affaires, ete.). -

/

Afin d'étudier et de traduire de telles observations, il est in-

dispensable de considérer le probléme 3 la base et de s'interroger

- sur le codage des données, inévitable pont entre celles-ci et une mé-

thode de traitement n'acceptant qu'un seul type homogéne de variable.
Déja abordé en analyse des correspondances et en analyse canonique, ce
probléme de codage n'a &té Gue peu étudié en classification automatique.
Pour cette raison, nous avons développé une méthode de typologie avec
codage adaptatif.

Le probléme peut se poser de Ta facon suivante : trouver simyltané-
ment Ta partition de T'ensemble d'individus et le codage optimal des
données au sens d'un certain critére W mesurant 1'adéquation des in-
dividus aux différentes classes et respectant Tes contraintes de nature
des données (qualitatives, ordinales et quantitatives).

Le codage n'est plus fixé une fois pour toutes avant toute mé&thode
d'analyse comme cela &tait fait jusqu'a présent, au risque d'une impor-
tante perte d'information.



Pour utiliser CATY, i1 faut disposer en entrée d'un tableau X
dont Tes particularités sont Tes suivantes : |

X est de dimension (NSUJ, NVAR) ol NSUJ désigne le nombre d'indi-
vidus considérés et NVAR le nombre total de variables caractérisant

ceux~ci (on pose NVAR = p).
Ces variables peuvent &tre de trois natures :

- qualitatives nominales : elles sont "coddes a priori®, de facon
i c

absolument quelconque ;
- qualitatives ordinales : elles sont "codées a priori" de fagon

absolument quelconque ;
= quantitatives : elles sont prises en compte sans aucune modifi-

cation préalable.

Remarque importante : 1'utilisation de CATY est essentie]lement Jus-
tifiée par des données hétérogénes pour lesquelles 1'approche typologique
présente un intérét certain.

Formulation du probléme

En désignant par :

G = Gl \ 1a matrice des noyaux des classes de 1a parti-
(k.p) : tion P

S avec GSCiRp Yse K (*)

lPk 1'ensemble des partitions en k classes de |
Gk 1'ensemble des k-upiets admissibles des noyaux.

Le probléme est alors de minimiser W application définie sur
RP lek lek et d valeurs dans R telle que

(*) Notation sk = {1, ..., Kk},



" ,
W(c, G, P} = & 3 _||G1 - C.

: 42
1=1 i€[P,]

ol Cy représente le vecteur codage associé & 1'individu 1.

donc de :

Min  W(c, G, P)

c € Rp
Eieka

Pe IPk

IT s'agit



2. SCHEMA DE RESOLUTION

La solution est obtenue par T'articulation itérative de deux pro-
cessus : "le processus interne" qui permet 1'obtention d'un nouveau
codage a partition fixée et Te "processus externe" qui permet la cons-

titution d'une nouvelle partition & partir de Ta solution issue du pro-
‘cessus interne. '

2.1 Le processus interne

Chaque phase de ce processus peut &tre décomposée en deux étapes :

- recherche d'un codage intermédiaire indépendant du type de va-
riable considérée ;

- recherche d'un nouveau codage fonction de la nature des diffé-
rentes variabies.

2.1.1 Recherche d'un codage intermédiaire indépendant du type de
variable considérée

Notons : A®  1a matrice des codages intermédiaires
(n,p)
6° la matrice des centres de gravité des k classes

(ksp) de la partition po

o® = (y° g| g€ mk} le sous-espace vectoriel engendré

. . . - - 0
par les indicatrices associées & P,

PRSI ¢ T

p 0 7 B s
D = (01‘ e ) Ta- matrice- des ‘poids-des: individus.
1EN n e T e i

A% = v° 6% est solution du probléme :
Min ||E0 - YO g|°
G

Remarque : On utilise Ta propriété de "conservation du centrage”
. ' - 0, ,
apportée par le projecteur Tg = YO(Y°” Dn YO) 1 Yo Dn projecteur

D, orthogonal de Ej sur @,



2.1.2 Recherche d'un nouveau codage fonction de la nature des diffé-
rentes variables ,

£ 51 Xj est une variable qualitative nominale, son codage cj
est un élément du sous-espace vectoriel wj :

Jooom,
= {c.€ R" /¢, =X, b., b€ RY
t¢ /¢y = Xy bys ByE RTY
odl Xj est Ta matrice des indicatrices associée 4 1a variable j.

On s'intéresse au codage centré ¢, € WE avec Wy =1 @ WEo

c% est alors solution du probiéme :

. . Y __1
. C= XL (XL DX,
De méme, le projecteur TJ XJ(XJ n XJ)

Xj Dn, projecteur Dn
orthogonal de ag sur wj conserve ie centrage.

¥ S X5 est une variable qualitative ordinale, son codage ¢

est un &lément du cOne convexe E de R" engendré par la matrice

d'indicatrices ass@@ﬁeE‘a Ta~vaﬂlab1e J:* @j;-eST'un cone polyédral de R".

n N
= {c.€ R . = X. b., b.€ €3
{J€ /t:J 5 b bJ 5t
e mj 1 k mj
ol . = L€ . h .
3 {bJ R~/ bJ < bJ < bJ T,

On s'intéresse au codage centré c& € GE avec €5 =1 ® E3~



E} est alors solution du probiéme

_Min &, - adlf
c.ee.ns J J
4 ]

Quand l1a deuxiéme étape a 8té réalisée, on cherche & nouveau la ma-
trice des codages intermédiaires et on obtient 1e couple solution (E?, g?)
T~ 2% & la convergence du processus interne.

On montre que :

1 )le codage ¢ est vecteur propre associé a la plus grande

valeyr propre de la matrice (Tj oT)

‘ (::)pour chaque variable qualitative nominale xj, le processus
interne est en fait comparable & une analyse canonique entrele tableau -
des indicatrices associées a xj et celui des indicatrices associées

d& la partition P,

2.2 Le processus externe

11 est mis en oeuvre au moyen de la fonction d'identification f
définie sur IRP xin et 3 valeurs dans iPk,

Elle permet de définir les classes P, ¥ 1€ 1k} de Ta nouvelle

partition :

. 2 2y,
Py=(i €I /(6 ~cill i -t Y1 £ 1)



La fonction sert & construire ia matrice d'indicatrices associée a
Ta nouvelle partition. Les k& classes sont construites de maniére &
&tre plus homogénes qu'd 1'itération précédente.

Le “processus externe" définit-alors la suite des partitions
Pl, PZ’ cens PN.

Les deux "processus" sont ainsi étroitement imbriqués. Il1s con-
vergent vers un minimum local. Lescodagesobtenuspour les différentes
variables respectent. Teur nature.

Remarque 1 : les variables initialement quantitatives peuvent
soit &tre conservées sous leur premiére forme, soit étre transformées
par régression polyndminale dont le degré est choisi a priori.

Remarque 2 : la constitution du processus interne a 1'avantage et
1'intérét de déterminer, pour les variables qualitatives nominales,
des codages indépendants des codes fixés a priori avant 1'analyse.
Cette caractéristique n'est que partiellement vérifiée pour les variables

qualitatives ordinales.



3. UTILISATION DU PROGRAMME

3.1 Caractéristiques du programme

On désigne par :

NSUJ = Te nombre total d'individus considérés

NPAR = le nombre total de variables les caractérisant

NCLASS = le nombre de classes de la partition P

IM = le degré du polyndme de transformation des variables quantita-
fives + 1

'MODMAX = Te nombre de modalités maximum pour les variables qualitatives.

La version actuelle du programme est établie pour permettre la
classification :

- d'une population de 300 individus
- caractérisés par 20 variable "hétérogénes"
- en un maximum de & classes.

Les variables quantitatives peuvent étre transformées par des poly-
némes d'ordre maximal égal @ 5. Les variables qualitatives peuvent

avoir un nombre de modalités inférieur ou égal & 8.

3.2 Introductim des données (cf. annexe 1)

lére carte : Carte de paramétres généraux

en format 20 I 4 (cadré 3 droite), on &crit successivement :
NSUJ, NPAR, NCLASS, NTIR, LECCLA, INOM, ITERMX, MODMAX, LEC, IM, ISOR,
IEDIT, LNEU, MODMOX. |



En col.
col.
col.
col.
col.

col.

col.
col.

col.

col.

col,

col.

cotl.

col.

Z2éme carte :

1.4
5.8
9.1

21.

25.
29.

33

37.

41,

45.

49.

2

.16
17.

20
24

28
32

.36

40

44

48

52

NSUJ

NPAR

NCLASS =

NTIR
LECCLA

INOM

ITERMX
MODMAX

LEC

M

ISOR

1IEDIT

LNEU

53.56 MODBMOX

E R S | B U 1] 1]

[

un

[F]

i

Carte

te nombre d'individus considérés

le nombre de variables les caractérisant
le nombre de classes désiré

le nombre de tirages au hasard

0 si tirage au hasard )
0 si partition a priori )

0 quand on n'attribue pas de nom aux individus
0 sinen :

au début du processus

nombra d'itérations maximum

nombre de modalités maximum pour Tes variables
qualitatives

unité de lecture des données
Par défaut, LEC = lecteur de cartes

nombre de paramétres d& estimer pour les variables
quantitatives (ou degré du polyndme de transfor-
mation + 1)

unité de sortie pour variabies codées + classes
d'affection : .
Par dé&faut, ISOR = imprimante_

nombre d'individus & imprimer en sortie (sert de
contrdie)

fichier contenant le numéro des individus et leur
classe d'affectation. A utiliser dans le cas d'une
partition a priori

valeur maximale des modalités des variables qualita-
tives.

indiquant le format de lecture des données (FOMAT)

Cette carte permet d'inclure en donnée le format de Tecture des ca-
ractéristiques des individus et évite 1a compilation systématique du
programme principal Torsqu'un nouveau jeu de données se présente.

col. 1 8 4 {(cadré & droite)
on indique Te nombre de mots du format ; c'est le nombre de carac-
téristiques alphanumériques du format divisé par 4 et arrondi a

1'entier supérieur.

col. 5 et suivantes
on écrit le format proprement dit. Celui-ci commence par une pa-

. renthése ouverte (en col. 5) et se termine par une parenthése

fermée.
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Exemp‘[e :I ] ! 13 I( l3 r4_ IX 1.3 |1 I2 IF [1 1. IO i)l
@ \\"___n,,,*——~h\/,-—~—~_______-—~4’/
12 3 12 caractéres
T =

Deux cas peuvent &tre traités dans le pfogramme selon que ies élé-
ments de la population &tudiée sont ou non repéré&s par un nom ou un
signe particulier. Cette différenciation possible est traduite dans

le format.
Exemple : ., , ,3,( 1 2, 1,2 ,F 4, ,2,)
i e
¥
Nom ou

signe permettant.
d'identifier les
g1éments
Se 1it en format entier.

Dans le cas contraire, on aurait par exemple :

121( Il I2 lF |4 [T I2 |)'a

L | 1

et le programme affecte alors automatiquement un numéro d'ordre aux &lé-
ments initialement non identifiables. ‘ '

'mwwn—ﬁrJfﬂﬂécture1déSiﬁnmé”desfvar?éb?é?ﬁég de Teur nature (gur

3éme carte

une ou plusieurs cartes) en format (16(A4 11)).

Par carte, on peut donner au maximum les noms et natures de 16
variables différentes. Le nom est donné sur 4 caractéres alphanumé-
riques et™Ta nature est-d@terminée par un entier occupant le caractére
suivant. : ' '

On note Te“tyne = qualitatif nominal par : 1

- qualitatif ordinal par : 2
- quantitatif par : 3
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Exemple : Prenons le cas de 5 variables dont les deux premiéres
sont quantitatives, la troisiéme ordinale et Tes deux derni&res nominales.

VAl A 3 VA2 A 3 VA3 A 2 VAL A 1 VA5 A 1

— ——t T — P —

nom lére nom 2éme nom 3éme nom 4&me nom 5éme

variable variable variable variable variable
quantitative quantitative ordinale nominale nominale

Si LECCLA # 0, i1 est nécessaire de décrire la partition choisie a
priori et par conséquent d'ajouter Tes trois cartes suivantes :

4éme carte (optionnelle) : elle donne le format de Tecture FMT qui
permet de lire 1'indice correspondant & chaque individu ainsi que Te nu-
méro de la classe & Taquelle i1 appartient.

5éme carte (optionnelle} : en format (2014), on 1it les effectifs
respectifs des classes constituant la partition de départ.

6éme carte {optionneile) : en format FMT (déterminé par la 4éme carte),
on 1it, pour chaque individu, 1'indice correspondant ainsi que le numéro de
la classe 3 laquelle i1 appartient.

D'une maniére schématique, le paquet de cartes de données nécessaire
& T'utilisation de Ta méthode CATY doit se présenter sous la forme sui-

vante :
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o :
@(optionne]]é) Tecture de 1'indice correspondant i un individuy
et du numéro de sa classe

(optionneﬂe) Tecture des effectifs respectifs des classes
(optionnelle) -format de Tecture de 1'indice correspondant i

@un individu et du numéro de sa classe

L ECCLA £ O

W[W \H\T“w\ '

_®LES DONNEES (AVEC OU SANS NOMS DES INDIVIDUS)

@NOMS ET NATURES DES VARIABLES

(::)CARTE DE FORMAT DE LECTURE DES DONNEES

E:)CARTE PARAMETRES GENERAUX
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3.3 Lecture des résultats

On 1it, en premier Tieu, un rappel des données ; on a ainsi une
récapitulation concernant :

- le format de lecture des données ;

- 'les noms et natures des variables ;

- une description des premiers individus et de Teurs caractéris-
tiques pour contrdler 1a prise en compte des données.

Pour chaque tirage au hasard, on a :

la description de la partition &tablie a priori ;

1a valeur du critére correspondant & chacune des itérations ;
Ta description de 1a partition & 1a convergence du critére ;

chaque classe est explicitée par Tes roms ou les numéros repérant les
individus 1a composant ;

- Jla transformation des codages de chaque variable qualitative.
On peut ainsi lire :

VARIABLE NUMERO N SA NATURE : ' MODALITES YALEURS CODAGE
CENTREES OBTENU
REDUITES
1 X Cl
2 X ¢
M X CM

Pour les variables quantitatives, on donne les coefficients de la
régression polyndmiale si celle-ci a été demandée.
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4. EXEMPLE DE REFERENCE

Cet exemple porte sur des données provenant d'un Taboratoire de

Rhone-Poulenc.

Nature des données : 275 malades ont &té examinés trés attentivement

et des dossiers fort complets ont &té constitués : 1'information recueil-
1ie est conséquente... 250 variables ont été prises en compte. Toute-
fois, sur les conseils du médecin responsable de 1'&tude, on en a sélec-
tionné 14 qui lui semblaient particuliérement intéressantes pour une ten-
tative de classification des malades. Elles nous renseignent sur les
caractéristiques de 1a maladie (diagnostic, symptdmes de début) et sur
1'effet produit par T'absorption du produit T (ré&sultat, tolérance).

On observe notamment 1'&volution de certains troubles aprés la prise du
médicament (variables 3 & 11).

Les natures des variables sont diverses :

- Tes variables 1 & 10 sont qualitatives ordinales ;

- les variables 11 & 13 sont.qua1itativs nominales ;

-~ la variable 14 est quantitative ; elle est exprimée en milli-
grammes . |

Le probléme : On cherche & former des groupes homogénes de malades
qui auraient éventuellement des réactions analogues & la prise du médi-
cament T compte tenu des troubles spécifiques qui les caractérisent.
Ceci permettrait peut &tre d'établir des contre-indications & 1'utili-
sation de T si 1'on découvrait des tolérances mauvaises pour certaines
sous-populations. '

Les variables sont par nature hétérogénes : on aurait pu, en dé-
coupant Ta variable quantitative, utiliser la méthode des Nuées Dyna-
miques en prenant une distance du XZ sur modalités mais alors, on
aurait perdu 1'information ordinale apportée par les 10 premiéres va-
riables. On applique donc 1a méthode CATY "avec codage adaptatif".

4.1 Les entrées sur 1'exemple de référence (voir bordereau des données)

Les données fournies par le laboratoire sont les suivantes :
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NSUS = 275
NPAR = 14
MODMAX =
MODMOX =

Par ailleurs, on choisit a priori :

- d'obtenir une partition en 3 classes :
~ {NCLASS = 3
- de réaliser 4 tirages aléatoires pour initialiser le processus :
NTIR = 4
LECCLA = 0
- de limiter a 20 itérations chaque processus
{ITERMX = 20 _
- de ne pas transformer les variables quantitatives
{IM=1 ‘

Enfin, on donne les paramétres permettant la Tecture des fichiers et
1'écriture des résultats ;

- LEC = b
ISOR = 40
LNEU = 50

Afin de vérifier si le fichier d'entrée a bien &té lu, on.peut faire &crire
un certain nombre de Tlignes correspondant aux premiers individus
{IEDIT = 10

4.2 Les sorties sur 1'exemple de référence

Analyse des résultats obtenus par uné typologie avec codage adapta-
tif sur variables hé&térogénes

Nous sommes partis d'un tirage au hasard sur la population détermi-
nant ainsi une partition & trois classes.
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Nous avons examiné 4 tirages au hasard et nous avons choisi Ta
solution (Cﬁ, G*, P*) qui donnait un critére W minimum. Le pro=
gramme donne & la fois la description des classes (repérage des in-
dividus) et le codage des modalités des différentes variables.

Analyse de la partition p* . On 1'obtient par des tableaux de
contingence réalisés entre la partition P* et chacune des variables.
On décrit ainsi les trois classes avec leurs caractéristiques respec-
tives sur Tes variables considérées. On remarque que les trois classes
“sont bien différenciées par le résultat de 7'expérience et la tolérance

au médicament :

- la classe 1 rassemble des individus sur lesquels le médicament T
n'a eu aucun effet bénéfique puisqu'ils conservent les mémes troubles
qu’avant la prise du médicament T.  De plus, ils 1'ont mal supporté ;

- la classe 2 est une classe intermédiaire : Ta tolérance est bonne

mais les individus composant cette classe n'étaient atteints que de
troubles trés légers. On constate toutefois que le médicament n'induit
aucun déséqui?ibfe suphiémentaire.; ' ‘ -

- la classe 3 comprend des malades plus sérieux et pour Tesquels
le médicament T est le reméde miracle.

b

Une analyse détaillée des 36 dossiers médicaux caractérisant la
premiére classe permettrait sans doute au médecin d'&tablir certaines
contre-indications & la prise du médicament T.
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ANNEXE 1

BCRDEREAU D'ENTREE DES DONNEES
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ANNEXE TI

EXEMPLE DE SORTIES



P

¢ oo
=t
[aN]
[

fom

e R

L

e L T T
.o e e
L f PR
- e e e
L A T
- N Y

e e

.r,

I i R A )

——y

Yy,




I T L 2T L AT IT R

e nEAGSE U ER b [ e
13

v 134

TogLassE guntan 30
IR . . . 1

7173

P C 183

Ty
At

251

;mHDQLITES

L

7d

1y

)

Lafa

lob la?

492 193

20t

2432

351 252

[P OTP R

BTt

3h

1a9

51
77
1he
108
1M1
223

203

i6

2

{44

132

39

133

4}
33
79

14%

170

1706 -

aeHd

250

27

985

a5

137

17

i5

LTV I

1ie

17

(79 -

WALITES *

SCENT RED, -

e L

-1.7%
“Joirl
Cog Jae

CiuelT

118199

RED. -

= 22 -

ez

B

o
177 178

236 238

srooan

ta2 tof

2ra 218 2257

v W2, 29
T

123 te2d
2o 246 -

208 Zob-

qg- 54

232 235 210265

97 59 56062 63bl - 65 6T

"8g. 91 94 .95 96 -87

118°12% 129 132 33 136

-

r551157i138 160 161 162

“108 113 114

2% 24

‘254 255 261 262

120 128

25 .- 2&
aJUwaL"
100'!01”
156 199
189 19¢
215 219
208 249

DY S SO

7275

138 140

163 tod

274 275

e



it D LAal E

1,89
2,720

wHLER - 5 RRDIHALD-
T HEIALTTES

1,".}

S AL0y
3,00
s 8

C 7 maninale
e ROOALTTES

1,89
"'?.ﬂ;)
3,00
aq,00

pRDIMALE

! SORALITES

3,00

CTaDDALTTES

- 23 -

CenT RED, -

_141!}-.

-2.31
J.5p
1.3

RN P

.75
sl

CENT REp,-

0 58

L]

2.76

HEUVEAY- CODAGE

0,52 -

. NUUVEAU CCDAGE

e b2 L idass
- =030

48

=},52

R T

.91




e ppote

LTTATTYE

,,,'%,/54/,7

o

,///-,’%&F}A iz
. -,-//,///‘J/;/‘ :%/'/{’,él. L

24 -

%ﬁUUVCAU £GDAGE

.

= 44
=) 495
=0, 13
2.M45

- ,
MOUVEA CORAGE

e =167

oA

ituveAl CODAGE

7‘/ /’:4, P .
’ % - =0 B3

—
ﬁ&ﬂn




ﬁr% 25 -

ANNEXE III-

ORGANISATION DES SOUS-PROGRAMMES

1 Sous-programme HASARD

Tirage au hasard d'une partition sur les NSUJ individus &tudiés.

NCLASS = nombre de classes dans la partition

KCLASS (i) = indice de 1a classe de 1'individu i

NSCLA (]} = nombre d'individus dans Ta classe J

RANDU(NCLASS) = tirage au hasard d'un nombre entier entre 1 et
NCLASS.

Z Sous-programme TRI

Tri des individus pour 1'édition des résultats. Les jndividus,
rangés par classe, apparaissent dans le tableau KLATRI.

3 Sous-programme ORDO

Régression monotone effectude sur les variables ordinales. Trans-
formation de codage des variables ordinales.

4  Sous-programme QUANTA

Régression polyndmiale de degré IM-1 pour les variables quantita-
tives.

5 Sous-programme INVMAT

Inversion de matrice servant dans QUANTA.
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