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TRUE, QUASI, PSEUDO AND PRECRITERIA IN A FINITE SET :
PROPERTIES AND ALGORITHMS

ABSTRACT

This paper proposes the algorithms to represent,’in a finite set :

1°} a complete preorder by a true criterion,

2°} a semiorder by a gquasi-criterion (variable or constant threshold),

3°) a pseudo-order by a pseudo-criterion (2 variable thresholds or
one variable and one constant),

4°) an oriented semiorder by a precriterion (variable or constant
threshold).

It also gives the condition which is necessary and sufficient to have
a pseudo-criterion with 2 constant thresholds and the corresponding algo-

rithm.

The main algorithms are illustrated by an exampile,
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VRAIS, QUASI, PSEUDO ET PRECRITERES DANS UN ENSEMBLE FINI :
PROPRIETES ET ALGORITHMES

RESUME

Ce cahier propose des algorithmes permettant de représenter, dans un

ensemble fini :

1°) un préordre complet par un vrai-critére,

2°) un quasi-ordre par un quasi-critére (seuil:variable ou constant),

3°) un pseudo-ordre par un pseudo-critére (2 seuils variables ou un
des 2 seuils constant),

4°) un quasi-ordre orienté par un précritére (seuil variable ou cons-

tant).

I1 fournit également la condition nécessaire et suffisante pour avoir
un pseudo-critére a 2 seuils constants et 1'algorithme correspondant.

Un exemple illustre les principaux algorithmes présentés.



I - PREORDRES COMPLETS ET VYRAIS CRITERES

1. Préordre complet (ou total)

DEfinition : une relation S dans un ensemble A constitue un pré-
ordre complet ssi

- elie est transitive : Va, b, c€A:aSbh,bSc=2as$sc,
- elle est compléte (ou totale) : Va, b €A :aSb et/fou bS$ a.

Propriétéé (démonstrations simples)

La relation S définie par

[+

aSh ssi aSb et bSa

est une relation d'équivalence (réflexive, symétrique, transitive). S
est un préordre complet ssi la relation S , définie par

aSh ssi aSb et bga
est un "ordre faible" {weak order}, c'est-d-dire une relation

- asymétrique : Ya, b€EA:aSb=b3Za,

- négativement transitive : Ya, b, c€A:a%b,bfc=a}c.

Ona . -
aSh ssi aSh ou aShb
Q - — -
aSbh ssi afb et b§ga.
Désignons par Al’ Az, A3, ... les classes de 1'éguivalence S (a et

o]
b appartiennent & la méme classe ssi a S b).



La relation T définie dans {Al, AZ’ A3, ...} par

AiTAj ssi a S b, VaeAi,VbeAj

est un ordre total (relation antisymétrique, transitive, totale).

Un préordre complet S dans A définit en fait un rangement des é&lé-
ments de A avec d'éventuelles classes d'ex-aequo (qui sont tes classes
Ai)'

2. Vrai critére

Définition : un vrai critére sur un ensembie A est une fonction g,
a valeurs réelles, telle que, Ya, b €A :

{ alb <> g(a)=g(b),
aPb <> gl(a)> g(b),

ol I et P désignent respectivement une relation d'indifférence et une
relation de préférence sur A.

3. Théoréme

La condition nécessaire et suffisante pour avoir un vrai critére sur

un ensemble fini A est que la relation S définie par

asShb ssi alb ou aPhb

soit un préordre complet.

Nous ne rappelons pas ici la démonstration (trés simple} de ce théo-
réme bien connu.



Représentation d'un préordre complet par un vrai critére :

algorithme

11

Soit A = {al, a5, ; an}
: g(al) = 0.
Etape k (k = 2, s, )

K,
ks

s'i]l existe 1 <k tel que

si a P a., Vi <k, a(a)

a T as, g(a) = 9(a;) 3
max g(ai) + 13

. . i<k
si ay P, Yi<k, ala) = TlE (a;) - 13
dans les autres cas, g(ak) = %{g(a]) + g(as)} ol
3 p a, et ? 1 <k : a P a; Pa,
a; Pa et Aj <k a, P 3 Pa.

La justification de cet algorithme est immédiate.






1T - QUASI-ORDRES ET QUASI-CRITERES

1. Quasi-ordre ([27], [[3]])

Définition : un couple (I, P) de relations dans un ensemble A est
un quasi-ordre ssi

- Ya,b&A:alb ou aPb ou bPa (ouexclusifs) ;

- VYacA:ala;
- Va,b,c,d€A:aPb,blc,cPd=aPd(PIPCP);

- VYa,b,c,d€A:aPb,bPc,ald=dlc (PPN 1%=g).
Propriétés

La relation I est réflexive et symétrique ; elle n'est pas nécessai-
rement transitive.

La relation P est asymétrique et transitive.

La relation S définie par

aSb ssi V¥ceA: )cPa=>cPh,
bPc=aPc

est un préordre complet (démonstration simple).

Nous désignons par Al, Az, ... Jles classes de 1'@quivalence S, nu-
mérotées de telle sorte que

Ai T Aj ssi 1 > ]

o _
ol S et T sont définies & partir de S comme dans la section précé-
dente (cette numérotation est possible puisque T est un ordre total).



Notons encore

Ay P Ay ssioaPob, Vaeh, ¥b € A5

a; LA ssi alb, Va €A, ¥b € A

(cet abus de notations a un sens puisque les &léments d'une méme classe
d'équivalence ont tous le méme comportement vis-da-vis des autres &léments
de A ; (I, P) est un quasi-ordre sur 1'ensemble des classes {Al, AZ’
A3, cei}).

IT résulte des définitions précédentes que :

i>ji= Ai,P Aj ou Ai I Aj,
51 P.Aj et j > k= Ai p Ak,
i>J et Aj-P Ak:=>_Ai P Ak’
Ai I Aj et i<k<j= Ai I Ak, Ak I Aj'

Ces propriétés sont & la base des algorithmes II.1 et II.2.

2. Quasi-critére ([6])

Définition : un quasi-critére sur un ensemble A est un couple (g, q)
de fonctions & valeurs réelles telles que Ya, bE A :

alb< [ga)<g(b)+qb),
{g(b) < g{a) + q(a),

aPb e g(a) > g{(b) + q(b),

q(a) > 0,

q{a) - a(b) . _

g(a) - g(b) -

q sera appelée seuil d'indifférence.

La derniére inégalité est une condition de cohérence qui peut encore
s'écrire



g(b) + q{b),

% g{a) > g(b) => g(a) + q(a)
g{b) + q(b).

g(a) = g{b) => g(a) + q(a)

0 o1y

3. Théoréme

La condition nécessaire et suffisante pour avoir un quasi-critére sur

un ensemble fini A est que le couple (I, P) soit un quasi-ordre.

La démonstration de la condition nécessaire est laissée au lecteur :
i1 suffit de vérifier que 1'existence d'un quasi-critére implique les 4
axiomes définissant le quasi-ordre.

La démonstration de la condition suffisante peut &tre faite & partir
d'un "théoréme de 1'alternative" sur les systémes d'inéquatioms ([17]) 3
nous utiliserons d'ailleurs ce théoréme plus loin. Une autre facon de
démontrer la condition suffisante consiste & b&tir un algorithme qui per-
mette de représenter n'importe quel quasi-ordre au moyen d'un quasi-cri-
tére. C'est 1'objet de 1'algorithme II.1. L'algorithme II.Z montre que
tout quasi-ordre peut &tre représenté au moyen d'un quasi-critére a seuil
constant (rappelons que A est supposé fini).

4, Représentation d'un guasi-ordre par un quasi-critére 8 seuil variable :

algorithme II.1

Soit Al’ AZ’ cees Am les classes d'équivalence définies ci-dessus.
Nous allons construire un quasi-critére sur {Al, Az, e Am} ; le quasi-
critére sur A s'en déduira immédiatement comme suit :

g(a) = g(A) et q(a) =-q(A), Va €A, Yk.

Le quasi-critére sur {Al, AZ’ e Am} peut étre défini de la fagon
suivante : Yk =1,2, ..., m:



——
p =g
>~
o
1]
-~

1k = max{j : Aj I Ak}.

La justification de cet algorithme est immédiate.

5. Représentation d'un quasi-ordre par un quasi-critére & seuil constant :

algorithme I1.2°

Comme dans le cas précédent, i1 suffit de construire un quasi-critére
d seuil constant sur {Al, A2, cens Am}.

On donne & q une valeur constante arbitraire positive.

Etape 1 : g(Al) = 0.

Etake k (k =2, 3, , m)

. 1. -

- st AT AL g(A) =5 [a(A ) +d| s

= 51 AkPAk-l’g()zg(k1)+q+1’

- dans les autres cas,

_1 -

9(A ) =5 (max{g(A _;), g(AJ-k) +q + 9.(Ajk+1) +q},

ol

jk = max{j : Ak P Aj}.

Justification (par récurrence)

Supposons les conditions suivantes satisfaites Vi, 3 <k -1:



Ay DAy <= g(RAy) - 9(A)] <,
Ay P Ay <= g(Ay) > g(A) +a,
i>] < g(A) > 9(A;)

(i1 résulte immédiatement de 1'algorithme qu'elles sont satisfaites pour
k-1=1 et 2}.

Nous devons démontrer que ces conditions sont remplies VY i, j < k.

ler cas : Ak I A

Dans ce cas, on a nécessairement Ai I Aj, Vi, j < k.
D'autre part, comme g(Ak_l) < q (puisque Ak_1 I Al), il vient

9(h) =3 [3(A.y) + 4l <a<g(hy) +a, Vj<k,
et
g(Ak) > Q(Ak_l) > g(Ak-Q) > e Q(Al)'

2e cas : A P A1

Dans ce cas, on a nécessajrement Ak P Aj, 'Vj < k.
D'autre part '

‘El("ﬂ‘k)= g(Ak—l) +q+1> g(Aj) +q, Y <k.
3e cas : de la définition de jk’ il résulte que :

AP Aj SST q < JK,
Ak I Aj ss17 Jp < J.

D'autre part,

A TA,

k Jk+1
g(A, } < g(A, )= g(A, ) +q<g{A; ) +q;
Ik I+ I It

= Ak-l I Ajk+1 = g(Ak-l) < g(Ajk+1) + q,
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de ces inégalités et de la définition (1), i1 résulte que :

- Q(Ak) < g(-Ajk+1) +q et donc g(Ak) < Q(Aj) tq, Yjio> ‘jk’
- 9(Ay) > 9ihy )+ a et donc g(A) > glAy) + A, VY3 <y,
- Q(Ak) e g(Ak-l)’

ce qu'il fallait démontrer.
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ITIT - PSEUDO-ORDRES ET PSEUDO-CRITERES

1. Pseudo-ordre

Définition : un triplet (I, Q, P) de relations dans un ensemble A
est un pseudo-ordre ssi :

- (I,%) estun quasi-ordfe H
- (JS, P) est un quasi-ordre ;

- Ya,b,c,dcA:({aPb,blc,cQd=aPd(PIQCP),
aQb,bIlc,cPd=aPd(QIPcCP),
aPb,bQc,cId=aPd({(PQICP),
alb,bQc,cPd=aPd(IQP<CP),

ou
a »b ssi aQb ou aPb
et

ad®b ssi a Qb ou alb ou bQa.

Les exemp]és suivants montrent que cette définition ne contient aucune
redondance. Dans chaque exemple, toutes les conditions pour avoir un
pseudo-ordre sont satisfaites, sauf une seule qui est indiquée a cOté de
1'exemple.

Exemples (les arcs non orientés représentent 1'indifférence)

1) | b1k &Y

2) Q Fen1t s
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LN

P pdgp

QIPEP

PQIgP

PIQ¢P

IPQ&EP
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Remarque

Les propriétés QP I CP et I P Q CP, qui ne figurent pas dans 1a

définition du pseudo-ordre, ne sont pas non plus impliquées par les autres

conditions.

pas

est

Voici, par exemple, un pseudo-ordre o Q P I &P :
P

L
-

Propriétés

. 3 B . S .
Les relations I et J° sont réflexives et symétriques mais ne sont
nécessairement transitives.

La relation Q est asymétrique.
Les relations P et » sont asymétriques et transitives.

La relation S dé&finie par

aSb ssi YeceA: {cQa=c b,
cPa=c P.b,
bQc=>a %tc,
bPc=aPc

un préordre complet.

Démonstration

La transitivité de S est immédiate.
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Supposons que S ne soit pas compléte : Fa, b :agb et b §a.
Cela signifie que 3 ¢, d tels que

'cQa, c yb dQb,d fa
ou ou
cPa,cPb dPb,dPa
ou et ou
bQec, afc aQd,b §d
ou ou
bPc,aPc aPd,bPd

16 cas sont donc & envisager ; nous en considérons 8, les autres se trai-
tant de maniére analogue ; les 8 cas ci-dessous ont &té choisis de maniére
a montrer 1'utilité des 8 conditions introduites dans Ta définition du
pseudo-ordre.

lercas : cQa, c b, dQb, d Ha,

I

>§ ¢, cra et d ¢a, ce qui contredit I % ¢ ».

On a donc d »=b, b %

2ecas : ¢cQa, ¢c¥b,dPb,dP a,.

Onadonc dPb,b {LH ¢, cQa et dPa, ce qui contredit P 1 Q CP,

3ecas : cQa, c¥ b, aQd, b #d,

On a donc ¢ >2 d, d }£§ b, b {;g c, ce qui est en contradiction avec la
transitivité et 1'asymétrie de % ou avec » f\I2 = .

de cas : cQa, c¥b,aPd, bpd.
On a donc b éi} c,cQa,aPd et bPd, ce qui contredit I QPCP.

becas : cPa,cPb,dPb,dPa.

JS

P] ¢, cPa et dPa, ce qui contredit P J° pPcCrP.

On adonc dPb,b i
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be cas : cPa,cPb,aQd, b %d,

Onadonc cPa,aQd,d ‘i} b et c P b, ce qui contredit P Q I CP.

jecas :cPa,cPb,aPd,bpd.

. S S
On a donc ¢ P2 d, d %L'} b, b {i,} ¢, ce qui est en contradiction avec la
2 4 J52 .

transitivité et 1'asymétrie de P ou avec P
Becas :bQc,afc,aPd,bPpPd
Onadonc bQec,c &} a,aPd et bPd, cequi contredit Q I PC P.

CQFD

Nous désignons par Al’ AZ’ ... les classes de 1'équivalence S numé-
rotées de telle sorte que

Ai T Aj ssi 1 > ],

el

S et T &tant définies & partir de S comme dans le chapitre 1.
Notons encore
AiPAj ssi a P b, VaGAi,VbCAj,

A1.QAJ. ssi a Q b, VaEAi, VbéAj,

A; IAj $51i aIb,VaGAi, VbGAj.

(I, Q, P) est un pseudo-ordre sur 1'ensemble {Al’ AZ’ vee s

IT résulte des définitions précédentes que :
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i>3=A; P A ou A QA; ou AT A,
Ai P Aj et j>k= Ai P Ak,
i>Jj et Aj P Ak = Ai P Ak’
Ay QA et §>k= A A,
i>] et Aj Q A, = A, s As

Ay TA; et T<ckci=A TA

A
1 J

LA,
J

k* "k

Ces propriétés sont & l1a base des algorithmes qui suivent.

2. Pseudo-critére ([5|, [6])

Définition : un pseudo-critére sur un ensemble A est un triplet
(g, 9, p) de fonctions d& valeurs réelles telles que ¥ a, b€ A :

alb < g(a) < g(b) + q(b),
%g(b) < g(a) + q(a),
a Qb <> g(b)+q(b) <qgla) £ g(b) + p(b),
aPb > g(a)>g(b) + p(b),
p(a) > q(a) > 0,
=3 -
p(a) - p(b) . _ 4
g(a) - g(b) -

q est le seuil d'indifférence et p Tle seuil de préférence.
Les deux derniéres inégalités indiquent que q et p doivent satis-
faire & une condition de cohérence analogue & celle vue pour les quasi-

critéres.

Un pseudo-critére dans Tequel q = p est un quasi-critére ; un pseudo-
critére dans lequel q = p =0 est un vrai-critére.

3. Théoréme

La condition nécessaire et suffisanté pour avoir un pseudo-critére sur

un ensemble fini A ‘est qqé']é tripiét"(l,'Q;'P)' 501t un pseudo-ordre.
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La démonstration de la condition nécessaire est laissée au lecteur.
L'algorithme III.1 montre Ta condition suffisante. En fait, un pseudo-
ordre sur un ensemble fini peut toujours &tre représenté par un pseudo¥
critére ol un des deux seuils est constant ; c'est ce que montrent les.
algorithmes III.2 (seuil d'indifférence constant) et III.3 (seuil de
préférence constant). Nous &tudions dans le chapitre suivant les con-
ditions qui permettent de représenter un pseudo-ordre par un pseudo-
critére ol les deux seuils sont constants.

4. Représentation d'un pseudo-ordre par un pseudo-critére d seuils va-

riables : algorithme III.1

Soit A
On va construire un pseudo-critére sur {Al’ A2, Ve Am} ; le pseudo-

1’ AZ’ cees Am les classes d'équivalence définies ci-dessus.
critére sur A s'en déduira immédiatement :
g(a) = g(Ak)s q(a} = q(Ak)s p(a) = p(Ak)s Vace Aks VoK.

Le pseudo-critére peut &tre dé&fini de Ta facon suivante :
Yk=1,2, ..., m:

(Ak) = Kk,
(Ak) = ]k -k,
p(Ak) =\ - k s'il existe i : Ai Q Ak’
q(Ak) sinon
ol
]k = max {j : Aj I Ak},
et
P = max {3 : Aj Q Ak}.

La justification de cet-algorithme est immédiate.

5. Représentation d'un pseudo-ordre par un pseudo-critére & seuil d'in-

différence constant et seuil de préférencé variable : algorithme III.2

Comme précédemment, ce pseudo-critéré est construit sur {Al, Az, cees Am}.



et

ry
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On donne & q wune valeur constante positive arbitraire.

Etape 1 : g(Al) = 0.
Etape k (k = 2, 3, ..., m) :

. 1 -
- st AL Ap> g (A =5 [g(Ak_l) +q| s

- S-i A }' Ak 13 (Ak) - g(Ak_l) + q + 1 M
- dans 1es autres cas,

24 -
Q(Ak) =5 {maX[g(Ak_l)s g(A‘jk) +q] + g(A‘jk+1) + q}
jk = max{j : Ak & Aj}'
Etape m+k (k=1, 2,3, ..., m) :

p(Ak) ={ q+1 si Am I A

k?
g(A) + 1 - 9(A) si A QA
1, - , L
H La( (A, ) + g rk+1l| - 9(A) st AL P A ets'di
EJ +q + g(A 1k+1)] (A) autrement,

max{j : Aj 0 Ak}

1k max{j : Aj I Ak}.

Justification

Les m premiéres &tapes de 1'algorithme sont identiques a celles de

(I, »)

1'algorithme II.2, 1a relation P é&tant remplacée par *. Comme

est un quasi-ordre, i1 en résulte que 1'ona Y i, j :

Ay T Ay <> o(Ay) - g(A
Ay 2 Ay <= g(Ay) > g(A
'i.>J- => g(A1)>g(A

) < q,
) +4q,

.

Ai Q Ak’
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I1 reste & démontrer que Y1, j :

o) Ai Q Aj = g(Aj) + D(Aj) > Q(Ai) >”9(Aj) + Q,
8) | A P Ay B gy > a(a) + piay),

) ] p(A;) > q, V4,

8) | (A7) < a(A) = 9(Ay) + P(A) < a(Ay) + p(Ay).

a) Soit Ai Q Aj et rj = max{r : Ar Q Aj}.
IT vient a]ors, 59 rj =m

igr,= g(Ail) <g(A) <g(A )+ 1=g(A)+ p(A) 3

] rj £ m,

vy g(Ai) <

A
iy
_—
I=
=
—
A
[
-
I=
=
+
—
p "

et donc

D'autre part,

g(A;) > g(A;) +q
puisque A; Q Aj==} A, & Aj.
B) Soit A, P Aj.

S'3dh tel que Ah Q Aj’ il vient

(%)

Les implications inverses résultent de Ja conjonction des autres im-
plications.
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T>ry=9(R) 2 9(AL 1) > 9(AL)
et donc J J

mm)>%&mg)+m&ﬁﬁ|=m%)+m%r

Sinon

i 1j + 1= g(Ai) > g(A1.+1)
et J
A; P Aj => A, be Aj => g(Ai) > g(Aj) + q,
donc
1 -
9(A;) > 5 [g(Ay) + g+ 9(A1J_+1)_| = 9(Ay) + p(Ay).
y) Démontrons maintenant que p(Aj) >q, V.
C'est évident si Am I Aj.
Si Am Q Aj, on a

9(Ay) > 9(A;) + q,

g(Am) +1 - g(Aj) >q+ 1>aq.

=
——
I=
—

Il

Si Am P Aj et 3 h: A Q Aj, on a

h

A QA= 9lA 1) > a(A, ) > a(A;) + a,
d' ol J J J

1 -
p(hy) = 7 (08, ) + 9l ] - 9(A)) > a.
Dans le dernier cas, on & nécessairement A1‘+1 P Aj’ d'ol

) > q.

p(Ay) = 3 [a(Ay) +a+ oA 0] - glA
J

J
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§) Soit g(Ai) < g(Aj), donc 1 < j
ler cas : Am I Ai et Am I Aj,
9(Ag) + p(Ay) = g(Ay) + g+ 1 <g(Ay) +a+1=g(Ay) +p(Ay).

2e cas : Am Q Ay et A, 1 Aj’ donc g(Am) < g(Aj) +q,

n

g(Ay) + p(A;) = 9(A) + 1< glAy) + q+ 1= g(As) + p(A,).

J

3e cas : Am P Ai’ Jh: Ah Q Ai et Am 1 Aj’

9(As) + p(A) = 5 [9(A, ) + (A, 41 < 9(A)) < a(A) +a + 1= g(A)) -
J J + p(Aj).

e cas : A P AL Ah: A QA et Al Ags

9(Ay) + p(A,) = 5la(A) +a + g(A, .,]]
<g(A) < g(A) +q+1-= 9(A;) + p(Ay).

be cas : Am Q Ai et Am Q Aj’
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Ah Q Aj => Ah e Ai’

d'ol

r. > r.

J = i
et par conséquent

Q(A.i) + D(A.i) =

<

9e cas :

1
2z
1
2

Am P Ai’ Am P Aj, 3 h
I1 est impossible d'avoir

Eg(A,,i) + g(Ariﬂ)Zl
&m%)+m&fﬂl=m%>+m%w

] Ahl Q Ai’ 4 h2 : Ah

9(h. ) > 9(A) + 3

j
en effet, il

A S A,
ri J i

=> Ar. P Ai

3

en résulterait
= A P Aj (car F h, :

A A.),
h, 04

(car j > 1),

ce qui est contraire a la définition de £y

D'autre part,

A PA. A
J

]j+1
= '[
Donc
g(A;) + p(A)

A
[ R X

10e cas :

j
g(Arj+1) > g(A,

et donc
Q(Ai) + P(A-]) <

1j+1
i +1> ri + 1

Am P Ai’ Am P Aj’ 4 h1 : A

=> Arj > Ai
= Ar- P Ai (% hy

)
j

1
2

PAL (3> 1),

(définition de ri).

B8, ) + o(A, ]
EQ(AJ) +q+ g(A]j_l_l):l = g(Aj

1
(3> 1),
ILENE

> Q(A-i.) + P(A.i)

@(Arj) + g(Aer)] = 9(A;) + p(A;).

2

2

J

) + PeA;).

Q A..

QA..

J
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lle cas : A P A, Am P Aj’ ghy Ahl Q Ai’ # h2 : Ah Q A.-
On a
Mo PA A PA (3>,

1j+1 1j+1

= 1j+1 > 1y + 1 (definition de 1.),
d'ol
21 -
g(A-;) + p(A'i) =7 EQ(A-E) +q+ g(A11.+1)-!

J-) tp(Ay).

1 -
<7 [9(Ay) + g+ g(A1j+1)_| = g(A
IT n'y a pas d'autre cas puisque i< j.

CQFD

6. Représentation d'un pseudo-ordre par un pseudo-critére d seuil d'indif-
férence variable et & seuil de préférence constant : algorithme III.3

Comme précédemment, ce pseudo-critére est construit sur {Al, AZ’ cees
A }.

On donne & p une valeur constante positive arbitraire.

Etape 1 : g(Al) = 0.
Etape k (k =2, 3, ..., m) :

. s 1 -
- si sAk J Als 9(A) =5 |9(A_q) +pf 3
N.B : Ak.J Al 557 Ak
- si APA ., 9(A
- dans les autres cas

g(A ) = zimax [g(A 1), 9(Ag )+ Bl + 9By 4q) + 9)

jk = max{Jj : Ak P Aj}.

Etape m+k (k=1, 2, ..., m) :

N = ol

E’l

a(A) () 9(A1k+1):| - g(A) '3 A QA

[g(A.[k) + Q(Ak) + p:[ - g(Ak') sinon,



- 24 -

k
N.B : q(Ak) >0 puisque

A TA = kT = g(A) < 9(A1k) < 9(A1k+1)-

1, = max{j : Aj 1 Ak}.

Justification

~

Les m premiéres étapes de 1'algorithme sont identiques d celles de

1'algorithme II.2, Ta relation I é&tant remplacée par J%.  Comme (Js, P)

est un quasi-ordre, i1 en résulte que 1'on a, Vi, j :

S a o -

Aj 97 Ay <> [9(A) - 9(A) ] < p,

Ap PRy <> g(Ay) > glRg) +p,
i >3 = g(A-i)>g(AJ')-

11 reste & démontrer que, Yi, j :

a) A, 1 Aj = [g(A) < g(Aj) + q(Aj),

(x) 19(As) < g(Ay) +a(Ay),
B) Ay QA= g(Ay) +p > g(Ay) > g(Ay) + a(A;),
Y) C](AJ-) <p, V3j,

8) | 9(A) < a(Ay) = a(A) + a(k;) < 9(A) + a(Ay).

J

a) Soit Ai I Aj et 3 h: Ah Q0 Ai'
IT vient alors

J< ]1 = g(Aj) < g(A] ) < 9(A11+1)

i

et donc

m%)<%&mu)+maﬁﬂ|=mm)+mmL

(%)

Les implications inverses résultent de la conjonction des autres im-
plications.
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En supposant 1 < j, ce qui n'est pas restrictif & cause de 1a symé-
trie de I, on a encore

Q(Ai) < g(Aj) < Q(Aj) +‘q(Aj)-
Soit A; TA; et Ah:AQ Ay
On a toujours

ity = g(Ay) < 9(A )
et de plus -]
_ S —
As 1 Aj => Ai J Aj => g(Aj) < g(Ai) + P,
d'on
1 -
() < 7 [a(hy ) + alhg) + Bl = a(Ay) + alhy).
D'autre part, si i < j :
Q(Ai) < Q(Aj) < g(Aj) + q(Aj)-

B) Soit A; Q A,

Dans ce cas,
i> 1j + 1= g(Ai) > g(A1j+1) > g(A] )

et donc ’
g(A;) >3 50y ) + g(Ay )] = 9(A,) + q(A
d J

5

D'autre part,
a 48 _
As Q Aj => Ai J Aj > g(Ai) < g(Aj) + p.

y) Démontrons maintenant que q(Aj) <p, Vi.

S'41 existe h tel que A Q A, alors

A1J.+1 QA
d'od
J° A,

A
]j+l j
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et donc

Q(A]j) < Q(A]J_.,_I) < Q(AJ‘) + P
ce qui donne
1

J J

J

q(As) =5 [a(Ay ) + alAy iT1 - a(A) < p.
J

S'i1 n'existe par h tel que A Q Aj, on a

1.
J J J
d' ol

a(h;) = 3 [o(A ) + 9(Ay) + 6] - 9(Ay) < p.

J

§) Soit g(Ai) < g(A.) et donc i < j.

J

ler cas : 3 hy : Ah QA et 3 h,:A

1 2

Comme i < Jj, on a

1. <1

d'oli

j!

ma>+ma)=%@mﬁ)+maﬁﬂl
5 [9

2e cas : 3 hy: Ahl QA; et F hy:

I1 est impossible d'avoir
9(A11_+1) > 9(Ry) +p
car cela impliquerait

A]1+1 p Aj

et donc

A PA_],

11+1

h

2

DAj = Ay 3% Ay => g(hy ) < g(Ay) +p,

QA

ce qui est en contradiction avec 1'existence de hl'
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D'autre part, comme dans le cas précédent :

11 < 1j’

(=]
——
=
—
omar”
-+
ol
——
I=
—ls
—
1]

[th) + 9l 4]

[othy ) + a(g) + B = 9(Ap) + a(Ay).

P3| = PN et

3ecas : A hy: A QA et F oyt A QAL

1 2
IT vient
]_ -
g(A-;) + Q(Ai) =5 EQ(A]_) + g(A-]) + p..l
-1
< [o(A) ) + 9(Ay) + Bl = g(Ay) + a(A))

J

de cas : & hy : Ahl QA; et 1 h, Ah2 Q Aj.
IT est impossible d'avoir

Q(A.i). +p > 9(A1J_+1)

car cela impliquerait
3
Mot A
et donc

A]j+1 LA, (car i<j et { hy Ahl Q A,
d'oii

A I A,

1.+1 J
J
ce qui est en contradiction avec la définition de 1j‘ Par conséquent,
1 - .
g(A;) + a(A:) = 5 [9(Ay ) + g(A) +

- -l -
s%mmH)+mmfﬁl=m%)+m%y

CQFD
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IV - PSEUDO-CRITERES A DEUX SEUILS CONSTANTS

1. Exemple montrant que la structure de pseudo-ordre n'est pas suffisante

pour avoir un pseudo-critére d 2 seuils constants

Considérons A = {a, b, ¢, d, e} et le pseudo-ordre dé&fini comme suit :

bQa,c Q‘a, dQa,ePa,
cIb,dQb,ePhb,
dIlc,elc,

e I d.

Le tableau ci-dessous donne un pseudo-critére en accord avec ces rela-
tions et montre donc qu'elles constituent bien un pseudo-ordre sur A.

a b c d e
g 1 3 4 6

1 2 6 5

6 '_5 9 8

Supposons que ce pseudo-ordre soit représentab1e par un pseudo-critére
a& 2 seuils constants q et p. On aurait alors :

|g(d) - gle)| <q car d1Ie,

g(e) > g(b) +p car e P b,

g(b) > g(a) +q car b Qa,
d'od

g{d) + q >g{e) > g(b) + p>gf{a) +p+q.
et donc

9(d) > g(a) + p, |
ce qui est en contradiction avec d Q a.
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Cet exemple montre d'ailleurs qu'une condition nécessaire pour avoir 2
seuils constants est que I P Q C P, propriété qui, comme nous 1'avons vu,
n'était pas toujours vérifiée par un pseudo-ordre quelconque.

Nous hous proposons maintenant d'établir Ta condition nécessaire et
suffisante pour pouvoir représenter un pseudo-ordre au moyen d'un pseudo-

critére 4 2 seuils constants.

2. Définitions préliminaires

Soit (I, Q, P) un triplet de relations dans un ensemble fini A.
Nous noterons

-1

af b ssi bQa.

Nous appellerons chemin dans (I, Q, P) une suite du type

R1 4141

ay R1 a5 R2 g«
15 Bps cnes Ay € A,

(a; et 3141 Seront les extrémités du chemin}
Rl’ RZ! LA | R'I E {I’ Q) Q_ 2 P};

Ris Rps vuny R] seront appelés les arcs de ce chemin ; 1 sera;Ta longueur

1’ 2’
du chemin.
La n-valeur de ce chemin sera par définition la somme
vn(Rl) + Vn(RZ) + ... F Vn(R1)
ol
Vn(Ri) =1 -1 ssi Ri =1,
+1 ssi R; =4Q,
L |
- n ssi Ri =Q 7,
+n ssi R, =P.

Ce chemin est un circuit ssi 1,1 = Ap-
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est satisfaite dans (I, Q, P} si

Nous dirons que Ta condition C
tout circuit dans (I, Q, P) a une n-valeur strictement négative.

n

N.B. I1 est entendu que dans la suite de ce chapitre I UQ UP est une
relation compléte (pas d'incomparabilité) et que I est symétrique.

3. Théoréme

La condition nécessaire et suffisante pour avoir un pseudo-critére a-

2 seuils constants sur un ensemble fini A est qu'il existe un nombre

réel n supérieur a 1 tel que la condition C_ soit satisfaite dans

(1, Q, P). §

Démonstration de la condition nécessaire

Soit g et p respectivement les seuils d'indifférence et de préfé-

rence, supposés constants, et soit n =

oo

Considérons un circuit

R, &

a1 R, a, R, a, ... a] 1

1727273

composé de wm; arcs "Q", m, arcs "P", my arcs "I" et m, arcs "th“.

Si (I, Q, P) est représentable par un pseudo-critére & 2 seuils cons-
tants q et p, ona:

a; Qa; = g(ai) > g(ai+1) + q (m1 relations de ce type)

a, Pa, , = g(ai) > g(a1+1) +p (m2 relations de ce type)

i i+l

a; I A = g(ai) +q > g(ai+1) (m3 relations de ce type)

as Q-1 a; = g(ai) +p> g(a1+1) (m4 relations de ce type).
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La somme de toutes ces relations ddnne
My q + my p>mq + m, P

ou encore
my - m3 + m,, n - my n < 0,

ce qu'il fallait démontrer.

La démonstration de la condition suffisante résultera de 1'algorithme
de la section 5.

4. Condition C_ et pseudo-critdre

Nous nous proposons ici d'étudier les liens qui existent entre Ta con-
dition Cn et les propriétés auxque11és nous avons été habitués dans les
chapitres précédents. En particulier, nous allons voir que T1'existence
d'un n tel que Cn soit satisfaite dans (I, Q, P) 1implique que

(I, Q, P) est un pseudo-ordre.

Considérons donc un triplet (I, Q, P) dans un ensemble fini A tel
que Tla condition Cn soit satisfaite pour au moins un n.

Le Tecteur vérifiera aisément qu'il en résulte que I est réflexive,
Q et P sont asymétriques et I, Q, P sont mutuellement exclusives.

(1) ZI ¥ Cy

Soit a &b, bIc et ¢ ¥ d. La n-valeur de ce chemin est donc au
moins égale & 1.

Si dIa ou d t}a, onobtient donc un cricuit de n-valeur > 0.
Par conséquent, a > d.
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(i) YParf-yp

En effet, si a #b, b $c,ald, dIc, lecircuit at+t bscIdlIa
a une n-valeur > 0.

(iii) P pPcrp
Soit aPb, b JS ¢, ¢ Pd. La n-valeur de ce chemin est donc au moins

égale & n.

Si aQd ou ald ou d - a, on obtient donc un circuit de n-valeur
> 0. Par conséquent, a P d.

2
(iv) PPads =g

En effet, si a Pb, bPc, a 35 d, d J5 c, le circuit aPbPc¢ g5 d
J* a a une n-valeur > 0. .

(v) PIQCP;QIPCP;PQICP;IQPCP

Soit a R1 b, b R, €, C Rq d od Ry RZ’ R§r= {1, 9, P}. La n-
valeur de ce chemin est donc au moins égale & n.

Si aQd,ald ou d¢% a, onobtient donc un circuit de n-valeur
> 0. Par conséquent, a P d. |

IT résulte des 5 propriétés précédentes que (I, Q, P) est un pseudo-
ordre.

(vi) 1PQCP;QPICP

Résultent immédiatement de la démonstration précédente.

g, ¥entier k
B, ¥Yentier k

=
v

(vii) | gtag
P A1~

IA 1V
[= [

Démonstrations immédiates.
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b. Représentation d'un triplet (I, Q, P) satisfaisant 1a condition Cn
au moyen d'un pseudo-critére d 2 seuils constants : algorithme IV.1

Cet algorithme constitue la démonstration de l1a condition suffisante
du théoréme de la section 3.

Soit (I, Q, P} wun triplet de relations satisfaisant la condition Cn
(n > 1). Nous savons (cf. section 4) que (I, Q, P) est alors un pseudo-

ordre.

Comme dans le chapitre III, nous allons travailler dans 1'ensemble des
classes Aj obtenues a partir du préordre complet associé a (I, Q, P).

Nous notons
A, ?2 A; (r = entier quelcongue)

s'il existe un chemin dans (I, Q, P), d'extrémités Ai et Aj“ et de n-
valeur supérieure ou égale & v (voir dans le chapitre VI la maniére de

trouver ces chemins).

Les 2 propriétés suivantes se démontrent aisément :

v
=

0 n -
1) A %, Aj et r>n=>A, P Aj,

v
~

o n : . n
2°%) Ai P Aj et j>k= Ai }r A
On donne & g une valeur constante positive arbitraire et on pose

p = ng.

Etape 1 : g(Al) = 0.
Etape Kk :

. 1 =
- si A T AL o(A) =5 [o(A ) + ¢
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- si Ak P Ak-l’ g(Ak) = g(Ak_l) +p+1
- dans Tes autres cas

1 - -
g(A,) = 5 {max |.max (A, ) +rqls 9(A _4)| +
k 2 \_-1<r<n [9 kr Cj_| k-1

min [g(A k) + sq)},
I<s<n

=~
1.
H

max {i : A o A}
iz k k'r i

min {1 : A%~ n }
i<k i A

g(Ak )

w
1

n

- o Jorsque kr n'existe pas,

3

+ « lorsque Sk n'existe pas.

(=]
—
=
o~
—
1]

Remarque : Les quantités apparaissant dans la définition de g(Ak) existent

toujours puisque A >? Ay et Ak_1 hn]Ak.

Justification (par récurrence)

Supposons les conditions suivantes satisfaites Vi, j <k-1:

Ay 1 A. <= g - g(Aj)[ < q,
Ay QRS < +p > g(A) > olA) + a,

(A)
o(Aj) + b

A PA, (A } > g(A,) + p,
a(A)
s

[

J
i > j = > g(A.),
> g{A;) + rq.

e G Ca

n

(i1 résulte immédiatement de 1'algorithme qu'elles sont satisfaites pour
k-1=1et 2).

Nous devons démontrer que ces conditions sont remplies Vi, j < k.
ler cas : Ak I Al-f

Dans ce cas, on a nécessairement Ai I Aj, ¥ i, J < k. D'autre part,
comnme g(Ak_l) < g (puisque Ak—l I Al), il vient
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g(A) =% [g(Ak-l) +q| <q< g(AJ.) +q, ¥j <k
et :
Q(Ak) > g(Ak—l) > g(Ak-'Z) F el ? Q(Al)-

2e cas : Ak P Ak-l

Dans ce cas, on a nécessairement Ak P AJ., Vi < k. D'autre part,
Q(Ak) = g(Ak—l) +p+1> g(Aj) +p, YV < k.
3e cas : de la définition de kr et Sk, il résulte que :

k s

n
1k.

Ak PIJ\‘j ssT J
Ak IlAj ssi

[ IRV .8

Nous allons démontrer ci-dessous"fq'ue-,'

1°)  max I:g(Ak‘) +rq| < min '[g(A‘k) + sq/,
I<r<n r l<s<n s

2°) g(A _q) < min [g(A ) + sq].
1<s<n S

IT en résultera :

g(A) > g(Akn) +p>g(h) +p, Vs
g(A) < g(Alk) +q < g(Ay) +9, Vi
g(A) > 9(A _1)s

A b Ay = g(A) > 9ihy )+ ra > glhy) + g,

n n
Ay QA = A ) Ay et A - By

A
-~
=
-

(Y4

= g(A) > g(A;) + g et g(A;) > g(A) - P

ce qu'il fallait démontrer.
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0 n
1°) Comme A, ¥ Akr et ASk } s Ay Vr, s, ona

n
Ay Tros M,
et donc
g(A ) > g(A ) + (r-s)a, Vr, s,

2°) Comme A F ¢ A Vs,ona A k "o Y s et donc
sk

-s k-1
Q(AS ) > 9(A ) - sa. Vs,

6. La condition C,

L

Théoréme : la condition C, est satisfaite dans (I, Q, P} ssi
(I, Q,-P) est un pseudo-ordre te1 que Q N Q=0 et PN 12 = {.

La condition nécessaire résulte de la section 4.

Démonstration de la condition suffisante

Soit (I, Q, P) un pseudo-ordre tel que Q°N Q=9 et PN IZ = p.

Nous devons démontrer que tout circuit dans (I, Q, P) a une 2-valeur né-
gative.

a) Nous Taissons au lecteur le soin de démontrer que cette propriété
est vraie pour tous les circuits de Tongueur 2 et 3. On remarquera, & ce
propos, que les conditions Q2 NQ=0 e PN 12 - ¢ impliquent les

propriétés (vi) de la section 4.

B} Supposons la propriété vraie pour tout circuit de longueur < k
(k > 3).

Soit

R. a ... R

a1 Ry a; Ry a5 k+1 31

un circuit de (I, @, P} de longueur k=¥ 1 et de 2-valeur positive ou
nulle.
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Ce circuit doit nécessairement contenir au moins un des chemins sui-
vants :

1°) 2y Pagy T ag,

‘ SRS
2 ) a_I P-la._i+1 Q a1-+2,
) 35 Qagyy T oy,

4°) a; Qay, Q"l 3 10

sinon on aurait soit
RAETT, Q7,0 =1, 2, ou, kit 1,

ce qui donnerait un cir;uit de 2-valeur négative, soit
Ry €10, P1, i =1, 2, ..oy k+ 1,

ce qui donnerait aq P aj-

Nous allons montrer que, dans chacun des 4 cas, on peut trouver un
circuit de lTongueur < k et de 2-valeur positive ou nulle, ce qui sera
en contradiction avec 1'hypothése.

1°y Si a; P 801 1 2,05 alors a, * ;.0 et Te circuit

3 R1 CPRP R

1.1 34 F 32 Ry oo

a une longueur %k et une 2-valeur supérieure ou égale au circuit initial
puisque VZ(P) = 2, vz(I) = -1 et vz(?) =1 ou 2 suivant que » =0
ou P.

o e -1
2°) Si a, P 3541 Q" a

voir chapitre III).

e alors 3 S 3342 (définition de S :
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- S a; b s, 0 le circuit

ay R1 Ay .« R1._1 a, he ai+2 ven

a une longueur k et une 2-valeur supérieure au circuit initial.

- Si a. I a, s

; i+ T 3443 alors a, be 24,3 et le circuit

ay Rya, oo Ry a5 Fag a2,

a une Tongueur k - 1 et une 2-valeur supérieure ou &gale au circuit ini-
tial.

- S Y I 3: 40 I A a5 alors a, R a;,3 avec Re {I, #}. En effet,
a1.+3 5 ass combiné avec a1.+2 I a: .3 et ai P ai+1, donnerait 3:,0 P R
Le circuit

ay Ry a, ... Ris1 31 Raj, .-
a une longueur k - 1 et une 2-valeur supérieure ou égale au circuit ini-

tial.

L es -1 -1
Si a I LI 0 a5,35 alors a; R 2;,3 avec Re{d =, I,&].

En effet, 5.9

contredirait P

; ai,sgomb1ne avec a, P 21410 2443 Q I et I Q i1
NnJ> = 0. Le circuit

a; R1 8y oo Ry_pa; Rag o .es

a une longueur k - 1 et une 2 valeur supérieure ou &gale au circuit ini-
tial.

3°y Si a, Qa,,.1 a5 0 alors ay S a

i i+l i i+2”
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- §i a, & s, 0 le circuit

3y Ry Ay e Ry_q a5 Fag o s

a une longueur Kk et une Z-valeur supérieure au circuit initial.

- Si 3 I 3440 be 2,30 alors a; 5 213 et le circuit

a; Rpa, ... Ri_;a; p 3543 +-

a une longueur k - 1 et une 2-valeur supérieure ou &gale au circuit ini-
tial.

- 5§ ai I a1+2

fet, 3443 b 31, cgmb1ne avec a; Q 35410 3443 I 3s4o et As 10 I ai,1> con-
tredirait *" 0 I = §. Le circuit

1 A, 90 alors a R a;,5 avec Re {I, &}. En ef-

R, a

al 13 - R.

j-1 35 R 33 -0
a une longueur k - 1 et une 2-valeur supérieure ou &gale au circuit ini-
tial.

43 avec R ¢ {Q-l, L. %Y.

En effet, 3543 P 35 combiné avec a. Q a1 et i1 I I donnerait

a. Pa. ,. Leci i
i+3 i+2" reutt

N -1
- Si a I CH Q a;, 35 alors as R ai

a, R

1 1a2 L R

i-1 3 R 3.3 -
a une longueur Kk - 1 et une 2-valeur supérieure ou &gale au circuit ini-
tial.

oy . -1 - . ,
4°y  Si a; Q 8511 Q 8 495 alors 3, I R (puisque % Q <P) et

le circuit
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CH R 8g --r Ri g a5 Tas ...

a unellongueur k et une 2-valeur égale au circuit initial.

Corollaire : (I, Q, P) est représentable par un pseudo-critére & 2

seuils constants ol p = 29 ssi c'est un pseudo-ordre tel que Q2 NQ=p
et PNI° = g.

Nous verrons dans le chapitre YI que ce résultat ne peut pas &tre géné-
ralisé & n # 2.

7. Le théorgme de 1'alternative ([17])

Nous donnons ici une démonstration de la condition suffisante du théo-
réme section 3.basée sur un théoréme de 1'alternative pour Tles systémes
d'inéquations. Cette approche aurait pu également &tre utilisée pour Tes
théorémes des chapitres précédents mais nous avons préféré 1'approche al-
gorithmique qui a T'avantage d'avoir un intérét pratique. Nous donnons
ici cette démonstration plus abstraite & titre d'exemple.

Théoréme de 1'alternative pour les systémes d'inéquations (1a démons-

tration de ce théoréme se trouve dans [17], p. 46).

Si xl, x2, cos xLE‘.IRJ (espace réel & J dimensions), alors ou bien

il existe c¢€ RJ tel que

cx 50,1 =1, ..., L

ol c.x] est le produit scalaire de ¢ par x1, ou bien il existe rqe

Pos «ves r‘e.lR+ non simultanément nuls tels que

i~

ol xl est Ta j° composante de x1.
o
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Considérons donc un triplet (I, Q, P) satisfaisant la condition
C  (n>1).

A chaque relation du type a I b, nous associons les inéquations :

% g(a) + q - g(b) > 0,
g(b) + g - g(a) > 0.

A chaque relation du type a Q b, nous associons les in&quations :

% g(a) - g(b) - q > 0,
g{b) + p - g(a) > 0.

A chaque relation du type a P b, nous associons 1'inéquation :

g(a) - p - g(b) > 0.

Soit L 1le nombre d'inéquations obtenues et J = |A| + 2. Si

A = {al’ a2, fevy aJ-Z}s

Te probléme est de trouver un vecteur c de IRJ

¢ = (a(al), ..., 9(a”"%), q, p)

qui satisfasse au systéme d'inéquations obtenu (ce systéme impliquant
d'ailleurs que p > q).

Soit x} le coefficient de 1la je composante de ¢ dans la 1€ ine-
quation :

x} €{-1,0,1}, =1, ..., dy1=1, ..., L

et soit



- 43 -

.
C g o p—t

D'aprés Te théoréme de 1'alternative, si ce systéme n'admet pas de
solution ¢, alors 3 Pis Tos wees 1y E R+, non tous nuls, tels que

L
(2) =
=1

gt 11 résulte du fait que les x; sont rationnels que Pie Tos vevs 1Y
peuvent étre trouvés dans IN.

Cela signifie que si hous traduisons le systéme

c x1 s 0,
C xl > 0, r
. 1
(3 { ¢ xl > 0,
2
c X" >0,
. r
. 2
o x2 >0,

au moyen des relations I, Q, P, nous obtenons 2 suites finies

T T T T
1 1 .1 1.1 2 1 2
S1 = (a1 ces B1Ts 85 aen AT, By ees A3T, 8y .ll By )
et
T T T T
ol 1 .1 1 .1 2 .1 2
82 = (bl - b1 R b2 e b2 , b3 e b3 . b4 - b4 )

te11es'que
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- leurs éléments appartiennent & A ;

-

- elles sont identiques & une permutation prés ;

- b} S a}, =1, ., T
- by Toou $ags i=1, .., Ty
- by Pag, =1, . T,
- by 9% ou Pali=l, T,
- .2 T1 + 2 T2 =1 tor, bt I

En effet, les suites - S1 et 52 sont construites de la maniére sui-
vante : selon que la 1€ inéquation du systéme (3) est du type

g{b) - g(a) - q >0
ou

ou

ou
g(b) - g{a) + p > 0,

a sera le 1° g1ément de Sl’ b sera le 1% élément de 52 et on aura

respectivement
b +a
ou
bI ou §a
oy
bPa
ou
bJd° ou P a.

Le systéme (2) indique que :
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- Y ae A, le nombre d'inéquations du systéme (3) contenant g(a)
est identique au nombre d'inéquations contenant - g(a) ; par conséquent,
S1 contiendra autant de fois a que 52 et ce, YacA ; il en résuTte
que S1 et 82 sont identiques & une permutation prés ;

- Te nombre d'inéquations contenant - q est égal au nombre d'iné-
quations contenant + g ; par conséquent, le nombre de relations du type
b #a est &gal au nombre de relations du type b I ou & a, nombre que
nous avons appelé T1 H

- 1le nombre d'inéquations contenant - p est &gal au nombre d'iné-
quations contenant + p ; par conséquent, le nombre de relations du type
b Pa est égal au nombre de relations du type b J° ou P a, nombre que
nous avons appelé T2.

Nous nous proposons de démontrer que la condition Cn (que nous avons
supposée satisfaite pour au moins un n > 1), implique que deux telles
suites ne peuvent exister : i1 en résultera que le systéme (1) admet une

solution c.

Soit Xq un ETément quelconque de 51 et Yy 17&1&ment correspon-
dant dans S, (c'est-a-dire occupant dans S, la méme position que Xq
dans Sl). Soit X5 un élément de S1 tel que Xo = ¥q et Yo 1'é1é-
ment correspondant dans 82-

Nous construisons ainsi un circuit v :
xp Rpyp Rpyp o Ry

tel que :

S

Ri € {+, I ou %, P, 3 ou P}.
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Appelons m{, mg, mg et 'mz respectivement les nombres d'arcs 7,
I ou ¥, P, d° ou P de ce circuit.

Si le circuit v ne contient pas tous Tes éléments de Sl’ nous pou-
vons construire un ou plusieurs autres circuits du méme type (en fait,
cela revient & décomposer en permutations minimales la permutation qui
permet de passer de S1 a 52)‘

Considérons un tel circuit v.

Les m¥ arcs "»" se décomposent en m?l arcs Q et m¥2 arcs P 3
les mE arcs "I ou *" se décomposent en mgl arcs @, mgz arcs P et
m£3 arcs 13 les m) arcs 35 ou P" se décomposent en mzl arcs Q,

Y ¥ Y
My, arcs P, mg3 arcs I et mpg Arcs Q

Si nous appelons n{, n%, ng et nz respectivement Tes nombres d'arcs

Q, P, I et Q-1 de v, nous avons par hypothése (condition C_ )

3 4
Or
Ny = Mg MGyt
nf = mfp +miy +ml 4 mp,,
ny = miy + Mg
Ny = Mg
d'od
nl +nonl > mly 4wl i > ml o+ o0,
ng +n nz = mg3 + m13 +n m14 gr% +n mz.

Ces derniéres relations, combinées avec (4), donnent :

Y oo oY S Y
my = m, +n m3 nm < 0.
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En sommant sur v, nous obtenons finalement
Tl"T1+nT2_nT2<O’
ce qui est évidemment impossible.

Les deux suites S1 et S2 ne peuvent donc pas exister.

CQFD
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V - QUASI-ORDRES ORIENTES ET PRECRITERES

1. Quasi-ordre orienté

Définition : un triplet (I, Q, P} de relations dans un ensemble A
est un quasi-ordre orienté& ssi (mémes notations que pour le pseudo-ordre) :

- I UY est un préordre complet ;
- (JS, P) est un quasi-ordre ;
Vab,ce€A:(aPb,bQc=aPc (PQCP),
Loa aQb,bPc=aPc (QPLP);

- Ya,b,c,dCA:alb,bPc,cld=a Pd. (IPICP).

Propriétés (démonstrations simples)

- Un quasi-ordre orienté est un pseudo-ordre.

- Un:-pseudo-ordre (I, Q, P) est un quasi-ordre orienté ssi I est
transitive et I P I CP.

- Le préordre complet S associé & un quasi-ordre orienté et défini
comme pour les pseudo-ordres (chapitre III} coincide avec TU %,

2. Précritére

Définition : un précritére sur un ensemble A est un couple {g, p)
de fonctions & valeurs réelles telles quer Ya, b €A :

alb<=ig(a)
a Qb <> g(b) +p(b) > gla) > g(b),
aPb«e>g(a)>

p(a) > 0,

p(a) - p(b) . _
HOERIOE 1.

It
[{a]
—

o
p -
-

{un pré=critére.est un pseudo-critére dans lequel g = 0).
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3. Théoréme

La condition nécessaire et suffisante pour avoir un précritére sur un
ensemble fini A est que le triplet (I, Q, P) soit un quasi-ordre orien-
té.

La démonstration de la condition nécessaire est laiss@e au Tecteur.
L'algorithme ci-dessous montre que la condition est suffisante et que le
seuil de préférence p peut é&tre rendu constant (la construction d'un

précritére & seuil variable est analogue & celle d'un quasi-critére &
seuil variable : voir algorithme II.1).

4. Représentation d'un quasi-ordre orienté par un précritére d seuil cons-
tant ¥ algorithme V.1

Comme dans les algorithmes précédents, i1 suffit de construire un pré-
critére & seuils constant sur 1'ensemble {Aps vevs Am} des classes d'é-
quivalence du préordre complet associé au quasi-ordre orienté, c'est-a-dire
du préordre complet I U5%.

On donne 3 p une valeur constante positive arbitraire.

Etape 1 : g(Al) =0 ;
Etape k : (k =2, 3, .... m
. 1
- st A QAL g(A) =5 [
- 5 Ak P Ak-l’ g(Ak) = g(
- dans les autres cas :
1 - -
g(A) =5 {max [g(A,_q) g(AJ-k) +pl 4 g(A_jk+1) + p}

jk = max{J : Ak p Aj}.

La justification de cet algorithme, qui est un cas particulier de
T'algorithme IIL.3, résulte immédiatement de la justification de ce der-

nier.
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VI -  EXEMPLE

Soit A =1{a, b, c, d, e, x, ¥, z, t, U, v, w} et le pseudo~ordre
(I, Q, P} défini sur A par le tableau suivant :

A W v u X t z y a b C d e
W I | 0 P p P P p P p P P
v 1 I Q P P P P P P p P
Uy 1 4] Q P P P P 2 p P
X I Q Q P P P P P P
t I I Q P P p P P
2 ] 1 |1 |p [P [P |P |P
y 1 P [P |P [P |P
a I ¢ |Q |Q |Q
b I Q Q Q
¢ I Q | Q
d I Q
e I

Dans ce tableau, les &léments sont ordonnés de facon compatible avec
(I, §, P), c'est-3-dire que

WSvSusSxStSzSySasSbScSdSe.

Pour vérifier que (I, Q, P) est un pseudo-critére, on peut par ex-

emple construire les matrices booléennes associées & chacune des relations
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-

1, Q, P, %, J% et Tes multiplier entre elles de maniére & vérifier les
axiomes définissant un pseudo-ordre.

Nous nous proposons :

A) d'appliquer 1'algorithme III.2 dans A (ce qui prouvera que (I,
Q, P) est bien un pseudo-ordre) ;

B) d'appliquer T'algorithme III.3 dans A ;

C) de montrer que ce pseudo-ordre ne peut pas étre représenté par un
pseudo-critére & 2 seuils constants ; '

D} de montrer que le pseudo-ordre induit dans {x, y, z, t, u, v, w}
est représentable par un pseudo-critére & 2 seuils constants en y appli-
quant 1'algorithme IV.1 ;

E) de montrer que le pseudo-ordre induit dans {a, b, ¢, d, e} est
représentable par un pseudo-critére & 2 seuils constants en y appliquant
1'algorithme IV.1.

Cet exemple montre également que 1e thé&oréme de Ta section 6 du cha-
pitre IV ne peut pas étre généralisé & n # 2. En effet, le pseudo-ordre
présenté ici ne peut pas é&tre représenté par un pseudo-critére & 2 seuils
constants bien que 1'on ait QS(\ Q=0 et PN 15 = .

Remarquons encore que, dans ce pseudo-ordre, ona QP I CP et
I PQCP : ces conditions, nécessaires pour avoir 2 seuils constants,

ne sont donc pas suffisantes.

A) Application de 1'algorithme III.2 dans A

Les classes d'équivalence Aj sont ici des singletons puisque S
est un ordre total

Ay = {e}, AZ = {d}, A3 = {c}, ..., A12 = {w}.

I1 vient (g = constante positive arbitraire) :
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p(v)

=q+ 1.

p(w)

En posant ¢ = 8, on obtient donc le pseudo-critére suivant :
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W v u X t z y a b c d e
g | 83|77 | 73164 |55|49 |45 (36|27 18] 9 |0
o |8 |8!8i{8 8|8 |s|8|8|8|s]|s
p | 9| 9 | 11| 16| 20 [19,5|14,5|8,5 |13,5|22,5|31,5/40,5
B) Application de 1'aogrithme III1.3 dans A
p est une constante arbitraire.
gle} =0 -
9(d) = 5 [g(e) + 5} = p/2
a(c) =3 [8(d) + B = 3p/4 ;
a(b) =5 [g(c) + 7] = 7/8 5
g(a) = 5 [g(b) + §] = 15p/16 ;
gly)+= g(a) + p+ 1 =31p/16 + 1 ;
9(25 = 52[- {max [g(y), g(a) + p| + g(y) + p} = 39p/16 + 1 ;
a(t) = % {max [a(z), g(a) + p| + g(y) + p} = 43p/16 + 1 ;
g(x} = % {max [g(t), g(y) + p| + g(z) + p} = 51p/16 + 1 ;
g{u} = % {max [g(x), g(z) + p| + g(t) + P} = 57p/16 + 1 ;
g(v) =2 {max [a(u), g(t) + p| + g(x) + p) = 63p/16 + 1 ;
a(w) = 5 tmax [9(v), g{x) + B] + g(u) + p} = 70p/16 + 1 3
ale) = 5 [g(e) + g(d)] - ale) = p/4 5
q(d) = 5 [g(d) + glcl] - 9(d) = p/8 ;
a(c) = 5 [5(c) + g(b)] - alc) = p/16 3
q(b) = 5 [a(b) + g(all - g(b) = p/32 ;
q(a) = 4 [5a) + g9(a) + G - 9la) = p/2 3
aly) = 5 [o(z) + g(t]| - a(y) : 10p/16 3




- K =

a(z) =3 [o(t) + o(xI| - a(z) = p/2 ;

a(t) = + [o(t) + o(x] - g(t) = p/4 3

q(x) =5 [5(x) + g(u]] - g(x) = 3p/16
a(u) = 3 [o(v) + g(w] - a(u) = 19p/32 ;
a(v) =3 Dg(w) + g(v) + 5] - g(v) = 23p/32 ;
q(w) =-% [glw) + g(w) + p| - g(w) = p/2.

En posant p = 16, on obtient le pseudo-critére suivant :

W v u X t z y a b | ¢ d | e

g /71 | 64 | 58 52,44 |40 | 32 | 15 | 14 {12 | 8 0

q | 8 (11,5/9,5| 3 [ 4 |8 |10] 8 (05| 1] 24

p 16 ! 16 | 16 | 16 | 16-; 16 { 16 [ 16 | 16 | 16 | 16 | 16

C) Ce pseudo-ordre ne peut pas étre représenté par un pseudo-critére & 2

seuils constants

En effet, le circuit
WPxPylzItQlulviw

aura une n-valeur strictement négative ssi n < 4 alors que le circuit
aQbQcQdQeq’a

aura une n-valeur strictement négative ssi n > 4. La condition Cn ne
sera donc jamais satisfaite.

Une autre fagon de montrer 1'impossibilité d'avoir 2 seuils constants
est d'écrire les inégalités impliquées par les relations constituant les
2 circuits ci-dessus. Ainsi,
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w P x=>g(w} > g(x} +p,
x Py = g{x) > gy} +p,
ylz=g{y)+q>g(z},
z I t= g(z) +q>g(t),
t ¢ u= glt) +p > g(u),
ulv= g{u) +q>g(v),
vIiw= g(v) +q > g(w)

d'ol, en sommant : 4q > p.

Par contre,

a Qb= g(a) > g(b) + q,
b Q c=> ga(b) > g{c) + q,
c Qd=>g(c) > g(d) +q,
d Qe=>g(d) > g(e) +q,
e 0"t a— gle) + p > g(a)

d'oll, en sommant : p > 4q.

D) Application de 1'algorithme IV.1 dans {x, y, z, t, u, v, W}

La détermination de tous les circuits dans (I, Q, P) est un probléme
résolu (recherche des circuits dans un graphe). Il reste alors & fixer
une valeur n telle que tous ces circuits aient une n-valeur négative.
Dans 1'exemple considéré, n = 3 est une valeur qui convient (vu la taille
de 1'exemple, i1 est encore possible de le "voir" sur le graphe correspon-
dant).

L'application de 1'algorithme IV.1 nécessite aussi la connaissance de
la n-valeur maximum des chemins entre les couples d'éléments de B = {X,
Y, Z, t, U, v, W}. La n-valeur maximum des chemins de x & y (par ex-

emple) est donnée par :
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V(X ¥) = max VE(x, y)
ol
vg(x, y) = max [yﬂﬂl(x, o) + vi(u, yil. h=2,3, . |B]

o € B

et vé est donnée par le tableau suivant :

A W v u X t z y
W -1]-1 1 n n n n
v -1,-11-1 1 n n n
u -n|-1}-1 1 1 n n
X -w | -nj-n:-=-1 1 1 n
t ~ow | = | =pt=-n|-1)-1 1

oz -w = = -qn|=-1]=~1/-1
y mew | me | mw | —w | =-n =1/ -1

Ce tableau est obtenu en remplacant les arcs I, Q, P, Q'1 du pseudo-
ordre initial par leur n-valeur. Nous donnons la valeur - « aux arcs
P_1 puisque les chemins qui nous intéressent ne contiennent pas de tels
arcs.

vg(x, y} est la n-valeur maximum des chemins de lonqueur h de x
& y. Les chemins de Tongueur supérieure & |B| sont sans intérét puis-
qu'ils contiennent nécessairement au moins un circuit et que Tes circuits
ont une n-valeur < 0. Dans T'exemple considéré, v, est donnée par le

tableau suivant (n = 3} :

w, W v u X t b4 y
W -1 0 1 3 4 5 6
v -1 1-1 0 2 3 4 5
u -2 |1-11]-1 1 2 3 4
X -4 |-3f-21-1 1 2 3
t -5 -4 1 -3 1-2]-1 0 1
z -6 |-5]1-4]-3|-1}-1 0
v -7 |-61 -5 ]=-4 | =2 1=11-=1
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Choisissant q arbitrairement et posant p = 3q, on obtient :

g{y) == flJ y

9(z) =5 [g(y) +q =a/2

g(t) = 3 {max [9(z), g(y) + 4| +min [9(z) + q, g(y) + 24} = 3

9(x) = 7 {max [g(t), g(t) + a, g(z) + 20, g(y) + 3q| +
min [(t) + 20, g(z) + 3|} = 32

g(u) = 5 fmax [g(x), g(x) +q, g(t) + 20, g(z) + 3q| +
min [g(x) + 2q, g(t) + 3@|} = ggﬂ

g(v) = 3 fmax [g(u)s g(x) + 2q, g(t) + 3q] +
min [g(u) + g, g{x) + 3q_|}= 16?

glw) = 5 max [a(v), 9(u) + a, g(x) + 3q] +
min [9(v) + q, g(u) + 2q|}= g

En posant ¢ = 64, on obtient le pseudo-critére suivant :

W v u X t z N

g 393 | 330 | 268 { 200 | 80 32 0

q | 64 | 64 | 64 | 64 | 64 | 64 | 64

p 192 | 192 | 192 | 192 | 192 | 192 | 192

E} Application de 1'algorithme 1V.1 dans {a, b, ¢, d, e}

Pour n =5, tous les circuits ont une n-valeur négative et v_ est
donnée par le tableau suivant :

a b c d e
a -1 | +1 | +2|+3 | +4
b =2 | -1 +1 [ +2+3
o -3 -2 -1 +1]+2
d -4 1 -3 -2)-1]+1
e -5 -4 -3|-2)-1




L'algorithme donne :

En

{max

{max

Mo = M= O

min

{max
min
{max

rof =

min

posant
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a b c d e

g 79| 62 44 24 0

q 16 16 16 16 16

~p - -80--|-- 80 80 80 80
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