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PSEUDO-CRITERIA AND RELATIONAL SYSTEMS OF PREFERENCE :
NEW CONCEPTS AND NEW RESULTS FOR DECISION-AID

~ ABSTRACT

This paper proposes new concepts and new results wh1ch could lead to
a more rea]lst1c preference ‘modelling than in classical decision theory.

The pseud0~0rder allows to represent an individual's preferences
following one point of view. We prasent here its propert1es, part1cu1ar1y
concern1ng its functional representat1on : the obtained results generalize
the propert1es of such well-known structures as comp1ete preorders and
semiorders.

The reTationa] systems of préferences then defined allow to take into
account the 1mprec1s1ons, irresolutions and 1ncomparab111t1es appearing in
every concrete problem where several criteria must be considered.
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PSEUDO-CRITERES ET SYSTEMES RELATIONNELS DE PREFERENCE :
NOUVEAUX CONCEPTS ET. NOUVEAUX RESULTATS EN VUE DE L'AIDE A LA DECISION

RESUME

Ce cahier propose de nouveaux concepts et de nouveaux résultats qui
devraient conduire i une mod&lisation des préférences plus réaliste que
celle de la théorie classique de la décision.

Le pseudo-ordre est une structure permettant de représenter Tes pré-
férences d'un individu suivant un seul point de vue. Nous présentons ici
ses propriétés concernant notamment sa représentation fonctionnelle : les
résultats obtenus généralisent les propriétés de structures bien connues
dans la littérature telles que le préordre complet et le quasi-ordre.

Les systémes relationnels de préférence qui en résultent permettent
de prendre en compte les phénoménes d'imprécision, d'hésitation et d'in-
comparabilité présents dans tout probléme concret ol plusieurs points de
vue doivent &tre considérés.



INTROBUCTION

Bien qu'elle soit rarement mise en évidence dans les applications, la
modélisation des préférences constitue un aspect fondamental d'un grand
nombre de disciplines telles que la recherche opérationnelle, la psycho-
Togie mathématique, le calcul &conomique, la théorie de la décision. Les
théories et les méthodes issues de ces domaines ne peuvent présenter un
intérét pratique que si la modélisation des préférences sur laquelle ils
s‘appuient indvitablement est réalisée correctement, c'est-d-dire de fa-
con réaliste eu &gard aux informations que 1'on peut obtenir. Il faut
bien reconnaitre que cette &tape est en général complétement négligée.
Les modéles utilisés habitueliement sont choisis essentiellement en fonc-
tion de Teurs qualités mathématiques. Les hypoth&ses simplificatrices
sont nombreuses, importantes et, ce qui est plus grave, le plus souvent
passées sous silence.

Nous voudrions dans cet article attirer 1'attention sur les conditions
restrictives que suppose la théorie classique de 1a décision et proposer
une démarche qui tende vers plus de réalisme dans la modélisation des pré-
férences. En fait, rares sont les applications ol les préférences &
prendre en compte sont celles d'un seul individu. De plus, Tes points de
vue des différents acteurs sont souvent discordants. 11 est donc impor-
tant que se développent des modéles de choix collectif et de négociation
en vue de traiter ces situations.

Nous nous Timiterons ici & la modélisation des préférences d'un acteur
unique qui tient compte éventuellement de points de vue différents. Nous
appelons acteur tout individu, toute collectivité ou tout organisme jouant
ou non un rdle de décideur dans le probléme considéré.

Le but de cet article est donc de présenter qué]ques concepts de base
qui, utilisés & bon escient par 1'homme d'étude, lui permettront d'intégrer
dans son modéle une représentation aussi réaliste que possible des préfé-
rences de 1'acteur considéré.



La section I présente Tes 4 situations fondamentales de préférence sur
Tesquelles 1a modélisation prend appui. Aux situations habituelles d'in-
différence et de préférence stricte ont &té ajoutées 1'incomparabilité et
la préférence faible. De plus, nous avons exclu toute hypothése de tran-
sitivité sur les relations qui leur sont associées. Ces points sont com-
mentés et justifiés dans la section II ol sont également introduites les
situations regroupées de préférence qui nous paraissent intéressantes.
Prenant appui sur les concepts précédents, la troisiéme section introduit
les modéles de préférence proprement dits encore appelés systemes relation-
nels de préférence. Nous en distinguons de différents types suivant les si-
tuations de préférence qu'ils utilisent. La section suivante est consacrée
au probléme important de la modélisation des préférences d'un acteur sui-
vant un seul point de vue. A partir de la notion de pseudo-critére, nous
présentons quelques systémes relationnels de préférence qui semblent dignes
d'intérét. Lla structure fondamentale qui apparait dans cette section est
celle de pseudo-ordre. Elle permet d'ailleurs de retrouver comme cas par-
ticuliers les structures de la théorie classique de la décision. Enfin la
section V présente un exemple de modéle de préférence d'un acteur confron-
té & plusieurs points de vue différents. Ce modéle prend en compte d'une
part les inévitables phénoménes d'imprécision et d'hésitation relatifs a
chaque point de vue, d'autre part'Tes incomparabilités qui résultent obli-
gatoirement de 1'agrégation des points de vue.



I - QUATRE SITUATIONS FONDAMENTALES DE PREFERENCE

Considérens don¢ un acteur .qui . doit émettre un jugement de préférence
relativement 3 deux actions potentielles (solutiors admissibles décisions
possibleg. Supposons-le informé des conséquences de ces actions sans que
cette information soit nécessairement exhaustive et précise, La théorie
classique de la décision ([1]], [20, [[77]) n'introduit que deux situations
fondamentales habituellement appelées indifférence (v) et préférence stricte
(%). De plus, Tes deux relations ainsi obtenues sont systématiquement sup-
posées transitives (c'est notamment le cas dans tous Tes travaux ol inter-
viennent des fqnctions d'utilité, des fonctions de valeur ou des fonctions
economiques). Autrement dit, cette théorie repose sur 1'axiome suivant
que nous appellerons axiome de parfaite comparabilité transitive.

Axiome I.1 : ‘Les deux situations fhcompatibles d'indifférence et de pré-
férence cohviennent pour asseoir une représentation réaliste des pré-
férences d'un acteur ; quels ~que soient les actions potentielles en
cause, le point de vue adopté pour Tes comparer et 1'information dis-
ponible, cet acteur peut &laborer un modéle satisfaisant qui fait
correspondre & chaque paire d'actions potentielles une et une seule

de ces deux situations ; les deux relations binaires ~ et = ainsi
définies sur 1'ensemble des actions considérées sont toutes les deux

transitives.

En fait, confronté a la comparaison de deux actions a et‘ b, 1'ac-
teur a de multiples raisons de chercher & échapper au dilemme indifférence
ou stricte préférence. I1 peut en effet :

a) Ne pas pouvoir trancher : les informations nécessaires peuvent
avoir un caractére subjectif ou encore &tre recueillies hativement. Elles
risquent donc d'&tre impropres a un jugement sans nuances ne tolérant que



1'indifférence et la préférence stricte. Forcer la signification de quel-
ques indices pour consolider une préférence ou arguer de lacunes dans 1'in-
formation pour conclure & une indifférence recélent des risques d'arbitraire
et d'incohérence.

b} Ne pas savoir trancher : devant certaines paires d*actions, 1'homme
d'étude peut &tre démuni pour appréhender les préférences du décideur. En
effet, celui-ci peut dtre une entité Jointaine inaccessible (chef d'état,
directeur d'une grande firme) ou encore une entité floue (opinion publique)
dont les préférences sont mal définies et partieliement contradictoires.

c) MNe pas vouloir trancher : comparer a et b signifie que 1'on
met en balance d'une partéfes avantages de a sur b et d'autre part
ceux de ‘b sur a et ce sans négliger les &ventuels &léments communs.
Prendre un parti tranché& implique que 1'on dispose de suffisamment d'infor-
mations sur les préférences du décideur ou que 1'on introduit des hypothéses
volontaristes visant d arbitrer entre des tendances antagonistes. L'homme
d'étude peut ne pas vouloir prendre parti au moment considéré et attendre
une phase ultérieure du processus de décision ou un complément d'informa-
tions.

Pour toutes ces raisons, nous considérerons que la comparaison de
deux actions potentielles quelconques a et b place 1'acteur face |
4 quatre situations élémentaires fondamentales : 1'indifférence, la pré-
ference stricte, la préférence faible et 1'incomparabilité qui sont dé-
finies dans le tableau 1.

Dans cette optique, 1'axiome de parfaite comparabilité transitive
sera remplacé par le suivant que nous appellerons axiome de comparabi-

Tité limitee.

;Axiomemi;i:;“Lés.quatre sjtuations fondamentaies“1ncompatib1es d'indif-
'férence, de préférence stricte, de préférence faible et d'incompa- '
rabilité définjes au tableau 1 conviennent pour asseoir une repré-
sentation réaliste des préférénces d'un acteur ; quels gque soient
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les actions potentielles en cause, le point de vue adopté pour les
comparer et 1'information disponible, cet acteur peut élaborer un
modéle satisfaisant qui fait correspondre & chaque paire d'actions
potentielles soit une seule, soit un regroupement de deux ou trois
des quatre situations fondamentales. L'expression "regroupement de
deux ou trois situations fondamentales" sera précisée et justifiée
dans la section suivante.

Symbolisme et terminologie

Ftant donné deux actions a et b en situation d'indifférence, on
écrira indifféremment :

alb ou b1a

la relation 1 @&tant évidemment symétrique. Elle est également réflexive :
toute action sera considérée comme indifférente & elle-méme. Vis-a-vis de
la situation de préférence stricte, deux possibilités se présentent : a est
strictement préféré & b (a P b) ou b est strictement préféré a a

(b Pa). La relation P est supposée asymétrique, c'est-a-dire que :
aPb=>nonbPa:;
i1 en résulte que P est irréflexive :
¥ ac€A, nonaPa.
Le méme symbolisme et Tes mémes propriétés valent pour la relation
de préférence faible, la lettre Q remplacant la lettre P. Fnfin, 12

relation R d'incomparabilité sera naturellement symétiique et irréfle-

xive.



Il - COMMENTAIRES

1. A propos des relations d'incomparabilité et de préférence faible

On est parfois tenté de contester 1'intérét de 1'incomparabilité en
faisant valoir qu'elle est nécessairement &vacuée par toute décision.
Cette contestation repose sur un malentendu. L'affirmation a Rb tra-
duit simplement un refus de prendre position au niveau de 1a modélisation
des préférences sur la comparaison des valeurs de a et b. Cette atti-
tude ne peut pas toujours étre regardée comme une preuve d'indifférence
entre a et b. C'est le cas par exemple lorsqu'on se trouve en présence
‘de critéres multiples. L'affirmation a Q b traduit Te fait que 1'acteur
peut affirmer non b P a tout en hésitant entre a P b et alb. Les
aléments dont i1 dispose pour trancher entre ces deux derniéres possibi-
1ités ne lui paraissent pas suffisamment probants. D'un point de vue thé-
orique, on aurait pu limiter & trois le nombre des situations fondamentales
et introduire ensuite la préférence faible en tant que regroupement des re-
Tations P et I. Nous n'avons pas adopté cette présentation car Ta pré-
férence faible refléte dans certains cas une situation irréductible qui
mérite d'étre mise au méme niveau que 1'indifférence et la préférence
stricte. Autrement dit, i1 n'est pas du tout certain qu'un complément
d'informations, aussi important soit-il, soit de nature & permettre 4
1'acteur de remplacer Q par P ou I.

2. A propos de la transitivité des relations binaires fondamentales

Excepté les propriétés de symétrie ou d'asymétrie indiquées dans
le paragraphe précédent, les quatre relations I, P, Q, R ne jouissent
d'aucune propriété remarquable . I est pourtant d'usage d'imposer a
I et P d'&tre transitives, c'est--direque alb et bIc=>alc
et aPb et hPc=>aPc. Pourcequi concerne 1'indifférence, 1'ex-

emple classique de la tasse de café de Luce ([8]]) iTlustre & merveille



comment 1'intransitivitéd de 1'indifférence peut se présenter de facon natu-
relle. Nous n'imposerons donc pas & la relation. I d'étre transitive. =
Nous n'exigerons pas non pius la transitivité de Q puisque rien ne s'op-
pose & ce que 1'on ait aQb, b Qc et aPc. Une transitivité que 1'on
pourrait envisager est celle de la préférence stricte. Bien qu'elle soit
communément admise, elle peut cependant &tre mise en défaut par la situa-
tion suivante : a P b, bPc et aRc. Un tel cas peut se produire
lorsque a et ¢ ont avec b suffisamment de traits communs pour auto-
riser les jugements de préférence stricte mais n'en ont fort peu 1'un avec
1'autre, ce qui conduit 1'acteur & réserver son jugement. P ne sera donc
pas supposée transitive. Enfin, i1 est clair que la relation d'incompara-

bilité n'a aucune raison d'étre transitive.

3. A propos des regroupements de situations fondamentéles

I1 est parfois utile de pouvoir faire intervenir dans la modélisation
des pré&férences, a coté des relations I, P, Q, R, quelques nouvelles re-
lations binaires regroupant deux ou trois des situations fondamentales. Le
fait que pour une paire a, b deux situations au moins soient retenues tra-
duit le fait que 1'acteur ne peut pas, ne sait pas ou ne veut pas trancher
entre elles (du moins dans cet &tat d'avancement du processus de décision).
Le fait de retenir deux ou trois des six possibilités a I b, aP b, b F a,
aQb,bQa, aRb nesignifie donc pas qu'elles sont simultanément vraies.
Simplement, 1'acteur considére qu'il est impossible, prématuré ou inutile
d'isoler celle des deux ou trois qui est vraie. Bien entendu, il est né-
cessaire de caractériser, parmi tous les regroupements a priori possibles,
ceux qui sont dignes d'intér&t. Le tableau 2 en d&finit cing. IT découle
des définitions de ce tableau que Ta relation ~ est symétrique et réfle-
xive, que la relation # est asymétrique et que, pour tout a, b, une et
une seule des trois affirmations suivantes est vraie :

amb,aprb,ba.
Ces deux relations ~ et % sont en fait les deux seules & partir des-

quelles la théorie classique est construite et sont de plus habituellement
supposées transitives. La relation J ne doit pas &tre confondue avec
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1

la relation J° qui serait définie comme suit :

a J1

b ssi aQb ou alb.

La relation J modélise des situations ol la séparation entre la préfé-
rence faible et 1'indifférence est (&ventuellement momentanémenﬁ) impos-
sible. Par contre, i1 résulte des propriétés de symétrie de I et d'a-
symétrie de (Q que Ta connaissance de J1 entraine automatiquement celle
de I et Q. Eneffet, I et Q ne sont rien d'autre que les parties
respectivement symétriques et antisymétriques de la relation Jl. L'in-
troduction de J1 serait donc, dans le cadre envisagé ici, complétement
redondante.

Remarquons encore que :

adb et bJa=alb,
adb et nonbJda=alb ou aQb.

De Ta méme fagon, la connaissance de K1 définie par

a K1 b ssi aPb ou aRb

suffit pour reconstituer P et R. I1 en va différemment pour K. En
fait, K et J sont complémentaires. C'est essentiellement par ce biais
que K peut s'introduire dans la modélisation. La relation S jouit
d'une interprétation particuliérement simple : a surclasse b signifie
que a est jugé au moins aussi bon que b. On a encore

aSh et bSa=>alb,
aSh et nonbSa=aPb ou aQb ou alb.
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IIT - SYSTEMES RELATIONNELS DE PREFERENCE

Examinons maintenant comment les. relations binaires précédentes peu-
vent &tre utilisées en conformité avec 1'axiome de comparabilité 1imitée
pour modéliser des préférences d'un acteur sur un ensemble A.

Une premiére facon de procéder consiste & retenir pour chaque paire
d'actions a et b une et une seule des quatre situations fondamentales.
Cela équivaut a regarder comme vraie une et une seule des six affirmations
suivantes : a I b, aPb,bPa,aQb,bQa, aRb. Lemoddle de préfa-
rence obtenu sera appelé dans ce cas systéme relationnel fondamental de

préférence (s.r.f.p.).

Définition III:1 : Etant donné quatre relations binaires I, P, Q, R defi-
nies sur un ensemble A d'actions potentielles, elles constituent un

systéme relationnel fondamental de préférence d'un acteur si :

1°) En accord avec le tableau 1 elles peuvent étre prises comme re-
présentation des préférences de cet acteur vis-&-vis des actions
de A.

2°) Elles sont exhaustives : pour une paire quelcongue d'actions, une
au moins est vérifiée.

3°) Elles sont mutuellement exclusives : pour une paire quelconque
d'actions, une au plus est vérifigde.

Une seconde fagon de procéder consiste & retenir pour chaque paire
d'actions non plus obligatoirement une seule mais éventuellement deux ou
trois des situations fondamentales. On utilisera dans ce cas les rela-
tions regroupées définies dans 1a section précédente et on parlera de
systéme relationnel regroupé de préférence (s.r.r.p.).
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Définition I11.2 : Etant donné& neuf relations binaires I, R;IU, P, Q, %,
J, K, S définies sur un ensemble A d'actions potentielles, nous
dirons qu'elles constituent un systéeme relationnel regroupé de pré-

férence d'un acteur si :

1°) En accord avec les tableaux 1 et 2 elles peuvent &tre prises
comme représentation des préférences de cet acteur vis-a-vis
des actions de A.

2°) Elles sont exhaustives : pour une paire que1cdnque d'actions,
une au moins est vérifise.

3°) Elles sont mutuellement exclusives : pour une paire quelconque
d'actions, une au plus est vérifige (cf. remarque 1}.

4°) L'une au moins des cing relations n, &, J, K, S est non vide.

Définition-IIl.3 : Un systéme relationnel de préférence (s.r.p.) est

uh modale d&-préférence qui-est soit un s.r.f.p., soit un s.r.r.p.

Parmi les nombreux types de s.r.p. que 1'on peut définir, nous distin-
guerons encore les deux suivants :

Définition ;ﬁf44 : Uhtéygiéme relationnel parfaitrde préféréncé (s;r.p_p.
est un s.r.p. constitué de deux relations binaires transitives obliga-

toirement choisies pour la premiére entre I et s et pour la deu-
xigme entre P et &.

Definition III.5 ¢ Un systéme relationnel fondamental de surclassement'.
(s.r.f.s.) est un systéme relationnel regroupé de préférence dans lequel S

est non vide et qui est soit réduit a S (s.r.f.s. complet ou total),
soit de 1a forme (S, R), (S,m) ou (S, u, R) (s.r.f.s. incomplet
ou partiel).

Remarques

1. Un s.r.r.p. n'est pas une juxtaposition de neuf relations binaires
satisfaisant les tableaux 1 et 2. Une telle définition conduirait & un mo-
dale peu maniable et Te plus souvent redondant. L'axiome 3 évite ces in-
convénients en imposant les deux conditions suivantes :
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a_H1
a H1 b => non a H2 b

b=>nonb H2 a

ol nous désignons par H1 et H2 deux relations distinctes parmi les neuf.

Le lecteur vérifiera sans peine que la premiére condition est impliquée
par les tableaux 1 et 2, sauf pour quelques cas exceptionnels qu'il n'‘est
pas restrictif d'exclure.

La deuxiéme condition n'apporte en fait aucune restriction. En effet :

V Hls H2 e{I: Rst P: Qs(f', Jg K, S}, 9 H3 telle que
a H1 b et a H2 b <> a H3 b.

La réalisation simultanée des deux relations distinctes pour un couple a, b
_ peut toujours &tre exprimée d 1'aide d'une relation unique. Ainsi par
exemple :

aPb et apb<>aPhb,
arsb et aJb<«<= aQhb,
alb et alSb<«<>alb.

2. En général, un s.r.r.p. ne fera pas intervenir effectivement les
neuf relations, plusieurs d'entre elles étant vides.

3. Les relations J, K, S peuvent &tre vérifiées par un seul ou par
les deux couples d'une méme paire. Les relations I, R, sont symétri-
ques. Les relations P, Q,%» sont asymétriques.

4, Le systéme relationnel parfait de bréférence correspond & la théo-
rie classique de 1a décision. I1 peut &tre vu soit comme un s.r.f.p. de la
forme (I, P), soit comime un s.r.r.p. de la torme {n, %), (w, P) ou

(I, ¥).
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IV - PSEUDO-CRITERES ET SYSTEMES RELATIONNELS DE PREFERENCE

Dans cette section, nous proposons un modéle de préférence d'un ac-
teur qui se place suivant un seul point de vue. Cela nous permet d'éli-
miner les incomparabilités et d'imposer & I, P, Q quelques propriétés
supplémentaires. A partir de ce mod&le nous définirons, dans la section
suivante, un exemple de systéme relationnel fondamental de surclassement

prenant en compte plusieurs points de vue simultanément.

Définition IV.1 : Un pseudo-critére est une fonction g dont 1e pouvoir
discriminant est caractérisé par un seuil d'indifférence q{g) et

un seuil de préférence p(g) de la fagon suivante :

YV a, b EA:

a Ib <> -q(g(a)) < g(a) - g(b) < a(a(b))
a Qb <> q(g(b)) < g(a) - g(b) < p(g(b))
a Pb <> plg(b)) <gfa) - g(b).

Cela signifie que 1'écart g(a) - g(b) ne devient véritablement pro-
bant d'une préférence stricte de a par rapport & b que s'il est supé-
rieur strictement & p{g(b)). Tant que cet &cart (supposons-le positif)
ne dépasse pas q(g(b)), i1 n'est pas considéré comme significatif et b
doit étre considéré comme indifférent 4 a. Lorsque 1'écart est compris
entre g(g(b)) et p(g(b)), i1 refléte une préférence faible de a sur
b. Les seuils 'q(g) et p(g) peuvent &tre des constantes ou varier avec
g(a). Dans ce dernier cas, on Jeur demandera de vérifier les conditions

suivantes :

q(g(b)) - af(g(a)) ., _ 4
g(b) - a(a) -
et '
p(gfb)) - plgla)) , .
g(by - gla) =

Ces conditions supposent un minimum de cohérence dans les jugements du
décideur. Elles excluent les situations telles que :
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g(a) < g(b) < g(b) + q(g(b)) < g(a) + a(g(a))
gla) < g(b) < g(b) + p(g(b)) < g(a) + p{g(a))

Avant d'étudier la structure I, Q, P qui résulte de la définition
du pseudo-critére, examinons quelques cas particuliers.

- Préordres complets et systémes relationnels de préférence

Dans le cas particulier ol

on obtient le modéle de préférence sujvant :

Ya, bech:
(1) alb < g{a) = g(b)
a P b <> g(a) > g(b)
Theorame 1V.% ([2]. [4]) : Etant donné un ensemble A fini ou infini

dénombrable, 1a condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
sur A une fonction g & valeurs réelles satisfaisant les conditions
(1) est que I, P soit un préordre complet, c'est-a-dire que I soit
symétrique et transitive, P 'asymétrique et transitive et que toute
paire a, b vérifie une et une seule des deux relations.

Le pseudo-critére avec des seuils d'indifférence et de préférence nuls
correspond donc au modéle habituel de 1a théorie classique de la décision.
Les relations I, P définissent dans ce cas un systéme relationnel parfait
de préférence.

Un prébrdre complet peut aussi &tre caractérisé par une seule relation
binaire S transitive et compléte. Ainsi un's.r.f.s. total induit une
structure de préordre complet si et seulement si S est transitive.

Un s.r.f.s. de 1a forme (I, S) induit une structure de préordre com-
p]et ssi la partie ant1symetr1que de S est transitive et la relation
I L)S est transitive (S étant la partie symétrique de S).
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- Quasi-ordres et systémes relationnels de préférence

Dans le cas particulier ol

a(g) = p(a),

on obtient le modéle de préférence suivant :

¥ a, bEA:
alb <> -aq(g(a)) <g{a ) - g{b) < q(g{b))
(2) { aPbe> gla)>a(b) +alg(b))
q(g( b)) - q(a(a)) . -4
(b)Y - g9(a) -

Théorame 1v.2 ([27], [14]) : Etant donné un ensemble A fini ou infini
dénombrable, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe

deux fonctions g et q satisfaisant les conditions (2) est que
(I, P) soit un quasi-ordre, c'est-a ~dire que :

.Y a,bGA:alb ou aPb ou bPa (ouexclusifs),
I est réflexive, '

- ¥ a,b,c,d€A:aPb,blc,cPd=2aPd,

- ¥ a,b,c,d€EA:aPb,bPc,ald=>noncld

La structure de quasi-ordre fut introduite par Luce ([87]) pour modé-
Jiser les situations ol 1'indifférence n'est pas nécessairement transitive
(voir aussi [37, [47, (5], (0], L), [3]). Lorsque A est fini, la
fonction q(g(a)) peut toujours étre prise constante (on trouvera un al-
gorithme dans [14]). Des exemp]és intéressants de structure de quasi-ordre
peuvent &tre obtenus avec des s.r.p. de la forme (I, PY, (us P)s (w5 £}
(1, %’)s (R, S)s (VR S).

- Pseudo-ordres et systémes relationnels de préférence.

Théoreme IV.3 [1@1'{ : Etant donne un ensemble A fini ou infini dénom-
brable, la condition necessa1re et suffisante pour qu'il existe trois

fonctions g, g, p telles que



- 17 -

¥ a, b @A :
a Ib < -q(g(a)) <a(a) - g(b) < afa(d)),
a Qb <> q(g(b)) <g(a) - g(b) < p(g(b)),
a Pb<> p(g(b)) <g(a) - a(b),
q(g(b)) - q(g(a)) . _
by = gta) 2 b
p(g(b)) - p(g(a)l s -1
g(b) - g(a) - _
est que (I, P) soit un pseudo-ordre, c'est-a-dire que :

- Va,bCA alb ou aPb ou aQb ou bQa ou bPa

{ou exc]us1fs),

- 1 est symétrique, Q et P sont asymétriques,

(I, Q UP) est un quasi-ordre sur A,

- (P P) est un quasi-ordre sur A ol a ﬁ b ssi nonaPb et

non bPa

Ya,b,c,dEA:(aPb,blc,cQd=aPd, (PIQCP),
aQb,blc,cPd=aPd, (QIPCP),
aPb,bQc,cld=aPd, (PQICP),
alb,bQc,cPd=aPd, (1QPCP).

_ Lorsque A est fini, 1'une des deux fonctions seuils (mais non les
deux simultanément) peut toujours étre rendue constante (cf. 1'exemple ci-
dessous). Nous donnons ci-dessous une condition nécessaire et suffisante
pour avoir deux seuils constants. Les démonstrations et algorithmes rela-
tifs & ces résultats sont développés dans [14].

Des exemples intéressants de pseudo-ordres sont fréquemment obtenus
avec des s.r.p. de la forme (I, Q, P), (v, Qs P}, (I, 3, 7)s (s J5 F).

Exemple de péeudo—ordre'

soit A = {a, b, c, d, e} et le pseudo-ordre (I, Q, P) défini comme
suit '

bQa,cQa,dQa,ePa,
cIb,dQb,ePb,
dlc,elc,

e Id.
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Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les axiomes du pseudo-ordre.
Les tableaux 3 et 4 définissent respectivement sur A un pseudo-critére
3 seuil d'indifférence constant et un pseudo-critére a seuil de préférence

constant.
Tableau 3
a b c d e
0 9 13 19 20
8 8
19,5 10,5 g g 9
Tableau 4
a b c d e
0 4 6 7 13
2 2,5 7,5 7 4
8 8 8 8

I1 est impossible de représenter ce pseudo-ordre au moyen d'un pseu-
do-critére 3 2 seuils constants q et p. Eneffet, dl e, eP b et
bQa jmp11queraient respectivement

|g(d) - g(e) < a;
g{e) > g(b) + p,
g(b) > g{a) + g,

g(d) + g > g(e) >g(b) +p>g(a) +p+tq
et donc
g(d) > g(a) + p,

ce qui est en contradiction avec d Q a.
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Remarquons encore qu'd tout pseudo-ordre, on peut associer un préordre
complet M de la fagon suivante :

aMb ssi VceA: (cQa=cib,
cPa= cPb,

bQc=afc,
bPc=aPlec.
Dans notre exemple, on obtient :

eMdMcMbMa.

Remarque : Dans cet exemple, le pseudo-ordre (I, Q, P} ne vérifie
pas les conditions QP ICP et IP Q ¢ P ; celles-ci sont nécessaires|
pour avoir 2 seuils constants mais ne sont pas encore suffisantes (cf. [1{]).

Condition pour avoir un pseudo-critére & deux seuils constants

Soit I, Q, P un triplet de relations dans un ensembla A fini telles
que I UQ UP soit une relation compléte et I soit symétrique.

Notons
-1 .
aQ b ssi bQa.

Appelons circuit dans (I, Q, P) ‘une suite du type

3y R1 a, R2 a3 - R1 aqs

al, az, vevy a.-IG-A, _1
Rys Ry -es Ry €1, 0, Q71 PL.

La k-valeyr de ce circuit sera par définition la somme

vk(Rl) + Vk(Rz) + ... +'vk(R1),
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ol Vk(Ri) = (=1 ssi Ri =1,
+ 1 ssi Ri =qQ,
-k ssi Ry = Q -,
+ k ssi Ri = P.

Théoréme 1V.4 (Eug)-f'sﬁitf( q, ) Un triplet de relations sur un en-
semble A fini telles que I UQ UP soit complete et que: I soit
symétrique ; la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe

une fonction g et ? cohstantes q et p telles que ¥ a, b€ A:
alb <> |g(a)- g(b)| <a, |
a Qb <> g(b)+aq=<ga)<glb)+p,
a Pb<= g(b)+p<afa)
est qd‘i] existe k > 1 tel que tout circuit dans (I, @, P) ait
une k-valeur strictement négative.

- Quasi-ordre orienté et systéme relationnel de préférence

Lorsque q{g) = 0, le pseudo-critére devient tel que :

Va, bGCA: 7
alb <> g(a) = g{b),
(3) a Q b <> g(b) < '(a) < g(b) + p{g(b)),
a P b <> p(g(b)) < g(a) - g(b),
p(g(b)) - p{g(a)) , _ 4
g(b} - g(a) -

" Théoréme IV.5 ([14]) : Etant donné un ensemble A fini ou infini dénombra-
ble, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe deux fonc-

tions g et p satisfaisant Tes conditions (3) est que (I, Q, P)
soit un quasi-ordre orienté, c'est-a-dire que :

- Ya,b€A:alb ou aQb ou aPb ou bPa ou bQa

(ou exclusifs)

- 1 est symétrique, Q et P sont asymétriques,

- (I, Q UP) est un préordre complet, |

- (5, P) est un gquasi-ordre ol a 5 b ssi nonaPb et nonbP:
Va,b,c€A: (aPb,bQc=aPec,

aQb,bPc-—=>aPec,

Va,b,c,dEA:alb,bPc,cId=aPd

1
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Lorsque A est fini, Ta fonction p(g(a)) peut étre rendue constante
([14]). Tout quasi-ordre orienté est un pseudo-ordre dans Tequel I est
transitive mais la réciproque n'est pas vraie.
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V - SYSTEME RELATIONNEL FONDAMENTAL DE SURCLASSEMENT
ASSOCIE A UNE FAMILLE F DE PSEUDO-CRITERES

Cette section présente un exemple de modéle de préférence d'un acteur
qui prend en compte plusieurs points de vue. I1 illustre, au moyen des
concepts introduits dans les sections précédentes, comment i1 est possible

de traiter simultan&ment les phénoménes d'imprécision ou d'hésitation sur
chaque point de vue (pseudo-critére) et les difficultés d'agrégation des
différents points de vue (incomparabilités).

Soit F = {gys Gps +-+s gn}_ la famille de pseudo-critéres caractéri-
sant les préférences d'un acteur suivant n points de vue. Nous notons
Pj’ Qj et Ij (3 =1, 2, ..., n) les relations de préférences forte et
faible et les relations d'indifférence correspondantes et Aj (j =1, 2,

.., n) les relations telles que

b /_\J a_ ssi gj(b) > gj(a).

‘Un systéme relationnel de surclassement (S, R) peut &tre défini &
partir de F de.la fagon suivante :

bSa si (- a Pj b est faux, YJ,

= 1143 s a gy bHf <143 = b Py alll,

- {3 s aa; b < 1+[[43 : b Ay alll,
b Ra sinon.

o, pour tout ensemble E, ||E|] désigne le cardinal de E.

Cette relation S, qui n'est pas nécessairement transitive, généra-
lise 1a dominance classique {c'est-d-dire en 1'absence de seuils) ol

b ST sst gilp) 2 g5(afiTVT

Elle jouit également des propriétés suivantes :
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1°) bSa et aSb ssi al;b, Vi

-1 <[4 :

a Ay bH! = |[{3 : b 4, a¥l< 1

2°) bSa et b Ajb, ¥i=b'Sa;

3°) gj(b)

=gJ

(a), Yi#k et bI a=bsa.
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VI - CONCLUSION

‘Les modéles habituellement utilisés en recherche opérationnelle et en
théorie de la décision constituent souvént des idéalisations abusives de la
réalité. La simplification & outrance d'un modéle permet de 1ui donner des
propriétés mathématiques intéressantes en vue de son traitement. La ques-
tion est de savoir si le modéle obtenu est encore suffisamment proche de 1a
réalite. '

Nous pensons que les approches classiques de la théorie de la décision
sont applicables & un domaine de problémes concrets qui, sans étre vide,
reste néanmoins trés restreint. Cet aspect n'est d'ailleurs probablement
pas 8tranger & la crise actuelle des sciences de la décision et & la mée-
fiance des praticiens vis-a-vis des modé&les théoriques. Redresser la si-
tuation signifie qu'il faut faire 1'effort de sortir des sentiers battus.
De nouveaux concepts doivent &tre mis en place en vue de modélisations
plus réalistes des phénoménes. La grande diversité des modéies que 1'on
peut déduire des notions introduites ici (et qui comprennent les modéles
classiques comme cas particuliers) constitue peut-&tre un pas en avant
dans cette voie.
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