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AIDE A LA DECISION MULTICRITERE ET SYSTEMES RELATIONNELS DE PREFERENCES

Résume

Le développement des méthodes multicritéres d'aide a la décision a permis de
prendre conscience de 1'importance de la modé&lisation des préférences. Tra-
ditionnellement, le modéle du préordre total permettant la construction et 1'u-
tilisation de fonctions d'utilité ordinales ou cardinales est le seul modéle
retenu. Cependant, les méthodes de surclassement s'appuient sur des modéles
plus souples autorisant 1'incomparabilité et méme 1'intransitivité. Aprés une
introduction détaillée présentant les divers courants de modélisation des pré-
férences en aide & la décision multicritére, on donne les définitions de mo-
déles de préférence plus souples permettant de représenter ces phénoménes d'in-
comparabilité et de seuils. On examine par exemple comment élargir la relation
de dominance lorsqu'on est en présence de pseudo-critéres (critéres a seuils).
Des exemples numériques simples illustrent toutes les définitions.

MULTICRITERIA DECISION-AID AND RELATIONAL SYSTEMS OF PREFERENCES

Abstract

Recent developments in multicriteria decision-making models Tead to insist on
the importance of preference modelling. Traditionaly, the weak-order model
which allows the assessment of ordinal or cardinal utility functions is the
only one which is used. Though, the outranking models are based on notions
such as incomparability or even intransitivity. After a detailed introduction
of different areas in multicriteria decision making, definitions of other mo-
dels allowing incomparability and thresholds phenomena are given. We show
for instance how to define other dominance relation when using pseudocriteria
(criteria with thresholds). Numerical examples are given for all the defini-
tions.



1. INTRODUCTION

C'est certainement dans 1'activité d'aide & la décision qu'une modélisation
des préférences a la fois réaliste, prudente, fine revét un aspect crucial.
Une conclusion un peu trop rapide en faveur d'un projet établie sur la base
d'un modéle peu fiable quant & la saisie et 1a modélisation des préférences
et objectifs d'un décideur et c'est toute 1'étude d'aide a la décision qui
perd crédit auprés de ce méme décideur et cela quelles que soient 1'&1égance
de Ta modélisation du systéme de décision ou d'action & entreprendre et la
performance des algorithmes mis en oeuvre. C'est en raison de ces difficul-
tés que des chercheurs opérationnels, des économistes, des statisticiens se
sont tournés vers 1'élaboration de modéles d'aide & la décision accordant
une place importante & la phase de modélisation des préférences, privilé-
giant la prise en compte d'aspects qualitatifs et de critéres et objectifs
multiples difficilement commensurables.

On peut distinguer trois courants dans le développement des méthodes d'aide
a la décision multicritére : 1'école américaine de la théorie de 1'utilite,
Ta programmation mathématique & plusieurs fonctions objectifs développée si-
multanément aux Etats-Unis et dans divers pays européens, les méthodes d'a-
grégation en relations de surclassement qui ont vu le jour en France et ont

connu un certain essor en Europe.

1.1 La théorie de 1'utiliteé

La théorie de T'utilité unidimensionnelle a trouvé une base axiomatique dans
Tes travaux de Von Neumann et Morgenstern (1947) puis de Savage (1954). Les
premiers se sont intéressé aux axiomes justifiant un calcul d'espérance ma-
thématique d'utilité dans 1a modélisation de préférénces envers des actions
dont Tes conséquences sont aléatoires et le second a étendu cette théorie

au cas incertain lorsqu'on suppose que 1'incertitude peut &tre appréhendée
au moyen de probabilités subjectives (x)} L'utilisation de ces travaux dans
une démarche normative d'aide & la décision a &té largement développée par
H. RaTffa (1968 et traduction francaise 1968).

(¥) De trés nombreux travaux existent sur ce sujet. La synthése de Dillon
(1971) comporte plus de 300 références.



L'extension de la théorie de 1'utilité au cas de dimensions ou critéres
multiples s'est faite dans deux directions complémentaires. Dans la pre-
miére, les conséquences sont multiples mais certaines, et les auteurs ont
développé des axiomes d'indépendance au sens des préférences, permettent de
construire des fonctions d'utilité (de valeur) additives (Debreu (1969),
Fishburn (1970), Ting (1971)), Ta somme pondérée dont 1'usage est extréme-
ment répandu en étant un cas trés particulier (fonctions d'utilité partiel-
Tes linéaires et taux de substitution constants). Dans la seconde direc-
tion, les conséquences sont multiples et aléatoires ou incertaines avec des
probabilités subjectives. Des axiomes d'indépendance en utilité (conditions
portant sur des loteries) sont alors nécessaires pour avoir recours au mo-
déle de 1'espérance mathématique de fonctions d'utilité additives ou multi-
plicatives (cf. Keeney, Raiffa (1976), Fishburn (1970-1979)). Le lecteur
trouvera une présentation de ces travaux a des fins d'aide & Ta décision
dans Drake, Keeney, Morse (1972).

A titre d'exemple et d'illustration de cette méthodologie, on pourra
lire 1'étude de Keeney et Nair (1976) qui présente un probléme de localisa-
tion d'une centrale nucléaire et pour lequel toutes Tes données relatives
aux évaluations (distribution de probabilité dans 1'espace des attributs)
et & Ta fonction d'utilité multiattribut sont disponibles.

Parallélement, des psychologues ont &tudié la cohérence de cette appro-
che avec la décision de 1'individu. Citons entre autres le récent papier
de Kahneman et Tversky (1979).

Dans cette premiére approche, on postule bien évidemment la compléte

comparabilité transitive puisqu'on cherche a@ construire d'emblée une fonc-

tion critére : la fonction d'utilité. La problématique d'aide & la décision
est celle de 1'optimisation.

1.2 La programmation mathématique multicritére

La programmation mathématique s'est vite heurtée au difficile probléme de
Ta construction d'une fonction économique satisfaisante pour modéliser cor-
rectement les préférences du décideur. Le chercheur opérationnel était
conduit & agréger les critéres en une somme pondérée ou encore a introduire
certains d'entre eux sous forme de contraintes. C'est la pratique de cet



art difficile dans 1a modélisation de problémes concrets qui a conduit
Charnes et Cooper (1961) a développer le Goal Programming, premiére tenta-
tive en programmation mathématique multiobjectif (voir également Johnsen
(1968)). Comme 1'a remarqué Dyer (1977), le Goal Programming suppose bien
évidemment 1'existence d'une fonction d'utilité additive dans la quasi-to-
talité des cas. Mais le réalisme de 1'approche, 1'existence d'algorith-
mes du simplexe performants a permis le développement d'un nombre important
d'applications, la plupart des utilisateurs n'étant d'ailleurs pas cons-
cients qu'ils manipulaient des fonctions d'utilité additives explicites.

Des méthodes voisines ont &té développées a partir du concept de solu-
tions efficaces (optimum de Pareto, solutions non dominées, ...) pour sé-
lectionner 1'une d'entre elles. Ceci a conduit a de nombreux travaux pour
caractériser et énumérer les solutions efficaces (cf. Zeleny (1974),
Cochrane and Zeleny (1973), Gal (1977), Bragard (1976), Isermann (1976)).

Parallélement, des méthodes interactives ont vu le jour avec pour ob-
jectif de sélectionner une solution efficace qui apparaissent comme bon
compromis. Parmi les pionniers en cette matiére, citons Benayoun (cf. Be-
nayoun et al (1971)), Boyd (1970), Goeffrion et al (1972). Sont ensuite
venus Zeleny (1974), Zionts (cf. Zionts and Wallenius (1976)), Wallenius
(1975), Bragard (1975), Vincke (1976) et beaucoup d'autres (le Tivre de
Hwang et Masud (1979) comporte plus de 400 références).

La plupart de ces travaux exploitent 1'idée de point de mire ou point
idéal. C'est un point de 1'espace des critéres pour Tequel Tes coordonnées
sont éga]és & la valeur maximum que chaque critére peut prendre lorsqu‘on
1'optimise sans tenir compte des autres.

Dans la quasi-totalité de ces méthodes, on postule la compléte compara-
bilité transitive au niveau de chaque critére. Ce sont des critéres vrais
et non pas des pseudo-critéres (forme plus générale présentée au § 2.3).

Par contre, au niveau global, on ne postule qu'une préférence partielle
puisque locale méme si, dans quelques méthodes, Teurs auteurs supposent
qu'il existe une fonction d'utilité sous-jacente pour assurer la convergence
de leur procédure itérative, objectif par ailleurs discutable.



La problématique d'aide & Ta décision reste celle de la recherche de 1a
ou de quelques meilleures actions : optimisation dans le cas du Goal Pro-
gramming et des méthodes dérivées et recherche du meilleur compromis dans
les méthodes interactives (cf. Roy (1977)).

1.3 L'agrégation en relations de surclassement

On peut dire que c'est avec la méthode ELECTRE I (Roy (1968)) que s'est
amorcée une réflexion plus profonde sur la modélisation des préférences
multicritéres par agrégation en relations de surclassement. En refusant la
transitivité et surtout la compléte comparabilité, c'est une voie féconde
pour le praticien qui s'ouvrait mais difficile pour le théoricien et il
n'existe pas, a 1'heure actuelle, de théorie axiomatique du surclassement

comparable & celle qui existe pour T'utilité (cf. Hirsch (1976)).

On a pu en d'autres occasions souligner la nécessité d'introduire 1'in-
comparabilité dans un modéle de préférence globale (Roy (1976)) et 1'inté-
rét du concept correspondant de relation de surclassement qui a donné lieu
da un grand nombre de méthodes (ELECTRE II, ELECTRE III, méthodes trichoto-
miques, ...) et d'applications réelles (Bertier, de Montgolfier (1978)).
Beaucoup d'entre elles cependant étant réalisées directement en entreprises
n‘ont pas donné lieu & publication dans des revues scientifiques.

Des recherches ont été entreprises tant sur les procédés de construc-
tion de relation de surclassement (Jacquet-Lagréze (1973), Roy (1974)) que
sur Teur exploitation (Hansen et al (1976), Moscarola (1977), Roy (1979)).

Ainsi, le concept de relation de surclassement a permis de s'affranchir
de Ta problématique de 1'optimisation et plusieurs problématiques plus réa-
listes dans bien des appTications ont &té mises en oeuvre : tri, segmenta-
tion, classement.



On a pris le parti de présenter dans les pages qui suivent quelques
points de recherches qui seront plus longuement développés et argumentées
par ailleurs (Roy, livre en préparation). On tentera de montrer 1'intérét,
voire la nécessité, d'affiner nos modéles de préférence d'un décideur quelle
que soit d'ailleurs la voie choisie : utilité, programmation mathématique,
surclassement.

Classiquement, deux situations fondamentales sont retenues pour modéli-
ser des préférences : la préférence et 1'indifférence. On montrera dans la
section 2 qu'il est utile d'en introduire deux autres : 1'incomparabilité,
absolument nécessaire, et la préférence faible, intéressante pour distinguer
entre préférence stricte et indifférence (cf. concept de pseudo-critére).
Dans la section 3, on montre comment affiner la représentation des préfé-
rences en envisageant des relations de préférences regroupées (surclassement
par exemple). La section 4 est consacrée d'une part & un élargissement du
concept de dominance Torsqu'on veut prendre en compte des seuils (dominance
définie sur des pseudo-critéres) et d'autre part a une sensibilisation du
lecteur a 1'intérét de ces diverses relations en regardant d'une autre facon
un modéle qu'il connait bien : la somme pondérée.

2. QUATRE SITUATIONS FONDAMENTALES POUR MODELISER DES PREFERENCES

2.1 Définitions

On s'intéresse ici a la modélisation des préférences d'un seul acteur Z
relativement & un ensemble A d'actions. On suppose Z informé des con-
séquences des actions a de A sans que cette information soit nécessai-

rement exhaustive et précise.

a) Axiome de comparabilité limitée

Nous définissons tout d'abord les différentes situations fondamentales aux-
quelles i1 peut &tre naturellement confronté. Celles-ci sont au nombre de



quatre et Teur définition figure au tableau 1.

En matiére d'aide & la décision, i1 est rare que Z exprime personnel-
Tement, pour les diverses paires d'actions concernées, celles des situations
qu'il Teur affecte. C'est Te plus souvent 1'homme d'é&tude qui réalise cette
affectation compte tenu des informations dont i1 dispose et de ce qu'il pos-
tule du systéme de valeurs de 1'acteur Z. Dans ce cas, on dira que 1'homme
d'étude juge au nom de Z. Si 1'on retient les 4 situations du tableau 1,
on peut énoncer 1'axiome suivant, beaucoup moins contraignant que 1'axiome
classique de compléte comparabilité transitive :

Axiome de comparabilité limitée : Les 4 situations fondamentales incom-
patibles d'indifférence, de préférence stricte, de préférence faible et
d'incomparabilité conviennent pour asseoir une représentation réaliste des

préférences d'un acteur Z ; quels que soient les actions en cause, le point
de vue adopté pour les comparer et 1'information disponible, Z ou 1'homme
d'étude jugeant au nom de Z peut @laborer un modéle satisfaisant qui fasse

correspondre a chaque paire d'actions potentielles soit une seule, soit un
regroupement de deux ou trois des 4 situations fondamentales.

b) Systéme relationnel fondamental de préférence (s.r.f.p.)

Etant donné 4 relations binaires I, P, Q, R définies sur un ensemble A
d'actions, nous dirons que, relativement & un acteur Z, elles constituent
un systéme relationnel fondamental de préférence (s.r.f.p.) de Z sur A
Si

1°) En accord avec les notations et définitions du tableau 1, elles
peuvent &tre prises comme représentation des préférences de Z vis-a-vis
des actions de A.

2°) Elles sont exhaustives : pour une paire quelconque d'actions, une
au moins est vérifiée.

3°) Elles sont mutuellement exclusives : pour une paire d'actions
quelconques, une au plus est vérifiée.
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2.2 Illustration : évaluations imprécises sur une seule dimension

Soit un ensemble A d'actions évaluées sur une seule dimension de préfé-
rence (un taux de rentabilité d'un projet par exemple), E 1'échelle asso-
ciée a la dimension, y(a) T1'évaluation d'une action a.

L'évaluation vy(a) peut étre imprécise en raison des données de base
utilisées dans le calcul de vy(a) (des prévisions de trafic par exemple)
mais également en raison des hypothéses structurelles et souvent simplifica-
trices faites lors de 1'élaboration de <y (hypothése sur la durée de vie
de certains équipements, hypothése de Tinéarité de la valeur des gains de
temps, ...). Examinons quelques (s.r.f.p.) suivant la nature des impréci-
sions.

1) Les évaluations sont précises : y(a) € E pour tout a € A. On suppose
qu'une différence sur E, aussi petite soit-elle, est significative d'une

préférence stricte. Le modéle de préférence est un critére vrai (y(a))
et le s.r.f.p. se réduit & une structure de préordre total sur A ne con-
tenant que les relations P et I.

2) Les évaluations sont imprécises : 9 ac¢ A tel que y(a)C E. Souvent

il n'est pas possible, ou guére réaliste, d'espérer obtenir une distribution
de probabilité sur y(a). Un cas fréquent obtenu en pratique est une évalu-
ation sous la forme d'intervalle vy(a) = [y (a), Y+(a[|.

- Si les intervalles sont de faible amplitude et s'ils se chevauchent sans
que 1'un soit inclus dans 1'autre, c'est-a-dire si y (a) <y (a') implique
Y+(a) < Y+(a‘), alors il est utile d'introduire la relation Q en plus des
relations P et 1.

- S1 1'un des intervalles est inclus dans 1'autre, i1 peut &tre 1&gitime
d'opter, en cet état de connaissance et d'information, pour 1'incomparabili-
té R. Un cas particulier étant une action non encore évaluée pour Tla-
quelle 1'intervalle +y(a) peut &tre étendu a toute 1'échelle E ; cette ac-
tion est incomparable a toutes les autres.
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Exemple : taux de rentabilité de 4 projets et s.r.f.p. associé :

0ds
Projets Taux \\F\Q
3y 10 % . ) ‘\\b
a, 8-12 % | 5 %3
ay 11-13 % .
a, ? a

Le (s.r.f.p.) sur 1'ensemble A = {al, 8y, a5, 3y} est le suivant :

a3 P al 3y R a4
ag Q a, a5 R a4
2y R a1 a3 R a4

2.3 La prise en compte de seuils : le concept de pseudo-critére

On sait, depuis les travaux de Luce (1956), que la prise en compte
d'un seuil d'indifférence conduit & une relation de préférence pour laquelle
1'indifférence n'est plus transitive. C'est la structure de quasi-ordre
(P, I) (Chandon, Vincke (1980)) pouvu que le seuil soit constant ou varie
en respectant une condition précisée ci=aprés. Un critére muni d'une telle
fonction seuil est appelé quasi-critére. Mais plus généralement, si on dé-

finit un deuxiéme seuil distinct du premier, on introduit naturellement la
situation de préférence faible Q.

2.3.1 Définition du pseudo-critére

Un pseudo-critére gj(a) est un critére dont le pouvoir discriminant est
caractérisé par deux seuils :

03

v

- un seuil d'indifférence qj[gj(a[|
- un seuil de préférence Pj[gj(a)]

1v

Ces seuils interviennent comme suit dans la modélisation des préférences.

Considérons 1'écart u = gj(a') = gj(a) avec u positif ou nul
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- tant que u < q[gj(a[|, T'écart u > 0 n'est pas significatif et a'
doit étre considéré comme indifférent & a ;

- u ne devient véritablement probant d'une préférence stricte de a' par
rapport & a que si u > p; [gj(a)] ;

- lorsque 1'écart vérifie a; [gj(a)] < U Py [gj(a)], i1 refléte une préfée-
rence faible de a' par rapport a a.

Les seuils q‘j et pj peuvent &tre des constantes ou au contraire
varier avec gj(a). Dans ce cas, les fonctions seuils doivent vérifier les
deux inégalités suivantes :

qj [gj(al 1 - qj Ega(a)]

g.(a') - g.(a) ijgj(a')] - Dj[gj(a):l 5 - §
J J

gj(a|) - gj(a) &

Propriété caractéristique d'un pseudo-critére :

- qj[gj(a')] < U< q..[_'gj(a)] <~ 3 IJ. a
qj |__9J(a):| <Ug pj j(a)_| <> a' Qj a
Py [gj(a)_l < U > g Py a

2.3.2 Exemple

Méme lorsque les évaluations sont précises, la prise en compte de seuils
d'indifférence et de préférence conduit & des modéles de préférence diffé-
rents du préordre total. Lorsque les deux seuils q et p sont é&gaux, on
retrouve le quasi-critére pour lequel le s.r.f.p. associé est une relation
de quasi-ordre sur A.

Considérons en effet une évaluation précise sur une dimension de pré-
férence +y(a) € E mais pour laquelle il existe des seuils q et p. Si
ces seuils vérifient les conditions ci-dessus, le modéle de préférence est
un pseudo-critére et Te (s.r.f.p.) contient les relations (I, P, Q). Soit

par exemple 5 voitures a vendre sur un marché d'occasion. Doit-on prendre
q="P
et P
raient-elles pas plus réalistes pour bien des consommateurs ? Les préfé-

0 ? Le choix peut paraitre bien arbitraire. Les valeurs q = 100 F
500 F pour des occasions comprises entre 8 000 et 10 000 F ne se-

rences ainsi modélisées seraient un (s.r.f.p.) ne contenant pas la relation
R (incomparabilité) mais les relations (I, P, Q) structurées en pseudo-
ordre (cf. Vincke (1980)).
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3. SITUATIONS ET RELATIONS REGROUPEES
3.1 Déefinition

a) Situations regroupées de préférence

On peut vouloir affiner davantage 1a modélisation des préférences en expli-
citant de facon formelle une relative ambiguité quant au choix de 1'une des

4 situations fondamentales I, P, Q, R. Tout en considérant toujours ces 4

situations comme exclusives, 1'homme d'étude peut trés bien, dans une phase

de 1'étude et de modélisation des préférences d'un acteur Z, ne pas savoir,
ne pas pouvoir ou ne pas vouloir trancher entre deux ou méme trois (le sur-

classement S) de ces situations. En retenir plusieurs ne signifie donc pas
qu'elles sont simultanément vraies mais seulement qu'elles ne sont pas iso-

lables ou qu'il ne veut pas payer le prix pour Tes isoler.

La définition des regroupements les plus intéressants est donnée au
tableau 2.

b) Systéme relationnel regroupé de préférence (s.r.r.p.) et systéme rela-
tionnel de préférence (s.r.p.)

Etant donné 9 relations binaires I, R,m, P, Q, %, J, K, S définies sur un
ensemble A d'actions potentielles, nous dirons qu'elles constituent un
systéme relationnel regroupé de préférence (s.r.r.p.) d'un acteur Z sur A
si

1°) En accord avec les notations et définitions des tableaux 1 et 2,
elles peuvent étre prises comme représentation des préférences de Z vis-
a-vis des actions de A.

2°) Elles sont exhaustives : pour une paire quelconque d'actions,
1'une au moins est vérifiée.

3°) Elles sont mutuellement exclusives : pour une paire d'actions
quelconques, une au plus est vérifiée.

4°) L'une au moins des 5 relations w~, &, J, K, S est non vide.
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L'axiome de comparabilité limité revient & affirmer que les préféren-
ces de 1'acteur Z peuvent étre modélisées soit au moyen d'un (s.r.f.p.),
soit au moyen d'un (s.r.r.p.). On désigne par systéme relationnel de pré-
férence (s.r.p.) un systéme relationnel, qu'il soit du type (s.r.f.p.) ou
(sraraps)s

Parmi les s.r.p. les plus intéressants, citons ceux dans lesquels S
est non vide et qui sont :

- soit réduits a S (systéme relationnel fondamental de surclasse-
ment dit complet ou total) ;

- soit de la forme (S, R}, (S, n) ou (S, ~n, R) (systéme relation-
nel fondamental de surclassement dit incomplet ou partiel).

A leur sujet, faisons obseryer qu'il découle de la définition de S
(cf. tableau 2) que :

- la partie symétrique de S peut toujours &tre considérée comme
représentative de situations d'indifférence ;

- en revanche, il est en général incorrect de considérer la partie
asymétrique de S comme représentative de situations de préférence large.

c) Axiome de parfaite comparabilité transitive

Cet axiome est a la base de la théorie de 1'utilité (1). IT1 peut s'énoncer
comme suit : les deux situations incompatibles de non préférence et de pré-
férence conviennent pour asseoir une représentation réaliste des préférences
d'un acteur Z ; quels que soient les actions potentielles en cause, Te
point de vue adopté pour les comparer et 1'information disponible, Z ou
1'homme d'étude jugeant au nom de Z veut élaborer un modéle satisfaisant
qui fasse correspondre & chaque paire d'actions'poténtiéT]es une et une
seule de ces deux situations et cela de telle sorte que les deux relations
binaires ~ et & ainsi définies sur 1'ensemble des actions considérées
soient T'une et 1'autre transitives.

(1) En toute rigueur, cet axiome n'exclut pas radicalement toute incompara-
bilité puisque o recouvre aussi bien des situations d'indifférence
que des situations d'incomparabilité ; toutefois, ces derniéres n'étant
pas séparables des premiéres, elles sont en fait traitées comme si
elles avaient 1a méme signification que celles d'indifférence.
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Le fait d'adhérer & cet axiome implique que les (s.r.p.) retenus dans
la modélisation des préférences sont d'un type particulier auquel on donne
le nom de systéme relationnel parfait de préférence (s.r.p.p.). Un (s.r.p.
p.) est un (s.r.p.) constitué de deux relations transitives obligatoirement
choisies, pour la premiére entre I et ®, pour la seconde entre P et &.

3.2 Illustration : seuils et évaluations unidimensionnelles imprécises

Reprenons 1'exemple de 1'acheteur d'une voiture d'occasion mais supposons
maintenant les prix des voitures imprécis. En effet, pour certains modéles
de voiture qu'il envisage, 1'acheteur n'a pas encore trouvé une occasion
précise mais, en se fiant a 1'Argus et & quelques annonces, il pense pouvoir
trouver une occasion dans une fourchette de prix. Quel est son systéme re-
lationnel de préférence en ne tenant compte que de 1a seule dimension prix
dans cet état de son information si ses seuils d'indifférence et de préfé-
rence sont 100 F et 500 F (cf. le -modéle du pseudo-critére) et si 1'informa-
tion qu'il posséde sur le prix de 4 modéles de voitures est la suivante ?

Voiture Prix
ay 9 000 F
a, 8 800 -9 200 F
aq 9 000 - 9 300 F
3, 9 600 F

En raisonnant directement ou en se reportant & Ta figure 2, on en dé-
duit 1e (s.r.r.p.) sur A = {al, 355 Ag a4} suivant :

a;oa, car ag Q a, ou a, Q a; ou ay I a, sans distinction pos-
sible, donc 2 R a, ou 2y I a,

ay Q a4 malgré 1'imprécision

a; P ay (pas d'imprécision)

2, J ay car a, Q as ou a, I a4

a, b a, car a, Q a, ou a, P 2,

aq Q 3, malgré 1'imprécision.

15
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région aj P a,

8 800+

8 90071

9 0007
9 1004

9 2001

région a, P aj

9 3007
9 4004

9 5001

9 6001
9 7004

9700 9600 9500 9400 9300 9200 9100 9000 8900 8800 9(a;) T

Figure 1. Représentation graphique d'un systéme relationnel regroupé de pré-
férences : pseudo-critére (seuils 100 et 500) et évaluations imprécises

9 800

4. APPLICATIONS A LA MODELISATION DE PREFERENCES MULTIDIMENSIONNELLES

On considére dans cette section un ensemble A d'actions et une famille F
de pseudo-critéres :

F = {gl, 929 LECRCIE ng ey gn}

En partant d'un concept (dominance) et d'une méthode (somme pondérée) bien
classiques, on indique dans quelles directions exploiter les notions pré-
sentées dans les sections précédentes.



4.1 Elargissement du concept de dominance : systéme relationnel de quasi-

dominance
4.1.1 Définition

Lorsque Tes pseudo-critéres sont des critéres vrais ou critéres au sens clas-
sique du terme (seuils 4 = Py = 0 V,j =1, n), on définit traditionnel-
lement 1a dominance A comme suit :

a' a2 <> gi(a') 2 g5(a) V4.

I1 y a dominance stricte A si 1'une au moins des inégalités est stricte.
La relation de dominance conduit, on le sait, & un ordre partiel.

Cependant, Torsqu'on introduit des seuils, il convient d'é&tre prudent dans
les définitions de dominance comme les exemples du § 4.1.2 le montreront.

En effet, avec les notations ci-dessus, la définition de A est équi-
valente, dans Te cas particulier des critéres vrais (sans seuils), a :

a' Aa < a'Sja v (1)

On remarquera que, dans sa seconde formulation, cette définition peut s'ap-
pliquer sans modification au cas général des pseudo-critéres (seuils non
tous nuls). Mais elle n'est guére satisfaisante. Faisons observer par ex-
emple qu'avec cette définition (1), si a et a' sont tels que la condi-
tion (2) est satisfaite pour tout j, on a quand méme a' A a (et bien sir
aha')

g:(a) - q.(g

3 3 (a)) < gJ-(a') < gj(a) (2)

J

Ceci exclut par conséquent tout éventuel "effet de cumul" : des é&carts
défavorables peuvent étre non significatifs pris isolément mais globalement
étre regardés comme significatifs.

17
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Si 1'on souhaite éviter ce phénoméne, on peut prendre appui sur une
autre relation plus faible que la relation A et pour laquelle on Timite
Te nombre gq(a', a) des pseudo-critéres vérifiant la condition (2).
Cette 1imite peut, par exemple, faire intervenir le nombre n%(a', a) des
pseudo-critéres pour lesquels a' }j a est vrai.

La relation envisagée Sq est définie par :
a' Sq a <= a Sj a Vi et n_q(a »a) ¢ 1L +n(a', a) (3)

Nous 1'appellerons relation de quasi-dominance.

D'autres facon d'adapter le concept de dominance & 1'existence de
seuils non nuls peuyent étre envisagées.

4.1.2 Exemples illustratifs

Prenons quatre exemples et montrons 1'intérét d'adopter la relation de qua-
si-dominance Sq plutdt que la relation de dominance classique A bruta-
lement appliquée a des pseudo-critéres : '

- Exemple 1 : trois quasi-critéres qj = p‘j =1 pour j=1,3

99 9 93 La relation de dominance A conduit au résultat
a As a', a' As a", a" As a. Comme la dominance est

a 12 11 10
a' 10 12 11
a" 11 10 12

stricte, on a coutume de 1'interpréter comme une pré-
préférence stricte P.

Ne doit-on pas &tre plus prudent pour asseoir une relation P dés que des
écarts, méme petits, se cumulent en sens inverse ?

- Exemple 2 : cing quasi-critéres (ou pseudo-critéres) tels que

9y = 1 pour j=1,5

99 92 93 95 9z La relation de dominance A conduit au ré-

sultat a A a' et a' a a. Comme la domi-
nance A s'applique dans les deux sens, on
a coutume de 1'interpréter comme une indif-

12 12 12 12 12
1 M 13 11 11

férence a I a'.



19

L'indifférence est-elle si slire ici ? Chaque écart pris isolément est non
significatif d'une préférence. Mais, du fait du cumul, ne peut-on pas pos-
tuler une préférence faible ?

- Exemples 3 et 4 : cinq pseudo-critéres tels que qj =1 et Py = 5

pour j=1,5

99 92 93 9 95 99 9% 93 9 95

a' 12 12 12 12 12 a' 12 12 12 12 12

a 18 11 11 11 11 a 18 13 11 11 11
Exemple 3 Exemple 4

La relation de dominance A conduit au résultat a A a' dans les deux ex-
emples, ce qu'on interpréte comme une préférence stricte a P a'.

Est-on si sir de cette préférence stricte ? Le cumul de chaque écart
non signifiant pris isolément ne peut-il pas compenser d'une certaine ma-
niére 1'écart important observé sur le premier critére ?

Examinons en revanche ce qu'on obtient avec la relation de quasi-do-
minance S_.
q
- Exemple 1 : a Sq a' de justesse car n_q(a, a') =2 et n}(a, a')
= 1, donc (3) est satisfaite.

On a par conséquent ici Te cycle mais avec la relation S qui n'a pas de
raison de s'interpréter comme une préférence stricte (voir définition de
S)sas. a',a 5. a", a'"$§_  a.
) Q " . q q
- Exemple 2 : on a toujours a' Sq a mais ici aS_a' n'est plus
vérifié car n_q(a, a') =5 et ne(a, a') = 0, donc (3) est faux. L'anti-
symétrie de Sq est ici plus satisfaisante ; on accepte 1'effet de cumul.

- Exemple 3 : a' et a sont incomparables par Sq ; en effet, non
aj Sq a en raison de 97 -
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non a Sq a' méme si a Sj a' pour j=1,5 car n_(a, a') =4 et

; q
n%(a, a') = 1.

- Exemple 4 : la quasi-dominance joue maintenant en faveur de a.
a Sq a' car n_q(a, a') =3 et n$(a, a') = 2.

4.2.2 Somme pondérée : quelques variantes du modéle conduisant & utiliser

les situations fondamentales et regroupées

Montrons, d partir du modéle bien connu de la somme pondérée, comment il est
possible de batir de bien des fagons différentes un modéle de préférence
utilisant des situations regroupées en étant & la fois réaliste et opéra-
tionnel. Deux dimensions de préférence suffiront pour cette illustration.

Soit yl(a) et ye(a) les évaluations de a sur les deux dimensions
v(a) = py yq(a) + p, y,(a) le modéle de la somme pondérée. Supposons ici
p; # 0 et posons s, = p,/p; le taux de substitution constant (s =1).
Le modéle s'écrit encore V(a) = Yl(a) +s, Y2(a)_

Parmi les hypothéses nécessaires a 1'usage de ce modéle, examinons les
suivantes et les modéles que 1'on peut proposer en les laissant tomber :

- taux de substitution So précis (structure de la fonction de va-
leur est supposée précise) ;

- pas de phénoméne de discordance venant limiter les possibilités de
compensation entre critéres lorsque les écarts en jeu sont trop importants ;

- évaluations +v(a) précises ;

- pas de seuils d'indifférence et de préférénce.

Examinons quelques modéles et systémes relationnels associés dés qu'on
abandonne une ou deux de ces hypothéses.

a) Taux de substitution s, “imprécis

Soit s, € Enz, Mél un intervalle d'imprécision et convenons de poser :
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a$a' <> V(a)-V(a') >0 pour tout s, € [my, My
a Ra' sinon.
On vérifie facilement que S est un ordre partiel. Ce modéle trés simple
a été utilisé dans la comparaison de tracés autoroutiers (cf. Bertier et de

Montgolfier (1978)).

b) Prise en compte d'une discordance

Supposons que des écarts yq(a) - Yl(a') >0 et Yz(a') - Yz(a) > 0 soient
jugés trop importants et révélateurs d'un trop grand conflit dans les cri-
téres ; on peut vouloir opfer pour 1'incomparabilité. En utilisant des ré-
gles du type :

Yj(af) S Yj(a) > Dj —> non a P af et nonala',

le s.r.f.p. associé contient des situations I, P, R comme 1'indique Te
graphique de la figure 2.

En effet, posons :

I"(a, a') = (i / y;(a) = y;(a') > 0}

f(a, al) = b} S5 E{.i(a) i Y-'](al)._l
i €I+(a,af)

On remarque que T'on a :

V(a) - V(a') = f(a, a') - f(a', a).

Si on ne fait pas jouer la discordance, utiliser la somme pondérée
conduit a définir les 3 zones a I a', aPa' et a'Pa. Sion fait in-
tervenir la discordance, cela revient, dans le cas des deux dimensions, a
introduire la zone a R a' du graphique de 1a figure 2.



22

f(a', a)/

a' Pa aRa'

ala'
aPa'

> f(a, a')
Figure 2. Somme pondérée avec discordance

c¢) Evaluations imprécises dans les modéles précédents

Supposons de plus des évaluations imprécises sous formes d'intervalles, par
exemple :

Yi(a)fyi(a)fy:f(a) YacA etpour i=1,2

L'imprécision a pour conséquence 1'utilisation de relations regroupées
dans les modéles précédents. Reprenons le modéle du § b) ; pour un couple
(a, a'), sa représentation dans le graphique de Ta figure 2 n'est plus un
point mais une zone d'imprécision, un pavé donné par :

f (a, a')

< f(a, a')
a', a) <

%, 1
Suivant la position d'un tel pavé dans le graphique, on pourra opter
pour les relations suivantes :

aPa' asSa" (P ou I)

ala' ana' (I ou R)

aRa' akKa'" (P ou R)
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