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ABSTRACT

This paper constitutes a brief synthesis of author's research results
in scheduling. The particular problems involved are those of determinis-
tic allocation of constrained resources of different cateqgories among
precedence related operations in the presence of multiple criteria. Three
categories of resources are considered : renewable (only total usage at
every moment is constrained), non-renewable (only total consumption over
a time period is constrained) and doubly-constrained (both usage and con-
sumption are constrained). For every feasible combination of resource
amounts, the performing time of each operation is known. These combina-
tions constitute a finite set of performing modes given for each opera-
tion. Time and cost criteria are considered for project performance eva-
Tuation. For these problems, several algorithms are proposed, and are
comprehensively described from the viewpoint of their computational com-
plexity and the range of problems being handled. The number of preemptions
introduced by the algorithms for the case of splittable activities is con-
sidered both in the sense of proving its upper bound for the obtained
schedules and as an additional criterion. The problems considered in this
paper constitute a large class of practical situations which until now
have not been investigated or formalized, although they can be encountered
in many technical applications. Some examples of them are given here.
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RESUME

Ce cahier constitue une bréve synthése des travaux de 1'auteur en
matiére d'ordonnancement. I1 s'agit en particulier des problémes déter-
ministes d'allocation de moyens limités de catégories différentes a des
opérations reliées par des contraintes de précédence, en présence de
critéres multiples. On prend en compte trois catégories de moyens : re-
nouvelables, non renouvelables et doublement Timités, selon que les con-
traintes de disponibilité concernent la quantité disponible a chaque
instant, la consommation sur un intervalle de temps ou les deux conjoin-
tement. Le temps d'exécution de toute opération dépend du mode d'affec-
tation des moyens choisi pour cette opération parmi un ensemble fini de
modes. Les critéres considérés sont de type temps et codt. On propose
des algorithmes de résolution de ces problémes, caractérisés du point
de vue de la complexité de calcul et de Ta capacité d'assimiler diffé-
rents cas. Dans le cas des opérations interruptibles, on tient compte
du nombre d'interruptions, premiérement par 1'évaluation de sa borne su-
périeure dans un ordonnancement construit selon un algorithme proposé et,
deuxiémement, par sa minimisation dans cet ordonnancement. Les problémes
abordés dans cet article englobent une larce classe des situations réelles
qui n'étaient pas considérées jusqu'ici et qu'on retrouve dans plusieurs
applications techniques dont Tes exemples sont cités.



1. INTRODUCTION

La problématique d'allocation de moyens qui servent & exécuter un
ensemble d'opérations (tdches) décrites par certains modéles mathéma-
tiques et reliées par des dépendances temporelles embrasse aujourd'hui
plusieurs directions de recherche. De maniére générale, elle englobe
des classes de problémes telles que 1'ordonnancement d'atelier, 1'allo-
cation de moyens soumis aux contraintes de disponibilité concernant soit
la quantité accessible a chaque instant (type machines), soit Ta consom-
mation sur un intervalle de temps (type argent), 1'équilibrage d'une
chaine de montage, la gestion de production et 1'ordonnancement des
systémes informatiques, tout cela dans un contexte déterministe ou pro-
babiliste. Chacune de ces classes est caractérisée par une terminologie
et une méthodologie bien spécifiques. I1 est clair que Ta dispersion des
résultats et les différences de terminologie empéchent @ la fois la re-
connaissance de 1'état de 1'art dans la problématique en question et la
définition des directions de recherche qui seraient souhaitables et réel-
lement nouvelles. Toutefois, il est nécessaire d'avoir une vue d'ensemble
de cette problématique afin de pouvoir modéliser et résoudre des problémes
plus réels, donc plus complexes, d'allocation de moyens, notamment d'un
point de vue des caractéristiques des ensembles de moyens et d'opérations.

A cette fin, nous avons proposé un langage commun pour modéliser les
problémes d'allocation de moyens. Ce langage nous a permis de formaliser
une large classe de problémes réels et de proposer une méthodologie pour
Teur résolution ([2I|, [29]). Ce langage s'est bien évidemment formé en
paralléle avec des travaux effectués sur certains problémes particuliers
d'allocation de moyens.



Dans la section suivante, nous introduisons certains &léments de
ce langage, c'est-a-dire ceux qui sont nécessaires a la définition du
systéme d'allocation de moyens que nous abordons dans cette étude. En
utilisant cette terminolocie, nous précisions, dans la section 3, com-
ment est située cette €tude par rapport aux autres travaux effectués
en matiére d'ordonnancement, quel est son champ d'appnlications et quel
est Te contenu des sections suivantes.



2. DEFINITION DU SYSTEME D'ALLOCATION DE MOYENS

Le systéme d'allocation de moyens est une réunion de trois ensembles
A= (Rd,®) ol R est un ensemble de moyens (ressources), & est un
ensemble d'opérations (activités, téches) et @ est un ensemble de cri-

téres d'exécution de 1'ensemble of. Nous allons définir chacun de ces

ensembles ainsi que la commande dans Te systéme -.

L'ensemble R est composé d'unités de moyens qui sont classés en
types selon leurs fonctions. Au méme type on associe toutes les unités
de moyens dont les fonctions sont identiques. L'identité de fonctions
ne signifie pourtant pas 1'identité de toutes les caractéristiques de
cess unités comme la vitesse ou 1'efficacité de travail. MNous parlons
donc d'unités identiques ou non-identiques de moyens du méme type.

Indépendamment du classement en types, nous distinguons les catégo-
ries de moyens. Le classement en catégories peut se réaliser de diffeé-
rents points de vue ([18]|, [29]) ; ainsi, en considérant le type des con-
traintes portant sur la disponibilité des moyens, nous distinguons trois
catégories suivantes :

- les moyens renouvelables R?, e Rg pour lesquels seulement le

nombre d'unités disponibles & chaque instant est Timité et écal a Nk uni-
tés pour le type k, k=1, ..., p;

n n _
- Tles moyens non renouvelables Rl’ 1 RV pour lesquels seulement

la consommation dans une période donnée est limitée et égale a Bk unités
pour le type k, k=1, ..., v ;
rP

1; LRI
d'unités a chaque instant ainsi que la consommation dans une période donnée

- les moyens doublement 1imités RE pour Tesquels le nombre

sont limités et égaux a NE et BE respectivement pour le type k, k =1,
sw g U



Ajoutons que les contraintes de disponibilité ne sont pas nécessairement
actives ; on connait des cas ol Te niveau de charae ou Ta consommation
sont les critéres d'allocation de moyens.

La plupart des moyens-matériaux est doublement limitée : ainsi la
puissance électrique dont la disponibilité @ chaque instant et la con-
sommation (1'énergie) sont limitées, le débit du combustible dont 1'in-
tensité et e volume sont Timités, enfin 1'argent dans le cas ol le taux
d'investissement ainsi que la somme totale sont limités. Notons également
que des moyens tels que Ta main-d'oeuvre, des machines-outils, la puissance
et le débit sont considérés en général comme renouvelables et des moyens
tels que 1'argent, 1'énergie, le combustible, les matiéres premiéres, comme
non renouvelables. Cette simplification est souvent justifiée dans la

pratique mais on en abuse aussi souvent.

Pour achever la description de 1'ensemble &, nous pouvons préciser
que chaque unité de moyen peut étre affectée a une opération au plus dans
chaque instant.

L'ensemble & est composé d'opérations Al’ ki b § An avec n > 1.
Une opération Ai’ i=1, ..., n, est définie par les caractéristiques
suivantes :

- les besoins en moyens ;

- le modéle mathématique ;

- 1"information sur la possibilité d'interruption ;

- Tla date de début au plus tot (Ta date d'arrivée) a; 3
- la date de fin au plus tard di'

Expliquons ces caractéristiques pour une opération Ai €k,
Les besoins en moyens concernent les nombres ou les indices des uni-

tés de moyens de types particuliers qui sont nécessaires pour 1'exécution
de Ai' Nous distinguons des besoins discrets, si les nombres (ou indices)

d'unités de moyens que 1'on peut affecter a 1'opération ."—\_I sont éléments



d'un ensemble fini, et des besoins continusssi les nombres d'unités de mo-
yens sont éléments d'un ensemble non dénombrable (un intervalle).

A partir des besoins en moyens connus pour Ai’ on peut définir tous
les modes possibles d'exécution de Ai’ c'est-a-dire les affectations pos-
sibles des moyens de types et catégories particuliers a cette opération.

Evidemment, si les besoins en moyens sont de type continus, 1'ensemble des
modes d'exécution est non dénombrable et, dans Te cas de besoins discrets,
fini. Dans ce dernier cas, nous représentons cet ensemble sous la forme
d'une matrice R, de dimensions hi X (p+v+u) ol hi désiqgne le

i
nombre de modes d'exécution possibles de 1'opération Ai

_ .0 o .n n .p p-
Ri= Loy o Mplyy « gy Xy o By

.0 N n _ 1) _
ol ra {k = 1y sasy D)y rik (% = 15 5005 Vs i (k = 15 i4s5 Wy sont
vecteurs-colonnes composés de hi éléments chacuns. La ligne i (j =1,

.5 hy) de la matrice R,

I-rfi)jl ‘“?jp Y'?jl ‘"?jv ‘"?j1 r?ju—'

est composée d'é&léments indiquant le nombre d'unités de moyens renouvelables,
non renouvelables et doublement 1imités de tous les types qui peuvent

prendre part simultanément & 1'exécution de 1'opération Ai' La Tigne J

de la matrice R, définit le mode j d'exécution de A, j =1, ..., h;.
A chaque instant, chaque opération peut étre exécutée selon un seul (arbi-

traire) de ses modes.

Faisons quelques remarques sur les @léments d'une ligne de -Bi' La
consommation d'un moyen doublement limité RE, k= by ooy U par 1'opé-
ration Ai exécutée selon le mode Jj dans une période de temps est égale

au produit de la Tongueur de cette période et r?jk' Si Tes unités d'un

moyen renouvelable RE (resp. doublement Timité RE) ne sont pas iden-

, 0 p " Uhe e e 0 p
tiques, rijk (resp. rijk) représente 1'indice d'unité de Rk (resp. Rk).



Nous admettons que des unités de chaque type de moyens non renouvelables
sont identiques. Dans ce dernier cas, la consommation d'un moyen double-
ment 1imité est alors équivalente au temps d'utilisation de celui-ci.

Pour 1'opération Ai’ les besoins continus en moyens peuvent étre re-
présentés de la fagon suivante :

0 O .0 0 0 .
rik € <@5pe bik>’ 0 < A < bik’ k=1, ... P
n ¢ ..n .n n n v

ik © ke bys 0 ag cbys k=1 e v,
P ¢ <«aP . pP 3 P -

i € <850 b1k>’ 0 < aiy < bik’ k =1, TN

Finalement, nous dirons que 1'opération Ai est exécutée a 1'instant
t si et seulement si ses besoins en moyens sont satisfaits.

Le modéle mathématique de 1'opération Aiélié décrit son exécution
en fonction de la quantité et de la qualité des moyens affectés. Dans le
cas ol des besoins en moyens de Ai sont discrets, son modéle mathématique

est représenté par le vecteur des temps d'exécution selon les modes parti-
culiers :

Jd=ls ...s hgs 12 15 cois M

Dans le cas ol des besoins en moyens de Ai sont continus, son modéle ma-
thématique est une fonction continue, par exemple "temps d'exécution vs.
quantité de moyens", "temps d'exé&cution vs. colt" ou "vitesse d'exécution
vs. quantité de moyens". Dans le dernier cas ([23], [26], [28]), le mo-
déle mathématique est représenté par 1'équation différentielle de type :

d x;(t)
i 0 - .
—gg— = 9 Lri(t), ﬁ?(t)_|, te <t,, T.>,

ol Xi(t) est 1'état de 1'opération Ai a 1'instant t ; rg(t) = [k?k(t[|,



k=1, ...s Py Eg(t) = [}?k(t[|, k=1, ..., u sont des fonctions vecto-
rielles déterminant les quantités de moyens RE et RE affectées a Ai
a 1'instant t ; gi(O) est une fonction continue non décroissante,

gi(g, 0) =0 on ti et Ti correspondent respectivement a la date de

début et de fin de A, ; Xi(ti) = 0, Xi(Ti) =W, > 0 ol w, est 1'état
final, que 1'on appelle la dimension de 1'opération Ai' La derniére con-

dition est équivalente @ 1'expression suivante :
Ty
Joa L), Xt dt =w,, i =1, ..., n.
il —it - i
4

Considérons maintenant les possibilités d'interruption des opérations.

Nous disons qu'une opération est interruptible si son exécution peut

étre interrompue & n'importe quel moment puis reprise sans encombre éven-
tuellement selon un autre mode.

Si ces conditions ne sont pas remplies, 1'opération est dite non in-
terruptible.

Nous admettons ensuite que 1'intensité avec laquelle une opération
consomme des moyens non renouvelables et doublement 1imités pendant son
exécution est constante.

La date de début au plus tét (ai) pour 1'opération A; définit la
date a Taquelle Ai est préte a étre exécutée. La date de fin au plus
tard (di) pour 1'opération Ai définit Ta date & laquelle Ai devrait
étre achevée. Si d. est une date infranchissable, elle est dite cri-
tique.

Indépendamment de 1'information concernant les dates a, et di
pour chaque opération Ai particuliére, on définit sur 1'ensemble & des
opérations une relation binaire (irréflexive) < déterminant les con-
traintes de précédence entre les opérations. Ai <{ Aj signifie que 1'exé-



cution de A doit étre achevée avant 1'exécution de A Si dans 1'en-
semble & on a défini au moins une contrainte de precedence, nous disons
que o& est un ensemble d'opérations dépendantes ; sinon, A est un en-

semble d'opérations indépendantes. Les contraintes de précédence seront

représentées par un graphe avec la convention : "une opération correspond
a un arc" ou "une opération correspond a un sommet".

Une structure particuliére de 1'ensemble ot permet de définir Te
concept d'atelier. Pour que le systéme A soit un atelier, i1 faut que
1'ensemble »& soit divisé en sous-ensembles indépendants et disjonctifs
qui constituent des travaux (Jjobs) composés des opérations (tasks) qui
doivent étre exécutées en série dans le cadre de chaque travail. Un tel
systéme modélise un atelier de production composé de machines utilisées
dans un processus technologique. Si Tes nombres d'opérations sont égaux
pour tous les travaux et si 1'ordre d'exécution des opérations d'un tra-
vail est arbitraire, 1'atelier est dit open shop. Si cet ordre est le
méme pour tous les travaux, 1'atelier est dit flow shop et si les nombres
d'opérations ainsi que leur ordre d'exécution sont différents pour chaque
travail, T'atelier est dit job shop.

On considére maintenant 1'ensemble @ qui est composé de g > 1
critéres, Ql, v d g Qg, d'évaluation de Ta commande dans le systéme .A.
Nous distinguons essentiellement deux groupes de critéres : critéres de

temps et de colit. Parmi les critéres de temps, nous prenons en compte
par exemple :

- le temps d'exécution de 1'ensemble &
T = max [T;|

ol Ti est la date de fin de Ai’ 1 8 L1y awes 0 3



le retard maximum d'achévement

L = m?xLTi - d.] s

le retard moyen pondéré

[y |

= 1/n £m; max [0, T, - d.]|
;o S i-

ol W, est un coefficient de pondération attribué a Ai 3

- Te nombre d'opérations en retard

U = ? Ui
on ;=L st Ti>diy
0 sinon

- Tle temps moyen de passage d'une opération

F=1/n ? Wi(Ti = di)’

c'est-a-dire le temps moyen d'attente et d'exécution d'une opération.

Parmi les critéres de colt, nous considérons les critéres suivants :

la consommation totale KE du moyen non renouvelable Rn, ko= 1,

oy V3
rP

ksk:]-:

la consommation totale KE du moyen doublement Tlimité
vy U
- la consommation pondérée, c'est da-dire le colt d'exécution de 1'en-
semble o



= 1 =

v u
K= Z cE KE + I cE Kﬁ
k=1 k=1
oll CE et CE sont des poids représentant le colt unitaire de moyens RE
p .
et Rk 3

- le nombre d'interruptions des opérations pendant Teur exécution.

Notons qu'en général les critéres de ces deux groupes sont conflic-
tuels et, dans certains sens, sont attachés aux différentes catégories de
moyens. Les critéres de temps évaluent le degré d'exploitation de moyens
renouvelables (et doublement 1imités selon 1'aspect "vertical" (x) des
contraintes de disponibilité) tandis que les critéres de codt évaluent
le degré de consommation de moyens non renouvelables (et doublement 1i-
mités selon 1'aspect "horizontal® (%) des contraintes de disponibilité).
On voit donc que, dans les problémes d'allocation de moyens de catégories
différentes, i1 faut envisager en général plusieurs critéres.

Enfin, on définit la commande dans le systéme .A comme une affecta-

tion, dans le temps, de 1'ensemble des moyens R & 1'ensemble des opéra-
tions & qui garantit 1'exécution de toutes les opérations et respecte les
contraintes imposées.

La commande qui assure le "meilleur" compromis (au sens dé&fini par
un décideur) entre critéres de 1'ensemble @ est dite satisfaisante. On

appelle commande approximative la commande la plus proche du "meilleur”
compromis. Dans la suite, nous assimilons la notion d'ordonnancement a

celle de commande.

(%) L'aspect "vertical" désigne des contraintes instantanées tandis que
1'aspect "horizontal" traduit des contraintes dans le temps.
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IT est évident que les définitions du systéme d'allocation de moyens
et de sa commande peuvent étre facilement généralisées, notamment dans
un contexte probabiliste ou flou ([29]). Nous ne décrivons cependant
pas ces généralisations dans le cadre de cette présentation.
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3. LE CHAMP DE LA RECHERCHE ET LES DOMAINES D'APPLICATIONS

Jusqu'a un passé récent, dans la problématique d'ordonnancement, on
a considéré séparément 1'allocation de moyens renouvelables et non renou-
velables ([47, [5], [12]).

En ce qui concerne les moyens renouvelables et les besoins en moyens
de type discret, on a jusqu'a présent uniquement considéré Te cas d'un
seul mode d'exécution pour chaque opération et le critére de temps d'exé-
cution de 1'ensemble Jé. Pour ce cas, les méthodes actuellement les plus
performantes sont : la méthode d'énumération implicite de Talbot et Pat-
terson ([?4]) pour les opérations non interruptibles et la méthode ARSME
([30] ) pour des opérations interruptibles.

Dans le cas de besoins en moyens de type continu, on a considéré des
modéles mathématiques d'opérations se présentant sous la forme d'équations
différentielles qui montrent Ta liaison entre la vitesse de changement d'é-
tat de 1'opération donnée et la quantité de moyens affectée a cette opéra-
tion pendant son exécution. Le critére d'optimisation est le temps d'exé-
cution de 1'ensemble . Les premiers résultats concernant un seul type
de moyens renouvelables ([26]) ont &té ensuite généralisés pour prendre

en compte plusieurs types de moyens renouvelables ([23]).

L'allocation de moyens non renouvelables, quant a elle, a d'abord
été étudiée pour les besoins en moyens de type continu avec des modéles
mathématiques d'opérations se présentant sous la forme de fonctions con-
tinues "temps vs. codt" ([1], [5]). Puis on 1'a abordée :pour les be-
soins en moyens de type discret ([6|). Le colt d'exécution de 1'ensemble
o a toujours &té le seul critére d'optimisation envisagé dans ces é&tudes.
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I1 est important de souligner que les résultats obtenus dans ces

deux classes de problémes d'ordonnancement concernent des situations ol
les moyens sont tous de méme catégorie et les besoins en moyens des opé-
rations sont discrets ou continus. La réalité est pourtant plus complexe
car la plupart des moyens-matériaux est doublement limitée et, dans les
problémes pratiques d'allocation de moyens, on a, en général, des moyens
et/ou des besoins en moyens de catégories différentes. La variété de ces
situations est trés riche. Citons ici quelques exemples pratiques.

1) Dans les problémes d'ordonnancement d'atelier, on n'envisageait
que T'affectation des machines & des opérations. Pourtant, i1 est fréquent
que les machines ne soient pas les seuls moyens d'exécution des opérations ;
il y a le personnel, la matiére premiére, 1'énergie et les outils supplé-
mentaires qu'il faut prendre en compte et qui représentent des moyens de
différentes catégories. De plus, il y a souvent plus qu'un seul mode pos-
sible d'exécution pour une opération ([16]).

2) Un autre exemple concerne les systémes multiprocesseurs de calcul
oll, en plus des processus, il faut considérer 1'allocation d'autres moyens
comme les canaux de transmission et la mémoire ([13]|, [20|). Puisque 1a
mémoire peut étre considérée comme un moyen divisible approximativement
de maniére continue, les besoins en moyens des opérations (programmes)
sont & la fois discrets (processeurs, canaux) et continus (mémoire) ([2i|).

3) Citons enfin 1'exemple du processus d'électroraffinage du cuivre.
Ce processus s'effectue dans des cuves d'électrolyse oli des anodes de
cuivre brut et des cathodes constituées par des feuilles de cuivre pur
qui servent d'amorce au processus sont branchées en paralléle dans un
circuit électrique. L'@lectrolyse se déroule en cycles dits anodiques
qui se composent de deux a trois phases cathodiques. Une anode s'use pen-
dant un cycle anodique et, dans chaque phase cathodique, se forme sur
chaque cathode une p]aqué de cuivre pur. L'ensemble de moyens contient
deux catégories de moyens limités : le courant électrique - renouvelable,
divisible de maniére continue, dont 1'intensité est limitée & chaque ins-
tant, et deux types de matiére premiére, des anodes et des feuilles d'amor-

cage cathodiques - moyens doublement Timités, divisibles de maniére dis-
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créte dont 1a disponibilité est 1imitée a chaque instant (cette contrainte
est due & la capacité du stock entre 1'atelier d'électrolyse et 1'atelier
métallurgique) ainsi que Ta consommation dans une période de travail
(cette contrainte est due & la capacité de production de 1'atelier mé-
tallurgique). L'ensemble J est composé d'opérations non interruptibles
correspondant aux phases cathodiques réalisées dans des groupes de cuves
pendant un certain nombre de cycles anodiques. Pour un méme groupe de
cuves, les phases cathodiques se succédent dans le temps. Ce processus
est réalisé simultanément dans différents groupes de cuves. Chaque opé-
ration requiert pour son exécution un ensemble d'anodes et des feuilles
d'amorcage (besoins discrets) ainsi qu'une certaine intensité du courant
électrique appartenant a un intervalle (besoins continus). L'état d'exé-
cution d'une opération est défini par le poids de 1a cathode correspon-
dante. On connait la dépendance entre 1'accroissement du poids d'une ca-
thode et 1a diminution du poids de son anode. La vitesse de diminution
du poids d'une anode dépend de 1'intensité du courant électrique. Le
modéle mathématique d'une opération montre la Tiaison entre la vitesse
d'accroissement du poids de Ta cathode et 1'intensité du courant élec-
trique :

gi|}€(t5] si, a 1'instant t € <t., T.>, les besoins

d xi(t) en moyens discrets sont satisfaits,

at 0 sinon

ofl xi(t) - Je poids de la cathode i dans 1'instant t ; r?(t) - 1"in-
tensité du courant électrique attribué a Ai a 1'instant t compris entre
le début (ti) et la fin (Ti) de son exécution ; gi(.) - une fonction
continue, non décroissante, qui inclut le coefficient de transport élec-
trolytique du cuivre et 1'équivalent électrochimique du groupe des cuves
correspondant a Ai' La dimension de 1'opération Ai’ c'est-a-dire son
état final, est définie par le poids normalisé W, d'une plaque de cuivre
pur sur la cathode 1 :

i

[ g, [P3(t)] dt = w,.

T Gk G i
1
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L'objectif est la minimisation du temps d'exécution de 1'ensemble aﬁn qui
est équivalent @ Ta maximisation de la productivité de 1'atelier d'élec-
trolyse ([18]).

On voit donc que les problémes d'allocation de moyens de catégories
différentes reflétent mieux la réalité et, pour cela, sont vraiment dignes
d'intérét. I1 faut pourtant se rendre compte des conséquences qu'apportent
ces problémes complexes et, en particulier, de la nécessité de considérer
des critéres multiples d'ordonnancement. Cela provient du fait déja men-
tionné (cf. p. 10) que des moyens de catégories différentes engagent des
critéres a la fois de temps et de coit.

C'est cette direction de recherche qui nous a préoccupé dans nos der-
niers travaux. Nous nous limitons en principe aux cas de besoins en moyens
de type discret et cela pour les raisons suivantes :

- des moyens-matériaux sont divisibles de maniére discréte par leur
nature ;

- s'ils sont divisibles approximativement de maniére continue, alors
les besoins en moyens sont en principe de type discret ;

- si les moyens d'une part et les besoins d'autre part sont approxi-
mativement continus, 1'approche initialisée par Burkov ([3]) est efficace
seulement sous des hypothéses assez fortes.

Un autre aspect nouveau de nos travaux consiste a prendre en compte
le probléme d'interruption d'opérations interruptibles et cela de deux fa-

cons :

- par 1'évaluation d'une borne supérieure du nombre d'interruptions
dans un ordonnancement construit selon une approche que 1'on explicite
dans la section suivante et

- par une minimisation du nombre d'interruptions dans cet ordonnan-

cement.
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Dans la section 4, nous présentons d'une part deux approches de pro-
blémes d'ordonnancement incluant différentes catégories de moyens pour des
opérations interruptibles et, d'autre part, la méthode de minimisation du
nombre d'interruptions. La section 5 décrit une méthode d'allocation de
moyens de catégories différentes pour des opérations non interruptibles
et Ta section 6 regroupe des remarques concernant les méthodes de résolu-
tion des programmes linéaires (continus et discrets) multicritéres formu-
18s dans les sections précédentes.



- 1 =

4. APPROCHES DES PROBLEMES D'ALLOCATION DE MOYENS
DE CATEGORIES DIFFERENTES POUR DES OPERATIONS INTERRUPTIBLES

Le probléme général d'allocation de moyens limités des trois catégo-
ries réunies, dans le cas d'opérations interruptibles et en supposant des
besoins discrets, peut étre formulé comme un probléme de Programmation Li-
néaire Multicritére (PLM). Cette formulation n'est cependant ni évidente
ni univoque. En effet, celle-ci dépend des critéres d'ordonnancement, du
type de besoins en moyens, des dates de début au plus t6t et de fin au
plus tard des opérations, etc. I1 existe aussi une classe de problémes
pour Tesquels il y a différentes formulations qui se distinguent entre
elles par la taille du probléme de PLM, la complexité de calcul et la
borne supérieure du nombre d'interruptions des opérations.

Nous présentons dans la suite deux approches pour résoudre ce probléme
d'allocation de trois catégories de moyens : elles se différencient par la
maniére d'utiliser la PLM ([1{]). La premiére approche, dite "en une phase",
donne une allocation satisfaisante a la suite de Ta résolution d'un probléme
de PLM. Dans la deuxiéme approche, dite "en deux phases", 1a solution d'un
probléme de PLM sert, dans la deuxiéme phase, & la construction d'une allo-
cation satisfaisante.

Toutes les notations utilisées dans Ta suite sont homogénes avec

celles qui ont été définies précédemment.

4.1 L'approche en une phase

Considérons un systéme d'allocation de moyens définis de la facon

suivante.

L'ensemble de moyens comprend les trois catégories de moyens R =

n
{R‘l), RE, Rey oo RC, RP, ..., RE} dont la disponibilité est respec-

; 5 3 = ! D b
tivement égale a Nk’ k=l weons P Bk’ k % Ly wows ¥ BT Nk’ Bk’
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k=1, ..., u. L'ensemble d'opérations est composé de n opérations in-
terruptibles. Les relations de succession temporelle parmi les opérations
sont représentées par un graphe orienté, connexe et sans circuits avec la
convention "une opération correspond d@ un arc". Les sommets du graphe
(&vénements) sont numérotés de 1 @ w ol w est le nombre de sommets.
suivant la régle qui dit que le sommet Jj précéde k si et seulement

si j < k. L'opération Ai’ i=1, ..., n, est catactérisée par :

- hi modes d'exécution définis par des lignes de la matrice 31
avec hi >1;
- le vecteur p. = DDi?" j=1, ..., hy o0 pyy estle temps
d'exécution de Ai selon le mode J ;
- a; =0, d, =2
i i

L'ensemble des critéres @ = (T, K?, ik § KC, Kg, — KE}.

Un numérotage des sommets du graphe étant donné, nous pouvons définir
1'ensemble Fg de toutes les opérations qui peuvent étre exécutées simul-
tanément entre deux &vénements (sommets du graphe) successifs : g et g+ 1,
g=1, ..., w=-1 ([20]). 11 est clair que Tes parties d'opérations exé-
cutées dans le cadre d'un ensemble Fg sont indépendantes. Pour formuler
ce probléme en termes de PLM, i1 faut créer les différents sous-ensembles
non vides de 1'ensemble F_ pour g=1, ...,w -1 et ensuite engendrer
toutes les différentes possibilités d'affectation des modes d'exécution aux
opérations dans les sous-ensembles ainsi générés. On appellera variantes
d'allocation les possibilités qui vérifient les contraintes de disponibi-

1ité de moyens renouvelables et doublement Timités. On les numérote de 1
i s. Donnons un exemple de construction des variantes d'allocation avec
les données suivantes :

N L
g3 g 1]
Ry=[1 4 1]
Es'[i g :7:
| | T
J?_{-P;,-szppj,/v-tf,/v".? Rs=[3 7 2]



variantes d'allocation

sous-ensembles

Fg des ensembles n° de mode d'exécution
F 1
g
Al A2 A3 Ad A5
1 1 1
1y
1* 72 2 |1 2
{Ay, Al 1 3
e )
2 4
{Az} 1 5
{Az, A3, A4} 1 1 1 6
{Az’ A3} 1 1 7
{A,, A} 1 1 8
{AS’ A4} 1 1 9
1 10
{A,}
3 2 11
1 12
{A,}
4 2 13
{A4, A5} 1 1 14
{AS} 1 15

Figure 1 : Génération des variantes d'allocation
pour un probléme illustratif

La variable du probléme de PLM est le temps x; > 0 d'utilisation de la
variante 1. L'allocation satisfaisante de moyens est donc définie par
la suite {xT}?=1 qui se déduit de la solution du Programme Linéaire

Multicritére suivant :
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Minimiser :
S
T= % X (1)
1=1
n L n
K, = L z Kl Dz g k&l sssa ¥ 2
=G5 &y PP Tk (2)
p_ Lo
K, = E L %y ., k=1, ..., u (3)
ka1 ey, 1OTDK

sous les contraintes :

: éw x1/p1j(1) =1 1 sdy sssym (4)
i

Ky < B, k=1, ..., v (5)

KESBE k=1, ..., u (6)

gu pij(]) est Te temps d'exécution de Ai selon 1e mode j affecté a
cette opération dans la variante d'allocation 1, Vi est 1'ensemble de
numéros des variantes qui contiennent 1'opération Ai' Par exemple, les
Vi pour Te probléme illustratif présenté ci-dessus sont les suivants :
Vl = {1, 2, 3, 4}, Vo ={l, 2; 5 Bbs 74 B} V3 = {6, 7, 9, 10, 11}, V4 =

{6, 8, 9, 12, 13, 14}, V5 = {14, 15}.

Une application directe d'une des méthodes de PLM se heurte pourtant
aux problémes sérieux que sont notamment la génération, le codage et la
mémorisation de l1a matrice des coefficients qui a une taille importante.
Pour éviter cet encombrement, on a développé une méthode appelée ARSME
([30]) qui fait appel & la méthode du simplexe révisée. En profitant de
la structure particuliére du programme linéaire, on a programmé une pro-
cédure qui engendre automatiquement des colonnes successives de la matrice
des coefficients, c'est-a-dire des variantes d'allocation & chaque itéra-
tion du simplexe. Ainsi, & chaque instant, on ne mémorise qu'une seule

variante d'allocation et son ensemble Fg d'origine. La procédure est



- BT

construite de maniére a minimiser le nombre de variantes qui sont vérifiées
du point de vue des contraintes de disponibilité de moyens. Ajoutons que
le nombre de types de moyens ne restreint pas la capacité de Ta méthode ;
son accroissement est méme favorable car cela peut réduire le nombre de
variantes d'allocations, c'est-a-dire de variables du programme linéaire.

Remarquons que 1'approche en une phase réclame un numérotage des som-
mets du graphe qui n'est pas en général unique. I1 faudrait alors consi-
dérer tous les numérotages possibles, ce qui peut s'avérer pénible s'ils
sont nombreux. Dans le dernier cas, on peut choisir un numérotage établi
a 1'aide de 1'heuristique NODORD ([14]) : celle-ci détermine un numérotage
qui donne un ordonnancement proche, & quelques pourcents prés, de 1'opti-
mum au sens d'un critére d'ordonnancement.

Dans [17|, [18], on a démontré que la borne supérieure du nombre d'in-
terruptions dans un ordonnancement construit selon 1'approche en une phase
est égale d M(n+ v +u-G) ol M est Te nombre maximum d'opérations
qui peuvent étre exécutées simultanément et G = min(w - 1 - gi) ol 9

i
est le nombre d'ensembles Fg qui contiennent A..

On a également calculé la complexité de calcul de cette approche en
admettant qu'on minimise un seul critére (les autres étant bornés) et que,
pour la résolution du programme Tinéaire, on utilise 1'algorithme polyno-
mial de Khachiyan ([87]). La complexité de calcul de 1'approche en une
phase est alors en O(n4M¢f) ([18]) ot £ est le nombre de bits néces-
saires pour coder 1'ensemble des données du programme 1inéaire.

4.2 L'approche en deux phases

Cette approche couvre une classe de problémes qui différe de celle
couverte par 1'approche en une phase ; néanmoins, 1'intersection de ces
deux classes n'est pas vide. L'approche en deux phases permet de prendre
en compte des dates différentes de début au plus tdét et de fin au plus
tard des opérations ainsi que le critére de retard maximum d'achévement
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de 1'ensemble & ; elle n'accepte pas cependant tous les types de besoins

en moyens qui sont acceptés par 1'approche en une phase. L'utilisation

de cette approche est recommandée dans le cas ol dans 1'ensemble R se
trouvent des unités non 1dent1qués de moyens renouve1ab1es ou doub]émént
"limités de méme type, par exemple m machines de méme type dont les ef-
ficacités de travail sont différentes. Les différentes caractéristiques

de ces deux approches ainsi que leur comparaison sont données dans |17], [18]

Pour présenter cette approche, nous abordons un systéme d'allocation
de moyens relativement simple et ensuite nous en montrons les possibilités
de généralisation.

L'ensemble de moyens comprend les trois catégories de moyens A=

0 0 oh n ,p
{Ml, cess Mm, Rls cens Rp, Ris +ees Rv’ R

sont des machines non identiques de méme type et la disponibilité des autres

p ~ ;o
. Ru} oll Mj, 1= 1y 20y M

moyens (dont les unités sont identiques dans le cadre de chaque type) est
" respectivement égale a Nk’ k=1, ..., ps By k= 1y ssas ¥s BE NE,,BE,
k=1, ..., u. L'ensemble des opérations est composé de n opérations

interruptibles et indépendantes. L'opération Ai est caractérisée par :

- hi > 1 modes d'exécution définis par des lignes de 1a-matrice

- o .0 o .n no.p p-y - .0 e
Ry= [Eg iy = Zip i o gy Lip oo Lyl OF Wy, indioue
le numéro de la machine, r?jk €{0, L j=1, ..., hyu k=1, ..., ps
p i _ n -
ik €{0, 1}, =15 «0us hi’ k& 1y se5s Us &8 rigke = 1s sxaus hi’
k=1, ..., v, indique le nombre d'unités de RE qui peuvent prendre part

d 1'exécution de Ai L

|, =1, coos he s

- e vecteur de temps d'exécution p. = [p

iF 1
= ai=0, d_i'_'oo-
L'ensemble des critéres @ = {T, K?, fealy KC, K?, T KE}. Remarquons que
les besoins en moyens Rﬁ, k2 1a sves P BE RE, k =1, ...; us concernent

au plus une unité de tous ces moyens qui est la méme pour tous les modes
d'exécution de Ai'
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L'approche en question est composée de deux phases. Dans la premiére
phase, on cherche les temps totaux xij
lon lemode j, i =1, ..., n3J=1, ..., hi’ dans un ordonnancement sa-

€ <0, pij> d'exécution de Ai se-

tisfaisant (au sens des critéres appartenant & 1'ensemble @). A partir
des x?j, i &1y sosu B2 =dy eewy hi’ obtenus dans la premiére phase,
on construit dans la deuxiéme phase un ordonnancement satisfaisant, réali-
sable pour les mémes valeurs des critéres, en forme d'une suite d'ordon-

nancements partiels. L'ordonnancement partiel est une affectation des

modes d'exécution @ m opérations différentes pour une période de temps
8§ > 0, affectation qui garantit que, & chaque instant, chacune de ces m
opérations est exécutée selon un seul mode.

Dans la figure 2, nous présentons un exemple des ordonnancements ré-
sultant de la premiére et de la deuxiéme phase de 1'approche en question.

ordonnancements partiels
1 2 3 4 5

tion

exécu

modes d'

Ay A6 1Ay As A Ag A
A, Ay Ag As 2 | Ag A, Ay Ag Ay
A A, A 3 | Aq A Ay A Ay
A, A3 4 1A, A Ay Ay A,
:A4 t i A? A§ temps ° A4 A? A6 A? AG temps
1 2 3 4 5 6 7 g 1 2 3 &8 5 6 1

Figure 2 : Ordonnancements résultants de 1a premiére et de la deuxiéme phase

de 1'approche pour un probléme illustratif.

Une allocation satisfaisante de moyens est don¢ définie par la suite

'S n h: S
i 5 _ K Y
{xij(])}]=1; el oll 15 xij(]) = Xij et xij(1) est le temps d'exé
cution de Ai selon le mode j dans 1'ordonnancement partiel 1, 1 =1,

-

- ‘ & Tm
Pour trouver les valeurs de X33 dans la premiére phase, on doit ré-

soudre le Programme Linéaire Multicritére suivant :



Minimiser T

h.
n nooi (%enlp )
K, = & I (Xs:/Pss) 1
ko yop gy T
B n hi p
K= £ I X,s i,
k 3=1, §ul ij ijk

sous les contraintes :

—
=
I
[ne
[
v
o

—
=
=
1
™~
ML
A4
o

5 = . . _0
= Ui §) s F=r
Dk ={i:z Qs 0}

j ijk
I p
Dk = {1 = ? rijk > 0}

ijo

n
ijk

- 24

La condition (10) garantit que le temps
sera pas la durée d'ordonnancement T, (11) que chaque opération sera ache-

vée avant T, (16) que chaque opération sera exécutée.

actif de chaque machine ne dépas-

Les conditions (12)-

(15) représentent les contraintes de disponibilité de moyens renouvelables,
doublement 1imités et non renouvelables respectivement.
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La construction de 1'ordonnancement réalisable dans la deuxiéme phase
peut se faire a 1'aide d'un algorithme polynomial qui a été proposé et dé-
crit dans [13], [18], [20], [22]. Le point crucial de cet algorithme con-
siste dans la recherche d'un sous-ensemble de 1'ensemble des opérations
qui forme un ordonnancement partiel. On a proposé deux méthodes originales
pour la construction de ces sous-ensembles : la premiére est une méthode de
typé "affectation" qui opére directement dans la matrice composée d'éléments

*

X3 ([13], [18]) et 1a deuxiéme est une méthode qui conduit & l1a recherche

d'un flot dans un réseau ([18], [20]).

En ce qui concerne 1'approche en deux phases dont 1'idée de base vient
d'étre présentée, on a déja développé plusieurs généralisations. Citons
les plus importantes :

a) Contraintes_de précédence ([15], [17], [20])
On fait appel & la notion de 1'ensemble Fg définie pour 1'approche
en une phase. Les fractions des opérations exécutées dans Te cadre d'un
ensemble Fg, g=1, ..., w - 1, étant indépendantes, ona w - 1 en-
sembles distincts pour lesquels on peut appliquer 1'approche développée
pour 1'ensemble des opérations indépendantes. La durée d'ordonnancement
pour 1'ensemble Fg est égale a Tg. La variable du programme linéaire
multicritére est le temps total Xijg € <0, pij> d'exécution de Ai se-
Ton le mode Jj dans le cadre de 1'ensemble Fg’ 1215 sana 0 35 Ly
—

i
sé pour le cas des opérations indépendantes doit étre appliqué a chaque

;3 9g=1, ..., w - 1. Dans Ta deuxiéme phase, 1'algorithme propo-

ensemble F_,g=1, ..., w- 1.

g’

On suppose que les opérations sont classées par ordre de Teurs dates

d'arrivée croissantes a; <a, < ... <a. T= et la variable du

a
programme linéaire multicritére est le temps tota?+1x$j) € <0, p1j> d'exé-
cution de Ai selon le mode Jj dans 1'intervalle Qs Apiq>s h=1,
cow M 3 B Ly weny hi ; 1 =1, ..., h. Dans la deuxiéme phase, 1'algo-
rithme proposé dans le cas des opérations indépendantes doit étre appliqué

d chaque intervalle h.
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c) dy <y i=1,...,n, LEa (15, [17], [20])

On suppose que les opérations sont classées par ordre de leurs dates
de fin au plus tard croissantes d <dy < ... <d . Le critére de temps
est le retard maximum L et Tla variable du programme linéaire multicri-
tére est le temps total xgg) € <0, pij> d'exécution de Ai selon le
mode j dans 1'intervalle <d _, + L, d +L> on d +L=0,h=1,

=1,

sies 3 3 3= ls sese By 5 9 .» N. La deuxiéme phase est analogue

3
au cas b).

On définit une suite croissante des valeurs de a; et di’ b, < b,
< oo < b, et une variable xg?) comme dans le cas b). Evidemment,
(h): 1 i = « 9 .
Xij =0 si a; > bh ou d_i < dh+1’ N E 1y s 20 =1 § 3= by e hi H
i=1, ..., n. La deuxiéme phase ne change pas par rapport au cas b).

Dans [17], [18] on a démontré que la borne supérieure du nombre d'in-
terruptions dans un ordonnancement construit selon 1'approche en deux
phases était égale & PR[3 m2 + zN(m -+ (2m=-1) 2m+v+u-1)]
o zy =max {0, min[n - 3m - v -u, mp+u+1)[} et PR est le nombre
d'intervalles qui, selon les cas, prend les valeurs suivantes :

1 pour Te probléme de base (opérations indépendantes),
PR w=1 pour (a),

n pour :(b) ou (c),

2n -1 pour (d)

1

La complexité de calcul de la premiére phase de cette approche calcu-
1ée avec les mémes hypothéses que celles que 1'on a admises pour 1'approche
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en une phase est en O(n4 mt PR4af) ([18]). La complexité de la deuxiéme

phase est en 0(22 m2 PR) ot z = max(zN, m) ([18]). On voit donc que
1'approche en deux phases est polynomiale, ce qui prouve son efficacité
dans le sens de Ta complexité des calculs.

4.3 La minimisation du nombre d'interruptions des opérations

Introduire Ta possibilité d'interrompre des opérations entraine plu-
sieurs conséquences, notamment certaines propriétés et méthodes de cons-
truction d'ordonnancements satisfaisants. Premiérement, en admettant
1'interruption, on peut augmenter le degré d'utilisation des moyens renou-
velables, c'est-a-dire diminuer le temps mort des machines et de 1a main-
d'oeuvre, ce qui raccourcit le temps d'exécution de 1'ensemble A. Deu-
xiémement, 1'hypothése d'interruption augmente la performance des méthodes
d'ordonnancement car une large classe de problémes peut étre réduit defa-
con polynomiale a des problémes de programmation linéaire. Ils appartien-
nent ainsi & la classe P alors que Tes problémes correspondants avec des
opérations non interruptibles sont NP-complets. I1 convient de noter ce-
pendant que chaque interruption est plus ou moins colteuse et qu'en dépit
de certaines applications, notamment informatiques ol ce codt est négli-
geable par rapport au gain qui en résulte, ce colit existe réellement ;
i1 est donc raisonnable d'en tenir compte. Une méthode cherchant & minimi-
ser ce colt a &té proposée dans [19] pour des ordonnancements construits
par une des approches présentées ci-dessus. C'est ainsi Ta premiére fois
que Te nombre d'interruptions a pu intervenir comme un des critéres mul-
tiples d'ordonnancement.

Pour décrire 1'essentiel de cette méthode, il est utile de rappeler
qu'un ordonnancement obtenu selon 1'approche en une phase est une suite
de variantes d'allocation et que celui qui est obtenu selon 1'approche
en deux phases est une suite d'ordonnancements partiels. Une interruption
ne peut se faire qu'entre deux variantes d'allocation ou entre deux ordon-
nancements partiels. Remarquons que 1'ordre des éléments de ces suites
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n'est pas unique dans le cadre de chaque ensemble Fg, g=1, ...,% -1,
I1 faut donc chercher un ordre qui minimise le nombre d'interruptions des
opérations dans un ordonnancement donné. Ce probléme a été résolu en se
ramenant au probléme du voyageur de commerce ([18], [19]).

Pour chaque variante d'allocation appartenant a un ordonnancement ob-
tenu selon 1'approche en une phase (*), on définit un vecteur ZJ = [?1é|,
g = Ly wens V& 512 Ly cwuns WP,

1 si la position g correspond & une opération et son mode
d'exécution dans la variante 1,

N
e
n

0 sinon.

wp est le nombre de variantes et ve est le nombre de modes d'exécution

distincts utilisés dans 1'ordonnancement en question. On introduit égale-

ment un vecteur Z = L?oql ol z,, = 0 pour q =1, <y VE Pour cha-

que couple Z., Zj on définit une matrice carrée S = L§1}|, i, =0, 1,
.., Wp ot

o si la variante Jj ne peut pas suivre immédiatement la va-
riante i (par exemple a cause des contraintes de précé-
= dence),

(z. + 2z, =2

iq iq Ziq qu) sinon.

Sij # o définit le nombre de différences entre deux variantes. Chaque
différence correspond & un des quatre événements :

- début

- suspension \ d'exécution d'une opération dans une des deux va-
- reprise riantes voisines.

- fin

(%) Dans le cas de 1'approche en deux phases, il faut substituer Ta va-
riante d'allocation par 1'ordonnancement partiel.
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Comme pour chaque opération, i1 y a autant de suspensions que de reprises

et un seul début et une seule fin ; Te nombre d'interruptions est égal a

{5 = s?j) -2n|/2 od sfj est T'un des (wp + 1) @&léments de S tels
i J

qué -

(i) dans chaque Tigne et dans chaque colonne de S il y a exacte-

ment un élément s?j H

(ii) les indices des &léments sﬁj forment un cyc]e.E
0i, ij, jk, kf, ..., pg, q0.

Le probléme consiste a trouver une suite de (wp + 1) é&léments 5§j qui
respecte les conditions (i) et (ii) et minimise

(iii) £z sr..
i s N
1
On voit bien que ce probléme est équivalent au probléme du voyageur de com-
merce. Comme c'est un probléme NP-complet, i1 est raisonnable d'utiliser
pour le résoudre une des heuristiques connues.

Pour illustrer une application de cette méthode, reprenons 1'exemple
présenté dans la figure 1. Supposons que les variantes d'allocation sui-
vantes soient entrées dans un ordonnancement construit selon 1'approche en
une phase : 4, 6, 7, 8, 10, 13, 14. Les vecteurs zh, i 2 1y wees 1 0L
Ta matrice S prennent alors les formes suivantes :

A Ay Az Py Ay Ay
Z;=[1-0.0 0 0 O
;2=Eo 1110 o;|
=01 100 0:|
g4=|;o 1 010 0:[
;5=t0 0100 0:|
;6=to 00 01 0:|
Z,==0 0 0 1 0 I



i 0 s

n® de la
variante S 0 1 2 3 4 5 6 7
d'allocation R
0 o (1) = = © o o o
4 1 o0 o0 4 3 3 (2) 2 o
6 2 o o o 1 (1) 2 4 3
7 3 oo w (1) = 2 1 3 4
8 4 o o 1 2 o 3 3 (2)
10 5 o o 2 (1) 3 ® 2 3
13 6 (I) 4 3 3 2 B 3
14 7 2 o o i o ©  (3)

Dans la suite des variantes : 0-4-10-7-6-8-14-13-0, Te nombre d'interrup-
tions est minimal et é€gal & 1. Remarquons que dans Ta suite initiale :
0-4-6-7-8-10-13-14-0, le nombre d'interruptions est égal a 4.
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5. METHODES D'ALLOCATION DE MOYENS DE CATEGORIES DIFFERENTES
POUR DES OPERATIONS NON INTERRUPTIBLES

Le probléme général d'allocation des trois catégories de moyens,
dans le cas des opérations non interruptibles et des besoins discrets,
est évidemment NP-complet et peut étre formulé en termes de la program-
mation linéaire multicritére en variables 0-1 ([Hﬂ). Cependant, méme
dans le cas d'un seul critére, une application directe d'une méthode de
PL en variables 0-1 & la résolution de ce probléme n'est pas satisfai-
sante car ce sont des méthodes peu performantes et de plus, dans le dé-
roulement de 1'algorithme, on ne connait en général pas de solution ré-
alisable. Ainsi, si 1'on est obligé d'arréter les calculs, on n'est pas
sir d'en obtenir.

C'est pourquoi on a proposé dans [18] une autre technique de résolu-
tion qui est une technique d'énumération implicite et qui élimine le der-
nier inconvénient. Cet algorithme généralise celui de Talbot et Patterson
(|}ﬂ[l) développé dans le cas o0 des moyens sont renouvelables et, pour
chaque opération, il y a un seul mode d'exécution.

On considére un systéme d'allocation de moyens proche de celui qui a
été défini dans le paragraphe 4.1 : on admet en effet que les opérations
sont non interruptibles et que les relations de succession temporelle par-
mi les opérations sont représentées par un graphe orienté sans circuits
avec la convention "une opération correspond a un sommet" et que a2 0
et di oo 12 1y wess M

Soit Th une borne supérieure du temps d'exé&cution de 1'ensemble cf,
appelée horizon de temps,calculée selon une régle heuristique. Supposons

que Th et Tes temps d'exécution des opérations, Pij f2ls suus B B
J=1ly vous hi’ ont des valeurs entiéres. L'horizon de temps se compose

donc de Th périodes unitaires. Pour chaque opération, on connait une
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date d'achévement au plut tét, e et une date d'achévement au plus tard,
11, i=1, ..., n, qui se déduisent de 1'analyse du chemin critique a
condition que toutes les opérations soient exécutées selon Teurs modes

les plus rapides et que T = Th' Evidemment, e; > a; + min (p;;) et

id
]1 < di’ i=1, ..., n. On admet aussi, sans perte de généralité, que
1'opération An est Ta seule opération sans successeurs ; donc 1n = Th'

L'algorithme d'énumération implicite consiste en 1'amélioration ité-
rative d'un ordonnancement réalisable connu a priori. L'ordonnancement
de départ peut étre construit selon une simple régle heuristique ([1€|).
Nous présentons dans la suite le principe de cet algorithme dans le cas
ol 1'on minimise un seul critére, les valeurs des autres critéres étant
bornées. Afin d'accélérer la convergence de 1'algorithme en question,

il est souhaitable de faire auparavant les rangements suivants :

1) Rangement des opérations dans 1'ordre respectant les contraintes
de précédence ; pour les ex-aequo, on utilise des régles prioritaires qui
dépendent de la nature du critére temps. Notons P(i) Tla priorité de Ai

- pour T s P(1) = 1/min (pij) ]
. J -

- pour L ou U, P(i) = w1./d_i :

- pour F , P(1) = w;/min (pij)‘

J
2) Rangement des contraintes de disponibilité de moyens selon un
rapport "besoins vs. disponibilité" décroissant.

3) Rangement des modes d'exé@cution pour chaque opération :

- pour un critére de temps dans 1'ordre des P 5 croissants ;
- pour un critére de colt dans 1'ordre de consommation croissante.

Pour chaque opération Ai’ on définit deux variables Yi et Ui qui
prennent respectivement les valeurs t et j si, & la suite de 1'affec-
tation du mode j & 1'opération Ai’ son exécution s'achéve pendant la
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période t. On définit également des variables th, ke 1y sess By Bkt’

k=1, ..., vs et NEt’ BEt, k=1, ..., u qui montrent les quantités
respectives de moyens RE, RE, RE- disponibles pendant 1a période t,
t & 1s suus Th’ au cours de 1'application de 1'algorithme.

L'algorithme commence par la définition de 1a date d'achévement au
plus tét de 1'opération Al exécutée selon son premier mode. Ainsi, on
connait Yl et U1 =1 et i1 faut diminuer respectivement th, ko= L,

2 p = 2 0
.y p, Bkt’ k_].’ CRE R V, th, k"]., ey U, t—]., e ey Y]_ de r‘]_]_k,

r?lk’ r?lk Pip- Ensuite, commencant avec A2 et finissant avec An’ on
essaye d'affecter le premier mode d'exécution & ces opérations de sorte
qu'elles s'achévent le plus tdt possible compte tenu des contraintes de
moyens et de précédence. Si 1'augmentation d'une solution partielle par
1'inclusion de 1'opération Ai exécutée selon le mode j est non admis-
sible a cause de contraintes de moyens, il faut essayer 1'affectation de
1'un des autres modes j + 1, ..., hi a cette opération. Si c'est impos-
sible, 1'algorithme revient a 1'opération Ai—l' On enléve alors 1'opéra-
tion Ai—l Ide Ta solution partielle et on essaye de 1'y réintroduire de
telle sorte que la date de son achévement soit le plus prés possible mais
postérieure au Yi—l précédent. Evidemment, on tient compte ici de tous
les modes j > U;_; et des disponibilités de moyens dans 1"intervalle com-
pris entre la date de début au plus tot ey (qui, au cours de 1'applica-
tion de 1'algorithme, doit vérifier la condition e, > Y;, 1 c P?_l ol
P31
d'achévement au plus tard, 1%—1' Si on réussit, la solution partielle

est 1'ensemble des prédécesseurs immédiats de Ai-l) et la date

est augmentée et 1'algorithme passe a 1'opération Ai' Le processus d'aug-
mentation et de retrait se poursuit jusqu'a 1'obtention d'une solution com-
pléte ou jusqu'a la tentative de retrait au-dessous de Ta premiére opéra-
tion. La premiére situation signifie qu'on a obtenu une nouvelle solution
améliorée et la deuxiéme que la derniére solution compléte est optimale.

I1 est également possible que Yn, pour une solution améliorée, soit égale
a la borne inférieure de T (par exemple en) connue a priori ; cela si-
gnifie que cette solution est déja optimale. Si ce n'est pas le cas, la
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solution améliorée remplace la derniére solution compléte et, avant 1'ité-
ration suivante, on actualise les dates d'achévement au plus tard 1% =
11 - (]n - Yn), i=1, ..., N.

Dans le cas d'autres critéres de temps ou de colt, notamment L, F,
u, KE {k = 1y wous W) KE (k =1, ..., u) ou K, aprés avoir trouvé une
solution améliorée au lieu de changer la valeur de 11, i=1, ..., n, oOn
actualise la borne supérieure de la valeur du critére en question. Par
rapport a la version présentée ci-dessus, 1'augmentation d'une solution
partielle peut se faire a la condition supplémentaire que 1'inclusion de
1'opération Ai exécutée selon le mode j n'implique pas d'augmentation
de la valeur du critére au-dela de sa borne supérieure (en admettant que
les opérations suivantes soient exécutées selon leurs modes les plus ra-
pides ou les moins chers sans considérer de contraintes de moyens). Sinon,
1'algorithme revient tout de suite a 1'opération Ai—l' En-dehors de cette

modification, le principe de 1'algorithme reste le méme.



6. REMARQUES CONCERNANT L'ASPECT MULTICRITERE
DES PROBLEMES D'ALLOCATION DE MOYENS

Dans le cas d'opérations interruptibles, dans les deux approches pro-
posées, 1'aspect multicritére des problémes d'ordonnancement est pris en
compte a 1'étape de la résolution du programme linéaire multicritére alors
que, dans le cas d'opérations non interruptibles, cet aspect est pris en
compte dans une technique arborescente ([19]). En principe, dans les deux
cas, 1'ordonnancement satisfaisant est une des solutions efficaces du pro-
bléme d'ordonnancement multicritére a condition que le décideur ne prenne
pas en compte d'autres critéres, en particulier des critéres non analyti-
ques. On connait trois approches principales au choix d'une solution ef-

ficace satisfaisante ([[7_|, [10], [1I]) :

A) L'approche par la programmation paramétrique (multiparamétrique)
qui met en évidence 1'ensemble des solutions efficaces. Le décideur choi-
sit une solution satisfaisante aprés avoir comparé différents &léments de
cet ensemble. Cette approche est particuliérement recommandée Torsqu'il
n'y a que deux critéres mais devient trés inefficace s'il y en a plus.

B) L'approche par agrégation de plusieurs critéres en un critére
unique. Cette approche fournit au décideur une seule solution efficace
qui maximise une fonction d'utilité reflétant ses préférences. Selon les
techniques d'agrégation, on distingue les méthodes suivantes :

minimisation de la somme pondérée des critéres ;
- méthode lexicographique ;

- méthode des seuils ;

- goal programming ;

- programmation linéaire floue.
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Toutefois, en dépit des techniques proposées, il est fréquent de trouver
des problémes qui soit demandent un travail trop important pour obtenir
une image satisfaisante des préférences réelles du décideur, soit condui-
sent a une représentation arbitraire de ces préférences par une fonction
d'utilité trop grossiére. De plus, la quantification a priori des impor-
tances relatives des critéres peut étre complétement faussée par une igno-
rance de la configuration de 1'ensemble des solutions réalisables. Ces
remarques incitent a définir les préférences en méme temps que 1'on ex-
plore 1'ensemble des solutions réalisables ; ceci constitue 1'approche C
du choix d'une solution satisfaisante.

C) Meéthodes interactives qui se composent itérativement d'une phase
de calcul et d'une phase de décision. Dans la phase de décision, on pro-
pose au décideur une solution efficace et une solution de référence pour
qu'il définisse la direction de recherche d'une meilleure solution effi-
cace dans la phase de calcul. Le décideur est aidé par 1'analyse de sen-
sibilité qui décrit les tendances des différents critéres dans le voisi-
nage de la derniére solution efficace.

Nous présentons dans [19] une analyse des conditions d'application de
ces approches dans le cas des problémes d'ordonnancement avec des opéra-
tions interruptibles. Nous insistons sur 1'application de 1'approche C
car seule cette approche permet de prendre en compte le critére du nombre
d'interruptions avec une importance équivalente aux autres critéres. En
effet, la méthode de minimisation du nombre d'interruptions s'applique a
un ordonnancement connu ; dans 1'approche B, ce critére n'aurait pu in-
tervenir que comme un critére secondaire.

Le cas des opérations non interruptibles est pourtant plus difficile,
notamment dans le cadre de 1'approche C. Comme nous 1'avons mentionné dans
la section précédente, le probléme d'ordonnancement avec des opérations non
interruptibles peut &tre résolu par Programmation Linéaire Multicritére en
variables 0-1. Cette possibilité demeure pourtant théorique car les mé-
thodes connues ([2_|, [9], [25]) ne sont pas assez performantes dans ce
cas 1da. C'est pourquoi nous travaillons actuellement sur une version mul-
ticritére interactive de 1'algorithme arborescent présenté dans la section
5 qui répondra spécifiquement a ce type de probléme.
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