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A CHARACTERIZATION OF n-WAY TABLES
MWHEN SOME MARGINS ARE GIVEN

ABSTRACT

A significant number of statistical studies is devoted to data tables,
particularly to the "filling up" of such tables under constraints.

A characterization of n-way tables with fixed marginal totals is given
here, in the general case by means of an easy-to-use algorithm (which is
described and proved in an annex).

KEY WORDS : Statistical adjustment, n-way tables with fixed marginal to-
tals.
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LES TABLEAUX A n ENTREES
RAPPEL DE QUELQUES QUESTIONS
ET SOLUTION D'UN PROBLEME DE CARACTERISATION

RESUME

De nombreuses études statistiques sont consacrées aux tableaux de
données et en particulier au probléme du "remplissage" de tables sous
certaines contraintes.

C'est dans cette perspective qu'est recherchée ici une caractéri-
sation des tableaux & un nombre quelconque d'entrées lorsque certaines
de leurs marges sont imposées. Dans le cas général, on aura recours
pour cela a un algorithme de mise en oeuvre aisée (qui est décrit et
justifié en annexe).

MOTS-CLES : Ajustement statistique, tableaux @ n entrées a marges fi-

Xées,



INTRODUCTION

L'intérét porté par les Statisticiens aux tableaux numériques,a deux ou
“plusieurs entrées, bien qu'ancien (cf.par exemple (4)) ne semble pas flé-
chir (comme en témoigne ,entre autres, une rencontre prévue a ROME en Juin 1981
sur le théme: "Analysis of Multidimensional Contingency Tables").C'est qu'il
s'agit 13 d'une représentation:

- d'emploi souple:elle convient dans les cas de variables quantitatives
aussi bien que qualitatives, d2s qu'un nombre fini. de classes est constitué;

= de mise en oeuvre simple : il suffit de trier les données;

- de compréhension aisée: les variables qui seules interviennent sont celles

qui ont été mesurées (et non ,contrairement a4 de nombreuses analyses,

certaines de leurs transformées).

Cependant, dans la mesure mé&me ou cette représentation est peu réductrice,
de tels tableaux ne constituent souvent que le premier maillon d'une chaine

de traitements visant & faciliter l'exploration des données recueillies.,

On peut distinguer deux classes de problémes se posant & propos de tableaux

numériques:

A.L'analyse de tels tableaux,supposés entiérement remplis, visant:

A.l.,s0it 3 tester une hypothése structurelle sur la population étudiée

(par exemple l'indépendance en probabilité des variables observées sur

celle-ci);
A.2, soit & une représentation plus "commode" des données (souvent de

nature géométrique).

B.Le remplissage de tableaux incomplétement garnis ,sous des contraintes

a4 préciser dans chaque cas.

Toutes ces questions ont donné lieu & une trés abondante littératurejainsi:
A.l, relédve typiquement de la statistique probabiliste:s'y rattachent

en particulier les tests du - dans les tables de contingence ,en vue

d'éprouver la conformité a un "mod&le" de référencejcitons en référence (10,14]

parmi d'autres ,fort nombreuses.Notons également ,dans cette sous-classe,



une question du type: tel tableau est-il symétrique, & des écarts aléatoires
prés (3} _

. A2, couvre la majeure partie des procédures d'analyse des données

(analyse en composantes principales,des correspondances, des proximités etc)ﬁ{],

C'est & la classe B que la présente étude est consacrée ,venant s'ajouter
a4 de trés nombreuses autres citées en référence et dont certaines ,telle
que [15) ,comportent une abondante bibliographie.Aprés avoir mentionné
quelques problémes concrets qui s'y rattachent, nous présenterons essentiel-
lement une caractérisation des tableaux 4. n entrées (c'est-d-dire & n
variables observées) et dont certaines marges sont fixées ,ce terme de

marge! prenant un sens que nous préciserons dans le cas ol n > 2,

1. Quelques problémes de remplissage de tableaux & marges fixées

1.1. Un probléme classique de transport

Un produit (charbon,céréale ou autres) est distribué & J "clients" indicés
par j (j=1l,e..,J) & partir de I dépdts indicés par i (i=1,...,I);chaque
dépdt i contient une quantité a; du produit a distribuer;chaque client j
a commandé une quantité bj de ce produit et pourra &tre servi a partir
d'un ou de plusieurs dép8ts.Il s'agit de constituer le tableau Y= (yii)
des quantités & livrer & partir des différents dép8ts de maniére ,si

possible,a satisfaire les commandes tout en minimisant le cofit global

du transport,.Cette derniére fonction de cofit f(yll""’yij"°"yIJ) étant

supposée connue,on voit qu'il s'agit ici de rechercher:

MIN f(yll’...'yij'.'.’yIJ) &

sous les contraintes:

1J

(Vi)%y

/

(V i,.j)) V. . >/ 0

AN
Hm

ij

(VJ)/? vi; = by



Rappelons que méme si la fonctionf est supposée (abusivement) linéaire, le
probléme de programmation ainsi posé peut &tre de résolution longue en

raison du nombre IJ ,éventuellement trés élevé, d'inconnues.

1.2, Une &tude de '"mobilité sociale"

Comment évolue la répartition en CSP (Catégories Socio-Professionnelles)
des individus d'un pays au cours des générations successives ? Il conviendrait

de dresser le tableau a double entrée suivant:

P P O J
. : yij désignant le nombre
ile - = . 'yi,j S ST Yy, d'individus appartenant a la CSP j
. { tandis que leurs parents apparte-
I ! .naient & la CSP i .

Y.; ‘

Si les marges ( ‘A il=Tsealy ¥ i yJ=le.eJ) d'un tel tableau peuvent &tre

(relativement) bien connugs grice aux recensements effectués au cours des
générations successives, les éléments yij seront en général mal connus

(et éventuellement approchés par sondages)d'oll le probléme ainsi posé du
remplissage d'un tableau "équilibré" (c'est-2-dire dont les marges données

a priori sont bien égales aux sommes correspondantes de lignes et de colonnes)

tenant compte des différentes sources d'information disponibles.

1.3.Une question de Comptabilité Nationale:les tableaux d'échanges

L'économie d'un pays étant par exemple divisée en "branches",il importe de
connaitre les échanges s'effectuant entre elles:ici encore,si 1l'on connalt
relativement bien le total des sorties ("output") pour chaque branche ,ou
encore celui des entrées ("input"),-donc les marges d'un tableau d'échanges,
‘'ses &léments m@mes ne seront que trés approximativement évalués:d'ol un
probldme de construction de tableau en tenant compte des informations détenues

(essentiellement sur ses marges et ,approximativement, sur ses éléments ).



1.4, Une interrogation post-électorale: les reports de voix

Prenons l'exemple de l'élection présidentielle frangaise a deux tours:au
premier tour,les suffrages exprimés se répartissent sur I candidats {en
1981, I=10),puis au deuxiéme tour, sur J=2 candidats seulement.Si l'on
connaft bien ,aprés dépouillement, ces deux répartitions,on ignore,en
principe; comment se sont effectués les reports (combien d'électeurs ayant
voté pour le candidat i au premier tour ont voté pour j au second?)Cette
question revient & s'interroger sur les €léments d'un tableau de format IxJ
dont les marges sont bien connues alors que ceux—-ci ne sont qu'estimés par

des enquétes par sondage complétées d'analyses politiques.

Les différents problémes présentés ici concernent le '"chercheur opérationnel
intéressé par le transport et la logistique (1.1),le sociologue (1.2),
1'économiste (1.3),le politologue (1.4).Cette question a préoccupé également

des mathématiciens attirés par la statistique.

1.5. Le probléme de FRECHET

Sous ce terme l'on entend 1'étude des tableaux (en particulier de corrélation)
dont les marges sont fixées et soumis éventuellement & des contraintes
supplémentaires (par exemple & éléments compris entre des bornes données),

ce sujet ayant donné lieu & plusieurs publications de M.FRECHET s'échelonnant
sur une dizaine d'années.Elles établissent en particulier des relations dites
"conditions de FRECHET",certaines trés naturelles,d'autres qui le sont moins

et de démonstration plus difficile:si l'on envisage les tableaux Y=(yij)

de format IxJ , & éléments entiers naturels et de marges notées Vi . et y-j,
alors:
1)Si les marges Y; et Y3 (pour i=l...I et j=l...J) sont des
entiers naturels arbitraires soumis cependant a4 la condition:
I J
% Vi, . :2'—:1 Yy *v,, ) (1)

il existera au moins un tableau Y d'entiers naturels admettant pour marges

les entiers choisis a prioril 6,11,



2)Si l'on impose des majorants mij tels que:

(Y a5, v, £

m, .
ij = "ij

des conditions nécessaires et suffisantes dtexistence d'un tel tableau sont:
| T oo | W DO | v ¥ et}

J .e
i€ A jE B jE B iEA

"
Connues sous le nom de Wconditions (C) de FRECHET,elles imposent en général

la vérification d'un assez grand nombre d'inégalités;ainsi (8] est consacré

3 la détermination de toutes les solutions (entiéres ) qui existent dans ce cas.

1.6. Evaluation de la probabilité d'!'événements "rares"

Nous allons aborder .un problédme se rattachant directement au précédent et
concernant l'évaluation de la probabilité d!événements rarement observés,mais
auxquels on s'intéresse en raison des conséquences graves de leur réalisation
éventuelle,

Plus précisément,supposons qu'un événement eij se réalise si et seulement si
un événement a; et un événement bj sont conjointement réalisés.Il peut se
faire qu'a partir d'observations disponibles on soit en mesure d'estimer
convenablement les probabilités respectives de réalisation de a; et de bj’

soit pl(ai) et pz(bj)' On ne sera pas pour autant en mesure d'estimer

correctement la probabilité de réalisation de eijr,soit p(eij).Certes,on
peut affirmer que: '

p(eij) £ min pl(ai), pz(bj) )

Mais le second membre peut apparafitre comme un majorant trop large de p(eij)'

Une autre hypothése adoptée,é titre de simplification (abusive)fest parfois

celle de l'indépendance stochastique:elle conduit & estimer p(eij) par:

n
p(eij) = pl(ai) pz(bj)



ce qui risque de sous-évaluer gravement p(eij).(Si pl(ai) et pz(bj)

sont faibles,on voit méme parfois négliger ,selon cette logique , des
termes tels que p(eij) comme étant du "“second ordre"). En fait,ce
probléme conduit & envisager les probabilités sur un espace produit
compatibles avec des probabilités marginales connues,ou du moins supposées
convenablement estimées.Donc,dans le cas d'ensembles finis d'événements,

nous serons amenés,comme dans le probléme de FRECHET, & essayer de

caractériser les tableaux admettant des marges connues.

2, Caractérisation des tableaux 2 n entrées dont les marges sont fixées

Avant d'aborder ce probléme,nous passerons rapidement en revue les
méthodes de remplissage de tableaux & marges fixées ,en nous limitant

au cas n=2 qui est celui habituellement traité.

2.1. Construction de tableaux & marges fixées pour n=2

2,1.1., Pour les problémes du type (1.1.) ,les éléments du tableau

sont choisis de facon i minimiser (ou maximiser) une certaine fonction
(économique) sous contraintes de marges.Dans le cas le plus simple,il

en résulte un programme linéaire traité par un algorithme donnant la
éolution exacte (type "simplexe") ,ou,s'il y a trop d'inconnues,
améliorant une solution de départ par une procédure de transfert circulaire
(STEPPING STONE)- ,d'ailleurs interrompue d&s que le gain procuré a

chaque étape n'en semble plus justifier la poursuite.

2.1.2. Pour les problémes (1.2),(1.3),(1.4),une premiére méthode
("probabiliste") consiste & choisir une forme de distribution bidimen-
sionnelle admettant des marges fixées et dépendant de paramétres qu'il
faudra estimer :c'est la procédure utilisée dans {9) et (15) en s'appuyant

sur la loi de GUMBEL :
H(x,y) = F(x) Gly) (1 + ol (1-F(x)) (1~ G(y)) )

olt F(x) et G(y) désignent les lois de distribution des marges et &

-

un paramétre a estimer,

Une autre méthode consiste & adopter un tableau de référence ayant des



marges quelconques et d'essayer de s'en rapprocher (en un sens &
préciser) sous les contraintes de marges fixées.Selon la "distance'
choisie,cette méthode sera plus ou moins commode et conduira a une
solution explicite ou & un algorithme de résolution;ajoutons que la
"distance"en question n'est pas toujours explicitement donnée ,alors
méme que la procédure proposée de construction du tableau correspond
en fait implicitement & un tel choix:c'est le cas ,comme il est dit
dans (15}, de la méthode classique RAS et de l'information de
KULLBACK.

2.2, Détermination de l'ensemble des tableaux admettant des marges fixées

Comme il n'est pas question,sauf dans des cas particuliers,de construire
effectivement tous les tableaux admettant des marges fixées,il convient
en fait de définir une procédure de caractérisation .

Celle que nous choisissons a l'avantage de permettre une résolution
commode des problémes rappelés en 2.1.2.,pour une classe de distances

assez générale et surtout dans le cas d'un nombre quelconque n d'entrées.

. Il sera &tabli que tout tableau Y 3 n entrées & marges fixées

pourra s'écrire sous la forme d'une somme:

Y = Yo + 2

. Y% et Z seront de méme format que Y;

. Y° sera un certain tableau ayant les marges imposées & Y et qui
sera déterminé explicitement;

. 2 sera un tableau dont toutes les marges imposées & Y seront
astreintes a &tre nulles.
Contrairement & Y°, le tableau Z ne sera pas unique et comportera
méme une large part d'arbitraire ,restreinte seulement par la contrainte
que nous venons d'indiquer et éventuellement d'autres}découlant par
exemple @&t s;auve.wt'.[ecas)du caractére positif que l'on imposerait aux

éléments de Y.



L'intérét de cette décomposition tiendra en particulier au fait que cet

Y° gera'orthogonal' a tous les Z en ce sens que:

Yo ® 7 = Zkyf{zk=o

(la sommation étant étendue A tous les éléments de Y°et?

2.,2.1, Remarque importante :qu'est-ce qu'une "“marge"?

Dans le cas d'un tableau & 2 entrées,il s'agit de 1l'un ou l'autre des ensembles
de valeurs obtenues par sommation sur l'indice de ligne ou de colonne,

soit pour Y = (yij):

s & v Tl ook
i, l e = A & EeSees

=1
fop | v

Dans le cas du'parallélotope" correspondant a n=3, les marges pourront

I

Z yij si=l.e4d j

i=1

I}

désigner aussi bien les faces (obtenues par sommation sur l'un des 3
indices ) que les arétes (obtenues par sommation sur 2 des 3 indices).
Plus généralement,pour un tableau a n entrées,les marges seront des
"facettes" ayant elles-mé@mes la forme de tableaux n-k entrées si les

a
sommations ont été effectuées sur k (1 £k £ n ) indices.

2.2.2. Interprétation géométrique

On pourrait interpréter un tableau numérique de format IxJ comme I
vecteurs de RJ.Mais cette interprétation ne se préte guére a une géné-
ralisation au cas de plus de 2 entrées.C'est pourquoi nous considérerons

-2
plut8t qu'un tableau Y est un veqteur _Y de l'espace vectoriel euclidien

de dimension égale au nombre de ses éléments,soit IJ.Imposer des marges,
- =7 -
c'est imposer la projection Y° de Y sur un certain sous-espace

.

vectoriel H :celui-ci est engendré par les I+J vecteurs suivants §



exprimés dans la base canonique( (eij ji=l...I3j=1...J) ol chaque

eij est constitué de I suites mises bout & bout et comportant
chacune J é&léments tous nuls & l'exception du jéme élément de
la iéme suite auquel est attribué la valeur 1), I de ces vecteurs

auront la forme:

1
Vl = w— ( 1 1 a0 e l &O ° [ . _O_/)
J termes (I-1)J termes
V2='J;(OO--0011-0 loooo- O)
, VJ— J termes J termes (I-2)J termes
V= X (0. . 0 11... 1
V‘r (I-1)J termes J termes

tandis que les J suivants seront:

4
W= = (100..0100.. 9,.100..010..0)
1 Vi’ —

J termes J termes J termes J tjr—‘ges
v —
1J termes
= 1 ©wi0..0010. . 0,010, 00 10..0)
VE_ J termes J termes 1 S J termes
CINY

WJ=— o0 ,., 100,. 01.00 , ., 0 10, ,01
Vi_ — S——~—"

Notons que ces I+J vecteurs n'engendrent qu'un espace H de dimension

I+J=1.En effet,soit une combinaison linéaire

T
Lo % )\i v, i tg W ()i,ftjéﬂi)
Alors:{L:O}k‘—'—? (Vi, Y V)—: —V-—_;]:_-— =0

Dtol : (\11), )li KV— ;(Vj) (.uj=-KV-]-:—;K.constante

arbitraire ,

Donc ,a un facteur prés,une et une seule combinaison linéaire est nulle.
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La décomposition: VY =Y° 4+ Z

correspond alors simplement & la décomposition vectorielle:

=t =y iy =iy - = .L
Y =Y° + 7 ot YOE€ H et 7Z & H (supplémentaire orthogonal de H).

2.2.3, Conséquence: solution d'un probléme d'ajustement

Pour construire un tableau Y de marges fixées el approchant au mieux un

tableau donné X au sens des moindres carrés,il suffira 4%’
e N A Aox
de considérer leurs projections orthogonales sur le sous- -y “
. . . LXK A7
espace H,donc de déterminer (comme il sera précisé plus .|
loin) les tableaux Y° et X° respectivement associés ‘Ko

R o : j
a2 Y (ou plutdt & ses marges connues) et & X, H

Le tableau Y™ cherché sera alors simplement :
Y'*:YO B X =~ X9

- = e b
le vecteur X - X° (ou tableau X - X° ) jouant le r8le du vecteur 7

o 2 ; I i
(é1ément du supplémentaire HL de H dans l'espace IR J ) le mieux

adapté dans ce probléme d'ajustement:

. ¢ iE ¥
parmi les tableaux ayant les marges que l'on s'est fixées, Y est
ainsi celui qui approche X au mieux (au sens des moindres carrés;une
extension au cas d'une distance quadratique quelconque étant d'ailleurs

possible en utilisant une procédure analogue).A l'optimum :
»® 2 2
E (yjj - xij) = z ( .YJ?J. - xi°j)
1,J ) e iyJ g ’

2.2.4, Cas particulier du tableau & 2 entrées

Les considérations géométriques précédentes conduisent directement &

la décomposition suivante:

e e Sl Y ) (242,441

avec : Y° = (y°., =
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tandis que 7 est un tableau A marges nulles de méme format aque Y.

Cette formule (2.2.4.) peut s'établir comme suit:

i, nous cherchons Y% sous la forme:

I J
YO = ;EE. a, V, + ;:é b, W,
. 1 1 = J J
i=1 j= 1
comme
(Y 1e¥, . 00:T% ) 5 (2 —a0), v, =0
et "
(¥ j€f,ees I, (Y =YO)ou, =0

il apparaft que:

J

1 z b, (1=1,000,I)
, P J

Vo Vio 7S

1
eb: 1

A TR
I j.=!

I1 en résulte que:

1 A=A, +
I T

J
ZE bj + 1 EE ai = 5 B v
J=1 VI i=1 PIJ

Remplagant les Vi et les Hj en fonction des vecteurs de base e,. ,

i
1

e T 2?—: P i

AEY Vi i3

il vient:

Yo o =

et par suite,utilisant les relations ci-dessus liant les a, et les bj :

& . o - e
Yo = (‘Yij _yi./J + y.j/I J../IJ Ve

Application numérique : cherchons le tableau Y*lde format (2x3) ,admettant

les mémes marges que le tableau Y ci-dessous:



7 1 1 9
Y= 1 5 9 | 15
8 6 10 | 24

et le plus proche (au sens quadratique) de:

X = 2 1 3 6
5 12
4 |18

Solution :on calcule d'abord Y° par application de la formule précédente:

4 9

e J 4 15

8 10 24

et semblablement: 7
3 2 1 6

¥<lg” [a | 5 J2

8 6 4 18

I1 en résulte immédiatement(cf. 2.2,.3.):

3 2 |4] 9 -1 |=1] 21%0 2 11| 8] 9
Y*: Yo + (X- X°) =5 |4 |s6{15 + [ 1 1|-2]l0 =1]]|6 | 5| 4|15
8 |6 Hol24 0 olTolo 8 [ 6 [10124

Notons que le tableau ainsi ajusté ne sera pas forcément & éléments

tous positifs ,ce qui,dans certains cas ,est fort regrettable:une
contrainte supplémentaire de ce type conduira en général ,si la
solution précédente ne la vérifie pas spontanément, & un programme
quadratique:on ajoute en effet a f*luxtableau T = (tij) de m&me format

réalisant:

MIN :Ef tij sous les contraintes:
tad (V1,¥9), 535 + 4y 2 ©
i t,. .,=0 ; V j t, .=0
(Vﬂ/% 15705 (V3), Zey

Remarquons que notre probléme d'optimisation se décompose car
le tableau T est cherché dans le sous—espace Hl,donc orthogonal

a (ye - Xo) .
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Ainsi,reprenant les données précédentes,il apparait que le tableau

X* admettant les mémes marges que X et le plus proche possible de Y

est:

x* 7 1 =2
“la 5 6

. i . . » :
qui a donc un é€lément négatif. On établit que le tableau T solution
du programme précédent est:

w1l -1 2lo0

* “[1 1 210
o ) o 10

Le tableau & éléments positifs le plus proche de Y et de mémes

marges que X est ainsi:

6 |0 |0 6

=T 5 2 | 12 et il est clair que dans ce cas:

816 1418 ¥ X
a(y’, x) F d(Xx ,Y)
(d désignant la distance euclidienne
canonique).

A
X

2,2,5. Extensions

Il est tentant de chercher a étendre la formule (2.2.4.) au cas de

3 puis de n entrées.

2,2,5.1. Cas de 3 entrées
Si Y = (yijk / izloo.I;J‘=1.||J;k=lo.oK)

et si toutes les faces sont imposées,alors la décomposition

Y= Y° + Z (Z étant 4 faces toutes nulles)
fait intervenir:

¥y . ' ¥ ¥ ¥ . ¥ ¥y
Y° =( y? = -Jk+ 1.k + iJl = 1.0 s UJO- --1{ + s e } (2.2.5.1]

LJ8 I J K K IX IJ IJK

Si ce sont les arétes gui sont imposées, la décomposition Y=Y°° + Z

(avec Z & argtes nulles) fera intervenir:

¥ N y
Yuf-’:(yzgk: laso + o] 4+ ook - oo )
JK IK IJ IJK
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2,2,5.,2,Cas général de n entrées

Il convient d'abord d'adopter des notations commodes:le terme général du

tableau Y sera noté:

¥ avec r, = 1,..R, (cAd:la iéme variable a R,modalité
rl---riocorn 1 1 1

POSORS: I 2{ 1,ool’i|logn ,}-
Dire que les faces de Y sont imposées revient & fixer toutes les
valeurs obtenues par sommation sur un seul indice.Dans ces conditions,

la formule (2.2.5.1.) ci-dessus s'étend en:

Card(INe) y
o = -
yrl...rn = : (=1) s (2.2.5.2)

o €dt1) T 1 =

e £ I k€INe
ol %, désigne le terme général de la "facette" obtenue par
sommation par rapport a tous les indices r. tels que 1€ INe
(c'est-a-dire encore que Y. = ¥ " ot i décrit la partie e de I).
e LI ] i a8 e
Démonstration

-

Le tableau Y° ainsi constitué sera parfaitement déterminé & partir des
faces de Y ,puisque la partie e = I est exclue de la sommation.D'autre

part,ses faces seront précisément égales & celles de Y.En effet,soit:

ye =y
L N 3 . - LN .I‘ -
Tqveeli gy ® Tg4 n s i)

le terme général de la face obtenue par sommation sur 1'indicer§ . Alors:

R,
i Z Card(IN e)
) o . g
y = Z( sehiny U __ff__) (242.5.3

r o
(Isi) ri—l eF I N
keINe K



Dans la parenthése du second membre,distinguons ,dans l'ensemble des e
intervenant dans la sommation:

le sous-ensemble Ei des e ,parties de I telles que i &€ e ;

du sous-ensemble Ei (complémentaire de Ei) ayant pour éléments

les e ,parties de I telles que i¢ a8 5

Exceptons d'abord le terme B, ™ I~i , élément de ‘Ei ;on peut alors

associer a tout &lément ag Ei N e 1'élément a't=a Uig E, ¢

nous excluons 1'élément e, car e, Ui=1I;or e=I est exclu de la

sommation dans 2.2.5.2.

En groupant les termes correspondant aux couples (a,a') ainsi formés,
nous constatons qu'ils s'annulent car ils sont opposés (en effet:

Card(INa) e (_l)Card(I \a')

(=1) ) .Reste seulement le terme
correspondant a e, = INi .Donec:
R
i Card il‘s v
ye = - (=1) Boeele o gB wal
rl"'ri—l‘ ri+l aee rn Z 1 1-1 i+l n
=1
i R,
1
= %
Tieeely 10 TypqeeeT
|

Généralisation:fixation de "marges" quelconques pour un tableau & n entrées
b

Si ce sont des ''facettes'",c'est-a-dire des distributions marginales
quelconques) qui sont imposées & un tableau Y & n entrées,la

caractérisation sous forme:
Y = Y° + Z

exige ,pour déterminer Y°, la mise en oeuvre d'un algorithme donné

(ainsi que sa justification ) en ANNEXE ,
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Remarques générales et conclusion

1.Un probléme de "bofte noire"

Notre tableau & n entrées peut &tre comparé a une boite opaque et que
1'on ne peut ouvrir ,mais & la"surface" extérieure de laquelle il est
permis d'effectuer des mesures (mesures sur des arétes (dimension 1),
des faces (dimension n-1), ou plus généralement des facettes(dimension
n-k)).La caractérisation proposée conduit A considérer que la bolte
noire est la somme d'une bofte parfaitement connue en fonction des
mesures effectudes en surface et d'une bolte soumise seulement a des
conditions liées & la nature des facettes sur lesquelles les mesures

ont été effectuées ,mais non aux valeurs trouvées sur celles-ci (ce que

1'on peut aussi rapprocher -mais uniquement a titre d'image-de 1l'expression
de la solution générale d'une équation différentielle linéaire avec
second membre,comme somme d'une solution particuliére et de la solution

générale de l'équation sans second membre associée),

2.Cette décomposition en somme facilite ,on l'a vu,certaines études ;mention-
nons,en plus des problémes d'ajustement,quelques autres exemples:
. Si les n variables qui interviennent dans la construction du tableau
sont des variables aléatoires - ,elle permettra d'exprimer la fonction

caractéristique du tableau en fonction de celles de ses marges;

.si l'on dispose d'un échantillon décrit par un tableau ,mais qui n'est
pas représentatif de la population sur n variables de contrdle,la
décomposition proposée permet l'exbraction d'un sous-échamtillon

redressé par rapport & celles-ci et de taille maximale;

. si 1'on arrondit les marges d'un tableau équilibré (par exemple a des
entiers voisins), elle facilite l'érrondissage des éléments du tableau

de fagon qu'il reste équilibré.

En tant que premier instrument de représentation en analyse multidimen-
sionnelle,le tableau & n entrées mérite sans doute une attention
particulidre.On peut parfois y résoudre certains probldmes (moins

jinextricables qu'il ne paraft de prime abord)avant de songer & en
obtenir des vues simplifiées mais dont l'interprétation reste parfois

délicate.
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ANNEXE
UNE ETUDE DES TABLEAUX A n ENTREES

Soit un tableau & n entrées Y = ( Y . r....r )

ol ri=.l...Ri y c'est-d-dire que la iéme variable a Rimodalités.

Nous poserons: I = 1,...,i,...,n}

et noterons ‘€(I) le treillis constitué par l'ensemble des

parties de I ordonné par la relation d'inclusion.

La sommation sur un indice r, donne une "face" du tableau Y,

elle~-méme tableau & n-1 entrées ;la sommation sur n-1 indices

conduit 3 une "aréte" de Y.

Plus généraliement,la sommation sur k indices conduit & une
"facette" d'ordre n-k ou tableau & n-k entrées(celles par

‘rapport auxcuelles la sommation n'a pas été effectuée).

Une facette sera désignée par (e) si e est une partie de I

et que la sommation a été effectuée par rapport a tous les in-

dices constituant I\ e .Son terme général sera noté:

Yy pour représenter y # ol i décrit e .
e . 80 i . 8
Supposons que soit imposé un ensemble L= {Ll,...,Lj,...,LJ}
de J facettes, chaque facette (Lj) correspondant & une partie
L. de I.

J

I1 est clair cue la connaissance d'une facette (Lj) entraine
celle de toutes les facettes (h) telles que 11CI§ ,de sorte

qu'imposer l'ensemble (L) de facettes revient a imposer toutes

les facettes associées & l'ensemble:
J
E = U K
j=1 ;

E ,8lément de CP(I) , est,dans le treillis ‘é%Ib la partie
héréditaire engendrée par L.

Objet de 1'étude : constituer un tableau ¥? ,de méme format

que Y,qui soit fonction linéaire des facettes (e /e € E) de Y,

soit: 5 "
Vo ialsme sl ;E: Ay, Yy (A constantes €R)
1 i n e
e€E
et cui admette les facettes imposées: Vlj EL, y; =y, .
L Tig
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Il se pose un probléme d'existence ,d'unicité et de détermination
de l'ensemble des coefficients {Ae / e €EE} .

Imposer une facette (Lj) conduit 3 identifier ¥or a Tj oll:
L.
R, j
i
Tj = Z Z Z Ae Yr (1)
iéLj ri =1 e€E e

Cette identification conduit,pour chaque Lj , & un systéme (Sj)

d'équations en Ae .

Etude du systéme d'écuations associé & une facette imposée(ijl

Cette étude passe par l'établissement de 'cing lemmes simples.,

Lemme 1
Aprés sommation, Tj comporte tous les termes ¥ tels gue ec:Lj

et ceux-l3d seulement. €

En effet: e cC Lj = e €E puisque Cg’(Lj) C E .Comme la

sommation est effectuée pour i é Lj ;un tel 2 subsiste

dans Tj .81 e N Lj = e' # e, cette sommation® réduit Yo 3%, =
e e'

Conségquence :lemme 2

Card L.

Chague systéme (Sj) comporte 2 j équations et fait
intervenir, dans son ensemble, une fois et une fois seulement
chacune des Qaga B inconnues Ae :
Lemme 3 :
Si l'on pose: a, = Ae .T—T- Ri

i€INe

chague systéme Sj devient un systéme Sj d'inconnues ae,de

méme structure ( mémes nombresd'inconnues et d'équations,chaque

ag intervenant une fois et une fois seulement dans le systéme)
mais dont chagque éguation est constituée d'une somme de termes

ag (réduite éventuellement 3 un terme unique) tandis que les
seconds membres sont tous égaux 4 O ,sauf un seul,égal a 1.



19

En effet,l'identification (1} se traduit par:

1° Une équation égalant & 1 la somme des coefficients des termes
en er de Tj . Or ces termes de Tjne sont obtenus qu'd partir
des j termes en vy, ol L.ce €EE puisque la sommation
est effectuée sur tout °© i¢Iﬁ . Alors:
- pour i décrivant e-ngr;les sommations sur ry transforment

Ay ¥p en A, ¥y g

e L.
]
- pour i décrivant INne ,les sommations sur ry transforment
ce terme Aeyr en Ae | l R T
‘ L. 1€INe L.
J - ,
Il en résulte gque pour tout e O Lj le terme en Ae Y de Tj
est exactement aY, . Par suite,une équation de (sj)j sera:
L.
J
- a_=1 (2
e€E/ eDL,
J
2° Chacune des 2Card Lj -1 - autres éguations du systéme(sj)
est formée en &galant & O la somme des coefficients des ¥is p
15

de T. pour e/ strictement inclus dans Lj .I1 faut prendre

en compte,dans les termes intervenant dans Tj,tous ceux qui
correspondent initialement & un e tel que: eﬂLj = e

Les sommations sur r, pour i décrivant e\Lj transforment
Aeyr en A, Y, puis pour 1 décrivant ['\(e ULj) en!

e e
: A 1 =&, Y,

€ iEI\(eULj) i e'
Par suite ,l'éguation du systéme (sj) égalant 4 0 le coefficient
dans Tj de o sera:
el
D= a, T ] R, =0
e€E /ef\Lj=e' i€IN(eVL.)

]
soit,puisque e' est fixé:

o=T1 [ R, == | S ‘I_TR

i€ Lj\ e' eE E/enLj=e' 1E€IN( eUL )l esE/enL =e'~ 1€I\e

s —_— a, = O (3)

E L.=a L.
e€E/ eflly=e'q Ly
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Cette éguation (3) est celle gui,dans le systéme (sj), est
associée 3 la partie (strictement incluse) e' de Lj 3

A partir des équations (2) et (3) obtenues pour chague systéme
Sj & s , nous utiliserons la procédure suivante pour déterminer

1 a_ .
.es -

Procédure de détermination des a

e—
Dans le treillis ﬁg(I) ,nous considérons les générations succes-

sives de points e € E :
1° si un e n'a pas d'ascendant dans E, il se confond avec un
Lj et d'aprés (2) : ag =1.

Inversement d'ailleurs,si un Lj a un ascendant dans E,celd
signifie que la facette imposée correspondante est contenue dans
une facette &galement imposée(L.,hdans ce cas doit &étre vérifiée
la condition de compatibilité :

= =
=y,

; = Y
LELyNLy L =4 rLj; 5

Si 1l'on supprime les contraintes ainsi "redondantes" (telles

gue celle relative & Lj vis-3-vis de celle relative 3 Lj,) pour
o d
ne conserver cue la partie ‘"exhaustive" L de L,alors on aura:

~ ~
Vi,eL s B

L.
J
2° Descendant dans le treillis i?(:) ,considérons la premiére
génération de points admettant des ascendants dans E.Soit e' 1l'un

de ces points.Il existe au moins un Lj tel gue:

e/ s; Ly
Donc,dans le systéme (sj) ,1'équation (3) associée & e' permettra
de déterminer a,r :ien " effet,toutes les autres inconnues a, de
cette équation correspondent & des eD e' :ces e appartiennent
3 des générations antérieures ,donc les ag correspondants ont
déja été déterminés dansla procédure .
On détermine de méme tous les a_ pour tous les e €E de cette
génération,puis on appligue la procé&dure aux générations succes-
sives ,juscu'au coefficient ay correspondant au point minimal
@ du treillis ¥ (I).
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Cependant,on n'aura pas utilisé au cours de la procédure toutes
”les équations du systéme (s) ,car un e' peut &tre inclus dans
plusieurs Lj .Le choix dans ce cas du systéme (sj) permettant de
calculer ags aura-t=il une influence sur la détermination
de ce coefficient? La réponse (négative) est donnée par les
lemmes suivants:

Lemme 4

Soit un e'€E et soit s'€Cs l'ensemble des systémes Sj tels
que: e'CLj.Toute équation d'un systéme sjes' faisant
intervenir un a, au moins tel que e soit ascendant de e'

(c3d e > e') ne comporte gque de tels ascendants.
En effet,soit un systéme sjé‘s' et_ dans: sy une équation
comportant un a, tel que eDe' . Cette éguation est néces-

sairement associée 3 une partie e" de Lj telle que e"s e' et

elle aura soit la forme (2): ;:;E::
a =1

L.=L.
e€E/e N 3 LJ

= & =0

e €E/eALy=e"E L, 2

soit la forme (3):

écuations gqui ne pourront comporter de terme a, tel que
e 35 e' puisgue e'C e" .

Lemme 5 .
Les a_ sont déterminés par la procédure décrite d'exploration
du treillis f?(I).

En effet,le résultat est vrai pour tout a tel que e' n'ait -

el
gu'un seul ascendant Lj dans L.
Si e' admet plusieurs ascendants Lj;dans chague systéme sj

associé, il suffira d'additionner membre 3 membre toutes les

éauations faisant intervenir au moins l'un de ses ascendants.

On obtient ainsi:
—_— — = a_= 140
@

a_  + —
e €E/e(\Ly=L, 4 e" [efne’  ecE/eOL=e"G L,

soit’ plus simplement: _;:Eéfz;_ a, = 1 (4)

e€E/ eDe'



Or cette égquation (4) est indépendante de l'ascendant particu-
lier Lj €L de e’.

Ainsi la procédure permet de déterminer chaque a, de maniére
unigue ,quel que soit l'ascendant auquel on le rattache dans L,
si 1l'on a le choix.Chaque ats s'exprime uniquement en fonction
de termes a, tels que e P e’ , donc en fonction de termes
déterminés antérieurement dans la procédure:

AR, . N
e€E/ e‘$ e

a = 1 = ::EE:—- a

9 e €E/ekd

e

En résumé : comme toutes les équations de (s) ont pu &tre utilisées
tour & tour et ont donné ,pour chaque a, ) une valeur unigque,

nous énoncerons:

Proposition

Le terme général d'un tableau Y= (yr = # ) & n entrées
1 LN N i. LI n
dont la iéme variable d'entrée ry prend Ri modalités et dont

J facettes sont imposées (précisément celles qui corresprondent

aux sous-ensembles d'indices Ll,...,Lj,...,LJ tels gque
ch:I = {l,...,nj ) s'exprime sous la forme d'une somme:
F o, =
yrl...ri...rn 5 fla = & Zrl...ri...rn (5)
e&EE l ? R,
i€INe
J
ol E est la partie héréditaire U (ﬁLj) engendrée
]

par l'ensemble L= { Lj/j=1...J.} dans le treillis 1?(1) des

parties de I ordonné par l'inclusion,le tableau Z= (zr 5 )
l.!l i.lln

étant astreint 3 avoir ses J facettes correspondantes nulles:

VLjeL, z, = 0 .

J
Les coefficients ae sont des entiers rationnels calculés de

proche en proche par (4) .
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Remaroues

1)Le tableau Y° dont le terme général est le ler terme du membre
de droite de (5) peut s'exprimer uniguement en fonction des
facettes imposées puisque : Y e, 3j tel cue e C,Lj .
mais on sera amené i effectuer des sommations sur certains indices

E, &
1 .

2) En tant que vecteurs de R = X , ¥Y° et 2 sont orthogonaux
en ce sens que: jé Ry
:>-_- _\‘r° z =0
= ri=l Ly Lyeely SRS SRS

On pourra donc aisément déterminer le tableau de format
(R b Pl X ..R ) dont certaines facettes sont fixées et qui
est le plus proche (au sens de la distance euclidienne canonigue)

d'un tableau donné de méme format.

Aprlication numérigue
Soit un tableau a 5 variables d'entrée notées par commodité

d'écriture i,j,k,1,m (au lieu de rl,...,rs) et gui prennent
respectivement I,J,K,L,M modalités (au lieu de Rl,..,RS).
Imposons les 4 facettes: ikl; jkl;im; km.

Alors E= (ikl,jkl,ik,il,jk,3jl,kl,im,km,i,3,k,1,m, ).

La procédure décrite donne successivement:

ayp1=3igy =170 = L7 aytlagy SO ayy=1=ayy =02y =134y "3y =71
aik=l~aikl=0; ll—l a, kl-o; aim=l-0=1; akm=1-0=1;
a;=1=a;,978;} "8 "3;=7 L7 ay=1=84pq "84,"347 =07
ak=1—ajkl—aikl_ajk-akl"aik_akm=—l;al=1_ajkl-aikl_ajl—akl_ail=0;
ay =l-a, =-1; a, =1- _ZZ a_ =1.
im %km P et e
Pt y:|.jklm yjkl Yix1 Ykl +Y1m Yim_Yi Yk“_ ym.+ 3_’._

-TIM T JM IIM JKL, IJL JKLM IJLM IJKL IJKLM

. . e
I1 est aisé de verifier que: ¥{in= ¥y Y5x1™¥yk1 ¥im™Yim Yki¥km®
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