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DEALING WITH DEGENERACIES
IN CONTINUGUS LINEAR PROGRAMMING

ABSTRACT

The aim of this paper is : 1) to view the mu]tfp]e optimal solution
problem in linear programming (primal degeneracy) within the framework of
a more general probiem of post-optimality analysis ; 2) to discuss some
approaches dealing with this phenomenon, describe two representative and
complementary methods and illustrate them on the same numericai example ;
3) finally to briefly present some practical heuristics which avoid the
algorithmic complexity of exact approaches.

Key-words : Linear programming ; Degeneracies (primal-dual) ; Simplex al-
gorithm ; Post-optimality analysis.
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LE TRAITEMENT DES DEGENERESCENCES
EN PROGRAMMATION LINEAIRE CONTINUE

RESUME

Le but de ce cahier est triple : 1) poser Te probléme de la dégénéres-
cence primale en programmation Tingaire en le formulant dans un contexte
plus général, celui de 1'analyse post-optimale qui recouvre la recherche
des solutions optimaies multiples ; 2) donner un aperg¢u actualisé d'ap-
proches qui peuvent traiter des dégénérescences, présenter de fagon ori-
ginale et simplifiée deux méthodes représentatives et complémentaires et,
enfin, montrer leurs limites aprés les avoir iTlustrées sur le méme exem-
ple numérique ; 3} présenter succinctement en conclusion des heuristiques
d'ordre pratique qui évitent les complications algorithmiques des mé&thodes

exactes.

Mots-clés : Programmation linéaire ; Dégénérescence primale~duale ; Algo-
rithme du simplexe ; Analyse post-optimale.



1. INTRODUCTION

La Tittérature en matiére de programmation Tinéaire continue (PL) fait
apparaitre deux types de dégénérescence, 1a dégénérescence primale et la
dégénérescence duale. Pour des raisons qui seront explicitées dans la sec-
tion 2, nous n'aborderons ici que la dégénérescence primale que les anglo-
saxons ont 1'habitude d'appeler phénoméne de solutions optimales multiples.

Les solutions dégénérées en PL constitue un phénoméne trés fréquemment
rencontré tant dans les applications pratiques de Ta PL & des problémes de
gestion que dans des problémes théoriques. Pour ce qui concerne ces der-
niers, les domaines les plus affectés sont :

- la théorie des jeux & deux personnes et & somme nulle [18] o il
existe trés souvent non pas une seule stratégie optimale mais plusieurs ;

- le "goal programming", domaine nouveau de Ta PL [13] caractérisé
par la recherche de solutions qui doivent étre les plus compatibles pos-
sible avec un systéme de contraintes {goals) ;

- la régression ordinale du type quantitatif et/ou qualitatif [22],
[237 o0 Te codage des variables (cf. fonction d'utilité) que 1'on cherche
a8 ajuster est loin d'étre unique ;

- la théorie des graphes (le probléme de transport par exemple), bien
que bon nombre de ses problémes se formalisent en termes de programmes Ti-
néaires en nombres entiers ;

Le contenu de ce cahier demande des connaissances préalables en PL
(algorithme du simplexe). La matiére dans [7] ou [8] serajt par exemple
suffisante.



2. DEGENERESCENCE PRIMALE, DEGENERESCENCE DUALE
ET ANALYSE POST-OPTIMALE

Les deux types de dégénérescences en PL sont en étroite liaison avec
1a pratique de 1'algorithme du simplexe. La dégénérescence primale ou de
premiére espéce (cf. [7]) correspond 4 la situation &voquée plus haut of

la solution optimale du programme lindaire n'est pas unique ; autrement
dit, le tableau optimal de 1a méthode du simplexe fait apparaitre au moins
un indicateur (profit ou colt) marginal qui est nul. GEométriquement, ce-
la signifie que 1'hyperplan représentant la fonction-objectif (sous 1'hypo-
thése qu'il y a plus que 3 variables) est paralléle &
de 1'hyperpolyédre des contraintes. Le probléme crucial & résoudre est
donc la recherche de toute autre solution optimale de ce programme Tiné-

aire dégénéré.

une aréte ou une face

La dégénérescence duale ou de seconde espéce se caractérise par 1'ap-

parition dans une itération Que]conque du simplexe d'une solution de base
comprenant au moins une variable qui est nulle. Au niveau de la géométrie,
toujours dans des hyperespaces, ce phénoméne s'explique par le fait que le
point dégénéré (avec au moins un X; = 0) est le point d'intersection d'un
nombre d'hyperplans qui est supérieur d@ celui qui serait suffisant pour Je
définir complétement. Cette dégénéréscence signale donc 1'existence de
contraintes redondantes dans 1a formulation du programme linéaire. La re-
cherche des contraintes redondantes qui résoud a priori le probléme d'ap-
parition de bases-simplexe dégénérées est un sujét intéressant. Certains
auteurs (cf. [I11, [16] par exemple) ont montré que Te probléme est équi-
valent a celui de 1a recherche de tous les sommets d' un espace polyédrique
convexe. Les méthodes empioyées pour résoudre ce nouveau probléme sont dé-
ja, on le verra plus bas, des outils de traitement des dégénérescences pri-
mates. I1 y a donc 13 une corréspondancé méthodologique assez directe entre
les deux problémes.

La conséquence pratique de cette degenerescence qui Dose un probléme
dans 1'algorithme du simplexe, est le’ phenomene du’ cyc]age, a savoir Je

fait que, en passant d une base degeneree d une autre on revient par une



suite d'itérations a3 la premiére base sans qu'il y ait convergence vers
1'optimum. CHARNES [2] a développé, le premier, 1'outil nécessaire &
éviter les cyclages en programmation linéaire continue ; i1 s'agit des
méthodes de perturbation de Ta base ("théorie du petit e") qui consis-
tent en gros & déplacer trés 1&gérement les vecteurs de Ta base dégénérée
de facon a éviter la redondance des contraintes. Une solution trés opéra-
tionnelle consisterait, par exemple, & remplacer tous les zéros de la
base-simplexe par des petits e > 0 ne dépassant pas la précision de
1'ordinateur utilisé. Bien que théoriquement le probléme a sa propre
raison d'&tre, les auteurs ont beaucoup peinég pour construire des exemples
de programmes linéaires cyclants (voir [101). FAURE ([71, p. 45) écrit a
ce sujet : "On a montré que cette circonstance peut théoriquement se pro-
duirve mats on attend emcore de véritables ememples naturels d'un tel cy-
clage. On sait, bien entendu, se prémunir, par programme, contre de telles
Sventualités mais on paye évidemment en temps supplémentaire de fonctionne-
ment de la machine une assurance contre un risque vraiment exceptionnel'’.
Ce probléme &tant donc complétement résolu ou inexistant, on s'occupera par
la suite du seul probléme de la dégénérescence primale. Remarquons au pas-
sage que la bibliographie anglophone réserve le terme de dégénérescence

pour la dégénérescence duale et empioﬁe Te terme de so]utions'éptima1és
maltiples pour la primale. -

Considérons le programme linéaire continu suivant, écrit sous sa forme

canonique
[max] F = EF X
PLL { bx < b
X =0

avec at,_ﬁ,_g et ¢ des matrices respectivement de taille mx n, n x 1,
mx1 et nxl.

Le probleme de dégénérescence primale, ou de solutions optimales mul-
tiples, se présente a 1'issue de 1'algorithme du simplexe (tableau-simplexe

optimal) Torsqu'il existe au moins un profit marginal associé d une varia-
ble hors base “qui est nul, c'est-a-dire :



m
Ay =cCi= I €yazs=0 (1)

i désignant 1'indice d'une variable de base, j 1'indice d'uné variable
hors base. Dans ce cas particulier, il est bien connu que 1'introduction
dans la base-simplexe d'une variable j vérifiant (1) entrainera une nou-
velle solution optimale (avec F = F*, valeur optimale de la fonction ob-
jectif). Pourtant, on ne peut pas prescrire d'avance le nombre et le type
de solutions multipies auxquelles on peut ainsi parvenir. La poursuite
arbitraire de 1'algorithme du simplexe au-deld de 1'optimum peut générer
d'autres solutions optimales mais cette démarche ne peut, en aucun cas,
atre consodérée comme une méthode d'exploration systématique de toutes les
solutijons optimales.

Depuis 1'apparition de 1'algorithme du simplexe en 1948 par DANTZIG,
il existe une bibliographie trés importante sur la PL mais trés peu d'au-
teurs, 3 notre connaissance, one essayé de faire face sérieusement au pro-
blame des solutions dégénérées. D'autre part, les Tivres de PL qui déve-
loppent le sujet (cf. [3], [12]1, [25], ..;) ne considérent pas toutes les
approches possibles du probléme et, parfois, se limitent & des méthodes
qui ont &té prouvées inefficaces (exemple : la méthode de TARRY suggérée

dans [2] ou {3]; cf. section 4 de ce cahier).

Le but de ce cahier est donc triple : 1) poser le prob]émesde la dégé-
nérescence en PL én le formulant dans un contexte plus général (analyse
post-optimale) qui recouvre celui qui se limite uniquement & Ta recherche
" des solutions optimales ; 2) donner un apergu actualisé d'approches qui
_peuvent traiter des dégénéréscences, présenter de fagon originale et sim-

plifigée deux méthodes représentatives et en quelque sorte complémentaires
et, enfin, montrer leurs 1imites aprés les avoir illustrées sur le méme ex-
emple numérique ; 3) signaler (en conclusion) des heuristiques d'ordre pra-
tique qui &vitent les complications algorithmiques des méthodes exactes.

Dans. un premier temps, i1 est important d'observer que 1'ensemble des
solutions optimales (assurant que F = F*) est contenu dans le polyédre
Phl ci-dessous :



En cas de non dégénérescence, Phl ne contient qu'un seul point, la
solution optimale unique du programme Tinéaire. Dans le cas contraire,
i1 existe une infinité de telles solutions et i1 suffit de déterminer
tous les sommets de Phl, toute autre solution &tant une combinaison con-
vexe des solutions représentées par les sommets.

Dans ce cahier, on se nlace dans un contexte de dégénérescence plus
générale en s'interrogeant sur 1'aspect parfois arbitraire, en pratique,
de 1a solution qualifiée d'optimale. IT suffirait en effet que 1'on ait
commis une 18gére erreur dans 1'estimation des coefficients d'une con-
trainte pour qu'une solution, & la limite du respect de cette contrainte,
soit en réalité dangereuse ou irréalisable. Méme sans cela, le modélisa-
teur ne sera pas toujours intéressé uniquement par la (les) solution(s)
optimale(s). I1 se peut qu'il désire tenir compte de solutions “"presque
optimales". En effet, i1 aura souvent été difficile de formuler, de fa-
con précise, les contraintes du mod&le qui pourront comporter une plus ou
moins grande part d'arbitraire. Par ailleurs, la fonction-objectif & ma-
ximiser ou minimiser ne tient Compte que d'un seul critére d'optimalité,
ce qui peut négliger certains autres critéres d'évaluation des solutions
que 1'on n'aura pas su ou pu modéliser. D'od 1'intérét d'examiner d'autres
solutions que 1'optimum qui soient suffisamment proches pour que 1'on ne
perde pas trop en satisfaction du point de vue de 1'objectif du modéle
mais qui puissent &tre considérées comme meilleures ou aussi bonnes d'un
certain point de vue non intégré dans la modélisation.

YAN DE PANNE [25] définit une analyse post-optimale qui s'adapte par-
faitement aux situations réalistes évoquées plus haut. En éffet, aprés

avoir obtenu 1'optimum duy programme linéaire, i1 recherche toutes les so-
Tutions x dont la valeur F = ct X ne différe de la valeur optimale F*
que d'une quantité qui, au pire,_éera dgale 3 k > 0 ; k représente donc
le montant que le décideur est prét & concéder a titre de perte maximale



autorisée sur la fonction-objectif. Comme pour le polyédre Phl, Te trai-
tement de ce type de dégénérescence genera11see s'explicite par la recherche
des sommets (so1uﬁ19nstseudq opt1ma1es) de 1' hjperooljedre Ph2 . c1 dessous :

(jgx<b

Ph2

|>< l><

s F* -
= 0

La dégénérescence habituelle se hrésente ici comme un cas particulier en
posant k = 0, d'ol Ph2 = Phl car F* est la valeur maximale de F.

Dans la suite, nous présentons deux approches consistant & rechercher
systématiquement les sommets de 1'hyperpolyédre Ph2. La premiére, due
4 VAN DE PANNE (section 3) est spécifique au probléme de 1'analyse post-

optimale car elle génére les solutions x dans un ordre hiérarchique des

i +
1, xz, ...,_5 ) x1 1 ... avec

valeurs de F, & savoir dans 1'ordre X7, X
2

ct x1 > ct x2 z ...02 EF 5? 2 EF X1+1

pas intéressant d'utiliser ce type de méthodes dans le cas de 1'hyperpo-
lyédre Phl. La deuxiéme approche n'est qu'un algorithme de recherche
aveugle des sommets d'un ensemble poTyédrique (section 4). Dans la sec-
tion 4, nous rappelons également certains-résultats relatifs & ce type de
méthodes correspondant & des temps de calcul et & des tailles de program-

mes linéaires que nous sommes en mesure de traiter & 1'heure actuelle.

IT est évident qu'i1 n'est

Pour ce qui concerne la combinatoire commune de ces approches, la mise
au point de telle ou telle méthode présuppose que nous avons les moyens
d'estimer d'avance le nombre de sommets que contient 1'hyperpolyédre PhZz.
KLEE [ 147 donne une borne, soit r, assez fine pour un poly&dre défini par
un systéme de m équations & 1 variables avec 1 > m.

. + ] (; si 1-m pair . (2)
m+1)

m

zC si 1 -m impair (3)
Lime1-1)



Les résultats sont assez décourageants. La valeur de la borne r s'accroit
avec une vitesse astronomique : pour {(m = 10, 1 = 16), r = 352 ; pour
(m=10, 1 =17), r = 572 et ce n'est 13 que des programmes lindaires mi-
nuscules. MATHEISS et RUBIN [173, dans leur excellent travail de synthése,
donnent des estimations statistiques du nombre de sommets d'un hyperpolyé-
dre basées sur des échantillons générées aléatoirement par ordinateur.



3. LA METHODE DU SIMPLEXE INVERSE

La méthode

VAN DE PANNE ([253, p. 202-231) a remarqué le fait que chaque itéra-
tion de 1'algorithme du simplexe en PL est réversible par un pivotage in-
versant Te rdle de la variable qui entre dans 1a base avec celui de celle
qui en sort. Un pivotage inverse fait décroitre 1'objectif F (& maxi-
miser) d'une quantité écale & celle de 1'accroissement dii au pivotage nor-
mal correspondant.

Considérons en effet un pivotage-simplexe normal introduisant dans la
base la variable xj de profit marginal Aj > 0. La variable qui sortira

de la base sera x,. déterminée par la relation (4) :

br bi
T T min{— avec a.. > 0} (4)

ri i %4j 1
i désignant 1'indice de variable de base. Cette opération provogquera une
augmentation de 1'objectif F de Aj br/arj > 0. Introduisons maintenant
dans Ta base, en un sens inverse, la variable X
maintenant un profit marginal négatif : - Aj/arj < 0. L'opération fera
D'autre part, Ta variable qui quittera

; 4 X, est attaché

donc décroitre F de Aj br/arj‘
la base sera d son tour Xy du fait qu'elle correspond au ratio (4) mini-

mal (br/arj)/(l/arj) =b,.
La méthode du simplexe inverse est une méthode arborescente qui con-
siste a rechercher des solutions "pseudo-optimales” en Tes rangeant selon
les valeurs décroissantes de F. Elle cherche donc & effectuer des pivo-
tages appropriés inverses respectant cette hiérarchie en allant progres-
sivement de F=F & F=F"-k. Pour mieux tenir compte de cette dé-
croissance progressive de F, on introduit une nouvelle variable Y se-
ton ia formule (5} :
t ok

V=c"x-(F -k)y=0 (5)



mesurant la déviation de F = EF x de la valeur minimale autorisée F* - k

et variant, bien sir, de 0 & k. La variable Y est introduite dans la
base optimale (initialisée & k) en tant que variable additionnelle. Le
tableau optimal aura donc une ligne supplémentaire composée des colts mar-

ginaux Aj (- profits marginaux) & 1'optimum.

La méthode se déroule en deux phases : en premiére phase, elle calcule
Tes solutions pour lesquelles 0 < Y < k ; puis, en seconde phase, les solu-
tions les plus &cartées de 1'optimum avec Y = 0. Chaque solution générée
par cette méthode est munie d'une valeur Y inférieure ou égale & celle
de la solution précédemment calculée.

L'auteur de Ta méthode suppose qu'il n'y a pas de dégénérescence pri-
male au cours de la recherche des solutions pseudo-optimales. Cette hypo-
~ thése restrictive ne permet pas d'obtenir toutes Tes solutions possibles
correspondant & chaque niveau F = EF 5}. La généralisation en présence

de dégénérescence pourrait étre faite par utilisation, & chaque niveau de
F, d'une méthode de labyrinthe (cf. section 4).

L'arborescence est développée de la fagon suivante :
PHASE I

Etape 0 (Initialisation) : Mise au point du tableau-simplexe optimal (noté
| 0) avec une ligne supplémentaire composée des coiits marginaux A% > 0 &
T'optimum ; ¥ = k (noté 0) (borne du sommet initial «, = k). “Le cas
Aj =0 n'est pas pris en compte.

Etape 1 : Considérer le tableau-simplexe s. Créer une branche pour chaque
variable X3 hors base avec A? > 0. Déterminer les pivots arj (pour
chaque J avec A; > 0) par la relation :

. 5,8 . _S -
m;n{bi/aij 3 a5y > 0} = br/arj | (6)

Etape 2 : Associer & chaque nouveau sommet la borne

Kgj = Kg ~ A;(bi/aij) (7)



Cette expression mesure la quantité de décroissance de la valeur kg par
1'introduction de la variable Xj dans la base s.

Etape 3 : Déterminer la variable X5 maximisant la quantité (8)

K = ma:X‘[O, Kojg Klj, r oy Ksj/Ki' > 0} (8)

s+1
3 J

et enlever cette valeur de T'ensemble k.. > 0. Si « =0, aller en

i] s+l
phase II. Sinon :

Etape 4 : Effectuer le pivotage (xj b X, 4} au tableau-simplexe corres-

“pondant au sommet ayant Ta borne maximum (8). Aller & 1'étape 1 avec s =
s + 1.

PHASE 11

Cette phase ne calcule que des solutfons pour lesquelles Y =0 car
Y sortira obligatoirement de la base, tous les k.. &tant négatifs. A

1]
chague sommet de 1'arbre (tableau s avec A? >0 et k_:<0), on-cal-

sJ
cule Ta solution correspondante en évitant évidemment de reproduire une

solution déja calculée. I1 suffit donc de poser :

- 5
X5 = K/ b3 _ (9)
_ WS _ .S ., -
X; = bi aij xj, i# ] (10)
(1)

Un exemple numérique

Considérons le programme Tinéaire standard (pris dans [25]1) :

3 Xl + 4 x2 + 5 x3 + 6 x4 + 0 x5 + 0 x6

x3 + x4 + x5 = 18

fmax] F
X, + X
1 2
PL2 , _
x3 + 3 x4 ¥ X6 = 6

¥: 20,1 =1,6

(1) Un deuxiéme exemple a &té traité dans le mémoire de 3e cycle de G.
LEFLAIVE-GROUSSAUD, effectud en 1980 au LAMSADE sous notre direction.
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Le tableau initial du simplexe et le tableau optimal (F* = 76} sont
respectivement notés par 00 et 0 dans le tableau 1. Prenons k = 20 ;. ce--
ci équivaut & 1'introduction de la contrainte additionnelle 3 Xt 4 Xo +
5 Xy + 6 Xy 2 56.

Etape 0 : L'algorithme commence par Te remplacement, dans le tableau n° 0,

de F* =76 par Y =20 kg = 20.

Etape 1 : Les variables qui peuvent entrer dans la base sont celles qui cor-
respondent & -des colits marginaux positifs (2) {premiére ligne du tableau~
simplexe), & savoir X1s Xgs» Xg5 Xgo Les pivots sont déterminés par les
relations (6) ; ils correspondent aux coefficients encadrés de chaque ta-

bleau-simplexe.

Etape 2 : Nous calculons les bornes Kpj bar les formules (7) :

e =20 -1, =1, ¢

01 1 - 4,

= 19, Kog = 16.

05 " 03

Ces calculs mettent en évidence les premiéres branches de 1'arborescence

(figure 1).
Etape 3 : D'aprés la formu1e'(8), nous avons :
K]. = maX{Ko‘l: |<033 K06, 0} = K03 = 19.

La variable Xq entrera dans 1a nouvelle base et Ta solution pseudo-opti-
male aura une déviation d'une unité de F" (F=76-1=75). kg he se-
ra pas repris ensuite dans 1'ensemble de la formule (8).

Etape 4 : Le pivotage (x3 +, Xg +) donne le tableau n® 1 & partir duquel
1'algorithme retourne & 1'é&tape 1 avec Ky = 19.

s =1

Etape 1 : Détermination des pivots dans le tableau n® 1 @ partir des va-
riables entrantes Xps Xgp et Xg-

(2) On s'apercoit par 13 que le programme Tinéaire n'admet pas de solu-
tions optimaies multiples. La méthode ne servira donc qu'd Ta re-
cherche de solutions pseudo-optimales.



Tableau 1 : Exemple d'application de la méthode du simplexe inverse (lére phase)

Tableau |Variables jvecteurs X % X %
simplexe | de base b 1 2 3 4
F 0 3 4 5 6
00 Xg 18 1 1 1 1
Xg 6 0 0 2 3
X1 *g *3 *g
* 1 2
F*/Y 76/20 1 4 3 3
1 1
0 X2 16 1 1 § - —3-
1
X4 2 0 0 3 -3-
Koj 4 - 44 19 15
Xq Xz Xg X6_
1 1
¥ 19 1 4 -3 >
1 1
1 Xo 15 1 1 ) - 7
' 3 1
K‘lj 4 - 41 - 16
X Xg Xs Xg
Y 16 1 a4 -1 -2
2 ' Xo - 18 1 1 1 1
Xg ) 0 0 ? 3
sz -2 - 56 - -
| *9 Xg X3 *g
Y 4 -1 3 0 1
1 1
' 2 1

12



13

Tableau 1 {suite)

K3j - - 44 4 - 2

X9 Xg Xg Xg

Y 4 -1 3 0 1

1 1

i Xl 15 1 1 - ? - "2"
3 )

Xq 3 0 0 5 »

€4y - - 41 - -2

Ftape 2 : De la méme facon qu'a 1'itération O, nous obtenons «q; = 4,
K15 = - 415 K16 = 16-

Etape 3 : x5 = max{KOI, Kos® K11 “16° 0} = 16, ce qui correspond indif-
féremment a Kog OU Kig- On peut donc faire entrer la variable Xe

dans la base des tableaux n° 0 ou n° 1.

Etape 4 : Pivotage (x6 ts X, ¥} dans Te tableau n® 0, ce qui donne le
tableau n® 2. Retour & 1'E&tape 1.

5 =2

Etape 1 : Les variables qui peuvent entrer dans la base du tableau n® 2
sont @ xq et Xg 3 deux nouveaux pivots sont donc repérés.

Etape 2 : K21 = = 2, K'24 = - bg,

Etape 3 : kg = maX{K01, K11 0} = Kgp = K11 © 4. Nous ferons donc entrer
la variable x; dans un des tableaux n® 0 ou n° 1.

Etape 4 : Pivotage (x1 ts Xy 4) dans Te tableau n° O donnant lieu au
tableau n® 3. Retour & 1'étape 1.



Etape 1 : Variables pouvant entrer dans la base du tableau n°® 3 : Xgs Xgs
Xgo
6

Etape 2 : K35 = - 44’ |<33 = 43 K36 = - 2.
Etape 3 : kg = max{g33, 0t = K3 = 4,

Etape 4 : Pivotage (xs +s Xy 4) dans le tableau n°® 3. Calcul du tableau
n® 4. Retour d 1'étape 1.

Etape 1 : Variables entrant dans la base du tableau n® 4 : xg et Xxg.

EtaEe 2 : K45 = = 41, K46 = - Z,

Etape 3 : Kg = max {0} = 0. .A11er en PHASE II.

PHASE II

Reprendre les tableaux-simplexe no; 1, 2, 3, 4 construits en PHASE I
et appliquer les formules (9)-(10) sans reproduire 1a méme solution (fi-
gure 1). -Ces solutions corréspOndant i des pivotages du type (xj +. Y ),
nous aurons Y = 0, d'ol, d'aprés (5). Eé.i = F* - k = 56. 8 nouvelles so-
lutions sont calculées de cette fagon (cf. Tableau 2, n°° 5-12). Lla solu-
tion n® 5, par éxémp1e, est constituge, en appliquant {9)-(10) sur le ta-
bleau-simplexe n°® Q (car o5 < 0), par les composantes non nulles :

20

Xg =7 =5
x, = 16 - 1.5 = 11
xg =2~ 05 =2

Les 7 autres solutions du Tableau 2 ont &td obtenues de facon analogue sui-
vant le schéma de la figure 1.
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-41 -2

Arborescence due 4 1'application de Ta méthode du simplexe inverse & 1'exemple PLZ.
APCS awmmmme @ S0Tutions de la premidre phase ;

Arcs wwwses @ solutions de la seconde phase ;

. solutions multiples déja calculées en premiére phase.

Figure 1 :

“Arcs



Tableau 2 : Solutions pseudo-optimales du programme PLZ (nOS 1-12)

Solution Valeur
n® de F * % X3 g Xg X5
0 76 0 16 0 2 0 0
1 75 0 15 3 0 0 0
2 72 0 18 0 0 0 6
3 60 16 0 0 2 0 0
4 60 15 0 3 0 0 0
5 56 0 11 0 ? 5 0
41 19
6 56 0 5 3 0 T 0
7 56 16 2 0 0 0 5
8 56 0 14 0 0 4 6
44 4
9 56 > 0 0 2 3 0
52 2
10 56 > 0 0 5 0 4
41 4
11 56 5 0 3 0 3 0
12 56 17 0 1 0 0 4

Critigue de la méthode

Cette méthode est caractérisée par une rapidité considérable du simple
fait qu'elle autorise uniquement les itérations-simplexe qui déterminent
chaque fois des nouveaux sommets de 1'hyperpolyédre PhZ2. Un autre avan-
tage de la méthode, le plus important, est que la recherche des solutions
se fait au fur et a mesure que la fonction-objectif F décroit. Cette
propriété permet d'étudier la sensibilité de la solution optimale d'un
programme linéaire aux variations éventuelles du paramétre k. I1 est re-
grettable que la méthode. (sous sa forme actuelle) ne puisse pas garantir
1a recherche exhaustive des sommets de PhZ2. A ce niveau, elle pourrait
atre trés bien complétée par une des méthodes de 1a section 4 avec appli-

cation de celle-c¢i pour chaque palier de F entre F' et F' - k.



Une telle recherche permet aux analystes, notamment pour des program-
mes linéaires de grande taille ol le nombre des sommets devient considé-
rable sinon introuvable, d'obtenir en priorité les solutions les moins
acartées de 1'optimum F*, ce qui leur donne la possibilité d'arréter, &
un moment donné, la recherche d'autres sommets de 1'hyperpolyédre Ph2.

Le désavantage crucial de la méthode réside dans le fait qu'elle exige
le stockage en mémoire d'ordinateur de tous les tableaux-simplexe obtenus
lors de 1'exécution de la premiére phasé. L'exemple précédent, par ex-
emple, nécessiterait le stockage de cing tableaux-simplexe (cf. Tableau 1).
Cependant, certaines techniques spaciales de 1‘algorithme du simplexe, la
méthode PFI (Product Form of Inverse ; voir [8]) par exemple, pourrait ré-
duire la quantité de 1'information stockée étant donné que, pour mémoriser
un tableau-simplexe, i1 suffirait de stocker un seul vecteur-colonne. Ce-
la, en revanche, alourdirait les calculs dus & la reconstitution des ta-
bleaux-simplexe & partir de ces vecteurs.



18

4. METHODES DE LABYRINTHE

Analyse post-optimale et labyrinthes

CHARNES et COOPER (cf. [2], [3]) ont remarqué que le probléme du trai-
tement de 1a dégénérescence primale se raméne & un cas particulier du pro-
bleme classique des labyrinthes en théorie des graphes (voir [217 pour un
exposé mathématique en la matiére). I1 suffit de remarquer qu'un hyperpo-
lyédre du type Ph2 (comme tout ensemble polyédrique convexe d'ailleurs)
peut étre représenté par un graphe connexe (V, U), V é&tant 1'ensemble de
ses sommets et U 1'ensemble des arcs de voisinage des sommets qui s'ex-
plicitent par des pivotages-simplexe. Ainsi, deux sommets sont voisins
s'ils corréspondent 3 des bases-simplexe différant par une seule varia-
ble ; chaque arc peut donc étre traversé dans les deux sens du fait que
chaqué pivotage-simplexe est réversible (cf. section 2). Le graphe qui
correspond & 1'hyperpolyédre Ph2 de 1'exemple précédent est donné dans la

figure 3.

La recherche de tous les sommets de 1'hyperpolyédre Ph2 se raméne a
1'exploration de tous les sommets du graphe (V, U) dont, & 1'exception
des arcs de voisinage (pivotages & partir d'un tableau-simplexe), 1a forme
explicite n'est pas connue a priori. I1 s'agit 1& par conséquent de la
recherche d'un parcours dans un 1abyr1nthé ol les carrefours sont repré-

sentés par les sommets et les allées par Tes arcs de (v, U,

Pour formaliser un peu ces idées, nous devons donner quelques défi-

nitions.

-~ ¥V (ensemble des sommets du graphe) est composé des m-uples d'en-
tiers (indices de base-simplexe) v = (11, 12, cees im).

- Deux sommets: différents v, = (11, oy vees 1m) et v, = (kl’ k2,
Cens km) ont la distance d < m si ces sommets différent de d compo-
santes exactement ; ces sommets sont donc voisins si d = 1.



- Unarc (v, v,) e U si et seulement si vy et v, sont voisins
(les sommets voisins de v. forment un ensemble noté I'(vi))-

Le probléme de la recherche de tous les sommets d'un graphe (Y, U)
se formule maintenant différemment : trouver un chemin qui passe par tous
les sommets du graphe en ne gardant en mémoire qu'un seul tableau-simplexe
pour générer les nouveaux sommets.

L'algorithme de TARRY [24]

TARRY [241 a présenté, en 1895, la premiére méthode qui permet de ré-
soudre 1e probléme de parcours d'un labyrinthe ; sa méthode est ggalement
exposée dans [25] et {2, 33. Pour 1'exploration d'un graphe, 1'algorithme
fonctionne de la fagon suivante :

A chaque sommet, aller 4 un autre sommet suivant wn arc qui n'a pas
Sté traversé en cette divection mais ne veprendre l'arc de la premiére

visite & ce sommet que si L'om ne peut pas fatre autrement.

L'application de cet algorithme prescrit que chaque arc sera traversé
dans les deux sens et que chaque sommet sera visité au moins une fois. .
Un arc du graphe (V, U) gtant désigné par une variable hors base d'un
tableau-simplexe, T'é1gorithme de TARRY nécessitera toujours autant d'ité- |
rations-simplexe qué Je nombre de variables hors base (n pour PL1l) mul-
tiplié par le nombre de sommets possibles r, c'est-g-dire n x r. Pour
notre exemple numérique représenté par le graphe de la figure 3, on au-
rait dii effectuer 4 x 12 = 48 itérations-simplexe ! Cet algorithme est
donc loin d'étre efficace au niveau calcul.

Aujourd‘hui, 1e probléme de 1a recherche explicite des sommets d'un
ensemble polyadrique convexe présente une bibliographie déja trés abon- .
dante. Nous pouvons citer ici quelques méthodes et guelques auteurs :
BALINSKI 131, MANAS et NEDOMA [151, OMAR {193, MATTHEISS [167, DYER et
PROLL [67 parmi les méthodes dites de pivotage et MOTZKIN et al. [181,
CHERNIKOVA [47 parmi les méthodes géométriques ou sans pivotage-simplexe.
Un excellent tour d'horizon de ces méthodes est donné par MATTHEISS et
RUBIN [177. Ce domaine de recherche n'est pas démuni d'applications ;
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en voici quelques unes : WINKELS et COLMAN [271 utilisent ce genre de
techniques pour visualiser, & 1'aide de micro-ordinateur, des hyperpo-
lyédres & 5 dimensions. RIZZI [20] cherche & préciser les valeurs de
plausibilité de divers scénarii & partir d'un systéme d'inégalités Ti-
néaires.

Dans la suite, nous présentons une des méthodes de pivotage, celle
de MANAS et NEDOMA [157, dont 1'efficacité a déja été reconnue dans deux
gtudes comparatives (cf. [5]1, [171). La méthode a également &té intégrée
par GAL et NEDOMA [9] dans leur analyse post-optimale multiparamétrique
en PL et par ZELENY [28] dans la recherche des solutions efficaces (non
dominées sur tout critére) en PL & plusieurs fonctions-objectifs.

L'algorithme de MANAS-NEDOMA [157

i S,

Son principe est d'effectuer une "promenade" dans Te graphe '
(V, U) caractérisée pér deux propriétés importantes : (1) éviter de re-
produire {si possible} des solutions déja calculées, (2) n'enregistrer en
mémoire qu'un seul tableau-simplexe.

De méme que pour les autres méthodes, 1'algorithme part du tableau-
simplexe optimal (sommet Vo) et construit itérativement deux suites d'en-
sembles (R;, wl),’(RZ, NZ)’ e (RS, ws), ... contenant respectivement
d'une part 1'ensemble des sommets déjad rencontrés (ensemble R) et, d'au-
tre part, 1'ensemble des sommets non rencontrés accessibles & partir d‘au
moins un sommet de R par un seu] pivotage-simplexe (ensemble W). Ain-
si, Si r(vs) représente les sommets voisins d'un sommet v, le dérou-
Tement de 1'algorithme peut se schématiser par 1'organigramme de la fi-
gure 2. Ce dernier reprénd le formalisme sur les graphes (V, U) donné
plus haut ; d(vs, VS+1) désigné }a distance entre deux bases-simplexe,
autrement dit le nombre de pivotages-simpiexe nécessaire pour passer du

sommet vS d Vs+1'

= -

L'algorithme se termine & une itération s lorsque ws+1 =P, & sa-

=~ =

voir 1orsqu'11 ne reste plus de sommets & atteindre a partir de la Tiste

R

N Le nombre total d'itérations est trés réduit par rapport a celui
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Figure 2 : Organigramme de 1'algorithme de MANAS et NEDOMA
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de 1a méthode de TARRY. Pour un programme linéaire PL1 & r sommets,
ce nombre est compris entre r et m x r & condition qu'il n'y ait
pas de dégénérescence duale {cf. [15]). Le type d'hyperpolyédres ol
le nombre d'itérations serait r exactement (chemin hamiltonien dans
le graphe) n'est pas encore prescrit par Tes théoriciens (voir [171,
p. 168}.

Nous proposons maintenant d'illustrer cet algorithme sur 1'exemple
numérique de la section 3. Nous nous reportons pour cela aux Tableaux
1 et 2 et nous désignons les 13 sommets possibles de 1'hyperpolyédre Ph2
de cet exemple par les numéros portés sur ces solutions, allant de 0 &
12.

Au départ. (s = 0), nous posons R0 =0, wo =f@. Pour s =1, con-
sidérant le tableau-simplexe n® 0 {cf. Tableau 1), nous aurons R1 = {0}
et Wy =MWy uT(0) od Wy =9 et T(0) les solutions %1, 2,3,5
_qui peuvent étre acquises par quatre pivotages ayant respectivement comme
pivots les éléments : 3,5 = 2/3, e = 1/3, yy = 1 et g = 4, Comme
1'algorithme autorise le choix arbitraire de la variable qui déterminera
le sommet suivant, on prend ici systématiquement la solution qui sera la
premiére rencontrée aprés la solution précédente dans Ta Tiste des Ta-

bleaux 1 et 2, donc Ta solution n° 1 avec comme pivotage (x3 ts Xy ¥).

L'ensemble des itérations se récapitule en détail dans Tla suite et est
éga1ehent représenté dans la figuré 3 par le chemin en pointillés. I1 est
i remarquer que le chemin d'exploration de 1'hyperpolyédre est curieusement
un chemin hamiltonien avec autant d'itérations que de nouveaux sommets a
partir du sommet initial (la distance &tant toujours égale & 1).

Ry = > Wy =

. Ry = 10, Wy = Wy v 0(0) - Ry = (1, 2, 3, 5}

(0, 13, W, = Wy v T(1) - R, = {2, 3, 5, 4, 6}
=10, 1, 2, Wy = {3, 4, 5, 6, 7, 8}

, Ry =10, 1, 2, 73, Wy = (3, 4, 5, 6, 8, 10,12}
0, 1,2, 7, 8}, Wg = {3, 4, 5, 6, 10, 12}

-
X A

w ™
| I u

" »nmn v wn v w
|

(2 B T PV R NG B
L

5
i



= {3, 4, 6, 10, 12, 9}

s =6, R = {0, 1,2, 7,8, 5}, W

s=7,R =0, 1,2, 7, 8 5, 6}, W, = {3, 4, 10, 12, 9, 11}
s =8, Ry = {0, 1,2, 7,8, 5,6, 11}, W = {3, 4, 10, 12, 9}
s=9,Ry =10, 1,2, 7,8, 5,6, 11, 4}, Wy = {3, 10, 12, 9}
s =10, Ryg = Ry u (3}, Wyg = {9, 10, 12}

s = 11, Ryy = Ryg u {9}, Wyy = {10, 12}

s =12, Ry, = Ry u {10}, Wy, = {12}

s = 13, Ry = Ry, u {12}, W5 = 9, FIN.

Figure 3 : Le chemin 0-1-2-7-8-5-6-11-4-3-9-10-12
indique le déroulement de 1'algorithme de MANAS-NEDOMA
sur 1'exemple de la section 2.



La complexité des algorithmes de labyrinthe

Seul 1'algorithme de MANAS-NEDOMA a montré que, en gardant un tableau-
simplexe unique pour le besoin des calculs, on peut explorer les sommets
d'un hyperpolyédre de fagon trés efficace. I1 reste & examiner le temps-
machine que 1'algorithme nécessite pour traiter des programmes Tinéaires

de taille raisonnable.

L'&tude comparative de MATTHEISS et RUBIN [17] peut nous servir de
guide. Les auteurs ont comparé 4 algorithmes de recherche des sommets
d'un hyperpolyédre (BALINSKI (1], noté B i CHERNIKOVA [47, noté C ;
MATTHEISS [161, noté M et MANAS-NEDOMA r15], noté M - N) sur la base
d'un grand échantillon d'hyperpolyédres généré aléatoirement par un or-
dinateur IBM 370/168. Utilisant une capacité-mémoire de 312 K, la taille
maximale de programme lingaire gu'ils ont pu traiter était respectivement
28 x 8 (B), 25 x 8 (C), 29 x 20 (M) et 23 x 14 (M - N). Le nombre maxi-
mal de sommets recherchés dans cette expérimentation était de 22 000 envi-
ron. Une premigre limite est donc due au traitement de grands programmes
lindaires. Une deuxiéme expérimentation, plus modeste que Ta précédente,
a &té mende par DYER et PROLL [5]. Les auteurs n‘ont pas dépassé en fait

250 sommets. Pourtant, leurs résultats semblent analogues a ceux obtenus
dans [171].

MATTHEISS et RUBIN ont pu. tracer une droite'de régression linéaire pour

chaque méthode comparée, du type (11) :

In (temps en secondes) = bO + bl In (nombre des sommets) (11)
avec (by = - 5.345, by = 2.272) pour B, (by = = 5.589, b = 1.418) pour
C, (by = - 5.38, b, = 1.146) pour M et (b = - 5.046, by = 1.379) pour

M - N. Ces temps ayant 1'air de ne pas &tre trés &loignés varient pourtant
de quelques minutes 3 quelques milliers d'heures ! En effet, pour un hyper-=
polyédre comprenant 10 000 sommets, l1a formule (11) donne, dans 1'ordre :
2.93 min pour M, 29.28 min pour C, 35.19 min pour M - N et ... 1 623,28
_ heures pour B ! De plus, pour des nombres de sommets plus élevés, Tes
temp; pour M - N deviennent meilleurs que pour C.
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Les problémes de la taille-mémoire occupée et du temps exigé dans le
calcul de plusieurs milliers de sommets sont inévitables dans ces métho-
des. On se demande parfois s'il est nécessaire de se Tivrer & des tdches
si cofiteuses pour traiter les dégénérescences en PL.
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5. CONCLUSION

Le modeste tour d'horizon que nous avons entrepris sur Tes méthodes
exactes de traitement des solutions dégénérées en PL n'a fait que nous
décourager de les appliquer & des problémes de taille courante.

Le recours i des techniques heuristigues est une bonne solution pour

sortir de 1'impasse, d'autant plus que 1'on s'intéresse le plus souvent
un tout au-

non pas & connaitre des milliers de solutions-sommets mais a
tre type d'informations comme, par exemple : Tla stabilité d'une solution
dégénérée, les "fourchettes" de variation des valeurs que prennent les
variables dans ce type de solutions, le choix d'un ensemble (voire sys-
teéme) de telles solutions qui soient aussi représentatives que possible
de 1'hyperpolyadre Ph2, la corrélation éventuelle (effets de synergie)
entre variables, etc.

SISKOS [22] propose un type particulier d'analyse post-optimale ol

Te systéme des solutions recherchées comprend seulement celles qui maxi-
misent et/ou minimisent chaque fois une ou plusieurs variables Xj‘ Ces
solutions sont détectées par résolution de nouveaux programmes linéaires

qui sont du type PL3 ci-dessous :

[max] ou [Minl % ps X:s p: =0 ou 1 ¥
PL3 j oo

sur 1'hyperpolyédre PhZ .

Pour py = 1 et Py = 0, 3 # 1, on trouve la solution dégénérée qui con-
tient la valeur maximale (ou m1n1ma1e) de la variable Xq

Cette méthode s'applique avec beaucoup de succés aux problémes de
régression ordinale multicritére. Les variables que 1'on maximise d'a-
vantage dans (PL3) sont les p01ds ou des combinaisons appropr1ees de poids
des critéres. SISKOS [23] donne un &ventail d' applications fondées sur
Tes principes de cette heur1st1que En part1cu11er, pour le probléme



de sélection de points de vente, 3 solutions du type de PL3 ont suffit
pour constater la stabilité du modéle d'évaluation des points de vente
(voir [23]). 11 s'agissait de programmes 1inéaires de dimensions 81 x
113.

WINKELS [26] propose une heuristique consistant & explorer 1'hyper-
polyédre Ph2 de fagon plus réguliére sans se limiter forcément & ses som-
mets ni se préoccuper des propriétés a priori des solutions recherchées.
C'est une méthode de discrétisation de Ph2 dont le principe repose sur

le choix d'un pas de discrétisation pour chacune des variables xj {cf.
figure 4). '

Xom

Figure 4 : Schéma de discrétisation d'un polyédre

Cette technique pourrait, selon 1'auteur, définir automatiquement les
pas de discrétisation une fois que le nombre des solutions désirées est
fixé d'avance par 1'analyste. Pourtant, les expériences sont insuffi-
‘santes ; 11 manque notamment des essais avec des programmes linéaires de
grande taille ; on peut se demander quel type de solutions donnerait la
méthode pour 1a recherche d'une petite dizaine de points d'un tel pro-
gramme 1inéaire. Un autre inconvénient sérieux est que 1a méthode ne peut
fonctionner en présence de dégénérescence duale, ce qui oblige & recher-
cher et enlever les contraintes redondantes du Ph2.

En conclusion, nous soulignons encore une fois 1'importance du pro-
bléme des dégénérescences en programmation lin&aire, probléme que beau-
coup d'auteurs sous-estiment et dont les codes informatiques, malheureu-
sement, ne tiennent pas compte.
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