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A LINEAR EXPECTED-TIME ALGORITHM FOR DERIVING ALL LOGICAL
CONCLUSIONS IMPLIED BY A SET OF BOCLEAN INEQUALITIES

. ABSTRACT

Consider a set R of m binary relations on a set of n boolean variables.
R may imply a contradiction, the fixation of some variables at 0 or
at 1 and/or the identification of some pairs of variables in direct
and complemented form. An O{n) expected-time algorithm is given for
the derivation of all such logical conclusions. Computational experiments
~with problems involving up to 2000 variables are reported on. The
proposed algorithm is more than 100 times faster than previous methods

when n = 100.

Key-words : Boolean inequalities, implication graph, depth-first search,
strongly connected components, transitive closure, 0-1

programming,
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UN ALGORITHME LINEAIRE EN TEMPS ESPERE POUR DEDUIRE TOUTES LES
CONCLUSIONS LOGIQUES INDUITES PAR UN ENSEMBLE D'INEGALITES BOOLEENNES

RESUME

Considérons un ensemble R de m relations binaires sur un ensemble
de n variables booléennes. De R on peut déduire une contradiction, la
fixation de variables @ 0 ou & 1 et/ou 1'identification de paires de
yariables sous forme directe ou complémentée. On propose un algorithme
eh 0{n) en temps espéré pour la déduction de telles conclusions Togiques.
Des expériencés de calcul sont présentées sur des problémes comprenant
jusqu'a 2000 variables. L'algorithme proposé est plus de 100 fois plus
rapide que les méthodes précédentes lorsque n z 100.

Mots-clés : Inégalités booléennes, graphe d'implication, recherche en
profondeur d'abord, composantes fortement connexes, fermeture
transitive, programmation 0-1.



1 - INTRCDUCTION

Soit R un ensemble de m relations binalres définies sur un ensemble X
de n = ]Xl variables bool&ennes. Pour tout couple de variables (Xi’ Kk) e X.X%,

ces relations peuvent se mettre sous la forme d'égalit&s ou d'inégalités .:

X, zx & xk2§ie=>§ixk=0@xiv§k=l (N
xkzxié--b §i2_§k<=> §kxi=0(=>xkv§i=1 (2)
§i2xk<——> _:Ekzxi<=> X.lxk=0<=’>§iv§k=1 (3)
% 2§.l & x z'ik@ }—ckgi = Oé->xkv ® =1 (4)

ol v représente la somme booléenne.

A partir de R, on peut tirer des conclusions logiques d'un des types

sulvants
a) Contradiction : une variable X, doit prendre les valeurs 0 et 1 ;
b) Fixation : une variable X, doit prendre la valeur O (ou doit prendre

la valeur 1)

c) Identification : deux variables X, X doivent prendre la m8me valeur

(ou deivent prendre des valeurs complémentaires). .

Une manigre d'obtenir toutes les conclusions logiques engendrées par
R (cf Hammer et Nguyen [8], Hansen [9], Guignard et Spielberg [6], Johnson
et Padberg [111) consiste & construire d'abord la fermeture transitive
R de R, soit l'ensemble des relations binaires déduites de R sur X par
transitivité, puls & examiner toutes les paires de variables (xi, xk) en

remarquant que :

a) Une contradiction intervient si et seulement si il existe un couple

d'indices (i,k) (avec éventuellement i = k), tel que les relatioms (!)

-~

i (4) appartiennent i R ;



b) Si aucune contradiction n'intervient, la variable xi‘doit prendre la
valeur 0 (respéctivement la valeur 1) si et seulement si il existe k,
(avec Eventuellement i = k), tel que (2) et (3) (respectivement (1)

et (4)) appartiemnent & la fois & R ;

¢} Deux variables non fixées X, et X doivent prendre la méme valeur
(respectivement des valeurs complémentaires) si et seulement si

~

(1) et (2) (respectivement (3) et (4)) appartiennent 3 la fois & R.

-~ - -

Déterminer R nécessite 0(n3) opéfatiéns dans le pire cas avec une
généralisation de 1'algorithme de fermeture transitive de Roy~Warshall
([15], [18]) (voir Hansen [9], Johnson et Padberg [11]) ; cette complexité
peut &tre rédulte & (n2'49) en exploitant 1'équivalence entre le produit
de matrices et le calcul de la fermeture transitive (voir Fisher et Meyer
[5], Munro [131) et les récentes améliorations (Coppersmith et Winograd [31)-

de la méthode de multiplication rapide de matrices de Strassen [16].

Cependant, les conclusions logiques peuvent &tre obtenues plus
Economiquement sans déterminer compl@tement R. Dans le paragraphe suivant,
nous montrerons que 0(m) opérations suffisent dans le pire cas pour
détecter une contradiction et toutes les identifications de variables

non fixées.

Dans le paragraphe 3, nous présentons un algorithme permettant d'obtenir
toutes les conclusions logiques avec une complexité en temps espéré de O0(n).
Le paragraphe 4 résume les expériences de calcul ; on constate que la

complexité& annoncée est observée méme pour des valeurs mod&rées de m et de n.

Les conclusions logiques sont utiles dans les algorithmes de program—
mation linéaire et quadratique en variables 0-1 (ef Breu et Burdet [2] ;

Crowder, Johnson et Padberg [4], Hammer et Hansen [7] et les références



2— CONTRADICTIGN ET IDENTIFICATION

Comme dans Aspvall, Plass et Tarjan {1], associons & R un graphe
d'implication G = (XuX, U) tel que : les 2n sommets correspondent aux

deux arcs orient&s joignent les

varlables Xys Kys oo Ko xl, xz, PN Xn H
sommets correspondant aux littéraux des membres de droite dams les 1nega11tes

(1) - (4) aux littéraux des membres de gauche pour chacune des relations de

‘R (voir figure 1).

Xe— % By ———p %y Ei Ik ifl fk
xR BT R S T
Type (1) Type (2) ' Type (3) Type (&)

i
o

Figure 1 E?Réprééehtétionf&es réiéfiéﬁé dans la graphe d'implicétion

Chacun des arcs ainsi, défini est tel qﬁe si le littéral correspondant
au sommet extremlte initialé est &gal 3 ! alors il en est de méme pour le

11tteral correspondant au sommet extrémitd finale.

Comme 1'ont montré Aspwall Plass et Tarjan, R est compatible si et
seulement si aucune composante fortement connexe de G ne contient & la fois
% et Ek pour k ¢ {1, 2, ..., n}. De plus, la condition pour 1l'identification
d'une paire = donnde de littéraux du paragraphe 1 ést équivalente & 1'appar-
tenance des 2 sommets correspondant A ces littéraux & la méme composante
fortement connexe de G. Ainsi, déterminer les composantes fortement connexes
permet de d8tecter une contradiction &ventuelle et de faire les identifications
de litt&raux. La m@thode bien connue de Tarjan fondée sur une recherche en
profondeur d'abord peut &tre utilisée & cet effet, et nécessite O0(m) calculs.
Elle peut &tre acc8l8rée d'un factéur constant dans le cas moyen, en detectant
une contradiction d&s que possible et en interrompant 1'ex&cution lorsqu'elle
est trouvBe : c'est-A-dire chaque fois que l'on a déterminé une composante
fortement connexe qui contient & la fols X etEk pour k donné ; cette

vBrification peut &tre faite en respectant la complexité en 0O(m) dans le pire cas.



3 FIXATION. SRR

11 semble qu'on ne dispose & 1'heure actuelle d'aucun algorithme pour
© détecter les fixations de variables d'un ensemble donné induites par R,

nécessitant dans le pire cas moins de wcalculs que la détermination de la

fermeture transitive de G. Cependant, g1 les m relations de-R sont supposées
choisies au hasard avec une &gale probabilité parmi les relations binaires
(1) - (4), un algorithme de complexité tré&s faible en temps espéréfpght-étre-

obtenu. Les régles de cet algorithme, que 1l'on appellera algorithme'de.cbnclu~

sions logiques (LCA), sont les suivantes :

Etape 1. Construction du graphe d'implication et détermination de contradictions

&ventuelles

R =0;

Tant que R # R faire
Si IRO[ < n alors poser D = R/R

sinon D est &gal & un ensemble de n ‘relations ..
distinctes choisies dams R, ;

Fsi

e Utiliser la recherche en profondeur d'abord pour trouver 1esf
composantes fortement connexes de G = (X u X u ) eu U est,
17 ensemble des axns correspondant a R . Sl une composante'

fortement connexe de G contlent pour un k donne

o ko€ {1 2,-..., n} i.1la fois X et Xk’ s arreter

Fin=tant-que

Etape 2. Identification et graphe réduit

Pour toute paire de variables (xi, Xk) (respectivement (xi, Ek))
appartenant i la méme composante fortement comnexe de G, identifier

X, et X (respectivement Xy et xk).



Etape 3.

Construire le graphe réduit GR = (XR, UR) de G, oli par définition

i) les sommets x, .¢€ XR sont en bijection avec les ensembles

R
i
de sommets définis par les compesantes fortement connexes
de G,
ii tient u c (x si et seulement si G contient
ii) UR con n arce Ry’ ka)

un arc joignant un sommet de la composante fortement connexe

correspondant & Xq, i un sommet de la composante fortement

Rg

connexe correspondant 4 x

Fermeture transitive du graphe réduit

Etape 4.

Déterminer la fermeture transitive Gy de GR (avec 1'algorithme de

Purdom [[14 ]. par exemple ou une version amélior@e décrite dans Jaumard

et Minoux [101).

Fixation de wvariables

Fin.

Pour chaque sommet X, de G,, considérer la liste des variables

Rj R?
associfes 3 ce sommet”et aux sommets qul sont les prédécesseurs

de ce sommet dans éR' Si cette liste contient pour k ¢ {1, 2, ..., n}

3 la fois %, et xk,_fixer les variables associées 3 Xp i1 sl

elles apparaissent sous forme directe et & 0 si elles J apparaissent

sous forme complémentée.



Proposition I

L'algorithme LCA détecte toutes les contradictions et/ou les flxations

de variables induites par K.

Démonstration

La détection d'une contradiction dans 1'étape | résulte du résultat de Aspvall,

Plass et Tarjan [{] discuté au paragraphe 2, quand R = R, .

La variable X, doit &tre Fiwxde 3 1 si et seulement si R contlent les

relations X, 2 Ei’ ou & la fois les relations x, 2 x et x; 2 Xk pour un k
~

donné ; X doit &tre fixé 4 0 si et seulement si R contient les relations

Ei 2 x,, ou d la fois les relations Xk > Xi et Ek 2 x, pour un k donné.
Comme le dernier cas est équivalent & X. Xk et Xy 2 X ,00 devra seulement
rechercher si la méme ﬁarlablg apparalt sous forme dlrecte et complementee
dans une inégalité@ ou dans le membre de droite de 2 inégalités induites avec
le m&me littéral dans le membre de gauche. Cela revient & tester si 6, la
fermeture transitive de G, contient les arcs (E s X ).ou (x.,'g }; ou 3 la
fois (xkg K. ) et (Xk, X, ), ou & la fois (xk, X. ) et (xk, X, ) On vérifie

|

facilement que 1'&tape 4 réalise 1'8quivalent dans GR

Intéressons nous maintemant au comportement de l'algorithme en temps

espéré,

Proposition 2

L'algorithme LCA nécessite un nombre espéré de calculs en 0(n).

Démonstration

Le p01nt principal est de montrer qu'il existe une constante positive ¢
(assez grande) telle que la probabilité pour que cn relations choisies au ha-
sard n'impliquent pas de contradiction,décroit exponentiellement avec n. Ceci

sera 8tabli en plusieurs Etapes :



a) Il existe des constantes positives k L et ¢y tels que la proba-

12
bilité qu'un ensemble de cn relations: choisies au hasard ne contiennent pas

cyn relations du type (1) et (2), ainsi que ¢ relations du type (3)

=k :
et (4) n'exci&dent pas k; ARatt: pour n assez grand,

En effet, soit B, 1la variable aléatoire (de loi binomiale)

égale au nombre de.ﬁelafions dumtypghﬁl)_é;ELZi;ﬁat@ixlgs-cn relations

S , S e e : o B mesen
dommées. Pour n grand, ila distribution de la variable ¥ /& JEE -

o1 -
7 | ven 1/2 (1-1/2)
peut &tre approximé par une loi de distribution normale, centrée réduite,

chﬁb;I);.On obtient alors :

- c - 2¢
1
Prob(Bcn < cln) = Prob(Bcn > (e = cl)n) = Prob(NOl >‘_—:T—ﬁ——VED

En définiasant h = c-ﬁf2c1V?L

c
Prob (N_>h)=[ ——l-—e’ dx = — e d(..z_ =——e 2
o1 h VIr =h /21 Var -

2 (c-201)2 .
En définissant kl = — et 21 = on obtient a).
Yam 2c :
b) I1 existe des constantes positives k2, 22 et c2.telles que la proba-

bilité pour qu'un ensemble de c;n relations du type (3) et (4) ne contiennent

pas qflrelatibnsdu type (3), ainsi que c,n relations du type (4)

n'excdde pas kze_izn. La démonstration est identique & celle de a).

c) Pour tout € > G il existe des constantes positives k3, 2y et ¢y telles
que la probabilit@ pour qu'un sous—graphe Gy = (X%, UX) de ¢ = (X v X, 1),

ol Uy définit 1l'ensemble des arcs de G correspondant aux ¢:n relations du

type (1) et (2)1éﬁéf§§£;ﬁau hasard,-me contienne pas une composante fortement
. ' o = an . '
connexe avec au moins (1 - 2e) n sommets n'excide pas k3e 3 Ceci est

une conséquence directe du th8oréme 2 de Karp et Tarjan L[11].



d) Soit XO un ensemble de (1 - 2€)ﬁ sommets de X choisis au hasard et
ig‘l'ensemble correspondant dans X. Il existe des constantes positives k4
et ﬁé telles que la probabilité& pour qu'un ensemble de c relations du

type (3) choisies au hasard ne contienne pas un arc joignant un sommet de

X 8 un sommet de §0 n'excaéde pas kaeﬁg4n. En effet cette probabilité est

. ‘._ . ) ’ 251}: C2n 1 c.n . . )
est plus petite que (2 x —EfJ < (EJ pour ¢ suffisamment petit
1 E p
(e < EE)’ en prenant k4 = 1 et 24 = . cyon obtient alors d).
e) De fagon identique, il existe des constantes positives k5 et fo telles

que la probabilité pour qu'un ensemble de c,n relations du type (4) ne
contienne:  pas un arc joignant un sommet de ﬁ% 4 un sommet de X0 n'excéde
pas kge_£5n.

£) A partir de a) ~ &), la probabilit& pour que G = (X u X, U) contienne-
un circuit impliquant une contradiction et consistant en un arc jolgnant

un sommet de XO (ensemble des sommets de la plus grande composante fortement
connexe dans GX = (X, UX)) & un sommet de io’ un chemin dans le sous-graphe
engendré par XO, un aré joignant yn sommet de Xéfﬁ un sommet de Xo et un

chemin dans le sous~gfaphe engendré par X n'est pas plus petite que

2 -Lin 2 -L:in 2
I (1-%ke 1 21- 7 ke 17 31-%, 6"
. i . i 6
i=1 ) 1=1
avec k, = 5 max k. et £, = 5 min &..
6 . i i . 1

1 1

-

Le nombre de calculs @8PEFE peut maintenant &tre &valué ; 1'&tape 1
nécessite au pire #(n + 2n + +.. + cn) =-0(n) opérations, les Etapes 2 & 4
3 . oz . . : '

sont en 0(n”). Aussi le nombre esp&ré d'opérations est en

(1 - ke "% fen) + k, e *6" g(n”) = 0(n) n

6% 6




4 - EXPEREENCES NUMERICUES

L'algorithme LCA a &té programmé en Fortran 77 et expérimenté
sur un DPS8 (BULL). Les relations binaires sont tirées au hasard selon
une loi uniforme parmi l'ensemble de toutes les relations binaires possibles
sur X. Les résultats obtenus pour une série d'expériences pour n variant
de 50 3 2000 et m = %, Dy nvey é-n sont présentds dans le tableau 1.

2

N définit le pourcentage de probl3mes pour lesquels on n'obtient pas

de contradiction ; Nf est égal 3 100 Z lorsque m = % et tend &galement
vers 100 7 lorsque m = n pour les probl&mes de grande taille.NC définit
le poucentage de problémes pour lesquels on obtient une contradiction
ayec les % premidres relations binaires avec & = %, n, ... . Tandis que
pour les problémes de petite taille, il y a quelques diff&rences d'un
probléme 3 un autre quant au nombre & de relations binaires qui engendrent
une contradiction, pour les problémes de grande taille le nombre & de
relations tend vers %E. Le temps de calcul moyen troas (temps moyen obtenu
sur des sdries de 100 problémes pour chacune des valeurs m et n) exprimé
en secondes CPU, est donné dans la derni&re colonne. Les probl&mes corres-—
pondant 3 un nombre d'arcs m plus faible par rapport & n (m = % ou m = m)
utilisent les &tapes 1 & 4 de l'algorithme. Pour ces problémes, troy dugmente
approximativement ave¢ n. Les autres problémes, ol le rapport m/m est plus
&ley8, correspondent au cas oli seule 1'ébape | est utilisé dans 1'algorithme :
trca augmente alors approximativement avec n.

Des expériences de calculs ont &té€ réalisées pour comparer 1'algorithme
LCA et l'algorithme de la cascade [9]. Les temps de calcul obtenus avec

les mémes donndes sont présentéds - dans le tableau 2. Les temps de calcul

sont considérablement inférieurs avec 1'algorithme LCA.



N

10

NQ .
n m N LCA
§ n/t 3/2n In 5/2n
75 100 0 ¢.084
50 97 0 3 ¢.764
50 75 50 0 A 48 0.228
100 5 0 3 65 77 G.085
175 0 0 4 48 45 -5 0.088
50 100 0 0.213
100 97 0 3 0.430
100 150 77| 0 3 70 0.641
200 0 0 5 65 30 ¢.191
250 0 0 5 65 30 0 0,104
100 160 | 0 0,612
200 37 0 b3 1.328
200 300 9 0 4 87 0.300
400 0 0 3 91 6 0301
500 0 0 4 &6 | .10 Y 0.447
150 100 ] 1,202
“300 98 0 ? 2,417
300 4590 0 0 4 96 0.567
600 0 0 3 94 3 0.448
750 0 0 5 95 -0 ) 0.451
200 100 0 1.985
400 972 0 3 1.989
400 600 0 0 7 93 0.576
£00 0 0 2 58 0 : 0.5%2
1000 0 0 3 &9 '3 i 0.613
_ 250 100 0 2,937
500 500 87 0 3 1.207
750 0 0 9 91 0.721
1000 0 0 5 95 0 0,771
1250 0 0 3 36 ] 0 0.734
500 100 0 12,182
1000 1000 98 0 7 18,653
1500 0 0 6 94 1.258
2000 0 0 4 96 0 1.263
2500 0 0 3 94 1 ] 1.271
1000 100 0 39.6
2000 100 0 0 169.3
2000 | 3000 0 0 3 97 2.912
4000 0 0 0 100 0 2,715
5000 0 0 1 99 0 i} 7,834
Tableauw 1 . Résolution de problémes testsavec 1'algorithme de conclusions logiques{LCA)

nombre de vaviables

m = nombre de relations binaires (moitié du nombre d'arcs du graphe G) -
Nf‘: pourcentage de problémes pour lesquels aucune contradiction n'intervient
N . = pourcentage de problémes pour lesquels une comtradiction est impliquée par les &

premiéres relations, & = n/8, n,...

©
LCA y1emes) .

s 8/2n
= temps de caleul de l'algorithme LCA en secondes CPU (temps moygn obteru sur 100 pro-



n m TrcaA Zea
2% 0,084
50 50 0.164
#5 0.228 9.8
100 0.085
125 0,088
50 0.713
100 0.430
100 150 0. 647 79.1
200’ 0.191
250 0.104
100 0.612
200 1.328
300 0.300 648
200 400 0.307
500 0.447
150 1.207
300 7,417
500 450 0.562 2182
600 0.448
750
200 1,985
400 1.989
600 0.5%6 517§
400 §00 0.5%2
1000. 0.613
250 2,937
500 1.207
500 750 0.7217 9938
1000 0,771
1250 0.734

11



Tableau 2. Cbmparaiéon des temps de caloul entre les algorithmes LCA et CA

n = nombre de variables _
m = nombre de relations binaires (moitié du nombre d'ares du graphe G)
trog = temps de caleul de 1'algorithme LCA en secondes CPU (temps moyen sur 100 problémes)

toy = temps de caleul de L'algorithme: CA en secondes CPU (temps moyen ewse. 100 problémes).
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ANNEXES
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ANNEXE 1

Un exemple



- IIT -

X = Axp, x5, xg, By, X5, g, Xy Xg, X, X))

Soit R un

ensemble de 32 relations binmaires obtenues par un tirage selon une lol

binomiale et tel que 1'on ait une &gale probabilité parmi les relatioms binaires

(H - .

R = {x1x3 =0, X x, = 0, X Xg = 0, EyXo = 0, XX = 0, X% = 0, 5Ky ~0§438x9 =0
X5x] = 0, X Xg = 0,_x3x2 =0, XyX g = 0, X Xy = 0, XX, = 0, XX, = g, X Xy = 0
xgug = 0, %%y = 0, x;x5 = 0, x7xg = 0, xgx, = 0, xg% = 0, xgx5 = 0, xg%) =0
XX, = 0, X X, = 0, Xg¥g = 0, EyXy = 0, XaXg = 0, X Xg = 0, XX 0, XgX 0}

Soit RO un ensemble de 5 relations binaires choisies au hasard dans R (dont les &lé-

ments ont &4& répartis aldatoifement) :

R = { xxg = 0, XX, = 0, %%y =

Soit G le graphe d'implication associ& & R

ia

L'algorithme de recherche des composantes fortement comnexes de Tarjan appliqué

& G ne donne pas de contradiction.



On rajoute 5 relations binaires choisies au hasard dans R_Ro’ on cobtient R1 :

R, = Rou{xlx3 =0, x,%x =0, x;x. =0, x,%
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5 = 0, XoX, = 0}

Soit G le graphe d'implication associé & R, ¢

Chaque sommet, représentant sur cet exemple, & cette Etape, une composante

R 1 :

fortement comnexe, le graphe réduit G, déduit de G, est :

//k/”?:;\\,/,_:‘::»\\

1

‘x;#—- Z" xs—:ﬁ—’li%-;&-)- 13 26 14%—21%—?3 23+ Ay

Si l'ensemble des relations

clure qu'il existe au moins

il existe un chemin de X a

binalres XIXZ =0 et Xlxz =

existe un chemin de Xg a X

-

binaires considéré étalt égal & R, on pourrait con-—
une solution (pas de contradiction dans GRI). De plus,
x, et un chemin de xl a E (traduction des relations
0), ce qui permet de déduire que X, = 1. De méme, il

et un chemin de Xg a Xy dont on déduit que Xg = 0



(ce que 1'on aurait &galement pu obtenir en remarquant qu'il existait un chemin
q g q
de X, a Xgs solt que X, = ls§x8, solt ES = 1), Par un raisonnement analogue, on

obtient &galement X, = 0 et x, = 0.

Revenons 4 1'ensemble R de départ. Le graphe GR n'impliquant pas de contradiction,

rajoutons 5 relations binaires (soit 10 arcs) choisies au hasard dans R - Rl'

1%7 = 0, x5%3 =0, x

4 =0 %y = 0J

On obtient R, = R U{§5§

2 1 0 =9 % 10%

Soit G, . le graphe d“impliCation‘asspéié a_RZ:V

*
= % Tl iy T

GR2 comporte 16 composantes fortement comnexes qui n'impliquent pas de contradic—

tion. On peut dé&duire de GR2 les conclusions logiques suivantes :

~ identification de variables : X4 = x5 = X

- fixation de variables : x, = 1, Xy = 0, x, = 0, x

. =0, x5 =0, x5 = L.

5
Rajoutons encore 5 relations binaires choisies au hasard dans R - RZ' On obtienttR3 :

R, =R, U [x.x

3 9 0%y = 0, X2;8 =0, x6£3 =0, x,8, = 0, xyx, = 0}

378



_VI_

Soit G4 le graphe d'implicatiﬁﬁ%associé a Ry (déduit de 1'algorithme de Tarjan) :

(Tous les arcs n'ont pas &té représentés)

X, et x4 appartiennent 3 la méme composante fortement connexe, on a alors une con-—

tradiction : on peut arréter 1l'aleorithme, il n'est plus possible de trouver une
P 24 > p p

solution,
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ANNEXE II

Programme de l'algorithme CA
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n est le nombre de sommets du graphe d'implication, n=2nv
nv est le nombre de variables

parameter (nv=50,n=2*nv)

common/limite/miiml, mlim2

integer Xi,Xj : .

common/tab/xi(50000),x5(50000)

integer mul(16,16),som(16,16)

integer m

. common/mat/m(500,500)

lecture de la table definissant l'addition des etats
open(1l,file='addition', form="formatted")
.deo 10 i=1,16
read(1l,900) (som(i,k)}, k=1,16)
10 continue

lecture de la table definissant la multiplication des etats
open(12, file='multiplication', form="formatted")
do 20 i=1,16
read(12,900) (mul(i,k),k=1,16)
20 continne

tepu=0.
write(06,901) nv,2*nv :
mliml est la valeur maximale du nombre d'arcs generes
relativement aux dimensionnements des tableaux
mliml=50000
do 100 ktirage=1,100

write(06,902) ktirage

tirage selon une loi binomiale de parametre prob
prob=0.1
print,"parametre loi binomiale",prob
call random(n,nv,nr,prob)
print, 'graphe initial de',nr,‘'arcs'

construction de la demi-matrice des etats initiaux

~do 40 i=l,nv
do 30 k=1,nv
m(i,k)=1

30 continue

40 continue
do 60 4=1,nr
1i=xi(5)
kk=x3j(3)
if(ii.gt.nv) thenj;i=ii-nv;

elge;i=jiijii=ii+nv;
endif
if{kk.gt.nv) then;k=kk-nv;
else;k=kk;kk=kk+nv;

endif
if((i.eg.xi(5)).and.(k.eq.x3j(3))) then;mm=3;goto 50;endif
if((i.eq.xi(5))-and.(kk.eq.x3j(3j))) then;mm=2;goto 50;endif
if((ii.eq.xi(3)).and.(kk.eq.xj(3))) then;mm=4;goto 50;endif
if((ii.eq.xi(3j)).and.(X.eq.x3j(3))) then;mm=5;goto 50;endif

50 m(i,k)=som(mm,m(i,k})

60 continue
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c
c calcul de la fermeture transitive
: call ptime(t0)
do 90 j=1i,nv
do 80 i=lrnV
do 70 k=1,nv .
m(i,k)=som(m(i,k),mul(m(i,j),m(j,k)))

70 continue
80 continue
=18 continue
call ptime(tl)
c
tocpu=tcpu+tl-t0
write(06,903) (tcpux3600.)/float(ktirage)
800 format(16i3)
901 format(i5,13h variables ou,i5,8h sommets)
202 format(/,7h tirage, id)
903 format(24h temps d'execution moyen,eld.6,13h secondes cpu)
- 100 continue
stop

end



ANNEXE ITI

Programme de 1'algorithme LCA



- XF- -

¢ nv est le nombre de variables

¢ n est le nombre de sommets du graphe, n=2nv
parameter (nv=50,n=2+nv)

c
common/limite/mliml, mllmz
integer xi,xj
common/tab/xi(50000),x3(50000)
integer pteur,arc,vert
common/gi/pteur (60000),arc(60000),vert{5000)
integer comp,rep,elt
common/cofc/comp(5001),rep(5000), elt(5000)
integer somr,sucr
common/gr/somr(SOOl),sucr(SOOOO)
integer pf.,s
common/ftrgr/pf(5001), s(lOOOOO)
integer som,suc
common,/ft/som{5001),suc(100000)"
integer pasl,pasi,2Z,X,¥ '
logical ecrit,trouve

c si ecrit=vrai alors impression des resultats intermediaires
ecrit=.false.
write(06;900) nv _
¢ tirage selon une loi binomiale de parametre prob
prob=0.1
write(06,9801) prob

¢ pour les dimensionnements de tableaux

¢ mliml est la valeur maximale du nombre d'arcs dans le graphe initial
mliml=50000

¢ mlim2 est la valeur maximale du nombre d arcs gdans

¢ la fermeture transitive du graphe reduit
mlim2=100000

tepu=0.
c
do 100 ktirage=l,100
write(06,902) ktirage
c

¢ generation aleatoire de paguets d'arcs
call randem(n,nv,nr,prob)

c
write(06,903) nr
nri=nr
Nr=3*nv
if{nr.gt.nrl)then;print, 'pas assez d4"arcs generes';
goto 100;
endif
write(06,904) nr,nr/2
c

¢ initialisation de la structure de donnees

do 10 i=l,mliml+n
pteur(i)=0
arc(i)=0

10 continue
do 20 i=1,n
vert(i)=0

20 continue
narc=n

¢ si trouve=false alors on a trouve une contradiction en
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determinant les composantes fortement connexes
trouve=.true.

on prend un paquet de pagzZ-pasl arcs

initialisation
pasl=1
pas2=nv
if(nr.1t.nv) pasz=nr

»

remplissage de la structure de donnees qui
contient le graphe

nk=ncmbre d'arcs generes noh encore utilises

-nk=nr
- 30 call ptime(tpo)
do 40 i=pasl,pas2
nk=nk-1
x=xi(1i)
y=x3j(i)
if(vert(x).eq.0) then;vert(x)=x;
: pteur{x)=-1;
arc(x)=y;
elsejzz=vert(x);
narc=narc+l;
pteur(zz)=narc;
pteur(narc)=-1;
arc(narc)=y:
vert(x)=narc;
endif
40 continue
call ptime(tpl)
calcul des composantes fortement connexes

c
Cc
c

if{pasl.eqg.l)then;call ptime(tpi);
on ne prend pas en compte le chargement de la structure de
pour le temps cpu :
else;tpi=tpi-{(tpl-tpl);
endif
call cfe(n,nv,ncfc,trouve)
if{ecrit) call imprl(n,ncfc,nr)

si on a trouve une contradiction (trouve=false)
alors FIN : on va en 90
if(.not.trouve) goto 90

gi pas de contradiction, on ajoute un
nouveau paguet d'arcs
if(nk.ge.nv) then;pasl=pas2+l;
paszZ=pasgz2+nv;

goto 30;
else;if(nk.ne.0)then;pasl=pas2+l;
pas2=nr;
: goto 30;
endif;

endif

il n'y a pas de contradiction :

donnees
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recherche de la fermeture transitive des relations binaires

1 ere etape : determination du graphe reduit

call reduc{n,ncfc)

2 eme etape : fermeture transitive 4du graphe reduit

call ftrans(n,ncfcy

3 eme etape : fixation de variables

90 .

100

900
901
a02
903
904
905
206

907

call fixe{nfix,n,nv)

call ptime(tpf)

topu=tcpu+(tpf-tpi)

write(06,905) (tpf-tpi)*3600.

write(06,9068) ktirage, {(tcpux3600.)/float(ktirage)

if(.not.trouve)then;print, '"CONTRADICTION';goto 100;
else;write{06,907) nfix;

endif .

if(ecrit) call impr2(n,ncfc)

continue

format(3x,i4,10h variables,/)

format(30h parametre de la loi binomiale, 2x,el2.6,/)
format(/,7h tirage,i4)

format(i5,42h relations binaires generees aleatoirement)
format(7h graphe,/,i5,8h arcs ou,i5,19h relations binaires)
format(28h duree d'execution du tirage,el4.6,13h secondes cpu)

format(19h duree moyenne pour,i4,l10h tirages :,el4.6,13h secondes cpu

format({i5, 17h wariables fixees)
stop
end

tirage d'ﬁn ensemble dfarcs selon une loi
bincmiale de parametre prob

subroutine random({n,nv,nr,prob)

double precision g0bcaf
integer Zz,top,vi,v]

integer xi,xj
common/tab/xi{50000),x3(50000)
common/limite/mliml, mlim2

g05caf returns a pseudo-random number taken from a
uniform distribution between 0 and 1

g05ccef sets the basic generator routine gO5caf to a
non-repeatable initial state

call gO0bccf

.generation de nr relations binaires

selen une loi bhinomiale

nr=0

relations 4u type xi.(1-x4j) ou Xi<=xj
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do 20 i=l,nv-1
do 10 j=i+l,nv
r=sngl(g05caf(1.0d40))
if(r.ge.prob) goto 10

nr=nr+l
xi(nr)=i
xj(nr)=j
10 continue
20 continue

c

c relations du type (1-xi).x3j=0 ou l1-XRi(=1-Xxj
do 40 i=nv+l,n-1
do 30 j=i+l,n
r=sngl(g05caf{1.0d40))
if(r.ge.prob) geto 30

nr=nr+l
xi{nr)=i
xj(nr)=3
30 ~ continue
40 continue

c

c relations du type Xi.Xj=0 ou Xi<=1=-xj
do 60 i=1,nv-1
‘do 50 j=i+nv+l,n
r=sngl{g05caf(1.040})
if(r.ge.prob) goto 50

nr=nr+l

xi(nr)=i

xj(nr)=3
50 continue
60 continue

c
c relations du type (1-xi).(1-xj)=0 ou 1-xXi<=xj
do 80 i=nv+i,n-1
do 70 j=i-~-nv+l,nv
r=sngl{g05caf(l.0d0))
if(r.ge.prob) goto 70
nr=nr+l
xi{nr)=i
xji{nr)=j
70 continue
80 continue

c

if(2#nr.gt.mliml) then;print,"erreur dimension de tableau";stop;endif
c
¢ randomisation des relations binaires

top=nr
do 100 i=l,nr
zalea=sngl{g05caf(1.0d0))*(top-0.5)+1.
z=int(zalea)
yi=xi(z)
yi=x3j(z)
de 90 j==z,top
Xi(4)=xi(3j+1)
x3(3)=x3(5+1)
20 continue
xi(top)=yi
xi(top)=yJ
top=top—-1
100 continue
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o

c rangement aleatoire par paquets de nv relations
top=nr
do 120 i=1l,nr
zalea=sngl(g05caf(1.0d0) }*(top-0. S)+1.
z=int(zalea)
yi=xi(z)
yi=xi(z)
do 110 j=z,top
xi(3)=xi(J+1) =
xi(d)=x3(3+1)

110. continue

xi(2*top)=yi
xj{2*top)=y3j ‘ _
if{yj.gt.nv)then;xi(2*top-1)=yij-nv;else;Xi(2*top-1)=yj+nv;endif
if(yi.gt.nv)then;xj(2+top-1)=yi-nvjelse;xj(2+top-1)=yi+nv;endif

. top=top-1
120 continue
c
return
end
c
c
c
c
c

¢ calcul des composantes fortement connexes

¢ algorithme de Tarijan
suproutine cfc(n,nv,ncic,trouve)

c .
integer num(5000),p(5000),ns(5000),inf(5000)
integer stack(5000),mark(5000),point(5000)
integer v,w,top '
integer pteur,arc,vert
common/gl/pteur(soooo),arc(Goooo),vert(sooo)
integer comp,rep,elt
common/cofc/comp{5001), rep(5000),elt(5000)
logical trouve

o

c initialisation des tableauX et des parametres
do 10 j=1,n
rep(7)=0
num(5)=0
p(3)=0
if(pteur(j).eq.0) then;ns(j)==1;else;ns{j)=jrendirf
inf(j)=0 :

¢ comp(sj)=numerc de la comp. fort. connexe du sommet 3
comp( §)=0
elt(j)=0
stack(j)=0

¢ mark(j)=1 ssi le sommet j appartient deja a une comp. fort. connexe
mark(j)=0
point(j)}=0

10 continue

i=1
comp{1)=1
comp{n+1)=0

¢ ncfc est le nombre de composantes fortement connexes
ncfc=0 '

¢ top pointe sur le sommet de la pile (tableau stack)



top=0
ii=1
c nmark est le nbre de sommets non encore marques
nmark=n
c. '
¢ algorithme
c .
¢ choix 4'un sommet v.non encore margue
20  if (mark(ii).eg.0) goto 30
1i=ii+l '
goto 20
30 v=ii
c . .
.¢ initialisation pour le sommet racine de l"arborescence
inf(v)=i '
. num(v)=3i
Cc v est marque
mark(v)=1

nmark=nmark-1
Cc on met v sur le sommet de la pile
top=top+l
~stack(top)=v
point(v)=1 ssi v est dans la pile
point{v)=1

0

construction de l"arbre

goto 200 si tous les successeurs de v ont deja ete examines
40 if(ns(v).eg.{=1)) goto 70 '

C w est un successeur de v

w=arc({ns(v))

ns(v)=pteur(ns(v))

a0

if(mark(w).ne.0) goto 50
i=ji+l :
nmark=nmark-1
num{w)=1i
inf(w)=1i
plw)=v
mark(w)=1
top=top+1l
stack(top)=w
point(w)=1
=y
goto 40
B0 if({num(w).ge.num(v)).or.(point(w).eg.0)} gotc &0
inf(v)=mino(inf(v),num(w))
60 goto 40
70 if(num{v).ne.inf{v)) goto 110
c v nouvelle racine d"une comp. fort. connexe
¢ nofe est le numero de la comp. fort. connexe
ncfe=ncfec+l
kk=comp(ncfc)
c recherche des sommets qui appartiennent a la meme cfc que xXi
. on depile jusqu"a v compris
w=stack(top)
80 if(num(w).lt.num(v)} goto 90
elt{kk)=w .
rep{w)=ncfc
€ w est retire de la pile
point{w)=0



c
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endif

jj=suc(3)

if(jj.gt.nv) ji=ji-nv

if(c{94).eq. l) thenivfix(i)=0;
viix(i+nv)=1;
nfix=nfix+1;
goto 90;

else;c(ij)=1;

~ endif

continue
goto 90

c fixation de la variable Xi a un

70

. B0

20

do 80 j=1,11 .
1f(suc(j) eq.{i-nv)) then; vflx(l—nv) 1:

vEix(i)=0;
nfix=nfix+1;
goto 90;
endif
ji=suc(3)

if(jj.gt.nv) ji=jj-nv

if(c(dj).eqg.1) then;viix(i-nv)=1;
vEix(i)=0;
‘nfix=nfix+1;
goto 907

else;jc(33)=1;
endif '
gontinue

. continue

return
end

impression du graphe d'implication et des composantes fortement connexes

10

subroutine imprl{n,ncfc,nr)

integer pteur,arc,vert

common/gi/pteur (60000),arc(60000),vert(5000)
integer comp,rep,elt

common/cofe/ comp(5001),rep(5000),e1t(5000)

print, 'graphe d"implication'
write(06,85)nr
do 20 i=1,n
if(vert(i).eg.0) then;
write(6,93)1i;
else;
write(6,920)i;
k=i;
1f(pteur(k) ne.(-1)) then;write(6,91)arc(k};
k=pteur(k);
goto 10;
else;write(6,92})arc(k);
-endif;
endif
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20 continue

print, 'composantes fortement connexes'
i=comp(1l)}
do 30 j=1,ncfc
ii=comp(j+1)
if(i. eq ii) then;write(06,93)3;
else,wrlte(os 94)3,(e1t(k) k=i,ii-1};

endif

i=id
30 continue
90 " format(3x,i3,8%,$) .
o1 format(i4,s)
92 . ~ format(i4) - -
93 format(3x,4i3,8x,19n pas de successeurs)
94 format(3x,1i3,8x,14i4,/,100(14x,14i4,/})
95 format(i4,5h arcs,/)

" return
end

impression du graphe reduit et de sa fermeture trans;tlve
subroutine impr2(n,ncfc)

integer somr,sucr

.common/gr /somr{5001), sucr (50000)
integer pf,s
common/ftrgr/pf(5001),s(100000)

print, ‘graphe redult'
i=somr(l)
do 10 j=l,ncfc
ii=gomr(4+1)
if(i.eqg.ii)then;write(06,93)3;
elseywrite(06,94)5, (sucr(k), k=i,ii~1};
endif
i=ii
10 continue

print, 'fermeture transitive du graphe reduit’'

i=pf(1)

doe 100 j=1,ncfc

ii=pf(4+1)

if(i.eq.ii) then;write(06,93)3:
else;write(06,94)3,(s(k),k=4i,ii-1};

endif
i=iji
100 - continue
93 format(3x,i3, 8%, 19h pas de successeurs)
94 format(3x,i3, 8%, 1414, /,100(14x,14i4,/))
return

end



