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NUMERICAL VALIDATION OF THE KARMARKAR's ALGORITHM

ABSTRACT

The Karmarkar's algorithm is an iterative method 1ike the classical non
linear methods. The impiementation of this algorithm on a computer is
generally stopped when the objective function value is less than a "small"®
fixed positive scalar 8. If B 1is too small, we may perform many unpro-
fitable iterations ; if B 1is too large, the computed solution may be far
from the optimum. We suggest, in this paper, an optimal criterion which
stops the implementation when we have obtained the best solution for the
used computer. Another procedure gives the number of significant digits
of this sotution.

VALIDATION NUMERIQUE DE L'ALGORITHME DE KARMARKAR

RESUME

Comme la plupart des méthodes d'optimisation non linéaire, i'algorithme
de Karmarkar reldve des méthodes itératives. L'exécution sur ordinateur
de cet algorithme est généraiement arrétée Torsque la valeur de la fonc-
tion économique est inférieure a un scalaire B '"petit" défini a 1'avance.
S 8 est trop petit, 1'algorithme bouciera ou 1‘exécution comportera un
grand nombre d'itérations inutiles. Si R est trop grand, la solution
obtenue sera éioignée de 1'optimum. . Nous proposons ici un test d¢'optima-
Tité qui arréte 1'exécution quand la meilleure solution, qui peut &tre
obtenue a 1'aide de 1'ordinateur utilisé, a été trouvée. Une autre pro-
cédure donne le nombre de chiffres significatifs exacts de chaque compo-
sahte de ia solution,



1. Introduction:

B
]
L1

En fin d’année 1984 , N. Karmarkar a proﬁg&@u.
de résolution des programmes lin€aires [£97 . Contrairement & la
méthode de Khatchyan 101 , satisfaisante au plan théorigue ,mais
gui s'est avérée trés inférieure a la méthode du Simplexe de
Dantzig L£51 , tant en ce gui concerne sa rapidité que sa capacité
de traiter des problémes de grande taille ; cette nouvelle
méthode est , aux dires de son auteur , 50 & 100 fois plus ragpide
gue la méthode du Simplexe et particuliérement efficace dans le
cas de problémes de grande taille & matrices de contraintes trés
creuses . Cependant, N. Karmarkar.est trés avare d'informations
sur sa méthode et s’'est Jusgu’ici refusé 3 en faire
l'expérimentation sur les problémes gui lui étaient proposés en
particulier par le COAL , ce qui laisse planer un doute sérieux
sur ses performances . Un certain nombre d’expérimentations ont
été faites , en particulier par Nickels-ROdder-Xu-Zimmermann [1471
Roos L1511 ,Tomlin C1lB1 ,Vanderbei-Meketon-Freedman [C211 ,Iri-Imai
£[81 , Cavalier-Soyster [£41 , BShanno L1611 et un bon nombre de
modifications ont &té proposées par ces auteurs , et aussi
Anstreicher E13C21 , Todd~-Burrell C£173 , Minoux [131 , Birge L33,
Gay L[61 , Gill-Murvay L[73 , Megiddo [121 , ... Celles-ci ont
donné des résultats pas encore comparables avec ceux de la

méthode du Simplexe mais pourtant assez prometteurs étant donné



la "jeunesse" de cet algorithme .

L'algorithme de Karmarkar reléve des méthodes itératives et,
comme on le verra par la suite , a de nombreux points communs
avec les méthodes d’'optimisation non linéaire .  En conséguence .,
le test d'arrét qu’il propose est un test & seuil .  Nous avons
montré que ces tests sont peu efficaces, car si le seull est trop
petit, on risque de faire des itérations inutiles qui peuvent
entrainer une détérioration de la solution et sont trés colteuses
en temps de calcul ou m8me constater un bouclage de 1l'algorithme;
s5i le seull est trop élevé , la solution obtenue peut 8tre trés
éloignée de l'optimum . De plus, Karmarkar propose , guand la
solution est imprécise,de procéder & des itérations supplémentai-
- res pour obtenir plus de précision ; comment peut-on juger de la
précision de la solution si on ne la connait pas & 1l'avance ?

Clest pourquoi., nous propesons igi , U nouveau critére
d'arrgt optimal qui stoppe 1'exécution de la méthode dés que le
maximum de précision gque 1'on peut obtenir avec 1'ordinateur
utilisé est atteint ; de plus , le logiciel ainsi constitué donne
le nombre de chiffres décimaux significatifs exacts de chaque

composante de la solution optimale .

2. L'algorithme de Karmarkar:
2.1. Le probléme traité et les hypothéses de travail:
Soit le programme linéaire

P t
Minimiser ¢ .X

H
<

avec A.x



ol ¢ et x sont des vecteurs de R r b un vecteur de (R+)m, a le
vecteur & n composantes toutes égales &8 1 , A une wmatrice a
coefficients réels & m lignes et n colonnes
Le domaine réalisable est 1l‘intersection de l'espace affine

E = {x/A.x=01 et du simplexe § = {x/et.le,x}O} . Les hypothéses
de départ sont les sulivantes :

- le minimum de la fonction est 0 ;

- le probléme a une solution finie et le point de départ de

l'algorithme =x° = (lln,...,lln)t est réalisable

2.2. L'algorithme:

Soit le point rvéalisable de la k-iéme itération

LB (X(k)lr””x(k)n

)

D(k) est la matrice diagonale de coefficients diagonaux
X(k)lr--rx(k)n . '

Soit T(k) la transformation projective qul projette le point x(k)
au centre a’ du simplexe 8 , avec a' = (1/n,...,1/n)t . BElle est

définie par :
(k) -1

£D 1 X
T {x) —
{k) et{D(k)} l.x
' (), _ . t
On a T(k)(x ) = (1/n,...,1/n}
(k) a.p'*’
Soit B = =g
e

(k}

cul est la matrice A.D augmentée d'une ligne de 1

L'algorithme de Karmarkar s’écrit :

Pas 1 : Constituer la matrice B(k).

(k) (k)t k)B(k)t ~1B(k)

Pas 2 : Calculer c¢ = LI-B (B( ) JD(k)c .



Pas 3 : Normer le vecteur c(k) en c’(k) =c(k) /Norme(c(k) Y.
P P P P
Pas 4 : Calculer b(k) point d‘optimisation dans le simplexe 5 par
h(k) - gt - Brc'{k)

o0l B est un scalaire que Karmarkar conseille de prendre
ggal & 1/4 , et r est le rayon de la plus grande sphére
inscrite dans le simplexe

1

\fnin=-1)

Pas 5 : Calculer le nouveau point courant dans 1'espace de départ

¥y =

(k). (k)
(k+1} _ k), . {k) D b
X =T ) RTINS
e D b
Soit | L = Ztcag(l-i~lli>ma_K 1y + log(l+uy ,
ot : Dmax = maxfdet(X)/X sous-matrice carrée
: extraite de A}
el W= max{!cii,lbit,izl,..,n}

8i 1l‘on effectue 0O(nlL) itérations de 1l'algorithme , 1la

-0(L)

solution trouvée est & 2 tie 1’'optimum .

2.3. Principe de l'algorithme:

(k)

Soit le point = admissible: il est projeté a l'aide de la

transformation projective T(k)

au centre du simplexe S;Cependant,
cette projection ne transforme pas la fonction économigue linéaire
ct.x en une fonction linéaire ; aussi Karmarkar utilise-t-il 1la
fonction potentiel f définie par :

n

£(x) =Y In(e".x/x,)
£3 i’



qui a la propriété de conserver sa morphologie par projection

Karmarkar a montré C10,th.11 gue toute réduction adéquate de f{x)

impligue une réduction de ct.x . S0it g la transformée par

(k)

la projection T de £ :

n t n
gly) = In(c™D y/y.) -2_lnla.)
J=1 7oy
Toute reéduction de g entraine une réductioh de f ; on wva dong

résoudre le probléme projeté :

Minimiser g(y)

avec ADay = 0
ety'= 1
vy » 0

Ce probléme étant non linéaire ,on le linéarise et on le résout
en limitant le_ domaine des points réalisables & une sphére
intérieure et concentrigue a4 la plus grande sphére inscrite dans
le simplexe § , d’'o0 le nouveau programme

.. t.
Minimiser z = ¢ Dah

AD.h = 0
a

eth = 0

h'h ¢ B%r? avec 0 ¢ B ¢ 1

Les théorémes 4 et 5 (L1001} , permettent d'affirmer gue 1'on
obtient 'par la résolution de ce probléme une solution amélioree
d’'une guantité @ prédéfinie. La solution obtenue dans le simplexe
est ensuite projetée dans le domaine initial & 1'aide de 1la

transformation'pr‘ojective inverse,'ﬁ[’(k)ul, et donne ainsi un point

amélioré .

L'exé&cution de l'algorithme est arrétée lorsgue :

- goit ctx(k+1) =@



t (k+l) , & (k)

- s0it ¢'x fex < ZHO(L)

2.4, Mise du probléme sous wune forme utilisable par
l'algorithne:
Tel gqu‘il se présente , l'algorithme de Karmarkar traite un

programme linéaire de la forme suivante :

Minimiser 2 = ct.x
aveo A.x =0
etx =1
x » 0

I1 faut donc transformer de fagon adéquate les programmes
linéaires classiques :
Minimiser z = ct.x
A.x =b
x » 0
Pour créer la contrainte etx =1 , dans le c¢as oa la
solution est bornée , on peut "théoriquement® trouver M tel gque :
etx (M.

En ajoutant une variable d'é&cart X on aura 3

+1 7

e X = M ol X = (xl""'xnfxn+l)t

. } R -
Posons x', = Xi/M pour i = 1,...,n+l ; on aura ainsi e x' = 1

i
Considérons d’autre part la matrice A’ obtenue & partir de la
matrice A en ajoutant & droite de celle-ci un vecteur colonne
nil ; nous avons alors
A'X = b
. 1 t I
cu MA'x" = b = ble x’) .

On en tire :



[MA’ -betlx’ = 0 .

Si 1'on pose A" = MA'-be®

L0

it

et ' c’ (clp..,,c

n

on aura le nouveau programme linéaire :

Minimiser z’' = c’tx’
avec Ay’ =
etx’ = 1
x' » 0

3. Un nouveau test d'arrdt optimal:

3.1. Inconvénients du test d’'arré&t classique:

Nous avons vu gu'a l'optimum la waleur optimale de la
fonction Eéconomigue du probléme transformé est théoriquement
nulle . Comme l’algorithme de Karmarkar reléve des méthodes
itératives , 11 est trés rare gque 1'on pulsse atteindre cette
valeur , l'ordinateur ne travaillant pas en précision infinie en
raison de la taille limitée de ses vregistres . Aussi les
logiciels itératifs d'optimisation utilisent des tests dfarrét a
seuil B . Beit £ la fonction &conomigue dont la valeur doit 8tre

(k)

théoriquement nulle & l1'optimum et = le point obtenu & la k-

iéme itération :

(k)) ¢ 3, on stoppe l'algorithme et le point x

si fix
est considéré comme la scolution optimale .
Ce procédé a des inconvénients trés sérieux :
- 81 B est choisi trop grand ., l'exécution de
l’algorithme est arr&tée trop tét : la solution

obtenue peut 8tre éloignée de 1l'optimum effectif . On

en a un cas trés significatif pour 1l'exemple de Wood



en praogrammation non linéaire sans contrainte . ol le
point courant passe trés prés d'un point selle ; 1la
seule guatriéme décimale de chague composante de la
solution é&volue bien que 1l'on se trouve trés loin de
la solution optimale et si [ est trop grand
il'exécution se terminera en ce point'.‘

- 81 B est choisi trop petit , la valeur calculée de la
fonction wutilis&e pour Jle test d'arrBt aura une
décroissance trés faible , ou dépassera toujours § ;
on assistera donc soit a un houclage de
l'algorithme , soit a4 1l'exécution d'un grand nombre
d’'itérations inutiles avec, dans beaucoup de cas, une
détérioration de la précision de la solution . Ceci
est extré&mement préjudiciable & la mise en oceuvre de
la méthode de Karmarkar dont la caractéristique
essentielle est un faible nombre d'itérations par
rapport 4 la méthode du Simplexe , chacune d'elles se

révélant , actuellement , trés coliteuse .

3.2. Le test d'arrét optimal de J. Vignes [221:

| Ce test a l'avantage d’'8tre exactement adapté a la taille
des registres de travail de l'ordinateur utilisé . Le test va
porter en optimisation non-linéaire sur la nullite des
composantes du gradient de la fonction économique . Grad(f(x)) ,
a 1'optimum mais pourra &tre adapté trés simplement au cas d'une
fonction économique dont on sait qu’elle‘e&t théoriquement nulle
& 1l'optinum .

Le principe du test d'arrét optimal de Vignes est le



suivant:
A chague itération y on calcule les nombres de chiffres
décimaux significatifs exacts , Cj r des composantes de
Grad(f(x))
- 81 pour tout j=1l,...,n , Cj {1 , on a atteint une
solution informatiguement satisfaisante et le pro-
cessus itératif doit 8tre arrété .

- 8i 1'un au moins des Cj est supérieur ou égal & 1, le

processus itératif doit 8tre poursuivi .

3.3. Calcul du nombre de chiffres significatifs exacts par la
méthode de permutation-perturbation de Vignes L[231 :
3.3.1. Méthode de permutation-perturbation :

En informatique , les régles de 1'algébre ne sont pas
vérifiées ; dans une expression arithmétique , toute permutation
des opérateurs permutables conduira & un résultat numérique qui
peut étre différent ; le nombre de résultats différents gue 1'on
peut obtenir correspond au nombre tbtal de ces permutationsl. On
notera Cop le nombre total de combinaisons possibles
correspondant aux diverses permutations .

Comme au niveau de chaque opération.arithmétique r les
opérateurs  wvirgule flottante enqéndrent une erreur d'arrondi ou
de troncature , c¢etfe opération a deux résultats , 1'un par
défaut l'autre payr excés . chacun représentant aussi
légitimement le résultat exact . Done , si l'algorithme demande
1'ex&cution de k opérations arithmétigques le nombre de résultats
informatiques représentant le résultat exact est Zk .

Le cardinal de 1'ensemble des résultats informatiques



images du résultat exact aprés application de la méthode de

K o

permutation~perturbation sera done : 2 op

3.3.2, Evaluation statistigue du nombre de chiffres

décimaux significatifs exacts du résultat :

Soit Ri un élément de la population des résultats qui
sont obtenus par permutation-perturbation d'un algorithme
numérigue : .le nombre Ci de chiffres décimaux significatifs du
résultat peut &tre calculé par :

i
£.

1

€; = Logyg

avec £i =\/ (Ri - §)2+'52
ou 51 est 1'évaluation statistigque de 1'erreur commise sur Ri v R
la moyenne des éléments de 1la population des résultats
informatiques et'SZ sa variance .

Maillé [111 a démontré que le meilleur estimateur de Ri
était sa moyenne empirique et gque, dans la pratique, il suffit de
considérer une population de 3 éléments Ri pour estimer R . Pour
une telle population 1’intervalle de confiance & 95% est :

| I=1LR - 2.485-,R + 2.4853 (Table de Student)
et le nombre de chiffres décimaux significatifs
18]

C = Loglo —:5'"

3.3.3. Pratigque de 1la mé&thode de permutation-
perturbation :

Dans la pratigque et plus particuliérement dans le cas

10



d'une expression arithmétique ,on crée deux éléments supplémen-
taires de la fagon suivante :
-~ on permute d‘abord aléatoirement les noneomes
constituant 1l'expression .
- on perturbe le résultat de chague monome en ajoutant
aléatoirement Q0 ou 1 au dernier bit de la mantisse de

chacun des composants calculés de chagque nmonone

3.4, Un test d'arrét optimal adapté a l’algorithme de
Karmarkar :

3.4.1. Remarque préliminaire :

Le test d'arrét optimal de Vignes 5'applique
parfaitement a l’algorithme de Karmarkar que l‘on peut classer
parmi les méthodes itératives telles que les  méthodes
d'optimisation non linéaire ; cependant , le probléme
d'optimisation & résoudre est linéaire : aussi pouvons nous lui
appliquer une procédure plus simple et moins cofiteuse derivée de
la méthode des résidus normés due encore & Vignes [221 . La
description de la méthode de permutationwperturbation gue  nous
avons décrite dans le paragraphe précédent nous sera malgré
cela,trés utile par la suite car nous utiliserons une variante de
cette méthode pour donner une évaluation du nombre de chiffres

décimaux significatifs de la solution optimale

3.4.2. La méthode des résidus normés :

Lorsqu’on a résolu un systéme linéaire , il est fort
utile de savoir si la solution obtenue par une méthode classigque
(méthodé de Gauss , de Gauss-Jordan ,...) est la meilleure gue

1'on puisse obtenir avec 1l'ordinateur considéré , si elle peut

11



atre améliorée ou si l'algorithme utilisé& ne peut fournir de
solution convenable et 5'il faut metire en oeuvre un autre type
de mé&thode pour obtenir une Solution satisfaisante .
Soit 1 'é&guation liné&aire :
a,x, + a2x2+...+anxn =D
Vignes définit le vecteur résidu théorigque ? par

- Dans le rcas d'une arithméticgque avec troncature:

A P 2 2 2

¢ = 2 N \/(alxl) +...+(anxn) + b

- Dans le cas d'une arithmétigue avec arrondi :
A = o P 2 2, .2 o

= 2 M/N E(alxl} +...+(anxn) + bh® 1

o p 25t le nombre de bits de mantisse pour 1'ordinateur utilisé
et N le nombre de coefficients a; non nuls de l'équation

F fournit un ovdre de grandeur , auquel on doit
s‘attendre, du résidu de 1'équation linéaire pour une solution x
caleulée |

Considérons maintenant le systéme iinéaire :-

+ a. = b, i=1,...,0
in™n i tEE f

agq¥ it

Soit fi les composantes calculées du vecteur résidu

pour la solution x calculée du systéme linéaire et Ai les
composantes du vecteur ré&sidu théorique * de chaque équation du

systéme linéaire
On appelle résidu norné f*i la gquantité définie par :
TN
On peut trouver trois situations :
(i} Les n résidus normés sont de 1‘’ordre de grandeur de
l'unité : alors, la solution satisfait numériguement le

systéme .

132



(ii) L'un au moins des résidus normés est nettement
supérieur & 1’'unité et nettement inférieur a 2P
1 « F*i « 2P

alors , la solution ne satisfait pas numériguement le
systéme mais elle peut, en général, 8tre améliorée par
affinage itératif .

(iii) L'un au moins des résidus normés & un ordre de
grandeur comparable & 2F i 1a solution est mauvaise et
ne peut généralement pas &tre amélicrée , ce qui
signifie gque la méthode de résolution n’'est pas adaptée

au systéme proposé .

3.4.3, Adaptation de la mé&thode des résidus normés a
l’algorithme de RKarmarkar :
Dans cette méthode , notre critére d'arrét consiste a
vérifier que la fonction &conomique a atteint un zéro théorique
X st ext =0
Cq%¥ y *+..ut @ 0=
Nous sommes en présence d’'une équation linéaire & second membre
hul ; aussi , nous allons 1lul appliquer la méthode des yrésidus
normés modifigée de la fagon suivante

- Dans le cas d'une arithmétique avec troncature , le

vecteur résidu théorique s'écrira :

P 2 2
g = 2 N \/(clxl) +o..t (cnxn)

~ Dang le cas d'une arithmétique avec arrondi on aura :

t

Le test d'arrét optimal devient alors

A ~p 2 2
= 2 w/N E{clxl) +.. .+ (cnxn) i |

(i) 8Si le résidu normé est de l’'ordre de grandeur de

1'unité , 1la fonction économique a atteint un zéro

13



théorigue aussi on arréte l'exécution de 1’algorithme

(ii) Dans le cas contraire la fonction économigque n’est

pas nulle et 1l faut poursuivre 1'exécution de

1'algorithme .

Comme on peut le constater,ce test est tré&s peu coliteux
et d'une mise en oeuvre extrémemement simple . Il permet d'autre
part de stopper le déroulement de lfalgorithme lorsgue des
itérations supplémentaires n’'apporteront aucune amélioration & la

fonction

3.5. Calcul de la précision de la solution dans les mé&thodes

itératives :

Vignes L2311 propose la procédure suivante

Aprés avoir calculé une premi@re solution optimale x*(l} en
arrétant la méthode itérative A& 1‘aide du critére d’'arradt
optimal, on resoud deux fois le probléme initial en partant
chaque fois du point initial perturb& . A partir de ces trois
éléments de la population des vecteurs solutions , on calcule le

nombre Ci de chiffres décimaux significatifs exacts de chague

composante de la solution en utilisant la relation

C. =1 ! i=1
i b .JDglO X *(1) F 1"‘ p...,ﬂ
: i
. A(L) _ 2,352 .
avec Ei —vd(x: i Xi) + i i=l,...n
oG X5 et§; sont respectivement la moyenne et la variance

A(7)
i
Cette méthode a prouvé son efficacité mais elle multiplie

empiriques des x

par trois le nombre d'itérations et donc le temps de calcul

14



3.6. Une variante de la méthode de perturbation :

La méthode décrite dans le paragraphe précédent a
1l'inconvénient d’'8tre assez colGteuse . D’'autre part , dans
1'algorithme de Karmarkar , 1'une des hypothéses est que le point
de départ doit &tre réalisable ; si cette hypothése n’‘est pas
vérifiéde , 1l'algorithme peut diverger ou conduire a4 une solution
optimale différente en cas de dégénérescence duale et le calcul
du nombre de chiffres décimaux exacts sera erroné . C'est
pourquoi nous avons proposé dans L2011 de partir , non du point
initial perturbé , mais de 1l'antépénultiéme solution perturbée
Comme cebtte solution est réalisable et intérieure au domaine des
éoints admissibles (suivant le principe de l’'algorithme) , elle
reste réalisable aprés perturbation ; d’autre part, chacune des
deux nouvelles solutions optimales sera obtenue aprés au plus
deux itérations supplémentaires , e gui véduit de fagon

importante le colt de mise en oeuvre de l'algorithme .

4. Expérimentation numérique :

4.1. Le code utilisé :

Nous disposions du logiciel trés robuste mis aimablement &
notre disposition par €. Roos [151 . Il a l'avantage, par une
modification simple du programme linéaire, de partir d’une solu-
tion admissible évidente-, ce gui n‘est pas le cas en général
lorsgue le programme linéaire comporte des contraintes d’inégali-
té inférieure supérieure et d'égalite .

Spit le programme linéaire @

15



. t
Maximiser c .x

avec A.x b

Son dual s'écrit

-
-

x » 0

Minimiser u.b

avec u.A y o

u 20

ot u est un vecteur ligne & m composantes

Résoudre le programme linéaire initial est équivalent a

trouver une solution du
A.x
w. A
u.
X ¥

u ¥

b

systéme d’'inéguations linéaires
b

¥ C

- ac.x =0

0

0

En utilisant les variables d‘écart non-négatives y et v , on

obtient le systéme suilvant :

A,
u.

ul

X

Y

u

v

X
A
b
P
)
%

¥

Soit les vecteurs

+y=D>=

- v =c

- c.x = 0
0_

0

0

0

x° , v° . u® et v° respectivement de

méme dimension que x, v, u et v ; alors, le systéme précédent a

une solution si et seulement si le programme linéaire suivant a

16



pour valeur optimale de sa fonction &conomigue B  zéro

Minimiser p

avec A.x +y + uib - A.x? - y%) = Db
U.A - v + plec - u. a4 4+ v°?) = ¢
u.b - c.x - p{u®.b - ¢.x°%) =0

x20 , ¥20 , w0 , v30 , w0

De plus, ce programme linéaire eéquivalent au programme

linéaire initial admet comme solution réalisable
¥ =% , vy =y? ,u=u? v =v® ., u=1

L'inconvénient de cette transformation est que le nouveau
programme linéaire a résoudre est de beaucoup plus grande taille
que le programme linéaire initial ce qui peut 8tre gé&nant lorsgque
celui-ci est lul méme trés grand .

I1 faut de plus remarguer que, dans son logiciel , €. Roos

n‘a pas utilisé la méthode de projection suggérée par Karmarkary

dans ses différents articles mais l‘orthogonalisation de
Graham-Schmidt . D’autre part , contrairement a4 Karmarkar qui
fait un pas B = 1/4 dans la direction de la projection du

gradient , C. Roos propose une recherche monodimensionnelle
simplifiée ; cette idée a &té testée pavrallélement par Lisser et
Maculan et a permis de réduire sensiblement le nombre d'itéra-

tions nécessaires a4 la recherche de la solution optimale .

4.2, Les exemples traités
Le logiciel transformé lpar nos soins a &té testé sur les

exemples suivants déja utilisés par un certain nombre d'auteurs :
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4.2.1. HITAC , MPSII Manual :
Minimiser ctnx
avec A.x 3y b
x % 0
m=11 , n = 17

(25,30,350,150,40,20,100,40,60,100,17,20,20,12,75,900,20)

N
il

(o3
f

(2300,75,38,660,1300,10,1900,1.2,1.2,63,400)

Matrice A
351,270,260,451,156,59,721,58,130,118,77,51,40,24,38,311,40
©.2,8,17.5,12,12.7,2.9,0.6,6,17.5,20,1.9,1.3,1.2,1.6,3,34.2,0.8
0.8,1.5,20.5,44.3,11.2,33,816,35,6,35,0.1,0.2,0.2,0.2,0.4,0,7,0.3
6,11,6,9,65,100,10,120,80,12,5,35,40,45,98,470,14
2,480,90,90,90,36,780,5,100,90,12,57,10,15,25,600,4
0.4,1,1.3,1.2,2.6,0,1,0.1,2.4,3,0.7,0.5,0.5,0.5,0.4,3.3,2.3,0.2
0,0,25,0,800,120,2400,0,60,40,0,1300,6,33,2600,10000,40
0.09,0.1,0.04,0.4,0.1,0.04,0.01,0.02,0.02,0.15,0.1,0.06,0.03,0.08
,0.12,0.21,0.09
¢.03,0.03,0.11,0.1,0.4,0.15,0.03,0.02,0.15,0.2,0.03,0.04,0.02,0.05
,0.3,1,0.02
0,0,0,0,0,2,0,0,1,1,15,7,10,50,100,20,50
¢,0,0,0,10,0,0,0,530,0,0,0,0,0,0,0,0

Solution optimale : z* = 354.03042

4.2.2. Exemples de Klee et Minty :

n -
Maximiser 5:: g™ Ik,
j=1 )

1 .
i- .
avec 2 E 3 ij + X, $ 1, i=1l,...,n

18



4.2.3. Problémes tirés au hasard :
Maximiser et.x
avec A.x 104
x » 0
e = (1,...,1)°"
A est une matrice &8 m lignes et n colonnes
avere m { n et composée de nombres au hasard
tirés entre 1 et 1000

(Pour mémoire car ces exemples n'‘ont pas

encore été traités).

4.2.4. Problémes d'affectation
k k
Maximiser c. . X, .

i=1l j=
k
%zlxij 1, j=1,...,k
k
Z_ Xij 1, j§=1,...k
J...
Les cij ont &té tirés au hasard entre 1 et
100 . Les différents problémes ont été aussi

traités en transformant les contraintes

d’inégalité en égalités .

4.2.5. Programmes de transport simples
m

Minimiser 2 c..x. .
i=1 *1 1
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Ll
i
W
-
L
I
B
o

m
avec S x.
i=1l °

n

c.. , a. , b, sont des entiers tirés au
i j i

hasard de fagon que
n m
22y = >.b
j=1 i=1

La derniére contrainte gqui est redondante a

été supprimee .

4,2.6, Problémes dérivés des systémes de Hilbert :

Ces probléme ont été particuliérement &tudiés en raison
de leur mauvaise stabilité numérigque ; il est & peu prés
impossible de résoudre de tels systémes ayant plus de 12

équations et variables & l’'alide de méthodes de pivot , le

déterminant de telles matrices étant de 1'ordre de 10-120 !
. e ot
Minimiser ¢ .X%
avec A.x ¢ b
x » 0
1
a T m—— i =l,...m ; J 1,:0..m
+J i+
1 1
biz Z-"'"'_" r 1 = lrhu pm
j=1 i+j
2 n 1
c;= —= + — , i =1,...,m
' i+l j=2 i+j
. . . * t
Solution optimale unique : x = (l,...,1)" .
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4.3. Les résultats :

Nous avons d’abord testé le logiciel de C. ROO8 sur un
micro-ordinateur RAINBOW 100B (256k RAM) aprés l'avoir transposé
en PASCAL ; nous avons pu constater gque ce logiciel fonctionnait
trés correctement. Cependant, le temps de calcul pour résoudre urt
programme linéaire dépassant 25 contraintes étailt assez important
¢'est-a-dirve de l1l'ordre de 3/4 d'heure pour l'exemple dérivé du
probléme de Hilbert | D‘autre part, en particulier pour cet
exemple trés difficile en rvaison des problémes de précision
gui sont sa caractéristique essentielle,nous désirions tester les
différents exemples en précision étendue,Ce que nous ne pouvions
bien 'sGr faive en PABCAL sur RAINBOW 100B . Aussi la majeure
partie de 1'expérimentation a é&té effectuée sur le MULTICS du
CICRP a partir du programme écrit en FORTRAN standard

Nous avons tout d’abord traité 1’exemp1é HITAC ; la wvaleur
de 1la fonction &conomigue & 1l'optimum est en, double précision,
exactement la valeur donnée ; par contre , en simple précision la
valeur trouvée est & 0.05% de 1'optimum . I1 faubt de 1'ordre de
27 itérations pour trouver une solution optimale en double
précision : en simple précision , on obtient une solution
"optimale" en une guinzaine d’'itérations .

Les problémes dérivés des matrices de Hilbert ont été réso-~
lus Jusqgu’ad l1'ordre 25 avec 3 3 4 chiffres significatifs exacts
au maximum pour chague composante de la solution ; au-dessus de
cette taille, nous avons obtenu des solutions sans aucun chiffre
décimal exact mais, cependant, pas trop €loignées de la sclution:
les valeurs des variables étaient de 1'ordre de 0.7 au lieu de 1.

Les programmes de transport et d'affectation avec des don-
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nées tirées au hasard et comportant au plus 18 sources et 15
puits ont é&té résolus avec une grande précision : 5 & 7 chiffres
significatifs exacts ; par contre, en cas de dégénerescence ,
certaines wvariables n'étaient pas entiéres car on se trouvait
probablement sur une facette . Il faut constater , dans ce cas ,
gque , un bon nombre de variables étant théoriguement nulles ,
leur valeur calculée était non nulle.ce gui est un phénoméne trés
fréquent dans les méthodes itératives ; cecli indigquait gu’elles
ttaient effectivement nulles . On peut concevoir , & ce niveau ,
une amélioration supplémentaire consistant a annuler CEes
variables , ce quli augmenterait la précision des résultats . Il
ge pose.pour ce Lype 4’ ezxemples résolus en nombres entiers, le
probléme de la recherche d’une solution réalisable de base
optimale dont les composantes sont obligatoirement entiédres a
partir 4d’'une solution'réalisable‘optimale gui n'est pas de base :
ce probléme a été résolu par Y. Wang qui a trouvé un algorithme
prenant moins de n itérations d’'une procédure proche de la

méthode du simplexe

5. Conclusion :

Les méthodes proposées icl permettent de stopper 1'exécution
de l1l'algorithme de Karmarkar dés gque la meilleure solution que
l1'on peut obtenir & 1l’aide de 1l'ordinateur utilisé est atteinte
et de domner le nombre de chiffres significatifs exacts de la
solution . Elle peut constituer une procédure de référence pour
comparer de fagon réaliste les logiciels qui utilisent cette

nouvelle procédure de résolution des programmes linéaires
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