CAHIER DU LAMSADE

Laboratoire d’Analyse et Modélisation de Systémes pour ’Aide & la Décision
{(Université de Paris-Dauphine)
Unité Associée au CNRS n° 825

AMELIORATION DES PERFORMANCES
DE L’ALGORITHME DE KARMARKAR
DANS LE CAS DE PROGRAMMES

- LINEAIRES A VARIABLES
BORNEES SUPERIEUREMENT

CAHIER N° 82

novembre 1987 P. TOLLA



TABLE DES MATIERES

ABSTRACT
RESUME

1.

INTRODUCTION

RESULTAT FONDAMENTAL
2.1 Programmes linéaires & variables bornées supérieurement

2.2 Théoréme fondamental

APPLICATION A L'ALGORITHME DE KARMARKAR UTILISANT LA FORME
FPRIMALE DU PROGRAMME LINEAIRE

3.1 Généralités
3.2 Modification de 1'algorithme de Karmarkar

APPLICATION A L'ALGORITHME DE KARMARKAR UTILISANT LA FORME
PRIMALE-DUALE DU PROGRAMME LINEAIRE

4.1 Généralités
4.2 La matrice B.B
4.3 Modification de 1'algorithme de Karmarkar

t

EXPERIMENTATION NUMERIQUE

BIBLIOGRAPHIE

Pages

11
12

14

14



IMPROVEMENT OF THE KARMARKAR'S
ALGORITHM FOR BOUNDED VARIABLES
LINEAR PROGRAMS

ABSTRACT

The solution of linear programming problems by means of the Karmarkar's
algorithm needs a very few number of iterations. On the other hand, the
cost of each iteration is very high because it must perform the orthogo-
nal projection of the objective function on the polar cone defined by the
constraints matrix. When the variables have upper bounds, this matrix has
many rows and the orthogonal projection computation is more expensive. We
suggest, in this paper, an approximate method which handles implicitely
the bounds constraints.

AMELIORATION DES PERFORMANCES DE
L'ALGORITHME DE KARMARKAR DANS LE
CAS DE PROGRAMMES LINEAIRES A
VARIABLES BORNEES SUPERIEUREMENT

RESUME

La résolution des programmes linéaires a 1'aide de 1'algorithme de Karmar-
kar demande un nombre d'itérations trés réduit ; par contre, le colit de
chaque itération est trés important car i1 est nécessaire de projeter or-
thogonalement le vecteur gradient, ¢, de la fonction économique sur le
cone polaire défini par Ta matrice des contraintes. Si les variables

sont bornées supérieurement, cette matrice comporte un grand nombre de
iignes et le calcul de la projection de c¢ est d'autant plus coliteux.
Nous proposons, dans ce cahier, une méthode qui permet de ne pas intégrer
Tes contraintes de borne 3 la matrice de projection.



1. INTRODUCTION

La prise en compte explicite des contraintes de bornes sur les varia-
bles d¢'un programme iinéaire présente 1'inconvénient d'augmenter de fagon
trés importante la taille de Ta matrice des contraintes, ce qui peut po-
ser de gros probléemes de stockage en mémoire et de réduction des perfor-
mances des algorithmes de résolution. C'est pourquoi les logiciels sim-
pliciaux traitent implicitement de ce type de contraintes grdce a une va-
riante trés simple du deuxiéme critére de Dantzig appelée encore régle de
pivotage. La partie de trés loin la plus colteuse en temps de calcul de
chaque itération de 1'algorithme de Karmarkar réside dans le calcul de la
matrice A de projection orthogonale du vecteur gradient de la fonction
économique sur le cbne polaire défini par Ta matrice des coefficients des
contraintes augmentée d'une ligne de 1 que nous notercns B :

a=1 -8 .85 1.8,

En effet, si m est le nombre de iignes de Bt, 1'ipversion de B.Bt
demande de 1'ordre de O{(m®) opérations élémentaires, sa triangularisa-
tion de 1'ordre de O0(m?) opérations élémentaires. Si 1'on maitrise bien
1a convergence de 1a méthode de Karmarkar qui est a caractére polynomial,
1'inversion de B.Bt est 1a cause de la supériorité actuelle de 1'algo-

rithme du Simplexe sur celle-ci.

Les meilleurs résultats obtenus 3 1'aide de la méthode de Karmarkar
sont dus 3 1'utilisation de méthodes numériques trés sophistiquées et donc
34 une prise en compte efficace du caractére peu dense de B. I1 semble,
de plus, que ce nouvel algorithme soit beaucoup plus rapide que 1'algo-
rithme du Simpiexe pour des programmes linéaires de faibie densité et
comportant plus de 2 000 variables.

Nous proposons dans ce cahier une procédure simple et trés peu coliteuse
qui permet de prendre en compte implicitement les contraintes de bornes sur
les variables dans 1a méthode de Karmarkar.



2, RESULTAT FONDAMENTAL

2.1 Programmes Tinéaires & variables bornées supérieurement

I1s se présentent sous 1a forme :

. . t
Maximiser WX

avec

o X O
= A
e =2

™w

.X
<
oli c, x et R sont des vecteurs @ n composantes, b un vecteur & m
composantes et A une matrice & m Tignes et n colonnes.

soit @ 1e polyédre convexe défini par :

®-ix de R"/ A.x<b, x>0
et P e polytope défini par les contraintes de bornes :

_ n
P={x de R / x <Bg}.

Toute solution réalisable du programme linéaire appartiendra 3 &n P
qui est évidemment convexe ou vide.

2.2 théoréme fondamental

2

Soit xt appartenant a 1'intérieur strict de ®n P et x° & 1'in-

térieur strict de P et tels que :

ct._x2 b ct.xl.

Soit Icv(xz) 1'ensemble des indices des composantes de x2 qui ne

vérifient pas les contraintes de bornes. Soit xM = {1 - u)xl + ux2
1 2

avec 0 < p <1 ... une combinaison Tinéaire convexe de x~ et x°.



Alors, si au moins une contrainte de borne est violée par 1'une des
composantes de x2, le meilleur point au sens de la fonction écono-
mique appartenant au segment '[xl, x2] et au domaine ®n P est x*

défini par :
x* = (1 - u*)xl + p* X
avec
1
B, = X
; 1 81 Xy - x} > 0
pE = Min Xy = X
2
1E[Cv(X ) X% .
si x7 - x. < 0.
Xt - x2 !
i i
Preuve

Tout point xl du segment [xl, xz] s'écrit sous forme d'une combi-

naisgn linéaire convexe de x1 + x2 :
XM= (1 -t 0< <L
x2 est meilleur que xl au sens de la fonction économique. Le vec-
teur x2 - xl est une direction d'amélioration de celle-ci ; en effet :
f(x“) = ct.xu = ct.xl + u(ct.x2 - ct.xl).

t 2 t 1 1

Comme M est positif et ¢ .x° > ¢".x7, f(x“) > f(x );

Trouvons le plus grand scalaire strictement positif p tel que xH
appartienne a Pn b, xl appartient & 1'intérieur strict de 9°n P, donc
a P et vérifie strictement les contraintes de bornes :

x1 P et 0> x% > Bi pour tout 1 =1, ..., n.

Pour que xM appartienne a £?-n P, ses composantes doivent vérifier :



TR 2 _ .1
X3 X3 + “(Xi xi) > B

i

Soit Jn ={l, ..., n}.

- Si 1 appartient a dn - Icv(xz), alors
_x% < By et K < by
donc
x? = (1 - u)x% + ux? < Bi
et xg vérifie sa contrainte de horne.
- Si i appartient a I (x2), alors

1
X5 < B et

On désire que X

cv
2
X > By -

? vérifie sa contrainte de borne :

1 2
(1 - w)xy + uxy < B,
ou encore
2 _ 1 21
uxs = x3) < By = X (1)

Trois cas pe

(1) st oo
si i'on veut que

uvent se présenter :

- x% < 0, alors 1'inégalité (1) est vérifiée pour tout p ;
x? reste positif, il suffit que :

Xy - u(x? - x%) > 0 ou

‘l —



1 . cs
? " X; > 0, x? respecte sa contrainte de borne supérieure

(i1i) S§9 x? - x} = 0, alors x? = x% et x? vérifie sa contrainte

de borne quel que soit .

Remarque

*
Au moins une des composantes de x*"  atteint une de ses bornes ; en
effet, il existe 1' appartenant i Iév(xz) tel que :

i
X
X =V : 2 _ .1
1] xl - x2 si xi. Xi' <0
1 .il
1
B'I - X
ux = ] L si xg. - x%, > 0.
X2 _ xl i i
i .il
* %
S1 xf. - x%. > 0, alors M= 0. si x?. - x%‘ > 0, alors xH = Bi'

3. APPLICATION A L'ALGORITHME DE KARMARKAR UTILISANT LA FORME PRIMALE DU
PROGRAMME LINEAIRE

311 Généralités

Pour pouvoir étre traité par 1'algorithme de Karmarkar, un programme

linéaire doit &tre mis sous la forme :

Minimiser z = ¢t ox

avec A.x =20
et.x =1
x20

ol e est le vecteur dont les n composantes sont égales 3 1.



On peut remarguer que plusieurs auteurs tels que Meggido, Vial et Gay

-

se sont attachés a s'affranchir de la contrainte ct.x =1,

Soit B 1a matrice définie par :

B =

AD
et

ol D = Diag(dl, d2, “en
diagonaux di ; les di sont les composantes de la solution réalisabie

. dn) est ia matrice diagonale de coefficients
fournie par 1'itération précédente.

Chaque itération exige Te calcul du vecteur cp projection orthogonale
du vecteur D.c sur 1'espace défini par :

B.x = 0.

Pour cela, Karmarkar propose d‘utiliser la matrice de projection
1-g% (5.8%)7 1.8 :

c, = [1 - st.(8.8%)"%.81.0.¢c.

Le calcul de [B.Bt]_l ou Ta triangularisation de B.Bt demande res-
pectivement un nombre d'opérations élémentaires de 1'ordre de p3/2 ou
p3/3 si p est Tla dimension de la matrice B.Bt.

Cette opération est évidemment de trés loin Ta plus coliteuse de la ma-
trice de Karmarkar ; si 1'on désire que celle-ci soit plus rapide que 1'al-
gorithme du Simplexe, i1 faut :

- Avoir un nombre d'itérations beaucoup plus réduit, ce qui est géné-
ralement le cas. I1 faut remarquer que plusieurs chercheurs tels que Mi-
noux, Lisser et Maculan, puis Zimmermann, ont cobtenu un nombre d'itérations
plus réduit en autorisant de grands pas de déplacement.

- Disposer d'une procédure de calcul de 1'inverse ou de la décomposi-
tion triangulaire de B.Bt extréédment peu collteuse car une itération de
1a méthode du simplexe demande de 1'ordre de km2 opérations élémentaires.



Une premigre amélioration notable de 1'algorithme de Karmarkar cons-
siste 3 ne pas incorporer dans la matrice B les contraintes de bornes,
ce qui réduit de n le nombre de lignes de B et donc de B.Bt. Avec
les contraintes de borne et en rajoutant des variables d'écart pour obte-
nir des contraintes d'égalité, B devient, sachant que Im et In sont

Tes matrices identités de dimensions respectives m et n :

t

B.B” a donc m+ n lignes et colonnes.

Sans les contraintes de bornes, B s'écrit :

[ )]

=1

t

B.B” a donc m Tignes et colonnes.

Nous avons intégré dans ces deux cas la contrainte et.x =1 a la ma-

trice A.

Si par exemple n = 5 m, le nombre d'opérations élémentaires nécessaires
34 la projection orthogonale de D.c sera de 1'ordre de (6m)3/3 torsque
1'on conserve les contraintes de borne et m3/3 dans Te cas contraire. A
nombre d'itérations égal, 1'algorithme de Karmarkar sera a peu prés 200 fois
plus rapide dans Te second cas que dans le premier !

3.2 modification de J'algorithme de Karmarkar

L'algorithme modifié se présente de la fagon suivante :



Pas 1 : Soit x(k) =-(x§k), cens Xék))t 1a solution fournie & 1'itéra-
tion précédente et D, = diag(x(k), , x(k)). La matrice B(k) est dé-
k 1 n
finie par :
B(k) _ A.Dk
- t
e

et n'inclut pas les contraintes de bornes.

5 (k)

en utilisant la matrice de projection définie précédemment ou une méthode de

Pas 2 : Calculer Cp projection du vecteur Dk.c sur le noyau de

moindres carrés par exemple. Soit u = cp/“cdl Te vecteur unité de méme di-
rection que

Pas 3 : Soit bk = e/n - fu/n(n - 1) Te point obtenu en faisant un pas

de longueur 1 dans Ta direction - u 2 partir du centre du simplexe S.

K soient toutes positives.

Le pas § doit &tre tel que les composantes de b
Pas 4 : Projeter bk dans Te domaine P & 1'aide de la transformation
projective définie par :

g (k1) - Dk.bk/[et.Dk.bk].

' (*1) et dans 1'intérieur strict de & si xt 4D ygpi-

(k+1) _ 0 (k+1)

Pas 5 :
fie les contraintes de borne, poser X

et aller au pas 6.

Sinon, calculer u* comme indiqué dans le théorgme fondamental et détermi-

ner u'(k+1) par

w4 2o qux, 13,
Choisir u(k+1) tel que 0 < u(k+1) < u'(k+1). Le nouveau point courant
est :

L) g (kD (k) (k) (k)

et vérifie strictement les contraintes de borne.



(k+1) _ . (k) peut 8tre considéré comme un zéro théo-

Pas 6 : S1 c.x
rique, arréter 1'exécution de 1'algorithme ; sinon, revenir au pas 1 en

posant k := k + 1.

Remargues :

- Dans le pas 5, nous avons choisi u(k+1) < u‘(k+1) ; en effet, 1'al-
gorithme de Karmarkar fonctionne dans 1'intérieur strict de ©n P. Si

u(k+1) = u‘(k+1), une des variables peut atteindre sa borne

k+1
e

nous prenons
supérieure, c'est-a-dire que, pour un indice 1i° .o 3 alors, &
(k+2) (kH1) _

1'itération suivante, si x%o dépasse sa borne et = 0, alors
1*algorithme peut cycler en ce point.

(0 gy (K)o (K41)

- [ans Te méme pas, on peut remarguer que, comme X ;X
sont strictement positives, leur quotient est toujours supérieur a
T'unité. Or, Te pas u est strictement inférieur & 1 ; on peut donc évi-
ter le calcul de cette quantité et le remplacer par 1 dans 1'expression de
pu¥. On peut remarquer dans ce cas que s1 u* = 1, le point obtenu a par-

(k+l)

tir de u* est simplement X qui est dans ce cas intérieur au do-

maine ; ce cas a déja été envisagé au début du pas 5.

4., APPLICATION A L'ALGORITHME DE KARMARKAR UTILISANT LA FORME PRIMALE-
DUALE DU PROGRAMME LINEAIRE

4,1 Généralités

L'intérédt de la présentation d'un programme Tinéaire sous forme primale-
duale est que 1'on dispose d'une solution initiale réalisable évidente, ce
qui évite de mettre en oeuvre une premiére phase de la méthode pour trouver

une solution réalisable.
Soit le programme linéaire PL :
. . t
Maximiser ¢ .X

avec A.x <b
x>0
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Son dual PL* s'éerit :

t

Minimiser ut.b
avec ut.A > c
u>ao

ol u est un vecteur @ m composantes,

Résoudre Te programme linéaire PL est équivalent & trouver une solution

du systéme d'inéquations linéaires :

Ax<b
uboa > ct
ut.b -ctx=0

x20,u>0

En utilisant les vecteurs de variables d'écart non négatives y et v,

on obtient :
A.x+y=b
ut.A - vt = ct
ut.b - ct.x =0

x20,u>0,y>0,v2>0
Soit les vecteurs x°, y°, u® et v°, respectivement de méme dimension
que X, ¥, u et v ; le systéme précédent a une solution si et seulement
si le programme linéaire suivant a zéro pour valeur optimale de sa fonction

économique :

Minimiser X

avec A.x +y+ X(b-A.x®-y% =b
ut.A - vt + X(ct - u°t.A + v°t) =c
ut.b = X(u°t.b - ct.x°) = (
x>0, y>0,u>0,v>0, X>0

De plus, ce programme |inéaire équivalent a PL admet comme soluticn

. initiale réalisable :
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4.2 La matrice B.Bt

La matrice B a la forme suivante, sachant que Ta contrainte et =1

est incluse dans la matrice A et que 1'on y conserve Tes contraintes de

bornes :
A Im 0 0 0 0 b
In 0 In 0 0 0 )
B =
t B
Q 0 0 A In In c
v 0 0 pe B 0 0

La dernigre colonne contient les coefficients dans les contraintes de

la variabie X.

Remargque : Les composantes du vecteur c¢', coefficients de la fonction
&conomique du probléme transformé, sont tous nuls en-dehors de la derniére

qui vaut 1.

Si 1'on exclut Tes contraintes de bornes de B, celle-ci devient :
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Dans ce cas, la matrice B.Bt est de dimension m+ n + 1 alors aue,
dans le cas précédent, elle était de dimension m+ 2 n + 1. Le temps de
calcul de (B.B%H)7?

visé par 8,

ou de Ta décomposition triangulaire de B.Bt est di-

Nous remarquons que la méthode que nous proposons est plus intéressante
Torsque B utilise la forme primale que lorsqu'elle est basée sur la forme

primale-duaie.

4.3 Modification de 1'algorithme de Karmarkar

Le programme linéaire avec ses contraintes de bornes s'écrit :

Maximiser

[ =

C
bL avec A.
X
X

v
© W A

et son dual

Minimiser ut.b + Vt.B
PL* 4 avec ut A+ vt > c
u20,v>0

t

Soit P* 1'ensemble des vecteurs u et v vérifiant les contraintes
du programme PL*.

Soit un triplet X' = (x', u', v') vérifiant strictement les contrain-
tes de PL et PL* et un triplet X" = (x", u", v") vérifiant les contraintes
de PL 3 T'exception des contraintes de bornes et les contraintes de PL*.

Une combinaison convexe de X' et X" s'écrira :

XM= (1 - w)X' + uX* avec 0 < p< L.

Alors :

AL(1 - wix' + ux"] = (1 = wA.x" + pA.x" < b,
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(1 - wu' + uu“]t.A + (1 - wv' + v = (1 - u)[u't.A +v']

Fulu"tA + v > c.
De méme :

(1 - wx' +px" >0,
{1 - wu' +w" >0,
(1 - wv' + " >0

Donc, s vérifiera les contraintes de PL et PL¥, excepté peut-&tre les con-
traintes de bornes. Pour déterminer u tel que x#  vérifie les contrain-
tes de bornes, on va utiliser exactement la méme procédure que celle qui est
décrire dans le paragraphe 2.1.

La matrice B est calculée & partir de la matrice de contraintes sui-

vante :

Les cing premiers pas de 1'algorithme sont identiques a ceux du para-
graphe 3.2 ; par contre, le sixi&me pas doit tenir compte du fait que Tes

(k)

composantes de u interviennent dans 1a fonction économique.

b (k) ot (k) k+1)

Pas 6 : Si + Bt.v( peut étre considéré
comme un zéro théorique, arréter 1'exécution de T'algorithme ; sinon, re-

venir au pas 1.

Remarques

Nous avons proposé, dans un article cité en référence, une procédure
dérivée de la méthode statistique de J. Vignes qui permet de déterminer si
1a fonction économigque calcuiée au point courant est un zéro théorique, ce
qui permet de stopper 1'exécution lorsque des itérations supplémentaires
n'apporteraient aucune amélioration de 1a solution.
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L'algorithme de Karmarkar relave des méthodes itératives ; dans le cas
de variables bornées, Torsque certaines variables sont trés proches de leur
borne supérieure qu'elles auraient atteinte si 1'on avait effectué Te pas
maximal, i1 y a de fortes chances pour, qu'‘a 1'optimum, ces variables at-
teignent leur borne supérieure. On peut encore réduire le temps de calcul
en mettant 3 Teur borne supérieure ces variables et en réduisant ainsi le
nombre de variables du probléme initial. Cette procédure est souvent uti-
1isée dans les codes de résolution des programmes linéaires utilisant la
méthode du simplexe. Dans ce cas précis, on évitera une augmentation du
nombre d'itérations lorsque des variables sont trés proches de Teur borne.

5. EXPERIMENTATION NUMERIQUE

Lisser, dans le cadre de sa thase d'Université, a mis en oceuvre cette
procédure. La méthode utilisée s'appuyait sur une méthode primale en deux
phases avec utilisation d'une fonction giissante. Les exemples traités
étaient des problémes de planning & court et moyen termes a EDF dont les
matrices des contraintes, trés peu denses, ne comportaient que des coeffi-
cients égaux a 0, 1 ou - 1. I1s comptaient jusqu'a 3 000 variables et
2 500 contraintes, sans compter les contraintes de bornes. Les‘résu1tats
obtenus sont trés encourageants ; en effet, si les solutions obtenues se
trouvajent seulement en moyenne a 6 % des solutions optimales, le temps de
calcul était prés de 10 fois inférieur & ceiui du code MPSX d'IBM qui cons-
titue, en T'occurrence, une véritable référence.
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