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CANONICAL ANALYSIS OF TWO GONVEX
POLYHEDRAL CONES

ABSTRACT

This paper presents the canonical analysis of two con-
vex polyhedral comes,which is the general theory of the
"Least Squares''view in the field of qualitative regres~
sion.

In the setting-up of the method which is derived from
it,as in many other problems tackled geometrically (or-
dinal variable's scaling,etc.), the determination of a
vector's projection into a convex polyhedral cone is
required.We present PAV and NNLS algorithms and propose
an improvement of the latter thanks to the SWEEP opera-
tor.

(Key-words: Qualitative regression,scaling,convex poly-

hedral cone,ordinal variable).

ANALYSE CANONIQUE DE DEUX CONES
POLYEDRIQUES CONVEXES

RESUME

Ce cahier présente .l1'analyse canonique de deux cénes
polyédriques convexes,théorie générale de 1'approche
"moindres carrés" en régression qualitative.

Dans la mise en oeuvre de la méthode qui en découle
ainsi que dans bien d'autres problémes abordés géomé-
triquement,la détermination de la projection d'un vec-
teur sur un cdne polyédrique convexe est requise. Nous
présentons 1'algorithme "Non Negative Least Squares"
de Lawson & Hanson et en proposons une amélioration &
1'aide de 1'opérateur SWEEP.

(Mot-clés: Régression qualitative,codage,cBne polyédri-

que convexe,variable ordinale),



1-INTRODUGTION

Probléme vaste de l'Analyse des Données,la régression lindaire a
suscité de nombreux travaux;nous en faisons ci-aprés une bréve énumé-

ration.

On peut aborder ce probléme,limité 3 son aspect ajustement d'un
modéle 4 des données,d'un point de vue "moindres carrés" ou bien
"moindres écarts".Dans cette dernidre approche,Wagner(1959) a proposé
d'utiliser la programmation linéaire. Emn régression ordinale , dans
cette méme approche,Jacquet-Lagréze et Siskos (1978) ont proposé la
méthode UTA permettant d'expliquer un préordre total par des varia-
bles qualitatives ou quantitatives monotones;cette premiére version a

été amélioréde par Siskos et Yannacopoulos(1983).

Dans le cadre de l'approche "moindres carrés'du probléme de 1a
régression qualitative,un certain nombre de méthodes ont été mises au
point :MONANOVA de J.B.Kruskal(1965) traitant le cas de variables ex-
plicatives nominales et d'une variable 3 expliquer ordinale ,utilise
une méthode de programmafion non linéaire pour minimiser une fonction
d'erreurs :le STRESS.F.W.Young,J.de Leeuw et Y.Takane(1976) proposent
deux méthodes basées sur le principe des "moindres carrés alternés"
(Alternating Least Squares);ce sont: ADDALS qui résout le cas de va-
riables explicatives nominales ou ordinales et d'une variable 3 exp-
liquer quelconque et MORALS adaptée 3 tous les types de variables.Te-
nenhaus (1979) a montré que toutes ces méthodes sont équivalentes &
une analyse canonique (sous contrainte sur le signe de certains coef-

ficients) et en a élaboré une théorie générale(1986).

Nous avons mis au point un programme informatique (1986), REGALS
(Regression Analysis by Alternating Least Squares),qui en permet la
mise en oeuvre.Nous présentons en sections 3 et 4 la méthode et un
traitement d'exemples numériques.la détermination de 1la projection
d'un vecteur sur un cbne polyédrique convexe est une condition préa-

lable & la mise en oeuvre de l'analyse canonique de deux cdnes comme



dans toute recherche de codage optimal de variable ordinale.Nous com-
mengons donc par la présentation d'un algorithme de projection, NNLS
(Non Negative Least Squares) de Lawson et Hanson(1974);nous en propo-
sons une amélioration 34 l'aide de 1'opérateur SWEEP de A.E.Beaton

(1964) décrit par R.I.Jennrich(1977) .



2-PROJECTION D'UN VECTEUR SUR UN CONE

2-1 Cbne polyédrique convexe: Etant donné Zl,..,Zm,m vec-

n- . A
teurs de R ,C = a121+..+amzm avec ai non négatifs , est un cdne

polyédrique convexe.

2-2 Notion de codage: Soit E un ensemble de n individus

sur lequel est observée une variable X prenant ses valeurs dans M,en-
semble des m premiers nombres entiers naturels;toute application A de
M sur R,1l'ensemble des réels,est appelée codage des modalités de X;
AoX est appelée codage de X.Dans le cas d'une variable ordinale , on
munit M d'une structure d'ordre a priori,identique 4 l'ordre naturel:
1,..,m;on appelle codage A toute application satisfaisant 3 1la con-

trainte

k < j équivalent & A(k)<= A(j) .
Notons Xj la variable iﬁdicatrice :

Xj(i)= 1 si X;i)= j et Xj(i)= 0 sinon ;
on peut écrire : AoX = A(l)X1+A(2)X2+..+A(m)Xm'.

La contrainte sur l'ordre des valeurs prises par A nous permet d'é-

crire

A(i) = a,+a +..+aj , avec a2,a3,..,am non négatifs.

172

Finalement on obtient : AoX = a.Z.4..+a Z avec
171 m m

Zj = X1+X2+..+ Xj .

L'ensemble C des codages d'une variable ordinale est donc un céne po-

lyédrique convexe.



2-3 Algorithmes de projection sur un cdne : La projection

d'un vecteur sur un cbne C(8),5 ensemble des générateurs , coincide
avec sa projection Y# sur l'espace vectoriel engendré par umne partie
‘R de S .Ce résultat constitue le fondement des algorithmes que nous

présentons.

En régression monotone,on se pose le probléme de la recherche du
codage d'une variable ordinale "approchant™ le mieux une variable nu-
mérique Y.Le codage optimal,au sens des moindres carrés,est obtenu en
projetant Y sur le cdne des codages de X. Parfaitement adapté 3 ce
cas,l'algorithme P.A.V (Pool Adjacent Violators)de Barlow & al.{(1973)
est basé sur la structure particulidre,décrite ci-dessus,du cdne en-
gendré par une variable ordinale.Tenenhaus donne une interprétation
géométrique de P.A.V qui équivaut 3 la mise en oeuvre d'une régres-
sion multiple itérative descendante de la variable Y sur les wvaria-
bles indépendantes ZZ""Zm'

L'algorithme N.N.L.S de Lawson & Hanson est de portée plus géné-
rale,Tenenhaus en donne aussi une interprétation géométrique.

Nous dirons qu'une partie R est admissible si les coordonnées de la
projection sur L(R) par rapport & la base [ZI,ZZ,..,Zm}sont stric-
tement positives; cette partie sera dite optimale si la projection ¥Y*

coincide avec celle de Y sur C(S),la condition d'optimalité étant :
le produit scalaire (Y-Y*,Zi) est négatif ou nul,pour tout i;

L'algorithme est basé sur le fait que, étant donné une partie

"construire" une partie admis-

admissible non optimale R de S,on sait
sible @ telle que la distance de Y & cette partie soit strictement
moindre que celle de Y & R jcomme l'existence et l'unicité de la pro-

jection sont assurdes ,l'algorithme est convergent.

La procédure de construction est la suivante:R n'étant pas opti-

male,soit Zr tel que :

(Y-Y*,Zr) strictement positif



et Yl,la projection de Y sur L(R+Zr);si elle est admissible, la cons-
truction est achevée ; sinon , soit Xl un vecteur choisi sur le seg-
ment [Y* s Yl],tel que ses coordonnées( par rapport & la base des Zi)
soient positives ou nulles.Soit Nll'ensemble des vecteurs Zide R tels

que L(Nl) soit le plus petit espace contemant Xl;Xl est tel que
d(¥,¥,)< d(¥,X, )< d(¥,7%)

Si (R+Zr)-N1 est admissible ,on pose R'=(R+Zr)-N1 et la construction
est achevéejsinon,on refait la méme procédure avec le segment [Xl, Yé

Y2 étant la projection de Y sur(R+Zr)-N1; on aboutit & un élément X,

~

appartenant a C tel que
d(v,v,) < d(¥,x%,) < d(¥,x))

On construit ainsi une suite d'éléments XI’XZ’XB"' dans ¢ tels que
leurs distances respectives & Y soient de plus en plus courtes;. le

processus doit forcément s'arréter 4 un X, tel que la partie

k

(R+Zr)-N1-N =N, soit admissible ,

2-... k

car on aura l'alternative : X=X ou Xk < Y

K K1 1 dans C.

I+

On a obtenu une partie admissible

l= - - - -
R'= (R+Z )-N -N,-... N
vérifiant la condition requise : si elle est optimale,l'algorithme

8'arr8te;sinon,on réitére la procédure de comstruction.

Le processus est initialisé avec R0 =@ et Y le vecteur nul ; re-
marquons que, & la fin de 1'étape k du processus,la partie admissible
s'écrit

Rk=(Rk_1+Zrk)-Nl-N2-...Nhk;



k+1 utilisations de la procédure de projec-

tion d'un vecteur sur un espace vectoriel et , en tout,un nombre de

cette étape aura requis h

fois égal & (hi+h2+...+ hk)+1 si Rk est optimale,ce qui peut cofiter
trés cher en temps de calcul,chaque appel s'accompagnant d'une inver-

sion matricielle.
Mais remarquons aussi que :

-De l'étape k-1 3 1'étape k,la matrice 3 inverser "enfle "

d'une ligne et d'une colonne,les autres éléments restant identiques.

-Lors de 1'étape k,le passage de 1'itération j-1 du pro-
cessus & l'itération j se traduit,pour la matrice 3 inverser, par une
diminution d'un nombre de lignes (et de colonnes) égal au cardinal
de N,.Comme les inverses des matrices correspondant respectivement 3
la fin de 1'étape k-1 et de 1'itération j-1 sont déterminées , il
devient aisé de déterminer les inverses des matrices suivantes par
application de 1'opérateur SWEEP (procédures P, et P, décrites en
annexe 1).

Nous présentons en amnexe 2 le programme informatique{en langage
Turbo pascal),basé sur NNLS,intégrant SWEEP et les procédures qu'il

appelle : PrépaVecMat,Sweep,SweepInv,DimOrd.

2-4 Etude d'un exemple :Nous reprenons le probléme de Wal-

pole et Myers(1972) étudié par R.D Armstrong et E.L Frome(1976)en ap-
plication de 1'algorithme Branch-and-Bound de projection d'un vecteur
sur un cdne polyédrique convexe .

Trois substances sont utilisées & différentes concentrations dans
le but d'augmenter le taux de survie d'un certain type de semence
animale.Nous traitons ce probléme comme une régression multiple avec
contraintes de positivité sur les coefficients.Nous présentons dans
le tableau 1 les résultats de treize expériences , & trois niveaux de

concentration (en %), des substances étudides.
;



La variable Y & expliquer est le taux de survie et les variables
explicatives sont X0=(1,1,...,1)t et Xi taux de substance i(i=1,2,3).
Nous concluons que le taux de survie dépend du taux de concentration

de la substance 1.

Equation de la régression:

7 estimé = 23.398 + 1.234 X1 + 0.000 X2 + 0.000 XB

*7SURVIE* *7% estimé¥ *X0* *X1* *X2% *X 3%

25,50 ©25.54 1 1.74 5.30 10.80
31.20 31.20 1 6.32 5.42 9.40
25,90 31.07 1 6.22 8.41 7.20
38.40 36.38 1 10.52 4.63 8.50
18.40 24.87 1 1.19 11.60 9.40
26,70 24.90 1 1.22 5.85 9.90
26,40 28.46 1 4.10 6.62 8.00
25.90 31.20 1 6.32 8.72 9.10
32.00 28.43 1 4,08 4,42 8.70
25.20 28.52 1 4,15 7.60 9,20
39.70 35.92 1 10.15 4.83 9,40
35,70 25.52 1 1,72 3.12 7.60
26,50 25.50 1 1.70 5.30 8.20

Zableau 1



3-ANALYSE CANONIQUE DE DEUX CONES

3-1 Position du Probléme: Soit C et D deux cdnes polyé-

driques convexes engendrés,respectivement,par deux familles S et T de
n .

vecteurs de R*, L'analyse canonique de ces deux cbnes est la recher-

che d'un couple de vecteurs normés (X,Y) tels que

max(cosz(U,V)) = cosz(X,Y) » pour tout (U,V) dans CxD.

3-2 Caractérisation d'une solution stationnaire:

(X,Y) étant un couple stationnaire,on pose a = cosz(X,Y); alors:
PP (X) = aX , PP (¥) = a¥

en notant PC et PD respectivement les opérateurs de projection

sur C et D.

La solution optimale du probléme est une des solutions station-

naires.Un résultat important est contenu dans la proposition suivante

Proposition l:il existe deux sous-ensembles P et Q de,res-
pectivement, § et T tels que la solution optimale (X,Y) coincide avec
le premier couple canonique de l'analyse canonique des espaces vecto-

riels engendrés par P et Q.

3-3 Algorithme "Alternating Least Squares':c'est un algo-

rithme de recherche d'une solution stationnaire au probléme ;on cons-
truit la suite (Xt,Yt) définie par
X (Y1) » Y, = Ppo (XD

¢~ Pops'Ye-1

S est la sphére de R" de centre 0 et de rayon égal i unjon peut com-
mencer le processus par n'importe quel vecteur de D n'appartenant pas
~ -~ - - n 3

a Cp,le cone polaire de C,qui comprend tous les vecteurs de R fai-

sant un angle obtus avec n'importe quel vecteur de C.



Nous avons écrit un programme informatique ,REGALS , mettant en

oceuvre l'algorithme A.L.S et intégrant NNLS et l'opérateur Sweep.

3-4 Applications :

3-4-1 Analyse des mesures conjointes: Issue de la psycho-

logie mathématique, cette méthode sert "3 mesurer l'effet conjoint de
plusieurs variables indépendantes sur l'effet des valeurs prises par
une variable & expliquer,cette liaison pouvant &tre sous forme addi-

tive ou polyndmiale”.

Nous empruntons cette définition & Y.Evrard et P.Lemaire(1976).
La théorie exposée ci-dessus s'insére naturellement dans le cadre de
l'analyse des mesures conjointes et en constitue un moyen élégant de

mise en oeuvre.

L'analyse canonique de deux cBnes concernant les variables ordi-
nales,le cas de variables nominales peut &tre pris en compte par
l'analyse d'un céne et d'un espace vectoriel :c'est le cas traité par

MONANOVA (J.B.Kruskal(1965)).

3-4-2 Théorie de 1'Utilité multi-attribut : Par le choix

d'une normalisation appropriée et en ne s'intéressant qu'd 1l'ordre
des valeurs prises par les variables,on détermine des utilités cor-
respondant aux différentes modalités et une pondération satisfaisant

aux conditions requises.
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4-EXEMPLES NUMERIQUES

4=-1 Choix de sites nucléaires:D.Bouyssou et B.Roy ont com-

paré deux modéles concurrents d'aide & la décision(1983),1'un baptisé
modéle "U" ,de Keeney et Nair,basé sur la théorie de 1'utilité multi-
attribut, l'autre sur une méthode de surclassement ( ELECTRE III, Roy
(1978)).1La comparaison portait sur un probléﬁe de choix de sites nuc-
léaires pour le compte du WPPSS ( Washington Public Power Supply Sys-
tem).Le modéle "U" a abouti au classement des neuf sites retenus a

partir de six critéres(Tableau 2).

*RANG* *SANTE* *SAUMON* *BIOLO* *SOCECO* *ESTHET* *COUT*

7 1 1 6 9 4 6
8 5 1 6 7 4 9
9 6 1 5 8 2 - 8
6 3 5 2 4 3 7
2 4 4 1 6 1 2
1 7 6 1 2 4 1
3 2 7 3 3 5 5
5 9 2 4 1 5 4
4 8 3 7 5 5 3
TABLEAU 2

L'analyse canonique des deux c8nes engendrés respectivement par

n

la variable ordinale "Rang des sites" et les variables " classement

par critéres" nous permet de conclure:

a)la stationnarité est atteinte & la premidre itération(!)
avec un tau de Kendall de 1; il est remarquable que la structure or-
dinale de 1'ensemble des classements par critdre se retrouve bien re~-
présentée par le classement final des sites en notant que les auteurs

du modéle "U" ont choisi la forme multiplicative d'agrégation des
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critéres , la somme des indices d'importance étant différente de 1

(Keeney,1974).

b)Les critéres qui ont été déterminants dans le classement
final des sites sont dans l'ordre: COUT,SOCECO (impact socio-économi-

que) ,BIOLO (impact biologique),ce qui traduit:

-une moindre importance accordée au% autres
critédres,le critére COUT ayant bénéficié de 1'indice le plus élevé;

-un pouvolir discriminant plus faible de cer-
tains des autres critdres; les neuf sites sont eux-mémes le résultat
d'une sélection et peuvent &tre,pour la plupart, bien représentés sur

un ou plusieurs critéres:dans ce cas,sur le critére SANTE & SECURITE.

#RANG* #SANTE* #*SAUMON* #BIOLO* *SOCECO* *ESTHET* +*COUT*

0.78 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.63
0.89 1.00 0.00 1.00 0.60 0.00 1.00
1.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 1.00
0.67 1.00 0.00 0.00 0.60 0.00 1.00
0.22 1.00 0.00 0.00 0.60 0.00 0.00
6.11 1.00 0.00 0.00 0.20 0.00 0.00
0.33 0.00 0.00 0.00 0.20 0.00 0.63
0.56 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.63
0.44 1.00 0.00 1.00 0.60 0.00 0.00
TABLEAU 3

Equation de la régression

RANG = 0.056 SANTE + 0.000 SAUMON + 0.222 BIOLO + 0.278 SOCECO
+ 0.000 ESTHET + 0.444 COUT .
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4-2 Evaluation de projets: Le tableau 4 présente dix-sept

projets stratégiques d'une entreprise notés sur quatre critéres( J.L.

Richard(1983)).Le préordre 3 expliquer est,par ordre de préférence dé-

croissante:
P8/P6/Pl/P7/P4/P9/P2/P3/P10/P1l/P12/P13,P14/P5/P15/P16/P17;

Pi désigne le projet i et la virgule sépare les projets ex-aequo.

*Projets stratégiques sur le champ 1% ®(1)*  *(2)% *(3)*% *(4)%

PP1-1 Disponibilité pour le 31/12/80
dans tte agglo. de plus de 20.000 hab.......3.75 1.5 2 2
PP1-2 Nouveau mailing & 25 000 pro-

fesionnels(dessina. ,BET,secrét.).ueserences3.75 1.75 1.75 2
PP1-3 Méme que précédent & 100 000 prof.....4 1.5 1.25 2
PPl-4 Prospection.auprds des fournituristes.3.75 1.75  1.50 2
PP1-5 Vte dir.par mail.aux 2000 léresentrep.B.SO 1.50 1.75 2.25
PP1-6 Promotion d'assistance au stockage....3.75 1.75 2 2
PP1-7 Présence sur 2 foires mat.............3.50 1.75 2 2
PP1-8 Systéme d'aide au réassort............4.25 2.25 2 2,25
PP1-9 Conditionnement double................3.50 2.25 2 2
PP1-10 Concours détaillant(prod. prof.).....3.75 1.50 1.50 2.25
PP1-11 Présence sur 3 foires rég.....vevv...3.50 1.25 1,25 2
PP1-12 Création d'un dépot rég.de vente dir.3.75 1.75 1 2,25
PP1-13 Démonst.par équipes sur lieu de vte..4 1 1.50 2
PP1-14 Vente en grande surf.(prod. prof)....3.50 1 1.50 2..
PP1-15 Relévement important des prix....... .2.50 2 2 2
PP1-16 Créat.d'un dépot rég.de revente......3.50 1 1 2.25
PP1-17 Publicité télévisée....evvviveenrnnr&.50 0.75 0.75 2

Tableau 4

Les critéres sont :la compétitivité commerciale(l), 1'efficacité
commerciale(2),1'efficacité financiére(3),la flexibilité commerciale

(4).Les résultats de l'analyse canonique des deux cBnes engendrés par
¥y q P
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la variable Préordre d'une part et les variables ordinales"classement
par critéres" d'autre part,sont présentés dans le tableau 5.I1 est &
noter qu'd la troisidme itération,le tau de Kendall est de (.86,supé-
rieur & celui obtenu par la méthode UTA(R.Savoundararadja,1987),1'or-
dre seul des valeurs prises par les critéres sur les différents pro-

jets étant pris en compte dans la méthode utilisée.

Résultats de l'analyse canonique :

* Préord estimé * . *® (L)% *(2)% *(3)% *(4)*
- 0.880 0.891 0.454 1.000 0.000
0.818 0.891 1.000 0.679 0.000
0.717 0.891 0.454 0.600 0.000
0.818 0.8921 1.000 0.679 0.000
0.659 0.697 0.454 0.679 0.000
0.950 0.891 1,000 1.000 0.000
0.859 0.697 1,000 1.000 0.000
1.000 1.000 1.000 1.000 0.000
0.859 0.697 1.000 1,000 0.000
0.749 0.891 0.454 0.679 0.000
0.626 0.697 0.454 0.600 0.000
0.643 0.891 1.000 0.250 0.000
0.659 0.891 0.000 0.600 0.000
0.601 0.697 0.000 0.679 0.000
0.536 0.000 1.000 1,000 0.000
0.483 0.697 0.454 0.250 ¢.000
0.464 1.000 0.000 0.000 0.000
Tableau 5

Equation de la régression :

Préordre estimé = 0.464(1) + 0.127(2) + 0.409(3) + 0.000(%)
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Le préordre réexpliqué est:

p8/p6/P1/P7,P9/P2,P4/P10/P3/P5,P13/P12/P11/P14/P15/P16/P17.

Comparaison avec le préordre initial & 1l'aide du tau de Kendall:

Tau de Kendall = (.8603.
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ANNEXE 1: Opérateur Sweep

Etant donné une matrice carrée A= {aijJ telle que le kidme é1&-
ment a de la diagonale soit non nul , le résultat d'un "sweeping"

de A par rapport a4 a,, est une matrice A*k définie par

kk
% = - . F 3 =
afs Mag s ak = a /e
=% = . e = -
Y akj/akj 3871 T B4y (aikakj/akk)’

pour i et j différents de k.

On peut définir de méme 1'opération "sweeping inverse':appliquée

a A*k par rapport 3 a*kk,elle permet de retrouver A :

- * . = wn% *
1/3.]] H all all/a”
)-

= =% E . = A% (g% * *®
By "2 kj/a kk * %13 i (a%; 2 kj/a Kk

L'intérét de 1'opérateur Sweep repose sur les théordmes suivants.

THEOREME 1:5S'il est possible de "sweeper" la matrice A par
rapport & tous les éléments de la diagonale,alors A est inversible et
le résultat A* vérifie : A* = -A-l.

THEQREME 2:5'il est possible de "sweeper'la matrice parti-

tionnée

e
It

par rapport 3 chaque élément de la diagonale de A.. alors All est in-

11

versible et
% - A
A%y 4 A1,
L3 5 =
Ax/diag(A, )
- % *
AggA¥pp  Aggt(Ay A% 4 0)
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Les applications de Sweep sont présentées dans les trois procé-
dures décrites ci-dessous correspondant 3 autant de situations d'in-

version matricielle .

Pl-Inversion d'une matrice donnée:

a)par une suite de "sweeping"sur les éléments diagonaux
tous non nuls;

b)en "construisant" progressivement la matrice & inver-
ser par l'ajout d'une ligne et-d'une colonne & chaque étape, c'est le

processus récurrent:

1 1
= *% = - .
A [all] =] 1/a11],
Ak-l Ak,12
Ak =
k,21
A akk
k,12 _ £
avec A = (a;, COVRRL NI
Ak’21 = (a,, a a )
k1 %k2* "®kk-1
On a alors (théordme 2):
! k1K, 12
2*/diag(a* ) =
_Ak,ZIA*k-l akk+AF,21A*k-lAk,12

et,a 1'étape courante k,on détermine A*k en "sweepant" A*k/diag(Ak_l)
par rapport i akk+Ak-1’21A*kulAk’lz

cette condition est toujours vérifide si A est symétrique définie po-

s supposé non nul pour tout k;
sitive.
P2-Etant donné une matrice A(n,n) inversible dont 1'inver-

-1 . .
se A ~ est connu,on se pose le probléme de la détermination de 1'in-

verse de la matrice B définie par



17

n
avec u,v dans R et b un réel.

C'est l'application d'une étape du processus Pl:

-A-1 Aﬁlv
.B*/diag(A) =
u'A-1 b-u'A&lv
.on effectue un sweeping de B*/diag(A) par rapport a b-u'A-lv
-1
.B = ~B% |

P3-Etant donné une matrice A{n,n)inversible dont 1'inverse
A" est connu,on se pose le probléme de la détermination de 1'inver-
se de la matrice B obtenue en supprimant de A un nombre r de lignes

et de colonnes de méme rang:k.,k kr;on effectue une suite de "swee-

19 2!"!

] - ’ s -1
pings inverses' par rapport aux éléments diagonaux de A* =~ A = corres-
pondants dans un ordre arbitraire; on obtient B%* en supprimant de la
matrice résultante les lignes et les colonnes de rang ki,i=.1,...,r

et B-1 = =B%*,

Les applications de 1l'opérateur Sweep en régression multiple ité-
rative ascendante ou descendante sont classiques( programmes des BMDP

et SAS).



ANNEXE 2: Procédures informatiques

PROCEDURE PrepaVecMat (var card :Integer;var ens:Ensemble;
var rg:Vectens;var coef:Vectem;var mat:Carree);
var i,j,k:Intéger;
som:Real:;
V:Tableau;
W:Vectem;
begin
for j :=1 ton do
if j in ens then
Virg[jll:=tab[jl;
for j := 1 to card do
coef[jl:=ProdScal (X,V[jl);
if card *1 then
for i :=1 to card -1 do
begin
som:=0;k:=1;
while k¢= card-1 do
begin
W[k]:=ProdScal(V([k],V[card]};
som:=som+ (-mat [i,k1*W[k]) rk:=k+l;
end;
mat [i,card) :=som;mat[card,i] :=som;
end;
k:=1; som:=0;
while k<= card~1l do
begin
som:= son +{W[k]l*mat[k,card]);k:=k+l;
end;
mat [card,card] :=ProdScal(V[card] ,V[card])- som;

end;
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PROCEDURE Sweep(var mat:Carree;var card:Integer);
var i,3,ind :Integer;
begin
ind:=card;
if card>l then
begin
for i := 1 to card do
for j :=1 to card do if {i<»ind) and (j<rind) then
mat[i,j7:=mat[i,jl-(mat{i,ind]*mat[ind,j]/mat[ind, ind])};
for j:=1 to card do if j<>ind then
begin
mat[ind, jl:=mat[ind,j]/mat[ind,ind];
mat[j,ind] :=mat{ind,j];
end;
end;
mat[ind,ind]:=—1/mat[ind;ind];

end;

PROCEDURE SweepInv(var mat:Carree;var card:Integer;var ind:Integer);
var i,j :Integer;
begin
- if card>1 then
begin
for i :=1 to card do
for j :=1 to card do if (i ¢©ind) and (j<¢>ind) then
mat[i,j]:=mat{i,jl-(mat[i,ind)*mat[ind,j]/mat[ind,ind]);
for j:=1 to card do if j <> ind then '
begin
mat[ind,j] :=-mat[ind, j1/mat{ind,ind];
mat[j,ind) :=mat[ind,j];
end;
end;
mat[ind,ind]:=-1/maf[ind,ind];

end;
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PROCEDURE ProjeVect (var mat:Carree;var card:Integer;
var coef, proj:Vectenm);
var i,j : Integer;som,nomb: Real:
begin '
for i :=1 to card do
begin
som:=0;
for j := 1 to card do
son :=som +(mat[i,j]*coef[j]);
projlil :=som;
end;
end;

PROCEDURE DimOrd(var ens: Ensemble;var ind,card:Integer;
var rg:Vectens;var coef:Vectem;var mat:Carree);
var entier,i,j:Integer;
begin
entier:=ind;
for 1:=1 to m do if (1 in ens) and{(rg[l] > entier} then
begin
rg[1] :=rg[l]-1;coef{rg{l]]:=coef[rg[1]+1];
end;
for i:=1 to card do
for 1:=1 to card do
if (l>=entier) and (i>=entier) then
mat[i,1] :=mat[i+1,1+1]
else if 1>= entier then
begin
mat[i,1]:=mat[i, 1+1];
mat[l,i]:=mat[i,1];
end;

end;
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Begin { DEBUT de Projec_cpc : }
Ensdentierl:={];cardl:=0; { Algorithme "Non_Negative Least Squares”
for i := 1 to n do { avec operateur SWEEP }

y[il:=0;

for j := 1 to n do
begin
alphafjl:=0;
vectl[i] :=ProdScal (X, tab{jl)
end;
c:=0;r:=0;
while (Max(vectl) > 0) and { Condition de non optimalité }
not( Ensdentierl = [1..m]} do
begin
:= Indicedumax(vectl);c:=c+l;
Ensdentier2:=Ensdentierl +[k];card2:=cardl+l;rg[k}:=card2;
Prepavecnat (card2,ensdentier2,rg,coef,mat);
Sweep{mat,card2);
MatOpposee (card2,mat);
if card2 =1 then
for j:=1 tom do
begin
if j in Ensdentier2 then
ganmal[j]:= coef[1]* mat[l,1]
else gammal[j]:=0;
end
else
begin
projevect (mat,coef,card2, proj);
rangevect (ensdentier2,rg,proj,ganma);
end;
d:=0;pg:=1;
for i:=1 to n do
if i in ensdentier2 then
beta[il:=ganma[i] else betal[il:=1;
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while Min(beta)<= 0 do { Test de non admissibilité }
begin
beta:=gamma;d:=d+1;
for j :=1 to m do
begin
alphalj]:=(pg*(alphalj]-betalj]))+betaljl:
if beta[jl«0
then vect2[j]:=betal[il/(beta(j]-alphal[il)
else vect2([J]:=0 ;
end;
pg:=nax{vect2);
Matopposee (card2, mat);
for j :=1 tom do
if (j in Ensdentier2) and ((vect2[j] = pg) or (Beta[j] = 0))
then begin
Ensdentier2:=Ensdentier2 -[j];ind:=rg(il;rg[j]:=0;
SweepInv(mat,card2,Ind);
card2:=card2-1;
Dimord (Ensdentier2,Ind,card2,ryg,coef nat);
end;
Matopposee(card2,mat);
if card2 = 1
then for § := 1 to n do
if i in Ensdentier2
then gammal[j]:=Prodscal({x,tab[j])}/Prodscal(tablj]l,tab[j])
else gammal[J]:=0
else
begin
Projevect (mat,coef,card2, proj);
Rangevect (ensdentier2, rg.proj,gamma);
end;
for i:=1 te mn do
if i in ensdentier2

then beta[i]:=gammalf[i]



End;

else betali]:=1;
end;
alpha:=ganma; Ensdentierl:=Ensdentier2;cardl:=card2;
Promavect (alpha,y}:
for i := 1 to n do
begin
21{i]):=x[i)-y[i);Arrondir(z1[i]);
end;
for j := 1 tom do
if j in Ensdentierl
then Vectl[J]:=
else begin
Vect1[J] :=Prodscal (21,Tab[J]);
Arrondir (vectl[jl);
end;
MatOpposee (cardl, mat);
end;
{ FIN de Projec CPC 1}
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