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La théorie de lhutilité a pour objet ls représsntation numdriqus
des préférences. Oe maniéra pracise, étant dnnné un ensemble A et une rela=
tion ds préférence sur A, on &tudie les conditions pour qu®il existe uns
fanction g, définie sur A et & valsurs résllass, tslle gque si a et b sont
des 8léments de A, la comparaison de nombres g(a)l et g{b) donne une honne

image des la préférence entre a et b,

Les principaux réaultats existant 2 ca Jjour concernsnt des rala;
tions de préférence souvent trop riches pour Strs réalistes. Dans ce papiler,
de nouvellss structures sont définies : elles permettant lsaxistancé da dif-
férents degrds de préférances et d’une relation d°indifférence non nécessai-~

remant transitive,

Quelgues résultats sur la représentation numérique de ces struc~ .
tures, la situation ol les différences entre préférences ont un sens st le

cas dass préférsnces entrs N-uples sont dgalement présentss.



Summary

Utility theory treats with numerical representation of preferences
giveri a set A and a preference relation on A, one studies conditions to have
a real function g, defined en A, such that, a and b being slements of A, the
comparison of the numbers gla) and g(b) gives information about prefersnce
between a and b.. ' ,

Main known results concern prefersnce relaticns which have strong
propertiss and are not very realistic. In this paper, new structurss are
defined : they allow several degress of preference and non transitive indif=
farsnce. ' 7

Some rasults on numerical representation af these 5tructuréss
comparison of prefersnce differences and prefersncas betwesn N-uples are also
praessnted,
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INTROBUCTION

La Sciencs essaie d'expliquer et de prédire das phénoménes observables
au moyen de lals générales. _
En vue de formuler des lois quantitatives, las prgpriétés de ces phénoménes
. sont expriméaes au moyen de nombrass. C'est ce que.¥oﬂt las physiclens depuils
longtemps en définissant les notions de longueur, masse, vitesse, ... . Dans
le domains de la modélisation des préférences, c’est la théoris ds 1°utilité
gui a pour cbjat la représentatisn numérigue des préférahcass

Bien quae la théorias da 1°'utilité remonte aux XVIIIe et XIXe sidcles,
son essor principal s’est réalisé cas trois dernidraes décades, essentislle-
ment gr8ce 3 l°axiomatisation de la théorie. UDans 1l’approche axiomatique, an
démontra, 3 partir de conditions imposédes aux relations de préférences, 1'exis-
tence de fonctions permettant de représenter cas préférsnces. '
De maniars précise, étant donné un ensemble A (de dfeisions possiblaes) et uns
relatiocn de préfq;anca’sur A, on étudie les conditions pour qu*il exists une
fonction g, définie sur A a% & valsurs rdelles, tslle que sl a st b sont das
élsments de A, la comparaison des nombres glal st glb) donna une bomne image

de la préférsnce antrs a st b.
Ae Qm&:"’aﬂtﬂf.% génmae

Les théories modernes de 1’utilits, et donc des disciplines tallss gue
le théorie des jsux, la théoris ds la décision, la théoris dss probabilités
subjectives (qui smplolent la théorie de 1°utilité) supposent an général 1% axig=
tence de relations de préférence qui sont des ordrss faiblasf En psrticulier,
cela Impliqua qus si < est la relation de préférence, la relation d’indiffs=

rencae définis par
a~b ssi afdbetbfa s

est transitive.

Cette hypothasa est peu réaliste et, pour la montrer, nous empruntons 3 LUCE
([39] ) son sxemple de "la tasse de café”.

Il est édvident qu’aucun individu n’asi capable de déceler une différence entrs
une tasse de café contenant x grammes de sucre et uns tasse sn contsnant

x * 0,01, et ce, quel gue soit x. Par conséquent, tout individu sera indiffsa-

% définition en page 6.



2o

rent entre une tasse sans sucre 8t une tasse contenant 0,01 gramms de sucre,
entre cette derniére et une tassa en contanant 0,02 g., entre cells-ci et une
tasse en contenant 0,03 g., et ainsi de suite. Si la relation d®indifférence
&tait transitive, on en dédulrait que tout individu sst indiffsrant antre upe
tasse de café sans sucre et une tasse contanant, par exemple, 100 E. de sucre,
ce qui ast dvidemment contraire 3 la réalité.

Cels sst dO au fait qus, contrairement & la physique ol las phénom@nes déerits
le sont 3 partir de considérations cbjectives, la théoris de 1'utilitd s®appli~
que lg plus souvent & des phénoménss subjectifs. '

C'est la raisan pour laguslle LUCE ([ 39)) a introduit la notion de quasi-
ordre {en anglals : semiorder), structure constituds d’une relation de préfé-
rence 8t d’une rslation d’indifférence non nécsssalrement transitivs,

En fait, ls guasi-ordre tradult simplement la notion de seuill : una action b
gst indifférsnte & une action a aussi longtemps qu’elle diff2rs peu da az 2
partir dfun certain sauil, pcuﬁant varier avec a, la différencs entra a st b

est considérée comme suffisante pour pouveir justifier une préférsnca,

Capandant. le traitement des problémes pratiques mentra que, biem souvent,
le décideur ne psut fixer son choix entrs 1’indifférance st la préférencs
stricte : on parle alors de préférence au sens largs ([49] 1. En particuliesr,

E. JACQUET-LAGREZE ([ 30]) a montré commant cstts notion apparalt tout natu=-
rellement lorsqu’on compars des distributions de probabilité.

Da manidre générale, B, ROY {{50]) a mis en évidence 1'intérét de
construirs des moddles traduisant différents degrés de préférence.

Uans le premier chapitrs de ce Cahier, nous proposons 1°introduction de
structures généralisant les ordres faiblas ét les guasi-ordres et traduisant
ce souci de modéliser des situations ol appsraissent différents degrés de pré=
férence : cs sont les quasi-ordras généralisas (§.0.G.) et les quasi~-ordrss
orientds géndralisés (Q.0.0.G.).

B, La reprisentation numérique des 0.0.G.

Le premier résultat fondamental établi dans 1°optique de la théoris de
1°utilité est la condition nécsssairs et suffisante pour qu'il existe une

fonetion g telle que
8 €b<=> gla) < g(b), Yya, b €A,

oll < ast la relation de préférencs définie sur A,
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Ce théorame, démontré notamment par CANTOR ([ 7]) et par BIRKHOFF ([ 8] ], exige

gue la relation da préférance soit.un ordre faibls.

Nous avons rappelé dans le paragraphe préeédant 1%inconvénient majeuf que pré=

sentalt cette strucﬁure gt l’introduction par LUCE de la notion de guasi-ordrs.
Unrouveau probldme s'est alors posé aen théorie de 1°utilité : la repré-

sentation numérique des quasi-ordres. Oe maniére précise, on a étudié les condi=

tions pour qu'il existe une fonctilon g et une fonction ssuil ¢ telles que,

¥a, bEA:

& < b <> gl{a) » ola) < g(b) ,

a"h <=» | gla) + glal 3 glb) ,
g{b) + o(b) 3 glal) ,

l.c(a} 20, ¥aBA,

Des résultats ont 8td obtenus dans les cas of A ast déhthrabla et fini.

Dans 1le deuxisma chapitre ds ce Cahier,; nous énoncons les résultats
cbﬁaﬁus concarnant la raprésentaticn numérigus des {.0.G. 8t das Q.0.0.6., aussi
bien dams le cas finl que dans le cas infinil qualcongue. e )

&

C. La companaison des diffCrences entre prZférences.

Nous avons considéré, dans cs ‘gui précads, ls probléme de la représan«
tatien numdriqus d’uﬁa relation ds préférenca. Autrement dit, nous assccions
un nombre & chaque décision de telle menidrs gus lz comparalson de ¢ces nombras
antre sux fournisse un modéle adéquat das préférances du décidsur. Encore faut-
il préciser gusl ysage on peut faire de ces nombrss. Supposons par exempla dgus
< solt la relation de préférence du décideur et gque 1l°on ait construit une

fonction g tells que, ¥ a, b € A ¢
a<b <a> gla} < g(b) o

On pauﬁ se demander, par sxemple, si la falt qua.
glh) = gla} < gld) = gle)

gst révélateur d’une réalité concernant les préférancaé du décideur. Cette ing-
galité signifie-t-slls que la supériorité de b sur a est plus faible qus cslle
de d sur ¢ ! Cette comparaison des différences entre préférences a-tealle un
sens aux yeux du décideur ? En supposant que le décideur puisse comparer la
supériorité da b sur a et cells de d sur c, peut-on toujours construire une

fonction g qui refléte ces préférences ¢
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Ce probléme de la rsprésentation, non ssulement des préférences du décl-
daur, mais aussi des différences entre ces préférsnces, constitue un autre volet
important de la théorie de l'utilité. Le troisi2me chapitre lui ast consacré.

D. Préfirences entne N-uples, indépendance préférentielle.

De nombrsux auteurs ont étudié 1s probléme de la représentation numéri-
gue d’une relation de préférence définile sur le produit cartésien ds n snsembles
@t, en particulier, sur R" (en vue notamment des applications économiquas].

Iis ant étudid les conditions pour qua, étant domné X = X, X X, X ece X X_ 6t
une relation ¢ sur X, 11 existe des fonctions Gy Bgs oces Bs définiss rasgpec~
tivemant sup Xl, Xzﬂ coes Xn, 3 valeurs réeglles st telles que 3

Cxla XZ, taeg an < (yls 329 evo0g yn}

ssi .
glix13_¢ eoe ¥ gn(xn] < gl[yl] P pe0 ¥ gn(yni 8

xig.yiexip Uio
La notion fondamentale qui apparalt dans lss rdsultats connus ast 1'ipn-
dépendanca préfdrantisils.
si
N = {lg 2; zeeyp n} P

on dit que K (sous=ensemble de N) aest préférentiellemsnt indépendant dans N si
las préférencss aentra des &dléments qui ns différent que par laurs compoasantss
dang K sant indépendantes des composantss hors de Ko

Il est bisn évident que les conditions & remplir pour avoir uns repré-
sentation additive sent tras fortes st peu applicablas en gratigue. Un travail
récent de TING ([54}) a ouvért Ia voie 3 ds nouvellss recherches dans ce domainae.
En effet, & partir d*une caractérisation de 1°indédpendance préférentisllis au
moyen de taux de substitution, TING abtient des propriétés permettant de réduilre
le probléme initial : la comparaisen entre n-uples est remplacée par la compa=
raisaon antﬁa p=uples, avec p < n; la représentation additive apparait comme un
cas particulisr du résultat général démuantré par TING.
Néammoins les hypothésss ds base, dans le travail de TING, sont encore asssaz

rastrictives,
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Dans le guatriéms chapitre de ce Cahier, nous déﬁnissans des Ptaux de
substitutian généralisés® qul permettent de démontrer des resultats analogues
&4 ceux de TING, mais sous des hypoth@ses plus générales.
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CHAPITRE I : QUASI-ORDRES GENERALISES.

Nous nous propesons, dans ce chapltre, de rappeler quelques notions
fondamentales, de définir les concepts de gquasi-ordre génédralisé (§.0.G.) st
de quasi-ordre orientd généralisé (§.0.0.G.), et d'en énuncer'laé propristés.

La notion de guasi-ordre généralisé constitus une extension de cells
de auasi~ordra. Intuitivement, un Q.0.G. sst constitud d*uns relatien d’indif-
férence, réflexive et symétrique mais pas nécessairement transitive (cf., dans
1'introduction, la motivation de 1’emplol des quasi-ordres) et dfune famills
de relations (de préféresnces) "emboltées®, irréflexives at asymétriques.

Un quasi-ordre orienté géndralisé est um Q.0.G. pour lequel la relation
d?indifférence ast transitive. Un ordre faible est un §.0.0.G. particulisr..

A, Rappel.

Une ralation R dans un ensemble A est un sous-ensemble de A x A, o0
Ax A= {(ab] | a, b & A},

Lorsque (amb] 8 R, nous notsrons a R b.
Lorsque (a,b) € R, nous notsrons a R b .
Uns relation R dans A est
= y8floxive ssi a R a, Ya € A ;
= irréflexive ssi a K a, ¥ a € A ;
= gymétriqua ss1 a Rbh=» b Ra, ¥a, b €A
= agsymétrique ssi a Rb=» b K a, ¥a, b €A ;
= aptisymétrique ss1 a R bet b Rae» a=h, Ya, b EA;,
= transitive ssi a Rbet b Res» aRg, ¥a, h, c B A :
= ndgativemsant transitive ssl a R bst b Rc=> afg, ¥a,b,cEBA;s
= gonnaxa ssi a Rbet/oubRa, Y¥a,bEA, a# b ;
= yn ordre faible ssi elle ast asymétriqus st négativement transitive ;
= un préaordre ssi elle est réflexive et transitive ; ‘
= yn préordra total ssi elle sst réflexive, transitive et connexe ;
= un ordre strict total ssi e;la est asymétrique, transitive et connsxs ;
= yng relation dféguivalenca ssi slle sst réflexive, symétriqus st tran=-
sitiva.
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Solt £ un ordres faible sur A. La relation ~, définis par

avbssiaAbethb Xa ¥Va bEA,

est une relation dféguivalence sur A. e

D°autrs part, 1la relation <°, définie sur A/v par ¢ e e

a’ L' p? gai a 4h, ¥ a’, b® € Ak ,

E.E, a g a’
8t bEDB .

gst un ardra strict total.

Bnfin, la relation é,, définis sur A par : . e S

aébssi&ébauambg‘éaabaﬁp

gst yn précrdra totale

Bg Qm‘éﬂ’mee )

Una relation < dans A est un quasi-ordrs ssi : .

Bl. = alls ast irréflaxive , :
B2, [ ~a {betcLd= aldouyecih, ¥a,b,c,d€A,
B3 | ~ra L betb<{ew addaud £¢c, ¥ a,b,e,dEA .

Si a 4 b traduit ls fait que *b est préféré 3 a®, la relation ~~dé¥inie par
B4 =a~vbsasladfbetbAa,

représente l°indifférence du décldsur. Dans 1ls cas ol £ &st un guasi-ordre, "

n‘est pas néeassalremsnt transitivs.

LUCE ([38]) définit la notion de quasi-ordre & partir du couple (<€,~) de la

manidrs suivants

BS. = ¥ a.b B A, on a ung et une saule des 3 situations sulvantes :
ad b, bLas, a~vb,

BB = A gdat réflexive ,
BY o ~ g4 b, brve, cLd=>a<Ld, ¥ab,c,d EA,
Ba. ~ a4 b, b4de, brvdses» a¥douc®d, ¥ a,b,c,dBA,

Liinterpratation intuitive de cetts définition sst plus claire que la précé=
dente. D’autrs. part, dans le contaxts de la modélisation des préférencaes, il
ast plus naturel d?introduire explicitement la rslation ~ dans la définition
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du quasinordraa
On peut montrer que les corps d’axiomes (81, B2, B3, B4) et (B3, BE, B7, B8]

sont édguivalents.
C. Quasi-ondne GEnsnalist (Q.0.G.)

Comme nous 1favons vu, il arrive souvent, en pratique, cque le décideur
ne puisss fixer son choix entre 1°indifférence et ls préférence stricte et
apts plut8t pour une situation intermédiaire (préférence large). Las prafé-
rencas du décideur se traduisent alers par uhe structure a8 3 relations @ sw
{indifFérsncal, < (préférencs large) st <5 (préférence strictsl. Oe manidre
plus générale, nous rous proposons d’étudier ume structure @ m+l relations
(v, <y

forte que 1 est grend.

<., soes € ), Ob <, représente una relation de préférence d’autant plus
2 m

i

Naug dirons qua (~, <. wee ‘m] @st un quasi-ordre généralisd (Q.0.G.]

4
1’ 2
s8'1] satisfalt aux axiomes suivants ¢

Cl. ¥ a,b € A, on & une et une saule des Zm+]l situations suivantes :

a<1baa<2bgnﬂeaa<mbgh<

a,°b ¢_ a ° b<¢ a,anh
la 23099 mn 3

£2. ~ est raflaxive;

£3, ¥ a,b,c € A ¢

a<, boetb g € f 8 < ,q OO0 &< G si 2+g < m ,
l a <m e ; 51 2+*q 3z m
Cé. ¥ a,b,c B A
= a<, G ba~get i> 1] a <£_b ou a <, , bouas< B, 81 £ <m ,
au =%
= g% a3, c< bet %> lj _ a< boyac< b s 31 £ = m 3
3 m m=1

C4 bis. ¥ a,h,c E A :

= 3 <1 c, b o
5y g <

oy b ou a <2 bouag+b,

1

5% g, ¢ <l B J

ol nous notons



a + b ssi

gt

o <

CSO' H agbsc E

= 8 <K
% %

b A

=1

k

A s

c, b <

au

CS5.bis ¥ a,b,c 8 A

%=1

Q
L3

= g5< €, b <
m m=1
oy
- g < 8, <
me=l ~° m

od nous notons

a < b asl a=

Cas axiomes permettant dfdtablie

C5. ¥ a,b & A
E7. ¥ a,b 8 A
C8. ¥ 3,b,c B
C9. ¥ a,b,c €

a <€ G
g -*

B <_a,
q

1]

]

b <

C <

€l0, ¥ a,b,c 8 A :

a<£ G
m =

B < a,
a

b «

au

A B 4=» b A 3

avhbh,

d < a 8>Id €

=

b <

3

g 8% 3 <
K

assidtzk|d¢

K

=

==p

Z&B

c, 1<« ¢ <m

5]

B

1

L

b, ¥ k, ¥d ,

g8, ¥ k, ¥Ya,

> a <€ Doua+ Db

a, ¢ <£,bs 14 <m

b?Uﬂ*Bo

o
o

<q b, g -1 = a cB8A|ancetecnbsy

a

q

2

q

c <
m

Cill:. ¥ &,b,c € A :

a< c,
a

b <
g

au

e <

g

€

b <

2
A

n
A

1

G =» a dE€A|dna, debetdnc

=1, & < m
v g <

=1, L <m

m=1

=% g <m°q~1

mel

m

By g A by
m

Bboua <
=g

L=q=1

les propridtés suivantas (démanstrations: [ 55] ]

@
a



Ciz.

Cl3,

€14,

Cis.

CiB,

€i7.

La relation = définia comme suit : ¥ a,b € A ¢ .

a®hssl c<, a<=ro<, b, ¥Jj, ¥cEA,

J 3

a2 <, g <=>hb <
J 3

gst une relation d*éguivalaence ;-

G, ¥ i, YE EA,

¥ a,b B A

avheta?® b= a+hboub<+ a (ou exclusif) ;

Y a,b,8 B A g

a<z.batb<qc-@a<idoud<qcs‘édeﬁs.

o

=0

¥ a,b,e6,4 E A

<€ betec<e d=ra< douvec< D
aq 2 g 3

.2
¥ a,b &8 A s

a+betgPFbasglianhbaeat

e =
. o

au

*

ak,,ﬂcEAlc%kaetc«kbg
4k

»JdEA| a< datb %5 d s

Si tmg 41@ ceo emj est B.0.G. sur A ,

alors (v', <f, .co <] @st un Qe0.G. sur A/,

ot on définit, ¥ a*, bt € A/m g

a¥* <! B? asi a <€, b,

h J

a* ~? b gzl a~ b
=1y}

aégal
et

h EbB®,
Cette définition a un sans-puisqua = gst upe relation d'éguivalence (Ci2}
gt que, ¥ al, a, € af, ¥ blg bz E b" ¢

€12
fal <j bl 3 aZ <j bz R

£iz
131 i bl =5 62 " bz @
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ClB. Si (n, €1e eso € s <m1 st un §.0.8. sur A, alors (v, <lg ooe <k]

"est aussl un G.0.G. sur A

oz

P. Quasi-ondre onient® géndralis (Q.0.0.G.).

Nous dirons que (<a’ € ece <m3 aest un guasi-ordre orisnté généralisé

(Q.0eeGe) ss'il satisfait aux axiomes suivants s

pi. ¥ a,b B A ¢

a< b =b 4y a8t Akédl] a <, boubs a3
02, ¥ azb,c 8 A ¢
a «E b et b <q e = f a <£*q cC oy a <2¥q¢1 c, 8t L +g<ms3;
1 a Qm e s 81 2 + g3 m

03, ¥ a,b,e 8 A 3

(=1} =» 8 < D 3 .
c€'h, a=¢g
o on a défini
b-cssi¥j:hb £3 c et c dj b e

Cas axiomes permettent d°établir les propriétés suivantas :
4. = est une relation d’éqyivalanca ;

0%, ¥ a,b,c 8 A ¢

a <£ S, O @zﬂl c, 0< 2 <m
ol w» g €, hboua< b j
i -
e 42“1 a8, <£ b, 0<% <m

DS bis. ¥ a,b,c B A
a< g, b < s
m

m=1
ou ' =» a < b,

c € a, c< b
m=1 ~° m

-

ol
a <, b ssi 3 230] a <y b s



D6. ¥ a,b,c € A 3

a 42 cp, b <G C,
ou

c <2 b, ¢ aﬁ a,

D7 ¥ a,b,c B A ¢

a< G, b< 6,
g9
ou

c<_ a, c<_ B,

a< ¢, b <q Gs
ou

e <€ a, < b,

08: ¥ a,b,c 8 A ;

a< g, B8 <q Gy
au

c< a, c< b
g.”  g°*

sa

D10, ¥ a,b,c € A

& <£ bhethb<

01l ¥ a,b,c,d E A ¢

a <
o

G €4 = lg £ < m

g< 4% =1, 2 <m

g<m=1
oy 3 <€
g<m=1
g«m
» <
o = a a

B = g <

%

e

a< betce d=>3 <q

g %

D12, 51 (<, <

alors (<é, €3 eee <) 88t un Q.0.0.G. sur A/,

1

ol on définit, ¥ a’, b' € A/_

b oua<

g <
-

(=

boua<

b, a~boube 3
o]

doud< c, ¥d B A ;
g

doueg<

a’ 45 BY ss1 a < _ b

a g a°f
et
. bBEb,

J

-]

%

o
-]

B,

es® <m] ast un {.0.0.G. sur A ;

L=g=1

b

12,

Cette définition a un sams puilsgues = est une relaticn d"équivalance {D4]

et gque, ¥ al,g az

Ea*, ¥b

18

?
bz Eb

9
k]
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03
8y <j bl => az <j bz ®
Di13. Si t<@o <1 66 <k o8 ® <m) ast un B.0.0.G., sur A, alars (<§p <1 eea—<k3

=

gst aussi un (.0.0.6. sur A,
E. Quasi-Ondre Générnalisd et Quasdi-Onrdne Onientl Géniralisl Assocciés,

Soit (~, <1§ <€
¥ a,b € A 3

g0 eme <m] un ensamble de m+l relations dans A telles que,

| batt gj a, ¥ 3 8 {1, 2, cca, mls

Sgit les relations + at ™ définiss comme en C4 bis et Cl2 et scit,
¥ a,bEA:

avh ssi a f

a«cbésia*bataﬁbo.

Nous avons ls théaréme suivant :

" Théorédme I.E.l.

(“% <la gzs eo(‘m: gst un §J.0.6. ssi {<6g €. sae <ﬂ;3 ast un §.0.0.5.

1
. ®
I1 résylte de cs théoréme gu’a tout §.0.6G. on peut associer un (et done

una famille grice & 08) Q.0.0.G., st viece versa.
Fe Cgmm% -]

« Un Q.0.G. pour lecuel m = 1 est um quasi-ordre.
o Un QoleleGe pour laquel m = 0 est un ordre falble,

o 11 résulte de C18 qu’sd tout U.0.G. & m+l relations, on psut assoccler
une famille de Q.0.G. a8 k+l relations, ol kK = 1, 2, ... m=ls En particulier,

on peut lui assccisr le quasi-ordre (~, <11a

» I1 résulte de 013 qu’ad tout §.0.0.G. &2 m+*l relations, on peut associsr
une famille de Q.0.0.G. & k+l relations, oGt k = 0, 1, «c. m=1l. Em particulier,

an peut lui associsr 1'ordre faible <D o

-—

» Comme on le voit, le systéme d°axiomes des Q.0.0.G. est beaucoup plus
simple gue celui des Q.0.G., En particulier les axiomes C5 et C5 bis ne peuvent

8tre démontrés & partir das axiomss Cl + C4 bis (3 cause de "l'imprécision® ds
1’axiome C4}, alors gue lsurs correspondants 05 et 05 bis se déduissnt des



14,

axiomes D1 + D3.

o LB paragraphe E montrs le lien qui existe entre les (.0.G. et les
0.0.0.6. Dans la référsnce [ 55], les résultats cités dans les chapitres sul-
vants sont démontrés pour les Q.0.U.G. et, grice & ce lien, das rdsuyltats ana=
logues sont &tablis pour les Q.0.G., moins maniables mals sans doute plus sus-

ceptibles ds représsntar ls réalité,
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CHAPITRE II : LA REPRESENTATION NUMERIQUE DES Q.0.G.

Nous établisscons dans ca chapitre des conditions pour qu’un Q.0.G. (ou
up §e8.0.5.) soit “représentable au moyen de fonctlons a valeurs réalles.

Les résultats obtenus fournissent an particulier las cénditians paur
avolr ce qus Be ROY ([ 48]) appelle vrai-critéres, précritdres, quasi-critdres

et psaudo~critidres.
A. Introduction,

Oe maniars générale, le théoréms sulvagnt a été démontrd

Théoréme II.A.1l.

Il existe sur A une fonction g, & valeurs réslles, telle qua,
¥ a,b E A s

a4« b <=» g(a) < g(b)

851l £ &8st un ordre falble et qu®il existe un sous—ensemble dénombrable |
L’ da A/v tel gque, ¥ a’, b' € Afe N\ LY

8" £7 h? s>3£°EL°!a'4' AV LN L

{Pour la définition de ~ et de £°, voir thdor2me T.A.1l).

C'ast le théordme fondamental que 1°on retrouve notamment dana CANTOR ([7]),
MILGRAM ([45]), BIRKHOFF ([8]), et FISHBURN ([23]).

L’existerice du sous—-snsemble dénombrabls L' peut 8tre exprimée de manidra équi-
valenta an termes topologiques, la topologile utilisée étant définie a partir

de la relation £ : pour plus de détails, nous renvoyoms le lectsur & JAFFRAY ([31])
La représentation numérique des quasi~ordres a égalsmant été Studids et ias deux
résultats suivants ont &t démontrés (cf. [23]) |

Théoréme IT.A:2.

51 (K,~) est un guasi-ordre sur A et si A/ est fini, 11 existe sur A

une fonction g, & valeurs réelles, et une constante p telles qua 3
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ad b <=> gla) + p<glb),
ﬂ>an

Théoréme IT.A«3« [

vj§£w§<;m3 @st un guasi-ordre sur A st si A/, 8st dénombrable, 1l sxiste

sur A deux fonctions g st o, & valeurs réelles, telles que, ¥ a,b B A :

a <b <=> gla} «ola) < glb) ,
gfal >0, ¥a €A,

En fait, le théoréme II.A.3. a été démontrd pour 1la classe des ordrss d’inter—=
valles (cf. [23]1); qui contisnt celles des quasi-ordres mals ne présents pas
d?intsr8t en sol dans le cadrs dao la modélisation des préférasnces. '

Nous énoncone ci-dasscus quelgues résultats obtsnus pour les quasi-ordres

orientés généralisés.

B, Cas Lngind,

Nous notersns
. MQ = {Gg 1& 2’ ;;Bg m}
=14
M = {1, 2, coas Ml
Rappelons égalemant que E<é, ope <%] gst 18 §.0.0.G. sur A/- défini 3 partir de

(<a see <ml (cf. CH I, Di2].
Nous disens que la proprisété Pl gst satisfaite s'll existes sur A des fonctions

€5 Tys Tgo eces Gm 3 valeurs réalles talles que, ¥ a,b € A

- a “n b <=» g(a) + amta] < g{b) 3

= a < b<=>gla) » g lal <glb) «gla) + o, (al, ¥ k&M \ {m}

- (I = UQ(&I < Ul(aj g eve = GmEEB # ¥YagA;;

) [Ghjjca] - ckta]] - [°L¢j(b] - Gitbll

> =1 ,
[gla) + ak[a)} = [gib) + a, (b)]

¥ a,b EA, ¥ 3,k 2 M tels que [k+i gm,
l L+3 € mo
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Les deux dernidres conditions seront appelées conditions de cohérence strictes;

alles peuvent encore s’exprimer :

2

= 0 = cg(aj < 61(33 € soc € c’m(ala ¥aBA;

= 4 a,b B A, ¥ J,k,2 B M2 tels qua k+j ¢ m 8t ¢+ g m
gla) + ckta] < g(b) + aztb] =m» plg] ¢ Gk+j(a] < glb) + o j(bl s

glal + ckta] s g(b] * cztbl => gla) + Gk¢j[a} = g{h} * @£+jtb3 o

%

Nous disons gue la propridété P2 est satisfaite s’il existe sur A des fonctions
gs G40 sao g 3 valsurs rdsllas tsllas que, ¥ a,b € A :

7

-a< b <=» glal + am(aJ < glhl 3

- 3< b <m> gla) ¢ thal < g(b) g gla) +g,  .(a) , ¥YKE M7\ {m};

k K+l
~=0=¢g (a) go,(a) § s g0 lal, VYaBA;
o 1L m

) = ck(ajl =[a ] = cgtbﬂ

) [Gk+j (a i*j(b
[gla) + ckiall - [glb) » Gztbll

3 -1, e e

L+ jzm

¥ a,b EA, ¥ 1,k 2 & M2 tals que { K+3gm,

Les deux derniires conditions serunt appslées conditions de cohérence larges.

Théoréme: II.B.1l. . R

Soit A un ensemble guelconque et (%GB 41, as s <m1 un ensemble da m+l

raelations sur A.
Si C< . <1 s < } ast un Q 0.0.G. et s’il existe un scus—ansemble
dénumbrahla L® da A/- tel qua, ¥ a*, b’ € A/-\ L', ¥ k & M°

(a) 5 a® <¢ b* => JergLr | a < pretpe,

(B) s a? £f 8" x> J 2t B Lt | ar 4 2, B0 <l nt,

e o £

alors les propriétés Pl EE.Pz aaent satisfaites,.
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Théoréme IT.B.2.

Analogue au théoréme II.B.,1, mais la condition (a) sst remplacés par

FY ¢ =0 8 W = ® 0 P ob gf o8 R
(a®) ¢ a <) b >32, g L |a<kﬂ, <t b’

Thécféma IZ.B.3,

Soit A un ensemble quelconque st E«ﬂa €. oss em] un enssmble de m+*l

1

relations sur A.

51 1a proprigté Pz ast satisfaite, alors (<os < eeﬁ‘ﬁm} est un Q,0.0.6.

: 1
gt il existe un sous-ensemble dénombrable L° de A\ _ tel qus, ¥ a’,b’ &

A=\ LS, ¥k &M 3

(al s a’ <, B* = Jer gL | af<é £t <y b s

—n = et

Théoréme IIl.B.4.

 Anslogus au theéordme II.B.3. mals la conditdon (al est remplacée par (a’l.

. Théoreéme IIsEe 8.

éait A un snsembls qualcongque st (<ag°< coa <m] un Q.0.0.G. sur A,

i

Une condition nécassalra et sufflsants pour gue la proprigts Fl sgit

satisfalte est qu’il existe un sous-ensemble déﬁcmbrabfa L da A/= tal
que, ¥ a', b' B A/=\ L’, ¥ k &8 M@ ;

(a) = a® <; &' = Jer e | a < &g b,

o L= o

&

(b} 3 a* £ b° s>3£°EL“|a’¢’RL’ab’ L

Ly amp =

Theoréme II.B.B.

Analogus au théoréme I[I.B.5. mais la condition (a) est remplacée par (a’).

Théoreéms II.B.7.

Seit A un ensemble dénombrable et E<a, <, weu <m) un ensemble de m+l

1
. .relations sur A.

wiwn.. Una condition nécessaire et suffisante pour gue la proprigté PZ sgit
®80 <m] Eﬂit Lll’! OQGQUQGQ

satisfaite aest que (<Gg <

1
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Théoréme I1.B.8. i

EE;Jﬁa vee <m] gst un Fe0:0.Ga sur A et si A/= ast dénombrable, alors

et P scﬁt gsatisfaites.

2 e

1

les propriétés P

Gr3ce au lien &tabli entre les He0.0.G. et las J.U.Go [cfg.Chapitfe I.E.); on

““J6dult des théorames préciédents das résultats analogues pour les Q.0.G.

Commentaines.,

1, La fonction g sera appeslée fonction principale et les fonctions Gya fanctions

seulils.

2. Las rédsultats précddents consistent denc a attribuer 2 chague élément a de A,
uns valeur principale gl{al et un ensemble de seuils clia], sea dm[a] qui dé=
finissent las différents degrés de préférence par rapport & 1'action a.

Bien entsndu, css fonctions doivent satisfaire & un minimum de cohérence

{strictes ou larges sulvant las casl.

3, Las théordmas II.B.l. ot II.B.2. donnent des canditions suffisantes ﬁéur que
les prapriétés Pl at P2 saiant satisfaitss : on y retrouve d'une part la
structurs de §.0.0.6, introduite au chepitrs précédant, d'autre part une

condition de densité du méme type gue cslle du théoréme II.A.l.

Ces conditions ne zont qu’sn parties nécessaires pour quae P1 at F2 saient
satisfaitas.

D'une part, la proprlété Pl n’implique pas la structurse de §.0.0.G. (& cause
des inégalités strictes) mals impose les conditions ds densité (cf. théora-
megs IIcHeS. 8t II.B.6.).
.Dfzutre part, la propridté Pz implique lz structurse da §.0.0.G. 8t unae des
canditions de densitd (ef. théorémes II.0.3. et II.B.4.) mais n’exige pas

la condition de densitd (b, comme le montre 1'exempla suivant :
Soit A=R et, ¥ a,b € A ¢

a < b ssl atk <« bg a+kel, ¥ kK B {0,1,2, coss m=1l},

k

a< hssiam<hb .
m
La propriété Pz ast satisfaite : 11 sufflt de définir
glal = a, ¥a g A

ckEa) = k, ¥a B A, ¥KkEI{0,1,2, soc M}e
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Soit a et b tels guse
a+ik=fh

nous avons a #k b, mais il est impossible qu'll existe un réel & tal qua
a xk L eth <a L,

puisqu®il faudralt alors simultanément :

a+ k=h ,
a+t+kzt

b<£ .

Lorsque A est dénombrsble, la structurs de Q.0.0.G. 8st nécessaire et suffisante
pour que la proprigté PZ goit satisfaite (théorime II.B.7.)

Les commentalres précédents sont analagueé pour las théordmes qul concsrnsnt
las Q.0.G.

En utilisant la terminologle de B. ROY (l4gl)

= aopur m = 0, las théarémes II.H.l & II.8.8. fournissent les conditions pour

aveir un vral-critérs;
= pour m = 1, iis donnent las canditions pduraavoir un précrifara.
De mBme, les résultats analogues pour las (.0.6. fournissemt, pour m = 1 et
m = 2, les congditions pour avelr respactivement un quasi=critérs et un pseudo-

critére,
C. Cas §dind.
Les théorémes vus ci-dessus sont évidemment appliceblas dans la cas dfen—

sembles finis. Néammoins, en utllisant um autre schéma de démonstration, on
peut établir que, dans ls cas fini, las seuils peuvent &tre pris constants.

Théoréme II.Cel,

st C<Q, <l woe <m] gst un Q.0.0.G. sur A et si A/~ est fini, alors il

existes sur A une fonction g, & valeurs réelles, et des constantes Py pzs

ose pm telles qus, ¥ a,b E A :
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a < b <=» gla) < g(b) < gla) + Py »

a<, b <=» gla) + py < glb) < glal + Py

a< b <> glal +p <glb) <gla)+p .,
K k+l

g b <=» gla) + P ¢ glbl ,

< < <0004 @
g pl E2 pm

-
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CHAPITRE III : LA COMPARAISON DES DIFFERENCES ENTRE PREFERENGES.

A, Inthoduetion.

 De nombreux résultats existant dans la littératurs concernent le probléme
suivant qui est intimement 1ié 3 la comparaison des différences antrs préfé-
rences : étant donnds deux ensembles A et B et une relation é dang A x B, guand

peut~on construira une fonction &, sur A st une fonction g5 sur B de telle
sarte que, ¥ tal“ bll, (azg.bzl EAxB: | | '

(3] cal”blj g‘(azabzl <=p gltall + gztbll € glfazi + gzthzj 0
C'ast le probléme de la représsntation additive de la ralation £, sur laguel

nous reviendrons d’aillsurs dans la 43me chapitre, dans la cas plus général

ot 1a relation < gst définils sur des n-uplas.

-

Dans la cas ol A x B est infini, différents systimes de conditions suffisantes

ont été établis pour que B, et g, existent (cf. [19], [23], [ 271, [42)).
Loreque A x B ast fini, on dispese ds conditions nécessairas at suffisantas

{cf, FISHAURN, [ 23], p. 44}, ° |

Le lien entrs la représentation additive de < et le probléme gqul nous occupe
ici (3 savoir la comparaisen des différences de préférence entre actions) est
le sulivant : soit R un ordre faible sur A et S un ordrs faible sur

{{a,bl] et b €A, aR B},

[a,8] s {a’,b']

gignifie que la supériorité de b sur a est plus faible que celle de bB® sur a’.
Suppesans qu®il existe des fonctions - -OF 4 valeurs réelles, taslles que

[a,b] S {a’,b’] <=> g lal * g, (b) < g (a') + g,(b%] .

Etant donné 1’interprétation donnés 3 a,t , 11 est naturel ds posser
[a,b] s [a’,b°] <=> [&?,a%] S [b,e] .

I1 visnt

[a,8] 8 [a%,b']
ssi

f gylal + g (0] < g la') » g, ("),

l 51(553 + gzta’] < glib] *+ nga] .
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En posant, ¥ a B A :
gla) = gzta]'= gliai s
on gbtient
[a,0] s{a’,b°] <=> g(b) = gla) < g(b*) = gla®) .

Nous donnons ci-dessous une condition suffisants pour que, dtant dennds un

ardre faibls R sur A et un ordre faible S sur
{{a,6]| a,b €A, aRBE}, |
11 sxiste uns #cnctian g tells cue 3
aRb<=> glal < glb) ,
[a,b] s[a’,b’] <=» g{b) - gfa) < g(b*) = g{a”l .

Catte condition s’inspire des résultats connus cités prdcédemment, mais nous
1%avans sxprimée et démontrée dirsctement en termes de différences de préfé-
rencss, de manidre & an dclairsr l'interprétation intuitive.

Nous abordons ansuite ls probléms plus géndral de la représantation simultanée
de R st S dans le cas ol ces relations ont une structure de §.0.0.G. ou de

Qaaésa : ®
Nous 4tudions enfin le cas ol A est fini.

B, Cas infind.

1°) Théoréme fondamental.
Sait R une ralation sur A et S uné relation sur
Je {[a,pl] 3et b & A, 8 R b},
satisfalzant aux axiomes sulvants :
1. R est un ordre faible ;
2. S ast un ordre faible ;

3o b R b’ <w>)[a,b] S[ab]l, val|aRb,
[be,a’l s [b,a’], ¥ a* | B* Ra*;

b= bt <= i[aab] n[a,b’'], ¥a]| aRb,
}[b’sa”] v [b,a’l, ¥a' | b* Ra

b =b? ss1 b Rb*at b Kb
gt '
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[2,b] ~[d,cl sst [a,b] 8(d,cl et [d,c] 8[a,bl.

(I1 résulte du théoréme I.A.l qua = gt ~ sont des relations d’édguivalancal,.

4, sile,al ~[F,c]l, alors
Lo, Sle,dl <> (o8] s1e,d s
si [b,al ~{f,e]l, alors
[a,8] s[c,dl <=> [a,8] S[F,dl;
si [e,al ~[d,f], alors
[a,b] S[e,dl <=> [a,b] S{c,4l;
si [b,8] ~[d,fl, alors ”
{asbl S[c,d]l <=> [a,8] S [c,fl,
et de méme en remplagant S par ~
5. ¥a,b,c | aRbRc, {3 | [a,b] ~ [d,cl.

Les axiomes 1, 2, 3, 4, 5 sont équivalsnts aux axiomes 1, 2, 3, 4, 5%, al

1’axiome 5° est le suivant : °

5'.[a,b]l S{c.dl => Jcet f|flab] ~{c,al,
[a,8] ~[#,d].
Bo Soit [a,b] S [e,dls En vertu da 1’axiome 5', 1l existe a,, &t dvantuslle-
manteza 939 san t8ls que
[apD] U [Gsall A [alﬂ 92} A eoa ]
‘Liaxiome 6 affirme qu’il existe un m fini tel gue
iapbl i [anl] Y oges v [Eia Bi*ll N osge [emls em]
gt '
[e . dl s{aml.

Interprétation intuitive de ces axriomes dans le cadre de la modélisation des
préférences. '

81 & R b signifie quse "b est préféré & a” et si [a,b] S [e,d] signifie
que 1z supériorité de d sur c est plus grande que celle de b sur a, les axiomes

peuvent s'interprétsr comme sult ¢

3 : R et S sont compatibles : si b® est préféré 3 b, alors la préférenca de b’

sur a ssera plus grande gque celle de b sur a, pour tout a moins bon gQue b



25,

gt b’ et la préférsnce de a’ sur b sera plus grande que celle de a’ sur b?

pour tout 2’ préféré & b et bl

4 ¢ S est compatible avec "la réunion des intervalles®; précisons que l’ensamw
ble A de départ est un ensembls gquaelcongue, et pas nécessalrsment un snsem=
bis de réels. L'expression "réunicn d’intervalles® nfest emplovée 1ci que

dans le but de donner une image intuitive ds 1'axiome 4.

57: S1 [¢,d] est praférs 3 [a,b], alors "1’intervalls® {c,d] contient des
*intarvallas® [c,a] et [F,d] édquivalents & [a,bl.

& ¢ PTout intervalle est contenu antidrement un nombre ?ini tde fols dans un
intervalle qui lul st préféré®,

Théorame IIT.B.1. | | e

_ Si R et S satisfont aux axiomss 1 & 6, alors 1l exists une fonction g,

dé%inia sur A, tells qus N e

a Rb <> gla) < gib)
{a,b] Sle,dl <=> glb) = gla) < gld) ~ gle) .

- Catte fonction g sst définie & ure transformation lindairs positive prés.

2°) Nécessité des axicmes.

Supposons qu'il existe sur A une fonetlon g vérifiant la théorime ITI.B.1.
Il est facils ds démontrsr qu®alors las axiomes 1, 2, 3, 4 et 6 sont nécessai=

ras. Seul 1’axioms 5 (ou 5') n'sst pas nécessairs, comms 1s montre 1'exempls

suivant,
Soit

A= {=1} U{x §R"},

¥ %,y 8 A3 xRyasaslixcy
at

¥ x,y,2,t EAtalsque x RyetzR ¢t ¢
[x,v] s[z,t] ssiy=x<t =2,

lL.a forction
glx] = x, ¥x E A,

satisfalt le théoreéme III.B.l.
Cependant, l'axiome 5 n'est pas satisfailt puisgus

= 1RI1/2R1
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gt
Axeall-1, 3 ~Ixil.

£

Remarque : méme lorsqufon exige que la fonctlon soit définis & une transfor=

o

mation linéaire positive prés, l’axiome 5 n'est pas nécessairs.

3°) Extenston du théoréme fondamental.

Sgit R et § deux relations satisfalsant les axiomes suivants :

i. R = (<s” ﬁl e#a <ﬁ3 8st un QQQ@GGSE sur A

29 S = t<§g gi aope ‘{;J ast un QAGQQ.@GQ Suf‘

Jw{labl | aetb €A, a<, b}

3o B € b? <m» { [a,b] < [asn?] ¥ala< b,

==> ==

[b®,a’] < [b a'l, v a’ ] b* < a' s

=

=%

|
b oo b? qum { [a,5] =" [a,b’]l, ¥ala < B

[b,a Lib,at1, ¥ a’ | B! < a’ 3

b=b"ssibd b*etb « B
S-S 2

et .
La,bf =+ [d,c] ssi[a,bl fzé {d,cl st [doc] "i [a,b] .

==

4y = 81 [e,al R {f£,cl, alors

Lasb] <, Lewdl <= [aut] < .1

Si {b,s] -1 {£,e]l. alors

[a,ol <} [e,a] e=> [a,el <) [£,d].

si [ =,a] -1 [d,f], alers

§

La,bl <! [c,dl <> (a,8] < [c.dl.

P s

8

Si [baa].*l fd,#], alors

La,t] <, Loyl <= Layel < [e,fl.

aay - =

&

Et de m#me en remplacant <§ par R
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5. @asbsc I a<g b <Q € 5 ad l [asbl =1[daclﬁ

ey e

57, [a,b] <é ;csd] =>4 88t f | 5 [a;b] -t [e,e],
i [a,b] -* [#.d].

6. Soit {a,bl] <é [c,d]l - En vertu de 1l°axiome 57, 1l existe 8 et éventuslle=

ment 8., eagmlg, tels que

[aab] @1 [cal] gl.[ala 321 “’1 eew

Lfaxiome 6 affirme qu’il existe un m Ffini tel gus

1 1 L1 L1 1
[&9133 [csell Beo [Eis ai‘*’lj ceo Iammlg am]
et
1
Eams d] <g,[aab]9
Z
7o Soit a<, b, 311 Ja EA|
£
a QZ*l a .,
al< €= a¢<¢€,¢ ¥ G e
] g ¢

P =iy

1 B
8, Soit [a,bl ,<E[Qsd]a pxls 3935 g A |
cd

P

1 B
{a,b] < =1 fcs aab )
ed

e
ab]
cd

<§ Luv] = [a,b] «é [u,vl.

(s, e

Remarque : on psut 8galemsnt démontrsr ici 1'équivalence des dsux ensemblas
d?axiomes (1,2,3,4,3) et {1,2,3,4,5%),

Théaréme III eBe 20

§§,R‘EE S satisfont aux axiomes 1 & 8, alors 1] existe une fonction g

sur A, das fonetions ¢

sur A (K = 1, ... n] et des fonctions T, sur

K ]

J(J =1 sue m) talles que s
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=
= a < b <=> g(a) < g(b) ¢ glal) + dlfa] P

- a s, b <=>» gla) + ck[ai < g{b)l g gla) + ck+1[als ks 1,2,600 N=1 ,

=a< b <=> glal + Gnia] < g(b) ,

i

fa,bl <§ [e,d]l <=» g{b) ~ gla) < gid) -~ glc) g g{h) = gla) + fl[a,b],
= [&,b] <§ [eod] <=» gibl ~ gla) + fj[aab] < gld) = glel

¢ glb) = gfaj + Tjﬂ[a,b]p J =1 veo m=l,

8

= [a,b] 4; [e,d]l <=> glb) = gla] + fm[agb].< gld) = gled , -

o

= = tha] £9g Ea] £ eon ana] = ¥agA I}

1

o

[gla] + dkEaJ] = [glbl # czibll

fa] = cktail - [Gi+j (b) = Gztb}]

2 =1, ¥ a,b E-A5———
¥ i,k.2 & {0,1,2, .00, N} tels qus { kej €
| $

© Q=T [a,b] s Ty [a,b] € cos & Tm[asbla ¥ [a,b]l 8 7,

crk#i_[a”b] =T [a,b]) = tfz$3 [c.d] = fg[cgdll

an

3 =1 LRI

(glb) - g(al * T [a,b]1 = (gld) = gle) = ?E[Gadj]

¥labl, [c,d]l B J, ¥ j,k,2 € {0,1,2, seo m}
tels que k+j & m ,
*] g m .

4%) Commentaires.
= 81 R sk/ou S sont des §.0.G., on procéde comme dans le ghapitre II, en se
sarvant des rdsultats du Che I. E.

= La structurs de Q.0.0.5, sur A impligue d8ja, & elle ssule une csrtains

comparaison des différences sntre préférences., En effet, des relations
a <k o,
| G ey d ,
on aest tenté de dédulre que

(0] < [l

o
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Le théordme précédent a cspendant &té établi em toute généralits, le saul
1ien existant entre R et S étant exprimé dans 1’axiome 3. Bien entendy des

liens plus étroits entre les deux structures conduiralent & des ralations

entre les fonctions ckia] et rj[a,,b]a

= Ipi aussi le théoréme III.B.Z. fournit un ensemble d?axiomss qui est suffi=
sant pour avoir la représentation numérique voulue, mais qui rifast pas né-
cessaire 3 les axiomes 1,2,3,4 st B8 sont nécessairss mails ce n'est pas le

cas des axiomes §,7 et 8¢

", Cas finds

Dans le cas fini, une condition nécessairs et suffisante a &té démontrés
par SCOTT ([ 51]) pour qu’il existe une fonction satlsfailsant le théordme
ITT.B.1. : catte condition est démontrée dans FISHBURN (f 23] ;, théordme 6.1.8.)

alla s®exprime comme suit @

Théareme ITI.Cels ' : e e L

T1 existe, sur A, uns feonction g, & valsurs rdelless, tslls qus

[a,b] $le,d]l <=> gib) =~ gla) < gld) - gle)

s5i ¥ m > 1, l'existence de deux suitas Sl EE=52 tellas que o

1 m 1 m
Sl {al. oo alg bzg soe bz} 8

=

Y

hl mo 1 m
52 ‘[blg [-N-N 3 bla aza aae az} &
= 51 at 32 sont identiguas 3 une permutation prés ,

L

(al, 03] s [ad, 6} oulal, 6l] nad, 6], vy <m,
i) m m
- la,, bT] §la,, byl

gst impossibls.

Nous énongons ci-~dessous une condition nécessaire et suffisants pour
qu’il existe une fanction représentant les différences de préférence dans le

cas d’un Fe0.0.G., condition généralisant le théoréme III.C.l.
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Théoredma IIT.Cs2s

I1 existe sur A, une fonctlon g, & valeurs réelles, et des constantes

p@; plg pz, beep pm talles gue . o

[alsbll <i [a,,b,) <=> glb,} = gla;] « p < glby) -~ gla,) ,
g(bli - giall * Bep * g(sz = g(az] R

k= 0 oo M=l 8

[al,b 1 <1 [a sz €=y g(b } = g(a 1+ Py < g(b ]l = g(aZJ P

0 = pg £ pl € soe <'pm 5

kn

gsi ¥ Tg, T., ese T Ef, 1’axistence de deux sultes S, et S, tellass

1 m ¥ rree ] — 2
gue @ . B
T T, T T
- 1 o 1 1 1 1 .1 m
Sl d {ag, ves aa P all, oo all, 3213 eve 3213 alz eo e azm 0
dl coe dT l ece dTl dl s0g dTl coo dTm} H
a’ o ¢ 911° 11° “a21’ 21° 2m
T, T T T
e o gld i 1 11 1l m
Sz Ecgs vee, cg‘, 3119 gewn Gll& 3213 s@a 0219 312 voe sz »
' T, T, T, T
1 1 1 .1 1 m
bcg eoa bg 8 bllg Y bllg 5215 20w bzlg oee O } 3

]

Sl at 52 sont identigues & ung permutatiocn prés :

NN T SO S | .
[aaa b@] ﬁgp[coa dals i 1 L N] T@ 5
[aklﬂ b ] ? E kla dkl}a i = l L] TKS k = l g 80 I'ﬂ 3

- [aizs bizl <i IC:za dizl, 1o 1 e To K51 eoomsy

.

ast impassible.
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CHAPITRE IV : PREFERENCES ENTRE N=UPLES ~ INDEPENDANCE PREFERENTIELLE,

Les hypoth&ses de base, dans le travail de TING ([ 54]} supposent
1’'existence de fonctions suffisamment réguliléres représentant las
relations de préférence et impllguent gque ces dernigrss solent des

ordres faibles.
Nous avons tantéd de généraliser lss rdsultats de TING : las typs de

démonstration utilisé est différent puisgu’aucune hypothése n’ast
faite sur lfexistence de fonctions représentant las relatiocns de
préférence et que cslles=cl sont supposées Btre des §.0.0.G.

L’espéce dans lequel on travaille ast!ﬁn,
Seoit

N = {lg 25 -1 - n} <
Les &lémants de Rn seront notés

(2] = (27, 255 0005 2]
QU encore

tfia “5;] »

ad x est le Souswvagtaur de [5} constitud des cnmpasantBS‘&unt legs indices
~ figurent dans un certain sous-ensemble K da N, et y le sous-vectsur des com=

pasantaes rastantes.
Us maniérs générala, nous dcrirons

X+ K,

pour signaler que x est le sous-vectsur ds 53} constitué des compasantes dont

les indicses figurent dans K.

A, Taux de substitution géntralisis,

1°) Hypothdses de base.

Nous supposons que 1a relation globale de préférence sst un G.0.0.G.
f<g. <13 eeuy <m] dans Rns et que les compasantes zy sont fonctionnellement in-
dépendantas las unes des autres (c'est-3=dire gue la valeur de chaque zi est

It I#4i),

Nous supposons également qus :

indépendante de tous les z

(1) zt gz, ¥k => (2] LACRR

ka
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2°) Définition et propriéiés des tauz de substitution généralisds.
A 62

13 (5;8}‘3 et Ly

Nous définissons les quantités § (z,£) de la manigre sui-
vante t '

tE} gf, (Zlg seap Ziﬂ-!p aeep ZJ + la soep Zn) gsi
8

) mE* :
aij (z,A) < u g ijlcﬁm , (L<m
Ej <m czla LA ] zi * Uy weey zj * Aa 'CAY) Zn] 853
g?j tﬁoAjﬂ < B3
(213 o00g Zi + Yy eeoeyg Zj * Xs ovvos an <2, E';Z;} sgd
2 ) A y
i;l[ial] F U= E’ij (E‘,lj 5 (E, < ml 3.

(zla co0p Zi, ¥ U; cesy & + Ap teop zn] <m tﬂz;] ssi
m
et

(ﬁ] = (le YY) Zi * Uy soeg zj-*' Xg smes Zn] ssi

69

Sy A s s 8, (2,23

1]

Il est clair qus la connalssanca des 32’

wgdd
Tous las résultats établis pour las dij

.
(E?“ gritraing cells des -iij [;z_;,M.,.

(z,A] restant valables si 1fon y rem
place § par go ; '
B. IndZpendance pidfirentielle.

1°) Définition.
K [(C N} est préférentisllement indépendant {ou indépendant au ssns des

préférences) dans N ssi,

Vo x' s
< <
a o
(x, f] . (" y 1 => (x; y) (%' y1. ¥ ¥ »
< <
m m
od

2°) Caractérisation & 1'aide des taux de substitution généralisés.

Théoréma IV.B.l.

K est préférentiellement indépendant dans N ssi
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13 i3
lgij EX.B YE GJ = 611 (‘_X;a agja D}g V £ 8 18 sen M o

E_QGE*KSL-#N\ML’*N\KN ‘ o

Remazque : Il résultae du théordms IV.B.1. que si [K| = k, il est mdcessaire
(et sufflsant), pour vérifier 1'indépendance préférentislle de K, de testar
1°6galité de [(m+l).k. {k=1) taux de substitution.

GrSce 3 certaines proupridtés des taux de substitution généralisés, ca nombre

paut 8tre réduit & (mel).k.
3°) Propriéiés de l'indépendance préférventielle.

Thdoréme IV.B.2. e

51 K., et K. sont préfarentielloment indépendants dans N, et si

s EmMEN
K3 = Klfﬁ Kz # @, alors 3 .

al Kl u KZ ast praférentisllement incdépendant dans N ,

B) K3 gst préférsntiellsment indépsndant dans N .

4°) Indépendance préférentielle at représentation mmérique.

Ajoutons aux hypoth@ses de base du paragraphe A 1°), une hypothése de
dansité permettant d’affirmer que ls §.0.0.6. E<Qa cees <m} est représenta-
ble par une fonction principale st des fonctions seuils (cf. théoréme IT.B.5.).

Nous avans le rdsultat sulvant :

Théoréme IV.B.3,

K sst préférentiellement indépendant dans N ss’ll exlste des fonctions

gs fl, 08 fm telles gus
(ayd < (x7,y3 <=> glx] + 7 (x) < glx'] < glx) + 7, ., (x1,
k = U, lg vnep m=1 ;
(xoy) < (x',y) <=> glx} * 7 (x) < glx'] s

G = Tgci] < fltij € ocs0 % Tmt] I

st _des _fonctions V, 9y, eee O tellss gue T
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C{xey) € (xPoy?) <> | i
Vigi{x),yl + o, Eg(xjgyl < Vfg(x J,y”] < Viglxl,y) + s lig(xlpyig
! | k=0 1, sees mel
(xoy) <, (x'.y") <=> Vig(x),y)} + o (glx),y) < Viglx’) y”J 8

8 =0, (glxlsy) <o) (glxlsy) < o < 0 (glxloy) s

X+ K, x* > K, y+ MK, y° > MK,

C. Commentadires, ﬁ

= Ogs résultats aralogues aux précédents peuvent 8tre obtenus pour les G.0.G.,

gréce au lien établi entre les deux structurss au chapitrs I.

=~ Les théoreémes démontrés dans ce chapitrs pauvent non saulement servir dans
les applicaticns od 1'on compars des &lémants da R© (comme c’est souvent ls
cas an Sconomis) mais concernant égalemsnt un probléme fondamental en ana=
lyse multicritars : 1’agrégation des critdres. En particulier, 1'indépandanc§'
préférantislle caractérise ls cas ol l°on psut sous-agriger cartains critéres.
Ncus ranvoyons le lecteur intéressé aux travaux déjd nombrsux cansacrés a la
théoria de 1futilitéd multisttribut.

= Signalons pour terminer que FISHBURN ([ 18]) a étudié le probleme de la repré=
 santation additive d’une relation ds préférencs dans le cas d’un produit'
cartésien dfuna infinitd dénombrabls d®ensembles et que CHIPMAN {fal) a
étudié le problaéme de la reprdsentation lexicographigque d'une relation ds

préférence entre n~uples.
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CONCLUSIONS ¢ APPLICATIONS ET VOIES DE RECHERCHE.

Comme nous lfavons rappels dans 1°intrﬁducticngrlas origines de la
théorig da l1%utilitd se situent déjd aux XVIIIs et XIXe siadcles.
Les économistaes sont les premiers 3 s’8tre intdressés aux problémes de 1la
raprésentation des préférsnces d’un individu en vus, par exempls, de carac-
tériser les choix dun consommateur dans la distribution de ses dépensaes
' parmi diffarantas marchandisasa_
CPast uanau plus tard que les psychologuss ont égaiemant utilisé'cas réaul=
tats en vua de 1'étude du comportement des individus.
Enfin, ces dernldrss années, las théoriss de 1°'Aide & la Décilslon (théoris
das Jsux, théories des décisions, analyse multicritdre, ...J) oAt connu un
Basor considérabls et ont contribué & 1'intérét porté 3 la thderie de 1'uti-
1ité. ' - _
Nous nous proposons icd ds présantsr rapidement le type de probléme cul sse
pese dans cas domainas d'applications ét cartaines veoies de recherche que

nous antravovons dans cette optigue.

A, La thionie de L utllitl en dconomie,

Le r8ls que joue la théorie da 1°utilité en éconemie peut présanter
daux aspects : la prédiction et la prescription. Dans le premier cas, la
dannée des praférencas entre cartaines décisions at 1*hypothése que la rela=
ticn de préféranca a une certaine structure permet de prédire quelles seront
las préférences sntrs toutss las décisions. Dans 1s sscond cas, 1as résultats
connus permettront de guider le cholx du décideur dans les cas complexas ou
encare de corrigsr son comportsment en lul montrant las dventuelles incohé=
rences da son jugsment.
Ainsi par exemple 1'hypothdse selon laquslle la relation de préférence est
transitive psut s’intsrpréter comme suit :
i a est préféré A b et b a o

= on peut s’attendre 3 ce que a soit préféré a c (prédiction];

« on indique ay décideur que s'1l veut Btre cohérent, a doit 8tre pré-

férd 3 ¢ (prascription).

Aussi bien dans le domaine de la prédiction que dans celul de la prase
cription, les résultats ds la théoris de 1°utilité sont fondamentaux en &co=
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namie, En effet, les cconomistss &taient habituds, au début, a identifier une
ralation de préférsnce au moyen dfune faﬁcticn dfutilité : toute fonction
d’utilité définissait une relation de préférence sur l°sspace des marchandises.
Le fait que la réciprogue n’était pas vrale n’avalt pas sttiré 1lattention des
utilisateurs. Il a fallu attendrs des travaux comme ceux de DEBREU pour gus

des théorémes rigoursux soisnt établis.

Voyons guelques problemes types qul se préssntent ls plus souvent en
gconomig 3

1°} Etant doAnd un budget total, comment le caﬁsommataur va~t=1il répartir
ce budget parmi les différents produits qui lul sont proposés sur le marché 7
Une décision est caractérisés par un n-uple (xlp Xps ooe xn], ol n =3t l2 Rome
bre de produilts proposéds et xi ast la quantité du ia prodult que le consomma=
teur achata,. )
La relation de préférence est définis ici sur 1’ensemble R" (ou un de ses sous~

ensemhles),

2

2°) Supposons que l’snviromnement {°1la naturs”) soilt dans 1'&tat s avec
une probabilitd pla) et qu’a chague couple (x,a), ol x ast uns décision possi=-
ble, corressponda une consdquence elx,al. Qualle décision um inddvidu va=t=il
prendra, l'ensembls das conséguences possibles étant ordonnd par une relation
de préférance ?
Une décision X peut 8tre caractérisde, icl par uns disfributian de probabilits
sur l’ensemble das conséquences {cixgaa]}, ol & la conséguenca cfxaaaa] est
associée la probabilité p(agie
La rslation de préférencs est donc définie ici sur un snsembls de distributions
de probabilités.
Lorsque lss probabilités pla) sont incannues, 11 faut las estimer : c’est le
problame qui sst traité dans la théorie des probabilités subjectives.

3°) Cennaissant le comportement de chague individu, psut-on prédire quel
sera le comportement d’un groupe social ? C'est le probléme de l'agrégation dfun
snsemble de relations de préférenca individuelles en une relatlion da préférencs

globala.

I1 arrive souvent, en &conomis, que l’espacs des décisions pulsse 8tre
munl d®une structurs particuli2re; on essaie alors de trouver des fonctions
qui non ssulement représentant les préférences du décideur mais qui, dfautre
part,; soient 8truitement 1iées & cette structurs. Ainsi par exemple on cong=
truira, dans le probl2me 1°} ci-dessus ume fonction d'utilitéd qui soit continus
{la topelogis définie sur R étant la topologie usuallel); dans le probléme 2°},
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aon &tudiera lss conditions pour que 1°utilité associée & une distribution ds
pruhabilité solt son sspérance mathématigue; etc .. Les résultats de DEBREU

411lustrent dfallleurs parfaitemant ce point de vus.

De nombreusaes applications concrétss ont déja &té traltées par la théo=-
rig de 1°utilitéd en économie : nous renvoyons le lscieur intérassé aux réfé-
rences citéss par FISHEURN dans son article : "Utility Theerxy™ ([20}),

B, La thiorie de L'utiliti en psychologie.

Cfest vers 1850 gque lss psychologuss ont commencd & s'intérasser 3 la
théoris de 1°utilite quil, jusqus la avait essentisllement &ta smployés par
les économistes.

Pour css derniers, la raeprésentation numérigus das préférences n'est
souvent qu’une premidre étape dans la rdsclution d'un probléme (le but final
gtant de maximisar ls fonction d’utiiiisé en vue de détsrminer la décision op-
timale) . L8 psychologus, par contre, s’intérsesss & la construction d’une fong~
tion d'utilité cui donns une image aussi précise que possible des préférences
ge l*individu -: son butf an effet, ast de conmaftre le comportement dahl*indiﬂ
vidu le misux possthle, et indépendamment de toute optimisation au sens dcono=
migue. C'est pourquoi lss psycholagues se sont intéresséds aux fonctions d’uti-
1ité qui ren seulement représentant les préférences du décidsur (au sens ordi-~

]

nal) mais qui "mesursnt” ces préférences (cf. Chapitre III).

L?’emplol de la thésris de 1°utilité présente cependant ds sérieux absta=
cles dans cs domaine du fait gque, le plus scuvent, les données sent trés dif-
ficiles 3 saisir. Les pasychologues se sont dailleurs trés vite tournds vers
la théorie de 1'utilité prebabiliste, od 1%on associe & deux décisions x et Yo
noart pas uns préafédrence de l'une par rapport & l'autrs, mais une prebabllité
gue l*une soit préférés & 1'autrs; la théoris des probabilités subjectives est
largement utilisée dans ce cadrs,

Remargquons pour terminer que le concept de gquasi-ordre $°introdult tout
naturallement dans certaines technigues employéas en psychologis. LUCE ([ 40]),
en particulisr, montre comment, sn psychophysique, ls passage dun moddle pro-
babiliste a un modéle algébrigue conduit & la structure de quasi-ordre.

C. La thionie de L'utilits en analyse multicritire.

Il est clair que la modélisation des préférsnces (et donec la théorie de
1'utilité) est une des étapes impertantes de l'analyse multicritére. Elle

comprend deux aspects : d'une part la comparaison des décisions suivant chacun
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des critéres (chacun des points de vue) at d°autre part l°agrégation des diffé=
rentes relations de préférence ainsi obtenues. Il semble que jusgu'®a présant,
1a théorie de 1'utilité ait été assez limitée dans son applicaticn a l%analyse
multicritére, les résultats connus jusqu’ici étant trop contraignants pour

Stre réalistes. C’est d'aillsurs dans cette optique que B. ROY (f49] st [50])

a lancé 1°idée d’introduirs des structures plus souples pour reprééantar les
préférancas du décidsur, idée qui est & l’origine de cs travail.

D. Voies de recherche,

. Le nombre sssez lmpressicnrnant de travaux qui ant un rapport {(plus ou
moins éloigné) avee la théorie de 1°utilité montrs l'intérét qu'selle présente
pour beaucoup de chercheurs et de praticisns., C'est ca que nous avons 1llustré
nridvement dans les paragraphes précédents sn décrivant le rfle ques cetts
théorie peut jouer dans deux domaines aussi vastes gque l’dconomis st la psy=
éhalngia gt dans un domaine en plein essor comme 1°analyse multicritére.
N8arnmeins, il semble que les résultats obtenus jusqu”iéi utilisent encors des
structurss mathdmatigues trop riches pour 8trs réalistas. Nous pensons donc
qu'un travail trds intérsssant peut Stre réalisé dans ce domains, notammant
par les mathématicisns, sn vue de généraliser les résultats connus et de dg= -
finir de nouveaux concepts mathématicuas, plus aptes & 8tre employés dans las
problémes concrets. C’est cetts voie que nous avons sulvie et c’ast dans catte
optiques qus nous proposons ci-dssscus quslques sujsts de réflexion.

Une premidrs veie de rescharche nous est inspirée par- lss travaux de
DEBREU sur l°smplol de la théorde de 1°utilité en économis. En effet, nous
avons vu [paragraphe A) que 1°on &tait parfols amené & construire des fonce
tions qui non seulement représentent les préférences du décideur mals qui,
par axemple, solent continues au sens d’une topologle définie sur l°sspace des
décisions, Las théor2mes de raprésentation numérique s’expriment alors, nen
plus scus forme algébrique {comme dans ce travail), mals & l'aids de proprié-
tés topologiques &troitement lides 2 la relation de préférence. Ces théorémes
n2 concsrnent, 3 ce jour, que les ordres faibles : nous pensons qu’ill serait
intéressant de 1lss généraliser & dasutres structures et, par exemple, aux
quasi~ordres généralisés.

Nous avons vu également que 1°introduction des probabilités était sou=
vant nécessaire dans les problémes de décision, st notamment en psychologis
(paragraphe B), La théorie de 1’utilité probabiliste a d&ja falt 1'objet de
nombreux travaux mais 13 sncore les résultats concernent des structuras mathé-
- matiques assez riches et exigent des hypothéses assez restrictives : nous

croyons gque ce daomaine mér;terait d'8tre &tudié,
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Nous avons passé sous silence, jusgqu®icl, un aspect non négligeable ds
1a théorie de 1*utillité : 1z priss en compte du temps dans la description
des pré{érenGGS,Camment peut-on comparer deux n-uples (xlg Xss v0es an at
{xi, xis voes x;} ol [xlg Xgs 0002 xﬁ) représents une sulte de qécisions pri=
ses & n époques successives 7 lertains travaux ont paru sur ce suyjet : leurs
autsurs y définissent des phénoménes d’impatience, de persistance, c..: il

reste beaucsup de travall & réallser dans cette vois.

Un probléme fondamental qui se pase dans tous les domaines d°applica~
tions est celul de 1l'agrégation de plusisurs relations de préférence indivi-
duelles an une relation de préférsnce globale. Etant donné uns ragle d*agré-
gation, quallas propriétés doivent remplir les relatioms individuelles pour’
obtanir une relation globals d°un typs donné ! Psut-on toujours agrégsr des
relations ds préférence ? Nous na nous attarderons pas ici sur le théoreéms
d?ARROW ([ 11) qui a d&j3 fait 1'objat de nombreuses discussions et de multie
ples extsnsions (MENUET ([ 44] ), notamment, a généralisé cs théoréme aux duasi-
ordres}. Signalons simplement que ce problédme est un aspect essentisl ds la
modélisation des préférencss, particulidrement important en analyse multicri-
tére et qu®il se pose chaqus foils gu’une nouvella structure est introduite

pour la représentation des préférences.
® ¢ .
Du point ds vue pratigue, las théorémes quil assurent 1'existencs de cer~

taines fonctlons sgus des conditions précises sont évidemment importants. Ils
ne sont cspendant pas suffisants dans la mesurs ol ils ns fournissent pas les
moyens de construire ces fonctions. Trouver des tests permettant de vérifier
.cartaines conditions et construlrs das techniguss en vue de b8tir les fonc=
tions d°utilité constituent un champ de recharchaé gncors peu sxploré & ce

Jour,

L*introduction des quasi-ordres géndralisds n’est évidemmant qu’une étape
dans 1°’4volution de la modélisation dés préférences. C’est en traitant des pro=
blémss concrets gue les chercheurs pourront découvrir lss prupriétés qu’ils
pauvent exiger des relations ds préférence : 1ls construiront alors des struc~

tures ds plus en plus proches ds la réalité.

Signalons, paurmtarminerp que l'on reproche souvent 3 la théoris de
1%'utilité de traitsr des relations de préférence gui excluent toute incompara=
bilité entrs les décisions. Cela aest dfi au falt (et c’est ls cas également dans
ce travail)l gue la représentation des préférsnces s'effectus au moyen des nam=
bres résls, qui sont munis, de manigre naturells, d'une structure dfordre total.

Une veie de recherche intérsssante consisterait donc & essayer de représenter
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les préférences par d’autres objets mathématiques que les réels {en ne per-

dant pas de vue, bien entendu, gue les résultats doivent si possible 8trs

utilisablas en pratigusel.

B{bLioghaphie.
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