
Sujet de thèse : Extension de pré-solutions et le prix de l'extension
dans les graphes.

Lieu : Laboratoire LAMSADE, université Paris-Dauphine, Paris, France

Direction : Jérôme Monnot jerome.monnot@dauphine.fr

Co-encadrant : Ararat Harutyunyan ararat.harutyunyan@dauphine.fr

Mots clés : Complexité standard et paramétrée, approximation, classes de graphes

Description du sujet :

La plupart des problèmes d'optimisation combinatoire se trouve être très di�cile d'un
point de vue computationnel. Un des principaux objectifs de l'informatique théorique mo-
derne consiste à surmonter cette barrière algorithmique en proposant des solutions appro-
chées ou en fournissant des informations supplémentaires sur les données. L'objectif de cette
thèse est d'étudier l'impact fourni par l'ajout d'informations sous le trait de solutions par-
tielles à étendre du point de vue de la complexité standard et paramétrée. L'extension de
pré-solutions est déjà présente dans diverses techniques de l'informatique : un algorithme
de recherche arborescente qui résout un problème d'optimisation, se base souvent sur l'ex-
tension de solutions a�n d'élaguer des branches de l'arbre de recherche le plus tôt possible.
Aussi, par exemple pour le problème de la couverture des arêtes par des sommets (noté
VC), il serait souhaitable de pouvoir dire rapidement (c'est-à-dire en temps polynomial) si
un sous-ensemble de sommets (que nous appellerons pré-solution) peut faire partie d'une
couverture minimale voire optimale. Ce type de considération, reste même intéressante dans
le cas extrême ou nous voulons décider si un sommet particulier appartient à une couver-
ture optimale. D'ailleurs, cette approche est déjà utilisée lorsque l'on souhaite énumérer
l'ensemble des couvertures minimales ou plus généralement l'ensemble des solutions mini-
males d'un problème d'optimimisation [10, 11]. Finalement, l'extension de pré-solutions joue
un rôle prépondérant dans les approches basées sur la programmation dynamique. Il existe
dans la littérature quelques articles considérant l'extension de pré-solutions, mais de ma-
nière sporadique, [3, 7, 8, 9, 13, 17]. Très récemment, dans [5] et [18] deux cadres théoriques
distincts ont été proposés pour l'étude des extensions de pré-solutions. Dans ces cadres, il est
supposé que les problèmes d'optimisation sont bien structurés, c'est-à-dire qu'il existe une
relation d'ordre partiel sur l'ensemble des solutions réalisables. Par exemple, pour les pro-
blèmes héréditaires (resp., anti-héréditaires), la relation d'ordre sous-jacente est l'inclusion
(resp., l'exclusion). Dans le cas de l'inclusion, l'objectif est d'étendre un bout de solution
de manière à satisfaire un critère de robustesse donné compatible avec la relation d'ordre
partielle. Le critère le plus naturel à satisfaire est la Paréto dominance [5], se qui ce traduit
par la notion de minimalité. En d'autres termes, la suppression d'élements d'une solution ne
garantit plus sa réalisabilité. A l'opposé, le critère le plus di�cile à véri�er est l'optimalité
ou la quasi-optimalité [13, 18].

Dans cette thèse, nous souhaitons continuer à étudier ces deux problèmatiques et l'étendre
à d'autres types d'ordre partiels sur l'ensemble des solutions réalisables [5, 6, 12], comme
par exemple les treillis. Un exemple concret porte sur l'existence d'une couverture des arêtes
par des sommets S ⊆ V d'un graphe G = (V,E) contenant un sous-ensemble spéci�é U ⊆ V
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et minimale vis-à-vis de l'inclusion ; En d'autres termes, nous souhaitons étendre U en une
couverture minimale S. Il s'avère que ce problème de décision est NP-complet pour des
classes de graphes très particulières comme bipartis, cubiques ou planaires, mais reste déci-
dable en temps linéaire pour les graphes cordaux ou arc-circulaires [6]. Une caractérisation
des structures interdites pour l'existence d'extensions de couvertures minimales est égale-
ment proposée dans le cas des arbres dans [6]. Une telle approche mérite d'être étudiée pour
l'extension d'autres problèmes. Ce cadre permet de saisir plusieurs questions intéressantes
du point de vue de la théorie des graphes. Par exemple, l'existence de deux ensembles indé-
pendants maximaux disjoint dans un graphe étudiée dans [16] peut être reformulé comme
l'extension d'une couverture lorsque U est un ensemble indépendant maximal.

L'existence d'une solution réalisable minimale contenant un sous-ensemble spéci�que U
n'est pas toujours possible puisque le problème de décision associé est NP-complet. Aussi,
la question de l'existence de telles extensions est intéressante et conduit à l'étude d'un
nouveau type de problème d'optimisation dont l'objectif consiste à trouver un plus grand
sous-ensemble de sommets U ′ inclus dans U permettant, en temps polynomial, d'étendre
U ′ en une solution réalisable minimale. Cette problématique est de�nie dans [6] comme le
prix de l'extension, et contient comme cas particulier, l'étude de la plus grande solution
réalisable minimale [1, 4, 6, 13, 14]. Par exemple, le prix de l'extension de VC contient
l'étude de l'approximation de Upper VC comme cas particulier U = V [2, 15].
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