T Clanie '&"'Etudes ot de Revhercho do FESSEC

ceres

ESSEC Management Research Center

—DR 93032 -

LES RELATIONS DE SURCLASSEMENT
ONT-ELLES DES PROPRIETES REMARQUABLES ?

Denis BOUYSSOU

juin 1993

Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales paiellas

Etablissement d’enseignement supérieur privé teconnu par 1'Ftat. Asscciation loi 1901
afiiliée  la Chambre de Commerce et ¢’Industrie Interdépartementale Val d’Oise -Yvelines ESSEC




LES RELATIONS DE SURCLASSEMENT ONT-ELLES DES PROPRIETES REMARQUABLES ?

Résumé.

Les relations de surclassement sont, le plus souvent, construites sur la base d'un principe de
concordance-discordance. On sait que les relations ainsi construites ne possédent pas, en
général, de propriétés remarquables de transitivité ou de complétude. Ceci n'exclut pas pour
autant que ces relations puissent posséder, du fait de leur principe de construction, certaines
"propri€tés structurelles”, On montrera dans un premier temps pourquoi ce probléme peut étre
important pour I'étude des procédures d'exploitation d'une relation de surclassement. On verra
ensuite que l'existence de "propriéiés structurelles” dépend de 1a méthode de construction
adoptée. On discutera ces propriétés pour les méthodes ELECTRE et PROMETHEE ainsi que

leur impact pour I'analyse de procédures d'exploitation.
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SOME REMARKS ON THE PROPERTIES OF OUTRANKING RELATIONS

Abstract.

Outranking relations are often built using a concordance-discordance principle. Such relations
are, in general, neither transitive nor complete. This is not to say that the concordance-
discordance principle do not impose some restrictions on these relations. We show why this
question may be of some importance for analyzing the various techniques designed to build a
prescription on the basis of such relations. These restrictions are studied for the ELECTRE and

PROMETHEE methods.
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1. Introduction.

Les méthodes de surclassement constituent une classe importante de méthodes pour l'aide muld-
critére 2 la décision (pour plus de précisions sur ces méthodes on pourra se reporter & Schirlig
(1985), Vincke (1989) ou Roy et Bouyssou (1993)). 11 est traditionnel de distinguer dans ce
type de méthodes :

- une phase construction du surclassement et

- une phase d'exploitation du surclassement.

A partir d'un ensemble d'actions évaluées sur plusieurs critéres, la phase de construction du
surclassement vise & déterminer dans quelle mesure on peut affirmer qu'une action est au moins
aussi bonne qu'une autre en prenant en compte tous les critdres. Ceci améne 2 batir une relation
binaire (nette ou valuée selon les cas) sur I'ensemble des actions appelée "relation de surclas-
sement”. La construction de cette relation s'opére, dans la plupart des méthodes, par applica-
tion d'un principe de "concordance-discordance” conduisant & considérer qu'une action est au
moins aussi bonne qu'une autre si :

- une majorité "suffisante” appuie cette proposition (principe de concordance) et

- T'opposition des critéres n'appuyant pas cette proposition n'est pas "trop forie" (principe de

non discordance).

On sait qu'un tel principe ne conduit pas, en général, A des relations possédant des propriétés
remarquables de transitivité ou de complétude (ceci restant vrai dans le cas valué indépendam-
ment de la fagon d'interpréter ces propriétés dans cette situation) que nous appellerons par la
suite des "bonnes propriétés” . Elaborer une recommandation sur la base telles relations
demande donc un travail spécifique. C'est la raison d'étre de la phase d'exploitation du
surclassement. Selon la problématique d'aide 2 la décision retenue (cf. Roy et Bouysson
(1993)) on cherchera dans cette phase 3 déterminer un sous ensemble d'actions en vue d'un
choix final, a trier les actions en diverses catégories ou i ranger les actions suivant un préordre
complet ou partiel. Ceci conduit 4 utiliser une procédure d'exploitation du surclassement
prenant la forme d'une procédure de sélection, d'affectation ou de rangement. Les relations de
surclassement n'ayant pas, en général, de "bonnes propriétés”, mettre au point de "bonnes”
procédures d'exploitation n'est pas une tiche facile.

Il n'est pas souhaitable, en général, d'analyser une procédure d'exploitation indépendamment
de la procédure de construction 2 laquelle on envisage de 'associer. En effet, notons tout
d’abord que seule la prise en compte de la procédure de construction permet de donner un
contenu précis aux relations de surclassement manipulées par les procédures d'exploitation.
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Ceci peut se révéler crucial pour ce qui concemne les procédures d'exploitation tirant parti de
relations valuées. La nature et les propriétés des "valuations” utilisées et, par conséquent, les
opérations qu'il est légitime de leur appliquer, sont, en effet, fortement dépendante d'un mode
de construction particulier méme si cette dépendance n'est pas toujours facile i cerner avec
précision. Nous n'analyserons pas ce premier point plus avant dans ce texte (on trouvera dans

Perny (1992) quelques remarques a ce sujet).

En second lieu, méme si I'on sait que les relations de surclassement peuvent ne pas avoir de
"bonnes propriétés”, il n'est pas exclu que leur mode de construction au travers d'un principe
de concordance-discordance leur confére certaines "propriétés structurelles”. L'existence de
telles "propriétés structurelles” rendrait délicat l'interprétation de certaines analyses axiomati-
ques récentes de procédures d'exploitation qui supposent qu'une procédure d'exploitation aura
A traiter toute relation binaire et non pas seulement celles pouvant étre obtenues 2 1'aide d'une
technique particuliére de construction (C'est le cas par exemple dans Pirlot (1991), Vincke
(1992), Bouyssou (1992) ou Bouyssou et Perny (1992)). En effet, on pourrait imaginer des
procédures d'exploitation qui soient peu attrayantes si on suppose qu'elles ont i s'appliquer 2
toute relation mais qui le deviendrait dés lors que leur application serait limitée 4 des relations

possédant certaines "propriétés structurelles”.

L'objet de ce texte est de s'interroger sur l'existence de telles "propriétés structurelles”. Dans
une deuxiéme section on montre simplement qu'avec ELECTRE I et ELECTRE 111 les relations
de surclassement obtenues ne possédent pas de telles propriétés. Dans une troisiéme section,
on verra que la question est plus délicate avec d'autre méthodes n'utilisant pas la notion de
discordance comme PROMETHEE et on montrera les liens entre ce probléme et des questions
classiques en théorie du choix social. Une quatridme section montrera, sur la base d'un
exemple, comment on peut tirer parti des "propriétés structurelles" des relations de surclas-
sement d'un certain type pour analyser axiomatiquement une procédure d'exploitation. Une
demniére section présentera quelques voies ouvertes pour des recherches futures.

2. Un résultat simple 32 propos d'ELECTRE I et ELECTRE IIL

ELECTRE I (cf. Roy (1968)) et ELECTRE III (cf. Roy (1978)) sont parmi les méthodes de
surclassement les plus connues et les plus utilisées. ELECTRE I vise i batir une relation de
surclassement nette  partir d'un ensemble d'action évaluées sur une famille de vrai-critéres.
ELECTRE II1 cherche a bitir une relation de surclassement valuée & partir d'un ensemble
d'action €évaluées sur une famille de pseudo-critéres (sur ces notions nous renvoyons & Roy—
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(1985)). Rappelons-en bri¢vement le fonctionnement d'un point de vue purement technique
(pour une discussion approfondie de ces méthodes nous renvoyons i Roy et Bouyssou

(1993)).

Dans tout ce qui suit, A désignera un ensemble (d""actions") fini et non vide de cardinal m.
Considérons un "jeu de données” constitué de :

— un entier naturel non nul n,

— unréel (niveau exigé de concordance) s € [0,5; 1]

- 1 fonctions (critéres) g1, g2, ..., gn de A dans R,
n fonctions (seuils de veto) vy, v, ..., vy de R dans R+ telles que, Vie (1,2, ...n} et

Va,be A, gi(a) 2 gib) = gi(a) + vi(gi(a)) = gi(b) + vi(gi(b)),
— ncoefficients réels strictement positifs (coefficients d'importance) ky, ko, ..., ky.
A partir d'un tel jeu de données, ELECTRE I ameéne 2 bétir une relation binaire nette S sur A
(c'est-a-dire un sous ensemble de AXA) en posant, pour touta,be A :
aSbe[aCbetNon(aVb)

oit
ki
aCh o 1€0€2...0:gj@) 2 g;(b) g
. Zki
ie(l,2,...n0}
et

aVb & [Jie {1, 2, ..., n} tel que gi(b) > g;(a)+v;(g;(a))].

Les relations nettes C et V sont respectivement appelées relation de concordance et relation de
discordance dELECTRE L

Considérons A présent un "jeu de données" constimé de :

— un entier naturel non nul n,

— n fonctions (critéres) g1, g2, ..., g, de A dans R,

— 3n fonctions (seuils d'indifférence, de préférence et de veto) q1, p1, V1, qo2, P2, V2, --.s Qn»
Pn, Vn de R dans R+ telles que, Vie {1,2,...,n},Vxe R, Va,be A:
qi(x) < pi(x) < vi(x) et
gi(a) 2 gi(b) = [gi(a) +qi(gi@)) 2 gi(b) + qi(gi(h)), gi(a) + pi(gi(a)) 2 gi(b) + pi(gi(b)) et
gi(a) + vi(gi(a)) 2 gi(b) + vi(gi(b))]

— n coefficients réels strictement positifs (coefficients d'importance) ki, ko, ..., ky,

A partir d'un tel jeu de données, ELECTRE III améne 2 bitir une relation binaire valuée S sur

A (c'est-a-dire une fonction de AXA dans [0 ; 1]) en posant, pour touta,be A :




S(a, b) = C(a, b)-(1 - D(a, b))

ol
Y k;- Ci(a, b) _
Ca, b) = ie{l, 2, ..,n} avec C;(a, b) = pi(g;i(a))—Min[g; (b) — g;(a) ; p; (g; @)l
Yk ! pi(gi(a))— Min[g; (b) ~ g;(a) ; q;(g;(a))]
ie{l,2,..,a}
et

O0siDy, = {j e (1,2, ...,n} : D@, b)>C(a, b)} = &

D(a, b)= 1-Dj(a, b)
@D 11 1-C(£:b)

sinon
ie Dab

avec

Di(a, b) = Min[l ; Max[0 ; Si{D)~&i@)—pi(gi@),
(6 B = Minll s Mt = e -mcaian

La relation valuée C est appelée relation de concordance dELECTRE I1L

Les relations de surclassement construites avec ELECTRE I ou ELECTRE III possédent-elles
certaines propri€tés structurelles ? On constate de fagon évidente qu'une relation de surclas-
sement bitie avec I'une ol l'autre de ces méthodes est nécessairement réflexive (c'est-a-dire,
Vae A, aS adans le cas net et S(a, a) = 1 dans le cas valué). Hormis la réflexivité, ces
relations ont-elles d'autres propriétés ? La proposition, trés simple, suivante permet de

constater que tel n'est pas le cas.

Proposition 1.
(a) Soit T une relation binaire nette et réflexive sur un ensemble fini A. 1 existe toujours un jeu

de données pour lequel I'application d'ELECTRE I donne un résultat identique 4 T.
(b) Soit T une relation binaire valuée et réflexive sur un ensemble fini A. Il existe toujours un
Jjeu de données pour lequel 'application dELECTRE III donne un résultat identique A T.

Démonstration. Elle est constructive et consiste & exhiber, dans chacun des cas, un jeu de
données adéquat.

(a) Soit T une relation nette et réflexive sur A. Notons u = m? - IT! le nombre d'arcs "man-
quant” dans T. Si u = 0, on retrouvera la relation T en utilisant un jeu de données constitmué
d'un unique critére donnant 2 toutes les actions de A une performance identique. Si u # 0,
établissons une bijection entre {2, 3, ...; u+1} et les couples (a, b) € A? tels que Non(a T b).



Construisons alors un jeu de données tel que :

-~ n=1l+u

- s=1/2

~ gi©)=g1d), Ve, de A;vix)=k>0,Vxe R,

— pouri=2,3, .., utl, supposons i en correspondance avec le couple (a, b) tel que

Non(a T b) et choisissons les fonctions g; et v; de telle sorte que :

gi(a) = 73, gi(c) = 22, V c € A\{a, b} gi(b) = z3, avec z; <zp < z3,

Vix)=v,VxeR,avecv>z3-z;,v>2z3-z5 et v<zz -1z, ce qui est toujours possible,
- kl = 1/2, kz =kz=... =k1+u = 1/2u.
11 est évident de constater que 1'application ELECTRE 1 2 un tel jeu de données conduit & une
relation S identique & T. I consiste en effet simplement & bitir un critére de "poids fort" sur
lequel toutes les actions sont indifférentes. Compte tenu du choix de s, la relation C est alors
compleéte. Pour chaque couple (a, b) tel que Non(a T b) on introduit un critére sur lequela V b,

¢e qui permet bien de retrouver larelation T.

(b) Soit T une relation valuée et réflexive sur A. Si T(a, b)) =1, V a, b€ A, on retrouvera la
relation T en utilisant un jen de données constitué d'un unique critére donnant 3 toutes les
actions de A une performance identique.

Dans le cas contraire, notons :

Max Max T(a, b),
[a,be A:T@,b)# 1}

U={(a,b)e A?:a=betT(a, b)=1) etu=IUl.
Remarquons que, par hypothése, ™M ¢ [0; 1{etue (1,2, ..., m(m-1}}.

Choisissons une valeur t telle que t™M2* < t < 1 et considérons une bijection entre Uet {2, 3, ...,
u+l}.

Bitissons alors un jeu de données tel que :

— n=1+nu,

— g1lc)=g1d), Vc,de A, qix)=p1x)=0,vix) =v>0,Vxe R,

pour i =2, 3, ..., u+l, supposons i en correspondance avec le couple (a, b) € U et
choisissons les fonctions g;, q; et p; de maniére i vérifier :

gi(x) =pi(x) =p>0,Vx e R, gi{c) =z, V c € A\{a, b}, gi(b) > z > g;(a) avec :

gi(b) > gi(a) + p, gi(b) <z + p, z < gi(a) + p, ce qui est toujours possible.

- ki=t,ki=(1-t)yupouri=2,3, ..., utl.

Appliquons ELECTRE IIT 4 un tel jeu de données et notons S 1a relation valuée obtenue.
Considérons un couple (a, b) tel que T(a, b) = 1. Il est aisé de constater qu'alors on a Cj(a, b)
=1letDi(@, b)=0,Vie (1,2, ..., u+l}). On adonc S(a, b) = 1.
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Considérons a présent un couple (a, b) € U, c'est-a-dire tel que T(a, b) < 1. Notons i I'unique
indice de {2, 3, ..., u+1} en comrespondance avec ce couple. Le jeu de données choisi conduit
alors a:

Ci(a, b) =0, Dj(a, b) > 0,

Cia,b)=1etDj(a,b)=0, V j=i.

On adonc:

C@,b)=t+ (u~- I)% >T(a, b),

S(a, b) = C(a, b) si Dj(a, b) < C(a, b) et

S(a, b) = Cfa, b).-li——% sinon.

Par hypothese, on sait que T(a, b) < C(a, b) < 1. On peut alors toujours trouver une valeur § €

10, 1} qui soit telle que :
1-8
C(a, b).——— = T(a, b)etd > C(a, b).
@ b = T b) (2, b)
Pour obtenir S(a, b) = T(a, b), il suffit donc de choisir vi(g;(a)) de telle sorte que D;(a, b) = 3.
Puisque & € ]0, 1], un tel choix est toujours possible.
On a donc bien montré que I'on peut toujours bétir un jeu de données tel que le résultat

dELECTRE Il appliquée 4 ce jeu donne un résultat S identique 4 T. 0

Sil'on souhaite utiliser ELECTRE I ou ELECTRE III comme méthode de construction d'une
relation de surclassement, il est donc légitime de s'intéresser & des procédures d'exploitation
pouvant s'appliquer i toute relation binaire. C'est ce qui est fait par Vincke (1992) dans le cas
net et par Pirlot (1991), Bouyssou (1992) et Bouyssou et Perny (1992), dans le cas valué,
Notons cependant que, comme indiqué en introduction, la proposition 1 ne donne aucune
information sur la nature et l'interprétation des relations de surclassement obtenues. En
particulier, dans le cas dELECTRE IIJ, elle laisse complétement ouverte Ia question des
propriétés des "valuations" utilisées ainsi que des opérations qu'il peut étre légitime de leur
faire subir pour rester cohérent avec leur mode d'obtention. Nous achevons cette section par

quelques remarques compiétant cette proposition trés simple.

i) Le procédé de construction dELECTRE I étant un cas particulier de celui dELECTRE IS
(cf. Roy et Skalka (1984) ou Roy et Bouyssou (1993)), 1a partie (a) de la proposition implique
que l'on peut obtenir toute relation réflexive comme résultat dELECTRE IS.

ii) Dans la pire des situations, les procédés proposés conduisent & batir une jeu de données
comprenant m(m-1) + I critéres & la fois pour ELECTRE I et ELECTRE III (on verra i la



remarque suivante que I'on peut se contenter de m(m-1) critéres avec ELECTRE I). Dans bien
des cas, il est, bien siir, possible de bitir des jeux de données plus "réalistes", c'est-3-dire
comprenant un nombre plus limité de critéres. Pour chacune des deux méthodes, ceci améne a
se poser la question de la détermination du nombre minimum n tel que pour toute relation
réflexive il existe un jeu de données comprenant au plus o critéres permettant de la retrouver
comme résultat. I s'agit 13 d'une question difficile et, & notre connaissance, ouverte.

iii) Dans ELECTRE I, la possibilité d'utiliser 4 loisir I'effet de veto rend évidente la preuve de
la partie (a) de la proposition. En s'inspirant d'un résultat célebre de McGarvey (1953) a
propos de la méthode de la majorité simple, montrons que la proposition reste vraie méme si
l'on s'interdit d'utiliser cet effet de veto.

Soit T une relation nette et réflexive sur A. Soit {a, b} une paire d'actions distinctes de A. On a
une et une seule des 3 situations suivantes :

i- [aTbetbTa]

ii- [aTbetNon(b T a)]

iti- [Non(aTb)etb T a).

Etablissons une bijection entre {1, 3, ..., m(m-1) - 1} et les m(m-1)/2 paires d'actions
distinctes de A. Construisons alors un jeu de données tel que :

~ n=m(m-1)

- 12 <s< 12+ 1/m(m-1)

- pouri=1,3, ..., m(m-1) - 1. Supposons i en correspondance avec la paire d'actions

distinctes {a, b). Etablissons une bijection f entre A\{a, b} et {1, 2, ..., m-2} et définis-

sons gj et gi;] par:

gi(a) = gib)=m- 1, gic) =f(c), Vce A\{a, b} et

£i+1(a) = gin(b) =0, gii(c) =m-1-f(c), Vce A\[a, b} si[aTbetbTa],

gi(a) =m, gi(b) =m- 1, gi(c) =f(c), V c € A\{a, b} et

gi+1(a) = 1, gi1(®) =0, gia(c) =m-f(c), V c € A\{a, b} si [a T b et Non(b T a)],

gi(a) =m, gi(b) =m- 1, gi(c) = f(c), V c € A\{a, b} et

gi+1(a) =0, g;1(b) = 1, gin1(c) = m - £(c), V c € A\{a, b} si [Non(a T b) et Non(b T a)},
— vix)=v(x)=...=vp(X)=v>m, pour toutx € R,
- ki=kh=...=k;=1L
Le choix des seuils de veto implique que la relation V est vide. Montrons alors que C=T, C
étant la relation de concordance obtenue par application dELECTREI 3 ce jeu de données. Soit
{a, b} une paire d'actions distinctes de A.

Notons 1y}, - Zki et Tha = Zki
iefje(l,2,..,n) 1gj@) 2 gj(b)} iefje{1,2,....n}: gj(b) = gj(a)]

II est aisé de constater que I'on a :



Tsb=Tpa=m{m-1)/2+ 1siaTbetbTa,

rapb=m(m-1}/2+ letrp, =m(m-1)/2-1sia TbetNon(b T a),

Tab =TIy = m(m-1)/2 si Non(a T b) et Non(b T a).

On a donc bien T = C pour toute valeur de s comprise strictement entre 1/2 et 1/2 + 1/m(mn-1).

iv) Dans ELECTRE [, 1a structure de préférence sous-jacente i chaque critére est une structure
de préordre complet (les définitions des structures de préodre, d'ordre et de quasi-ordre sont
rappelées a la section 3). Le procédé utilisé au iif) conduit a toujours utiliser m(m-1) critires et
exploite cette structure. Il serait intéressant de savoir si un tel résultat reste valable en utilisant
uniquement des ordres complets sur chaque critére ou si cette borne peut étre améliorée en
utilisant sur chaque critére des structures plus faibles comme celle de quasi-ordre complet.

v) Le raisonnement utilisé au iii) se transpose sans difficulté & d'autres maniéres de batir une
relation de concordance. En utilisant un procédé similaire on peut par exemple monter que toute
relation nette asymétrique (c'est-a-dire telle que a T b => Non(b T a)) peut s'obtenir comme une
relation de concordance dans TACTIC (cf. Vansnick (1986) ; rappelons que les relations de
concordance dans TACTIC sont nécessairement asymétriques).

vi) Contrairement & ce qui est cas avec ELECTRE I, on ne peut obtenir toute relation binaire
valuée et réflexive avec ELECTRE III si l'on n'utilise pas la partie discordance de la méthode et
I'on pose S(a, b) =C(a, b), V a, b e A (ce qui revient 4 choisir, dans la méthode originale, des
seuils de veto v; "trés grands"). Considérons la relation valuée (par convention, on lira toutes

les relations valuées de ligne en colonne) définie par :

Tlalbj|c
alll1]o0
biO|1/{1
c|1]0]1

Supposons qu'il existe un jeu de données pour lequel I'application dELECTRE I donne une
relation de concordance C identique 4 T (& titre d'exemple on pourra chercher un jeu de
données pour lequel S est identique a T, ce qui est possible en vertu de la proposition 1). Dans
ce jeu de données on a alors nécessairement, Vie (1,2, ...,n),:

gi(a) > gi(b) + pi(gi(b)), gi(b) > gi(c) + pi(gi(c)), gilc) > gi(a) + pilgi(a)),

ce qui est contradictoire, la fonction p; étant i valeur dans R+

Les relations de concordance issues d'ELECTRE III possédent donc bien ce que nous avons

appel€ des "propriétés structurelles”. Leur étude fait I'objet de section suivante.




3. Relations de concordance valuées
et probléme des "probabilité binaires de choix",

Afin d'analyser plus avant la question des "propriétés structurelles” des relations de concor-
dance valuées, plagons-nous dans le cadre général suivant (on désignera toujours par A un
ensemble fini et non vide d'actions de cardinal m).

Considérons un "jeu de données" constitué de :
— un entier naturel non nul n,
— n fonctions {critéres) g1, g2, ..., g, de A dans R,
~ n fonctions ty, t, ..., tp de IR dans [0 ; 1] telles que, Vie {1, 2, ..., n}, t; soit croissante
en son premier argument, décroissante en son second argument et t;(x, x) =0, V x € R,
— ncoefficients réels strictement positifs (coefficients d'importance) kg, ks, ..., kp,
la méthode dite de Concordance Stricte Généralisée ou CSG (inspirée dans sa formulation de
Perny (1992) et Perny et Roy (1992)) améne 2 batir une relation binaire valuée P sur A en
posant, Va,be A, : ‘
2.k ti(gi(a), gi(b)
P, b) = i€{L2...n)
2 ki
ie{1,2,...n)

Notons CSG I'ensemble des relations binaires valuées sur A pouvant étre obtenues avec la
méthode CSG. Puisque I'on a supposé ti(x, x) = 0, il est clair que toutes les relations de CSG
sont irréflexives (c'est-a-dire telle que T(a, a) =0, V a € A).

I est facile de montrer que la méthode PROMETHEE (cf. Brans et Vincke (1985) ou Brans et
al. (1984)) est un cas particulier de Ia méthode CSG avec t;(g;(a), gi(b)) = Ai(gi(a) - gi(b)), les
fonctions A; utilisée dans PROMETHEE étant croissantes et telles que A;(0) = 0. Considérons
un jeu de données ELECTRE I1I et posons :

t(gi(a), g (b)) = 1- P (£; () — Minfg;(a) — g; (b) ; p;(gi(b]

pi(g;(b)) —Min[g;(a) - g;(b) ; q;(g;(b))]

11 est aisé de constater que de telles fonctions t; sont bien admissibles pour la méthode CSG.
Soit P la relation valuce obtenue avec cette méthode et C la relation de concordance obtenue
avec ELECTRE III (pour les mémes valeurs de coefficients k;). On a alors simplement, P(a, b)
=1-C(b,a), Va,be A.Dansla suite, nous nous contenterons donc de nous intéresser aux

propriétés structurelles des relations de CS(}

B
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Afin de ramener la méthode CSG 2 une expression plus simple, rappelons (cf. Roubens et
Vincke (1985)) les définitions classiques suivantes. Soit T une relation binaire nette sur A.
Cette relation T est dite :
- réflexivesi[a T a},
- complétesi[aTboubTal,
- faiblement complete sifa#b=saTboubTa],
- transitivesi[aTbetbTc=aTc],
- antisymétriquesi[aTbetbTa=>a=b),
- Femerssi{(@aTbetcTd)y=(aTdoudTc)],
- Quasi-transitive si [(aTbetbTc) = (@aTdoud T o)),

pour touta, b, c,d e A.
Soit T une relation binaire nette sur A. On désignera respectivement par 1(T) et a(T) la partie

symétrique et la partie asymétrique de T, c'est-a-dire les relations définies par:
ac(T)b<«> [aTbetNon(bTa)]et
auT)b<=[aTbetbTal.
On dira qu'une relation binaire nette sur A est :
- un ordre complet si elle est compléte, antisymétrique et transitive,
- un préordre complet si elle est compléte et transitive,
-~ unquasi ordre complet si elle est compléte, Ferrers et quasi-transitive,
et on notera O (resp. et Q) I'ensemble de tous les ordres complets (resp. préordres complets,

quasi-ordres complets) sur A.

Soit K un ensemble de relations binaires nettes sur A et P une relation valuée sur A. Etant
donné¢ un coefficient B € [0, 1], on dira que P est B-représentable dans K s'il existe une
fonction @ de K dans [0 ; 1] telle que :

2.0 = 1,
TekK

pour laquelle :
P@a, b) = Y o(T)- Ta(a, b), Va, beAaveca # b,
TekK
ol :
1siao(T) b,
TB (a, b) = {Bsiay(T)b,
0 sinon.

Le résultat suivant permet de caractériser de maniére "maniable” les relations pouvant €tre

obtenues avec la méthode CSG.
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Proposition 2.
Une relation binaire valuée sur A peut &tre obtenue par application de la méthode CSG si et

seulement si elle est irréflexive et O-représentable dans l'ensemble des quasi-ordres complets

sur A.

Démonstration.
a) P est irréflexive et O-représentable dans Q = P € CSG. Associons un critére i 4 tout quasi-

ordre T pour lequel ¢(T) > 0. L'ensemble A étant fini, il existe toujours (voir, par exemple
Fishburn (1970) une fonction g de A dansRtelleque, Va,be A, :

[a o(T) b] < [g(a) > g(b) + 11.

Pour obtenir P 2 I'aide de 1a méthode CSG, il suffit alors de poser :

ki=¢(T), gi=g, ti(x,y)=1six>y+ 1etOsinon.

b) P € CSG => P est irréflexive et O-représentable dans Q. Compte tenu du mode construction
de la relation P, son irréflexivité est évidente. Pour prouver qu'elle est 0-représentable dans Q,
il est suffisant de montrer que Ia relation valuée P; définie par, Va, b e A, Pia, b) = t;(g;(a),
gi(b)), est O-représentable dans Q, dés lors que t; est une fonction admissible pour la méthode
CSG. Compte tenu des propriétés classiques de la représentation matricielle des quasi-ordres et
de leurs parties asymétriques (voir par exemple Roubens et Vincke (1985)), il est clair que P;
sera O-représentable dans Q si sa matrice associée est en escalier, c'est-a-dire sl existe un
ordre complet T sur A tel que :

aTb= Pi(a,c) 2 Pi(b, c) et Pi(c,a) <Pi{c, b), Vce A,

et sur-diagonale, c'est-a-dire si :

aTb= Pib, a) =0.

La démonstration du fait que P; est en escalier et découle directement de Perny (1992) ou Perny

et Roy (1992). Puisque P; est irréflexive elle est alors nécessairement sur-diagonale, ce qui
Ol

achéve la démonstration.

On a vu que la méthode PROMETHEE était un cas particulier de la méthode CSG. La
démonstration de la proposition 2 montre que si une relation est irréflexive et O-représentable
dans Q, elle peut s'obtenir avec la méthode PROMETHEE, les fonctions t;(x, y) utilisées dans
la démonstration ne dépendant que de x - y. On en conclut qu'une relation valuée peut étre
obtenue avec la méthode CSG si et seulement si elle peut étre obtenue avec la méthode

PROMETHEE.

La proposition 2 et la remarque précédente se transposent aisément 4 la méthode de Concor-
dance Large Généralisée (CLG), identique & Ia méthode CSG 2 ceci prés que t(x, x) = 1. La
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partie concordance dELECTRE I1I est un cas particulier de la méthode CLG. 11 est clair que les
trois propositions suivantes sont équivalentes :

— R peut émre obtenue par application de 1a méthode CLG,

— R peut étre obtenue comme une relation de concordance dELECTRE 11,

— Rest réflexive et I-représentable dans Q.

La proposition 2 invite 2 s'intéresser aux conditions permettant A une relation binaire valuée
d'ére O-représentable dans I'ensemble des quasi-ordres complets. Avant d'aborder ce sujet,
rappelons que Ie probléme de la caractérisation des relation valuées O-représentables dans
'ensemble des ordres complets (la valeur 0 a donc ici peu d'importance et est choisie par
convention) a été trés étudié dans la littérature sous le nom de "probléme des probabilités
binaires de choix" (parmi les nombreux travaux abordant la question, qui remonte aux années
1950, mentionnons les contributions récentes de Dridi (1980), Fishburn (1987 et 1990),
Fishburn et Falmagne (1989), Gilboa (1990) et Cohen et Falmagne (1990) ; on trouvera une
synthése récente de ces ravaux dans Fishburn (1992) et une présentation d'ensemble en langue
frangaise dans Bouyaux (1990)). Ce probléme est difficile. Il revient 3 s'intéresser 3 I'ensemble
des facettes d'un polygdre de R™™-1) (les valeurs de la diagonale n'ayant pas d'importance
pour le probléme de la représentabilité) ayant 101 = m! sommets. Nous ne chercherons pasicia
tenter une présentation exhaustive des résultats contenus dans les travaux qui viennent d'étre
mentionnés. On se contentera de mentionner quelques points importants pour notre propos.

Pour tout triplet a, b, ¢ d'actions distinctes de A , les conditions suivantes sont nécessaires
pour que P soit O-représentable dans O ;

P(a,b) + P(b,a)=1et (1)
P(a, b) + P(b,c) < 1 + P(a, c). - (2)
Soit T un ordre complet. Sa partie asymétrique o(T) est alors faiblement compleéte, ce qui
implique 1a nécessité de (1), et transitive, ce qui implique la nécessité de (2). Notons que (2) est
une condition nécessaire pour la O-représentabilité dans tout ensemble de relation binaires dont
les parties asymétriques sont transitives, ce qui est le cas avec P et Q, mais aussi, plus
généralement, pour I'ensemble des ordres d'intervalles (relations complétes et ferrers), des
ordres partiels (relations réflexives, antisymétriques et transitives), des préordres pattiels
(relations réflexives et transitives), etc. Cette condition est généralement présentée sous la
forme de I'inégalité "triangulaire” :

P(a, b) + P(b, ¢} 2 P(a, c). (2bis)
qui lui est équivalente compte tenu de (1)..
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Les conditions (1) et (2) sont suffisantes pour la O-représentabilité dans O lorsque m < 5 (cf.
Dridi (1980) et Fishburn (1987)). Elles ne Ie sont plus dés lors que m 2 6 comme suffit & le
montrer Fexemple classique suivant (voir par exemple Gilboa (1990)) :

P a b c d e f
e 1121172 1 1 112
21 11211 (12] 1
121121« {12] 1 1
O | 0 [1/2( « [1/2(1/2
0 (1/2] 0 |1/2) o |1/2
/21 0 | 0 11/2(1/2] =
Sur cet exemple, on vérifie aisément que la relation P satisfait bien aux conditions (1) et (2). I
est pourtant impossible qu'elle soit O-représentable dans O. En effet, seuls Ies ordres totaux T

il ILCIN =T T I o

tels que :

aTd,aTe,bTd,bTf,cTeetcTH, 3)
sont candidats pour représenter T. Or, tout ordre total T vérifiant (3) ne peut satisfaire qu'a au
plus l'une des trois relations : f Ta, e T b, et d T ¢. Il est donc impossible d'avoir simul-

tanément P(f, a) = 1/2, P(e, b) = 12 et P(d, ¢) = 1/2.

On sait qu'il est impossible d'obtenir un ensemble fini de conditions nécessaires et suffisantes
assurant, pour tout m, qu'une relation valuée soit O-représentable dans O (cf. Fishburn (1990)
ou Fishburn et Falmagne (1989)). Un tel ensemble de conditions existe cependant pour chaque
valeur de m. La découverte de telles conditions pour m = 6, 7, ... est un probleéme ouvert et
difficile (Fishburn (1992) mentionne un résultat récent, obtenu par énumération, de G. Reinelt

donnant de telles conditions pour m = 6).

Dans le contexte des travaux qui viennent d'étre cités, on suppose que P(a, b) s'interpréte
comme la probabilit€ qu'un individu choisisse I'objet a au sein de 'ensemble d'objets distincts
{a, b). Si P est représentable dans O, tout se passe comme si I'individu effectuait son choix en
accord avec un ordre complet tiré au sort parmi les éléments de O avec une certaine distribution
de probabilité. Dans un tel contexte, intéressons-nous au probleme plus général de le représenta-
tion de P dans un ensemble K de relations complétes. Supposons la relation T € K, choisie par
l'individu au moment d'effectuer un choix dans {a, b}, a et b étant distincts. Si a (T) b, il est
alors naturel de supposer que l'individu choisira a ou b avec une chance sur deux. Hormis Ie
cas de la représentabilité dans O, pour lequel cette question n'a pas d'importance, il est donc
naturel dans le contexte des probabilités bindires de choix de s'intéresser a la 1/2-représentation
des relations valuées dans un ensemble de relations complétes. Ceci explique que, dans ce
contexte, le probleme de la 1/2-représentabilité dans /> ne soit jamais mentionnée. En effet si T
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est un préordre complet, la relation valuée traduisant les "probabilités binaires de choix" naturel-
lement associée & T dans ce contexte (en posant V a,be A aveca#b, T(a,b)=1sia oa(D) b,
T(a, b) = 1/2 si a W(T) b et T(a, b) = 0 sinon) est toujours O-représentable dans O, ceci
découlant du fait que les préodres sont de dimension 2. On comprend cependant plus
difficilement pourquoi (3 moins de considérer les quasi-ordres comme des formes peu
“rationnelles” d'expression de préférences) le probleéme de la 1/2-représentabilité dans Q na
jamais, & notre connaissance, été étudié. En effet, L'existence de quasi-ordres de dimension 3
dés lors que m 2 7 (cf. Rabinovitch (1978)) implique, dans ce cas, que le probléme de la 1/2-
représentabilité dans Q (et a fortiori dans I'ensemble des ordres d'intervalles ou des ordres
partiels) est distinct de celui de 1a O-représentabilité dans O (on le vérifiera aisément sur les trois
seuls types de quasi-ordres de dimensions 3 présentés dans Rabinovitch (1978)). 1l est aisé de
constater que (1) et (2) restent des conditions nécessaires pour la 1/2-représentabilité dans Q.
En vertu de ce qui précéde, elles ne sont suffisantes que si m < 5. Le cas m = 6 est identique au
probléme de la O-représentabilité dans O. Lorsque m > 7, tout laisse croire que le gain de
"degres de libert€" qu'on opére avec ce probleme plus général ne le rend pas beaucoup moins
ardu que le probleme classique de la O-représentabilité dans O. Notre probléme étant celui de Ia

O-représentabilité dans Q, nous n'aborderons pas ce point plus avant.

Ce qui précéde invite & s'intéresser, pour le probléme de Ia O-représentabilité dans Q, aux

conditions :
P(a,b)+ P(b,a)<1et (1bis)
P(a, b) + P(b,c) <1 + P(a, ¢). 2)

Leur nécessité pour Ia O-représentation dans Q est évidente (notons qu'avec (1bis), (2) n'est
plus €équivalente i l'inégalité triangulaire (2bis)). Le fait qu'elles soient également nécessaires
pour la O-représentabilité dans I'ensemble des ordres d'intervalles ou des ordres partiels, invite
4 croire qu'elles ne sont pas suffisantes des lors que m est suffisamment grand pour que Q soit
distinct de ces ensembles (ce qui, bien siir, le cas pour m 2 4), L'exemple suivant montre qu'il

€n va bien ainsi ;

Pla|b|c]|d
a | |0 ]12]12
b0} e |12]0
c |0 [1/2] « |12
d (120 {0 | e
Il est élémentaire de constater que P vérifie bien (1bis) et (2). Supposons que P soit O-représen-
table par une famille de quasi-ordres. L'efisemble de ceux pour lesquels b a(T) ¢ doit recevoir
un poids de 1/2. Pour ces quasi ordres, il est exclu d'avoir ¢ o(T) d car alors on aurait b o(T) d
par transitivité. L'ensemble de ceux pour lesquels ¢ a{T) b doit recevoir tout le "poids restant”
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C'est-a-dire 1/2. Pour ces quasi ordres, il est exclu d'avoir a o(T) ¢ car alors on aurait a a(T) b
par transitivité. Si la relation P est O-représentable dans Q. elle doit donc I'éwre par deux
familles de quasi-ordres vérifiant respectivement :

baMc,aa(TDcet

ca(T) b, co(T) d.
Pour aucun quasi-ordre du premier sous-ensemble on ne peut avoir d «(T) a, car alors on

aurait d o(T) ¢ par transitivité. Mais d o(T) a est impossible dans le deuxi®me sous-ensemble
puisque la transitivité impliquerait alors ¢ o(T) a. Il est donc impossible que P soir O-représen-
table dans Q.

Notons que le raisonnement qui précéde n'utilise que la transitivité de la partie asymétrique. Cet
exemple montre donc également que (1bis) et (2) ne sont pas suffisantes pour assurer la (-
représentabilité d'une relation valuée dans tout sous-ensemble de relations nettes dont la partie
asymétrique est transitive dés lors que m 2 4. Une preuve fastidieuse mais simple montre que
(1bis) et (2) deviennent suffisantes pour la O-représentabilité dans Q lorsque m =3 (et donc par
conséquent dans tout ensemble de relations nettes dont la partie asymétrique est transitive),

Nous ne la reproduisons pas ici.

1l y a donc tout lieu de croire que, de méme que pour le probléme des "probabilités binaires de
choix", Ia caractérisation de CSQ se heurte a des probleémes difficiles dés lors que m dépasse
quelques unités. Compte tenu de I'exemple avec m = 4 qui vient d'étre donné, nous ne

poursuivrons pas plus avant dans cette voie.

Le fait de ne pas disposer de caractérisation simple de CSG pour toute valeur de m invite 3
chercher  tirer directement parti des propriétés de CSG telles que I'on peut les inférer 3 partir
de la proposition 2. En particulier, notons que si I'on impose dans 1a méthode CSG aux
fonctions t; et aux coefficients k; de prendre leurs valeurs dans 'ensemble des rationnels,
hypotheése fort peu restrictive en pratique, toute relation P de CSG peut s'interpréter de maniére
simple comme le résumé d'un "scrutin” o chaque votant indiquerait sa préférence sur les
objets de A par un quasi-ordre complet. Les valeurs P(a, b) représentent alors simplement le
pourcentage de votant ayant déclaré que "a est strictement préféré a b". Dans un tel contexte, la
procédure d'exploitation utilisée dans PROMETHEE 11 qui pré-ordonne complétement les
actions de A sur la base de leur "flot net" apparait comme le résultat de la méthode de Borda
appliqué au scrutin dont il vient d'étre question. Cette analogie est exploitée 3 la section
suivante, oil, i titre d'exemple, 1'on montre que l'on peut transposer dans notre cadre, de
manié¢re immédiate, les résultats en théorie du choix social caractérisant la méthode de Borda.
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4. Une caractérisation de la procédure de rangement du flot net.

Dans le contexte de 1a théorie du choix social, la méthode de Borda, en tant que procédure de
choix, a été caractérisée par Young (1974) (sa démonstration a été considérablement simplifiée
par Hansson et Sahiquist (1976) et Debord (1987) ; pour une approche alternative, utilisant un
procédé de démonstration fort différent, on pourra se reporter 4 Nitzan et Rubinstein (1981)).
Montrons ici, 4 titre d'exemple, comment on peut adapter ce résultat de manitre immédiate pour
caractériser la procédure du flot net d'une maniére qui soit adaptée 3 la méthode CSG. Dans
tout ce qui suit A désignera toujours un ensemble d'actions fini et non vide.

Notons V I'ensemble des relations binaires valuées sur A. Etant donné un ensemble K © / de
relations valuées, une K-procédure de rangement est une fonction F associant 3 tout élément de

K un préordre complet sur A.

La procédure du flot net FNF est une K-procédure de rangement telle que, V Pe K,V a,be
A:

NF
aF"" (P)b < snp(a, P, A) 2 syp(b, P, A)

~

ou

sNe@ P, A) = Y (P(a, ¢) - P(c, a)).
ceA
Cette procédure de rangement (sur l'utilisation du flot net en tant que procédure de choix, on

pourra se reporter & Barret et al. (1990)) suppose, bien sfir, que les valuations manipulées
posseédent certaines propri€tés "cardinales”. On ne se posera pas ici la question de relier
T'existence de ces propriétés & un mode particulier d'obtention des élément de K.,

La procédure du flot net en tant que V/-procédure de rangement a &€ caractérisée par Bouyssou
(1992). Cette caractérisation utilise toute la richesse de I'ensemble de toutes les relations
valuées et donc ne se transpose pas de fagon évidente au cas des K-procédures de rangement
avec K # V. Nous caractériserons ici la procédure du flot net en tant que K-procédure de ran-
gement pour tout ensemble K qui :
— soit stable par permutation, c'est-a-dire tel que :

Pe K=PcK,

oll ¢ est une bijection de A dans A et P? est une relation valuée telle que, V a,be A,

PY(a, b) = P(¢" (@), ¢ (b)),
— soit stable par transposition, c'est-3-dire tel que :

VPe K,3P'e Ktelque,Va,be Aaveca=b, P(a, b) = P(b, a).
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— soit convexe, c'est-a-dire tel que, Vye )0, 1], :

P,PPe K= PyP'e K,

ol PyP’ est une relation valuée telle que, V a, be A, PyP’(a, b) =1P(a, b) + (1 - 1P'(a, b),
— contiennent les ordres complets, c'est-2-dire tel que :

VTe 0,3T*e Ktelque, Va,be Aavecazb,aThe T b)=1 etNon(aTh) &

T*(a, b) = 0.

Il est clair que / est stable par permutation, stable par transposition, convexe et contient les
ordres complets. En vertu de la proposition 2, il en va de méme pour CS8G. Dans tout ce qui
suit, K désignera un sous-ensemble de V/ stable par permutation, stable par transposition, con-

vexe et contenant les ordres complets.

On dira qu'une K-procédure de rangement F est neutre si, VPe K, Vo e I'(A), Va, b e

A,

a F(P) b & ¢(a) F(P%) ¢(b),

ol I'(A) désigne l'ensemble des bijections de A dans A.

Cet axiome impose qu'une procédure de rangement ne prenne pas en compte 1"identité"” des
actions pour bétir un préordre (une procédure non neutre consisterait, par exemple, 2 toujours
ranger les actions dans l'ordre lexicographique de leurs noms). I s'agit d'une propriété
classique dans ce contexte. II est évident que Ia procédure du flot net est neutre.,

On dira qu'une K-procédure de rangement F est égalitaire si, V P e K,

[P(a, b) =P(b,a), Va,be Al = [F(P) = Id],

ou Id désigne le préordre complet sur A ne comportant qu'une seule classe d'équivalence (c'est-
a-diretelquealdbetbIda, Va,be A)

L'ensemble K étant convexe et contenant les ordres complets, il contient bien des relations pour
lesquelles I'axiome d'égalitarisme trouve 2 s'appliquer. Cet axiome impose qu'une relation
valuée symétrique conduise 2 placer toutes les actions A dans une méme classe d'équivalence.
Ceci semble raisonnable dés lors que I'on cherche une préordre complet comme résultat, ce qui
est bien le cas ici. Notons que cet axiome parait, en revanche, critiquable pour ce qui concemne
les procédures visant a4 obtenir un préordre partiel, c'est-a-dire une relation réflexive et
transitive. I interdirait alors de distinguer les situations d'indifférence des situations d'incom-
parabilité. La procédure du flot net est, bien siir, égalitaire.

Soit T une relation appartenant a I'ensemble O des ordres complets sur A. L'ensemble K
contient par hypothése une relation T* correspondant 3 T (qui n'est autre que la fonction
caractéristique de T aux problémes de réflexivité prés). Dans un tel cas il semble raisonnable
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- pour le "respect des données” (cf. Vincke (1992)) que F(T*) coincide avec T. C'est ce qu'im-
pose l'axiome de loyauté. De facon formelle, une K-procédure de rangement F sera dite loyale
si, VPe K,
Pe Oet,Va,be Aaveca=b, (aPb < P*a,b)=1] et [Non(a T b) &S THa, b =0]=
F(P*) =P,
1I est clair que la procédure du flot net est loyale.

La convexité de K est utilisée pour introduire un axiome portant sur le résultat de la com-
binaison linéaire de deux relations valuées. On dira qu'une K-procédure de rangement F est
cohérente si, VP, P’e K,V a,be A,Vye ]0, 1],

[aF(P) b eta F(P") b] = a F(PYP) b et

[aF(P) b et a a(F(P")) b] = a a(F(PyP")) b.

o PP’ désigne la relation de K obtenue par combinaison linéaire de P et P’ avee les coef-
ficients y et (1-y).

Puisque, snp(a, PYP’, A) = ysnp(a, P, A) + (1 - Y)snp(a, P, A), il est évident que la procédure
du flot net est cohérente. L'axiome de cohérence se Jjustifie aisément dans le cadre des
méthodes CSG et CLG. Soit P la relation valuée obtenue avec une de ces méthodes sur une
famille de n criteres et F(P) le préordre résultat. Partitionnons la famille de critéres en deux
sous-ensembles et appliquons maintenant la méme méthode 3 chacun d'entre eux, ce qui donne
des relations valuées P’ et P” et des préordres résultats F(P’) et F(P”). Si ces deux préordres
comparent deux actions de fagon identiques, il semble raisonnable d‘iniposer que cette
comparaison soit préservée dans le préordre obtenu en considérant I'ensemble des critéres.
Puisque, dans le cadre des méthodes CSG et CLG, P = PyP”, on voit alors I'intérét de
l'axiome de cohérence. Notons qu'avec ELECTRE III, s'il est tout aussi raisonnable d'imposer
une méme cohérence entre les comparaisons sur des sous-familles et la comparaison globale,
Jaxiome de cohérence ne se justifie plus puisque, du fait de la prise en compte de la discordan-

ce, on n'a pas P = P'yP”,

On a introduit quatre axiomes 3 propos des K-procédures de rangement. La proposition

suivante montre qu'ils caractérisent la procédure du flot net,

Proposition 3.
Pour tout ensemble K stable par permutation, stable par transposition, convexe et contenant les

ordres complets, la procédure du flot net est la seule K-procédure de rangement qui soit neutre,

égalitaire, loyale et cohérente.
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On a déja observé que la procédure du flot net était neutre, égalitaire, loyale et cohérente, La
démonstration du fait qu'elle soit la seule K-procédure de rangement 2 satisfaire ces axiomes

revient A transposer les démonstrations de Young (1974), Hansson et Sahlquist (1976) et
Debord (1987) 4 notre cadre ; on la donnera en annexe.

Complétons cette proposition par quelques remarques.

i) Les quatre axiomes utilis€s pour caractériser la procédure du flot net sont indépendants
comme le montrent les exemples suivants.

I-Soit®: A — {1,2, ..., m} une bijection.

Definissons une procédure de rangement F telle que :

aFP) b < s(a, P, A) > s(b, P, A),

avec, Vce A,

sc, P, A) = Y @(d).(P(c, d) - P(d, c)).

deaA
Cette procédure de rangement est égalitaire, loyale et cohérente mais n'est pas neutre.

2- Définissons une procédure de rangement F telle que :
a F(P) b & s(a, P, A) = s(b, P, A),

avec,Vce A,

s(c, P, A) = 3 P(c, d).

deA
Cette procédure de rangement est neutre, loyale et cohérente mais n'est pas égalitaire.

3- Définissons une procédure de rangement F telle que :
aF(P) b < s(a, P, A) 2 s(b, P, A),
avec,Vce A,
s(a, P, A) = - syp(a, P, A).
Cette procédure de rangement est neutre, égalitaire et cohérente mais loyale.
4- Définissons une procédure de rangement F telle que :
aF(P) b < s(a, P, A) 2 5(b, P, A),
avec, Vce A,
s, P, A) = Y (Pc, d? - P, 0)?).
de A
Cette procédure de rangement est neutre, €galitaire et loyale mais n'est pas cohérente.

1l n'est difficile, sur la base des exemples qui viennent d'étre présentés, de montrer que ces

quatre axiomes sont complétement indépendants.
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ii) La proposition 3 permet de caractériser la procédure du flot net en tant que V/-procédure de
rangement. On déraillera en annexe les liens existants entre cette caractérisation et celle

proposée dans Bouyssou (1992).

iii) Comme le montre Debord (1987), dans le cadre de le théorie du choix social, on peut
utiliser 1a proposition 3 pour caractériser la procédure du flot net itéré. Cette procédure de
rangement conduit, dans sa version descendante, 3 un préordre complet ol sont classées en téte
toutes les actions ayant un flot net maximal puis en deuxi®me position celles ayant flot net
maximal, ce flot net étant calculé sur I'ensemble des actions non encore rangées, ¢t ainsi de
suite. La procédure du flot net itéré descendant est, de fagon évidente, neutre, égalitaire et
loyale. Des exemples simples permettent de s'assurer qu'clle pas cohérente. Elle cependant
“cohérente en téte" au sens o, si une action appartient i la fois i Ia premicre classe d'é-
quivalence de F(P) et F(P°), elle appartiendra ¢galement 2 la premigre classe d'équivalence de
F(PyP’). Les axiomes de neutralité, d'égalitarisme, de loyauté et de cohérence en téte sont
cependant insuffisants pour caractériser la procédure du flot net itéré descendant : 1a cohérence
impliquant la cohérence en téte, la procédure du flot net satisfait bien & ces quatre axiomes.
Pour parvenir 4 caractériser cette procédure, il faut introduire un axiome "capturant” son coté
itératif. On utilisera pour cela un axiome de "décomposabilité vers le bas", imposant que le
retrait de 'ensemble A des actions classées en téte dans F(P) ne modifie pas le classement des
autres actions. On trouvera I'énoncé formel de cette propriété dans Debord (1987). Si elle peut
apparaitre trés exigeante, elle n'est pas sans intérét dans les problémes réels lorsque des "désis-
tements” sont susceptibles de se produire. Ce nouvel axiome ajouté aux quatre déji présentés
permet de caractériser la procédure du flot net itéré descendant. La démonstration de cette
proposition découle de fagon simple de le proposition 3. On 'omettra donc ici. Précisions enfin
que nous ne connaissons pas de systéme d'axiomes caractérisant cette procédure oil I'on peut
faire I'économie de la "décomposabilité” et qui permettrait de faire ressortir de maniére moins

triviale le caractére itératif de Ia procédure.

iv) Considérons i présent la procédure de rangement fondée sur la "distillation" du flot net. Elle
opére comme la procédure du flot net itéré i ceci pres que si, 3 une étape donnée du processus,
plusieurs actions ont un flot net maximal, on tentera de les départager sur la base de leur flot net
calculé enwre elles, de fagon analogue i ce qui est fait dans la procédure d'exploitation
d'ELECTRE III. De fagon évidente, cette procédure est neutre, égalitaire, loyale et décom-
posable vers le bas. Elle n'est cependant pas cohérente en téte comme le montre l'exemple
suivant (on notera que les relations utilisées dans cet exemple appartiennent bien 4 CSQ).
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Pila[b|cld
a (010 :14]0
b |1/8] 0] 0 |14
c |0 f1/4] 0 |1/8
d|O0j0{0]oO

Avec la relation P, a, b et ¢ ont un flot net maximal de 1/8. Si on cherche i départager a, b, et ¢

sur la base de leur flot net, a arrive seule en téte.

PPl al]b)lc|d
a |l 0]0] 0|14
b |18 0 [1/4{ 0
c 010 ;01]0
d | 0 [1/4]1/8] 0
Avec la relation P’, a, b et d ont un flot net maximal de 1/8. Encore une fois chercher 3
départager a, b et d sur la base de leur flot net conduit 3 placer a seule en téte.

Considérons & présent 1a relation P1/2P”. Dans cette relation a et b ont un flot net maximal de

1/8. Chercher a les départager conduit alors 3 placer b seule en téte.
La caractérisation de la procédure du flot net distillé souldve des problémes délicats. Nous ne

les avons pas résolus i ce jour.

5. Conclusion.

Ces quelques remarques a propos des méthodes de construction et d'exploitation de relations
de surclassement laissent bien des questions ouvertes. Nous soulignons brigvement ici les
quelques directions qui nous sembient les plus importantes et/ou prometteuses.

On a souligné a plusieurs reprises que les résultats des propositions 1 et 2 étaient loin d'épuiser
tous les liens qu'il serait utile d'analyser pour assurer une "bonne interface” entre méthodes de
construction et procédures d'exploitation de relations de surclassement. Le probléme de
l'interprétation des valuations dans les méthodes bétissant une relation valuée et son corollaire
€n termes d'opérations admissibles sur ces valuations reste largement ouvert. 1l s'agit 1 d'un
point essentiel pour l'analyse des méthodes de surclassement prises dans leur ensemble.

Pour ce qui concerne la caractérisation des relations de surclassement pouvant étre obtenue avec
une méthode donnée, bien des problémes restent ouverts. On a mentionné la question de la
taille minimale des jeux de données & propos de la proposition 1. De plus, beaucoup reste a
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faire pour aller au dela de la proposition 2. On trouvera dans Fishburn (1987) une liste de
problémes ouverts & propos de la question de la représentabilité. A cette liste, il faut ajouter
ceux mentionnés 3 la section 3 : probléme de O-représentabilité dans l'ensemble des quasi-
ordres, des ordres d'intervalles et des ordres partiels dés lors que m > 4, probléme de 1a 1/2-
représentabilté dans I'ensemble des quasi-ordres lorsque m 2 7. Enfin, notre analyse ne couvre
qu'une partie des méthodes existant pour construire une relation de surclassement.

L'analyse présentée au 4 pourrait étre étendue a d'autres procédures de rangement. Cependant
il serait plus satisfaisant de parvenir 3 axiomatiser I'ensemble d'une méthode de surclassement,
c'est-a-dire un couple méthode de construction, procédure d'exploitation. Un tel travail
réglerait du méme coup les problémes d"interprétation” et d"'opérations admissibles" déja

mentionnés.
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Annexes

I. Démonstration de la Proposition 3.
Elle repose sur deux lemmes.

Lemme 1. Si F est une K-procédure de rangement neutre, égalitaire et cohérente alors,V P €
K, [snp(2, P, A) =0, Vae Al = [F(P) = Id].

Démonstration du Lemme 1. Soit P € K telle que syp(c, P, A)=0, Vc e A. Supposons, en
contradiction avec la thése, que UFP)) = A, UEP)) désignant les éléments de la premiére
classe d'équivalence de P. Soit a € U(F(P)) et notons I'*(A) I'ensemble des bijections dde A
dans A telles que ¢(a) = a. Notons P2 I'élément de K barycentre de I'ensemble des relations P®
avec ¢ € I'(A). Puisque, par hypothése, syp(a, P, A) = 0, il n'est pas difficile de constater que
P? est symétrique. L'axiome d'égalitarisme implique alors F(P?) = Id.

Appliquons & présent l'axiome de neutralité i chacune des relations P? avec ¢ € ' A). Par
construction, V ¢ € I"'*(A),a e U(F(P¢)). Compte tenu du mode de construction de P?
permutant toutes les actions autres que a, I'axiome de cohérence implique {a} = UF(P?)), ce
qui est contradictoire et achéve la preuve du Lemme 1. ]

Lemme 2. §i F est une K-procédure de rangement neutre, ¢galitaire et cohérente alors,V P, Q
€ K, [sNr(a, P, A) = snp(a, Q, A), V a € Al = [F(P) = F(Q)].

Démonstration du Lemme 2. Par construction, P12Q! et Q112P* satisfont aux conditions du
Lemme 1. On a alors F(P12Q") = F(Qi/2PY) = Id. L'axiome de cohérence implique :

F(P) = F(P12(Q12PY)) = F((P12Q)12(P1/2PY) et

F(Q = F(Qu2(P12QY) = F((Qi12P)12(Q12QY).

Par construction, les relations P12Pt et Qi12Q! sont symétriques et donc, d'apres l'axiome
d'€galitarisme, F(P12PY) = F(Q12QY = Id. L'axiome de cohérence implique alors F(P) =
F(Q), ce qui achéve la preuve du Lemme 2. O

Démonstration de la Proposition 3. Il nous faut montrer que si F est neutre, égalitaire,
cohérente et loyale alors, V Pe K,V a,be A, a F(P) b & snp(a, P, A) = snp(b, P, A), ce
qui est équivalent a :

sNF(a, P, A) = sNp(b, P, A) => a [F(P)] b et @)
SNF(a, P, A) > snie(b, P, A) = a o[F(P)] b. (s))
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Supposons tout d’abord que sNr(a, P, A) = syp(b, P, A) et posons a F(P) b, sans perte de
geénéralité. Soit 6 la bijection de A dans A telle que 8(a) = b, B(b) = a et Bc)=c,Vc € A\{a,
b}. Ona, V ¢ € A, snr(c, P, A) = syr(c, P%, A). Le Lemme 2 implique alors F(P) = F(PY).
OnadoncaF (Pe) b et I'axiome de nentralité implique b F(P) a, ce qui démontre (a).
Supposons 4 présent que sNg(a, P, A) > syr(b, P, A) et b F(P) a. Posons & = sne(a, P, A) -
SNF(b, P, A). Considérons alors un ordre complet T sur A ol b occupe I'avant derniére place
juste avant a. L'axiome de loyauté implique F(T*) = T et donc b alF(T*)] a.

On a snr(a, T*, A) = (1 - p) et sNg(b, T#, A) = (3 - p). Posons y=2/(2 + 8). Onaye 10; 1[
et, par construction, sNr(a, PYT*, A) = snp(b, PYT*, A). Le point (a) implique alors
a l[F(PyT*)] b. Puisque b F(P) a et b a[F(T*)] a, l'axiome de cohérence implique

b ofF(PYT*)] a, ce qui est contradictoire. On a donc établi (b) ce qui achéve la démonstration

de Ia proposition 3. LJ

II. Procédures de rangement sur I'ensemble des relations valuées.

Pour caractériser la procédure du flot net en tant que \/-procédure de ran gement, Bouyssou

(1992) introduit les axiomes suivants.

Une /-procédure de rangement F est strictement monotone si, V R e V,Vabe A,
aF(R)b = a ofF(R)] b,

oll R” € V/ est identique A R 2 l'exception de :

Jce A\{a} tel que R(a, ¢) <R’(a, ¢) ou R(c, a) > R’(c, a).

Une {-procédure de rangement F est indépendante des circuits si, VRe V,

F(R) = F(R)),

oll R” € V estidentique & R 4 l'exception de :

Ja,be A azbetR(a, b) - R’(a, b) = R(b, a) - R’(b, a) ou

da,b,ce A,a#b,b#c,a#cetR(a b)-R(a, b) = R(b, ) - R’(b, ¢) =R(c, a) - R(c, a).

On a alors :

Proposition (Bouyssou (1992). La procédure du flot net est la seule /-procédure de ran-

gement neuire, strictement monotone et indépendante des circuits.

La proposition suivante précise les liens entre ces axiomes et ceux utilisés  la section 4.
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Proposition. Soit F une \/-procédure de rangement.

(a) Si F est neutre, égalitaire et cohérente alors elle est indépendante des circuits.

(b) 51 F est neutre, égalitaire, cohérente et loyale alors elle est strictement monotone.

(c) SiF est neutre et indépendante des circuits alors elle est égalitaire.

(d) Si F est neutre et strictement monotone alors elle est loyale.

(e) SiF est neutre, strictement monotone et indépendante des circuits alors elle est cohérente.

Démonstration.
(a) Soit F une procédure de rangement neutre, égalitaire et cohérente. Soit R e /. Considérons

larelation R’ € V/ identique 3R 2 I'exception d'un couple (a, b) avec a # b sur lequel R(a, b) -
R’(a, b) = R(b, a) - R’(b, a). On peut supposer sans perte de généralité que R(a, b) - R’(a, b) =
&> 0. Considérons la relation identiquement nulle Nu & V et la relation T € V/ identique 4 Nu
& l'exception de T(a, b) = T(b, a) = €. Si F est égalitaire on a F(T) = F(Nu) = Id. L'axiome de
cohérence implique alors F(R12T ) = F(R) et F(R12Nu) = F(R"). Par construction on a R 12T
= R’12Nu d'od F(R) = F(R"). F est donc indépendante des circuits de longueur 2 si elle est
égalitaire et cohérente. _

Considérons maintenant la relation R” € |/ identique A R 2 I'exception d'un triplet (a, b, ¢)
aveca# b, b= ¢, c #a, sur lequel R(a, b) - R”(a, b) =R(b, ¢) - R”(b, ¢) = R(c, a) - R”(c, a).
On peut supposer sans perte de généralité que R(a, b) - R”(a, b) = £ > 0. Considérons les
relations §’, $” e V/, toutes deux identiques 2 Nu 2 I'exception de :

5’(a, b) = §°(b, ¢) = §’(c, a) = € d'une part et

5”(b, a) = §”(c, b) = §"(a, ¢) = € d'autre part.

L'axiome de neutralité implique que dans F(S") :

— les actions a, b et ¢ sont nécessairement dans une méme classe d'équivalence.

— toutes les autres actions sont dans la méme classe d'équivalence.

Appliquons 'axiome de neutralité A S’ en échangeant a et c. Il en résulte F(8") =F(8”). La
relation §128” est symétrique par construction. L'axiome d'égalitarisme implique done que
F(8’128") = 1d. Si F(§") # Id, on aboutit alors i une contradiction en utilisant I'axiome de
cohérence. On a donc F(S") = Id. L'axiome de cohérence implique alors F(R1/25") = F(R) et
F(R"112Nu) = F(R"). Puisque, par construction, R1/28’ = R”12Nu on a F(R) = F(R").

(b) Soit F une procédure de rangement est neutre, égalitaire, cohérente et loyale.

Le fait que F soit strictement monotone résulte de facon immédiate de Ia proposition 3.
Contentons nous de montrer ici que la monotonie stricte ne peut se déduire & moins de con-
sidérer simultanément les quatre axiomes. Quatre exemples suffiront.
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1- Définissons une procédure de rangement F telle que :
aF(R)b e s(a, R, A)2s(b, R, A),
avec, Vce A,
s(c, R, A) = ZR(C, d).
de A
Cette procédure de rangement est neutre, loyale et cohérente. Elle n'est ni égalitaire ni
stricternent monotone.
2- Définissons une procédure de rangement F telle que :
aF(R)b & s(a, R, A)2s(b, R, A),
avec, Vce A,
s(a, R, A) =- snp(a, R, A).
Cette procédure de rangement est neutre, égalitaire et cohérente. Elle n'est ni loyale ni
strictement monotone.
3- Définissons une procédure de rangement F telle que

R si R est un ordre complet,
FR) = .
1d sinon.

Cette procédure de rangement est neutre, égalitaire et loyale. Elle n'est ni cohérente ni

stricternent monotone.
4- Particularisons un couple d'action a, b € A. Définissons une procédure de rangement F telle
que:
FR) = {Id si R(_c, d) = R(d,c),Vc,d e A,
esttelle que cF(R)d < s(c, R, A) 2 s(d, R, A) sinon,

avec
s(a, R, A) =snr(a, R, A) + R(b, a) et

s{c, R, A) =snr(c, R, A) +R(a, b), V ¢ € A\{a).

Cette procédure de rangement est égalitaire, loyale et cohérente. Elle n'est ni neutre ni stric-

tement monotone,

(c) Soit F une procédure de rangement est neutre et indépendante des circuits. F étant neutre on
aF(Nu) =Id. De plus siR € V esttelle que R(a, b)=R(b, a), V a,b e A, l'indépendance des
circuits implique F(R) = F(Nu). On a donc F(R) = Id.

(d) Soit F une procédure de rangement est neutre et strictement monotone.

Il est aisé de montrer que si F est strictement monotone, ona, VRe V/,V a,be A,
aFR) b = a o[F(R")] b, o

oit R” € I/ estidentique & R 4 I'exception de :

Jd e A\{b} tel que R(b, d) > R’(b, d) ou R(d, b) < R’(d, b).
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Soit T un ordre complet sur A. Supposons qu'il existe a, b & A tel queaTbetbFT)a, en
contradiction avec 1'axiome de loyauté. Considérons la relation T’ identique & T & l'exception
de:

T'(b, c) =T(a, ¢), T'(c, b) =T(c,a), Vc e Aet

T'(a, d) =T(b,d), T(d, a) = T(d, b), V d e A.
Puisque a T b, on peut passer de T & T’ en faisant usage de I'axiome de monotonie stricte.

Puisque, par hypothése, b F(T) a, on a donc b o[F(T")] a. En considérant la permutation
€changeant a et b, I'axiome de neutralité implique a F(T") b, ce qui est contradictoire. F est

donc loyale.

(e) Soit F une procédure de rangement est neutre, strictement monotone et indépendante des
circuits. Le fait que F soit cohérente résulte de fagon immédiate de la proposition démontrée
dans Bouyssou (1992). On montrera ici que la cohérence ne peut se déduire & moins de
considérer simultanément les trois axiomes. Trois exemples suffiront.

1- Définissons une procédure de rangement F telle que :

aF@P)b < s(a, P, A) 2 s(b, P, A),

avec,Vce A,

s P, A) = Y (P(c, d)? - P(d, o).

deA
Cette procédure de rangement est neutre et strictement monotone. Elle n'est ni indépendante des

circuits ni cohérente.
2- Définissons une procédure de rangement F telle que :
R si R est un ordre complet,

FR) = .

{Id sinon.
Cette procédure de rangement est neutre et indépendante des circuits. Elle n'est ni strictement
monotone ni cohérente.
3-Soit @ : A — {1, 2, ..., m) une bijection.
Définissons une procédure de rangement F telle que :
aF(P) b s(a, P, A) > s(b, P, A),
avec, Vce A,
s, R, A) = (snp(c, R, A) + m)®©),
Cette procédure de rangement est strictement monotone et indépendante des circuits. Elle n'est

ni neutre ni cohérente.
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