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point de vue a.o la conception des PAMC que de I'exploi-
ment. Nous reviendrons sur ceg questions au 5.5 et au 6.5,

¢e domaine, tant du
tation du surclasse

Chapitre 4

PROCEDURES D’AGREGATION
MULTICRITERE CONDUISANT A UN
CRITERE UNIQUE DE SYNTHESE

RESUME

L’objet de ce chapitre est P'étude des PAMC visant & établir un 8I.p. sur
: I'ensemble des actions en bitissant un critdre unique de synthése g(a) = V(g,,
Mw “ . Bas vees W:w.

Ces diverses PAMC se différencient principalement par les propriéés et le
pouvoir discriminant qu’elies conferent 4 ce critére de synthése,

La section 4.2 est consacrée & 1'étude des PAMC qui btissent un vrai-critére

de synthse. On y étudie plus particulidrement la PAMC additive conduisant
& poser ;

8@ = vi[g,(a)] + vy[gy(a)] + ... + v,[g.(a)]

qui est analysée tant du point de vue axiomatique que de celui de sa mise en
®uvre,

Apres avoir rapidement passé en revue d’autres fagons de parvenir a un vrai-
crittre de synthese, on consacre la section suivante 2 I'étude des PAMC visant
: & I'établissement d’un critdre unique de synthése muni de seuils de discrimina-
| tion. Bien que 1'intérét de ce type de PAMC soit trés important, on montre les

difficultés tant pratiques que théoriques que ’on rencontre lorsque 1°on souhaite
les appliquer,

La section 4.4 est consacrée aux PAMC visant 3 I'éablissement d’un critére de
synthése induisant & la fois un sr.p. sur A et un ST.p. sur I'ensemble des
nrtations A x A. Aprés avoir montré I"intérét de ce type de PAMC pour {'aide
& la décision et analysé diverses nouvelles hypothéses d’indépendance qui
apparaissent dans ce cas, on insiste plus particulidrement sur les formes
d’agrégation additives et multiplicatives.
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La section 4.5 de ce chapitre est consacrée ay cas particulier des PAMC se
fondant sur 1a théorie de Putilité espérée de Von Neumann et Morgenstern, On
monire quelles visent A batr un critére unique de synthése en se fondant sur
une description probabiliste des conséquences de Ia mise 3 exécution des
actions sans nécessairement batir un tableau de performances, Dans ce cadre,
or peul envisager un’ grand nombre de PAMC, On se restreint, dans cette
section, A Pétude des procédures d’agrégation additives et muliiplicatives (qui

mo:rnmhomsmewEszhmm&a: pratique) et aux problames soulevés par feur
mise en ceuvre,

quelques remarques générales sur leg

problemes soulevés par ia mise en euvre des PAMC qui y sont présentées.

4.1 GENERALITES

Il est naturel et courant de fonder I’aide 2 Ia décision sur un
modele de préférences issu d’un critére g défini sur A, Lorsqu’une
analyse préalable a monté P'intérét que pouvait présenter la pri
cn compte d’une famille F de n critéres (n > 1) i

g@)2gb)=asSh

o § est une relation de surclassement globale prenant en compte
les n critéres de F.

Il importe, d2s 3 présent, d’attirer I'attention du lecteur sur le fait que ce
qui est dit dans ce chapitre peut avoir un intért dans des approches opération-
nelles autres que celles dy crittre unique de synthése . Dans une méthode
relevant de I'approche opérationnelle dy surclassement de synthase (A.0.2), on
pourra, par exemple, chercher 3 batir Plusieurs fonctions g conduisant dong a
plusieurs relations de surclassement globales et 3 ne relenit en définitive que
intersection de ceg différents surclassements, laissant ainsi place 3 d’éventyel-
les situations d’incomparabilité (cf, 3.3.2.3). Dans ’approche du jugement Iocal
interactif (A.0.3), on peut concevoir un protocole d’interaction fondé sur ung

'Ct 1.7,
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“succession" de fonctions d’agrégation, formellement identiques & des mnﬂw_.om
de synthése définis de fagon locale, en fonction des réponses fournies par
I'interrogé {cf, chapitre 7).

La plupart de ces PAMC cherchent 3 définir le na:w:m g sur
la base des critéres de F et donc 2 bétir une fonction d’agrégation
V telle que :

8) = V(g,(a), gy(a), ..., g,(a)).

Cette fonction V tient compte 2 la fois de H,wnmoddma.o: nowmo,nno
dans le tableau des performances et d’informations inter-critires
(cf. 3.1.6).

On verra au 4.5 qu'on peut également vouloir wmmq Vv
directement A partir du modéle d’évaluation I'(A) des actions de
A {cf. 1.5). On a donc, dans le cas plus général ;

gla) = VI@) = V({y@), &@©)),i=1,2, ..., 7).
Les différentes PAMC visant & bitir un critdre unique de
synthese se différencient principalement par :

~ la forme de la fonction V utilisée :

— la nature des informations inter-critéres qu’elles prennent en
compte & cbté du tableau des voﬁogmnowm ] ‘ trent

— le pouvoir discriminant et les propriétés qu’elles conféren

ag

La section 4.2 est consacrée 4 ’éiude des vrai-critdres ,mo
synthése. On y insiste plus uﬁnngmmaaoa,mg un Bnmo_n
d’agrégation additif. A Ia section 4.3, on aborde ’étude de crit Mom
de synthése au pouvoir discriminant plus nuancé. La section 4.
étudie des critdres de synthése permettant de comparer non
seulement des actions mais aussi des écarts oon. actions. La
théorie de l'utilité espérée fait I’objet de la section 4.5. On
conclura ce chapitre au 4.6 par quelques remarques sur les
problemes liés 2 la mise en ceuvre de ces PAMC.
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I1 est possible d’envisager un trés grand nombre de PAMC
! dessus. Dans ce qui suit, nous nous

v.mﬁaao:m a o.n:wm qui présentent, A nog YEux, un certain intérét en

compte-tenu des informations qu’elles requié it

avant tout théorique.

Pour chaque PAMC envisagée, on s’efforcera 3 la fois de
montrer comment elles peuvent &tre mises en ceuvre et quelles
m.oin_om .E%oammom théoriques qui "sous-tendent" leur utilisa-
tion g S’intéresser 3 I’analyse axiomatique d’une PAMC de ce
n:.m?qo ou la metwe en ceuvre suppose, le plus souvent, de

. : § plus riche que I’ensemble A

L

tre que Iensemble des vecteurs
st identique 2 A B, x E, x .., x
associ€es aux n critdres de F.

de performances de ces actions ¢
E,, produit cartésien des échelles

_.Lm:mmwmm axiomatique d'une PAMC vise, comme noug l'avons déja
mentionné au 3,2, & caractériser les s F.p. susceptibles d

1P ‘tre obte "ai
de cette PAMC. Une telle ms&wmmoo_aczw‘ s & laide

Bmosmm:m: sous-jacenies A 1'utilisation d’une %anmmmq %ﬂm“wﬂwﬂom% nMM
:Wﬁognmam peuvent avoir une interprétation relativement simple soit en vue
d'un momr SOit pour servir de fondement & un raisonnement, il n’est pas excly
que h.msmmwmm. axiomatique d'une PAMC fasse m_unmamwmm des nw;%:o:m
Emmo:nSm,E Interprétables. De plus, comme nous le verrons au 4.2.1.2. i est
des cas oll le problénie de Ia caractérisation axiomatique :,mn.awn. _u_mm de

! >ww~5=2 une PAMC aboutit & définir un S.I.p. sur A, Si ce s.r.p. n'est pas
remis m_u. cause par les acteurs du processus de décision, il est m_.ﬁvommiwa
mmﬁwz. g'ilya Em: conformité entre e S.L.p. qui a 18 %Hm et les axiomes aM
no:ﬁ%m@ mentionnés au 2.2, Ce sera le cas de fagon évidente Pour toutes les
?.ygo étudiées dang ce chapitre et nous n’y reviendrons pas dans la suit
laissant au lecteur Ie soin d’opérer ces vérifications §’il le désire. e

2 1 :
On s’autorisera, dans ces conditions, 3 parler de SIP.swrE xE,x..xE
. 2 X . X E,
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solution simple (c’est-a-dire qu’il n’existe pas de systtmes d’axiomes
pleinement satisfaisants pour caractériser les S.I.p. en question, ce qui est par
exemple le cas si 'on a besoin d’une infinité d’axiomes). Dans ce cas, il est
fréquent de devoir s'intéresser & un probléme moins général admettant une
solution simple en imposant au probléme de vérifier un certain nombre de
conditions structurelles non nécessaires. L’interprétation du systtme d’axiomes
obtenu devient alors extrémement délicate dans une optique d'aide 3 la décision
{d’autant plus que deux corps d’axiomes suffisants mais pas nécessaires ne sont
pas forcément logiquement équivalents), au point qu’il peut paraitre légitime
de se demander si sa recherche présente véritablement un iniérét. Sans répondre
de fagon wranchée 2 cetle question, nous croyons néanmoins qu'une telle
analyss peut contribuer & mieux faire comprendre le fonctionnement des PAMC
et, qu’a terme, elle permettra de mieux Ies comparer et les utiliser,

Cet ouvrage ne vise pas i faire une revue de littérature compléte du
probléme de Panalyse axiomatique des PAMC. Pour e analyse détaillée de
ces problémes, nous renvoyons aux ouvrages de base en la matidre : Krantz et
al, (1971), Roberts (1979), Pzangal (1971), Fishbum (1970a). Nous nous
contenterons dong, fe plus souvent, d’énoncer des résultats renvoyant le lecteur
intéressé & ces ouvrages pour y trouver une démonstration complite et
rigoureuse. :

Avant d’aborder I’étude de ces PAMC, il nous parait impor-
tant d’insister sur leur caractéristique essentielle qui est de refuser
Pintroduction de 1'incomparabilité & ce stade de la modélisation
(ce qui n’exclut pas, comme nous 1’avons déja mentionné, de les
utiliser au sein d’A.0.2, P'incomparabilité étant introduite
ultérieurement). Les s.r.p. auxquels ces procédures conduisent sont
donc particuli¢rement riches et, partant, souvent sujets & caution
car établis dans des conditions pouvant étre remises en cause. Le
lecteur familier avec la méthodologie proposée dans MMCAD
percevra sans peine tout ce que cette élimination systématique de
'incomparabilité peut parfois avoir de restrictif dans les problé-
mes réels compte-tenu de la qualité des "données" de I'(A) et de
la présence éventuelle d’acteurs multiples ayant des systémes de
valeurs fortement contrastés. Cependant, nous invitons le lecteur
4 se reporter au 1.6.1 pour se convaincre que utilisation de telles
PAMC ne doit pas étre confondue avee une analyse purement
monocritére. Ces PAMC ont £té souvent utilisées dans le cadre de
méthodes ayant &€ appliquées 4 des problémes réels. Elles
présentent donc un intérét certain en matidre d’aide multicritire
a la décision.
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i Soulignons m.z,ms que, lorsque 1’on a ey recours a une PAMC
aussant un critére unique de synthese, P’€laboration d’une

a.ugmoarwozn:mzom,,
€as E A BATIR UN VRAL-CRL

Cette section est consacrée i ces PAM
> sect C. Elles dui
modélisation deg préférences globales telle que Muo: ient & une
8(2) = V(g,(a), gy(a), ..., g.(a)),
aPbe ga) > g(b), #
albega) = g(b).

. Dans le cas oi Iévaluation des actiong de A sur chacun de
critéres owmmcr 4 un petit nombre de valeurs, on peut voul 0
chercher 4 définir Ia fonction V en se 8:858_2 a,mmmoﬂo_,: e
et une seule des relations p ou I'a la comparaison de tous c_so
wo\zEam. de <Q.u85m de performances ! (&a), g(b)). Clest oﬁwo@
%mo mE%mw mise en ceuvre dans la méthode des déclassements

iﬂ_.m.n. S °. Dans le cas général, on congoit bien qu’une telle
amm:_:om am V est souvent difficile. Pour batir g, il faut donc
alors, spécifier une forme fonctionnelle précise .@osﬂ A @oﬁsanmnm

de donner une <,m.65 4 gla) tompte-tenu du vecteur de perfor-
mances g(a) et d informations inter-critéres,

! Rappelons que 2@) = (3,(a), g(a), ..., g,a)).

2
Cf Le Boulanger et Roy (1968). Pour une a

voir aussi MMCAD, 11.2.0, Hire Mustration de cette méthode,
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Lorsque I’on cherche & btir un vrai-critére de synthdse, il semble naturel
de vouloir le faire sur [a base d’une famille cohérente de vrai-crittres. C'est ce
que font Ia plupart des PAMC étudiées dans ce chapitre. 11 importe cependant
de noter que les trois axiomes fondateurs du concept de famille cohérente
n'interdisent nullement de chercher & batir un vrai-critdre de synthése sur la
base d’une famille de quasi, pré ou pseudo-criteres |, Sauf mention contraire,
on n'envisagera pas ce cas dans la suite de cette section et 'on suppasera que
'on travaille sur la base d’une famille cobérente de vrai-criteres. Mentionnons
cependant que, dans une étude réelle, il peut y avoir un intérét certain & batir
un modéle ’évaluation des actions faisant intervenir des seuils de discrimina-
tion non nuls, méme si, dans une deuxidéme phase de I'étude, on cherche &
obtenir un préordre sur A, par exemple en tirant parti du préordre sous-jacent
au quasi, pré ou pseudo-critdre * ou au moyen d’hypothéses ad hoc.

4.2.1 Agrégation additive *
4.2.1.1 Définitions et remarques

Un des madeles les plus simples qu’on puisse envisager, en-
dehors de la somme pondérée que ’on a déja étudiée au 3.2.2 et
au 3.2.3, revient A supposer que I'on peut donner une valeur a
g(a) en additionnant de fagon adéquate les diverses composantes
de g(a). Ceci revient & considérer un modgle tel que,Vabe A:

a P b gla) > g(b),
alb e gla)=gb)
avec

n

ga) = Y} vig@)

i=1

r4.2.1)

ol les v, sont des fonctions monotones strictement croissantes.

! En effet, aucun d’eux ne fait apparaitre les relations o Quou P,
1CL 14

* On pourrait préciser ici "Agrégation additive d’ordre 1" en référence au
travail de Mareschal (1988). Nous nous référerons souvent a la PAMC définie
par (r4.2.1) en parlant d’agrégation additive simple pour éviter, lorsque le
besoin s’¢n présentera, tout risque de confusion avec d’autres PAMC utilisant
également une opération d'addition. Précisons que le terme de "simple" ne
préjuge bien sir en rien des qualités et de 'intérét de cette PAMC.
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Il est élémentaire de mo

. ntrer que, dans ces conditions, v,(g)
est également un vrai-critére

et modélise le méme préordre que g,

Dans ._wm problémes réels, on peut mettre (r.4.2.1) sous une
mos.:m“ qui permet de mieux en apprécier I'intérét. Dans ceg
E@anﬁm. on peut en effet supposer que, Vi e F, Péchelle E, du
critére g; est bornde inférieurement par une valeur e,, et supériey-

*
Tement par une valeur e, ces deux valeurs étant distinctes. On

NOWEIa & = (en, ey, ..., €,) et ¢° = (e, &, ..., e}). Posons, V i
e F: ,
* *
Vi = vile)),
Vi = Sﬁmtvu

n

i=1
WilEd) = (vi(g(@)) ~ v/, — v,),
Vi - v,

Ko
v o -y

Considérons alors le critére g’ défini par .
m\ﬁmv = mmAmv - <»v\A<* - <*v.

u, est mmo.&a .mo monirer que g’ est un codage de g 11 s’agit donc
d’un vrai-critére modélisant le méme préordre,

) Ooﬁm.ﬁ-azc de ce qui précede, on peut, dans les problémes
réels, récrire (1.4.2.1) en posant :

8@ =Y kw(g(a) (r.4.2.2)

i=1

avee
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> k=1,
i=1

smﬁo_.wv = Ou SNAOU = H“
g'(a) étant compris entre 0 et 1.

Sous la forme (r.4.2.2), on voit que la PAMC additive
revient

— & trouver un codage de chaque critére et

— & appliquer un modgle de somme pondérée sur les codages
des critéres.

La somme pondérée en est donc un cas particulier od tous les
codages sont des fonctions identité. En recourant 4 de tels
codages, la PAMC additive permet de s’affranchir des hypoth&ses
de proportionnalité et d’invariance par translation, sous-jacentes
au modele de la somme pondérée (cf. 3.1.5).

Notons que, comme dans le modele de la somme pondérée,
les coefficients k; utilisés dans (r.4.2.2) dépendent de 1’échelle du
critére g;. La comparaison de tels coefficients est done, ici encore,

dépourvue de signification pour apprécier I'importance relative de
ces critéres.

L’intérét de la PAMC additive (r4.2.1) ou (r.4.2.2) en aide 3
la décision tient A sa grande simplicité. Nous en avons tous en
une expérience intuitive, par exemple dans le cas particulier
consistant & calculer une moyenne de notes obtenues 2 des
examens. Cette PAMC est certainement la plus utilisée en aide
multicritére A la décision, soit en tant que telle ou sous forme de

somme pondérée, soit par le biais de calculs de distances * oy en

* On peut par exemple montrer simplement que batir un s.r.p. en calculant une
distance de Minskowski (de degré fini {cf. 7.2)} par rapport & un point de
rélérence se raméne & un modile du type (r4.2.1) sous réserve que le point de
référence soit situé de manitre adéquate.
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goal programming !, ... Cette PAMC ne va cependant pas sans
inconvénients, tant pratiques que théoriques, comme nous Ie

verrons par la suite. Elle appelle dés 3 présent quelques remar-
ques,

a) Un premier examen de (r.4.2.1) révale que, dans un s.r.p.
(P, I) construit en utilisant un modele d’agrégation additive :

~ (P, D) est un préordre complet.

~ Toute sous-famille de critéres est indépendante au sens des
préférences dans F 2. On dira que Ies critéres sont mutueliement
indépendants au sens des préférences.

Tout srp. (P, 1) vérifiant ces deux hypothdses ne peut
cependant pas étre obtenu avec (r4.2.1) comme le montre
exemple numérique ® du tablean 4.2.1.

Considérons un ordre complet rangeant les actions de Ia fagon
suivante : a,, a,, a,, 83, a5, &y, 44, ¢ pis a, Dans ce 8.I.p., il est
facile de vérifier que g, et g, sont indépendants au sens des
préférences dans F = {g1 &) (ce sont donc bien des critéres).
Cependant, i est impossible qu’un tel S.I.p. ait pu étre obtenu en

utilisant une agrégation additive, En effet, si tel était Ie cas, on
aurait :

8 P as & vi(3) + vy(1) > v,(2) + vy(2),
a5 P a; < vi(2) + v,(2) > v(1) + vy(3),
8 P a5 & vi(1) + vy(2) > vi(2) + vy(1),

! en goal programming classique et non en goal programming avec "poids
préemptifs",

* Conformément & ce qui a &€ dit au 2.3.2 et pour rester cohérent aves une
tradition bien établie, nous emploierons, dans ce chapitre traitant de I'agrégation
en un critdre unique de synthése, I'expression "indépendance au sens des
préférences” an leu de “séparabilitg”,

* 1l est possible de batir de tels exemples pour un nombre de critéres supérieur
& deux mais leur taille nous empéche d’en reproduire un ici, Notons que, dans

cet exemple, ensemble des vecteurs de performances des actions considérées
a bien une structure de produit cartésien.
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8 P 2, & v,(2) + v,3) > v,(3) + v,2).

Tableau 4.2.1 : Exemple numérique

L’addition des deux premitres inéquations donne :
vi(3) + vo(1) > vi(1) + vy(3)

alors que celle des deux dernidres conduit 3 :
vi(1) + vy(3) > v,(3) + vy (1),

ce qui est contradictoire.

b) La PAMC additive conduit & trouver un codage v, de chacun des
critdres g; et & batir un s.r.p, (P, ) tel que :

n n

aPbe Y vig@) > Y vigb) et

=1 in]

alb e Y vE@) =3 vigo).

im] i=l

Cette formulation, si efle est classique, ne doit cependant pas faire oublier
qu’il est possible de présenter cette PAMC tout autrement.

Considérons, a titre d’exemple, le codage
g'(a) = exp(g(a))
du critére g(a) délini par (r.4.2.1). La fonction exponentielle éiant strictement

croissante, g’ conduira au méme sr.p. (P, I) sur A que g. On peut alors
reformuler le modgle en écrivant :
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n

XY vie@) = IT exotvig @) = [T vige)

i=] i=1 i=1

g'(a)

ot v/(g{(a))

exp(vi{g{a))) est un caodage de g(a).

La PAMC additive peut donc également se concevoir comme une
agrégation multiplicative ' 2 (on pourrait d’aitleurs également faire apparaitre
d’autres opérations plus complexes). Le terme "additive" préte donc 3
confusion, Compte-tenu de ces remarques, nous le retiendrons néanmoins dans
le souci de rester cohérent avec une terminologie déja bien établie,

4.2.1.2 Analyse axiomatique

Rappelons que, dans tout ce qui suit, on supposera que on
raisonne sur un ensemble d’actions suffisamment riche pour que
Pon puisse considérer que tout vecteur de performances de E, x
E,x..xE, correspond a 1'évaluation d’une action 2, Rares sont
les résultats disponibles lorsque 1’on raisonne sur un sous-
ensemble de E, X E, x ... x E, n’ayant pas une structure de
produit cartésien. Précisons que cette hypothese, .qui revient 3
ajouter & A un grand nombre d’actions fictives, souvent irréalistes,
N€ va pas sans poser probleme lorsqu’il est exclu que certaines

combinaisons de performances Puissent correspondre i des actions
réalistes (cf, 2.4.3).

La forme additive (1.4.2.1) a donné leu 2 d’innombrables
publications dont la tenenr est bien résumée dans les ouvrages

! Pour une agrégation multiplicative respectant I'indépendance au sens des
préférences de chaque Sous-ensemble de critdres, 'inverse est également vrai.

? Mentionnons cependant que, si ’on peut montrer Péquivalence au nivean
formel entre une agrégation multiplicative et une agrépation additive, cette

demidre reste, en pratique, bien plug simple & faire comiprendre et donc a
Mmettre en ceuvre. Sur ce point, voir Scharlig (1985).

* Ce qui importe, sur le plan théorique, c’est que 1’ensemble des vecteurs de
performances des actions jouisse d’une structure de pioduit cartésien. Dans tout
Ce qui suit, on pourrait done remplacer By X B, X ... x E, par g,(a) x g,{A) x

= X g{A). Cependamt, ceci conduirait A lier Panalyse & un ensemble A
particulier.
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Bmsmozsmm.ﬁwmm haut. On a déja remarqué que, dans un 8.I.p.
(P, I) obtenu avec (r.4.2.1) :

~ (P, I) était un préordre complet ;
— toute sous-famille de critdres était indépendante au sens des
préférences dans F.

Comme I'a montré I'exemple du tableau 4.2.1, ces deux
conditions ne sont cependant pas suffisantes pour m,mmmsﬂow\@:vcn
s.I.p. puisse &tre obtenu avec (r.4.2.1). Dans le cas mosmﬁm.r
aucune condition simple ajoutée 2 elles deux ne permet d’obtenir
un corps d’axiomes nécessaires et suffisants .

Lorsque E, x E, x ... x E, est fini, on peut obtenir un corps
d’axiomes nécessaires ct suffisants pour la représentation Q.P\N. C.
En effet, pour chaque paire d’actions (a, b), le s.r.p. (P, I) définit
une inéquation linéaire dont les inconnues sont les <ao_:.m. de
vi(gi(a)) et v,(g,(h)). En considérant ’ensemble n.o ."oﬁo.m les paires
d’actions, on obtient alors un ensemble fini a.Emnum.ﬂonm
linéaires. On peut alors faire appel & des résultats classiques
d’algébre lindaire pour caractériser les systémes ma:_oﬁ.m:”.:,so
solution et donc les s.r.p. (P, I) représentables par un vrai-critére
de synthése vérifiant (r.4.2.1).

Nous donnons ci-aprés un résultat démontré bmm ﬂwmrx_uﬁ_w
(1970a) 2 la suite de Scott (1964). Dans ce résultat, X = (x;, x5,
o Xp) €0 YE = (¥, ¥E, .., v5) désignent les éléments de E, X E, x
- X By On éerira que x* P y* (resp. x* I y) s'il existe deux
actions (a, b) telles que g(a) = x*, gb) =y* et a P b (resp. a I b).

RESULAT 4.2.1 : Soit (P, T) un s.r.p. sur un ensemble fini E, x
E, x.. xE, .
Il existe un vrai-critdre de synthdse vérifiant @4.2.1) si et
seulement si ¢

Vp=273, ..,
V& o 2 Y Y e ¥ e B X E, X ... X E, tels que

" Il ne s’agit pas Ia d'un probizme ouvert mais d’une impossibilité logique (cf.
Scoti et Suppes (1938)).
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1 2 :
(Xi» X5, ..., X}) est une permutation de (v, y?, ...,
vy 10,

[X'P y ou x Iy pourj=1,2, s P~ 1] & [Non(x? P y)),

yD pouri=1, 2,

, H.Ln umm::m.ﬁ 4.2.1 utilise en fait une infinit¢ dénombrable
d axiomes puisque la condition énoncde doit &tre vérifide pour
tout entier p > 2. La nécessité de cette conditi i
%Bomm,mo‘ De méme, on peut prouver aisément qu’elle impose a
(P, I) d’&tre un préordre complet vérifiant Pindépendance mutuelle
Em, sens des préférences. Son interprétation est cependant loin
d’étre simple et un tel résultar illustre les difficultés que F'on peut

Mmﬁo.wnﬂ a utiliser des résultats d’ordre axiomatique en aide 3 Ja
cision,

Ce type de résuliat a €t€ étendn (au prix d’
plus grande) au cas d’un
dénombrable 1.

une complexité
ensemble dénombrable et infini non

m.ﬂ ,Q&Em un vrai critdre g vérifiant (r.4.2.1), il est clair que
tout critére g” défini par : .

o

g'a) = M vilga)) et (r4.2.3)

vile (@) = avig@) + B, avec o, BeRetas>o

Jouit également des mémes propriétés,

.O:. peut cependant monirer facilement que ’ensemble des
vrai-criteres vérifiant la form

: . forme additive (r.4.2.1) ne se déduit pas
M:MMNM%QE d’un de ses éléments en appliquant la transformation
I.4.2.3). .

Considérons Iexemple du tableay 4.2.2,

! Voir Tversky (1967) et Jaffray (1974)
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Tableau 4.2.2 : Exemple numérique

Lesrp.:a,Paj,aPay,aPa, a; Pay, a, Pa, a, Pa, peut
se représenter 3 1’aide du vrai-critére g(a) = g,(a) + g,(a). Mais on

peut tout autant utiliser, pour le représenter, le vrai-critére g(a) =

exp(g,(a)) + log(gy(a)) .

On congoit donc qu’il soit relativement difficile d’interpréter
la forme des fonctions de codage v; dans un tel cadre.

Des lors que 1’on s’autorise 2 raisonner "dans le continu” sur
un ensemble d’actions infini et pourvu que le préordre complet
(P, T) se comporte de maniére "compatible” avec ce continu ?, la
solution axiomatique au probléme (r.4.2.1) devient beaucoup plus
simple. Dans le cas n 2 3 (le cas n = 2 étant plus complexe), cette

' On peut montrer (voir Krantz, et al, (1971, ch. %) que, sur un ensemble fini,
8'il existe un vrai-crittre g vérifiant (r4.2.1}, alors il en existe une infinité
d’autres ne se déduisant pas les uns des autres par application de la transforma-
tion (r.4.2.3). Toutes les transformations monotones strictement croissantes ne
sont cependant pas admissibles (on pourra considérer pour s’en convaincre le
crittre gla) = g.(a) + exp(g,(a)) dans I'exemple du texte). On est donc en
présence d’une structure intermédiaire entre 1'"ordinal" et le "cardinal” qui a
regu le nom de "structure métrique ordonnée”, Pour un algorithme permettant
de caractériser 'ensemble des vrai-critéres vérifiant (r.4.2.1), on pourra se
reporter & McClelland et Coombs (1975). On pourra également se reporter
I'étude de Berhaut (1981).

* Ceci est réalisé en recourant A des hypothses de solvabilité (cf. Krantz et al.
(1971, ch. 6)) imposant 4 Ia structure manipulée d'8tre suffisamment riche. En
plus d’hypotheses de non trivialitg, il faut €zalement exclure (A I'aide de
conditions archimédiennes) I’occurrence de cas oil le préordre (I, P) ne serait
pas représentable par un vrai-critdre, situation pouvant se produire sur des
ensembles infinis. Notons que ces conditions peuvent se reformuler trds
économiquement mais au prix d'une interprétation particulitrement malaisée en
termes ropologiques (cf. Debreu (1960)),
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immersion dans le continy com

porte deux conséquences essentiel-
les :

— le fait que (P, I soit un préordre complet joint & I'indépen-
dance muiuelle au sens des préférences sont des conditions non
seulement nécessaires mais aussi suffisantes pour (r.4.2.1)

— I’ensemble des solutions i (r.4.2.1) est caractérisé par la
transformation (r.4.2.3).

Dans ce cadre, les codages v, deviennent uniques, & ’excep-
tion de leur origine (coefficients B,) et de leur unité, celle-ci
devant &tre raisonnée pour tous les codages A la fois. Le gain
retiré de cette immersion dans le conting est donc considérable,
tant du point de vue théorique que pratique, ces propriétés
d’unicité donnant un "sens" 2 la forme des codages utilisés, ce qui
rend possible la mise en euvre de certaines procédures d’"estima-
tion" pratiques. Ce gain est néanmoins réalisé au prix de I’obten-
tion d’un systéme d’axiomes dont Vinterprétation en aide 2 Ia
décision est assez délicate (contrairement & d’autres domaines ol
Pintroduction du “"continu" va de soi) en conférant aux axiomes

nécessaires une force accrue due aux structures particulitres
auxquelles ils s’appliquent.

Notons enfin que I’adoption d’une forme additive comporte une consé-
quence importante, trds souvent utile en pratique. Un simple examen de
(r.4.2.1) montre en effet que, dans une forme additive, le taux de substitution !
entre deux critéres i et j, r,(g &) ne dépend pas des performances sur les
crittres autres que 1 et j. Sous des hypothéses techniques additionnelles %, on
peut montrer que, réciproquement, toute PAMC produisant un s.r.p. tel que,
pour fout i et j, les taux de substitaiion r4(Z, 8) ne dépendent pas des
performances sur les critdres autres que i et j est éguivalente A une forme
additive de type {(r.4.2.1). Ceci est, par exemple, le cas dans une PAMC de type
multiplicatif vérifiant I'indépendance mutuelle au sens des préférences. Comme

nous I’avons déji mentionné ay 4.2.1.1, une telle PAMC est €quivalente 4 une
PAMC additive,

' Cr.3.1.5. Puisque I’on raisonne ici avec des vrai-critdres, rien n’empécherait

de ne comsidérer que Ia limite du rapport r,(g, 8)/8; lorsque &, tend vers 0,
¢’est-a-dire des taux marginaux de Substitution,

® Le lecteur intéressé rouvera la dém

onsiration formelle de ce résultat dans
Ting {1971).
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4.2.1.3 Mise en ceuvre !

Chercher & construire un vrai-critére en utilisant une PAMC
additive suppose que 1’on a préalablement soit admis comme base
de travail (démarche constructive), soit accepté au vu de tests
(démarche descriptive) 1’hypothése a.msammnzamsow mutuelle au
sens des préférences. Nous reviendrons sur ce problgme au 4.2.1.4
en admettant ici que tel est le cas. On a vu, au A.N.H..r pour
quelles raisons il est intéressant d'introduire des mosomca.m .ao
codage v,. En pratique, il faut leur donner une forme explicite.
Les techniques utilisées pour cela doivent &we celles que les
fonctions v, ainsi bities jouent précisément le r8le qu’on veut leur
faire jouer. Ce probléme n’est pas simple.

Fishburn (1967) mentionne 24 méthodes différentes pour bétir
les codages v, Ce nombre se réduit & 18 si 'on excepte les
méthodes utilisant une technique probabiliste qui sont plus
adaptées au cas de la théorie de Putilité espérée (cf. 4.5). Toutes
ces méthodes reviennent 2 donner une importance aux écarts m%.mv
— gi(b) sous la forme v(g,(a)) — v,(g(b)) en oxowmmmmmnﬁ une unité
de fagon adéquate. Ceci peut &tre fait de multiples mmnos.m o\m nous
renvoyons 4 Fishburn (1967) pour un apercu mm.m w_moa.osmom
méthodes envisageables. Nous nous contenterons ici d’en décrire
une, figurant dans ’ouvrage de Keeney et Raiffa (1976, ch. 3),
qui présente la particularité d’étre c:.EcwEmE mos,mm.m sur anm
jugements en termes de préférence et Q,E\Qmﬁnsna (a I'exclusion
de jugements en termes d’intensité de wammam.:oo par mxﬁ,:u_ov et
qui, donc, ne fait appel qu’a des notions utilisées dans I’analyse
axiomatique du modele (c’est 1A précisément une des vertus —
possibles — d’une analyse axiomatique que de . moﬁsoﬁo la
conception de méthodes de construction mvuao.wﬂ.nomv. Elle se
justifie essenticllement dans une démarche descriptive.

! Dans cette section, nous ne ferons qu'évoquer les principes généraux de mise
en ceuvre, On laissera en particulier de c6té tout ce qui a trait w la phase
essentielie de Fanalyse de robustesse qui rel2ve de I'élaboration de la
recommandation davantage que de Ia mise en ceuvre d'une PAMC. On y
reviendra au 4.6.
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a} Fonctions v

On a vu que, dans les problémes réels, le vrai-critdre

i . : ssu d’une agrégation
additive pouvait toujours s'écrire sous Ia forme (r.4,2,2), S

c’est--dire ! :
gl = % kv (ga)),
im}
3ok =1,
i=l
vi{e) = 1, (r.4.2.2 bis)
<_.ﬁnwmsv = O.

Considérons une action fictive a telle que :
£@) = (z,, 20 e Zipy Ky Zagyy vy 2y,

Afin d’alléger l1a notation, on notera (x

. i+ Z7) un tel vecteur de performances
dans cette section,

Considérons alors deux actions a et b telles que ;

) = (x, yhet
Eby = mxr Nswv.

Dans le modele additif, ka relation liant a 3

: : b ne dépend pas de ia valeur X;. On
peut toujours trouver des valeurs yietz

" telles que I’on aita P b,

Considérons & présent quatre actions ay, a,, a,, a, telles que ;

£@) = (ep ; vy,

A@) = (x5 2,
E@y) = (x; y'h,
8@y = (e ; ).

Si I'on parvient & trouver une performance x; telle que :
oy laetala,

le modele (r4.2.2 bis) implique alors v,(x) = 1/2.

' Rappelons que e, et &' dési i i i
-4 grent respectivement la pire et 1a meill
sur échelle E, du critére m_. ﬁ hocﬂoe.m_o:n
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Remarquons ici que, pour qu'il soit possible de trouver une telle valeur X;
il fauat avoir choisi judicieusement les vecteurs de performances y™ et z7 afin
que la différence d’évaluation sur le critére i puisse compenser la différence
d'évaluation sur les autres critéres. Notons que méme si, d'un point de vue
théorique, on peut vouloir wiiliser une forme d’agrégation additive pour
représenter des préférences lexicographiques ol aucune compensation n'est
tolérée, la mise en ceuvre des méthodes de construction pratique fait appel a
une telle notion de compensation, Précisons de plus qu'une telle méthode est
inapplicable lorsque I'échelle des g, est discrate 1,

Dans Ia pratique, la valeur de x, recherchée sera le plus souvent obtenue
& partir d’une série de questions visant 2 la cerner progressivement., Ce sera en
fait toujours le cas lorsque nous nous intéresserons a la recherche d’une valeur
assurant une indifférence entre deux actions.

La valeur x; telle que vi(x)) = 1/2 ayant &é obtenue, considérons quatre
actions telles que :

&) = (e, Y,
g0y = &/, 77,
&by} = (x/, ¥,
£(b,) = (x;, 27,

Par le méme raisonnement que précédemment, si U'on parvient & trouver
une performance ;" telle que :

by Ibyeth, I b,

On pourra poser, compte-tenu de (r.4.2.2 bis), v,(x/) = 1/4.
De méme, en considérant quatre actions telles que :
g} = (x, v,

E(e) = (57, 77,

&les) = (7, ),

gles) = (e, 279
etey ey el

on aura vi(x,") = 3/4.

Supposons obtenues des valeurs x;, x;” et x” telles que V(%) = 1/2, vi(x)
= 1/4 et v((x") = 3/4. Considérons & présent quatre actions telles que ;

! Dans ce cas, voir Fishburn (1967).



—_— TR SR LIMETC URIGHE de SYnthése 4.2.1.3 b)

&) = &y,
B(d) = (w, Y,
£(dy) (w,, w:mva
&) = (x7, 7).

il

fl

Si on parvient i trouver un niveau de performance w; tel que -

dIdyetd;Id,
On powrra poser vi(w) = 1/2,

@ La cohérence avec le modile Tequiert ici que w; soit égal & {ou irds proche
ﬂ x.—.

On peut ainsi obtenir autant de points
forme au codage vi. Dans la pratique,
s’assurer d’une certaine cohérence des ré
des éventuelles incohérences.

s que I'on désire pour donmer une
il est bien entendu souhaitable de
ponses avec le modale et de discuter

b) Coefficients k,

Une fois obtenas les codages v, on peut donner une val
k; dans (r.4.2.2 bis) en procédant de la fagon suivange, Premidrement, il est
prudent, dans la pratique, de chercher 3 ordonner ces coefficients, Pour om faire
on peut demander de classer, par ordre de préférence, des actions ayant la E:m,
mauvaise Evaluation possible sur tous les critres sauf sur un seul, Par exemple
SE(€10) €30y s €, €1, By o, €,) 51 Dréfere & (e, €50, oov €0, €, €, .
o_,,v.. o1 pourra poser k; > k;. On peut de la méme manidre faire ﬁo&wm“.m_a.am.m.
actions ol plusieurs critéres sont 3 leurs meilleures va

. : . . : leurs et ainsi obtenir des
inégalités faisant intervenir plus de deux coefficients k,. La répétition de ce
processus améne & définir un polyadre de k; admissibies que P’on peut vouloir
chercher 2 explorer de fagon systématique, sachant que M=U k=11

=1

eur aux coefficients

Sion tient 3 donner une v

aleur précise aux k;, on peut chercher 3 obteni
. 1 Top. y e
des jugements d'indifférence e ferant

. ntre des actions différant sur plus ’ it
Chaque Jugement donne lieu 3 une €quation faisant 582%% Mmm M_. M_hnwu_”ﬂawm.
ww. k., s k, Puisque les fonctions v, sont supposées connues A ce stade. Tl suffit
M: : ¢ Ce lype pour pouvoir résoudre le systéme
t que la somme de ces coefficients est égaled 1,

Comme le notent Keeney et Raiffa (1976), il est ict encore prudent de procéder

u »

On peut vouloir chercher 3 tirer directement i

( . parti de ces rangem i
Kirkwood et Sarin {1985), Bana e Costa (1989)). emets (voir

4.2.13b) Aide multicritére & la décision 201

& des questions de contrdle et d’obtenir de I'information redondants pour
s’assurer d’un minimum de cohérence des réponses obtenues avec le modale.

A Tissue de cette procédure, s'il a &8 possible d’obtenir das réponses
cohérentes avec le modéle aux questions posées, on peut bitir le vrai-critere
g(a) en utilisant (r4.2.2 bis). Il est important de noter que les actions
introduites pour faire exprimer des préférences ou des indifférences font
intervenir des actions fictives qui pourront apparaitre, dans bien des cas, comme
trés irréalistes (en particulier lorsque ces actions ont la meilleure ou la pire des
€valuations possibles sur un certain nombre de critéres). De plus, pour donner
une valeur aux k;, on recourt  1a comparaison ¢ actions dont les performances
different sur plus d’un critdre. La complexité de ces questions est donc assez
importante. Ceci est d4 au fait que la "cardinalité" introduite dans ce probléme
par le biais de I"additivité fait dépendre le codage v, de tous les autres codages.
C’est 1a certainement une des raisons pour lesquelles cette PAMC est rarement
mise en ceuvre telle quelle en pratique en utilisant ce type de méthodes de
questionnement. Son importance est cependant grande car, comme on I'a dit,
elle est souvent utilisée, d’une fagon plus ou moins explicite, au sein d’un
grand nombre de méthodes.

Mentionnons pour conclure ce paragraphe une procédure d’obtention des
codages v; de nature fort différente de celle dont il vient d’étre question et qui
est souvent utilisée tant en aide 2 la décision * qu'en mercatique ? et sur
laquelle nous reviendrons longuement au 7.4. Bien souvent, il est en effet
possible d'obtenir, de la part d'un acteur Z, un certain nombre de jugements de
préférences globaux sur des actions réelles (qu'il connait bien) ou fictives
(faciles & comparer). Au sein du modéle (r.4.2.1) ou (r4.2.2), on peut associer,
4 chacun de ces jugements, une inéquation linéaire (ou équation dans le cas
d’un jugement d'indifférence (cf. 4.2.1.2)). On pent alors chercher, en utilisant
des techniques statistiques ou de programmation linéaire, 3 explorer le polyédre
ainsi défini (en ajoutant & chaque contrainte un, éventuellement deux, terme(s)
d’erreur pour éviter de raisonner sur un polyédre qui pourrait &tre vide) de
manire A déterminer un ensemble de fonctions d'uiilité additives le plus
compatible possible avec Pinformation de départ. Faisons cependant observer
que, méme lorsque ’on cherche & déterminer plusieurs fonctions en explorant
un poly&dre >, on reste malgré tout tributaire du critére d’optimisation ulilisé

! Voir Jacquet-Lagréze et Siskos (1982).

? Voir Faivre et Pioche (1976).

* Ce qui reste I"exception dans ce genre de méthode ol 'on a souvent tendance
a exhiber une seule fonction dite "optimale”.
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dans les calculs, critére qui comporte souvent une bonne part d’arbitraire 1.

Signalons enfin qu'il est possible d'interpréter 1a méthode d’analyse
hiérarchique (AHP) de Saaty (1981} comme une fagon possible de mettre en
®uvre une agrégation additive, Elle fait appel & des concepts qui lui sont (rés
spécifiques et qui ont donné lieu & des débats (cf. par exemple Dyer (1990,
Belion et Gear (1983)). Nous ne la développerons pas davantage dans ce livre,
Mentionnons néanmoing quelle a donné lieu 2 de nombreuses applications
pratigues {cf. la bibliographie de cas d’application en fin de volume),

4.2.1.4 Retour sur Pindépendance au sens des préférences

L’hypothése de I'indépendance de toute sous-famille de critéres dans F,
c’est-d-dire I "indépendance mutyelle au sens des préférences” (cf. 4.2.1.1), est
a la base de la procédure d’agrégation additive, 11 y est fait appel A plusieurs
reprises dans la procédure de construction décrite britvement ay paragraphe
précédent. Dans une démarche descriptive, il convient donc de tester cette
hypothése et, dans une démarche constructive, de I'admettre comme base de
travail, Comme nous I"avons défa souligné an 2.3.2 et au 2.4.2, le travail de
I'homme d'étude se rouve singulitrement compliqué dans les cas imposant de
& pas accepter cetie hypothise, Dans ce paragraphe, nous passerons bridve-
ment en revue un certain nombre de résultats permetiant, dans I"approche du
crittre unique de synihése, de mieux cerner le contenu de cette hypoth&se

d’indépendance et d'indiquer quelques voies possibles dans les cas ot ’on
estime ne pas devoir ’accepier.

Ici encore, on supposera que I'on raisonne sur un ensemble d’actions
suffissamment riche pour que I"on puisse considérer que 'ensemble des vecteurs
de performances de ces actions correspond 4 E; X E, X ... x E,

Un premier résultat permet, dans le cag ol I’on a bati un vrai-critére de
synthése, de lier plusieurs hypothéses d’indépendance.
RESULTAT 4.2.2 : Congsidérons un vrai-critire g représeniant un s.r.p. sur E,
X E, X ... x E_. Sous certaines hypothéses de continuité, de dérivabilité et de
non trivialitd % i I et J sont deux sous-familles de critdres toutes denx
indépendantes au sens des préférences dans F el telles que I~ T 2,
Non(I ¢ B, Non(lcDetlulz F, alors les familles T w LImT INI TN

' Voir Macquin (1980).

? Hypotheses qui sont généralement faites pour analyser axiomatiquement le
modele de l'utilité addiive. Op §¢ reporiera, pour la démonstration de ce

résultat, 3 Gorman (1968) ou Keeney et Raiffa (1976, p. 112 et 88.) pour une
démonstration intuitive mais non rigoureuse.
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et INJ) © (J\I) sont indépendantes au sens des préférences dans F,

Ce résultat montre que, s'il est légitime de raisonner toutes nrom,aw mmm_om
par ailleurs relativement & n’importe quelle paire de critdres, alors il devient
légitime de le faire vis-a-vis de n’importe guelle sons-famille de plus de deux
critéres dis lors que 'on se situe dans le cadre d’un sr.p. (P, I) ayant une
structure de préordre complet (et pouvant se représenter numériquement). Tester
I'hypothése d’indépendance mutuelle au sens des préférences ou H”mo.o%_ow
comme base de travail peut done, dans ce cadre, se raisonner en se limitant &
certaines sous-familles de deux critdres judicieusement choisis *.

On a vy, au 2.3.2 et au 2.4.2, que I’hypoth2se d'indépendance au sens des
préférences d'une sous-famille de critdres était parfois fort restrictive dans
certaines situations concrétes. Le résultat suivant, dfi 3 Ting (1971), permet de
simplifier la tache de I’analyste dans cetle situation.

RESULTAT 4.2.3 : Considérons un vrai-critére g représentant un s.r.p. %c
sur E; X E, % ... X E,. Sous certaines hypothtses de continnité, de dérivabilité
et de non trivialité, si une sous-famille ¥ non vide de critdres est indépendante
au sens des préférences dans F, alors le vrai-critdre g peut g"écrire * :

gay=Vivg@:jeN; g ke,
v(ga) : j € I) étant un vrai-critdre * ayant pour support la réunion des
supports des critéres de J.

Sous les hypothéses du résultat 4.2.3 el si toute sous-famille de J est
indépendante au sens des préférences dans J, alors on a :

! Sur la base du résultat 4.2.2, on peut montrer, par exemple, qu'il suffit gue
les paires de critéres (1,2}, {2, 3], ..., [n~1, n} puissent &tre nozmamz.mam
comme indépendantes au sens des préférences dans F pour que 'hypothése
d’indépendance mutuelle au sens des préférences soit acceptable. Ce résultat
illustre ce que 1'on a coutume d'appeler un effet de "chainage" de I’indépen-
dance au sens des préférences.

* Les hypotheses de continuité et de dérivabilité que nous passons sous silence
permettent de s’assurer que V est strictement croissante en v de telle sorte que
Iimplication inverse est également vraie. Sous ces mémes :wmoSWmmm.
'indépendance au sens des préférences de J dans F est mn_c?aaﬁm.m I'hypo-
thése selon laquelle les taux (marginaux) de substitution entre les critdres de J
ne dépendent pas des évaluations sur les critres n’entrant pas dans J (cf.
supra},

* Les crittres de J sont donc alors contractables (cf. 2.4.2),
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vg@:jen =Y vi(g,(a)).

el

De méme, si toute sous-famille de FJ est indépendante au sens des
préférences dans F\J, alors on a :

8@ = x(vg@ :je 1) + ¥ v(g @)

kel
ol %, est une fonction monotone croissanie.

) Dans le cas ob 'hypothése  d’indépendance mutuelle au sens des
préférences dans F n’est pas acceptable, on peut donc chercher 4 regrouper, en
les contraciant, certaing critdres et 3 appliquer ensuite une agrégation additive
classique. La fagon de définir v(ga) 1 j e ), critdre agrégeant les critbres de
J, peut cependant se révéier délicate, On peut songer pour ce faire A utiliser les
procédures d’agrégation que nous verrons au 4.2,2 ou ! encore 3 cerner les
surfaces d’indifférence entre les crittres de L

On _B;e.m.n. dans Ting (1971) certaines techniques permettant de
qmnwown.roa et d'isoler la (ou les) sous-famille(s) de critares "responsable(s)” de
la non-indépendance mutuelte ay m@:maomﬁm&__mznom ,m

n.u.n.&:»umm_.on:zm %mmwmmunosncznimm:_w:: vrai-critére de syn-
thése

Comme nous avons vu au 4.2.1.1, Pagrégation additive recouvre un
grand nombre d¢ situations dy fait que le vrai-critdre que I’on cherche 2 bitir
n’est défini qu'a une wansformation monotone strictement croissante prés. 1l est
cependant des cas ol d’autres formes d’agrégation peuvent sembler plus
adéquates, par exemple parce que I'hypothése d’indépendance matuelie au sens

amm.@mmwmnmuonm ne parait pas légitime et parce qu’il parait difficile de recourir
a Pidée de contraction,

Os,m déja vu, an début du 4.2, que I'on pouvait, dans certains cas, définir
la fonction d’agrégation V de manitre explicite comme cela est fait dans la
méthode des déclassements comparés. On peut vouloir également recourir a des
formes analytiques de V plus complexes que (r4.2.1). Ces formes analytiques,

si elles ont un grand intérét sur le plan théorique, se prétent cependant assez

v . . . s e

: Dang le méme ordre d idées, il se peut que indépendance mutuelie puisse
éire mono.nﬁzm pour un sous-ensemble de B, X E, x ... x E, sur lequel on peut
alors bitir un critere g en uiisant la forme additive (r4.2.1),

O,
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difficilement & une élaboration pratique en raison du grand nombre de degrés
de liberté qu’elles présentent. Nous nous contenterons donc ici d’en mentionner
quelques unes, leur faible intérét pratique en aide 2 la décision ne méritant pas
que V'on 8’y attarde longuement,

Un premier résultat, trés général mais sans grandes applications pratiques,
concerne la possibiliié d'obtenir un vrai-critére de synthése sous la forme :

8(®) = V(g (@), g,(@), ..., g@))

1l est clair que I’élaboration d'un tel critére suppose que e s.r.p. que 'on
cherche & construire ou & représenter soit un préordre complet (pouvant se
représenter numériquement). De plus, I'existence de chacun des critéres g
suppose la présence d'un axe de signification et d’une fonction garantissant Ia
propriété d’isolabilité *. On peut montrer (cf. Krantz, et al. (1971, p. 318)) que
ces deux conditions sont, en fait, suffisantes pour obtenir une fonction V
strictement croissante dans chacun de ses arguments 2,

I existe dans la littérature des formes d’agrégation conduisant & un vrai-
critere et faisant I’économie de I'hypothdse d’isolabilité de chaque axe de
signification ®. Plus importantes sont cependant des procédures simples
d’agrégation de plusieurs critéres — recouvrant chacun un axe de signification
isolable - en un vrai-critére de synthése ne se ramenant pas & la forme additive.
On peut par exemple envisager une PAMC du type (cf. Krantz et al. (1971, p.
339%) ;

8a) = (g)(a) + g(2))m:(a) avee g,(a), g,(a) et gy(a) > 0.

' g(a) étant un vrai-critdre, I'isolabilité de chaque critére est donc &quivalente
au fait que chacun d'entre eux est indépendant au sens des préférences dans F.

%11 existe des modiles d’agrégation conduisant & un vrai-critdre et qui ne sont
pas "décomposables”, c'est-a-dire que le vrai-critére ainsi construit ne peut
s’exprimer sous la forme g(a) = V(g,(a), £,(a), ..., g,(a)). Par exemple, on peut
vouloir bitir g(a) = v(g,(a)) + v,(g,(a)) + v,'(g,(a)) + v,'(g,{a)), les fonctions
vy, Vi, vy, v," n'étant pas nécessairement monotones crojssantes. Ce type de
struclure a un réel intérét dans d'autres domaines que 1’aide multicritdre 2 la
décision. Cependant, nous les passerons ici sous silence car il nous semble
llusoire de vouloir fonder une étude d’aide & 1a décision sans recourir, au
moins, 4 des axes de signification isolables.

* Cf. Krantz et al. (1971, ch. 7Y : on a alors recours & des notions d’indépen-
dance, plus sophistiquées que P'isolabilité, autorisant par cxemple un renverse-
ment total de P'ordre de préférence sur chaque axe de signification,
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Utilisons ce modéle sur I'exemple du tableau 4.2.3.

Tableau 4.2,3 : Exemple numérique

12 10
1 12 20
3 : 10 10
1 10 20

Ona:g@a)=35> g(a) = 20 et g(ay) = 130 < glay) = 220

, ce qui viole

Iindépendance au sens deg préférences de {g,, &} dans F. Ce mod2le ne peut

donc se ramener 3 une forme additive.

On pourrait bitir un méme exemple en utilisant une PAMC -

£(a) = gi(a)g,(a) + g,(a).

On trouvera dans Krangz et al. (1971, ch. 7 et 9) I"énoncé

de conditions

suffisantes (dans le cas “continu"} pour obtenir ce type de fonctions d’agréga-

moa_mm fonctionnelle. Ce type de modales d’agrégation complétant 1a forme

4.3 AGREGATION CONDUISANT A UN QUASI, PRE OU

PSEUDO-CRITERE

Les PAMC qui font I’objet de cette section cherc

hent 3 batir

un Q.E.who unique de synthise dont le pouvoir discriminant soit
plus faible que celui d’un vrat-critére. Elles présentent un grand

INterct conceptuel, en particulier lorsque on travai

Ille sur une

mmmm:o cohérente de critires ne contenant pas que des vrai-
criteres. Ce type de PAMC a déja été évoqué au 3.1.5 e au

3.2.2 d) a propos de Ia somme pondérée.

En dépit de leur rée] intérét, ces PAMC n’ont fait

I"objet que

de peu mo.qmé:x. ce désintérét s’expliquant peut-étre par de
réelles difficultés de mise en Guvre comme on le verra ci-aprés.

4.3.1 Aide multicritére a la décision 207

4.3.1 Quasi-critére de synthése

Ce type de PAMC vise A construire un critére de synthése g
muni d’un seuil q tel que, V a, b e A, g(a) = V(g,(a), g(a), ...,
ga(2)) :

a P b si g(a) > g(b) + q(a(b))
ga) 2 gb) =
al b sinon

avec

alg@) - q@gd) . _ 1.
g@) - gb)

Rappelons que le seuil g(g(a)) peut toujours ' &tre rendu constant,
moyennant un codage approprié de g.

Le lecteur intéressé trouvera, dans Luce (1973), Krantz (1967) et Suppes
et al. (1989), des systémes d'axiomes suffisants pour obtenir un quasi-critére
g & seuil constant s’obtenant de fagon additive dans le cas "continu”, Dans le
cas fini, fes conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir un quasi-critére
s’obtenant de fagon additive sont données par Fishburn {1970b). Ces conditions
sont cependant aussi peu attrayantes que celles du résaltat 4.2.1.

Il est important de noter que I"abandon de la transitivité de 1'indifférence
rend ici inapplicable le type de méthodes présentées au 4.2.1.3 pour mettre en
ceuvre le modéle d’agrégation additif. C’est probablement pourquoi ce modele
d’agrégation, bien qu'atirayant sur le plan concepluel puisque permettant de
concilier la simplicité de I'agrégation additive avec ’obtention d’un critire de
synthése au pouvoir discriminant nuancé, n'a fait I'objet que de pen d’éwmdes.
Il'y a 12 un champ de recherche important. Parmi les questions dignes d'intéréat,
mentionnons :

— Ia fagon d’obtenir les codages v, sachant que I’indifférence n’est plus
transitive ;

! dans les problemes réels (cf. 1.4). Cette affirmation mériterait d'atre nuancée
dans le cas d'ensembles infinis. La représentation numérique des quasi-ordres,
dans ce cas, pose d’ailleurs des problémes assez délicats (cf. Roberts (1979,
ch, &) ou Suppes et al. (1989)).



—— UM W R LIIERE uRiqUe de syntheése 4.4.1

— les liens unissant les seyils q; au seuil q ;
— les techniques i appliquer lorsque certains critéres sont deg vrai-critdres,

4.3.2 Autres cas

A nolre connaissance, aucun résultat théorique n’est disponible concernant
des pré ou pseudo-critires de synthse obtenus 3 P'aide d'une fonction
d'agrégation additive. Rien ne s’opposerait cependant 3 1a formulation de
conditions similaires 3 celles mentionnées pour les quasi-criteres, Les difficultés
rencontrées ici sont du méme type que celles mentionnées aq paragraphe
précédent. Signalons pour terminer que I'on trouvera, dans Fishbumn (1970b)
et dans Adams (1965), les conditions nécessaires et suffisantes, dans Ie cas fini,

permetiant d'obienir, de fagon additive, un critére de synthése dont Ie pouvoir
discriminant n’est pas précisé,

4.4 CAS OU L’ON CHERCHE A BATIR UNE GRADUA.-
TION OU UNE MESURE

4.4.1 Généralités

Il sera question, dans cette section, de PAMC cherchant 3
bitir un critére g tel que :

8() = V(g,(a), gy(a), ..., g (a)
g@2gb)=aShb (r.4.1.1)

@) ~gb) 2 g(c) - g(d) = @O b) S* (¢ © d)

ol §* désigne une relation de surclassement sur A x A au contenu
s€mantique "est un dcart de préférence au moins aussi important
que” (rappelons ' que (a © b) désigne un écart entre deux actions
qui peut §’interpréter comme une mutation b — a),

L’intérét de faire intervenir dans F des critdres étant des
graduations ou des mesures a déja été discuté an 1.64 2 Indi-
quons ici seulement que le fait de bétir un critdre de synthése qui
soit une graduation ou une mesure peut présenter un réel intérét
en aide 4 la décision. Si ’on a Pu bitir un critére satisfaisant 3
(r.4.4.1), on pourra fonder sa Prescription non seulement sur le

"Cf. 14 et 1.6,

* Pour une &tude plus approfondie, nous renvoyans & MMCAD, 9.4,
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classement de synthése défini par S mais également en ayant
recours 4 1'idée d’écart de préférence. Dans le cadre d’une
problématique o, on pourra ainsi apprécier la plus ou Bo.m:m
grande proximité des "brillants seconds” par Tapport i M_mo:oa
‘optimale”. De méme, dans le cadre d’une problématique B, le i
& effectuer pourra prendre appui sur les valeurs de g ce qui
permet de faire ressortir clairement les actions ao.:ﬂ H,mmﬁ.umzo:
pose probleme. Dans une problématique v, une information en
termes d’écart de préférence permet de cerner rapidement ._nm
actions manifestement inadéquates et de concentrer son attention
sur un sous-ensemble restreint.

Compte-tenu des difficultés évoquées au 4.3, nous nous
limiterons, dans cette section, & des PAMC faisant de S et de S
des préordres complets. C’est dire que les critéres de synthése g
dont il sera question dans cette section seront tels que :

g(a) = V(g,(a), ..., %vm@:

aPb e gla)>g(

alb« gla)=g) (rd.4.2)
@0 b) P* (c S d) e gla) ~ g(b) > g(c) - g(d)

@O b I (c©d)  ga) - gb) = gc) - g(d),

Y H
ce qui correspond au cas ofl g est une "mesure” ',

De plus, conformément & ce qui a été fait au 4.2, on :.nm&.mm-
gera ici que des PAMC opérant sur la base d'une famille
cohérente de vrai-critdres.

Les conditions sur (P", I') permeutant la construction d"un tel critére m.m.oE
bien connues. Dans le cas d'un ensemble fini, ont dispese d’une condition
nécessaire et suffisante (cf. Fishbura (1970a, ch. 6)). Tout comme dans le cas
de la forme d’agrégation additive, cette condition n’entraine pas que g soit
défini & une transformation affine prés. Le "passage au continu” permet
— moyennant certaines hypothéses structurelles — d’obtenir des conditions plus

' Cf. 1.64,
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simples * (cf. Kraniz et al. (1971, ch. 4)). Des lors que on se situe dans un
tel cadre, g est défini & une transformation affine positive Prés %, contrairement
4 la situation du 4.2, ce qui implique de s'intéresser 4 un nombre plus grand
de formes fonctionnelles possibles pour la fonction d’agrégation V.,

4.4.2 Procédures d’agrégation additive et multiplicative 3

Des lors que ’on cherche 3 modéliser des écarts de préféren-
ces, des notions d’indépendance plus générales que celles étudiées
au 2.3.2 peuvent étre envisagées. On dira qu’une sous-famille de
critéres J est indépendante au sens des différences de préférence
dans F si les jugements en termes d’écart de préférence sur des
actions ne se différenciant que sur les criteres de J ne dépendent
pas des valeurs fixées sur les critéres de P\,

Considérons quatre actiong 4y, 8, 83, 4, ayant toutes deg
€valuations identiques sur les critéres de . On dira que la sous-

famille J est indépendante ay sens des différences de préférence
dans F si

8,92, P 2, O a, (resp, T
implique
by © b, P* b, © b, (resp. T')

ol by, by, by, b, sont des actions ayant des évaluations identiques
sur les critdres de F\J et dyant respectivement les mémes évalua-

! Pour une approche alternatiy

faisant intervenir un nombre
(1984).

¢ n'uiilisant pag m_EﬁoEwmam siructurelles mais
infini de relations, nous renvoyons & Vansnick

% ¢’est-a-dire que tout crithre g’ vérifiant (r.4.4.2) est 1id & £ par une transforma-
zonﬁ_cgum“m\uoﬂ.m+um<mo ofeRBReta>0,

? Nous nous limiterons, dans cega section,
d’autres procédures d’agrégation sont cnvisageables mais elles nous semblent
offrir pen d’intérét en aide 2 la décision. En fait, Ia plupart des procédures

d’agrégation que nous passerons en revue au 4.5 & propos de I'atiliid espérée
pourraient &tre également formalisées dans cette section,

4 Pétude de ces deux cas. Bien

4,472 Alde multicritére & la décision 211

tions que a,, a,, a, et a, sur les critdres de J.
Dans tout ce qui suit, on supposera :

— que 'on raisonne sur un ensemble d’actions suffisamment
riche pour que ’on puisse considérer que tout vecteur ﬁ.mm wﬁ,.mo_.-
mances de E, X E, x ... x B, correspond 2 I'évaluation d une
action ; .

— que, pour tout i € F, Iéchelle E, est bornée inférieurement
par e;. et supérieurement ' par e} (c,. # e}).

Le résultat suivant, démontré par Dyer et Sarin (1979b), est
fondamental dans les applications pratiques. Il est inspiré d’un
résultat tout-a-fait similaire que nous réncontreérons au 4.5 2
propos de la théorie de I'utilité espérce.

RESULTAT 4.4.1 : Considérons une fonction g vérifiant
(r.4.4.2). Si les critdres sont mutuellement indépendants au sens
des préférences, si I’un des critéres est indépendant au sens des
différences de préférence dans F et % si n > 3, alors :

n

soit g@) =3 kv si 3 k = 1 (forme additive),  (c4.4.3)

=l j=1

Soit g(a) = 1 ;m.m 1+ kkvig@) - 1] si B k # 1 (r.4.4.4)

k =l el
(forme multiplicative),
ou,Vie F:

SAQU =1, SAP,V ={,
g(a) = 1, ga) = 0,
kie [0; 1]
k>-1letk=0,

' On notera respectivement 1 ot & les actions ayant pour vectenr de perfor-

MANCES (€1, €3, ..vs €7 OF (B4, €30y .y C,0).

! Comme précédemment, le cas n = 2 impose de recourir 4 des conditions
légérement différentes,
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k éiant soluti ! i -T :
on de I'équation 1 +k IJ] a -+ k'k).

j=l
Ce résultat appelle un certain nombre de remarques.

a) 1l fonde le choix entre la forme additive (r4.43) et la
forme multiplicative (r.4.4.4) sur 1a somme des coefficients ! k..
m.s pratique, cependant, ce critire de choix impliquerait mm
disposer de valeurs extrémement précises des k, ce qui est
rarement le cas, Pour tourner cette difficulté, Dyer et Sarin
(1979b) montrent que, si I'on peut trouver qQuatre actions a, b, ¢
et d ayant des performances identiques sur R\(i, j} dont les

performances sur le couple de critdres (i, j) valent respectivement
(i u@v. (z, sov, (x;, cc_.v et (z, %_.v

et telles que a © b I' ¢ © d, alors la forme additive s’impose 2,

b) Au contraire de ce qui a été dit au 4.2.1.1 3 propos de
Pagrégation additive simple 3 (r.4.2.1), on constate ici que
Iagrégation additive (r.4.4.3) n’est pas équivalente 3 ’agrégation
multiplicative (r.4.4.4). Ceci est di au fait que g étant une mesure,
les seuls codages possibles de g préservant (r.4.4.2) sont des
transformations affines positives. En considérant le logarithme de
I’expression (r.4.4.4), on obtiendrait un crittre de synthése
respectant la forme additive simple (r.4.2.1) mais qui ne respecte-
rait pas (r.4.4.2), ne mesurant plus les différences de préférences.

1 (Y N
Notons que ce critdre de séparation n’est pertinent qu'en raison des
hypothéses de normalisation faites sur g et les fonctions v,

2 rer 1 .
Cette n@:a_:o; 114 pas regu, & notre connaissance, de nom dans la littérature,
11 est facile de montrer que la forme additive 'implique pour toute évaluation

om que donc le fait de trouver des évaluations la mettant en défaut impose
$’adopter la forme multiplicative,

4 W P . " P .
Nous précisons ici “simple” pour éviter tout risque de confusion entre Ja

PAMC additive qui a fait P'objet du 4.2.1 et 1a PAMC additive conduisant
une mesure,

'
i
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¢) On a vu que, °il existail ane mesure respectant (1.4.4.3) ou (r.4.4.4),
alors il existait également un critdre de synthése s’exprimant 2 1'aide de la
forme additive (r.4.2.1), Du fait de la forme fonctionnelle trés particuliere de
ces différents critéres de synthése, on congoit intuitivement que, s’il existe un
critere respectant (r.4.2.1) ! et une mesure respectant (r.4.4.3) ou (r.4.4.4), ces
crit®res ne sont pas sans lien. Dyer et Sarin (1979b) et Baron et al. (1984) ont
prouvé un certain nombre de résultats A cet ¢gard. En particulier, on peut
montrer que, 8’1l existe un critére g vérifiant (r4.2.1) et une mesure g’ vérifiant
(r4.4.3), alors g et g’ sont identiques moyennant une transformation affine
positive prés (ce qui implique qu'il en va de méme pour les codages v; et v,"),

4.4.3 Mise en ccuvre

On a vu, au 4.2.1.3, la difficulté d’€laborer les codages v,
dans une forme additive simple. Dans ce cas, en effet, il est
nécessaire de travailler sur plusicurs critéres 3 la fois, ce qui
complique singuliérement les méthodes d’estimation ou de
construction. Un des avantages de raisonner en termes de mesures
est qu’il devient possible de bAtir les codages v; indépendamment
les uns des autres. En effet, 1a "cardinalité" ne provient plus ici de
'additivité mais de I’idée de mesurer des différences de préféren-
ces. Faisons auparavant observer qu’il conviendrait, en toute
rigueur, de tester (démarche descriptive) ou d’admettre comme
base de travail (démarche constructive) les hypothéses d’indépen-
dance & la base du résultat 4.4.1 avant de vouloir bitir les codages
v;. Le probléme de 'indépendance mutuelle au sens des préféren-
ces a déja €€ évoqué au 2.4 et au 4.2.1.4, Compte-tenu de la
complexité de la notion d’indépendance au sens des différences
de préférences, on congoit qu'il soit délicat de vouloir vérifier
qu’elle convient, méme dans une démarche purement descripti-
ve % 11 s’agira donc ici, avant tout, de 'accepter de fagon volonta-
riste comme hypothése conduisant & un modele simple lorsque
ceci semble "raisonnable".

! Dans le cas "continu” ofi les critéres satisfaisant (r.4.2.1) se déduisent les uns
des autres par application de la transformation (r4.2.3).

% On wouvera dans MMCAD, 7.2.4 et 9.4 de nombreux exemples montrant
pourquoi cette hypoth2se peut &tre mise en défaut,
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Fishburn (1967) présente trois méthodes différentes pour

€laborer les codages v; en faisant appel A I’idée de différence de
préférence :

— €valuation directe sur une échelle ("direct rating") ;
~ ¢valuation fondée sur I'idée de bisection (an sens des
différences de préférences) d’un intervalle ! ;

~ rangement des mutations par ordre croissant des différences
de préférences et exploitation des inégalités ainsi mises & jour.

Mentionnons également la méthode dite des "mondes parallg-
les" mise au point par Vansnick (1984) 3 Ia suite de Camacho
(1982) interprétant I'idée de mutation en considérant différentes
situations possibles dans des ‘mondes” parallzles, identiques et

sans connexion (on pourra se reporter également 3 Wakker
(1986)).

La difficulté de la construction des codages v; tient cependant

& la difficulié de donner un contenu opérationnel clair 4 1a notion
de différence de préférences. Lattrait intuitif de eette notion ne
doit pas faire oublier qu'il est extrémement difficile de formuler
des questions y ayant trait. On peut avoir recours :

— & Ia pure introspection,
— & la technique des mondes paralleles,
— 4 la notion d’échange ou

»

— & un crittre extérieur au probléme

sans qu’aucune de ces interprétations ne présente, 3
d’avantages déterminants {(pour plus de précisions, o
Teporter & Von Winterfeld et Edwards (1586)).

notre sens,
n pourra se

Les codages v; étant construits, la mesure g sera parfaitement

définie une fois obtenus les coefficients k; (et le coefficient k dang
la forme multiplicative). Com

me cela était le cas pour la forme
additive simple, chaque jugement en termes de préférence oy

' Cest ce type de méthodes qui a &t wilise par Allais dans sa célsbre
expérience de 1952 pour estimer ses "fonctions d’utilité cardinales”,
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d’indifférence donne lieu & une inégalité sur les coefficients k;. On
peut obtenir de la sorte un ensemble d’inégalités.

Dans le cas ol le test mentionné & la remarque 2) du 4.4.2
impose de recourir & la forme additive, il suffit alors de 88:.&8 _
un systeme de n— 1 inéquations en tenant compte de la contrainte

n

Y k =1 pour donner un ordre de grandeur aux k.
1
=

Dans le cas oli la forme multiplicative s’impose, le Eogwq.:o
est un peu plus complexe dans la mesure oti ’on n’a plus affaire
a des inégalités linéaires. On peut alors considérer un systéme de
n inéquations en k*k;, le résoudre pour trouver _m. ﬁ&oﬁ des
inconnues k'k; et ensuite obtenir la valeur de k qui n’est autre

n

que m (I +kk) -1

il

4.5 CAS PARTICULIER DE LA THEORIE DE L’UTILITE
ESPEREE

4.5.1 Généralités

Les PAMC que nous avons envisagées _.cm@c_m,y wammma
prenaient appui sur un tableau de ﬁnl.ogm:onm., o,aw?m-a:.n sur
les €valuations des actions potentielles sur différents critres
constituant une famille cohérente. Rappelons (cf, 1.6) e.ﬂaz
critére est une fonction visant A résumer, & 1’aide d’un chiffre
unique, les évaluations d’une action sur diverses conséquences se
rattachant & un méme "axe de signification” concret. Avant la
construction de la famille de critdres, on peut représenter le plus
souvent ' I’évaluation d’une action potentielle a sous la forme
d’une distribution de vraisemblance sur les &chelles mmmoammm aux
diverses conséquences, c¢’est-a-dire par le modele I'(a) défini au
1.5,

! Cf. MMCAD, ch. 8.
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Dans le cadre le plus général, I’g

. La théorie de 1’utilité espérée s’attache au cas odl g distribu-
tion de vraisemblance do

distribution de probabilités. Elle vise & bétir un vrai-critre de
synthése directement sur la base de ces év

rement recourir & une phase préalable de construction d’un tableay
de performances.

nt il vient d’étre question est une

aluations sans nécessai-

valuation d’une action se

présente donc ici sous la forme d’une distribution de probabilités

8* sur I’ensemble E X E, x

-« X Ep  produit cartésien des

€chelles assocides aux § conséquences retenues. Les échelles E,
dimensions sont de méme natare que celles
rittres dont il a & question dans les sections

associées aux
associées aux ¢

précédentes (cf. 1.6.2). La notation n a ét

souligner le fait

nombre de dimensi
limitera, dans cette
finies. Ce qui y est

les infinies.

On cherche donc ici

type :

¢ introduite pour

qu’il n’y a pas nécessairement €galité entre le
ons et le nombre de critpres (cf. 1.6). On se
section, au cas ol les échelles E, sont toutes
dit se généralise naturellement au cas d’échel-

& bitir une fonction d’évaluation du

8@) =V, 0. e) 5 (o), e, o0 ex)e (€, xE, x .., xE)),

8@y, €5, ... &) étant la probabilits de 1'clémen; e,

Pensemble E, x

Ummm Ia plupart des problémes réels, on fait souvent |
thése simplificatrice consistant 3

de probabilités sur chacune d
indépendantes. On a alors -

€ ey €2) de

E, X .. x B, si I’action a est mise 4 exécution.

"hypo-
considérer que les distributions
es dimensions sont stochastiquement

8ey, €y . &) = II &)
i=1
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Dans le cadre de la théorie de 1utilité espérée, le vrai-critére
de synthése est du type ! :

mwwﬂ.m@vvﬁg * o..h.m.c
alb e ga) = gb)

avee |

B =T X o T ey ¢ e )Ty €y )

el ek, e By

qui revient A associer, & chaque vecteur (e, e,, ..., &;), un coeffi-
cient u(e,, e,, ..., ;) généralement appelé "utilit¢" et A faire
ensuite la somme de ces coefficients pondérée par les probabilités
8'(ey, €y, ..., ), d’oli I"appellation "utilité espérée”. On verra au

4.5.2 que I’hypothese d’indépendance stochastique simplifie
I"utilisation de (r.4.5.1).

Le crittre (r.4.5.1) ne fait que généraliser, au cas o ’on

considére I’ensemble des 1 dimensions, un critére de ponctualisa-
tion que nous avons déja rencontré au 2.4.1.

Soulignons que la fonction d’utilité u (qu’elle fasse intervenir
une ou plusicurs dimensions) intégre, de fagon non dissociable,

! 11 est bien entendu possible d’envisager d’autres formes fonctionnelies, 11 y
a 14 un vaste débat concernant le probleme de la "rationalité” dans I'incertain,
Du point de vue de I'aide 2 12 décision, si 1’on souhaite bitir un vrai-crittre,
la simplicité de la forme fonctionnelle utilisée en théorie de Tutilité espérée
nous semble &tre un avantage déterminant. Notons cependant que, depuis
quelques anndes, on assisie A une remise en cause profonde de cette théorie,
tant en ce qui concerne ses possibilités de décrire Ie comportement observé en
laboratoire d’un grand nombre d’individus (cf., entre autres, les résultats des
expériences présentés et commentés dans les recueils de Allais et Hagen
(1979), Stigum et Wenstdp (1983), Hagen et Wenstédp (1984) et Munier (1988),
Particle classique de Kahneman et Tversky {1979) et la synthese de Jaffray
(1989)) que son attrait normatif (cf., sur un plan théorique, Allais (1953, 1979,
1986), Deket (1986), Fishburn (1982, 1983, 1988), Jaffray (1988), Machina
(1982, 1988), Quiggin (1982), Schmeidler (1984} ou Yaari (1987) on les
synthéses de Munier (1989 a et b).
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deux aspects des préférences *. Ceux-ci ont trait respectivement :

T aux comparaisons d’écarts de préférences résultant de
variations certaines des conséquences (attitude face au passage
d’un échelon & un autre) ;

— aux jugements de préférences résultant de variations dans

mevvanmmmmon probabiliste des conséquences (attitude face ay
risque) *,

Sous des conditions trés fréquemment retenues en pratique, le

criicre de I'utilits espérée relatif 3 1 dimensions (défini par

(r4.5.1)) se présente comme une PAMC agrégeant 1 (éventuel-
lement un nombre plus réduit) de critdres définis eux-mémes
mﬂom un principe identique sur une (éventuellement plusieurs)
dimensions, Lorsque ces hypotheses (dont il sera question au

4.5.2.2) ne sont pas remplies, on ne peut plus, en toute rigucur,
parler d’une PAMC a propos de (r.4.5.1),

Considérons un s.r.p. de type (P, T) ayant les propriétés d’un
préordre complet sur un ensemble d’actions évaluédes ay travers
d’une distribution de probabilités sur un ensemble de 1 congé-
quences. On connait, depuis I'ouvrage de Von Neumann et
Morgenstern (1947), les conditions permettant de représenter ce
§I.p. par un vrai-crittre bati selon la formulation de 1utilité
espérée (r.4.5.1) > Précisons ici qu’un critére vérifiant (r.4.5.1)
est défini & une transformation affine positive pres. .

Pour bitir un te] critére,

il faut donc pouvoir €valuer la
fonction u(e,,

€2 - &) Lorsque la fonction u ne fait intervenir
quune seule dimension, il existe (cf. infra et Keeney et Raiffa

! Cf. Bouyssou et Vansnick (1988, 1990),

2y 5 .
Dlautres modéles ont &8 Proposes pour séparer ces deux concepts. Mention-

sozwmnﬁﬁmcuzmlmaoamﬁ EURDP, cf, Quiggin {1982 Schmei
Allais (1986), Yaari (1987), o (1952, Schmeidlr (1964,

ki s
Pour un énoncé de ces con

ditions, nous renvoyons 3 Fi
MMCAD, 5o yons A Fishburn (1970a) ou 3
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(1976)) un certain nombre de techniques de questionnement
permettant de lui donner une forme précise. On pourrait songer &
appliquer ces mémes techniques dans le cas ob u fait intervenir
plusieurs dimensions '. Comme nous le verrons ci-aprés, cette
facon de faire se heurte, en général, & des difficultés insurmonta-
bles. C’est pourquoi on cherche d’abord décomposer la fonction
u(e,, e,, ..., &) en utilisant une forme fonctionnelle simple avant
de procéder & une évaluation.

Avant d’aborder ce probléme, mentionnons qu’il est possible
d’utiliser Ia théorie de I’utilité espérée dans une étude d’aide A 1a
décision dans une optique toute différente de celle abordée dans
cette section %, On peut en effet vouloir bitir, en utilisant la -
théorie de I'utilité espérée, non pas un critére de synth&se mais un
crittre parmi d’autres en appliquant la formule (r.4.5.1) & un sous-
ensemble de dimensions appartenant au support d’un critére. C*est
13 une technique classique de ponctualisation. Y avoir recours ne
préjuge en rien de la PAMC qui sera utilisée par la suite.

4.5.2 Procédures d’agrégation utilisées en théorie de
Putilité espérée

4.5.2.1 Compléments sur fes notions d’indépendance

Le concept d’indépendance au sens des préférences introduit
jusqu’d présent sur la base d’une famille de critdres se transpose
de fagon immédiate au cas d’une famille de dimensions. On dira

qu’une sous-famille de dimensions ] c D = {1,2,.., 1} est indé-
pendante au sens des préférences dans D si les jugements de

! Rien ne s’opposerait non plus 2 batir une fonction d’évaluation agrégeant les
dimensions "dans le certain” et & ensuite batir une fonction d’utilité de Von
Neumann-Morgenstern sur cette fonction. Sur ce point, comme sur tous ceux
abordés dans cetle section que le lecteur souhaiterait approfondir, nous
renvoyons a l'ouvrage de Keeney et Raiffa (1976) ol 1'on trouvera, entre
autres, un excelient rappel des principes et techniques de base en théorie de
P"utilité espérée. .

*CLL6.2,
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préférence pour des actions ne différant que sur les dimensions de
J ne dépendent pas des valeurs fixées sur D\J. Autrement dit,
considérons quatre actions a, b, ¢, d évaludes de fagon ponctuelle

sur les 0 dimensions de D et telleg que :

Wa) =%(c) Vie ],
%0 =vy(d), Vje I,
(@) =y(b), Vie Dy,
1) = %(d), Vie DV

ou Y(a) désigne I'évaluation ponctuelle de Paction a sur la
dimension 1.

L’indépendance au sens des préférences de J dans D
implique alors que :

mm_uod%.mmgﬂvnwac.o_%;um&.

Lorsque les évaluations deg actions font intervenir des
distributions de probabilités, il est commode d’assimiler de telles
actions idéales & des loteries, Toute action a caractérisée par une

distribution de probabiliigs §° sur E; x E, x ... x E; peut en effet

€tre vue comme une "loterie" dont les "lots" sont les différents 1 -

uplets (e, e,, ..., &), chaque lot étant affects de sa probabilité

d’occurrence &(e,, €2 -, ). Il est alors naturel de s’intéresser

a d’autres formes d’indépendance qui concernent un cas particu-
lier de 'indépendance an sens des dispersions définie ay 2.4.1.0On
dira qu’une sous-famille J de dimensions est indépendante au
sens des utilités dans D i Jes préférences, pour des loteries ne
différant que sur les dimensions de I, ne dépendent pas des
valuations certaines sur les dimensions de D\J, Considérons

quatre actions a, b, ¢, d évaluédes de fagon ponctuelle sur les
dimensions de D\ teljes que :

mamm_.v.mmu = mnmn_v._.mr
mvﬁo_.v_.m.q = 8%e),
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6'(e).; désignant la distribution de probabilités sur F_& mh.
résultant de la mise 2 exdcution de a.

L’indépendance au sens des utilités de J dans D implique
alors que :

aPb(resp.alb)= cPd (resp. c Id).
4.5.2.2 Agrégations additive et multiplicative

Ces deux formes d’agrégation sont les plus &523.& sont
celles qui sont employées dans la plupart des applications
pratiques. De fagon quelque peu simplifiée, elles concernent les

e

. +
cas ot le critére unique de synthése g(a) peut s’écrire sous I'une
ou 'autre des formes suivantes :

bid

gla) = Y kegfa) (r.4.5.2)
)

k. >0, W k =1

8@ = (I] ( + kkg@) - 1] L

2 (r.4.5.3)
i=l Hn

k>-1,k=20,k>0 ¥ k=1
i=1

ou les g; sont des critéres définis comme I’espérance mathémati-
que de fonctions d’utilité partielles v, faisant intervenir :oqdmmn-
ment une seule dimension (éventuellement plusieurs dimensions).

Dans tout le reste de cette section, on supposera que :

— I'on raisonne sur un ensemble d’actions idéales suffisam-
ment riche pour que ’on puisse considérer toute distribution de
probabilités sur E; x E, x ... x E; comme correspondant
I'évaluation d’une action ;

- chaque mormmm E; omﬁvogmo inférieurement par e, et
supérieurement par e; (e, # e}).
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Le résultat fondamental suivant est di 3 Keeney (1974) :

wm@dvﬁﬁ‘ 4.5.1 : Considérons un vrai-critére g vérifiant la
forme d’utilité espérée (r.4.5.1). Si toute sous-famille de dimen-

sions est indépendante au sens des utilités dans D (indépendance
mutuelle au sens des utilités), alors,sin2> 3 !-

soit u(e,, € 1oy B) = M kue) (r.4.5.2 bis)
i=1
(forme additive)

=l

e

i
Soit uey, €, e = (] (1 + kkuge)) - 1) ,m
i=]
(r.4.5.3 bis)

(forme multiplicative)

i
st Y k, 1

=1

avec

ke [0, 1],

ule) = 1, u(e,) = 0,

EAOW OM. CLL) ﬂﬂ-v = ~.. GAOT“ m.mu- srey ﬂmﬁv = Ou

k>~ 1etk#0 solution de I'équation

bid
H+wuuﬁ+w.ﬁ.v

i=1
Ce résultat fondamental appelle les commentaires suivants,

a) Ces deux formes peuvent s’
apparaitre la forme additive comme
multiplicative pour k = 0 en posant :

écrire en une seule faisant
un cas limite de la forme

"Le cas 71 =2

Le tmposant une fois de plus de recourir 3 des conditions
spécifiques,
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ue,, €, ..., &) = M kuge) + kY Y kik;ue)u(e)

i=1 1

+ wm.._ T WM kikykue) (e ley)
i= I >j

+ ok Wm-_.F.wm.....wmd_ﬁo_v.:%omv..:.:mﬁnmv.

b) Au vu de ce résultat, supposons que P'on retienne pour la
fonction d’utilité une forme additive (r.4.5.2 bis). Un calcul
simple permet alors de montrer que le critére de synthése qui en
résulte est du type (r.4.5.2), les critdres g/(a) étant bits en
calculant ’espérance mathématique de 1'utilité partielle W, par
rapport a la distribution de probabilités marginale de I’action a sur
Iéchelle E,

. On retrouve une équivalence similaire entre (r.4.5.3 bis) et
(r.4.5.3) dés lors que I'on admet (hypothése souvent réaliste en
pratique) que les évaluations des actions sous forme de distribu-
tions de probabilités sur les différentes dimensions sont stochasti-
quement indépendantes, c’est-a-dire que :

B, €y o &) = m”@mv.mwﬁuu.:..mmﬁmy

¢) La condition d’indépendance mutuelle au sens des utilités
est €quivalente & la condition d’indépendance mutuelle au sens
des préférences jointe A 1"indépendance au sens des utilités d’une
dimension dans D. On notera alors la parenté flagrante de ce
résultat avec le résultat 4.4.1 (qui est postérieur), I'indépendance
au sens des différences de préférences jouant le rdle de ’indépen-
dance au sens des utilités,

d) De méme qu'au 4.4.2, le critére permettant de choisir entre
les deux décompositions sur la base de la somme des k; est
parfois sujet & caution en pratique. On trouvera, dans Keeney et
Raiffa (1976), un résultat classique imposant de recourir & la
forme additive dés lors qu’il existe deux actions a et b respective-
ment assimilables aux loteries :
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12
A.@_; 0._. Amwvruiv
et
H\N mﬁm\u O.Q\u Ao_nkuav
1/2
(e, m.m_.. Avawu:.v
12 (e, € Aawvxuav

et qui sont indifférentes !,

e) De méme qu’au 4.4.2, I'équation en k de degré T

H+WHHH (1 + kk)
j=1

"

mﬂﬁor en général, une seule racine réelle supérieure 2 — 1 et
différente de 0.

.o .m.:. existe une décomposition additjve (r.4.5.2) ou une décomposition
&::G:nm:,\a (.4.3.3), il existe aussi une décomposition additive simple sur
I'ensemble des dimensions de type (r4.2.1). Bien entendu, ces décompositions
:m sont um.wm. sans Hens. En particulier, $’il existe (dans le cas "contina") une
décomposition additive simple (r.4.2.1) et une décomposition additive (r4.5.2),

on peut uwon:ﬁ, qu’elles sont identiques 2 une transformation affine positive
prés (les liens existant entre (r42.etls

! ﬁm.mm:mqm:mm:o: de cette condition implique que les préférences entre des
_n.vazmm. ne dépendent que de leurs distributions marginales sur chacune des
m:sosm_.oﬁm. On peut montrer (cf. Fishburn (1970a)) que c’est 1 une condition
nécessaire et suffisante pour parvenir & une décomposition additive,
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4,523 Autres procédures d’agrégation

Dans ce paragraphe, nous passerons bridvement en revue d’auires
décompositions possibles de la fonction ue,, e, ..., €-). Leur intérét est avant

tout conceptuel dans la mesure ol leur élaboration en pratique requiert un
travail trés lourd ' et ne sont donc utilisées que dans des cas trds particuliers.

Un premier résultat concerne le cas ol chaque dimension est indépendante
au sens des utilités dans D, hypothése plus faible que I'indépendance mutuelle
au sens des otilités, et aboutit 3 une décomposition dite "multilinéaire".

RESULTAT 4.5.2 : Considérons une fonction g vérifiant (r.4.5.1). 8i chague
dimension est indépendante au sens des utilités dans D, alors :

ule, e, .., &) = M kue) + Mm M_ kyue)ule)
i= i= S

* b MU kyuepule)ule) + ..+

TR
Kip 2y {e ) e uye,) . ule)

avec

uen =1, ufe,.) =0

- ) *
uey; €3 .o 820 = 1, (e, €4, oo, 5,0 =0.
Utiliser une telle décomposition pour bitir un critire de synthése

imposerait d’élaborer T fonctions d'utilité partielles ugfe) et d'attribuer une
valeur & 2"-1 coefficients 2

De nombreux autres résultats sont disponibles dans ia littérature, Ils font
apparaitre des fonctions d'utilité partielles ayant plus d’un argument ou
plusieurs fonctions ayant les m&mes arguments.

A titre d’exemple, citons :

' Pour plus de précisions sur les décompositions abordées dans ce paragraphe,
nous renvoyons & Keeney et Raiffa (1976) et & Farquhar (1980, 1983).

*En fait, il faut ¢faborer 2% - 2 valeurs sachant que la somme des coefficients
vaut 1 puisque ufey, €, ..., &) = 1.
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— la décomposition "bilatérale" !
u(e;, e, &) = ke + kyuy(e,) + Ky uy(e,)
+ w_u.m"ﬁo_v.@ﬁmb + _ﬁ_m.m_mo_v.m%nuu
+ kyyfy(e) fey) + ki fi(e;) fi(ey) Tiles) ;

— les décompositions "cubiques” et "pyramidales” ? avec par exemple
u(ey, e, &) = K ue) + kyuy(ey) + kyus(es) + kipupsley, €5 +
. ks ugsle,, e) + ke, ) + ki) uy(ey) s(es)
u
u{e,, ey, &) = k, Wiey) + kyuyle) + ks ug(ey) + kipupfe, ) +
kigmsle,, ep) + kain(e, &) + L e fale) fley) ;

~ Papproche des structures de préférences "multivalenies” ? cherchant 3

exploiter %,w propriétés {’indépendance vérifides seulement sur des sous-
ensembles d’échelons #ss0Ciés & une dimension H

|.H.mﬁﬁ8nro du "balisage"
ressortir des propridés d’indépen
de "degré n",

par T'indifférence conditionnelle * faisant
dance généralisées au sens des utités dites

4.5.3 Mise en ceuvre 5

4.5.3.1 Compléments sur les hypothéges d’indépendance
Avant de s’intéresser 3 Pauribution de valeurs a
fonction d’utilité, une étape préalable consisie
les hypothzses d’indépendance qui
qu’il est raisonnable d’accepter (ds
forme fonctionnelle précise pour ufe,
et multiplicatives diudideg précédem

UxX paramétres de la
& chercher 4 cemner quelles sont
sont vérifides (démarche descriptive) ou
marche constructive) afin d’obtenir une

+ € w0, ). Les décompositions additives
ment impliquent I'indépendance mutuelle
des dimensions. On a v, an 2.4.1, quels
ficontrer pour savoir §°il convient on non
des utilités d’une dimension, Ces difficultés

__.
Voir P&EH Qc.\.q&. Nous nous restreignons ici & troig dimensions pour ne
pas alourdir inutilement Jes oxnammmomm.

? Voir Farquhar (1975).
* Voir Farquhar et Fishbum (1981).
* Voir Farquhar et Fishbum {1983).

5
On trouvera un exem

o ple réel de mise en peuvre de ces concepts et résultats
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sont de méme nature avec plusieurs dimensions. Nous nous contenterons ici
d’énoncer deux résultats classiques qui sont tr¥s utiles en pratique pour
raisonner celte question,

Par analogie avec le résultat 4.2.2, on a :

RESULTAT 4.53 : Considérons une fonction g vérifiant la formulation
d’utifité espérée (1.4.5.1) 1. Si deux sous-familles de dimensions I et 1 sont
toules deux indépendantes au sens des utilités dans D et sont telles quelnl
# &, Non(I < I), Non(J < 1), alors les sous-familles T U LI I INT TN,
(N w NI sont indépendantes au sens des utilités dans D.

On a également :

RESULTAT 4.54 : Considérons une fonction g vérifiant la formulation de
"utilité espérée (r.4.5.1). Les trois propositions suivantes sont alors équivalentes
déslorsque m =3 :

- les dimensions sont mutuellement indépendantes au sens des utilités ;

- les sous-familles de dimensions (i, i + 1) pouri=1,2, .. T — 1 sont
indépendantes au sens des utilités dans DD
-3 je D tel que la dimension j est indépendante au sens des utilités dans D

et les sous-familfes (j, i} pouri=1, 2, ..., J~1, }+1, ..., T sont indépendantes
au sens des préférences dans D.

Admetire comme base de travail I'indépendance mutuelle au sens des
utilités peut donc, dans cette situation, se raisonner en ne considérant que des
paires de dimensions judiciensement choisies ou en utilisant une combinaison
d'hypothéses d’indépendance au sens des préférences et des utilités,

4.5.3.2 Elaboration des fonctions d’utilité partielles

Que ce soit dans les décompositions additives ou multiplicati-
ves, une étape importante de la mise en ceuvre de la théorie de
utilité espérée consiste dans 1’élaboration des fonctions d’utilités
partielles uy(e). C’est le rble des hypothéses d’indépendance
utilisées au résultat 4.5.1 que de permettre de raisonner les
fonctions d’utilités partielles uge,) sans se préoccuper des autres
dimensions. Rejeter ces hypothgses implique de s’intéresser & des
fonctions d’utilité partielles conditionnelles A une évaluation fixée
sur les autres dimensions. Travailler avec de telles fonctions

' La démonstration de cette proposition (voir par exemple Keeney et Raiffa
(1976)} fait largement appel & la transitivité de P et 1.
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conditionnelles est rarement réaliste en pratique,

Relativement simple d’un point de vue conceptuel, ’élabora-
tion de telles fonctions requiert une expérience certaine et se
heurte souvent A bien des difficultés. Nous ne pouvons, dans le
cadre de ce livre, étudier en détail toutes les procédures et
techniques permettant d’élaborer ces fonctions !. Nous renvoyons

pour cela aux ouvrages de Raiffa (1970), Keeney et Raiffa (1976)
et & l'article de synthése de Farquhar (1984),

Une étape préalable essentielle 3 I’élaboration des ue)
consiste dans une définition claire de la dimension, de ses
€chelons, des unités utilisées, etc. Avant de procéder 4 une
élaboration quantitative, il est €galement prudent de chercher 3
identifier et/ou & établir les "attitudes vis-a-vis du risque" sur cette
dimension. On sait en effpt 2 qQue certaines attitudes raisonnables
vis-3-vis du risque conduisent a des formes fonctionnelles trés

précises pour les fonctions ue;) (formes exponentielles, puissan-
ce, logarithmique, etc.).

Pour obtenir des valeurs de Ia fonction uy(e;), on peut recourir

& de nombreuses techniques. Tant dans la forme additive que
multiplicative, on a :

ufew) = 0 et ule]) = 1.
De plus, ces préférences pour des loteries sur la dimension i ne

dépendent pas des valeurs fixées sur les autres dimensions. Dég
lors, si I'on peut wouver un échelon ? & tel que le fait de subir

' Beaucoup parlent, 3 Propos de cette élaboration, d’un véritable "art". Pour
ceux désirant approfondir ce sujet, rien ne remplace les enseignements que 1'on
peut tirer d'un vériiable dialogue. On trouvera dans Keeney (1977 la

transcription détaillée d'un dialogue réel visant 3 I'élaboration de fonctions
d’utilité,
? Il existe une littérature abondan

te & ce sujet dont on trouvera un bon apergu
dans Keeney et Raiffa (1976). L

article de base en la matidre est Pratt (1964),

* Rappelons une fois de Plus que 1a recherche de &/ s’0pre par un resserrement
progressif d’un intervalie comprenant cette valeur,
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une conséquence certaine e, soit jugé équivalent & ooE.m an.noc@.
le risque de recevoir soit e,., soit e] avec des probabilités identi-
ques, (r.4.5.1) permet, combinée A (r.4.5.2) ou (r.4.5.3), de poser :

ufe)) = 12ufe.) + :N.EA@U =12,

On peut obtenir d’autres points sur la fonction d’utilité, par
exemple en s'intéressant aux valeurs e” et ¢, telles que :

12
1/2 . / ¢

m
wm\\ H et @m H

. ¢
2 & 1/2

On posera alors ufe”) = 1/4 u(e,”) = 3/4. On peut itérer & _omm.w
cette technique, dite de la "conséquence variable" (ou ao.E loterie
50-50), pour obtenir autant de points que 'on souhaite sur la
fonction d*utilité '. Le plus souvent, en pratique, on se contentera
d’un nombre restreint de points tracant ensuite, & main levée, une
fonction ou utilisant ces points pour calibrer les paramétres m,.cso
forme fonctionnelle précise impliquée par des nosma,_mqmsonm
qualitatives sur le gofit ou ’aversion pour le risque. Pour s’assurer
d’une certaine cohérence dans les valeurs attribudes, il est _uH..:an:H
de poser quelques questions de contrble. On devrait avoir par
exemple :

! La nature de ces questions explique qu'il soit extrémement difficile de 321.@
en ccuvre une €laboration directe de ufe,, e, ..., eg). Une telle fagon de faire
supposerait un nombre trés élevé de ﬁ_:omnoum.ﬁE:ﬁ:wBBnE o@BEmmmm. i
est important également que l'interrogé pergoive o_wnnﬂm.:n Ia a_m_n:mﬂ.om et
puisse la rattacher 4 son expérience concrite. Omn_...wxv_ﬁco qu’il soit, en
général, difficile de vouloir bitir une fonction d’utilité de <m= Zn.cqmm::-
Morgenstern sur un crittre de synthése agrégeant (dans ._o certain”} les
dimensions de D. En effet, un tel critdre ne s'exprime généralement dans
aucune unité concréte claire.
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1/2

[l

Une autre technique, dite de 1a "probabilité variable” (qui est
adaptée au cas d’échelles discrétes, contrairement & Ia précédente),

consiste  faire porter les questions non sur des échelons

aire por ) mais sur
des Eowm_c.;_\aw. Fixons un échelon e;. Si I’on parvient 3 trouver
la probabilité p telle que

P

=0
l-p

on pourra alors poser w(e!) = pugel) + (1

r z - ~ .
D’autres techniques peuvent également - étre envisagées, par

exemple en faisant varier un des lots de la loterie ou en faisant
comparer deux loteries entre elleg !

— Puyles) = p.

Il est clair que, dans une démarche purement descriptive,
toutes ces technigues devraient conduire & des fonctions u;(e;)

identiques, 3 un aléa expérimental prés. I n’en va pas de méme
dans une démarche constructive of 1] st tout & fait concevable
que la fagon de présenter le probleme, de poser les questions et

de les enchainer puisse avoir une influence non négligeable sur le
résultat du dialogue,

De trés nombreuses études laissent &
attitude purement descriptive pour mettre
questionnement est fortement sujet A cau

penser qu’adopter une
en ceuvre ce genre de
tion 2. On constate en

' Sur cette demisre technique, voir McCord et de Neufville (1986).

* Voir les synthéses de Bouyssou (1984) ou Jaffray (1989).
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effet que :

— les probabilités présentes dans les loteries sont souvent mal
pergues et déformées, en particulier aux environs de la certitu-
de !,

— la fagon de formuler les questions influence grandement les
réponses en termes de préférences 2,

— le domaine sur lequel est estimée la fonction d’utilité in-
fluence significativement sa forme 3,

qu’enfin et surtout

— les diverses méthodes d’estimation produisent des résultats
différents, ces différences étant importantes, systématiques et
prévisibles 4.

Il serait cependant vain de chercher & nier 'intérét de cette
approche en aide 4 la décision. Le trds grand nombre d’études
ayant €té réalisées en 'utilisant est 1 pour en témoigner °. Mais
il est essentiel de reconnaitre que ’intérét de cette approche 1éside
avant tout dans la puissance des conventions gu’elle propose au
décideur pour structurer et raisonner ses préférences.

! Voir le recucil de Kahneman et al. (1981) oh on trouvera une étude

exhaustive de ce problzme.

% En particulier, citons

— Le phénoméne du renversement de préférences {voir Lichtenstein et Slovic
(1971)).

~ Les effets de "référence” et du "contexte” {reference and comtext effects).

Voir, par exemple, Hershey et Schoemaker (1580), Tversky (1977) ou encore
Kahneman et Tversky (1979).

® Voir, par exemple, Hershey et al. (1980) ou Jaffray ¢t Cohen (1982),

* Voir, outre I'article de Hershey et al. (1980), les travaux de McCord et de
Neufville (1982), les résultats de I"éude de 1952 de Allais reproduits dans
Allais (1979), Jonhson et Schkade (1989), Loomes (1988).

* Voir la bibliographie de Keeney (1982).



T TTTmlodL 6 LR CTUEYE Unigue de synthése 4533

Mentionnons en dernier liey qu’il est possible de construire
les fonctions uye;) en recourant a des techniques de programma-

tion linéaire tout i fait comparables a celles qui ont déja éeé
mentionnées au 4.2.1,3 '

4.5.3.3 Attribution de valeurs aux coefficients k,

L’attribution d’une valeur aux coefficients k; dans les formes
additives et multiplicatives (r.4.5.2) et (r.4.5 .3) s’opére suivant les
mémes principes que ceux qui ont déja été évoqués an 4.2.1.3 &

propos de la forme additive simple et au 4.4.3 a propos des
mesures.

Il est prudent, dans tous les cas, de chercher 4 ordonner les k,
avant de procéder & des questions plus complexes. Ceci se fait de
maniére simple sachant que

Y S € tur €4 €pnr &) P (e,., Cour s €14 B, €10 Cp)
=k > w_.

dans la forme additive aussi bien que dans la forme multiplicative.

Pour donner une valeur aux k; dans 1a forme additive, il suffit,

L3
sachant que ¥ k = 1, d’obtenir T - 1 Jugements de préférences

ial

sur des actions différant sur plusieurs dimensions. Ceci peut se
faire simplement en évaluant des faux de substitution entre
différentes dimensions. On obtient alors un poly&dre que 1’on peut
chercher A explorer de fagon systématique. Si I’on souhaite
attribuer une valeur unique aux k;, on pourra chercher A obtenir
des jugements en termes d’indifférence ou encore 2 attribuer
directement une valeur aux k; en cherchant A définir Ja probabilité
p telle que :

! Voir sur ce point Siskos (1983).
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ﬁ » * x
- AG_ €2 o...-ﬂmv
a1 Q (€42 Cpurr)
1-p

On a alors, tant dans la forme additive que multiplicative, k,=p.

Pour donner une valeur aux %, dans la forme multiplicative, on
peut recourir A la technique évoquée au 4.4.3 en ﬂ&.moszm:ﬁ. sur les
coefficients k'k, soit obtenir n — 1 équations (ou Emncmz.ona et
attribuer une valeur 2 1'un des k; en recourant i la 80_\5&:0 de
loterie que nous venons d’évoquer. La valeur de k se déduit alors
aisément, de fagon numérique, en résolvant 1"équation :

i +Wﬂm (1 +W.Wmv.
i=1

On verra au 9.2 un exemple de mise en ceuvre de ces techni-
ques.

4.6 CONCLUSION

En matiere d’aide multicritére  la décision, I’approche opéra-
tionnelle qui repose sur la construction d’un critére unique de
syntheése apparait, aux yeux de beaucoup, comme la plus :EE.Q.H.
On la croit généralement aisée parce que simple. La mJEEo,x:m
des résultats théoriques rappelés dans ce chapitre, .@:8 3 la
pauvreté des résultats concernant divers ?.o.cmwﬂam _Bﬁoﬂmsa
auxquels se trouve confronté le praticien, nous invitent a souligner
le caractere trompeur de cette apparente facilité,

Batir un critére unique de synthése implique des réponses 3
trois types de problémes :

— Un probléme structurel : quelle est la classe de fonctions
V au sein de laquelle on cherche le critére de synthése o Autre-
ment dit, quelles sont les formes analytiques a priori ﬁwmm&_am (et
seules possibles) pour cette fonction V (somme pondérée, forme
additive plus générale, forme multiplicative, ...) ?
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— Un probléme paramétrique : la classe de fonctions V
envisagée fait intervenir un certain nombre de paramétres qui
renvoient, le plus souvent, & ce que nous avons appelé des
informations inter-critdres ; quelle interprétation donner 2 de tels

parametres, sur quelles bases, selon quelle démarche peut-on leur
attribuer une valeur numérique ?

_— Un probléeme de qualité : compte-tenu de la part d’arbi-
traire que recéle le choix de la fonction V, les valeurs numériques
attribuées aux parameétres quelle renferme et I’évaluation ‘une
action a quelconque (performance selon n critéres oy modeles
plus complexes), comment apprécier le pouvoir discriminant du
critére de synthése ; de fagon plus précise, puisque, sauf excep-
tion, il est peu réaliste de traiter ce critdre comme un vrai-critére,
comment peut-on donner des valeurs numériques 4 des seuils
d’indifférence et/ou de préférence ?

Dans ce chapitre, nous avons cherché & rassembler I’essentiel
des résultats aujourd’hui disponibles pour aider le praticien i faire
face a ces wois problémes. Force est de constater la pauvreté de
cette aide concerant le troisiéme (cf. 4.3). Cela tient certes i la
difficulté du probléme mais aussi au fait que, jusqu’a ce jour, la
plupart des théoriciens ont regardé, a priori, le critire unique de
synthése comme un vrai-critire, Or, fréquemment, en pratique :

— la forme analytique retenue pour la fonction V n’est qu’une
hypothése de travai} parmi d’autres ;

— la signification concrate deg parameétres qu’elie renferme est
quelque peu confuse et les valeurs numériques qui leur ont &t
attribuées discutables au sein d’intervalles plus ou moing grands ;

~ enfin, les performances qu’il s’agit d’agréger renvoient i
des critéres qui ne sont pas, eux-mémes, de vrai-critdres,

Chacune des trois raisons qui viennent d’
donc contredire I'hypothese d’un critére uni
SOIt' un vrai-critére, II importe de ce fait
particularités de chaque cas concret ol cette

Etre évoquées vient
que de synthése qui
» 4 la lumitre des
approche opération-
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nelle est retenue, de discuter du pouvoir discriminant ! du critére
unique de synthése afin d’€viter de travailler avec des seuils de

préférence et/ou d’indifférence nuls sous le seul prétexte qu’on est
embarrassé pour leur donner une valeur non nulle.

Relativement au probléme paramétrique, on a vu (cf. notam-
ment 4.2.1.3, 4.4.3, 4.5.3) que, sous des hypoth&ses bien définies,
on pouvait prendre appui sur une technique précise de questionne-
ment pour “estimer” (ou ajuster) la valeur des divers paramétres.
Pour parler d’estimation (ou d’ajustement), il faut bien évidem-
ment supposer que le systéme relationnel de préférences que le
critére unique de synthése décrit existe "quelque part" et puisse
€tre questionné tout en demeurant inchangé par ce questionne-
ment. C’est dire que les fondements théoriques de telles techni-
ques se situent inévitablement dans le cadre d’une démarche
descriptive. Cela ne signifie pas pour autant qu’elle soit dépour-
vue d’intérét dans le cadre d’une démarche constructive. Certes,
on ne peut plus alors parler d”"estimation” (ni d’ajustement) et
encore moins de "biais" ou d’"erreur". On peut malgré tout, grice
4 de telles techniques, clarifier la signification concréte des
valeurs numériques attribuées et tester ’acceptabilité de I'hypo-
thése de travail qu’elles constituent.

Pour le probléme structurel enfin, il existe, comme Uillustrent
les résultats 4.2.1, 4.4.3, 4.4.4, 4.5.2, 4.5.3, un certain nombre de
travaux qui permettent de justifier les formes analytiques les plus
simples. Dans une démarche descriptive, ces résultats doivent
permettre d’apprécier si la forme analytique Tetenue est ou non
apte a représenter le systéme relationnel de préférences supposé
pré-existant. Dans une démarche constructive, ils permettent de
mettre a jour le type d’hypothdses structurelles qu'il est nécessaire
et/ou suffisant d’accepter comme hypothéses de travail pour que
la forme analytique considérée puisse étre retenue. Ces résultats
ont pu paraitre un peu compliqués et trop limités 2 des propriétés
d’indépendance. On peut regretter ’absence de résultats utilisables
concernant des formes de dépendance susceptibles d'étre typées
sur des bases relativement simples.

' Ct. 1.6.3.
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Les concepts, résultats et commentaires du présent chapitre sont
susceptibles, dans bien des cas, d’aider 3 Iélaboration d’un critére
unique de synthése. 1l n’en demeure pas moins qu’ils sont
complexes et incomplets. II ne nous parait pas possible d’en
dégager un guide de portée générale auquel homme d’étude
pourrait se fier lorsqu’il a choisi approche opérationnelle du
crittre unique de synthése. Quelle que soit Ia facon de s’y
prendre, il importe 3 notre avis de bien noter, chemin faisant, les
principaux facteurs d’imprécision, d’incertitude et d’indétermina-
tion qui affectent les options retenues dans chacun des trois
problémes discutés dans cette conclusion. De tels repéres sont
nécessaires pour que I’homme d’étude puisse effectuer ce que
nous appellerons une analyse de robustesse, laquelle est générale-

ment indispensable pour asseoir correctement une recommanda-
tion,

Ce que nous entendons précisément par analyse de robustesse
sera précisé au 5.4.4. Bornons-nous 3 préciser que, par 13, nous
désignons I’ensemble das attendus, calculs et examens critiques
qui ont pour objet de mettre en &vidence la plus ou moins grande
solidité (eu égard A ces facteurs d’imprécision, d’incertitude et
d’indétermination} des conclusions dégagées. Elle consiste en
particulier & conduire des calculs destinés & mettre 3 I’épreuve ces
conclusions lorsqu’on répercute, sur le critére unique de synthése,
Pimpact de variations d’amplitude raisonnable provoqué par
I'analyse de tels facteurs. Contrairement & ce qui est pratiqué
Couramment dans ce qu’on appelle une “analyse de sensibilité",
il importe de ne pas seulement faire varier I'un aprés I’autre et
isolément chacun de ces facteurs, 11 est indispensable de combi-
ner, de maniére suffisamment riche et représentative {mais sans
doute pas de toutes les fagons possibles), I'impact des différentes
sources de variation. On peut ainsi examiner dans quelle mesure,
selon que I'on adopte un crire unique de synthése défini d’une
maniere ou d’une autre, les résultats obtenus (c’est-a-dire, selon
les cas, 1a meilleure action, les actions situées en téte de classe-
ment, le rangement complet des actions ou ’affectation de ces
actions 3 des catégories) s’avérent relativement stables ou, au
contraire, sont modifiés de fagon significative. A titre d’illustra-
tion, imaginons que I’étude prenne appui sur la théorie de 1’ utilitg
espérée et, plus précisément, sur le résultat 4.5.1. 1l faudra au
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minimum combiner trois types de facteurs :

— la valeur de certaines caractéristiques et peut-8tre méme de
la forme anatytique des distributions de probabilités car no:..wm-ow
découlent plus souvent d’hypothéses ad hoc (destinées 2 faciliter ,
les calculs ou 2 se contenter de médiocres informations sur le
caractere aléatoire de I"attribut en question) que de considérations
objectives ;

— la valeur des caractéristiques et peut-&tre méme les formes
analytiques des fonctions d’utilité partielles (mémes raisons que
ci-dessus) ;

— les valeurs attribuées aux coefficients k, (et an coefficient k
qui en découle), ‘

11 faut bien reconnaitre qu’une telle analyse de robustesse est
souvent lourde et cofiteuse. C’est pourquoi on y renonce souvent
en pratique ', Pourtant, ce n’est qu’au prix de ce genre a,\mmma\m@
que I’¢laboration d’un critére unique de synthése peut véritable-
ment aider & construire, transformer, Jjustifier des préférences et
servir de base de discussion critique pour asseoir une recomman-
dation.

! Cf. Roy et Bouyssou (1986),



