Chapitre 6

AIDE A LA DECISION FONDEE SUR
UNE PAMC DE TYPE ELECTRE

RESUME

Dans ce chapitre, on explique comment tirer parti, en vue de 'aide 2 la
décision, des modéles de préférences étudiés au chapitre 5. Cela conduit, au
6.1, & introduire le concept de procédures d’exploitation, procédures qui
completent celles d'agrégation. L’origine des difficultés auxquelles se heurte
la conception de telles procédures d’exploitation est successivement mise en
évidence pour les problématiques du cheix, du tri et du rangement (cf, 6.1.4).

Des conseils pratiques pour choisir une méthode achévent cette premidre
section.

Dans les trois sections suivantes, on présente les procédures d’exploitation qui
ont €€ proposées dans le cadre des principales méthodes ELECTRE et
apparentées (et on acheve corrélativement la présentation de ces méthodes).
Dans le méme souci d’opérationnalité qu’au chapitre 5, chacune des procédures
(et méthodes) étudiées donne lieu tout d'abord & une présentation A caractdre

essentiellement algorithmique, les commentaires théoriques et pratiques faisant
I'objet de deux paragraphes ultérieurs.

Les procédures et méthodes étudiées sont successivement :

— au 6.2 (problématique du choix : procédure dite de sélection) : ELECTRE I
etiS;
—au 6.3 (probiématique du tri : procédurs dite d'affectation) : ELECTRE TRI

—au 6.4 (problématique du rangement : procédure dite de classement)
PROMETHEE [ et II, ELECTRE II, I et IV,

Diverses considérations théoriques relativement 2 ces procédures sont
présentées au 6.5.
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6.1 GENERALITES
6.1.1 Précisions sur I’objet du chapitre

Dans ce chapitre, nous supposons qu'un modéle de préféren-
ces globales fondé sur un systdme relationnel de synthese (résultat
d’une PAMC de type 11, cf. chapitre 5) a été élaboré. On s’inté-
resse 4 la fagon de lexploiter dans une perspective d’aide A la
décision. Rappelons que le modele de préférences dont il s’agit de
tirer parti pour asseoir une recommandation ou, plus simplement,
pour communiquer, argumenter au sein d’un processus de décision
peut faire intervenir une ou plusieurs relations de synthése. Il peut
par exemple prendre 1'une des formes (S, R)ou (P, ~), Set P
étant des relations nettes ou floues,

Quelle que soit la nature des relations retenues pour modéliser
un jugement de préférences globales entre une action b et une
action a, ce jugement est directement fondé sur la comparaison
des vecteurs de performances £(B) et g(a). Cete facon de
procéder, paire d’actions par paire d’actions, pour apprécier la
force des arguments capables d’asseoir un surclassement ou une
préférence stricte n’est soumise 3 aucune contrainte visant 3
assurer la transitivité des relations § ou P. De surcroit, dans le
systeme ainsi élaboré, figure, en complément des relations S ou
P, au moins 1'une des relations R ou ~. La structure qui est de la
sorte définie sur ensemble A des actions potentielles ne se préte
Pas a une exploitation immédiate, évidente pour l'aide A la
décision, contrairement i ce qui est le cas avec une PAMC de
type I qui définit, sur A, une structure de préordre complet, voire
de pseudo-ordre (cf. 3.2.1, remarque 2). En effet, nous aurons
I'occasion de metire en €vidence {cf. 6.1.2, 6.1.3 et 6.1.4) que la
fagon de tirer parti de telles structures pour €laborer une recom-
mandation va naturellement de soi, sans risque d’8tre entravée
{quelle que soit la problématique) par des difficultés d’ordre
méthodologique. Nous avons déja eu I'occasion (cf. 5.1) d’attirer
P'attention du lecteur sur le fait qu’il en va tout autrement avec les
PAMC de type T1. Les méthodes qui utilisent ces PAMC doivent
alors comporter une autre procédure, dite procédure d’exploita-
tion, destinée 2 tirer parti, pour Paide a la décision, du résultat de
la procédure d’agrégation. Le présent chapitre est consacré 3
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’étude de telles procédures d’exploitation.

Dans le titre, il est fait référence aux PAMC de type ELEC-
TRE. Dans ce qui suit, nous mettons en effet 1’accent sur les
procédures d’exploitation qui ont été congues dans le cadre des
méthodes ELECTRE ou qui se veulent du méme type, comme
PROMETHEE '. Toutefois, les développements qui suivent dans
la présente section (ainsi que les considérations du 6.5) valent
pour toute méthode prenant appui sur une PAMC de type IL

Les sections 2, 3 et 4 de ce chapitre sont consacrées & une
présentation, dans un esprit opérationnel, des principales procédu-
res d’exploitation congues dans le cadre des méthodes de type .
ELECTRE. Chacune de ces procédures est ainsi originellement
couplée a 'un des modéles de préférences globales présentés soit
au 5.2, soit au 5.3. Il est cependant possible dans bien des cas,
moyennant des aménagements mineurs, de coupler une procédure
d’exploitation avec un modele de préférences globales issu d’une
PAMC différente de celle prise en compte dans la méthode
originelle. Des précautions s'imposent cependant pour que les
opérations qu'implique la procédure d’exploitation restent
cohérentes avec les propriétés du modele de préférences (point de
vue de la "signifiance”, cf. Roberts (1979) ou Vansnick (1590)).
La section 6.5 abordera un certain nombre de questions théoriques
relativement i ces procédures d’exploitation.

Avant de présenter ces diverses procédures d’exploitation,
nous mettons en évidence, au 6.1, ce qui les rend nécessaires ainsi
que l'origine des difficultés auxquelles se heurte leur conception.
Cela nous conduira & aborder quelques uns des points de vue que
I’on peut adopter pour apprécier 1a qualité, la validité, 1a fiabilité
d’une telle procédure et/ou de I’ensemble de la méthode couplant
procédure d’agrégation et procédure d’exploitation.

Nous ne reviendrons pas, dans ce chapitre, sur ce qui peut
conduire & concevoir 1’aide & la décision a partir d'une PAMC de

' En ce sens qu’elles fondent Ies relations S ou P sur ’analyse de la concor-
dance et de Ia discordance (cf. 3.1.2 et 3.1.3).
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type ELECTRE plutdt que sur la base d’un critére unique de
synthése. A ce sujet, nous renvoyons le lecteur au 5.1.2 (condi-

tions 1 & 4 notamment) ainsi qu’aux cas concrets présentés aux
chapitres 8, 9 et 10.

A partir d’un modele de préférences globales défini sur A,
Paide & la décision peut étre envisagée de différentes manigres.
Celles-ci dépendent avant tout des termes dans lesquels le
probléme est abordé, de ceux dans lesquels on souhaite formuler
une éventuelle recommandation ou de ce sur quoi on souhaite
prendre appui pour simplement participer 4 un processus de
décision. Sur ces bases, nous avons montré (cf. 1.7) qu’il
convenait de distinguer quatre problématiques de référence pour
caractériser ces différentes manidres d’envisager I’aide 2 la
décision. Les procédures d’exploitation ayant pour objet d’aider
& tirer parti d’un modgle de préférences globales (soit en vue
d’élaborer une recommandation, soit en vue de contribuer 3 une
bonne communication et argumentation au sein d’un processus de
décision) ont naturellement été congues en relation directe avec
ces problématiques. En faii, trois ! d’entre elles. seulement sont
concernées : il s’agit des problématiques du choix, du tri, du
rangement (dont nous rappelons ci-aprés les principales caractéris-
tiques). Une procédure d’exploitation prendra le nom de procé-
dure de sélection, d’affectation ou de classement selon que
I'objectif visé releve de la premiére, de la seconde ou de la
troisi¢me de ces problématiques. Les trois paragraphes qui suivent
leurs sont respectivement consacrés. Il feront ressortir que, pour
chacune de ces problématiques, la procédure d’exploitation
devient triviale si S (ou P) est transitive, ce qui est le cas avec
une PAMC de type I conduisant 4 un vrai-critére unique de
syntheése. On peut alors se demander si, malgré ce qui a &€ dit au
3.1, il ne serait pas plus judicieux de chercher & batir d’emblée
une relation transitive. A ce sujet, nous renvoyons le lecteur au
5.5 oli ont &€ mises en évidence les difficultés profondes que
pouvait présenter cette voie. ‘

! La quatriéme probiématique, celle de la description (cf. 1.7), n’a pas pour
ambition d*&aborer un modile formel de préférences globales et donc, encore
moins, d’en proposer une exploitation systématique.
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Pour conclure la présente section, on donnera, au 6.1.5, des
indications destinées & guider le choix d’une méthode en fonction
du contexte d’aide & la décision concerng.

6.1.2 Cas de la problématique du choix (P.o)

La problématique du choix suppose que le probléme soit posé
en termes de choix final d’une seule meilleure action. A cette
fin, on cherche & déterminer un sous-ensemble A’ de A qui, étant
donné un s.r.p. sur A :

1°) justifie que soit éliminée, en vue du choix final, toute
action a e A,
2°) soit aussi restreint que possible.

Une fagon classique d’aborder ce probléme consiste & adopter
une problématique d’optimisation. Etant donné un sx.p. (S, R)
sur A, notons :

A'={a"e A:a"Sb,Vbe A},
I’ensemble des actions optimales a* dans A.
Trois cas peuvent alors se produire :

a) card(A") = 1. Il existe alors une unique action optimale a"
dans A étant donné le s.r.p. (S, R). Cette action constitue alors un
bon candidat pour le choix final. Notons cependant que le choix
final de 2" ne sera pleinement justifi€ qu’aprés une analyse de
robustesse,

b) card(A") > 1. Il existe alors plusieurs actions optimales
dans A étant donné le s.r.p. (8, R). Il découle de Ia ammsmzou_, de
A que,Va',he A, 2" Sb et b* S a’, aurement dit a* I b" et
toutes les actions de A" sont indifférentes. Notons cependant que
la définition de A" n’implique nullement que toutes les actions
optimales soient de véritables ex ®quo, autrement dit que, V a,
be A Vce A:

aScoeb Scet
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comme le montre 1'exemple de la figure 6.1.1;

@/\v@J
©

Figure 6.1.1. Actions optimales
A={abe),A"={o,b
L }

Il est Igitime, si le S..p. a 6t€ établi avec suffisamment de
maocmsom. d’éliminer les actions de A\A* en vue du choix final. Si
on moa._mwo retenir, en vue de ce choix, un ensemble aussi
Testreint que possible, rien n’interdit de sélectionner un sous-
ensemble A’ strictement inclus dang A", Ainsi, sur P’exemple de

la figure 6.1.1, il sembie raisonnable (apra
1.1, pres analyse de robuste
de poser A’ = {a) puisque b, tout en , -

I €tant optimale, se compare
moins favorablement 3 ¢ que a, ’

-

) A" =@, Ce cas est le plus vraisemblable d&s lors que, dans
le s.r.p. (S, 5 n.csmam&“ S ne jouit pas de propriétés remarqua-
bles de transitivité et R # 9, ce qui est généralement le cas avec
des s.r.p. obtenus par application d’une PAMC de type II.
La problématique du choix est un élargissement de la

problématique de I’optimisation. Elle permet de faire
fréquents, ob A" = & ou card(A®) > w o 1ace aux cas

Umzmya cas général, les actions de A’ se présentent comme
pouvant ewre préconisées en vue d’une sélection sur la base de
Mmmza\:o sera ultérieurement effectué e choix final. Une telle
procedure de sélection (congue selon P.or) doit permettre de
_cmmm\ow I'élimination de chacune des actions a ¢ A’ par référence
2 la sélection faite. Cette justification ne peut pas faire abstraction
des €léments de probance et, a contrario, de fragilité de la PAMC
avec _wamozo Cette procédure d’exploitation est couplée. Si
card(A) > 1, le choix final, parmi les actions sélectionnées ou
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représentées, nécessitera ultérieurement une étude plus poussée,
sur la base d’informations additionnelles, voire de critéres
complémentaires, des conséquences et du mode de comparaison
des actions sélectionnées. Ceci doit faire ’objet d’une ultime
phase d’étude portant sur un ensemble d’actions aussi restreint
que possible. Le sous-ensemble A’ ne doit donc comporter aucune
action b dont I’élimination pourrait &tre justifiée par la sélection
d’un ensemble plus restreint tel que A’ \[b}. C’est dire que si b
st un tant soit peu, mais sans contestation possible, moins bonne,
moins adaptée ou moins prioritaire que a, alors il est légitime
d’éliminer b, m&me si 'écart de préférence entre a et b est si
faible ou si peu probant que la modélisation aurait pu conduire &
poser a I b. Nous nous référerons par la suite 2 une telle action b
en la qualifiant de "brillant second". Il est important de conserver
& I'esprit, aussi bien en vue des applications pratiques que pour
I’étude du présent chapitre, cette logique de I’élimination systéma-
tique des brillants seconds,

Les procédures de sélection telles qu’elles viennent d’étre
définies ont pour objet d’isoler, sans nuance possible, un sous-
ensemble A’ dont les caractéristiques ont été précisées plus haut.
Cette absence de nuance conduit & penser qu'il n’y a probable-
ment pas grand intérét & chercher & concevoir une procédure de
s€lection en relation avec une PAMC aboutissant & plusieurs
systtmes de préférences (cf. 5.3). Les deux seules qui sont
présentées au 6.2 (celle d’ELECTRE I et celle ’ELECTRE IS)
exploitent le résultat d’une PAMC aboutissant A un unique
systtme de type (S, R) (cf. 5.2). Toutefois, comme nous 1’avons
souligné plus haut, il est nécessaire, pour justifier la sélection
et/ou I’élimination des actions, de faire référence aux éléments de
probance du modele de préférences globales, résultat de la
PAMC. En vue d’apprécier cette plus ou moins grande probance,
nous verrons qu’il peut étre intéressant de faire appel a certains
des concepts (indices de crédibilité notamment) introduits au 5.3.

Nous consacrons le reste de ce paragraphe A des explications
visant a faire comprendre 1’origine des difficultés qu’on rencontre
pour concevoir des procédures de sélection (ainsi que pour
apprecier les qualités d’une procédure proposée) en relation avec
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un systtme de préférences de type (S, R) *. On commence pour
cela par examiner le probléme dans Je cas simple ol R serait vide
et S transitive, ce qui est notamment le cas avec un vrai-critére
unique de synthése. On abandonne ensuite la -premidre de ces

Eﬁoﬂrwmmmﬁgms_mmancnmo.O: <ow&zamﬁmﬁvmmw pas, les
difficultés. L

a} S est transitive et R = @& -

Un tel systéme (réduit 2 une seule relation transitive S) définit ,”

sur A une structure de préordre complet (cf. 1.4.2). 11 peut
toujours, dans les problémes réels, étre vu comme le résultat
d’une PAMC de type I conduisant 3 un vrai-crittre de synthése,
Avec un tel préordre complet :

1°) 'ensemble A peut tre partitionné en classes d’indifféren-
ce, deux actions quelconques a et b appartenant 3 une méme
classe vérifiant a Sbetb § a {(donc a I b),

2°) ces classes d'indifférence sont des classes de véritables ex
Nw@ﬁc.. -

3°) les classes d’indifférence ainsi obtenues peuvent étre
rangées et numérotées les unes A la suite des autres le long d’un
axe % de telle sorte que, si a, et & appartiennent respectivement
& des classes ayant pour numéro de rang h et k, on ait (cf. figure
6.12) : a, S a et Non(a, § a) e h<k

Par convention, nous affecions Ie rang 0 2 la classe qui
renferme les actions qui me sont surclassées par aucune action
appartenant & une autre classe. D’apres les remarques ci-dessus,
les actions de la classe de rang O surclassent toutes les autres,
Celles de la classe 1 sont surclassées par toutes les actions de la

' Le probleme est sensiblement différent avec un modéle de préférences de type

g_ .tv.

* Dans tout ce qui suif, nous supposons que les classes %.E&mmmu.mmnm sonf en :

nombre fini. A bien des égards, cette hypothése n’est pas ¢ssentielle mais elle
simplifie considérablement ’exposé sans éire restrictive en pratique ; pour plus
de précisions sur les structures de préférences ordonnées dans le cas général
nous renvoyons 2 Fishburn (1970a). LR Ry

+
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classe O et elles surclassent toutes celles des classes 2, e h, ...,
k, .., k + 1, ... Précisons que chacune de ces classes contient au
moins une action. Rappelons que, dans le cas particulier on
chaque de classe est réduite 2 une seule action, on dit que S
définit sur A une structure d’ordre complet.

-
Classe de rang 0

Classe de rang 1

Classe de rang h

Classe de rang k

Classe de rang k+1

Figure 6.1.2. Préordre complet

Les classes en grisé sont des n:;mmm de i
véritpbles ex aequo. Les arcs de transitivité
n'ont pas été dessinés

" S

Notons ¢, I’ensemble des actions de rang 0. Il est aisé de
constater que :

A’ =c,
Lorsque card(c,) = 1, il est alors naturel de poser :
A =A"=c,

Lorsque card(c,) > 1, toutes les actions optimales de ¢, sont
nécessairement de véritables ex mquo. Sur la base du S.I.P.
considéré, rien ne permet de différencier de telles actions.

~

L’objectif d'une procédure de sélection. étant .d’aboutir & un
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ensemble A’ aussi restreint que possible, il semble raisonnable de
he retenir, dans A’, que I’une des actions de c,. Cette action est
appelée représentant de Co et renvoit & ’ensemble des actions de
cette classe. Le choix du représentant des actions de Cy peut
utilement prendre appui sur des considérations ayant trait 3 Ia
fagon dont S a été &laborée (probance, fragilité de certaing
surclassements). Ces considérations peuvent conduire 2 justifier,
dans le cadre de I'information et des critdres pris en compte, le
fait de choisir telle action de Co plutdt que telle autre.

La procédure de sélection s’impose donc naturellement dang
le cas d"un s.r.p. (S, R) ayant une structure de préordre complet.
On la met implicitement en ceuvre lorsque 1°on cherche i €laborer

une recommandation sur la base d’une PAMC de type I condui-
sant & un vrai-critére de synthége !.

b) S est transitive et R = 1%}

Il en est ainsi lorsque S est confondue 2 avec Ap mais
€galement dans bien d’autre cas. Le systtme (S, .R) définit alors,

sur A, une structure de préordre partiel *, Cela revient A dire
que :

1°) 'ensemble A peut étre partitionné en classes d’indiffé-
rence {comme précédemment),

2% ces classes d’indifférence sont des classes de véritables ex
a&quo, _

3°) les classes d’indifférence ainsi obtenues peuvent &tre
rangées selon un ordre partiel (cf. figure 6.1.3) : celui-ci est

* Ces mémes principes se transposent sans grandes difficultés au cas o il s'agit
d*élaborer une recommandation sur la base d'un S.I.p. issu d’un critdre de
synthése au pouvoir discriminant plus nuancé (quasi-critére oy pseudo-critére),
On pourra notamment chercher 2 tirer parti du préordre complet sous-jacent anx
Structures de quasi-ordres oy de pseudo-ordres modélisées par ces critéres (cf,
MMCAD, 7.2 ou Roubens et Vincke (1985)).

% ce qui n'est Pas possible lorsque I'on travailie avec unc famille de vrai-
critéres, cf. 3.1.4.

* Cf. MMCAD, 7.2.3.2 et 1.4.2 ¢),
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caractérisé par la relation asymétrique et transitive w.n définie sur
I'ensemble C des classes d’indifférence par, V¢, ¢’ e C

. ’
¢ >cecxrceta’Sa,VaecdetVae ¢l

™~
Classes
de rang O

Figure 6.1.3, Préordre partiel
Les classes en grisé sont des n_mwmnm .aa. .
véritables ex aequo. Les arcs de transitivité
\ n'ont pas été dessinés J

En prenant appui sur la transitivité de S, il est facile de
. » 4
démontrer que si deux classes d’indifférences ¢, ¢’ € C sont telles

que :
Non(¢” >, ¢) et Non(c », '),

alors
aecetacC=aRa

Ces remarques peuvent étre résumés comme msﬁ.“ dans _._”
systeme (S, R) avec S transitive, .mﬁmm: donné deux mo:.ou,m a mﬁm‘
appartenant i une méme classe a::a_mmﬂmmoa\ et une troisiéme, a’,
non située dans cette classe, a se compare 2 a’ exactement comme
b se compare 1 a’.

Le rangement que constitue 1’ordre partiel >, (cf, figure @_.H.uv
ne permet pas de définir (comme dans le cas R = @) un aligne-
ment des classes d’indifférence le long d’un axe. Il permet
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cependant de metire en évidence Pexistence d’une ou plusieurs
classes d’indifférence renfermant des actions qui ne sont surclas-
s€es par aucune action dppartenant & une autre classe, Ici encore,
nous nous référerons A de telles classes d’indifférence en disant
qu’elles sont de rang 0. Dire qu’une action b appartient 3 une
classe de rang 0 équivaut i dire qu’aucune action a € A ne peut

etre telle que a S b et Non(b S a). Nous dirons encore d’une telle
action b qu’elle est S-efficace .

contenir au moins une action de chacune des classes de ch En
effet, rien ne peut justifier que toutes les actions d’une méme
classe de rang O soit éliminées puisqu’aucune de celles qui
seraient sélectionnées ne pourrait les surclasser. Les éléments de
C, sont des classes de véritables ex £quo. De méme gu’au a), on
est alors amené 2 retenir, dans A’, un représentant de chacune des
classes de C,. Le choix de ces représentants s’effectue comme on
I'a vu au a).

S'il n’existe qu’une seule classe ¢, de rang O (ce qui est
nécessairement le cas lorsque R = @& mais peut se produire méme
si R # @), alors il est aisé de constater que :

Tout ensemble A’ constitué comme il vient d’étre dit posséde
les deux propriétés suivantes :

— ’élimination de chacune des actions non sélectionnées est
justifiée par le fait que A’ est surclassant, ce qui am&me que si
a ¢ A, alors il existe au moins une action b e A’ telle que
bSa; ) .

— deux actions quelconques appartenant 3 A’ sont incompara-
bles selon le modele (S, R) ; il est impossible, sur la base de
Uinformation prise en compte, de restreindre davantage cet
ensemble en éliminant davantage d’actions.

Co= A",

€, regroupant ’ensemble de toutes les actions optimales. On est

alors ramené 3 la situation du a).

87l existe plusieurs classes de rang O (cf. figure 6.1.3), il est
facile de constater qu’alors, nécessairement, AL = @ p
cune action appartenant 3 une classe de rang O ne peut
une action se situant dans une autre classe de rang 0. En raison
de la transitivitg de S, il est cependant facile de montrer que si
une action a n’appartient pas 2 une classe de rang 0, il existe
nécessairement au moins une action S-efficace b telle que b § a.

¥

uisqu’au-

surclasser L .
Il répond donc bien aux deux propriétés requises de la

problématique du choix (cf. passage introductif du 6.1.2).

Nous avons donc mis en évidence le fait que, lorsque S est
transitive, une procédure de sélection bien définie s’impose. Elle
consiste :

Cette dernigre remarque invite & opérer la sélection en prenant

appui en priorité sur le sous-ensemble C, de C formé des classes s ol
awﬁamzm oHU ’ — 2 rechercher I'ensemble C, des classes d’indifférence de

rang 0 ; Ssentant
Lorsque Cy = {c,}, on a vu que la présence d’incomparabilités — & choisir, dans chacune de ces classes, un représentant.

ne change rien par rapport 3 ce qui a été dit au a),

¢) § est quelconque
Considérons donc le cas card(Cy) > 1. Le sous-ensemble A’

auquel conduit la procédure de sélection doit- nécessairement

Lorsque S n’est pas transitive, il n’existe pas nécessairement
une unique partition de A en classes d’indifférence et les &m.mmom
d’indifférence ne regroupent pas nécessairement des moﬁwomm
véritablement ex &quo, c’est-2-dire se comparant ao._m méme
. fagon & chacune des autres. L’existence d’actions optimales ou
‘méme de classes de rang-0 (c’est-3-dire d’actions, S-efficaces)

' Cette terminologie généralise Ie concept d@’

10.4) qui apparaissent comme des actions
dominance,

actions efficaces (cf, MMCAD,
Ag-cfficaces. avec A, relation ‘de
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n'est pas non plus assurée (cf. figure 6.1.4). La procédure décrite
au b) n’est donc plus nécessairement applicable.

On peut cependant remarquer que l’ensemble A’ auquel
conduit Ia procédure de sélection dans le cas transitif jouit d’un

certain nombre de propriéiés qui s’énoncent indépendamment de
la transitivité de § :

PROPRIETE o1 : A’ est surclassant,

PROPRIETY o.2 ; Aucun des sous-ensembles stricts de A’ ne

posséde la propriéi a.1. Un ensemble A’ qui posséde les
propriétés o1 et o2 est dit surclassant minimal.

PROPRIETE 0.3 . Deux actions quelconques de A’ sont
incomparables.

PROPRIETE 0.4 : Toute action de A’ est S-efficace,

PROPRIETE .5 : A’ Jouit de propriétés qui définissent ce sous-

ensemble de fagon unique 2 des substitutions prés d’actions jugdes
ex ®quo.

Rappeions que les propriétés a.1 et ¢.2 ne font qu’exprimer,
en termes formels, les deux exigences fondamentales de Ia
problématique du choix. La propriété .3 interpréte !, de maniére
un peu restrictive, le fait que A’ doit étre aussi restreint que
possible, Cette interprétation est néanmoins pertinente car, dans
la phase d’étude ultérieure qui doit mener de A’ au choix final, il
est justifié de faire porter I’cffort sur des actions incomparables
(ou trés difficilement comparables) avec les informations dont on
dispose dans la présente phase d’étude. Les propriétés o.4 et 0.5
paraissent devoir &tre naturellement vérifides par le résultat de
toute "bonne” procédure de sélection. .

Pour définir une "bonne" procédure de sélection valable dans
le cas général (S quelconque), on pourrait &tre tenté¢ d’exiger

11 est facile de prouver que si A’ vérifie a1 et .3, alors il vérifie o2,
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qu’elle aboutisse obligatoirement & un ensemble A’ h.o&mmmz\ﬁ des
cing propriétés ci-dessus. Malheureusement, une telle procédure
ne peut exister. L’exemple de la figure 6.1.4 Bo,:g.o que la
propriété o.4 ne peut étre exigée. Il en est de méme de .3
puisque, sur le méme exemple, il n’existe aucun ensemble
surclassant ne contenant que des actions deux 2 deux incompara-
bles (tout ensemble surclassant contenant au moins trois actions).
On pourrait se limiter & n’exiger que o.1 et &2 (lesquelles sont
toujours compatibles, comme il est facile de le prouver), K.&:wm-
reusement, dans bien des cas, une tés large Emmﬁoddsm:o.m
demeure si ’on s’en tient 1a (dans I’exemple de la figure 6.1.4, il
existe cing ensembles surclassants minimaux).

p R

!
O G

Figure 6.1.4, Relation § quelconque

La présence d'une ligne orientée de a vers b mmmn.m:n quea Sh.
L' absence de ligne orientée entre deux actions signifie qu'elles
\_ sont incomparables J

L’analyse précédente am2ne A penser que la Emmos.ow d’un
circuit tel que celni de la figure 6.1.4 peut &ire 2 "origine de
difficultés importantes. Afin d’approfondir cette rwmoﬁrwmo,
examinons ce que deviennent les cing propriétés Q-aommc.m
relativement 2 une relation S sans circuits, ¢’est-a-dire telle qu’il
soit impossible de trouver une suite d’actions a,, ..., a, telle que :

815 A oy 88 By vy g S a, &, S a,.

Un résultat classique en théorie des graphes AQQ..Wow_ (1969-
1970)) permet d’affirmer que si S est sans circuits, il existe (cf.
figure 6.1.5) un sous-ensemble unique N — A, mmﬁ.&& noyau de
S, jouissant des propriétés o.1 et a.3 (donc aussi de a.2). Le
sous-ensemble N étant unique, la propriété o.5 est également
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vérifiée. 11 est enfin facile de prouver qu’i isfai
&s : qu’il satisfait de plus 3 1
forme affaiblie suivante de Ia propriété a.4 : PR

[ ey

GO
OS>ED— @

Figure 6.1.5, Noyau d'une relation sans circuit
5 Ona:N-= (a),a4,25,24)
Mx_m présence d ung :m_.a oricnide de a vers b sighifie que a § b.
absence de ligne orientée entre deux actions signifie n:_m:aQ

sont incomparables

PROPRIETE .4 bis : 1e nombre d’actions non S-efficaces

m&.mn:o:mmom est égal au nombre minimum d’actions non §-
efficaces que renferme n’importe quel ensemble surclassant,

! nous semble donc 1égitime d’exiger d’une bonne procédure
de sélection qu’elle aboutisse a A” = N lorsque S est sans circuit
Lorsque S est transitive et ne contient pas de circnits An_mm?w-&?_
lorsque $ est un ordre partiel), Ie lecteur vérifiera sans peine que,

amnm ce cas, la procédure de sélection préconisée au b) aboutit
bien au noyau de §. .

En conclusion, nous
sélection s’impose dans de
S sans circuits. I serait p

avons montré que la procédure de
UX cas remarquables @ S transitive oy
ossible (mais sans doute un peu fasti-

définie & partir de te]les classes d’ i . n
: €X &quo. Les propriéés o,
.2, 0.3, 0.4 bis et &0.5 demeurent N p

vérifiées. No
comment, avec ELECTRE IS, US Verrons au 6.2

. ! . On peut surmonter la seule
m.pmmn.c:o non examinée ici : celle qui provient de existence de
Gircuits passant par des acti

Ons n’apparaissant pas comm
: e
véritables ex &quo, ° «
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6.1.3 Cas de la problématique du tri P.p)

On s’intéresse ici au cas ol le probléme est posé en termes de
tri des actions de A, ce tri consistant & les répartir entre des
catégories B, C, D, ... définies au préalable. Affecter une action
4 2 une catégorie C signifie que 1'on oriente, de facon bien
définie, ce que doit devenir a. Autrement dit, chaque catégorie est
caractérisée par la suite qui est réservée aux actions qui lui sont
affectées. Soulignons enfin que, dans cette problématique,
Paffectation d’une action A une catégorie donnée s’effectue
indépendamment de ’affectation des autres actions 2 cette
catégorie ou A d’autres catégories, C’est dire que la manidre dont
les actions de A se comparent entre elles n’influence en rien
affectation. Voici brievement évoquées ' trois situations
concretes dans lesquelles 1'aide A la décision peut &tre abordée
selon cette problématique.

— Diagnestic médical : les actions sont ici les patients et les
catégories correspondent aux maladies répertoriées ; ’examen, en
affectant un patient dans une catégorie, améne 2 lui prescrire un
traitement bien défini.

— Localisation d’usines : dans une premiére phase d’étude,
A peut comporter un tr¢s grand nombre de sites. On peut vouloir
procéder & un premier tri en deux catégories, I’'une C devant
regrouper tous les sites qui présentent une insuffisance notoire et
B tous les autres (2 retenir en vue d’une seconde phase d’étude).
Le trés grand nombre de sites conduit, dans cette premiére phase,
a ne faire intervenir que des critdres faciles & évaluer ; I’affecta-
tion en classe B ou C repose sur la comparaison des performances
des sites sur ces crittres & des normes d’acceptabilité fixées pour
|*affectation en catégorie B. Si le nombre des sites qui se trouvent
ainsi affectés en catégoric B est jugé insuffisant, ceci peut soit
conduire 2 réviser les normes, soit 4 entreprendre une nouvelle
investigation pour découvrir de nouveaux sites. On remarquera
que, dans cet exemple, la problématique conduit & une "sélection”

' Pour d’autres exemples et davantage de précisions sur ceite problématique,
voir MMCAD, chapitre 6 et Yu (1992).
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mais I’ensemble B qui découle d
peut pas étre confondu avec I’en
terme d’une procédure de sélectio

¢ la procédure d’affectation ne
semble A’ qui serait obteng au

. un type donné qui parvi A

lisme bancaire ; il s’agit de décider am la wﬁﬁ wsmHM”w% MM:MEMM
%Emsmo., Sur la base d’un dossier, certaines de ceg aosmswwm
wma«,.nsm me rejetées sans appel (catégorie J), d’autres peuvent
étre MEH&EHEQH acceptées (catégorie B). Pour d’autres enfin
un certain nombre de catégories intermédiaires C.D o:ﬁnm
cre introduites (préts susceptibles d’étre monnﬁam.am ..o.sm t
supplément de garantie oy une réducti ot do ot

no.mmm.ma nécessitant une étude plus app
d’information, v

Cette problématique du tri conduir a

ﬁnm.mmwomnom non pas pour comparer les ac
mais pour les comparer A deg hormes qui servent & définir Jes
conditions que doivent remplir les performances g.(a) (a)
pour que Paction a soit affectée en catégoric B OH QM o %wwm
mcwnommmonm.mnm que de telles normes peuvent wu.o. mmm.mwmm en
termes d’actions de référence b caractérisant la (ou les) action(s)
oa:ﬁmmn@v Ou encore les actions limites qu’il paraft justifié d

ammoz‘ affecter dans une catégorie donnée C" Que I’action Qm
référence b apparaisse comme devant caractériser une momom
centrale ou une action limite de la classe C, elle est toujours

défini ’ i
g ”56 par les performances qu’elle obtient sur les n critéres de

£0" = (g,(b"), ..., g (")

encore appelée profit de référence b
L’affectation est par conséquent fondée sur 1z maniére dont le

B.oﬁm&n de Em.mmaosoo conduit & comparer les actions de A aux
différentes actions oy profils de référence.

(central oy limite).
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Nous commencerons par rappeler 1a facon 2 la fois naturelle
et classique de procéder & Iaffectation lorsqu’on prend appui sur
un critére unique de synthése, Nous examinerons ensuite pourquoi
il n’existe plus de procédure naturelle lorsque le systtme de
préférences, toujours supposé de type (S, R), fait intervenir une
relation S non nécessairement transitive et compléte ainsi que des
profils b* non réductibles 2 un seul nombre.

a) Affectation en présence d'un vrai-critdre unique de
synthése g

A lissue d’un examen (baccalauréat par exemple), il est
habituel d’affecter le candidat a & I’une des catégories "admis sans
mention”, "mention assez bien", "mention bien", "mention trés
bien" en comparant sa performance g(a) (moyenne pondérée des
performances obtenues dans diverses disciplines) A des normes
telles que 10/20, 12/20, 14/20, 16/20. Cette comparaison de g(a)
& des normes g’, g, ..., g* pour affecter a A une catégorie parmi
k se retrouve dans beaucoup d’autres domaines (credit scoring
notamment), toujours avec la méme régle d’affectation €]
Pemplacement prés de I'inégalité large), V h e {1, 2, ..., k} :

a est affectée en catégoric C" & g™ < g(a) < g

L’échelle {g° ; g*] de variation du critére unique g se trouve
donc (cf. figure 6.1.6) découpée en k intervalles sur la base des
valeurs limites g', ..., g et I’on suppose que les actions (objets,
individus, ...) conduisant a des valeurs d’un méme intervalle du
crittre de synthése méritent le méme traitement ultérieur et
doivent, par conséquent, étre affectées & la méme catégorie. Ceci
appelle trois remarques.

— Les catégories auxquelles on s'intéresse sont naturellement
complétement ordonnées depuis celle C' appelée 2 recevoir les
actions les plus "mauvaises” jusqu’d C* destinée 2 recevoir les
"meilleures” actions. S’il en est bien ainsi dans deux des trois
exemples (localisation et octroi de crédit) évoqués en début de
paragraphe, cette hypothése ne convient pas au cas du diagnostic
médical.



1 h-1 k-1 ko E(a)
g g g g" g g

rigure 6.1.6. Affectation en présence d'un critdre unique de synthése

— L’idée, généralement vague, de ce que doivent avoir en
commun les actions qui sont affectées 3 une méme catégorie est
appréhendée en éwroite relation avec la procédure d’affectation
puisque chaque catégorie C" est caractérisée par les deux valeurs
limites g™ et g" du critdre de synthése. On peut justifier cette
fagon de faire en considérant des actions de référence b°, ..., bb,
- D telles que g" = g(b). La catégorie C* est alors destinée A
Tegrouper toutes les actions a telles que a est préférée a b* et pP
est préférée 4 a. Sur la base de la relation S associée au critére !

A

& ce qui vient d’étre énoncé s’derit -

[a S b™' et Non(b™! § )] et [by, S a et Non(a S b))
=ae ("

(r6.1.1)

— L’affectation d’une action a indifférente A une action de
référence, par exemple b (g(a) = g") doit &tre fixée, par conven-
tion, soit dans la classe inférieure notée ici C", soit dans la classe
supérieure C™', Cest ce dernjer parti qui a été adopté ici. Nous
traduirons cette convention en disant que chaque catégorie est

fermée en bas . La convention inverse conduirait & des catégo-
ties fermées en haut.

! Nous supposons ici Que g est un vrai-critére : § est transitive et définic par
a8 b pa) = gb). Le cas d’un quasi-critdre est traitd au b) ci-aprés,

* Afin d’éviter toute difficulté pour affecter une éventuelle action potentielle
indifférente a b° ou A b¥, il convient de donner 2 g° une valeur suffisamment
petite et A g* une valenr suffisamment grande pour que, en pratique, on n’ait
pas & affecter des actions telles que b° ou b,
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Grice aux hypothéses contenues dans ces trois remarques, la
procédure ci-dessus permet d’affecter chaque action potentielle &
une catégorie unique.

b) Affectation en [absence d'un vrai-critere unigue de
synthese

Iei, comme au 6.2., nous nous intéresserons & des procédures
d’affectation qui généralisent celle décrite au a). Généraliser veut
dire ici que I’affectation prend explicitement appui sur les
performances g,(a), ..., g(a) auxquelles on ne substitue plus un
unique nombre g(a). Toutefois, nous demeurerons dans le cadre
défini par les trois remarques qui terminent le 6.1.3 a). Celles-ci
nous conduisent 3 énoncer les trois hypothéses suivantes :

HYPOTHESE B.1 : Les catégories sont ordonnées et notées ch,
h=1,.,k; C estla catégorie la plus "basse” et C* est la
catégorie la plus "haute".

HYPOTHESE B.2 : Pour délimiter les catégories, on introduit

k + 1 profils de référence g" = (g, ..., g, h =0, ..., k vérifiant,
Yie F:

g <g, (r.6.1.2)

En outre, pour au moins une valeur de j, g'' # gh; le profil g"
doit servir de référence pour limiter en bas la catégorie C*™** (d’on
son nom de profil bas de C*') et en haut la catégorie C* (d’ot
son nom de profil haut de C"). Conformément 4 la conception de
ces profils et sur la base d’une relation de surclassement S, on
pose :

[a 8 b™' et Non(b™ S a), b* S a et Non(a S M = ae C
(cf. r.6.1.1)).

HYPOTHESE .3 (version basse Y : La catégorie C" (h = 1, ...,
k) est fermée en bas par I’action de référence b™', antrement dit -

' Dans la version haute, on suppose C" fermé en haut par b,
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faSb"letb™ Sa]=ae C" (r.6.1.3)
11 est facile de démontrer le résultat suivant :

Si la relation de surclassement S est transitive et compléte,
alors, sous les hypotheses B.1, B.2, B.3, toute action a se trouve
affectée sans ambiguité & une classe et & une seule. On peut
obtenir cette affectation en appliquant la procédure décrite ci-

dessus au a) aprés avoir fait choix d’un critére g astreint seule-
ment A vérifier ! ;

gla)zgb) ¢>a8h

Si la relation S n’est pas transitive, alors les EG@EWmom B.1,
B.2, B.3 ne définissent plus sans ambiguité la catégorie A laquelle
a doit etre affectée. Nous le montrons ci-aprés 3 I'aide de

quelques exemples qui mettent en ¢vidence deux types de
difficultés fondamentales.

Considérons en premier lieu le cas d’une relation 8§ compldte, non
transitive, rendant possible I'existence d’une action ¢ indifférente 2 la fois &

bY et b, De fagon plus précise, supposons que S soit 1a relation de surclasse-
ment associée & un quasi-critére de synthése g :

a8 b e gla) + qlg(a)] 2 gb).
Considérons une action fictive ¢ telle que :

8(c) = g(b" + qlg(bh] et
£(e) + qlge)] = g(b™),

On aalors ¢ Ib" et ¢ I b™. D"aprés {r.6.1.3), I'action c* doit &tre affectée i 1a
fois en catégorie C**' et en catégorie ™2, Comme nous le monwerons au 6.3,

(r.6.1.1) ne pent conduire, méme avec § quelconque, A une semblable double

affectation. Ceci laisse prévoir que, quelle que soit S, on doit pouvoir éliminer
tonte possibilité de double affectation en adoptant des profils dont I""espace-
ment" est suffisant pour ne pas créer d’ambiguité en égard aux valeurs des

! Sous des conditions non restrictives en pratique, il existe nécessairement au
moins un vrai-crittre g satisfaisant a cefte condition (cf. 1.4.2) ; si g est une
solution et 3 une transformation monotone croissanie, alors:y(g) ‘est” une
solution conduisant a la méme affectation, SRR SR E I T
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seuils sur les différents critdres,

Considérons en second licu le cas d’un systéme (S, R) avec R = D et §

transitive (par exemple S = Ay). Il est clair que rien ne s’oppose 2 ce qu’il
existe une action a telle que :

a A b, Non(b™ Az a) et aR bh

A quelle catégorie convient-il d’affecter une telle action a 7 Les hypothéses
faites n’apportent aucun élément de réponse i cette question. Dés que R # &
(que la relation de surclassement soit transitive ou non), le cadre d’hypothéses

considérées laisse planer un arbitraire total quant 4 1a fagon d’affecter certaines
actions.

Avant d’introduire quelques exigences naturelles susceptibles-
d’aider & contourner ces difficultés, nous allons reformuler, dans
le cadre considéré ici, deux procédures d’affectation classiques
afin de montrer qu’il serait vain de vouloir réduire compldtement
la part d’arbitraire dont il vient d’8tre question sans approfondir
davantage la signification concréte des profils limites.

Les deux procédures d’affectation qui suivent (dites conjoncti-
ves et disjonctives ') sont profondément différentes de celle
présentée ci-dessus au a) en ce sens que ’une comme 1'autre
prennent uniquement appui sur la relation de dominance Ap.

PROCEDURE CONJONCTIVE : En posant successivement
i=k, k-1, .., 1, on examine si a A; b™, Soit h la plus grande
valeur telle que a A b™'. On affecte I’action a en catégorie C".

Puisque, par hypothese, a A; b’ la procédure permet d’affecter
sans ambiguité chaque action & une unique catégorie. Elle vérifie
(r.6.1.1) et (r.6.1.3).

Concrétement, cette procédure n’est pertinente que si HM H?.om_
. - e . L Wl
bas de la catégorie C*, g, est défini & partir de minima g~ qu’il

* Ces deux termes sont ici pris dans le méme sens qu'au 5.2,2 b). Toutefois,
les procédures d’écrémage ne sont pas & proprement parler des procédures
d’affectation puisque le fait d'étre affectée en catégorie B ou C dépend, pour
une action donnée (cf. (r.5.2.14) et r.5.3.15)), de.la présence ou de I’absence,
dans A, d’autres actions. : e ..“
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est nécessaire d’atteindre conjointement pour &tre affectés en
catégorie C". Dans Pexemple de I'octroi de crédit, on peut ainsi
vouloir n’affecter un dossier dans Ia catégorie la plus haute
(acceptation définitive sans autre examen) que si, sur chacun des
crittres considérés, il atteint une performance suffisante. Pour
affecter les autres dossiers, on peut alors considérer que c’est la

performance "la plus faible" qui doit déterminer la catégorie
d’affectation.

PROCEDURE DISJONCTIVE : En posant successivement i =

0, 1, ..., k, on examine si b' Ap a. Soith la plus petite valeur telle
que b A a. On affecte I’action a en catégorie Ch,

Puisque, par hypothese, b* A, a, 1a procédure permet d’affecter
sans ambiguité chaque action i une unique catégorie. Elle vérifie

(r.6.1.1) et I’adaptation de (r.6.1.3) & des catégories fermées en
haut !,

Concrétement, elle n’est pertinente que si le profil bas de la
catégorie C', g, est défini 4 partir de minima g"" dont 1'un ay
moins doit &tre dépassé pour permettre une affectation en
catégorie C". Considérons par exemple divers niveaux de sécurité
informatique correspondant 3 des dispositifs de plus en plus
sophistiqués et cofiteux auxquels on peut soumettre chaque
application informatique a existant ou susceptible d’exister dans
une entreprise. Les critéres peuvent concerner le degré de
confidentialit€ de a, les conséquences financidres, juridiques sur
I’image de Pentreprise, ... qu’aurait un vol ou une détérioration
de a. Si, pour chacun d’eux, le fait de dépasser la norme g
implique un niveau de sécurité correspondant au moins & C", alors
Paffectation doit se faire selon la procédure disjonctive,

Il est clair que 1’une et I’autre de ces deux procédures, en
dépit de la similitude de leur technique, affectent différemment

toute action a qui, vis--vis de Ia relation de dominance, se trouve

étre incomparable A un ou pPlusieurs profils. La différence

' Remplacer b' A, a par [b! Ap a et Non(a A, b} conduirait 2 une procédure
disjonctive adaptée 4 des caiégories fermées en bas,
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d’affectation est d’autant plus importante que le nombre des
profils incomparables est plus grand. Cette différence Eo&o.ﬁ de
ce que les profils limites sont pris en compte selon deux Homﬁﬂ.ﬂm
duales, lesquelles conftrent, & leurs positions limites, des signifi-
cations différentes. Ces deux procédures ont pourtant en commun
le fait de satisfaire & un certain nombre d’exigences que nous
allons énoncer puis commenter.

EXIGENCE D’UNICITE : Chaque action est affectée 3 une et
une seule des catégories ordonnées C, ..., C*.

EXIGENCE D’INDEPENDANCE : La catégorie a laquelle une
action a est affectée est indépendante de la Bm:wma dont les
autres actions sont affectées aux diverses catégories.

EXIGENCE DE CONFORMITE AUX PROFILS LIMITES :
Les catégories sont délimitées 4 partir de profils :E:WM oonmo:“:m-
ment a I’hypothése B.2, L’affectation de toute action doit étre
conforme & (r.6.1.1) et au fait que Ies catégories sont soit fermées
en bas, soit fermées en haut (hypothése B.3).

EXIGENCE DE MONOTONICITE : Si b A; a, alors b doit ire

affectée & une catégorie C' et a A une catégorie C* telles que
Y2 X

EXIGENCE D’'HOMOGENEITE : Toutes les actions a vérifiant
les conditions suivantes doivent &tre affectées A la méme catégorie
Clavecxsi<y:

a$ b, Non(b*' S a), b* R a,
b* S a, Non(a S ), a R b,

EXIGENCE DE STABILITE : Si I'on réduit d’une unité le
nombre des catégories en supprimant 1’action de référence .c__
I'affectation des actions précédemment affectées aux om.ﬁmmoﬁom
autres que C' et C*! n’est pas modifiée. Les actions maawnéaowﬁ
affectées & l'une de ces deux catégories se trouvent, aprés
suppression de b', affectées dans la catégorie délimitée par les
actions de référence b™! et b+,
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H\mm. trois premiéres de ces six exigences ne font que reprendre
des desiderata déja exprimés. Elles traduisent des hypothéses dont
on w.o,ﬁ néanmoins vouloir s'affranchir dans certains cas. La
premiere impose, en particulier, des catégories complétement
o&omﬁmam (cf. paragraphe introductif du 6.1.3) et excluent que
Certaines actions ne soient pas affectdes & Iune d’elles (ce qui
m@:?mcaam: & les affecter & une catégorie a part qui ne pourrait
ctre rangée par rapport aux autres). Les trois dernidres exigences
ont pour effet de restreindre I’ arbitraire que laissent les hypothé-
ses B.1 et B.3 pour affectation des actions qui sont incompara-
Eom,.m&o: le systeme (S, R) pris en compte, A certains des profils
de référence. L’exigence d’homogénéité impose en particulier
d’affecter, 4 une méme catégorie, toutes les actions qui se
trouvent €tre incomparables A une méme séquence de profils
limites de la forme b*, b™!, .., b, alors quelles surclassent
strictement b*' et sont strictement surciassées par b’, Faisons
observer que, dans ces conditions, la procédure conjonctive
mﬂ.noﬁo de telles actions en catégorie C* alors que la procédure
disjonctive affecte ces mémes actions en catégorie 7,

) Cn .Emmmaaam, au 6.3, deux procédures (ELECTRE TRI) qui
geénéralisent les procédures conjonctives et disjonctives au cas
d'un systdme de préférences de type (S, R) quelconque. On
montrera que ces procédures vérifient bien les six exigences qui

A

viennent d’&tre présentées.

6.1.4 Cas de la problématique du rangement (P.y)

On s’intéresse ici au cas ot 1aide 2 Ia décision est envisagée
dans aom. termes tels que I’élaboration d’une prescription ou la
communication, I’argumentation an sein du processus de décision
passent par la mise en évidence préalable d’une structure de
m_.moﬂ&a sur Pensemble A. Ce préordre peut &re complet (cf,
figure 6.1.2) ou seulement partiel {(cf. figure 6.1.3). 1l en est par
exemple ainsi ' lorsque I’on cherche 4 échelonner dans le temps
conformément 4 un principe de priorité décroissante, des §<ommmu

* Pour plus de précisions sur cette problémati

: ) quc et ses rapports avec les de
précédentes, voir 1.7 et MMCAD, chapitre 6 o =
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sements concernant I'infrastructure routigre d’un pays, I’aménage-
ment hydraulique (adduction d’eau, irrigation, ...) d’une région,
des projets de recherche et développement au sein d’une grande
entreprise, ... Certains problémes de recrutement de personnel, de
média planning, de choix de localisation, ... conduisent également
& aborder 1’aide & la décision avec cette problématique.

Des lors qu’il est question de classer les actions (c’est-a-dire
de les regrouper en classes d’indifférence et d’ordonner ces
classes), le praticien a naturellement tendance 3 rechercher un
préordre complet. L’€laboration d’un vrai-critére de synthése
conduit directement 4 ce résultat. 1l n’en demeure pas moins vrai
que, en imposant d’emblée la recherche d’un préordre complet, on
s’expose & masquer le caractére artificiel de certains regroupe-
ments en classes d’indifférence ainsi que la manidre de comparer
entre elles certaines de ces classes. Pour cette raison, il est
généralement préférable de se donner d’abord comme objectif la
recherche d’un préordre partiel ; ensuite, en fonction des incompa-
rabilités observées, on pourra chercher a4 les supprimer afin
d’aboutir & un préordre complet compatible avec le préordre
partiel. Ce second objectif est toujours facile a atteindre a partir
du premier mais il peut y avoir de trés nombreuses fagons de le
faire. Le point délicat consiste donc & justifier, lorsque deux
actions sont incomparables dans le préordre partiel, le fait de
classer finalement ’'une avant I’autre, 1’autre avant I’'une ou de les
metire ex &quo.

Nous appellerons procédure de classement la procédure par
laquelle on passe d’un modele de préférences résultant d’une
PAMC de type IT & un préordre que nous noterons dans la suite
Z. La relation Z désigne par conséquent ici une relation binaire
sur A soumise & une seule condition !, & savoir étre transitive

a Z b et Non(b Z a) signifiant a avant b dans le préordre,

' Du fait de nos conventions, Z doit également &tre réflexive mais ceci est sans
importance ici. Pour plus de précisions, voir 1.4.2 ¢) et MMCAD, 7.2.2 et
7.2.3.
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aZbetbZa signifiant a et b dans 1a méme classe d’indiffé-
rence du préordre,

Non(a Z b) et Non(b Z a) signifiant a et b incomparables dans
le préordre,

Adopter cette problématique conduit normalement & remettre
en question certains des jugements de préférences qui découlent
de la PAMC de type IT considérde. Lorsque le résultat de cette
dernitre est de type (S, R) avec § transitive, ou de type (P, ~)
avec P {ransitive, ou encore de type (P, I, R) avec P U I transiti-
Ve, cette remise en question n’a pas leu d’étre puisque le modele
de préférences sur lequel on prend appui définit d’emblée le
préordre Z cherché. An contraire, lorsque ce modgle de préféren-
ces initial ne jouit pas de Ia propriété de transitivité qui vient
d’étre rappelée, le préordre Z que 1’on cherche finalement 2
obtenir présentera indvitablement des différences avec ce modsle
de préférences initial. De fagon plus précise, interprétation
pour Paide 3 1a décision de

a Z b et Non(b Z a) comme une
&b,
aZbetbZacomme une indifférence entre a et b,

Non(a Z b) et Non(b Z a) comme une incomparabilité entre
aeth

préférence de a par rapport

peut fort bien ne pas étre en concordance parfaite avec le modéle
(8, R), (P, ~), (P, I, R) initial, Cette interprétation fait apparaitre

Z comme un (nouveau) modéle de préférences sur A obtenu en
deux étapes :

Premidre érape : La PAMC aboutissant au modgle injtial de
type (S, R), (P, ~) ou (P, I, R).

Deuxidme étape : La procédure de classe

. ment permettant de
passer du modgle initial 3 7,

Cette analyse en deux étapes est certes correcte mais 1"inter-
prétation donnée ci-dessus de Z demande certaines précautions.
En effet, Z est avant tout un instrument d’aide 2 la décision fondé
sur un modele de préférences initial obteny par une PAMC de
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type II. Alors que, dans un tel modéle, le jugement en termes de
préférences entre deux actions b et a ne fait intervenir que les
seules performances propres 4 ces deux actions, il ne peut en &tre
de méme dans Z. La relation Z devant étre transitive, la comparai-
son de b et a peut devoir étre influencée par la manigre dont b et
a se comparent & une action tierce, autrement dit par les perfor-
mances d’actions autres que b et a. C'est pour pouvoir étre un
"bon instrument” d’aide i la décision (pour permecttre d’asseoir
une recommandation, pour participer efficacement 3 des débats,
a P'élaboration de convictions, ...) que Z doit étre transitive, En
imposant cette contrainte, on ne peut éviter de faire apparaitre des
préférences strictes ou des indifférences qui, sans elle, seraient
difficiles & justifier sur la seule base des performances propres au
couple d’actions en cause. Cela n’a donc pas grand sens de
chercher & savoir si le nouvean modéle de préférences Z est
mieux fondé ou moins bien fondé que le modéle initial. L’un et
V'autre ne sont pas congus pour apporter des éléments de réponse

2 la méme question !,

Lorsque le modgle initial est constitué d’un unique systéme de préférences
de type (S, R) ou (P, ~), on peut concevoir Z comme une "approximation” de
S ou de P. Les commentaires qui précddent font apparaiire cette conception
comme relativement arbitraire (puisque le modle initial n'est pas plus "vrai"
que le nouveau modele que I'on cherche 2 élaborer). Quoi qu’il en seit, pour
comparer deux approximations (et définir Z comme 1a "meilleure" approxima-
tion), il fant introduire une notion de distance entre Z d’une partet S ou P
d'autre part. Supposons qu'un mode de calcul bien précis ait &6 défini pour
calculer une telle distance quelles que soient Z. et S on P. On peut alors adopier
comme procédure de classement un algorithme qui recherche le préordre 7, qui
minimise une telle distance 2,

Le choix du mode de définition de la distance pose évidemment prabléme.
I est clair que la solution finalement trouvée est trés fortement conditionnée
par ce choix. La distance définie a partir de la différence syméirique entre
relations binaires a tout particulidrement retenu 'attention. Un fondement
axiomatiquee en a méme éé proposé * mais cette axiomatigue n’est gudre

! Voir Définition 1.1.1,

? Voir par exemple Barthélémy et al. (1989).

* CI. Barthélémy (1979,
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Convaincante du fait que cette distance est appropriée pour fonder un

algorithme de classement, 11 beut en particulier &re souhaitable ! de lraiter
différemment indifférence et incomparabilié,

De plus, avec cetie fagon de fonder une
recherche de préordre 3 distance miaimum d’
des solutions trég différentes et, dans certains c4as, assez nombreuses, peuvent
e trouver &tre 4 la méme distance optimale {ou & des distances wrds voisines)
de la relation initiale que 1'on cherche 2 approximer. Or, de telles solutions
peuvent &tre profondément différentes et rien ne permet de choisir I’une plutdt
que Pautie comme résultat de Ia procédure de classement (ef. Perny (1992)).

procédure de classement sur une
une relation de préférence initiaie,

Mentionnons enfin que cette recherche d°
d'une relation donnée soulav
Hudry (1989)).

un préordre A distance minimurm
e des problémes algorithmiques difficiles (cf.

Conipie-tenu de ce qui précede, nous ne développerons
dans ce livre, la voie qui consiste 3 chercher 3
classement sor cette jdée d’approximation,

pas davantage,
asseoir une procédure de

Le résultat Z que 1’on cherche a atteindre avec Ia problémati-
que du rangement est beaucoup plus complexe et nuancé que ne
Pest 1a simple dichotomie (A", A\AY) A laquelle conduir la
problématique du choix. Cela ameéne A penser qu’il est préférable
de chercher 2 asseoir la procédure de classement sur un modele
de préférences luj-méme nuancé, c’est-a-dire formé de plusieurs

sysiemes de préférences (cf. 5.3). Les considérations qui suivent
viennent encore renforcer ce point de vue,

Supposons que 1’on prénne appui sur une PAMC de type I
aboutissant 4 un unique systéme de préférences (S, R) 2. Comme
nous ’avons déja souligné, le préordre 7, que 1’on cherche i
obtenir ne peut, sauf si S est elle-méme transitive, étre en totale
conformité avec S. Afin de limiter les divergences,

une exigence
naturelie semble étre -

aSb=aZhb, (1.6.1.4)

' Cf. Roy et Slowinski (1993),

Ce qui suit vant également pour un systtéme (P, I, R) ou (P, ~).

6.1.4 o Aide multicritére ¢ la décision 361

Cette exigence ne tolére, comme divergence, que mn:m
provenant des cas d’incomparabilité dans le modele de préféren-
ces initial, a R b pouvant donner naissance 4 a Z b Q&o: bZ a.
La relation Z devant d’antre part &tre transitive, elle doit contenir

~

la fermeture transitive S de S puisque, par définition,S
vérifie :
aSbe aShbou
il existe a,, a,, ..., a, € A tels que
aSa,a Sa, w8 8 b

Dans ces conditions, la solution qui minimise les divergences

entre Z et S consiste & poser ' Z = S. Il est clair que cette

solution n’est pas satisfaisante : § apparait comme le pur produit
d'un artifice qui repose sur la Eowwmmcw:_ mow.on,::m ﬂw.mﬂo
purement formelle, d’éléments de conviction qui n’ont qu’un
caractere local. On peut ainsi aboutir 3 rendre toutes Hmm actions
indifférentes entre elles dés lors qu’elles sont mcmmmﬁ:soﬁ
nombreuses et proches deux & deux pour qu'il apparaisse un
chemin du type a, I a,, 2, I a,, ..., a,, [ &, avec un ensemble A

= {2, 2 o 8}

Ceci montre qu’en imposant & la procédure a.a o_mmmoﬁma de
vérifier Pexigence (r.6.1.4), on s’expose w.mcoczn a cm_ w.aoama
mal justifi€, ne correspondant pas au bon Smg:ﬁ:w d’aide 4 la
décision que 1'on recherche. Renoncer A (1.6.1.4), ¢ .oﬁ moonﬂom
que la procédure conduise 2 Non(a Z b) alors que .H onaa
dans le modéle de préférences. En fait, ce type de aEnnmo:om est
d’autant moins choquant que la crédibilité de a S b est E:w_m;zo.
De fagon symétrique, le passage de a R b w a Z b sera d'autant
plus acceptable que la force des arguments H.Eo?m.mma en faveur
de a S b est plus grande. Il importe donc d asseoir la ?onmaﬁo
de classement non pas sur un seul systtme de préférences mais
sur plusieurs systémes hiérarchisés ou un systéme flou (ce qui est
équivalent, comme on 1'a vu 5.3),

' Un algorithme trés simple (cf. Roy (1969-1970)) permet de construireS
connaissant S,
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Au 6.4, nous présentons quatre procédures de classement

— tout d’abord les deux plus simples : 1a plus récente, cell
: , e de
Ewogmm.ﬂmm (fondée sur un modéle de préférences floues) et 1a
Esm, ancienne, celle d’ELECTRE I (faisant intervenir deux
Systémes de préférences),

— puis celle d’ELECTRE III (procédure dérivée de celle
@’ELECTRE 1 mais plus sophistiquée),

- nz.mm ,.uo:a d’ELECTRE IV (procédure relative au cas ol il
parait difficile de quantifier 'importance relative des critéres).

OoEEm on le verra, chacune de ces procédures a son propre
domaine d’intérét. Toutefois, aucune n’est véritablement pleine-

mn.nmﬁ satisfaisante. Chacune d’elles présente en effet des points
aibles.

) U;w_sa wmmﬁw: géncrale, si ’on cherche 3 définir ce qu’est une
vos.sa procedure de classement en termes de propriétés ou
d’exigences A satisfaire (comme nous I’avons fait pour les
procédures de sélection et d’affectation), on constate que ces
propriéi€s ou exigences sont facilement contradictoires et que les
plus simples (telles (r.6.1.4)) aboutissent & une impasse. Avec ce
probleéme, on se heurte 3 des difficultés trés profondes sur
lesquelles nous reviendrons ay 6.5. Pour les raisons qui précedent,
10us ne proposerons pas de liste d’exigences pour cette troisieme
problématique comme nous I'avons fait pour les deux autres.

6.1.5 Comment choisir une méthode ?

Nous nous mettons ici 3 Ia place de I'homme d’¢

s Ous T : _ ¢étude qui,
ans le cadre d’un probleme concret » @ opté en faveur d’une

PAMC de type T 2 1 1ui faut maintenant choisir entre de
nombreuses méthodes. L’origine de cette diversité a €té expliquée
a1a fin du 5.1.2 (cf. a) ae)). Ci-aprés, nous adoptons un point de
vue plus opérationnel desting 3 guider I'homme d’étude cn vue

! Bvenmellement

pour une phase d’éude bien spécifi
chapitre 4, pecifie, cf. MMCAD,

N . . Ve
Les raisons pouvant justifier une telle option ont & examinées au 5.1.2,
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d’un choix effectif. Ce guide en trois étapes est complété en fin
de section par le tableau 6.,1.1 présentant, de fagon synthétique,
divers €léments caractéristiques des principales méthodes décrites
en détail dans les trois sections ci-aprés.

iy L’homme d’¢tude peut commencer par faire intervenir la
problématique retenue (cf. fin du 6.1.1 et autres paragraphes du
6.1) pour restreindre I’ensemble des méthodes a priori envisagea-
bles. Faisons observer que, dans le cas de la problématique B, il
n’aura actuellement plus gudre de possibilité de choix (cf. 6.3 et
tablean 6.1.1). Ce qui suit ne concerne donc que les problémati-
ques o et .

) On pourra restreindre encore I’éventail des méthodes
possibles en prenant en considération les divers parametres
€conomiques (poids, seuils de veto et seuils de discrimination
principalement, cf. 5.4.4) qu’il convient ou non de faire intervenir.
Les options prises 2 ce niveau dépendent de la nature du pro-
bléme mais aussi de la fagon dont il est pris en charge par les
divers intervenants, de leur personnalité, des sources d’informa-
tion et du temps disponible. Le choix d’une méthode sera ainsi
considérablement restreint s’il existe de bonnes raisons pour ne
pas faire intervenir de poids (sans pour autant devoir considérer
que les crittres sont equi-pondérés). Une méthode qui fait
intervenir des seuils de veto ainsi que des seuils de discrimination,
peut (contrairement & ce qui se passe avec les poids) 8ire aisément
utilisée sans que de tels paramétres n’interviennent effectivement
(il suffit d’attribuer une grande valeur aux seuils de veto et une
valeur nulle aux seuils de discrimination). Il pourra cependant étre
préférable de recourir & une méthode plus simple : par exemple
ELECTRE I ou ELECTRE I dans le cas ol tous les critéres sont
des vrai-critéres. Soulignons que, dans certaing cas, la nécessitd
de recourir 4 une méthode simple ou encore familidre A certains
des intervenants peut imposer le choix d’une méthode, méme si
cela doit exclure la prise en compte de tel ou tel parameétre
économique.

ifi) 11 est possible que I'homme d’étude ait encore, 2 ce
niveau, le choix entre plusieurs méthodes. Il pourra alors faire
intervenir son affinité pour les différentes méthodes, lesquelles,
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A

jointes & quelques considérations d’ordre technique (cf. tablean
6.1.1), Ieveront généralement sans peine ses dernigres hésitations,

Tableau 6.1.1 : Caractéristiques des principales méthodes
de type ELECTRE

-1 rel. nette de sur-
classement avec
niveau de concor-
dance

ELECTRE 1 (13 non oui oui

1 rel. nette de sur-
classement avec
niveau de concor-
dange + 1 (éven-
tuel) indicateur de
robustesse

ELECTRE IS o oui oni oui

) 1 rel, nette de sur-
ELECTRE TRI B oui oui oui classement + des

profils limites

2 rel. emboitfes de

surclassement avec

Riveaux de concor-
dance

ELECTRE It ¥ non oui oui

PROMETHEE | v | oui | oui 1 rel. floue de pré-

non
férence

1 rel. flove de sur-
+ classement

ELECTRE I ¥ oui o oui

. de 2245 rel. em-
ELECTRE 1V ¥ oui non oui boitées de surclas-

sement

_ Les considérations théoriques du 5.5 et du 6.5 m.ummWﬂoE
€galement des motifs de préférer telle oy telle méthode, Faisoris
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cependant observer que des considérations d’ordre axiomatique se
prétent mal & des recommandations d’ordre général en vue du
choix d'une méthode, en particulier dans le cas d’une démarche
qui n’est pas entidrement descriptive. Dans ce cas, Dattrait que
peut conférer A telle ou telle méthode une analyse axiomatique
releve d’un jugement essentiellement subjectif (cf. Roy (1992)).
Précisons enfin que toutes les méthodes présentées dans ce livre
ont fait, dans de nombreuses applications, la preuve de leur
viabilité.

6.2 PROCEDURES D’EXPLOITATION EN PROBLEMA-
TIQUE DU CHOIX : ELECTRE I ET ELECTRE IS

Cette section et les deux suivantes sont consacrées & une
présentation des procédures d’exploitation propres aux méthodes
les plus connues et les plus appliquées '. Cette présentation est
faite dans une optique opérationnelle visant 3 éclairer les utilisa-
teurs de telles méthodes.

Chacune des procédures d’exploitation ci-aprés a été originel-
lement congue en relation avec une définition particulidre précise
d’un systtme de préférences (cf. 5.2 et 5.3). Rappelons qu'il n’est
pas interdit de vouloir appliquer ces procédures 3 des systémes de
préférences de méme nature * découlant de PAMC différentes,
voire de comparaisons par paires effectuées directement, sans
référence explicite & un tableau de performances.

6.2.1 ELECTRE 1

La procédure d’exploitation ci-aprés concerne la problémati-
que du choix (cf. 6.1.2). Elle s’applique & un systéme de préféren-
ces nettes, de type (S, R), dont la définition originelle a été
présentée au 5.2.1.1.

! Ce sont des raisons pédagogiques et historiques qui nous ont amends & faire
figurer ci-aprés ELECTRE I et ELECTRE 18,

* Sous réserve des précautions de cohérence, déja évoquées au 6.1,1, entre
opérations de 1a procédure d'exploitation et propriétés du moddle de préféren-
ces, ) : it
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a) Présentation

Cette procédure de sélection comporte quatre étapes successi-
ves,

Premiére érape : Identification des circuirs maximayx

. Un circuit maximal g est un circoit de § (cf. 6.1.2 ) qui n’est
inclus dans aucun antre circuit, Le circuit ¢’ = (ay, 2, a,, a,) sur
Iexemple de 1a figure 6.2.1 n’est pas maximal car il est inclug
sz.m le circuit maximal ¢ = (25 a3, 2y, ay, a4, @), Le lecteur
vérifiera sans peine que, étant donn€ une relation binaire nette S
définie sur A, A peut €tre partitionné de fagon unique en circuits

maximaux oy, g, ..., G, (tout ou partie de ces circuits pouvant
ctre réduits A une seule action).

( ™

PSR
N ¥
G \\Uwe

™\

/e

Figure 6.2.1. Exemple
La presence d'une ligne oz.ﬁxmn. de u vers b signifie Gue a S b. L' absence da
ligne orientée entre deux ac Hans signifie qu'elles sont incomparabl

... n gs.
L'action 85 est surciassée par toutes Jey {ULres actions,

L’obtention de ceite partition de A en circuits maximaux ne
m.&mﬁ:o pas de difficultés. Elle se fait de fagon empirique et sans
Tisque d’erreur lorsque le nombre d’actions est de ’ordre de une,
voire deux ou trois, dizaines, On peut commencer par éliminer de
A toute action qui n’est pas surclassée ains que toute action qui
n’en surclasse aucune autre. On itdre ce processus Jusqu’a ce que
toute action restante soit 3 la fois surclassée et surclassante.
Chacune des actions ainsi éliminées constitue, 3 elle seule, un
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circuit maximal. On considdre alors le sous-ensemble des actions
non €liminées (5’1 n’est pas vide). Celui-ci contient nécessaire-
ment au moins un circoit contenant plus d’une action. On en
cherche un qui sera maximal, On €élimine 3 nouveau les actions
formant ce circuit et on répéte la procédure sur le sous-cnsemble
des actions restantes (pour plus de précisions, voir Roy (1969-
1970)).

Deuxiéme étape : Passage de § o s

Notons A; = {o,, G,, ..., 0,) 'ensemble des circuits maxi-
maux disjoints obtenus 2 1’étape précédente. On définit sur cet
ensemble la relation de préférence > €N posant, V 6, 6, € A, :

GO [oi#get[dbe getIae o,:b S all. (r.6.2.1)
Troisiéme étape : Détermination du noyau N

La relation > est, par construction, non seulement asymétri-
que mais sans circuits. Elle admet par conséquent (cf. 6.1.2 ¢) un

unique noyau N < A_. Pour I'obtenir, on peut procéder comme
suit :

Chercher les éléments de A, tels qu’aucun autre ne leur est préféré sclon
>, : notons N' le sous-ensemble de tous les éléments ayant celte propriété. On
¢limine alors de A, les élémenis de N* ainsi que tout autre élément tel qu’il
existe dans N* un élément qui lui soit préféré, Soit A le sous-ensemble des
¢léments restants. S’il n’est pas vide, on recommence la procédure 4 partir de
ce nouvel ensemble. On met ainsi en évidence successivement des ensembles
N, N?, ..., N¥, La procédure s'arréte lorsque A = @ ; on a alors -

N=N UN .., uNk
Quatrieme étape ' : Détermination de A’

Lorsque N ne comporte que des circuits réduits 2 une seule
action, on pose A" = N. Supposons qu’il en soit autrement et que
G € N soit un circuit non réduit & une seule action. Lorsque les

! Dans la version originelie d’ELECTRE I, cette quatridme étape était réduite
AA =N,
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actions de © sont véritablement ex &quo, on choisit un représen-
tant de ces actions comme indiqué au 6.1.2 a), Dans les cas of il
en est autrement, il est recommandé de choisir ce représentant de
G dans A’ de telle sorte que sa sélection justifie au mieux :

— d’une part I’élimination des autres actions du circuit o ,w
— d’autre part ’élimination des actions n’appartenant pas A ¢

qui se trouvent &tre telles que © est Ie seul lément de

. N qui leur
soit préféré selon >,

b) QQSSQB?&. théorigques

La procédure de sélection d’ELECTRE 1 n’est pleinement
justifiée que dans la mesure of il apparait légitime de regarder les
différentes actions d’un circuit maximal comme de véritables ex
&quo. Les deux dernidres régles de la quatriéme étape ne sont que
des palliatifs permettant de faire face, le moins mal possible,
cas od il en est autrement. Il s’ensuit que leur mise en applica
peut présenter des difficultds comme on va le montrer
Pexemple de la figure 6.2.1. *

aux
tion
sur

Les quatre étapes ci-dessus conduisent successivement 3 :

il

~ Premiére éape : A, = {o,, Gs, G, Oy, Oy, Oy} avec :

O, = (a,, a, a, a,}, o, = {a} pourie (5,6, 7, 8, 9}

= Dewxiéme étape : La relation > vérifie : O, "0, Viegl!

— Troisiéme étape : N = {c,}.

- Quatriéme étape a, est la seule action de G; qui soit
indifférente aux trois autres actions du circuit (3'savoir a,, a,, a,).
Toutefois, si on se reporte 3 la relation de surclassement initiale

S (cf. figure 6.2.1), poser A’ = {a;} ne se justifie que si ’on fait

appel successivement 2 a,, @, d; €n 1ant qu’actions indifférentes

' La relation >, est vérifiée par &’

: autres couples mais cela est sans intérag ﬁoﬁ
1a suite, T T e TR
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4 a, pour expliquer I’élimination respective de a;, &, a8, Ce
faisant, on a recours 2 une forme de transitivité certes limitée
mais absente de S. Le circuit ; n’est ici manifestement pas une
classe de véritables ex 2quo : non seulement O, n’est pas une
clique mais deux actions distinctes de o, ne se comparent pas de
la méme fagon avec une quelconque action extérieure 2 0,. Un tel

exemple montre les limites de la procédure de sélection d’ELEC-
TRE 1.

Revenons i une relation S quelconque définie sur A d’ot ’on
en a déduit A, et », conformément aux deux premidres étapes de
la procédure d’exploitation ’ELECTRE L. Notons S, la relation
définic sur A en posant, Vb e GetVae o;:

b S, a & [o; = 0, 0u 0, >, G].

On a § « S,. Appliquons maintenant Ia procédure non plus & S mais & S..
11 est clair que 1’on aboutit & la m&me partition en circuits maximaux Ajetd -
la méme relation de préférences », ; le noyau N est donc, lui aussi, invariant,
Relativement & S, les diverses actions d’un circuit maximal sont véritablement
ex @quo et peu importe la manidre dont le représentant d'un tel circuit est
choisi en quairi¢me étape, Par conséquent, I'ensemble A’ auquel conduit la
procédure appliquée & S convient ausst pour S, Or, il est facile de vérifier que,
relativement & S, un tel ensemble A’ posséde les propriétés o.1, a2, o3, oud
bis et o.5 du 6.1.2.

Ce qui précede prouve que I'ensemble A’ auquel conduit Ia
procédure d’exploitation d’ELECTRE I posséde toutes les
propri¢tés requises au 6.1.2 pour une procédure de sélection i
condition de pouvoir considérer qu’il est aussi légitime de
'appliquer 4 S, qu'a S. Lorsque S, apparait comme nettement
moins justifiée que S, on peut chercher & modifier S de fagon &
trouver une relation 8’ substituable & S et vérifiant S/ = §' : telle
est (concernant la procédure d’exploitation) ce qu’apporte
ELECTRE IS par rapport 4 ELECTRE I (cf. 6.2.2).

¢) Commentaires pratiques
Il importe de ne pas perdre de vue que cette procédure (au

meéme titre que les autres présentées . dans_cette . section) ne
constitue qu'une aide i 1a décision, Souvent, le caractére conflic-
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tuel des critres, 1'imprécision qui entoure les performances, la
part d’arbitraire que recdlent les informations inter-critéres
(coefficients d’importance et seuils de veto) rendent impossible la
mise en évidence d’un sous-ensemble suffisamment restreint A’
d’actions a sélectionner de fagon indiscutable. Face aux difficultés
iHustrées au b) relativement 3 une relation S donnée, on peut
Certes songer a surmonter les ambiguités d’application de la

quatrieme étape en sé€lectionnant, dans A’, ensemble des actions
de N,

Dans Iexemple de la figure 6.2.1, on serait ainsi amené 2
poser A’ = {a,, a,, a,, a,}. On congoit qu’une telle facon de faire
conduise fréquemment 3 n’éliminer qu'un trop petit nombre
d’actions et i ne faire que déplacer le probléme. Pour le choix
final, il convient en effet de procéder A une analyse plus fine de
chacune des actions de A’ afin de mettre en évidence leurs
avantages et inconvénients respectifs et de permettre au décideur
de se faire une conviction sur Ia solution a retenir.

Revenons & I'exemple et a Ia solution qui vient d’étre
suggérée : A" = {a,, a, a3, a,}. Rien ne s’oppose a ce qu’on
€limine a, qui est indifférente 3 a5, 4, et a;. Cela peut paraitre
choquant puisque, au b) ci-dessus, a, était seule sé€lectionnée. 11
n’y a pourtant 14 aucune incohérence I'homme d’étude, tout
comme le décideur, sont simplement en droit d’hésiter entre une
solution rapide : A’ = {a,) ou une solution plus longue et, sans
doute, plus cofiteuse nécessitant une analyse fine de a,, a, et a,
afin de procéder 2 une comparaison plus poussée. Cette hésitation
trouve son origine dans le fait que, d’aprés 8, la substitution de
4y, 8, OU 2, 2 8, constitue un changement non significatif alors que
la substitution de a, on 4, & &, en constitue un qui I'est davantage.
Comme nous allons le montrer maintenant, cette analyse est
toutefois incomplite puisqu’elle ne prend pas en compte ce qu’il
peut y avoir de fragile, de discutable dans le fajt d’avoir accepté
ou refusé chacune des affirmations a S a,

La discussion critique 2 laquelle il convient de soumettre les
résultats d’ELECTRE 1 n’a pas pour seule raison d’éme les
ambiguités de ’étape 4. La dichotomie A’, ANA’ n’a été envisagée
Jusqu’ici que relativement 3 une seule relation nette S (ou S_)
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Comme on I’a déja évoqué au b), d’autres relations de surclasse-
ment peuvent apparaitre tout aussi légitimes, Pour obtenir de telles
relations, il suffit de modifier, dans (r.5.2.3) et (r.5.24), les
valeurs ;

- du nivean de concordance s ;
— de certains coefficients d’importance _m etfou veto Vi
— de certaines performances gi(a).

En combinant de diverses maniéres de telles modifications
justifiées par les éléments d'imprécision, d’incertitude, d’indéter-
mination, on est amené A btir des relations de surclassement St
Sy, ... Ces relations sont toutes & peu prés aussi légitimes que la
relation initiale §. Cette dernire doit cependant étre batie de
fagcon & pouvoir servir de relation de référence. r.maau.am .ao
robustesse telle que nous I’avons introduite an 5.4.4 conduit ici a
apprecier la robustesse de la sélection A’ 4 laquelle mosq.:: S
lorsqu’on lui substitue successivement §,, S,, ... Il s’agit mouo de
comparer, non seulement 3 N mais aussi entre eux, mn.m .gm<onm\
noyaux Ny, N,, ... On peut ainsi vérifier si la sélection initiale A
est justifiée dans tous les cas ou presque. Si tel n’est pas le cas,
il convient de modifier A” de fagon & préconiser un sous-ensemble
qui ne soit pas justifié que pour la seule relation de référence.
Nous verrons au chapitre 8, sur un cas concret, comment procéder
en pratique.

I} est clair qu’une telle analyse de robustesse peut étre poussée
plus ou moins loin. Dans tous les cas, il est mn&mnanmmw_m d’en
entreprendre une, méme sommaire, afin de ne pas risquer
d’aboutir, sur la base d’une relation initiale S trop particulitre, 3
des conclusions résistant mal 4 des changements mineurs dans la
définition de S. En tout premier lieu, il convient de faire varier,
dans une plage raisonnable, le niveau de concordance s. Les
¢ventuelles modifications du noyau qui en résultent sont générale-
ment faciles 4 interpréter et riches d’enseignement.

6.2.2 ELECTRE IS

La procédure d’exploitation qui suit est encore une procédure
de sé€lection. Nous avons déja indiqué au b) ci-dessus ce qu’elle
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apportait de nouveau par rapport & la précédente. Nous conserve-
rons les mémes notations qu’au 6.2.1.

Cette procédure s’ applique encore 2 un systeme de préférences
:a.:om de type (S, R) (voir la définition originelle au 5.2.1.2). Elle
fait en outre intervenir des informations concernant la robustesse
de chacune des conclusions b S a ou Non(b S a) qui découlent de
la prise en considération de S. De fagon plus précise, il s’agit
d’apprécier, a I’aide d’un nombre ou d’un vecteur p(b, a) appelé
indicateur de robustesse, s’il est plus ou moins justifié de
modifier la conclusion de § relativement au couple (b, a),
autrement dit de substituer 3 S une relation " dans laquelle on a :

~ s0it b 8’ a au lieu de Non(b § a) ;
— so0it Non(b $’ a) au lieude b § 3,

Nous examinerons au b) ci-aprés les bases sur lesquelles le
nombre ou le vecteur p(b, a) peut €tre défini. Bornons-nous &
preciser ict que si p(b, a) est un nombre vérifiant +

0<pb a)<t,

il est souhaitable, pour la clarté de son utilisation, de le concevoir
de telle sorte que ’on puisse interpréter :

— p(b, a) = 1/2 comme : il est tout aussi justifié de conserver
que de modifier la conclusion de § ;

— pb, a) > 1/2 comme : il est plus justifié de modifier
NonbSa)enb § a que b S a en Non(b S’ a) (et cela d’autant
plus que p(b, a) est plus proche de 1)

— p(b, a) < 1/2 comme : il est plus justifié de modifier b § a
en Non(b 8" a) que Non(bSa)enb 8§ a (et cela d’autant plus
que p(b, a} est plus proche de 0). (

Faisons observer qu’un indicateur de robustesse ainsi congu
différe sensiblement d’un indice de crédibilité tel qu’il a été défini
dans le paragraphe introductif du 5.3.2 (rapprocher notamment
Pexigence 2 des interprétations de p préconisées ci-dessus).
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Notons qu’une version exttémement simplifiée d’ELECTRE
IS consiste & appliquer, au systéme (S, R) de la PAMC d’ELEC-
TRE IS (cf. 5.2.1.2), la procédure d’exploitation d’ELECTRE 1.
Dans cette version, I’indicateur de robustesse p(a, b) n’intervient
pas.

a) Présentation

La procédure de sélection d’ELECTRE IS comporte, comme
celle ’ELECTRE I, quatre étapes successives :

~ la premiére a pour objet I'identification des classes présu-
mées ex &quo, ce qui conduit & accorder une attention particulidre
aux circuits qui ne sont pas des cliques ;

— la seconde a pour objet la définition d’une relation sans
circuits sur les classes de présumés ex ®quo, ce qui oblige A
s’interroger sur la signification qu’il convient d’accorder aux
éventuelles différences dans la manigre dont les actions d’une
méme classe de présumés ex @quo se comparent aux actions
extérieures & cette classe ;

— la troisi®me consiste, exactement comme dans ELECTRE 1,
4 déterminer le noyau de Ia relation sans circuits qui a finalement
pu €we défini sur un ensemble de classes d’actions désormais
regardées comme ex &quo ;

- la quatriéme concerne la détermination de A’ (sur des bases
tout-a-fait similaires & celles ’ELECTRE I).

Chacune des deux premires étapes ’ELECTRE IS peut étre
plus ou moins simplifiée jusqu’a devenir identique 2 son homolo-
gue dans ELECTRE I (ce qui revient & ne plus faire jouer aucun
dle & ’indicateur de robustesse).

Premiére étape : Identification des classes de présumés ex
@®quo

Soit A, la partition de A en circuits maximaux de S obtenue
comme avec ELECTRE I Tout circuit maximal réduit 2 une seule
action est regardé comme une classe d’ex zquo. Tout circuit
maximal comportant deux actions est regardé comme une classe
de présumeés ex aquo (cette présomption pouvant étre remise en
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question a I'€tape suivante). Soit & un circuit maximal comportant

au moins trois actions. Si G est une clique ', alors o est regardé
comme une classe de présumés ex &quo.

Considérons maintenant un circuit maximal & comportant an

moins trois actions et qui n’est pas une clique. On doit choisir
entre 'une des deux possibilités suivantes

1ére possibilité : Transformation de o en clique ; On modifie
localement? S en T en posant, Va,be 6,5 F a.

2e possibilié : Rupture du circuit 6 : On modifie localement ?
Sen § en posant Non(b § a)
d’actions de o vérifiant b § 3

circuit de G,

pour un (voire plusieurs) couple(s)
de fagon 2 ce que © ne soit plus un

Pour choisir entre ces deux possibilités, on prend appui sur
v
Vindicateur de robustesse,

Il s*agit de savair s’il est plus justifié :

~ d’ajouter les surclassemen
en clique

~ ou de supprimer le (voire les) surclassemnent(s
fagon la plus justifide, Ia rupture du circuit .

isb T a ndcessaires 3 la ransformation de o

) b S a assurant, de la

! c’est-a-dire si I'on a aShet

b S a quel que soit le couple d’act
Pon considére dans . 1 pie d'actions (b, a) que

2 1 H
Pour les couples d’actions de o ne donnant pas leu 3 modification, § = S,

3 H :
Pour les couples d’actions de G ne donnant li

e A aucune modification,
T =85
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Ce choix peut &tre laissé au libre arbitre de ’homme d’étude . 1l peut
aussi &re intégré A la procédure 2,

Lorsque p(b, a) est un simple nombre §’interprétant comme il a 6t& indiqué
ci-dessus, il parait légitime de fonder le choix entre fes deux possibilités
précédentes en faisant intervenir prioritairement les nombres 0, et p, définis
comme suit :

— parmi tous les surclassements b 5 a qu’il est nécessaire d’ajouter pour
transformer o en clique, on recherche celui qui est le moins Justifié, c’est-a-dire
pour lequel p(b, a) est minimum ; on note p, 1a valeur de ce minimum :

— pour assurer la rupture du circuit o, on pent s’y prendre de différentes
fagons, certaines d'entre elles faisant intervenir la suppression de plus d’un
surclassement ; on caractérise chacune de ces facons par la robustesse
maximum du surclassement supprimé et on retient la fagon de faire pour
laquelle ce maximum est minimum : on note p; 1a valeur de ce minimum.,

On peut par exemple décider d’adopter la premidte des deux possibilités
si ot seulement si ® :

1/2-p, < p,— 1/2. {r.6.2.2)

Précisons maintenant ce qu’il advient dans chacune de ces deux possibili-
tés :

— avec la premitre, § est modifiée localement comme il a &6 dit et o est
regardé comme une classe de présumés ex ZqUO C ;
— avec la scconde, il convient d'analyser ce que devient ¢ suite 2 la

modification locale de S en T le sous-ensemble d’actions formant o peut,

relativement 3 T, ne comporter aucun circuit maximal qui ne soit pas une
clique, anquel cas chacun de ces circuits maximaux donne naissance 3 des
classes d’ex &quo lorsqu’ils sont réduits A une seule action ou de Présumeés ex

&quo lorsqu'ils en comportent au moins deux ; si, relativement 3 T, il subsiste
au moins un circuit maximal & qui n’est pas une ¢clique, alors il faut répéter,
sur (G, ), la procédure qui vient d'étre appliquée (6, 8). On remarquera ques

' Tel est le cas du logiciel ELECTRE IS actuellement disponible au LAMSA-
DE,

* Des recherches sont actuellement menées au LAMSADE dans ce sens dan
une direction faisant appel  Vintelligence artificiclle, .

? Cette régle peut paraitre arbitraire en cas d’égalité ou en cas de différence trés
faible entre les deux membres ; nous reviendrons sur ce point au c),
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comporte nécessairement moins de som

mets que g, ce qui it Ik
convergence de la procédure, ! 4 et fa

Hﬁ.s.mn_:n A, contient plus d’un circuit maximal qui n’est pas
une clique, la procédure précédente doit étre appliquée successive-

ment & chacan d’eux. On procéde ainsi localement et de fagon

disjointe 2 la modification de S. On note T Ia relation de
surclassement finalement obtenye et A, Pensemble des classes

“ e .
d’ex ®&quo (réduites & une seule action) et de présumés ex &quo
résultant de cette étape,

Deuxiéme étape : Construction d' une relation sans circuirs
sur les classes de présumés oy EQUO

Notons A, = {c,, ..., C,} 'ensemble des classes obtenues 4 la

?\H .mw Pétape précédente. Faisons-lui correspondre la relation >
définie par (cf. (r.6.2.1), ¥ O, 0 € A, )

oh.ﬂnnmﬂv?h.#paﬁ Fbe ¢, Jae ¢ ;bTa]

Par construction, . est asymétrique et sans circuits.

Si chacune des classes de
de véritables ex &quo, on aur

Gt

m&msgmm ex &quo de A, renfermait
a, Ve, ce A, Vae cetVbe

c, ER ¢c, = bT a (r.6.2.3)

Lorsque (r.6.2.3) est vérifide, on définit &, A/, > en posant :

M\Hw.>n\”> Y\Hﬂn

c? c

et I’on passe A 1a troisidme étape.

Lorsque (1.6.2.3) n’est pas vérifiée, on considére I’ensemble

A des couples (¢}, €3 qui mettent (r.6.2.3) en défaut. Pour tous les

couples n’a ‘=%
p ppartenant pas a A, on pose *. = >_. Pour achever de
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définir > relativement aux autres couples, on itére la procédure
suivante, laquelle peut conduire & diviser certaines des classes de
présumés ex aquo.

Considérons un couple (&, ¢) € A On doit choisir entre 'une des trois
possibilités suivantes :

lére possibilité : Accepration de ¢; ¥, ¢;, ce que 1"on traduit en posant c;
> ¢, : cela équivant & modifier localement § en S’ en posant, V b € cetv
aec:

b § a

2e possibilité : Refus de ¢; ¥, ¢, ce que 1'on traduit par Non{c, >, ¢} :
ceci équivaut & modifier localement S en S en posant, V b € gGetVaeg:

Non(b § a).

e possibilité : Division de ¢; ou ¢, en au moins deux sous-classes (cette
possibilité n’est & envisager que dans la mesure ot aucune des deux possibilités

précédentes ne conduit & une relation S aussi justifiée que §) : ceci conduit 3

modifier localement S en §' comme suit : supposons que la division porte sur
¢; et notons ¢~ et ¢* deux des classes nées de cette division ! (A, doit &tre
modifiée en conséquence). On pose, Ybe ctetVae ¢ ;

Non(b §" a)

(8’ =T pour tous les autres couples d’actions de ¢;) et on élabore la division
de ¢, de telle sorte que (cf. figure 6.2.2) la premidre possibilité convienne A I'unt
des couples (c, ¢} ou (¢, ¢)) et la seconde 2 I"autre couple.

Pour choisir entre ces trois possibilités, on prend encore appui sur
I'indicateur de robustesse.

11 s’agit de savoir s'il est plus justifié :

~ d'ajouter les surclassements b 8’ a qu’implique b >’ a lorsqu’on opte

pour ia premiére possibilité ou de supprimer les surclassements b S a
qu'implique Non(b > a) lorsqu’on opte pour la seconde possibilité

' Le cas ol elle porte sur ¢, s"en déduit de facon évidente.
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— ou de supprimer les surclassements b T g qu’implique la division de
'une des classes en au moins ¢ et ¢* ainst que les éventuelles modifications

subséquentes de 5 définissant Ia manisre dont les nouvelles classes se

comparent & celle des denx classes initiales qui n'a pas éé divisée (cf, figure
6.2.2).

- N
clique ¢ clique ¢
clique g ¢
4 —
= Ccuc
\_ Figure 6.2.2. Division d'une clique y;

Ce choix peut, comme dans la premitre étape, &ire laissé au libre arbitre
de I'homme d’étude ou tre iniégré dans la procédure L,

Faisons observer que la division d’une classe ¢; ne remet pas en question
la manigre dont elle a éts comparée (avant sa division) avee d'autres classes
selon >, 11 se peut toutefois que ¢; ait & A Iorigine de 1a division d’unc autre

classe ¢, ; il faut alors examiner si, aprés division de ¢, la division de C, Teste
Jjustifiée.

Les modifications locales mais sans cesse disjointes del
introduites au cours des applications de la procédure précédente
successivement & chacun des couples (c;, c¢) € A aboutissent
finalement & une relation de surclassement 8" définie sur A. La
partition en classes d’ex zquo A, déduite de A, par division
¢ventuelle de certaines des classes de présumés ex zquo posséde
les trots propriétés suivantes :

1°) Chaque élément de A, est une clique maximale de S,

! Dans le cas oi p(b, a) est un nombre, Ie lecteur pourra chercher i énoncer des
rigles dans le méme esprit que celles proposées en premitre €tape pour fonder
cette fois le choix entre les troig Ppossibilités de cette seconde €iape.
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2°) Etant donné deux cliques distinctes ¢/ et ¢/ de A/, on a,
VYbec'etVaec:

bSa=c > ¢ et
Non(b 5" a) = Non(c/ >, ¢) (r.6.2.4)

3°) La relation > ainsi définie est sans circuits.
Troisiéme étape : Détermination du noyau N

La relation > étant sans circuits, elle admet un unique noyau
N < A/ (il s’obtient en procédant comme indiqué au 6.2.1,
troisi€éme étape).

Quatriéme étape ' : Détermination de A’

Dans chacune des classes formant le noyau N, on choisit un
représentant. A" est ’ensemble de ces représentants.

Pour une classe ¢; € N non réduite & une seule momwn,._a
choix de son représentant importe peu si, localement (c’est-a-dire
relativement au surclassementb 8§ aavec b e ceta m:ouoosamny
S’ est aussi justifiée que S. Lorsqu’il en est mﬁ&ﬂe:r._m sélection
du représentant de ¢; doit permetire de justifier au mieux :

— d’une part Iélimination des autres actions de c; ; .

— d’autre part I'élimination des actions n’appartenant pas a ¢
qui se trouvent étre telles que c; est le seul élément de N qui leur
soit préféré selon >,

Ces justifications doivent pouvoir étre fondées sur les
surclassements b S’ a les mieux justifiés compte-tenu de I'indica-
teur de robustesse p(b, a).

' Dans un premier temps, pour analyse de robustesse, cette étape peut tre
omise,
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b) Commentaires théoriques

La procédure de sélection @’ELECTRE IS n’est pleinement satisfaisante
que dans la mesure od, 3 la seconde étape, on aboutit & une relation de
surclassement S’ que 1'on peut regarder comme aussi bien justifice (ou presque)
que §. Dans ces conditions en effet, Ia quatrime étape ne présente aucune
difficulté et Iensemble A’ auquel elle conduit vérifie les propriétés a.t, o2,
0.3, od bis et o.5 {cf. 6.1.2) vis-3-vis de §". Supposons au contraire que
Pobtention d’une partition en classes d’ex =quo A’ ayant les trois propriéiés
requises en fin de deuxidme étape ne puisse 8tre fondée sur une relation §°
nettement plus difficile & justifier que S. Dans une telle situation, on peut
encore espérer (en prenant appui sur Jes deux dernitres rdgles de la quatrizme
¢tape) aboulir 3 un ensemble A’ Jouissant des propriétés c.1, .2 et 0.5 ay
regard des seuls surclassements bien justifiés de 8’ (c’est dire que A’ n'est
peut-2tre pas aussi restreinte que possible, 0.3 et 0.4 bis pouvant &tre mises en
défaut du fait de surclassements Justifiés éliminés de §7).

Quoi qu'il en soit, le fait de ne Pas aboutir 4 coup sir & une sélection A’
ayant toutes les propriétés requises semble dtre moins imputable 3 la méthode
ELECTRE IS proprement dite qu’a la natare des "données”, L'analyse conduite
au 6.1.2 a en effet montrd que les propriétés .1, o.2, o3, od bis et o.5 ne
sont compatibles & coup siir que vis-A-vig d’une refation de surclassement §
conforme aux trois propriétés qui servent d’objectifs A 1a deuxidme étape,

Distinguons, dans §’, sa partie asymétrique > et sa partie symétrique 1.
Les trois propriétés visées en fin de deuxitme étape équivalent respectivement
N .

PeLI+1c », » est sans circnits,

ELECTRE IS repose donc sur une tentative pour substituer, & un Systéme
de préférences de départ de type (8, R), un systéme de type (>, I, R aussi
justifié que le premier et possédant les trois propriétés ci-dessus,

Imaginons qu’on applique 1a procédure de sélection d’ELECTRE 14 Ia
relation 8 obtenue en fin de seconde étape d’ELECTRE IS, On aurait Ag=AS

et >o = >, Le noyau N serait le méme dans les deux cas. ELECTRE I serait
pleinement légitime puisque 8§ =5,

Examinens pour terminer o paragraphe les bases sur lesquelles I'indica-
teur de robustesse p(b, a) peut &tre défini. Deux cas sont 3 considérer :

Premier cas : p(b, a) fait explicitement référence 3 1a facon dont S est
définie,
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Deuxiéme cas : p(b, a) appréhende la robustesse du surclassement en
empruntant une voie Iégérement différente de celle qui sert 4 définir S,

Iei, nous nous bornons & présenter deux fagons de procéder se rapportant
a l'un et I'autre cas. Pour I'un comme pour I'autre, nous supposons que S est
définie par (r.5.2.8) et (1.5.2.9) (d’autres possibilités sont évoquées au c) ci-
apres).

Posons (par référence a (r.5.2.8) et (r.5.2.9)) :

p.(b, a} = c(b, a) - s,
Pa(br @) = g(®) + vi(g ) - g(a) ~ qg@)wls, cl.

Pour que b 8 a soit validée, on doit avoir p(b, a) = 0 et, V j e F,
P,s(b, @) 2 0. Il est clair que plus ces nombres positifs sont grands et plus

les conditions de validation sont robustes face A des modifications du nivean
de concordance s, des coefficients d’importance k,, des seuils de veto v, ou
encore des performances g(b) et gfa). En revanche, lorsque I'un de ces
nombres positifs est voisin de 0, I'affirmation n’est plus robuste et le
changement de b S a en Non(b §" a) n’a rien d’injustifié. De méme, lorsque
I'un de ces nombres est négatif et voisin de 0, le changement de Non(b § a) en
b 8 a peut étre accepté. On peut donc poser '

p(b, a) = {p (b, a), P_@, a), vy P 4. (b, a)h

Une telle définition de p peut paraitre difficile 2 manier (sauf peut-&tre sur
la base d’une famille de régles de type "si .., alors”) et 'on peut lui préférer un
indicateur plus synthétique réduit & un nombre, Pour réaliser cetie synthése, on
peut songer A faire appel & I'indice de crédibilité ’ELECTRE E n@. a} (cf.
(r5.3.12)). Cet indice ne peut pas &tre pris tel quel comme indicateur de
robustesse. Il est certes satisfaisant lorsque, ¥ j € F, di(b, a) = o@,.& ;ona
alors o(b, a) = c(b, a) qui, dans ces conditions, constitue un bon indicateur de
robusiesse (la valeur 1/2 pouvant sinterpréter comme dans le ﬁﬁmm&nma
introductif du 6.2.2). Il ne convient plus das lors que, pour un critére au moins,
d,(b, a) devient proche de 1 : 'affirmation b S a est évidemment n.mﬁ.ﬁ: moins
justifiée que gy(b) + v,(g(b)) - g,(a) s’approche de O (par valeur @om:”ﬁ& mais,
du point de vue de la robustesse, cela ne signifie nullement que 'on a.o:.ﬁ
poser p(b, a) = 0 dés I'instant on gi(b) + vi(g(b) - gfa) = 0. Pour avoir un
indicateur mieux adapté, définissons d/(b, a} conformément 4 (r.5.3.11) mais
en substituant au veto {entrant dans la définition de S} une quantité vi'(gyb)) >

! Soulignons que les composantes de cet indicateur ne sont pas normées pour
ne varier qu'entre 0 et 1,
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Vi{g(b)). Le nombre o’(b, 8) défini par (1.5.3,12) en substituant d/(b, 2) A
di(b,a) ne s’annule plus aussitdt que gi(b) + vi(g(b)) - ga) devient négatif.
Sous réserve d’adopter une définition appropriée de v{'(gi(b)), il nous parait

possible de transposer les principes du 5.3.2 b2) en vue de Justifier le choix de
p(b, a) = o’(b, a).

hmnzmuna ﬁ.&m@uvwﬁ &tre définie en fonction dy principe additionnel
suivant :

Lorsque c(b, a) est voisin de set

que seul le critére j est discordant avee
8i(b) + vi(g(b)) - g(a) = 0, alors 1a ro

bustesse est choisie égale & /2 (< 1/2).

Ce résultat est obienu en posant :

Vi) = v(g (b)) + I [v(g®) - g b))

(dans les conditions d’application du principe ci-dessus, il vien d/(b, a) = s
+ 0,5/(1-8), d’oit le résulat cherché),

Ce qui précide souligne la différ
indicateur de robustesse. Le
bar rapport & des valeurs de
la robustesse tient compte
sujettes & caution,

ence entre indice de crédibilité et
premier apprécie Ia crédibilité d’un surclassement
parametres strictement définies..L. appréciation de
du fait que les valeurs de ces paramétres sont

¢) Commentaires pratiques

Ces commentaires accompagnent tout d’abord le déroulement pas A pas
d'un exemple numérique. Celui-ci re

prend, en le complétant, Pexemple qui a
déja servi & iltustrer ELECTRE L. Le paragraphe s’achéve en attirant Patlention

sur quelques points importants en pratique concernant notammen( 'analyse de
robustesse et le mode de définition de la relation S.

Revenons & I’exemple de 1a figure 6.2.1. Complétons cette définition de
S par celle d’un indicateur de robustesse défini comme il vient d’étre indiqué

au b) ci-dessus en posant pla, a) = o'(a, a)) (cf. 1ablean 6.2.1). La procédure
ELECTRE IS peut alors se dérouter comme suit.

Premiére étape : Ay = {0y, 05, G5 O, O, O3] (mémes notations qu’an
6.2.1 b)). Le cirenit maximal o, = {a, a, &, a,] n’est pas une clique,

Examinons successivement les deux possibilités prévues ay 6.2.2 a)) :

— La mansformation de , en clique conduit 3 prendre en compte, dans T,

quatre surclassements nouveaux : 8 5 a,aFa,aF a3, a, ¥ g, ; ils
correspondent respectivement aux valeurs suivantes de p : 0,717 ; 0,692 ;
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0,665 ; 0,615, Cest donc Padjonction de a, § a, qui apparait comme la moins
justifiée des quatre, d’od : p; = 0,615,

—La rupture du circuit & peat se faire en ne prenant plus en compie, dans

S, soitae, Sa,soita Sa ' Ona: Pla, a,) = 0,794 et p(a,, a,) = 0,692,
C’est donc la suppression du surclassement 8, § a, qui apparait comme la plus
justifide (méme si elle ne 'est gudre), d’oit ; p, = 0,692,

La comparaison de 1/2 - Py =~0,115 avec p, — 1/2 = +0,192 (cf. {r6.2.2))
préconise de choisir, sans hésitation, la premire de ces deux possibilités, De

plus, la relation T ainsi définie (ne différant de S que par I'adjonction des

quatre surclassements mentionnés plus haut) parait aussi justifiée que S. Dang
ces conditions, A, = A

ny

A titre d'exemple, indiquons que le choix de la seconde des deux
possibilités aurait conduit & poser :

Al = {c;, ¢ O G, 0y, G, oy} avec ¢, = (a)}, ¢, = {ay, a,, a,],
S ne différant de § dans ce cas que par Non(a, S a,).

Deuxiéme étape : 1 vient

A = ({0, 6y, (0, 6,), (5, ), (5,, 5,}).

Considérons tout d’abord le couple {q,, 0} et commencons par comparer
les deux premitres des trois possibilitds offertes (cf. a), deuxidme étape) :

— Acceptation de o, ¥, O : Ceci équivaul A I’adjonction du seul
surclassement a, § a; avec p(a,, ag = 0,635,

~Refus de 0, > o, : Ceci équivant & Ia suppression des trois surclasse-

ments a, ¥ a5 a, § ag, a, T a, ayant respectivement pour robustesse 0,742 :
0,768 ; 0,717. Pour juger de cette possibilité, on peut encore prendre en

considération le maximum de robustesse des arcs 3 supprimer, ce qui conduit
& poser p, = 0,768,

' Il existe trois autres possibilités qui, par suppression de deux surclassements,
détruisent la clique a,, a,, a, : le lecteur qui voudrait les prendre en considéra-

tion vérifiera sans peine qu’elles conduisent & des solutions moins justifides que
celles examindes ici,
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Il est clair que la seconde possibilité n'est pas acceptable alors que la
premidre est. Cette dernidre peut &tre caractérisée par la robustesse p; = 0,635
du surclassement le moins robuste qu'elle conduit & ajouter. On pose par
conséquent @, >, Gg, ce qui donne naissance & une relation S aussi justifiée

que S dont elle ne differe que par a, S” a,. 11 parait ici inutile d’envisager la
troisitme possibilitg,

Considérons maintenant le second &lément de A (o), ;). En procédant
comme ci-dessus, on trouve :

P = 0 et p, = 0,691,

Sans méme faire appel 4 (1.6.2,2}, on constate que la seconde de ces deux
possibilités est meilleure que la premibre, laguelle paraft inacceptable. La
seconde n’est toutefois pas trés satisfaisante puisqu’elle conduit & supprimer un
surclassement de forte robustesse. I1 est donc nécessaire de Iui comparer la
troisiéme possibilité, 11 n'existe ici qu'une seule fagon de diviser o, en deux
sous-classes {qui sont des cliques) ; elle consiste a poser :

¢ = ﬁmuf ¢t = gmu. a, PL.

Cette division s’obtient par la suppression de 4, 5 a, (de robustesse 0,692

Sgale A celle do a, § a,), de a, § a, (0,692) et de a, T a, (0,615). Cette
troisiéme possibilité parait donc encore moins justifiée que la seconde et i’on

conservera (au moins provisoirement) o, comme classe d'ex &£quo avec
Non{g, »/ g,).

Examinons, & titre d*exemple, & quoi conduirait la division de gyenc et
c* en posant !

¢ >/ ¢, ¢/ o, Nonc =’ o).

Comme on I'a fait remarquer, aucun changement ne doit intervenir dans
la comparaison avee o, On aurait autrement dit ¢ » ggetct »/ o,

Les deux couples (g, G) et (0, 0) de A qui restent a étudier donneraient

alors naissance 2 :

— d’une part (¢, o) et (¢, G,) pour lesquels on aurait, de fagon évidente,
Non(c™ >’ oy} et Non(c’ > a,),

— d'autre part {¢*, o) et (¢*, &) qui devraient &tre &tudiés (comme on va
le faire maintenant) en lieu et place de (G, gg) et (5, Oy).

Venons-en & I'éwude de (q,, g,). Les deux premidres possibilités conduisent
Tespectivement i
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- ajouter trois surclassements a 8 ag a, §" a, et a, §’ a, dont le moins
robuste conduit & poser p, = 0,080 ;

|m:E§.BQ:sz.aEmmE%gsvommE Non(a, 8’ a,), ce qui conduit 4 p,
= (0,794,

Ici encore, la seconde solution est 1a mieux justifiée méme si, comme dans
le cas précédent, efle conduit 3 supprimer un surclassement relativement
robuste. Une analyse de 1a troisieme possibilité montre que 1a division de g, en
(a3} d’une part et en [a,, 3y, a,) d’autre part conduit (que I’on identifie {a;,} 2
Cou & ¢") & supprimer au minimum deux surclassements de robustesse an

moins égale 3 0,794, On conserve donc encore &, comme classe d’ex 2quo
avec Non(s, > o).

Le demier élément de : Aoy, g,) am2ne A comparer ;

— Iadjonction des trois surclassements a 8" 8y 8, 8" 8 et a, § a, dont le
moins robuste conduit i poser p=0,042 :

— la suppression du seul surclassement 8, S 8 de robustesse p, = 0,666.

Dans ce dernier cas, la seconde possibilité est 2 nouveau la mieux justifide
(la troisiéme, en isolant (2,), conduirait & supprimer des surclassements
nettement plus robustes) : o, reste donc définitivement une classe d'ex zquo
avec Non(o, > G,}. :

e

La partition A et ia relation §' (cf. (r6.24)) qui découlent de cette
deuxitme éiape sont représentées figure 6.2.3.

Figure 6.2.3. Exemple
La présence d'une ligne orientde de a vers b signifie que a § b. L' absence de
tigne orienide entre deux actions signific qu'elles sont incomparables,

( L'action i est surclassée par toutes les autres actions,

J/
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Notons que, pour choisir entre les différentes possibilités offertes,
I'application de la regle définie par (r.6.2.2) peut fort bien amener A comparer
des nombres p, et p, trés proches. Lorsque leur différence ne parait pas
significative, on peat songer & faire jouer, de fagon lexicographique, 1 second
critére faisant intervenir les autres surclassements ajoutés ou supprimés (nombre
de surclassements en cause, robustesse du second dans ordre de classement,
-..). Une telle procédure lexicographique employée avec deux critdres dont le
premier est un quasi-critdre peut conduire & des intransitivités (cf. 3.2.2 a)).
Cela ne crée toutefois aucune géne puisqu'il s'agit d’opter entre deux
possibilités et deux seulement,

Troisiéme étape : 11 vient (¢f. figure 6.2.3)
N = [g,, 0;, G, }.

Quatriéme érape : A’ est formée de a,, a, et d’un représentant de a,. Le
choix de ce représentant semble &tre de peu d'imporiance puisque I’indifférence
entre les quatre €léments de o, est relativement bien établie avec les valeurs
des coefficients d’importance et des seuils pris en compte. On peut cependant
attirer I'attention sur les deux points suivants :

— Le surclassement initial a, S a, est assez robuste. Etant donné pla;. a,)
= 0,769, I'adjonction de a; $' a, aurait &é justifiée ! si a, avait &6 isolée de
O, . Des lors que a; est sélectionnée, il peut parailre judicieux de ne pas
sélectionner a, comme représentant de o,

— L'incomparabilité entre a, et a, qui découle de S s’avére robuste si 'on
en juge par p(a,, a5} et p(ay, a,) ; ceci, joint au fait que p(a,, ag) et pla,, a;) sont
de I'ordre de 0,6, incite & sélectionner a, plutdt que a, 0u 4, (a, étant sélection-
née).

Pour conclure cet exemple, on peut affirmer que, sur la base de la relation
5 considérée :

- les actions a,, ag, a; peuvent are élimindes,
3

— 2, ou &, mérite d’émre sélectionnée,

- a, mérite d'éue sélectionnée,

' Tout en ayant p(a,, a,) significativement supéricur & s, on peut avoir
Non(a, 5 a,) s’il existe un critdre j tel que gla) + vig(a)) - gfa) est
tégerement inférieur 3 gg;(a)) (cf. (r.5.2.9)). Une modilication minime de la
valeur d"une des performances ou du veto aménerait 3 poser 4, S a,. Il en aurait
€4 ainsi si 1a relation de Ia figure 6.2.1 avait &é &ablie conformément &
(r.5.2.9). Rappelons que, & I'époque ol le cas a été traité, la condition de veto
ne faisait pas intervenir le terme — k/k[F] dans w(s, c).
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— 'une des actions a,, 8; ou a, doit &tre sélectionnée {guelques éléments
Jjouant en faveur de a,).

Le lecteur pourra utilement rapprocher ces conclusions avec celles obtenues
avec ELECTRE I au 6.2.1 b).

La procédure de sélection d’ELECTRE IS, tout comme celle
d’ELECTRE |, fait ressortir ce que pourrait avoir d’illusoire une
procédure qui prétendrait, 3 coup sr et dans tous les cas,
sélectionner la "meilleure” ou, & défaut, un trés petit nombre de
"meilleures" actions. C’est pourquoi I'aide & la décision, telle
qu’elle peut étre menée sur Ia base d’ELECTRE IS (dans le cadre
de la problématique du choix), ne parait pas pouvoir, sans une
part d’arbitraire assez grande, &tre complétement dutomatisée. La
mise en oeuvre de la procédure présentée ici peut néanmoins étre
grandement facilitée par I'emploi d'un logiciel approprié. Elle
constitue un instrument d’analyse de données assez puissant,
méme §’il parait un peu lourd i manier.

La procédure de sélection ELECTRE IS ne dispense certes
pas d’'une analyse de robustesse mais elle permet de la réduire
considérablement par Tapport & ce qu’elle doit &tre avec ELEC-
TRE 1. En effet, grice au rdle joué par 'indicateur de robustesse,
la relation finale §” n’est pas trop tributaire des &léments d’arbi-
fraire qui ont joué dans Ia définition de S, Il convient néanmoins
de répéter la procédure conformément aux principes introduits a
propos d’ELECTRE 1 (cf. 6.2.1 ¢)) A partir de relations S5, 8, ..
congues notamment en tenant compte des €léments de fragilitg

mis en évidence par Papplication ¢’ELECTRE IS i la relation
initiale S.

Pour termine, aitirons I'attention sur le fait que la procédure de sélection
d’ELECTRE 1§ s'applique sans difficultés 3 des reladons de surclassement

mmmammmcganﬂ @:onﬁc..m.m.mvmﬁﬁhm.m.cv.O: peut par exemple prendre
apput sur : .

- un systéme de préférences nettes défini a Taide d'une procédure par
compensation probante (cf. 5.3.2 ¢}), procédure qui se préte bien & la définition
d’un indicateur de robustesse ;

— un systéme de préférences obteny par enquéte auprés d’une population
P d’individus auxquels on soumet successivement toutes ou seulement cerigines
des paires & comparer (sans faire nécessairement référence A une famille F de
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critéres) ; notons P(a, b) la sous-population consultée A propos de la paire
(a, b) ; on pourra alors poser :

b S a si et seulement si la moitié au moins de Ia population P(a, b) s'est
déclarée en accord avec 1’affirmation b § a,
p(b, a} = proportion de P(a, b) en accord avec 1'affirmation bSa

6.3 PROCEDURE ! D’EXPLOITATION EN PROBLEMATI-
QUE DU TRI : ELECTRE TRI

La procédure d’exploitation ci-aprés concerne la problémati-
que du tri (cf. 6.1.3). Elle fait intervenir un systtme de préféren-
ces net de type (S, R) dont la définition originelle 2 revét la
forme générale suivante ;

bSa&ogb,a)2A 0<sAh<1 (r.6.3.1)

olt gg(b, a) est I'indice de crédibilits d’ELECTRE III (cf.
(r.5.3.12)). Précisons que la procédure d’affectation ELECTRE
TRI (cf. a)) peut &tre appliquée, comme nous le verrons aun b)a

des relations de surclassement S définies autrement que par
(r.6.3.1)).

Dans ce qui suit comme dans toute problématique du tri, la
relation de surclassement S ne sert pas & comparer les actions de
A entre elles mais & les comparer indépendamment les unes des
autres 2 des actions de référence b* (h = 1, vy k= 1. Ces
dernigres désignent, dans ce qui suit, les actions limites qu’il a été
jugé approprié de faire intervenir pour marquer les frontiéres
successives qui séparent les catégories C', ..., C* constituant la
famille complétement ordonnée de catégories auxquelles on veut
affecter les actions de A (cf. 6.1.3 b), hypothése B.1). Chacune
des actions de référence b" est entizrement définie par son vecteur

" Nous ne présentons ci-apras qu'une seule méthode. A notre connaissance, il
n'en existe pas beaucoup d’autres. Mentionnons Yu (1992), Massaglia et
Ostanello (1991), Roy (1981), Roy et Moscarola (1977), Moscarola (1977).

* 1 est fait ici référence & un logiciel d’aide 4 la décision en matidre d’octroi
de crédit congu par B. Roy en 1986 pour répondre aux préoccupations d'un
grand groupe bancaire frangais, logiciel toujours exploité de fagon régulitre,
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de performances :

g =g, . g,

lequel est appelé profil de référence ou profil limite. Pour
appliquer ELECTRE TR, il fant préalablement avoir défini les
catégories, ¢’est-a-dire élaboré Ia famille de profils g" en accord
avec les hypothéses B.2 et B.3 (cf. 6.1.3). Ce point sera abordé au
¢) sur un plan pratique aprds avoir approfondi, au b), les proprié-
tés et la signification d’ELECTRE TRI sur un plan théorique. Il
est enfin commode et nullement restrictif d’introduire, conformé-
ment aux conventions de ’hypothése B.2, deux profils supplémen-
taires g° et g* de telle sorte que les actions irréalistes b° of b* dont
ils constituent les performances vérifient, Vae A :

mmccoHZon@cmmv, V
b* S a et Non(a S b). (r.6.3.2)

a} Présentation

ELECTRE TRI est le jumelage de deux procédures qui
conduisent, la premidre & une affectation pessimiste (logique
conjonctive), la seconde 2 une affectation optimiste (logique
disjonctive). Pour certaines actions, les deux affectations peuvent
cofncider mais il se peut aussi qu’une action a soit affectée en
catégorie C" par la procédure pessimisie et en catégorie C" par la

procédure optimiste avec f # h. On verra au b) ci-aprés qu’on a
alors f > h,

1°) ELECTRE TRI pessimiste

lwom@;cnnmmm?n:ﬁz:n Fwim_@oz:nmaaﬁmm_ui
est vraie. .

— Arréter la procédure A la premitre valeur de i pour laquelle
le test est positif : soit h cette valeur.

— Affecter a en catégorie Cb,
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Par construction, C" est donc la catégorie la plus haute telle
que a S b,

2°) ELECTRE TRI optimiste

— Noter > la relation ' définie par :
b>ae bSaetNon(aSh) (r.6.3.3)

— Poser successivement i = 0, 1, ... pour tester si b' > a est
vraie,

— Arréter la procédure 2 la premidre valeur de i pour laquelle
le test est positif : soit f cette valeur.

- Affecter a en catégorie C~.

Par construction, C' est donc la catégorie la plus basse telle
que b’ > a.

b) Commenzaires théoriques

Considérons une famille d’actions de référence b°, b', ..., b
congue conformément aux hypothéses B.1, B.2 et B.3 du 6.1.3 b).
On a donc en particulier :

b Ax b5, BT AR B2, L, b AR Y

Soit § une relation de surclassement permettant de comparer
des actions a ces actions de référence. On a vu qu’il n’était pas
restrictif de supposer que, pour toute action a :

a>b’etb* > a(cf (1.6.3.2)).

Dans ces conditions, commengons par examiner quel peut étre
le résultat de la comparaison d’une action a aux k+1 actions de

' Rappelons que, en toute rigueur, cette relation ne peut &tre interprétée sans
précautions comme une relation de préférence stricte (voir notamment A ce
sujet le passage en pelits caractdres au début du 5.1.1).
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référence. La comparaison de a 3 action de référence b* peut
prendre une et une seule des quatre formes suivantes ;

b* S aet Non(a § b"), c’est-a-dire b* » a,

a S b* et Non(b* $ a), c’est-a-dire a » b,

aS b etb*S a c'est-a-dire al b*,

Non(a S b*) et Non(b* § a), c’est-a-dire a R b~

Le résultat qui suit montre que Ia comparaison de a & b°, b,
-, b peut prendre trois formes distincies, Ce résultat servira de
base pour analyser comment les procédures optimiste et pessi-
miste se comportent vis-a-vis des exigences introduites au 6.1.3.

RESULTAT 6.3.1 : Considérons une famille d’actions de
référence b°, b, ..., b* telles que :

b* Ap B, b1 AL b2, L bt AL B

et une relation de surclassement S telle que, pour toute action a
A affecter : .

b* >~ aeta » b :

Le résultat de la comparaison de a a b°, b, ..., b* prend alors une
et une seule des trois formes suivantes :

a>b’%ax>b, ., arb p - a, b »a, ., b>a

avecx e {0, 1, ..., k—1}, (r6.3.4)

{ 1
arba>bl, .., ax b aRb™, aRb™, ., aR b, b » a,
b >a, ., b >3

avecx € {0, 1, .., k-2) et Y€ {x+1, x+2, ., k-1}, (r.6.3.5)
arb%arb, ..,arb’al b, alb*? . ,alb! p* » a, b2
8, ..,b5>a

avec X € {0, 1, ..., k2} et y € {x+1, x+2, ..., -1}, (1.6.3.6)
Démonsiration
On a, par uwvogw% :
b >aeta b,

De plus, § étant une relation de surclassement, le résuliat 2.2.2 implique que :
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Pra=v*sapourx=1,2,.,kI1et
a>p"=>a>bpoury=1,2, .., k1.

Soit h la valeur minimum de x telle que b* > a et f la valeur maximum de
y telle que a > b*. En vertu de ce qui précide, les valeurs de h et £ sont bien
définies. De plus, on a nécessairement h > [, la relation > étant asymétrique.
Si h = f+1, on est alors dans la situation (r.6.3.4).

Sth> f+1, on a soit a S b™, soit Nona S b™),

Supposons a § b™. On ne peut avoir a > b™ car cela contredirait la
définition de f. On a donc a 1 b™.,

On sait alors que :
b S apour x = f+1, f32, .., k,
La définition de h implique donc que :
alb™, alb™, ,  alp
et 'on est dans le cas (1.6.3.6).

Supposons & présent que Non(a § b™). Sib™ § a, on aarait alors b™*! » a,
ce qui contredirait la définition de h. On a donc nécessairement a R b™L.

On sait par conséquent que

Non(a 5 v pour x = {42, £43, ..., k.

La définition de h implique alors nécessairement que :

aRb™ aRb™, . aR b,

On est donc dans le cas (1,6.3.5), ce qui achéve la démonstration.

Examinons, dans chacun des trois cas du résultat 63.1,ced
quoi conduit 1"application des procédures optimiste et pessimiste.

i} Cas (r.6.3.4). L’action a est affectée par les deux procédu-
res A 'unique catégorie C* telle que a » b* et b™! » a. Cette
affectation est conforme 2 (r.6.1.1) et (1.6.1.3).
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it) Cas (r.6.3.5). L’action a est affectée par la procédure
pessimiste & 1'unique catégoriec C* telle que a > b* et a R b*
L’action a est affectée par la procédure optimiste 2 I'unique
catégorie ¢’ telle que b > aeta R b. On a nécessairement
y > x. Ces affectations sont conformes 3 (r.6.1.1) et (r.6.1.3).

iti) Cas (r.6.3.6). L’action a est affectée par les deux procédu-
res & P'unique catégoric C* telle que a I b* et b™! » a. Cetto
affectation est conforme 2 {r.6.1.1). Elle n’est conforme i {r.6.1.3)

que dans le cas particulier o a n’est indifférente qu’a une seule
action de référence,

Quelle que soit la facon dont une action a §¢ compare aux
actions de référence, la procédure pessimiste (resp. optimiste)
conduit 2 affecter a 4 une catégorie unique C' (resp. C". On a
toujours h > f, ce qui justifie les appellations "pessimiste" et
"optimiste”. Seul le cas (r.6.3.5) conduit & une divergence
d’affectation entre les procédures optimiste et pessimiste. L’ affec-
tation d’une action a réalisée par les deux procédures est toujours
conforme 2 (r.6.1.1). Elle Iest €galement & (1.6.1.3), sauf dans le
cas ol a est indifférente 4 plus d’une action de référence. Cette
non conformité avec (r.6.1.3) provient du fait que l'intervalle qui
sépare deux profils limites est trop petit eu égard 2 la relation de
surclassement utilisée. Cette relation constitue alors un instrument
de différentiation trop grossier pour trier les actions avec la
finesse que requiert 1a définition adoptée pour les catégories. Ceci
justifiera I'introduction d’une condition de compatibilité des
données reliant la finesse du tri recherché, telle qu’elle ressort des
profils limites, & certaines des caractéristiques de I'instrument de
différentiation que constitue la relation de surclassement S.

Sur la base des remarques qui précédent et du résultat 6.3.1,
il est aisé d’examiner comment les deux procédures optimiste et

pessimiste se comportent vis-i-vis des exigences introduites au
6.1.3.

RESULTAT 63.2 : Considérons une famille d’actions de
référence congues conformément aux hypothéses 8.1, B.2 et B.3
du 6.1.3 b) et une relation de surclassement S vérifiant (r.6.3.2).
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Alors :

i) Les procédures ELECTRE TRI optimiste et pessimiste vérifient
les exigences d’unicité, d’indépendance, de monotonicité,
d’homogénéité et de stabilité,

ii) Les procédures ELECTRE TRI optimiste et pessimiste vérifient
I'exigence de conformité au profil si et seulement si la condition
de compatibilité des données suivante est satisfaite pour toute
action a :

alb*= Non(aIb*) pourx=1,2, .. k2 (r.6.3.7)

iii) Si une action a est affectée en catégorie C* par la procédure
pessimiste et en catégorie C' par la procédure optimiste, alors

h £ £, De plus,

h<feaRb, aRb™, | aRbo, (r.6.3.8)

Démonstration

i) Considérons la procédure pessimiste, la démonstration se transposant de
fagon immédiate au cas de Ia procédure oplimiste,

Unicité, Par définition, toute action est affectée 3 au plus une catégorie.
Considérons une action quelconque a. D’apres (1.6.3.2), on a a > b°, Une telie
action peut donc bien &tre affectée A une catégorie unique.

Indépendance. Par définition, I"affectation d’une action a ne dépend que
de la maniére dont clle se compare aux actions b°, b', ..., b¥.

Monotonicité, Supposons a affectée en catfgoric C*. On a donc Non
{a S b, Non(a S b*), Non(a $ b=, ..., Non(a S b* et a S b*. La relation
§ étant une relation de surclassement,

bA.a=s[aS b = b § b

et I'action b est alors nécessairement affectée 2 une catégorie C* telle que
y2x

Stabilité. Supposons a affectée en catégorie C* et donc : Non(a S bY,
Non(a § b"), Non(a § ¥*%), ..., Non(a § b, a8b L, aSb*? ., a8 b
Supprimens I'action de référence b'. Si x > i+1 ou st % < i, il est clair que
affectation de a est inchangée. Si x = i+1 ou si x = i,ona;

Non(a § b, Nona § b3, ..., Non(a § b, a S b, .. a § b
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L’action a est alors bien affectée 3 1a catégorie délimitée en haut par b™ et en
bas par b,

Homogénéité. Considérons une action a telle que :

a>b" b Ra,
b > a,a R b,

On est alors dans le cas (r.6.3.5) du résultat 6.3.1. L’action a, de méme que
toutes celles se comparant identiquement 2 b, b, bt gt b, est alors affectée
en catégoric C* par la procédure pessimiste.

i) La nécessité de (r.6.3.7) est évidente compte-tenu de (r.6.1.3). Sa

suffisance résulte, de fagon immédiate, du résultat 6.3.1 et des commentaires
qui I'accompagnent,

. iii} Ce point résulte de fagon immédiate du résultat 6.3.1 et des commen-
taires qui ’accompagnent.

Remarque importante : ELECTRE TRI demeure une procé-
dure digne d’intérét méme si 1a condition de compatibilité des
données (1.6.3.7) n’est pas satisfaite. Dans ce cas, il peut exister

des actions indifférentes plus d’une action de référence, c’est-a-
dire telles que (cf. (r.6.3.6)) :

0
a» w .a>b, . ,ax>b* al b alb™, ,alb, b » g
ey D > @,

D’aprés {1.6.1.3), Pexigence de conformité au profil voudrait
que a soit affectée & C*, C*', .. (7. Afin de respecter I'exigence
d’unicité, ELECTRE TRI opére un choix entre ces diverses
possibilités. La procédure optimiste, comme la procédure pessi-
miste, affecte a en catégorie C, catégorie la plus haute telle que

a soit indifférente A 1’action de référence qui la ferme en bas. Un

tel choix est compatible avec Pesprit de 'exigence de conformité
au profil.

Wm.ﬁv&osm que les résultats qui précedent sont valables quelle
que soit la définition du surclassement S choisie. Examinons, pour
achever ce paragraphe, ce qu’apporte le choix de (r.6.3.1).

Commengons par examiner Ie cas of chacun des n critdres est un
vrai-critére.
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Posons tout d’abord A = 1 : § = Ay et, quelles que soient b°,
..., b¥, Ia condition de compatibilité (r.6.3.7) est satisfaite ; dans
ces conditions :

— ELECTRE TRI pessimiste n’est autre que la procédure
conjonctive du 6.1.3 b) ;

— ELECTRE TRI optimiste n’est autre que la procédure
disjonctive du 6.1.3 b) appliquée en substituant & Ag la relation de

dominance stricte X, définie par : b A.a & [b A; a et Non

(& Ag b)](la seule raison d'étre de cette substitution est de
retrouver des catégories fermées en bas).

Faisons maintenant diminuer progressivement A. La condition
de compatibilité n’est alors automatiquement satisfaite que si g
> mml, Vie FetVhe (1,2, ..k} Pour qu'une action a soit
affectée par ELECTRE TRI pessimiste & C" ou A une catégorie
supérieure, il n’est plus nécessaire d’avoir gla) z mu.f, VjieF
(comme c’est le cas avec la procédure conjonctive). Il suffit que
la sous-famille C(a S b™") des critdres qui vérifient 'inégalité
précédente ait une importance au moins égale 3 A et que, pour
chacun de ceux qui mettent en défaut les différences g - gla),
reste suffisamment proche de 0 pour que 1’indice de discordance
d(a, b*") ne dépasse pas A. ELECTRE TRI pessimiste conserve
donc un caractére conjonctif mais, au lieu d’exiger, pour une
affectation en catégorie C* ou supérieure, de voir tous les critéres
atteindre ou dépasser la performance fixée par le profil g, on se
contente ici d’avoir une majorité de critéres qui atteignent la
performance fixée par le profil, les autres ne devant pas trop lui
€tre inférieurs. La majorité requise est d’autant plus faible que A
est plus petit ; c’est pourquoi 1’affectation de a ne peut aller que
vers des catégories supérieures lorsque A diminue.

De fagon similaire, pour que, dans les mémes conditions, une
action a soit affectée par ELECTRE TRI optimiste 2 C" ou 2 une
catégorie supérieure, il n’est plus suffisant d’avoir, pour une
valeur de j au moins, g(a) > g (comme c’est le cas dans la
procédure disjonctive avec Ag). Tl est ici nécessaire que la sous-
famille C(b"™"' > a) des critdres qui violent I'inégalité précédente
ait une importance inférieure A A ou, A défaut, que les critéres qui
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vérifient Vinégalité fassent apparaitre des différences (g;(a) — m_iv
suffisamment grandes pour que le mécanisme de veto s’oppose &
b*! > a, ELECTRE TRI optimiste conserve donc un caractire
disjonctif mais, au lien de se contenter, pour une affectation en
catégorie C" ou supérieure, de voir un seul critére atteindre ou
dépasser la performance fixée par le profil g, on exige ici de
surcroit qu’une régle de majorité combinée & un mécanisme de
veto justifie le refus de b™! » a, Lorsque A diminue, affectation
de a ne peut aller que vers des catégories inférieures. Ainsi,
réduire A conduit & réduire I’écart entre les affectations d’ELEC-

TRE TRI pessimiste et ’ELECTRE TRI optimiste lorsque celles-
¢i ne coincident pas.

Prendre en compte des pseudo-critdres au lieu de vrai-critdres
conduit A faire intervenir des seuils d’indifférence et/ou de
préférence non nuls. 11 suffit de se reporter aux formules (r.5.3.1),
(r.5.3.2), (r.5.3.11), (r.5.2.8) et (r.5.2.7) pour constater que le
traitement de ces seuils reste en profondeur conforme avec ce qui
vient d’étre dit concernant les principes d’affectation par ELEC-
TRE TRI Tout comme la substitution du surclassement 2 la
dominance, I'introduction de seuils permet de nuancer (possibilité
de "rachat Iégérement en-dessous de la barre") 1a logique conjonc-
tive qui sous-tend ELECTRE TRI pessimiste et la logique
disjonctive qui sous-tend ELECTRE TRI optimiste,

¢) Commentaires pratiques

Considérons une situation concréte d’aide 2 la décision ot
I'on a adopté Ia problématique du tri. Que ’on envisage ou non
d’utiliser ELECTRE TRI, il importe, en tout premier lien, de
cemer les catégories pertinentes. Fondamentalement, chacune
d’elles se définit par référence i ce qui doit advenir aux actions
qui lui seront affectées. Dans un probléme d’octroi de crédit, on

pourra par exemple prendre appui sur les quatre catégories
suivantes :

E : rejet,

D : décision différée car nécessité d’une étude plus approfon-
die,

03¢ Aide multicritére & la décision 399

C : acceptation sous condition d’obtention de quelques
modifications,
B : acceptation sans condition .

L’utilisation d’ELECTRE TRI n’est envisageable que si les
catégories prises en considération sont naturellement ordonnées
(cf. 6.1.3). Supposons qu’il en soit ainsi. 11 faut alors cerner
chaque catégorie C* par son profil haut g" et son profil bas &t
(profil haut de C""), étant entendu que si une action a vérifie g(a)
= g"*, alors a doit &tre affectée 3 C*. De fagon plus générale, il
doit en éue de méme pour toute action a vérifiant a S b et

b" > a (S et > éant ici respectivement définies par (r.6.3.1) et
(r.6.3.3)).

Les valeurs m__i sont des performances limites qui marquent
la frontigre entre C*' et C". Ces valeurs doivent &tre fixées de
fagon A rendre compatible, avec I’affectation & C*, de toute action
a vérifiant a S b"' et b™' S a et A justifier Iaffectation & une
catégorie inférieure de toute action a  -ifiant b™! » a. La place
exacte d’une telle frontidre ne peut que, dans des cas trés
exceptionnels (méme pour n = 1), &tre déduite rigoureusement de
'idée que I'en se fait du contenu des catégories Ct et C'*, 11
importe avant tout que les valeurs attribudes aux g soient
Jjugées “"convenables" dans le cadre de Ia procédure retenue. Pour
cela, il peut &me utile de se souvenir que ELECTRE TRI pessi-
miste et ELECTRE TRI optimiste ne conduisent 3 des affectations
différentes que dans le cas d’actions incomparables i certaines des
actions de référence. Lorsqu’on souhaite que I'affectation de telles
actions se fasse dans une logique de type conjonctif, on doit
adopter ELECTRE TRI pessimiste et, si I’on souhaite qu’elle se
fasse dans une logique de type disjonctif, on doit adopter
ELECTRE TRI optimiste. Ce choix peut influencer les valeurs
qu’il convient d’attribuer aux g™,

Ce qui préceéde conduit 2 formuler les régles pratiques
suivantes.

! Dans MMCAD, les exemples 7, 8, 9 et 10 illustrent, dans d’autres contextes
et de fagon plus détaillée, ce que peuvent we de telles catégories,
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Pour un critére j donng, la performance limite g corres-
pond :

— En logique conjonctive 4 1a performance minimale que gi(a)
doit atteindre (au seuil prés) ou dépasser pour justifier I’affecta-
tion de a en catégorie C" ou supérieure sachant que cette affecta-
tion n’aura lieu que s’il existe suffisamment d’autres critéres
(régle de majorité paramétrée par A) vérifiant (au seuil prés) la
condition similaire g(a) = m_.i et que les éventuels critéres ne
vérifiant pas cette condition ne la violent pas assez pour que le
mécanisme du veto s’oppose 4 a S b,

~ En logique disjonctive, 3 1a performance minimale que g(a)
doit atteindre (au seuil prés) ou dépasser pour justifier 1’affecta-
tion de a en catégorie C" oy supérieure sachant que cette affecta-
tion n'aura lieu que s’il n’existe pas trop de critéres (régle de
majorité paramétrée par A) vérifiant (au seuil prés) la condition
opposée gi(a) < g ou, lorsqu’il en existe Top, que si la diffé-
rence ga) — mh..l est suffisamment grande pour que (éventuelle-
ment conjugué A des différences similaires positives dues i
d’autres critéres) le mécanisme duy veto s’oppose 4 b > g,

Plus on souhaite marquer le caractére conjonctif ou disjonctif
de la procédure et plus :

~ la valeur de A doit &tre choisie proche de 1 (renforcement
de la majorité requise) :

— la valeur de chaque veto v; doit étre choisie proche du seuil
de préférence p; {renforcement du mécanisme de veto).

Les cas o I'affectation par ELECTRE TRI pessimiste differe
de ceile par ELECTRE TRI optimiste sont d’autant plus rares que
A est plus faible et que chaque v, est plus levé. Iis disparaissent
complétement pour A = 1/2 joint & des valeurs des \ suffisam-
ment €levées pour que toute possibilité de veto disparaisse (v; 2
2+(gf - g)) par exemple).

6.4 Alde multicritére g la décision 401

Il n’est pas essentiel de chercher  savoir si la condition de
compatibilité des données (1.6.3.7) est ou non satisfaite '. En
effet, lorsqu’elle ne 1’est pas (cf. fin du b) ci-dessus), I’affectation
demeure cohérente avec Pesprit de l'exigence de conformité
énoncée a la fin du 6.1.3. Il est en outre aisé de compléter la
procédure pour diagnostiquer, au fur et mesure, celles des
actions a qui mettent en défaut (r.6.3.7) et qui, de ce fait,
pourraient &ire affectées A une catégorie inférieure. Rappelons
qu'il ne peut s’agir que d’actions affectées dans la méme
catégorie C" par ELECTRE TRI optimiste ¢t ELECTRE TRI
pessimiste et qui vérifient par conséquent :

aSb™, b 8 a bt a

Le diagnostic de telles actions consiste tout simplement &
tester si 'on a :

aSbh™etb™ Sapouri=2 3, ..

Lorsqu’il en est ainsi, a est indifférente & ’action de référence qui
ferme en bas la catégorie C™, ce qui, d’aprés (r.6.2.3), justifierait
son affectation & C**! tout aussi bien qu’a C".

6.4 PROCEDURES D’EXPLOITATION EN PROBLEMATI
QUE DU RANGEMENT : PROMETHEE I ET II,
ELECTRE II, ITI ET IV

Parmi les procédures d’exploitation, les quatre dont il est
question ci-aprés sont propres aux méthodes qui ont €té le plus
utilisées en pratique. Elles présentent un certain nombre de traits
communs et des différences que nous soulignerons au fur et 3
mesure dans les commentaires qui suivent leur présentation, Ce
sont ces différences qui doivent normalement amener 3 choisir
l'une plutdt que "autre dans un contexte concret donné. On a vu,
au 6.1.4, que la définition d’une "bonne" procédure de classement
se heurte & de sérieuses difficultés. Aucune des quatre présentées

* Pour plus de précisions sur ce point, voir Yu (1992).
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ci-aprés n’est donc pleinement satisfaisante. Nous reviendrons sur
ce point an 6.5.

6.4.1 PROMETHEE I et II (cf. Brans et al. (1984))

Les auteurs de PROMETHEE ont proposé quatre variantes
pour la procédure d’exploitation de la méthode PROMETHEE.
Ici, nous ne présenterons que celles de PROMETHEE I et de
PROMETHEE 11 '. L'une comme autre concernent la problé-
matique du rangement (cf. 6.1.4). Elles s'appliquent 4 un systéme
de préférences floues de type (P, ~) caraciérisé par un indice de

crédibilité o,(b, a) reflétant la crédibilité de 'affirmation b P a
(cf. (r. 5.3.8) et (r.5.3.9)).

a) Présentation

Dans chacune des variantes de PROMETHEE, la procédure
de classement repose sur ce que les auteurs appellent les flux
sortants et les flux entrants d’une action quelconque b e A :

-

Y o, a). (r.6.4.1)

acA

MU G2, b).

ae A

Flux sortants : ¢*(b)

[E}

Flux entranis : $(b)

PROMETHEE I et PROMETHEE 11 différent dans la maniére
de faire intervenir ces flux pour construire le préordre Z qui est
Iaboutissement de toute procédure de classement. Alors que Z
peut étre un préordre partiel dans PROMETHEE 1, la procédure
PROMETHEE 11 aboutit obligatoirement 4 un préordre complet
(que nous noterons Z’ pour le différencier du précédent).

1°) PROMETHEE I : Z est ici obtenu en trois étapes comme
intersection de deux préordres complets Z, et Z,, .

" PROMETHEE 111 aboutit non pas & un préordre partiel mais & un ordre
d’intervalle ; PROMETHEE IV généralise PROMETHEE 11 au cas A infini,
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— Z; s'obtient en rangeant les actions de A par valeur
décroissante de leurs flux sortants :

b Z a e ¢'(b) 2 o*(a). (r.6.4.2)

- Z, s’obtient en rangeant les actions de A par valeur
croissante de leurs flux entrants

b Z,a ¢7(b) < ¢ (a). (r.6.4.3)
- Z =7, N Z, est alors défini par :
bZae[bZ aetbZ, al (r.6.4.4)

2°) PROMETHEE II : Le préordre complet Z est ici obtenu

en rangeant les actions de A par valeur décroissante de leurs flux
nets :

Flux nets : (b) = ¢*(b) - ¢(b). (1.6.4.5)
bZ' a & ¢(b) 2 ¢(a). (r.6.4.6)

b) Commentaires théoriques

Commengons par expliquer pourquoi les préordres Z et Z,
cbienus par PROMETHEE, peuvent &tre regardés comme
Vinstrument d’aide & la décision recherché compie tenu de la
problématique adoptée (cf. 6.1.4). Analysons tout d’abord le cas,
certes exceptionnel, dans lequel o,(b, a) ne prend que les valeurs
Oet 1. D’aprés (r.5.3.9) et (r.5.3.8) (et conformément Iexigen-
ce 2 que doit vérifier tout indice de crédibilité o,), Gp(b, a) = 1
signifie que I’affirmation b P a est solidement établie. Dans ces
conditions :

— ¢7(b) représente le nombre d’actions auxquelles b est
strictement préférée ;

— ¢(b) représente le nombre d’actions qui sont strictement
préférées a b.

Dans Z, (cf. (1.6.4.2)), b est placée avant a si et seulement si
le nombre d’actions auxquelles b est préférée est supérieur au
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nombre d’actions auxquelles a est préférée ; b et a sont rangées
dans la méme classe si et seulement ces deux nombres sont
égaux. C'est une approche duale qui est adoptée avec Z, (cf.
(r6.4.3)) : b est d’autant mieux placée dans ce préordre que le
nombre des actions qui lui sont préférées est plus faible. Lors-
qu'on cherche, dans une approche opérationnelle, 3 ranger les
actions de A, les préordres Z, et Z, peuvent étre regardés, aussi
bien 1'un que 1’autre, comme une réponse convenable. Pourtant,
ils ne sont pas nécessairement identiques. Ils Ie sont en particulier
si la relation P définie parb Pa & oy(b, a) = 1 est elle-méme un
préordre complet (on a alors Z, =7, =P). Lorsque Z, et Z, font
apparaitre des différences, il apparait légitime de regarder a et b
comme incomparables si (et seulement si) b est placé strictement
avant a dans 'un de ces deux préordres et a strictement avant b
dans I’autre. De méme, il semble raisonnable de ne regarder a et
b comme ex ®quo que si a et b le sont dans Z, et dans Z,. Dans
tous les autres cas, Z, et/ou Z, déterminent 1’ordre sans ambiguité,
Ces principes définissent un préordre partiel qui n’est autre gue
Z=Z N7Z (L 1.644). 1 se peut que le praticien réclame un
préordre complet. Dans ce cas, rien ne sembie pouyoir justifier le
choix de Z, plutdt que celui de Z.. Les auteurs de PROMETHEE
11, afin de prendre en compte conjointement ¢*(b) et ¢(b) de telle
sorte que le rangement de b soit influence favorablement par le
nombre d’actions auxquelles b est strictement préférée et défavo-
rablement par le nombre d’actions qui lui sont strictement
préférées, ont proposé de prendre appui sur le flux net (cf.
(r.6.4.5)) pour définir Z’ (cf. (1.6.4.6)). Le lecteur vérifiera sans
peine (et cela méme en-dehors dy cas particulier considéré
Jusqulici) que bZ, aetb Z,a = b 7’ a,dol Zc Z.

Venons-en maintenant au cas général ol Gy(b, a) peut prendre
des valeurs autres que 0 et 1. On ne peut plus alors interpréter
$'(b) et &7(b) en termes de dénombrement d’actions. Quelle
signification donner aux sommations (r.6.4.1) ? Commeént justifier
le fait qu'une action b doive &tre placée au moins aussi bien
mc_:so action a lorsque la comparaison de sommes, difficilement
nterprétable, conduit au systeme ¢*(b) 2 ¢*(a), ¢°(b) <07(a) ?On
peut certes faire valoir que, si chacun des termes de la somme est
proche soit de 0, soit de 1, on ne s’écarte Pas trop des conditions

du cas particulier examiné ci-dessus et la procédure reste interpré--
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table. Malheureusement, les valeurs prises par o,(b, a) n’ont
aucune raison d’étre concentrées aux extrémités de 1’intervalle [0
; 1] (bien au contraire, cf. 5.3.2.1 b)). Les deux questions qui

~

viennent d’étre posées sont donc pertinentes et les premiers
éléments de réponse qui suivent sont essentiels si I’on veut
comprendre ce qui, dans la définition des procédures d’exploita-
tion de¢ PROMETHEE I et PROMETHEE 11, géne le théoricien.

Dans PROMETHEE, I'indice de crédibilité o(b, a) & une signification
ordinale que P'on peut considérer comme conforme aux trois exigences !
introduites au début du 5.3.2. Pour que, en toute rigueur, les sommes ¢* et ¢~
puissent jouer le réle qui leur est dévolu dans la définition des préordres Z,, Z,,
Z et Z', il faudrait que ces préordres demeurent invariants face 3 toute
transformation de ou(b, a) qui préserverait la conformité aux trois exigences du
5.3.2. Comme tel n’est pas le cas, il Faudrait pouvoir attribuer 4 o, une
signification quantitative conforme 3 des exigences beancoup plus fortes que
celles dont il vient d’8tre question.

Dans des termes moins abstraits, on peut faire valoir que §* (tout comme
¢” ou ¢) peut prendre la méme valeur A partir de deux séries de termes trés
différents : la premiére peut combiner des valeurs voisines de 0 avec d’autres
voisines de 1 alors que la seconde comporte essentiellement des valeurs
voisines de 1/2 (reflétant I’incomparabilité). L’égalité ou I'inégalité des valeurs
obtenues dans ces conditions est-elle porteuse de sens pour fonder un
classement 7 Pas nécessairement, comme le montrent les deux exemples ci-
apres.

Considérons en premier lieu les données du tableau 6.4.1 relatives & cing
actions comparées selon sept quasi-critdres supposés d’égale importance, Sur
les quatre premiers critéres, il y a indifférence entre deux actions quelconques
a une exception prés : pour chacun d’eux, a est sirictement préférée 4 e. Sur les
trois autres critdres, a est indifférente e ainsi qud b, c ct d {entre lesquelles
il y a encore indifférence) mais e est strictement préférée A b, c et d. Les
critéres étant d’égale importance, on peut considérer que a doit étre placée en
téte du classement suivie de e (qui, sur aucun critére, n'est préférée A a), b, c
et d venant ex 2quo & 1a fin. La figure 6.4.1 visualise (i I'aide d’un graphe) les
valeurs de l'indice de crédiblité lorsqu’il est non nul ; elle schématise
également les résultats de PROMETHEE I et PROMETHEE II qui s'en
déduisent. On remarquera que Z;, comme Z’, place ¢ en téte et non a, Quant

" 1 est toutefois impossible de prouver, en toute rigueur, que P'exigence 3 est
satisfaite : les éléments. de preuve en -sa faveur ne peuvent se passer de
considérations empirigties discutables,
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A Z, il place certes a avant b, ¢, et d mais pas avant e qui lui est incomparable.

Umnm”o:immomm.ﬁmé:&mmnmnmmwm S@Omom:lmmoaameévuud+uh
+ 3/7 =977, .

Tableau 6.4.1

12 12 12
12 12 12 10 10 10
12 12 12 10 10 10
12 12 12 10 10 10
10 10 10 14 14 14

& est un quasi-critére avec q = 2 et 0 < g@)<20pourje (1,2,..7).

\ R
Préordre 7,
Préordre 2,
Préordre Z
(préordre
partiel)
Préordre Z2°
Figure 6.4.1. Exemple PROMETHEE
Les ares de transitvité ne sont pas dessings
\_ dans les préordres. J
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Considérons en second lieu le cas de trois actions a, b, ¢ comparées selon
trois critdres supposés encore d’égale importance. Les résultats de la figure
6.4.2 découlent de tout 1ableau de performances tels que ;

~ sur les deux premiers critbres, b est indifférente & a et & ¢ alors que a est
strictement préférée A ¢ ;

— sur le troisiéme critére, b est strictement préférée 3 a et & ¢ alors que a
et ¢ sont indifférentes.

Sur ces bases, il est clair que (cf. tablean 6.4.2) b se compare mat 4 a
puisque, selon les deux premiers critéres, b devrait étre entre a et ¢ alors que,
selon I troisiéme, b devrait &tre avant a et ¢ {a étant clairement placée avant
c). Le préordre final devrait dong &tre :

“a ei b incomparables, toutes les deux placées avant c”.

Ce préordre ne correspond ni a Z, ni & Z” qui, pourtant, sont identiques (cf.
figure 6.4.2),

4 ™

213
Valeurs noa nulles de o,

Préordre 2.
(2°=2)

Figure 6.4.2. Exemple PROMETHEE
Les arcs de transitivité ne sont pag dessinds
dans les préordres. L

Tableau 6.4.2

RO

15 16 10
13 14 13
11 12 10

&; est un quasi-critére avec q; =2 et 0 < g <20 pour j € (1, 2, 3).
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Faisons encore observer ! que, face A certaines variations de 'indice de
crédibilité o, consécutives A des modifications du tableau des performances, la
manizre dont certaines actions d’un groupe se comparent entre elles dans le
préordre pent demeurer invariante {la manidre dont les actions du groupe se
COmpareni aux autres pouvant, en revanche, aire modifie). C'est ainsi que, si
Pon ajoute ou si I’on retranche une méme constante € & la valeur de o, pour
une séquence d'actions formant un circuit (ay, ay, ..., &, a,), alors la position
relative des actions a,, a,, ..., 4, ne sera modifiée dans aucun des quatre
préordres Z,, Z,, Z, Z'. De plus, Z’ restera invariant, 11 s’ensuit par exemple
que le sysitme de valeurs de I'indice de crédibilité montré & la figure 6.4.3
conduit aux préordres Z et Z’ de Ia figure 6.4.2 puisque ’on passe du systéme
de valeurs de &, indiqué sur cette figure A celui de la figure 6.4.3 en ajoutant
€ = 1/3 aux valeurs de &, Ie long du circuit {a, b, ¢, a). Soulignons au passage
que 'on entrevoit difficilement la nature des ransformations qu'il faut faire
subir aux performances pour obtenir de telies modifications de o,

- ™
if
3
m\AI_\E\\YLquUIwﬂ.“le.n
2

Yaleurs non nulles de Oy

Figure 6,4.3, Exemple PROMETHEE
- S

Il découle de la remarque précédente que, lorsque 1’on aboutit, dans le
préordre Z ou 7/, 4 1'indifférence plutdt qu’a I'incomparabilité (ou vice-versa)
de deux actions a el b, cela ne doit rien au fait qu’elles sont indifférentes pluitt
qu'incomparables (on vice-versa) dans le systtme de préférences floues,
Rappelons en effet (cf. fin du 5.3.2.1 b)) que I’indifférence est caractérisée par
Gel(b, &) = 6p(a, by = 0 alors que I'incomparabilité est caractérisée par op(b, a)
= 0p(a, b} = 1/2. L’addition d’une constante & = 1/2 le long du circuit (b, a, b)
comespond au passage de ’indifférence a I'incomparabilité dans le systéme de
préférences floues et cela ne modifie en rien la maniére dont a et b se
comparent dans 2,, Z,, Z et Z,

¢} Commentaires pratiques

Soulignons en premier lieu la simplicité des procédures
d’exploitation de PROMETHEE 1 et de PROMETHEE T1I. Le

* Voir Bouyssou (1992) et Bouyssou et Perny (1992).
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praticien qui utilise I'une quelconque de ces méthodes peut
aisément suivre la séquence de calcul qui aboutit au préordre
final. Signalons en second lieu que les auteurs ont développé des
logiciels particulitrement conviviaux : PROMCALC ' rend
particulirement aisée une analyse de sensibilité aux valeurs des
coefficients k; et GAIA ? fournit une représentation géométrique
des actions et des critéres sur la base d’une analyse en composan-
tes principales.

Précisons que I'analyse de sensibili€ dont il vient d’étre
question ne doit &tre ni confondue avec, ni substituée a, ce que
nous avons appelé une analyse de robustesse (cf. 5.4.4). L’homme
d’étude doit en effet, dans cette problématique comme dans les
autres, chercher & savoir dans quelle mesure les conclusions (ici
le préordre ou la t8te de ce préordre) demeurent robustes face A
des variations concomitantes et raisonnables des paramétres dont
la valeur est mal déterminée. H s’agit ici non seulement des
coefficients k; mais aussi des seuils q; et p;, voire de certaines
performances.

Cette analyse de robustesse est d’autant plus nécessaire que
tout €cart, méme faible, entre deux valeurs de ¢*, ¢~ ou ¢ est
regardé comme significatif (aucun seuil n’étant ici pris en
considération, cf. 6.4.1 a)). C’est dire que Z, comme Z’, peuvent
étre facilement perturbés par de petites variations de Gp | pour
s’en convaincre, le lecteur peut analyser ce qui se passe dans le
cas de la figure 6.4.4 lorsqu’on affecte, aux divers surclassements,
des valeurs de o, légérement différentes et voisines de 1.

6.4.2 ELECTRE I

La procédure d’exploitation d’ELECTRE TI a été historique-
ment (cf. Roy et Bertier (1971 et 1973)) la premidre & aborder la
problématique du rangement & partir d’un systéme de préférences
“floues” de type (S, R). Elle fut aussi la premiére 2 déterminer le

! Cf. Mareschal (1988).

* Cf. Mareschal et Brans (1988),
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préordre partiel final comme intersection de deux préordres
complets congus selon deux variantes du méme principe : I'une
tendant & “tirer les actions flottantes {c’est-d-dire dont la place
dans le classement est, a priori, mal déterminée du fait des
incomparabilités) vers le haut", ’autre tendant & "tirer ces mémes
actions flottantes vers le bas" du classement, Certes, le syst2me
de préférences floues est réduit, dans ELECTRE II, & deux
relations de surclassement emboftées S! < 82 (cf, 5.3.1 al)).
Ult€rieurement, ELECTRE 111, ELECTRE IV ou PROMETHEE
ont davantage nuancé la crédibilité du surclassement et utilisé des
principes de classement quelque peu différents,

a) Présentation

La procédure de rangement d’ELECTRE TI comporte quatre
gtapes conduisant successivement i définir -

~ une relation de préférence sans circuits relatve & un
ensemble A, ayant pour élément des classes d’actions jugdes ex
&qUo ;

— un préordre complet Z,

— un préordre complet Z,

— le préordre partiel final Z.

%

e we

Premiére étape : Détermination de (Ag >4)

On ne fait intervenir ici que le surclassement le plus crédible
8! ; soit Ag la partition de A définie par les circuits maximaux de
S'. 8i cette relation est sans circuits, A; = A. Sinon, pour obtenir
Ag, 1l suffit d’appliquer & (A, S") la premitre étape de la procé-
dure d’exploitation ’ ELECTRE I (cf. 6.2.1 a)). Lorsqu’une classe
de A, n’est pas réduite 3 une seule action, celles qu’elle renferme
ne seront plus différencides dans la suite et regardées comme
obligatoirement ex zquo.

Afin de comparer les classes de A_, on déduit, de SY la
relation de préférence > ! selon la méme régle que celle qui, dans
ELECTRE 1, fait passer de S 3 »5 {cf. 6.2.1 a) deuxidme étape,
(r.6.2.1)).
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Deuxiéme érape : Détermination de Z

La relation »;' est sans circuits. Le sous-ensemble B' des
éléments de A tel que "aucun autre ne leur est préféré” selon >
n’est, par conséquent, jamais vide. Si ’on retire de A, tous les
éléments de B', on peut déterminer ' le sous-ensemble B? des
€éléments restants tels que "aucun autre ne leur est préféré" dans
ANB! (selon »,Y). En itérant ce procédé, il est aisé de construire
la partition de A, : (B', B, ..].

On définit, sur ces bases, ce que nous appellerons une version
grossiere du préordre complet Z, en plagant en téte et en position
eX &quo toutes les classes de B!, ensuite (c’est-A-dire en seconde
position) celles de B* et ainsi de suite. Pour achever de définir Z,
on examine s'il est possible d’affiner ce préordre sur la base de
la relation 8% Cet affinement consiste & utiliser I’information
qu’apporte ce surclassement moins crédible pour départager les
diverses classes d’un sous-ensemble B chaque fois qu’il en
contient plusieurs (celles-ci étant nécessairement incomparables
selon S"). Cet affinement de la version grossiére de Z, est obtenu

en utilisant $? pour définir, sur B!, un préordre complet qui prend
place entre B! et B,

Cest en utilisant sur (B, §%) Ia procédure qui, appliquée a (A, SV, a
permis de définir la version grossidre du préordre Z' sur A que Pon définit le
préordre sur B, If s’agit par conséquent, en premier lien, de metire en évidence
les éventuels circuits maximaux de B' selon S et de définir la relation de
préférence »,* ; sur la base de cette dernidre relation et conformément & la
procédure décrite en début de Ia présente deuxidme étape, on détermine, en
second lieu, le préordre complet sur Bi (il y a réellement affinement d2s
I"instant oll > * # @). La version définitive du préordre complet Z, est ainsi
obtenue aprés avoir traité de la sorte chacun des sous-ensembles BY non réduits
& une classe de A,

Troisiéme étape ; Détermination de Z,

Cette étape consiste 2 répéter la précédente avec les deux
modifications ci-apras :

' Notons que B' # A_ impligue B? = (.
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— remplacer la propriété "aucun autre ne leur est préféré" par
"ils ne sont préférés A aucun autre” ; soit {BY, B, ...} la partition
ainsi obtenue ;

~ définir la version grossidre de Z, en plagant, en queue de
classement et en position ex =quo, tous les éléments de BY puis,
en avant-derniére position, ceux de BY et ainsi de suite.

Quatriéme éiape : Détermination de 7,
Z =Z, N Z, est défini par (cf. (r.6.4.4)) :
bZae[bZ aetbZ al.

Les aspects essentiels de cette procédure sont illustrés dans le
cadre des commentaires théoriques qui suivent,

b) Commentaires théoriques

Faisous tout d’abord observer que $? ne joue qu’un réle trés local : cette
relation (fa moins crédible des deux) sert, tout an plus, & "inter-classer” certains
groupes d'éléments incomparables selon S et placés en position ex &quo dans
la version grossidre de Z, ou de Z,. Lc principe de cet inter-classement &tant
le méme que celui qui, & partir de S', conduit précisément & cette version
grossidre de Z, ou de 2, nous n'insisterons pas davantage sur la maniére dont
S? intervient dans la procédure.

Comme dans ELECTRE I, les actions qui forment un circuit selon S! sont
regardées comme des actions ex zquo dans le préordre Z d'ELECTRE II.
L'indifférence qui découle de I'acceptation conjointe de b S' aeta S' b est ici
tout spécialement justifide en raison de la forme particulidre donnée 3 la
condition de concordance complétée par la condition de non veto {cf. 5.3.1
al)}. Les circuits plus longs, méme lorsqu’ils ne correspondent pas 3 une cligue
de $', sont traités comme s'ils étaient formés d’actions toutes deux A deux
indifférentes. C’est 14 un premier aspect critiquable de la procédure, surtout
lorsqu’on "applique & une famille F comportant des pseudo-critéres (cf. 5.3.1
a2)). I peut conduire & placer, dans 7, un grand nombre d’actions en position
ex &quo. Ce phénomene peut atre illustré par les données du tableau 6.4.1 : en
I’absence de veto et quel que soit s', 1a relation §' fait, des quatre actions a, b,
¢, et d, une clique A laquelle viennent s'ajouter les surclassements suivants :

aS'e,eSb,eSlces d

Les cing actions sont donc classées ex £quo dans 7.,
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La fagon dont ELECTRE II traite les circuits a cependant un mérite, au
moins en ce qui conceme ceux de longueur 2. D&s lors que deux actions sont
indifférentes selon le surclassement le plus fortement crédible, elles sont

obligatoirement placées en position ex 2quo dans Z (tel n'est pas ie cas avee
PROMETHEE).

Les actions qui sont placées en téte de la version grossitre de Z,,
autrement dit celles constituant fes classes de B!, ne sont autres que les actions
S'-efficaces * (cf. 6.1.2 a)). Cette propriété explique que ces actions soient
regardées comme étant candidates aux premitres places et dépariagées selon le
méme principe sur la base de S% A 1a suite des actions de B!, la procédure
place celles qui sont S'-efficaces dans ANB' aprés les avoir A nouveau
départagées sur la base de $? et ainsi de suite. Absiraction faite de la manizre
de traiter les circuits, autrement dit en "absence de tout circuit, le préordre Z,
trouve sa légitimité dans la hiérarchie d’actions S'-S%-efficaces mises
progressivement en évidence par la procédure, 1 peut paraftre tout aussi
légitime de procéder & I'envers : les actions ne surclassant strictement aucune
autre action de A selon S* &iant candidates aux dernidres places (avec départage
selon $% et ainsi de suile en remontant vers 1a téte de classement,

Les actions flottantes du type de celles notées b et ¢ sur 1a figure 644
sont traitées de fagon antagoniste, par rapport aux actions a;, &, .., 2, selon
que la hiérarchie est établie en allant de la tdte vers la queue (préordre Z,) ou
de la queue vers la téte (préordre Zy). 1l s’ensuit que des actions telles que b
et ¢ se comparent difficilement aux actions a,, 8, dans Z (cf. figure 6.4.4),
Ceci a le mérite de mettre en évidence le fait que Uinformation contenue dans
la relation de surclassement considérée est insuffisante pour déterminer avec
précision la place de ces actions flottanies. Rappelons que les raisons qui
justifient la définition du préordre partiel final 7 comme intersection des
préordres complets Z, et Z, ont déjA &é présentées an 6.4, 1 b).

L'exemple de la figure 6.4.4 met en évidence le fait {facile & érablir en
toute rigueur) que, dans la version grossitre de Z,, la place d'une action
quelconque a est complétement déterminds par la longueur du plus long chemin
de §' dont a est I’aboutissement ; dans la version grossigre de Z,, 1a place de
2 est de méme complitement déterminée par la longueur du plus long chemin
dans 8* dont a est Iorigine, Ces résultats mettent en évidence un second point
critiquable de cette procédure de classement. Soit en effet 8y, By, vy 1y, @, UN
plus long chemin dont a, soit I'origine, a, 'aboutissement et tel que les seuls
surclassements entre les actions qu’il comporie soient ceux qui forment le
chemin (cf. figure 6.4.4). Le fait de placer a, avant a, dans Z, aussi bien que

' Afin de micux faire comprendre ce qui est essenticl, nous supposons ici
impliciterent ' sans circuits, ce qui permet d’éerire S* 13 of il faudrait éerire
>o+ Nous ferons ci-aprés de méme avec S2
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dans Z, ne repose sur aucune information directement explicitée par S : c’est
I'extrapolation implicite du surclassement par fermeture transitive Ie long du
chemin qui sous-tend le raisonnement, On peut en déduire que la fermeture
transitive (cf. 6,1.4) de ' est nécessairement incluse dans Z {I'inclusion &tant
généralement stricte, méme en faisant abstraction de §%). Une telle extrapolation
implicite n’existant pas dans les procédures d’exploitation de PROMETHEE 1
et I1, cela explique que ces demigres aboutissent, & propos de la relation nette
de la figure 6.4.4, 3 un préordre final wds différent de celui d’ELECTRE 1I.

_vmwﬁ%mmmwmmw 1 Préordre d' ELECTRE 11

(le préordre de
PROMETHEE [
f.. Y, est idenilque) Y p,
Figure 6.4.4. Exemple ELECTRE 1!
Les args de wransitivicé ne sont pas dessinds
\_ dans les préordres,

Le lecteur vérifiera sans peine que le passage de S!' A sa fermeture

- al , , - _— . N
transitive S laisse invariante 1a Partition ea circuits maximaux de méme que
1a longuenr des plus longs chemins de >4 D'aprés ce qui précdde, le résultat

auquel conduit ELECTRE II n'est donc pas modifié lorsqu’on substitue §! a
a2
Stetfou 87 282
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¢) Commentaires pratiques

La procédure de classement ’ELECTRE II, derrigre ’appa-
rente complexité de la présentation rigoureuse qui en est faite au
a), repose, comme on 1'a montré au b), sur un principe tres
simple. Pour le praticien qui utilise cette procédure, il est de ce
fait facile (tout comme avec PROMETHEE) de suivre et de
comprendre le déroulement des calcuyls. Soulignons que la PAMC
d’ELECTRE II est assez peu discriminante puisqu’elle conduit 3
ne distinguer que deux niveaux de crédibilité. Rien n’interdit d’en
ajouter d’autres. La procédure de classement se généralise alors
de fagon évidente.

Avec ELECTRE I comme avec les autres procédures de
rangement, une analyse de robustesse est normalement nécessaire.
Les parametres dont la valeur est mal déterminée, qui condition-
nent par conséquent cette analyse de robustesse, sont d’une part
ceux déja mentionnés A propos de PROMETHEE (cf. 6.4.1¢)) et,
d’autre part, les niveaux de concordance s' et 2, Rappelons enfin
que les relations de surclassement S' ot §2 peuvent prendre en
compte des seuils d’indifférence et/ou de préférence constants ou
variables (cf, 5.3.1 a2)).

6.4.3 ELECTRE IIT (cf. Roy (1978))

ELECTRE TII a été congue avec le souci d’exploiter, de fagon
plus significative que ne le fait ELECTRE 11, les informations
contenues dans un tableau de performances faisant intervenir des
pseudo-criteres (et cela toujours dans le cadre d’une problémati-
que du rangement). La procédure de classement s’applique ici &
un sysitme de préférences floues non limité, comme dans
ELECTRE 11, & deux niveaux de crédibilité. Ce systdme de

préférences est de type (S, R) et non de type (P, ~) comme dans
PROMETHEE,

Dans ELECTRE II1, comme dans ELECTRE 11, le préordre
partiel final Z est obtenu comme intersection de deux préordres
complets. Comme auparavant, ceux-ci sont notés Z et Z, et
congus selon deux variantes d’un méme principe, ['une et ’autre
agissant de fagon antagoniste sur les actions flottantes.
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a) Présentation
I°) Schéma d' ensemble

Le préordre complet Z, est caractérisé par une partition de A
en r classes notées C, ordonnées de h = 1 {(classe de t8te) A h =r

(classe de queue). Par définition, les actions d’une classe C,, sont
regardées comme ex &quo selon Z,. Le préordre complet Z, est
de méme caractérisé par une partition de A en p classes notées C,
ordonnées de h = p (classe de téte) & h = 1 (classe de queue).

Chacune de ces classes est obtenue comme distillat final
d’une distiltation. Chaque distillation consiste, une fois défini un
ensemble initial D, < A, A construire une suite de sous-ensembles
Dy appelés distillats, chacun étant inclus dans le précédent. La
procédure permettant de passer de D, a Dy, est décrite au 4°) ci-
aprés, Les regles d’arrét de chaque distillation et, par conséquent,
les conditions d’obtention d’un distillat final sont précisées au 5°).

Pour obtenir Z,, on prend, comme point de départ de la
premicre distillation, Dy = A ; celle-ci conduit an premier distillat

final C,. Pour initialiser la distillation de rang h+1, laquelle fait
suite & celle ayant abouti 2 T, , on pose D, = A \ (C,U..UT).

Les conditions qui permettent dinitialiser chaque distillation sont
précisées an 3°) ci-aprés. Les classes ainsi obtenues sont telles que

les actions de T, sont, au sens de Z,, préférables A celles de

d:: mwo:aooznﬁm»mos.am&mm:maomm @Em@ocmmmazﬁwoom
classes seront qualifiées de descendantes, _

L’obtention des classes de Z, procede de régles presque en
tous points identiques : la premidre distillation est initialisée en
posant DD, = A et ’enchafnement des distillations s’effectue encore
en posant Dy = AN (C, U ... U C,) mais le distillat final Gy qui
en découle renferme des actions qui, selon Z,, sont préférables a
celles de C,.. Pour cette raison, les distillations servant a produire
Z, seront qualifiées d’ascendantes. Le sey] point qui différencie
distillations ascendante et descendante est indiqué au 4°) ci-aprés.

6.4.3 a) Aide multicritére g la décision 417

L'une et l'autre de ces deux chaines de distillations font
intervenir trois concepts-clés définis ci-apres :

— le seuil de discrimination s(X) de I'indice de crédibilité % =
Oy(b, a) caractérisant la crédibilité de I'affirmation b S a ; _

~ la A-qualification d’une action sur laquelle reposent les
sélections successives aboutissant aux distillats finals ;

-~ les paliers de séparation servant & définir les A-coupes
successives de la relation floue (cf. passage introductif du 5.3.2)
qui structurent le processus de distillation.

2°} Définitions et notations

Comme nous I'avons déja fait remarquer, il est impossible de
prétendre que I’'indice de crédibilité d’ELECTRE III (de méme
que de celui de PROMETHEE) est rigoureusement conforme 2
I'exigence 3 énoncée dans le passage introductif du 5.3.2. Il est
par exemple difficile de conclure qu’un surclassement b S a est
indubitablement plus solidement argumenté qu’un surclassement
d 8 ¢ du seul fait que oy(b, a) = 0,97 alors que o5(d, c) = 0,91,
L’indice o4(b, a) doit en fait &tre regardé comme un critére
servant & apprécier la plus ou moins grande crédibilité de
Paffirmation b § a. Ici, plus encore que dans bien d'autres cas, -
seul 'ordre de grandeur est porteur de signification. C’est dire
que le pouvoir discriminant de ce critére n’est pas absolu et qu’il
convient de repérer, par un seuil non nul, I’écart maximum qui
peut exister entre oy(b, a) = A et Oy(d, c) sans que 1’affirmation
b S a puisse, de fagon indéniable, &ire jugée plus solidement
établic que 'affirmation d S ¢. Ce seuil est noté s(L) avec A =
Os(b, a) et sera appelé seuil de discrimination de Pindice de
crédibilité.

Ce seuil, ’il n’est pas choisi constant, doit &tre * tel que A ~
s(A) soit une fonction monotone non décroissante de A. La valeur
qu’il convient d’attribuer A ce seuil ne peut, en aucun cas (mais
il en va de méme pour beaucoup d’autres seuils), découler de .

' Cf. MMCAD, 9.3 ; attirons V'attention sur le fait que s{A) désigne un senil
inverse,
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I'observation. On est ici en présence d’un "paraméire technique”
dont il faut "raisonner” la valeur afin qu’elle soit adaptée au role
qui lui est dévolu. Sur la base de (r.5.3.12), on peut ainsi estimer
qu’un surclassement d’indice de crédibilité 0,99 peut étre regardé
comme plus solidement établi qu’un autre d’indice 0,80 mais
peut-éire pas qu'un troisiéme d’indice 0,85. Pour les petites
valeurs de A, Ia valeur du seuil semble devoir éire plus élevée,
tout surclassement de crédibilité égal ou inférieur A 0,25 pouvant
n°&re pas jugé mieux fondé qu'un surclassement de crédibilité nul
mais un surclassement de crédibilitg 0,30 pouvant peut-étre 1’étre.
Avec de telles hypothises et en procédant par interpolation

.

lindaire, on est amené 2 poser :
s(A) = 0,30 — 0,15 A. (1.6.4.7)

Considérons D < A et 0 < A < 1. Définissons sur D Ia
relation de A-préférence, »', en posant, Va, be D :

A " b & [04(a, b) — s(04(a, b)) > o4(b, a)]
et [og(a, b) > Al. + (r.6.4.8)

Par définition :

— la A-puissance de a dans D, notée pp*, est le nombre
d’actions de D auxquelles a est A-préférée :

— la A-faiblesse de a dans D, notée £, est le nombre
d’actions de D qui sont A-préférées 4 a ;

- la A-qualification de a dans D est la quantité :
B = Py’ — fi (r.6.4.9)

Associons enfin, 2 chaque couple (A, D), une valeur de Vindice de

crédibilité appelé palier de séparation de D pour la valeur A, notée A(A, D),
définie par :

Osiog(a,b)2A-s(A),Va,be D

AR DY =  max o,(a, b) sinon (r.6.4,10)
(bl A

avec A= {{a,b)e DxD:qgga,b)<A- s(A))}
3°) Initialisation d une distillation de rang h

Considérons tout d’abord le cas d"une distillation descendante., Dire qu’elle
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estderang h (h =1, 2, ..), c’est dire que T, ..., T, {cl. 1" ci-dessus) ont
€t¢ obtenus. On adopte alors :

D, = A\T, UT,U..UT,)

comme point de départ de cette distillation. De fagon analogue pour la
distiliation ascendante de rang h, on pose :

Dy=ANG v..ul )

A Pensemble Dy, on associe, dans tous les cas, une valeur initiale du palier
de séparation défini par :

Ay, = max o, b).
Bbe I,

4} Passage du distillat D, au distillat Dyyy

Soit Dy le dernier distillat obtenu et A, le palier de séparation associé,
Aprés avoir vérifié qu'avcune des conditions d’arrét du 5% ci-aprés n’est
remplie, déterminer le palier de séparation suivant :

Mot = Alhy, Dy (cf. (1.64.10))

et calculer la A, -qualification de chacune des actions de D,. Le distillat Dy,

est le sous-ensemble de D, formé de toutes les actions dont la qualification
ainsi cafculée est :

— maximum dans le cas d’une distitlation descendante :
- minimum dans le cas d’une distillation ascendante.

5°) Conditions d'arrét
Une distillation ascendante cu descendante s’achéve dés que :
A= 0 ou card(D,) = 1.

Le distillat final est D,. Si la distillation est de rang h, on pose alors :

~ B, =T, dans le cas descendant ;
- D, = G, dans le cas ascendant.

Dans les deux cas, la chaine de distillation s’achive lorsque Tinitialisation de
la distillation suivante (cf. 3°) conduit 3 poser Dy = 3.
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b) Commentaires théoriques

Commengons, ici encore, par expliquer pourquoi le préordre
Z, (éventuellement complété par Z, et Z,) obtenu par ELECTRE
I peut &tre regardé comme I’instrument d’aide 2 la décision
recherché dans le cadre d’une problématique de rangement une

fois accepté le modzle de préférences que constitue Og(a, b) (cf.
(r.5.4.12)).

Pour cela, analysons tout a.m_@oa ce que signifie la A-
préférence (cf. (1.6.4.8)). L’inégalité :

O.MAP —uv - m_”anm- Uuu > O.mhd. mv

refléte une différence significative entre la crédibilité de a S b et
celie de b S a. Dans ces conditions, 1a relation a S b peut e
interprétée comme une préférence et &ire templacée para » b
avec une crédibilité inchangée . De la relation de préférence
floue ainsi définie, on déduit Ia relation de A-préférence (qui est
une relation nette asymétrique) grice & la seconde condition de
(1.6.4.8) : 64(a, b) > A. La A-préférence correspond donc 3 une
préférence jugée d’autant plus crédible que A est plus €levé.

Mettons maintenant en évidence les deux principes au travers
desquels ELECTRE 111 puise sa légitimité,

Principe n® |

Dans le préordre complet Z,, Ia classe de téte T, est formée
des meilleures actions de A exactement comme la classe suivanteT,
est formée des meilleures actions de A\T,, T, des meilleures
actions de ANT, UT), etc. ; de méme, dang Z, la classe de

queue C, est formée des pires actions de A exactement comme la

classe suivante C, est formée des pires actions de A\, G; des
pires actions de A\(C, L ), ete.

! Une variante consisterait 2 regarder 8 S b comme plus crédible quea »bet
& adopter, comme crédibilité de cette demiere affirmation, a,(a, b) — Gy(h, a).
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Principe n° 2

Dans un ensemble D sur lequel une relation de A-préférence
a ét€ définie, une action a mérite ! d’autant plus d’étre classée en
tete (resp. en queue) que sa A-puissance est plus grande (resp.
plus petite) et sa A-faiblesse plus petite (resp. plus grande). Afin
de faire intervenir conjointement et dans le sens approprié ces
deux indicateurs, ELECTRE TII ne prend en compte que leurs
différences (concept de A-qualification 2, cf. (r.6.4.10)).

La procédure consiste, pour I"obtention de Z,, 4 exploiter ces
deux principes comme suit : au départ, on prend appui sur une
relation nette de A,-préférence qui ne valide la préférence que -
pour des valeurs du degré de crédibilité voisines de sa valeur
maximum. Par définition, le premier distillat D, est formé des
actions de A,-qualification maximum dans A. D’aprés le principe
n° 2, ces actions apparaissent comme étant les meilleures candida-
tes pour constituer la classe de téte de Z,. Si card(D,) = 1, on
pose D, = T, mais si card(D,) > 1, on procede A une comparaison
de ces actions entre elles sur la base d’une relation de A,-préfé-
rence définie pour A, > A,. Grice i cette comparaison, on cherche
a savoir si, toujours selon le principe n° 2, certaines des actions
de D, n’apparaissent pas comme mieux désignées que d’autres
pour occuper la premiére place dans Z,. Ces actions ne sont autres
que celles dont la A,-qualification dans D, est maximum. Ces
derniéres forment le nouveau distillat D,. Cette procédure est
itérée aussi longtemps que le distillat obtenu comporte plus d’un
€lément et qu’il est possible de faire intervenir des A-préférences
moins crédibles pour différencier les candidats ex 2quo. Une fois

obtenue la classe de téte T, elle est retirée de A et, d’aprés le

' Voir A ce sujet, au début du 6.4.1 b), les considérations relatives d*(a) et
¢7(a) dans Ie cas d’une relation nate.

*Bien que ce concept ne soit pas gans liens avec celui de flox nets intervenant
dans PROMETHEE 1I (cf, 6.4.1 a)), soulignons, entre autres différences, le fait
qu’il intervient ici aussi bien dans la construction de Z, que dans celle de Z,
qui_ne reposent pas séparément 1'un sur la A-puissance, I'autre sur la A-

~faiblesse,
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principe n® 1, T, s’obtient en appliquant la méme procédure 3
'ensemble résiduel A\T,.

Le préordre complet Z, s’obtient avec la méme procédure
apres avoir remplacé maximum par minimum. Les relations Z, et
Z, érant fondées sur les mémes principes appliqués de fagon

duale, il est 1égitime (cf. 6.4.1 b)) d’en retenir la partie commu-
ne:7Z=2,n2,

Dans chacune des distillations, 1’obtention des valeurs
discriminantes de A qui forment la suite décroissante A, A,, ...
repose sur le concept de palier de séparation et sur I'utilisation de
la formule (1.6.4.10). Celle-ci est congue de fagon 2 prendre en
compte, sur chacun des sous-ensembles D considérés, la séquence
de valeurs effectivement prises par le degré de crédibilité. 1 est
ainsi possible d’adapter pas a pas la baisse des paliers (chacun
servant & définir une relation nette de plus en plus fragile pour
départager des candidats & une méme place qui, jusque 13, étaient
€X ®quo) aux particularités de la diswibution des valeurs de
Vindice de crédibilité propre 3 chacun des sous-ensemble
successifs considérés. Quelles que soient ces distributions, le
nombre des paliers (et, par conséquent, celui des distillats dans
une distillation) ne peut dépasser cing si I'on utilise (1.6.4.7). Ce
nombre est généralement bien inférieur car les valeurs effective-
ment prises par le degré de crédibilité sur un sous-ensemble D ne
sont pas uniformément réparties sur 1’intervalle [G; 11 : des
intervalles parfois assez grands peuvent ne contenir aucune valeur
effective. Cette particularité est exploitée par (r.6.4.10).

Les commentaires qui précédent n’apportent pas davantage
une véritable assise théorique i 1la procédure  d’exploitation
d’ELECTRE III que ceux du débui du 6.4.1 b) et 6.4.2 b) ne le
font vis-a-vis des procédures d’exploitation de PROMETHEE et
d’ELECTRE 1I. Néanmoins, ils mettent en évidence les principes
et modalités qui en sous-tendent le fonctionnement. Nous
terminerons ce paragraphe en soulignant quelques points par
lesquels cette troisiéme procédure différe des deux précédentes
tout en faisant ressortir certains de ses avantages et inconvénients,
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Une différence essentielle entre PROMETHEE et ELECTRE III provient
de ce que, dans cette dernidre méthode, les indices de crédibilité ne sont, 3
Aucun moment, additionnés entre eux ni méme soustraits (comme il est suggérs
dans la variante proposée ci-dessus en note de bas de page). Les valeurs de
crédibilité sont seulement comparées les unes aux autres conformément & lear
signification ordinale. Le rangement repose uniquement sur des dénombrements
d’actions jugées préférées ou préférables & une action donnée et cela en
abaissant progressivement la valeur de la crédibilité de fagon 3 séparer des
actions qui, autrement, ne le seraient pas. Cette fagon de faire, appliquée aux
données des tableaux 6.4.1 ef 6.4.2, ne conduit pas pour autant 3 des résultats

systématiquernent plus satisfaisants que ceux auxquels conduit PROMETHEE 1.
Le préordre Z obtenu avec ELECTRE 1II :

~ différe, dans le premier cas, du préordre Z de la figure 6.4.1 par Ia
disparition d’une seule incomparabilité provenant de Fadjonction d'une flache -
allant de ¢ vers la classe (b, ¢, d), adjonction qui parsit pleinement Justifiée au
regard des données du tablean 6.4.1 ;

— cofncide, dans Ie second cas, avec le préordre Z de la figure 6.4.2.

Dans ELECTRE 111, contrairement A ce qui se passe dans PROMETHEE,
le fait de faire varier d’une méme constante les valeurs de I'indice de
crédibilité relativement A chacun des couples d’actions consécutives formant un
circuit ne laisse pas nécessairement invariantes les positions relatives de ces
actions dans Z, et dans Z, Cela ne suffit pas & garantir, dans la version
classique @'ELECTRE III, une différentiation satisfaisante entre 1o traitement
de U'indifférence et de I'incomparabilité comme il est facile de e constater i
partir des données du tableau 6.4.3. Tl serait souhaitable d’aboutir 3 un pré-
ordre partiel plagant a et b ex &£quo en téte, suivies de ¢ et d incomparables,
ces deux dernidres actions &tant préférées 4 ¢ et f ex mquo. Au licu de cela,

ELECTRE HI, comme PROMETHEE et II, font en plus apparaiire ¢ et d
comme étant ex ®quo,

Menticnnens ici une variante d'ELECTRE III qui assure une meillenre
différentiation entre indifférence et incomparabilité que ne le fait la version

classique présentée au a) ci-dessus. Dans cette variante, les classes T, et C,ne
sont pas nécessairement des classes d'aclions toutes ex 2quo. Elles peuvent &tre
partitionnées en sous-classes d’actions ex &quo, ces sous-classes éfant incompa-
rables entre elles. Rien n’est pour autant changé dans Ia manidre dont les
actions d'une classe ainsi partitionnée se comparent aux actions des autres
classes. Autrement dit, Z,, comme Z;, sont encore des préordres complets sur
I"ensemble des classes qu’ils comportent mais ils ne définissent plus nécessaire-
ment des préordres complets sur A puisque, dans certaines classes, il peut y

avoir des actions incomparables entre clles. Dans celte variante, les classes T,

. et C, sont obtenues exactement comme dang la version classique. La différence

provient de ce que, au liey de considérer antomatiquement un distillat final D,
comme une classe ‘d’actions ex &£quo, celui-ci est examiné ay’ regard ‘des
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valeurs que prend Vindice de crédibilité Os{a, b), ¥V a, b € D. L'homme
d’étude peut, sur cette base, considérer que seules les actions de certaines sous-
classes sont ex @quo entre elles, les sous-classes &tant incomparables

Tableau 6.4.3

| S

8 €L g, sont des quasi-critéres d’égale importance avec Q=g =2
. u

Appliquée aux données du tablean 6.4.3, cette variante conduit & examiner

les trois classes (a, b), {, d), (e, ) qui forment aussi bien Z, que Z,, Etant
donné gue :

- 05(a, b) = ay(b, a) = 1 : Ia classe (z, b) renferme deux actions ex ®quo ;
pour la méme raison, la classe (e, f) est &galement formée de deux actions ex
x£qUO ;

= as(c, d) = o5(d, ¢) < 1/2 (I'inégalité provenant d'un possible effet de
veio) : la classe (c, d) renferme deux actions incomparables,

Dans ce cas, on obtient dong, avec cette variante, le préordre partiel souhaits,

Le seuil de discrimination s(A) intervient A deux moments » en premier lieu
pour décider si la différence entre 64{a, b) et &;(b, 2) est ou non significative,
en second lieu pour traiter, sans les différencier, des "blocs” de A-préférence
obienus pour des valeurs voisines de . On évite ainsi des discriminations qui

reposeraient sur des écarts trop faibles comme cela peut se produire dans
PROMETHEE (cf. 6.4.1 c)).

Dans ELECTRE 1II, on ne retrouve pas de phénoménes d’exploitation
implicite de fermetures transitives comme c’est e cas dans ELECTRE 1I (cf.
64.2 b)). Rappelons que ce phénoméne comsiste i extrapoler, de fagon
implicite, les surclassements fortement crédibles le long d'un. chemin pour-
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systématiquement positionner }action qui est & I"origine du chemin avant celle
qui en constitue I"aboutissement alors que la comparaison directe de ces deux
actions n’apporte aucune information sur leur comparaison, Cela n’empéche
pas, dans le cas de la figura 6.4.4, d'obtenir, avec ELECTRE III, un préordre
Z qui reproduise le chemin a,, 8y o By, 8, 1 Z est en fait constitué par ce
chemin, ¢ étant intercalée entre g, et 8 et bentre a,, et a, Tl est intéressant de .
comparer ce résultat I’ELECTRE III avec coux de PROMETHEE et I’'ELEC-
TRE II (cf. figure 6.4.4). On constate que, en dépit de leur caract®re relative-
ment flottant, les actions b et ¢ sont positionnées, aussi bien avec PROME-
THEE qu’avec ELECTRE I, d*une fagon qui fait disparaiire toute incompara-
bilité sans que la justification en mﬁumnmmmaam:nannr ,

La procédure de sélection d’ELECTRE III consiste, tout comme celle
d'ELECTRE 11, & itérer une procédure de sélection (différente de celle
d’ELECTRE II), laquelle est appliquée jusqu'a épuisement (cf, principe n° 1 ci- -
dessus) 3 I'ensemble des actions non encore classées, Cela vaut aussi bien pour
Ia construction de Z, que pour celle de Z,, En tant quinstrument d’aide 2 1a
décision, cette fagon de faire peut présenter un certain intérét puisque, si 'on
retire de A les actions de la classe de t8te et si Pon applique la procédure aux
actions restantes, celles-ci seront ordonnées exactement comme dans Z, par la
nouvelle distillation descendante (le m&me résultat vaut avec Z, aprés retrait de

la classe de queue). Précisons que celte propriété ne se retrouve pas dans
PROMETHEE.,

Le mécanisme de distillation ’ELECTRE 11 differe netiement de celui de
I’affinement adopté dans ELECTRE II. Appliquée A une relation floue n’ayant
que deux valewrs distincles de I'indice de crédibilitd, ELECTRE III se
différencie d’ELECTRE II par le fait que la valeur faible de crédibilité
n’intervient pas seulement pour départager les ex a:quo relatifs A la valeur forte
car, une fois T, obtenu, si D, contient d'autres actions, celles-ci ne sont pas
nécessairement rangées dans les classes immédiatement suivantes - T, peut ne

contenir aucune action de D,\T,. On pourrait concevoir une autre version
d’ELECTRE I qui n’utiliserait les paliers successifs de séparation que pour
affiner un rangement (3 la manitre ’ELECTRE II} sur ensemble des ex equo
du niveau immédiatement supérieur (fa sélection restant fondée sur la A-
qualification et non sur une idée d’efficacité comme dans ELECTRE 1),

On a montré ci-dessus que la procédure d’exploitation
d’ELECTRE TII peut apparaitre, A certains égards, plus satisfai-
sante que celles de PROMETHEE ou d’ELECTRE II. Elle

‘possede aussi certains défauts que les autres n’ont pas. Le plus
grave a €t€ mis en évidence par Perny (1992) qui a en particulier

montré que le rangement par sélection itérative peut engendrer des
hénomenes de non monotonicité (cf. ¢) ci-aprés).
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¢) Commentaires pratiques

La procédure d’exploitation d’ELECTRE I est plus com-
plexe que celle de PROMETHEE ou d’ELECTRE I1. Pourtant, le
praticien peut en comprendre aisément le principe en considérant
le cas ol I'indice de crédibilité ne prend que quelques valeurs
bien distinctes telles que 1, 4/5, 1/2, 1/4, O (ceci sera clairement
mis en évidence avec ELECTRE 1V). Malgré cela, il lui sera
beaucoup plus difficile de suivre en détail, sur un cas concret, le

pas-a-pas des calculs. Le recours 2 un logiciel est ici absolument
nécessaire,

Ici encore, une analyse de robustesse est nécessaire et cela sur
les m&mes bases que dans PROMETHEE : si la raison mise en
avant au 6.4.1 c) perd ici beaucoup de sa force, une autre raison
apparait. En effet, lorsqu’on fait varier certaines performances, il
peut arriver qu'un accroissement de g;{a) provoque, dans des cas
trés particuliers, une légére dégradation de la position de action
a par rapport a d’autres actions (phénoméne dit de non monotoni-
cité). Quelques essais systématiques ' permettent de penser que
ce phénomeéne malencontreux ne peut s’observer que dans un
intervalle de variation assez petit de g(a) et qu’il révéle en outre
une nosn robustesse des conclusions sur la manidre dont I’action

8 a €t comparée aux actions vis-i-vis desquelles elle s’est
déplacée.

6.4.4 ELECTRE IV (cf. Roy et Hugonnard (1982a))

La méthode ELECTRE IV a é congue afin de pouvoir
propeser un préordre partiel sur A dans des conditions en tous
points identiques A celles ’ELECTRE I1I & une seule exception
pres : elle concerne la présence des coefficients d’importance k;.
It arrive en effet, dans certains problemes concrets (cf. chapitre
10), que ’on ne puisse pas, que Ion ne veuille pas ou que ’on
ne sache pas attribuer une valeur 3 ces coefficients. Cela ne
signifie pas pour autant que 'on puisse se satisfaire du préordre
obtenu en appliquant ELECTRE IIl avec des coefficients k; tous

! Cf. notamment Gabrel (19903,
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égaux. Rechercher un préordre qui rende compte, le mieux
possible, de tous ceux obtenus en combinant de toutes les fagons
les valeurs plausibles de ces coefficients pourrait, théoriquement,
apporter la réponse cherchée mais ¢’est 13 une voie impraticable,
Le systeme de préférences sur lequel repose ELECTRE [V permet
d’obtenir, de facon simple, un préordre sans faire d’hypotheses

trop restrictives sur les valeurs ! des coefficients k; (cf. derniére
partie du 5.3.1.2 b)).

La procédure d’exploitation d’ELECTRE IV s’applique & un
systtme de préférences formé d’une séquence de systémes
relationnels emboités de la forme (S', RY : les surclassements §!
sont au nombre de cing définis par (r.5.3.5) et (r.5.3.6). La
signification de chacune de ces relations est précisée au 5.3.1.2 b).

Mentionnons que la procédure peut &tre appliquée seulement a un
sous-ensemble de ces cinq relations.

Dans ELECTRE IV, la relation §™! (pour i =1, 2, 3, 4)
conduit & accepter des surclassements dans des conditions moins
crédibles que la relation S'. Ceci peut étre traduit, en restant sur
une base purement ordinale, en associant, Iaffirmation a §! b,
une valeur ¢, de I’indice de crédibilité og(a, b). Les valeurs
choisies doivent évidemment étre telles que o, > g,,,. De plus, le
passage d’une affirmation de crédibilid O, & une autre de
crédibilité o,,, doit &tre regardé comme une perte significative.

Autrement dit, si s(}) désigne le seuil de discrimination associé
a I'indice o, on doit avoir :

G; ~ 5(0)) > Gy, pouri =1, 2, 3, 4.
Sur la base de (r.6.4.7), on peut par exemple poser :

G =1,0,=084, 0, = 0,65, 0, = 0,44, 0, = 0,20. (r.6.4.11)

* Signatons également trois autres méthodes ne faisant pas intervenir de valeurs
numériques pour de tels coefficients, Il s’agit de :

- QUALIFLEX (cf. Paelinck (1978))
~ ORESTE (cf. Roubens (1982)) ;

~ MELCHIOR (cf. Leclercq (1984)).

1
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La procédure d’exploitation d’ELECTRE IV n’est autre que
celle ’ELECTRE II appliquée aux systmes de préférences flous
qui vient d’€tre définie. Faisons observer que les préordres Z,, Z,
et Z ainsi obtenus seraient les mémes avec des valeurs des
crédibilités o; différentes de celles qui figurent dans (r.6.4.11),

wo&éaasmng<&nm;8mcnoﬁm:nmoomaaommmnomnmnmow-
dessus . -

Examinons, pour terminer, le mode de fonctionnement
d’ELECTRE 1V, autrement dit ce que devient la procédure
d’exploitation d’ELECTRE III lorsqu’on I’applique au systéme
flou & cing niveaux de crédibilité (éventuellement moins) qui
vient d’8tre défini.

La premiére distillation descendante débute avec le couple
(A, SY. Pour chaque action, on calcule la quantité qi(a) (A,-
qualification de a) définie comme la différence entre le nombre
d’actions que a surclasse et le nombre d’actions qui surclassent a.
D, est 'ensemble des actions qui conférent i qa(a) sa valeur
maximum. Si card(D1) = 1, la premidre distillatiorrest achevée ;
sinon, elle se poursuit avec le couple (D,, $% qui permet de
définir m_w_@ dont la valeur maximum améne A sélectionner D,.
Cette premitre distillation se poursuit aussi longtemps que
card(Dy) > 1 et s’arréte, de toute fagon, avec Ds. Le distillat final

obtenu constitue la premidre classe T, de Z,. La scconde
distillation débute avec le couple (A\C,, SY).

Alnsi décrite, la procédure peut paraitre beaucoup plus simple
que dans le cas général d’ELECTRE IIL Cela tient essentielle-
ment au fait que les valeurs de I’indice de crédibilité ne sont pas
distribuges "n’importe comment" sur ’intervalle (0 ; 11 mais

qu’elles sont regroupées en, au plus, six valeurs significativement -

distinctes, Il s’ensuit que le mécanisme de détermination des
paliers de séparation consiste, tout simplement, 3 passer d’une

_:z.aumﬁﬁgucm&:m;énHméam:poa.mrmogmum mc.mmmwmo.ou note de
bas de page au début du 6.4.3 b). DT g g
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valeur & celle immédiatement inférieure et que le caleul de la A-
qualification se trouve, Iui aussi, étre simplifié,

6.5 COMPLEMENTS THEORIQUES

Cette section vise 2 introduire un certain nombre de concepts
et de résultats utiles pour juger de la validité, de la qualité et de
la fiabilité de telle ou telle procédure d’exploitation, éventuelle-
ment couplée & une PAMC donnée . De méme qu’au 5.5, nous
avons pris ici le parti de la bridveté en cherchant avant tout ]

donner au lecteur une porte d’entrée dans une littérature récente
et technique.

Que I’on s’intéresse A des procédures de sélection, d’affecta-
tion ou de classement, deux points de vue non exclusifs peuvent
etre adoptés pour porter un Jugement & leur égard.

Le premier point de vue consiste, comme on I'a fait au 6.1,
i énoncer une liste d’exigences ou de propriétés (propres  chaque
problématique) que 1'on estime "raisonnables” et "naturelles" et
d’'éwdier dans quelle mesure elles sont satisfaites par certaines
procédures d’exploitation. A titre d’exemple, on pourra souhaiter
confronter des procédures d’exploitation :

— dans une problématique o, & une propriété imposant que,
§’il existe une action optimale unique, elle soit toujours retenue
par la procédure de sélection ;

— dans une problématique B, & une propriété imposant que
'affectation des actions soit toujours compatible avec la relation
de dominance (exigence de monotonicité, cf. 6.1.3 b)) ;

— dans une problématique v, A une propriét€ imposant que, si
la relation de surclassement est un préordre partiel, la procédure
de classement doive restituer ce préordre partiel.

* Ce dernier &lément a parfois une importance considérable, A titre d'exemple,
pour une procédure d’exploitation opérant sur la base d'une relation floue,
Ianalyse de Ia fagon dont cette relation floue a 616 obtenue peut &ire importante

-pour justifier Iutilisation de tel ou tel type d’opérations sur les degrés de

crédibilité.
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Etant donné une liste de propriétés, on peut alors :

— chercher & dresser un tableau indiquant quelles sont les
propriétés vérifies par telle ou telle procédure d’exploitation ;

- chercher & déterminer des "théorémes d’impossibilit€"
indiquant des groupes de propriétés impossibles 2 satisfaire
simultanément ;

~chercher 4 déterminer des procédures d’exploitation vérifiant
le plus grand nombre possible de ces propriétés compte-tenu des
"théorémes d’impossibilité" obtenus.

Ce premier point de vue comporte néanmoins un certain
nombre de difficultés qu’il ne faut pas sous-estimer. En particu-
lier, la recherche d’une liste de propriétés "souhaitables” est loin
d’étre une chose aisée. L’analyse pronée par ce premier point de
vue ne peut véritablement porter de fruits que si les propriétés
retenues sont toutes pertinentes et couvrent l’ensemble des
exigences qu’il semble bon d’imposer 4 une procédure d’exploita-
tion d’un certain type.

o+

Le second point de vue consiste 4 caractériser une procédure
d’exploitation donnée, c’est-2-dire & dresser une liste de propriétés
que cette procédure est la seule A satisfaire. On espire ainsi faire
ressortir les traits caractéristiques d’une procédure d’exploitation,
traits caractéristiques permettant de la comparer plus aisément 3
d’autres procédures. Notons cependant qu’une telle démarche ne
peut véritablement porter ses fruits que si les propriétés caractéris-
tiques mises 4 jour sont suffisamment simples et interprétables.
Tel n’est pas toujours le cas dés lors que la procédure d’exploita-
tion atteint un certain niveau de complexité,

Les deux types d’analyse que nous venons de présenter sont
loin, & ce jour, d’avoir été sysiématiquement appliqués aux
procédures d’exploitation faisant I’objet de ce chapitre. I y a 1a
un vaste champ de recherche encore largement ouvert. Mention-
nons cependant que de telles analyses théoriques ne sauraient, A
elles seules, guider le choix d’un homme d’étude vers telie ou
telle procédure. D’autres considérations, lides 4 la simplicité et'a
la rapidité de la procédure ou a la "presque satisfaction" de
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certdines propriétés |, peuvent aussi contribuer 4 guider ce choix
{cf. 6.1.5).

La suite de cette section est consacrée i la présentation d’un
certain nombre de travaux théoriques 2 propos de procédures
d’exploitation. On structurera cette présentation suivant la
problématique d’aide 2 la décision concernée.

@) Procédures de sélection (P.o)

Peu de travaux ont &6 spécifiquement consacrés aux procédures de
sélection. De plus, en-dehors de celles mentionnées au 6.2, peu ont 6té
proposées A ce jour. Nous mentionnons ci-aprés quelques travaux qui nous

semblent pertinents ainsi que quelques voies de recherche qui paraissent -
prometteuses.

De nombreux auteurs se sont penchés sur étude de procédures de
sélection & partir de relations floues en adoptant le premier ? ou le second 2

des points de vue mentionnés précédemment. Ces travaux se heurtent 3
certaines difficultés comme :

— la définition des propriétés souhaitables d’une procédure de sélection 2
partir d’une relation floue * ;

~ la définition de ’ensemble des relations floues admissibles en entrée de
la procédure ° ;

' On entend par 13 que telle procédure d’exploitation peut satisfaire 3 certaines
propriétés sovhaitables, sauf dans des cas tout-a-fait exceptionnels. II s'agit 1a
d’un élément d’appréciation qui peut se révéler utile mais qui est souvent
difficile & cerner au travers d’une analyse purement théorique.

* Voir par excmple Nurmi et Kacprzyk (1991), Orlovski (1978), Kitainik
(1990, 1992), Bamrett ot al. (1990b), Barrett (1987), Dutta et al. {1986},
Switalski (1988, 1990), Ovchinnikov et Ozernoy (1988), Montero et Tejada
(1987), Roubens (1989), Kim (1983), Jain {1990).

* Pour une contribution récente, voir Bouyssou (1992¢).

* Le lecteur se rendra mieux compte de cette difficulté en essayant de
généraliser les propriéiés oy, a, ..., o, présentées au 6.1.2 c} au cas flou,

u. On a vu, au 5.5, qu’une procédure de sélection qui serait couplée avec la
PAMC d’ELECTRE IU se devrait d*admeltre toute relation flote en enirée. Tel
nie serait pas le cas avec 1a PAMC de PROMETHEE pour laquelle certaines
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- la définition des opérations aigébriques autorisées sur les indices de
crédibitité comple-tenu de la fagon dont ces indices ont 6 obtenus *.

Cn a vu de plus, au 6.2.1 ), pourquoi, en aide & la décision, il ¥y aun
mtgrét limité & vouloir fonder une procédure de sélection sur une relation Houe.

La théorie du choix social accorde une large place 3 'étude des "choix
rationnels” & parkir de relations binaires nettes ne possédant pas nécessairement
des propriéiés remarquables de transitivitg (comme c’est le cas pour une
relation majoritaire). Dans ce cadre, de trés nombreuses procédures ont été
proposées * qui sont formeliement tr2s similaires 3 des procédures de sélection.
A moire connaissance, elles n’ont que rarement &té comparées 4 celles
présentées au 6,21 2), Mentionnons néanmoins que la plupart de ces procédu-
res ont &€ congues :

~ pour s'appliquer & des relations complates ;

- Pour assurer ung certaine cohérence aux choix forsque ensemble des
actions se modific 3,

Elles s°éloignent donc quelque peu de ¢e que I'on est en droit d’attendre
d’une procédure de sélection en aide multicritére & la décision,

b) Procédures d affectation (P.B)
Les procédures d’affectation n’ont fait I"objet que de rares études, Peu ont
&1¢ proposées en-dehors de celles présentées au 6.3. La référence principale en

ce domaine est Yu (1992). On y trouvera en particulier :

— la proposition et i’analyse d’une procédure "médiane” entre ELECTRE
TRI optimiste et pessimiste ;

relations ne peuvent jamais &tre obienues,
! Voir 2 ce propos les commentaires faits au 6.4.1 ¢} sur PROMETHEE.

% Voir par exemple Fishburn (1977a), Schwartz (1972, 1990), Copeland (195 1},
Moulin (1986), Bordes (1983), Banks (1985), Milier {1977, 1980), Laffond et
al. (1991), Dutta (1988, 1990). Pour une vue d’ensemble du probléme du
"choix rationnel" en théorie économique et du probleme connexe de la
‘rationalisation” d’une fonction de choix, on pourra se reporier & Moulin

(1985), Aizerman (1985), Aizerman et Malishevski (1981), Suzumura (1983),
Sen (1986),

® Sur ces problemes de cohérence et leurs liens avec le probléme de la
“rationalisation”, voir les références de 1a note de bas de page précédente.
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- la proposition et I'analyse d’une procédure, abandonnant Iexigence
d’unicité du 6.1.3 b), permettant d’affecter les actions "posant problRme” ! 3
des catégories "intervalles” regroupant une ou plusieurs des catégories initiales ;

- la généralisation d’ELECTRE TRI au cas ol chaque catégorie est

délimitée par plusieurs profils de référence et non plus par un seul.

La comparaison des procédures présentées au 6.3 avec celles, plus
classiques, issues de la statistique 2, reste un domaine inexploré. I en va de
méme pour ce gui concérne des procédures d’affectation adaptées au cas de
profils de référence centraux ou encore de catégories non complétement
ordonnées. Il y a 13 un vaste champ de recherche ouvert. .

c) Procédures de rangement Py

La difficulté qu’il y a 2 concevoir une "bonne" procédure de rangement
(cf. 6.1.4) a suscité de nombreux travaux. Mentionnons, parmi d’aatres :

- L’analyse par Vincke {1992), selon le premier des deux points de vue
présentés plus haut, des procédares de rangement conduisant 4 un préordre
complet & partir de relations neltes, On rouvera en particulier, dans cet article,
une liste de 22 propriétés, 1'analyse de 11 procédures vis-a-vis de ces propriétés
et I"énoncé de divers théorémes d’impossibilité. Une telle analyse a été reprise
dans le cas de relations floues par Perny (1992, ch. 5). On y trouvera de

nombreux exemples montrant les limites des procédures classiques présentées
au 6.4,

— L’analyse, selon le second de ces deux points de vue, de certaines
procédures de rangement classiques >,

' C'est-a-dire les actions ne pouvant &tre affectdes par la seule application de
{r6.L1) et (r6.1.3).

* Voir, par exemple, Diday et al. {1982} ou Romeder (1973),

! Voir par exempie Rubinstein (1980), Henriet (1985) (caractérisation d’une
procédure A partir de relations nettes fondée sur la qualification) ; Bouyssou
(1992d) (caractérisation d’une procédure 4 partir de relations valuées fondée sur
le flux net, ¢f, (r.6.4.5) ot {r.6.4.6)) ; Bouyssou et Perny (1992) (caractérisation
d'une procédure i partir de relations valuées fondée sur les flux sortant et
entrant (cf. (r.6.4.1), (r.6.4.3) et (r.64.4)) ; Bouyssou (1991), Pirlot (1991)
(caractérisation d'une procédure A partir de relations valudes fondée sur le
"minimum en ligne"), On trouvera une vue d’ensemble de ces résultats dans
Tsoukias et Vincke (1992).
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— Des recherche récentes sur I'obtention du ou des préordres les plus
proches d’une relation donnée ',

L'ensemble de ces travaux permet de mesurer la difficulté qu’il peut y
avoir & concevoir de bonnes procédures de rangement %, On trouvera dans
Perny (1992, ch. 5) des propositions pour batir plusieurs procédures qui
semblent réaliser un bon compromis entre simplicité et exigences théoriques.

_<cmnos:.wm::am wﬁEmmmEu\Qm_.Comwu, manCmmmv,wEEﬂmeoﬁ
Monjardet (1988). . g

% Ces difficultés, ainsi que leurs liens avec certains aspecis de la théorie du

choix secial, sont abondamment développées et illustrées par Perny (1992), -

Chapitre 7

APPROCHE DU JUGEMENT LOCAL
INTERACTIF

RESUME

L’objet de ce chapitre est de présenter un certain nombre de méthodes se
rattachant & I'approche opérationnelle dy “jugement local interactif avec -
itérations essais-erreurs”. Contrairement aux méthodes présentées aux chapitres
4 et 5, celles-ci ne font pas explicitement usage de PAMC. L'élaboration de la
recommandation s'opere dans ces méthodes au cours d'un dialogue entre un
interrogé et un interrogateur régi par un protocole d'interaction. Ce dialogue
peut s’analyser comme la succession @"étapes de dialogue od I'interrogé réagit

4 une proposition qui lui est faite et d’étapes de calcul o Iinterrogateur tire
parti de ces réactions. .

Au 7.1, aprés avoir montré Ioriginalité de cette approche opérationnelle, on
s’interroge sur le sens et la validiié du produit final de 'interaction entre
I'interrogé et I'interrogateur, On montre que, dans le cadre de cette approche,
la convergence des méthodes doit s'analyser non comme une "convergence
algorithmique" mais comme une “convergence psychologique”, La portée et les
limites d’une telle approche sont ensaite analysées,

La section 7.2 propose une structure générale des méthodes interactives. On
montre pourquoi elles relévent pour la plupart d'une problématique de choix
(P.ox). Un schéma général des méthodes en P.ot est ensuite présenté qui nous
aonduit & analyser en détail le contenu des étapes de dialogue et de calcul. Les
concepts présentés sont itlustrés par une méthode interactive élémentaire.

La section 7.3 présente en détail quatre méthodes interactives en P.o que nous
croyons représentatives de Pensemble de celles proposées A ce jour : STEM,
méthode de Geoffrion-Dyer-Feinberg, méthode du point de mire évolutif et
méthode de Vanderpooten, Chacune de ces méthodes est présentée dans un
méme formalisme comme la succession d’étapes de dialogue et d'étapes de
calcul. D’autres méthodes sont ensuite présentées plus brizvement,

La courte section 7.4 est consacrée aux méthodes interactives relevant de la

probiématique du i (P.B) et de la problématique du rangement (P.y). On y



