PROGRAMMATION LINEAIRE

Licence 3 D. Cornaz, Université Paris-Dauphine

1 Ensembles
Soient X,Y des ensembles.
Exercice 1.1 Montrer que (X \Y)U (Y \X)=(XUY)\ (Y NX)
Pour tout sous-ensemble X C E de E, on note X = E \ X son complémentaire.
Exercice 1.2 Montrer que X CY seulement si Y C X.
Exercice 1.3 Montrer que X CY siY C X.
Exercice 1.4 Montrer que X =Y si et seulement si X =Y.

Exercice 1.5 Définir l'union X UY de deux sous-ensembles X,Y de E en fonction de
lintersection et de la complémentarité uniquement.

Exercice 1.6 Définir l'intersection X N'Y de deux sous-ensembles X,Y de E en fonction
de l'union et de la complémentarité uniquement.

Soit n un entier. On note X™ I’ensemble de vecteurs x = (z1,...,x,) tels que x; € X pour
1=1,...,n.

Exercice 1.7 Montrer que {0,1}" a cardinalité 2™.
On note [n] :={1,...,n} et () :=[{E C [n] : |[E| =m}|.

Exercice 1.8 Montrer que (') = (," ).

n—m

Indice: trouvez une bijection ¢ : {E C [n]: |[E| =m} < {FE C[n]: |E| =n—m}.

Exercice 1.9 Montrer que (') = (”71) + ("71).

m m—1 m
Indice: combien y’a-t-il de sous-ensembles ' C [n]| de cardinalité m ne contenant pas n ?

Exercice 1.10 Montrer que () = (n#').m.

Indice: par récurrence sur n en utilisant ’exercice 1.9.
Exercice 1.11 Soient a,b € N. Montrer qu’il existe q,v € N tels que a = gb+ 1 et r < b.

Exercice 1.12 Soit D(n) = {d € N : kd = n, 3k € N}. Montrer que D(a) N D(b) =
D(r) N D(b) (our est lentier de l’exercice 1.11).

Exercice 1.13 Donner un algorithme qui détermine max{g: g € D(a) N D(b)}.
Indice: démontrer la validité de I'algorithme d’Euclide.



2 Hyperplans de R”

On note z; les composantes d'un vecteur = de R™, pour i = 1,...,n (x; € R).

Exercice 2.1 Démontrer géométriquement que, étant donnés trois réels positifs x1,x2,x3,
on a les égalités

122 = Tax1,  T1(T2+x3) =12 11w, (T2 — T3) = 122 — 1123
Pour tout a € R, on note a? la surface du carré de coté |al.

Exercice 2.2 Démontrer géométriquement que, étant donnés deux réels positifs r1 et xa, on
a l'égalité
2 _ 2 2.9
(xl + 352) =x] + x5+ 2T122
Indice: découpez un carré de coté x1 + 2 en faisant apparaitre les carrés 23 et 3.
Exercice 2.3 Démontrer géométriquement que, étant donnés deux réels positifs x1 et xo, on
a l’égalité
2 2 2
(1 —x2)* =21 + 25 — 22122

Indice: découpez un carré de coté z1 en faisant apparaitre les carrés (x1 — x2)? et :r%

Soient trois points z,y,z du plan, c’est-d-dire de R?, Pangle Zyzz qu’ils forment est la
longueur de l'arc, obtenu en parcourant le cercle de centre x et de rayon 1, depuis son
point d’intersection avec la demi-droite [ry jusqu’a lintersection avec [rz, dans le sens
trigonométrique (inverse d’une montre). On note 27 la circonférence d’un cercle de rayon 1.

Exercice 2.4 Démontrer que la somme des valeurs absolues des angles d’un triangle vaut m.
Indice: dessinez trois droites zy, xz,yz et une quatrieme droite, parallele a zy passant par z.

Dans R"”, on note 0 le vecteur dont toutes les composantes sont 0.

Exercice 2.5 (Théoréme de Pythagore) Démontrer que pour tout point x € R?, sa distance
||z|| au point origine O satisfait
2| = 2% + a3

Indice: découpez deux carrés de coté x1 + x2, de deux fagon différentes, et comparez. Le
premier découpage fera apparaitre les carrés z? et x3 ; le deuxieme le carré ||z|[2.

Dans R", on note 1 le vecteur dont toutes les composantes sont 1.

Exercice 2.6 Peut-on parler, dans R*, de la distance, notée |[1||, de 0 a1 2
Indice: Quelle est la longueur de la diagonale d’un carré de c6té 1 7 d’un cube de c6té 1 ?

Exercice 2.7 Démontrer que, pour tout x € R"™, sa distance ||x|

n
la][? = af
1=1

a lorigine 0 satisfait

Indice: par récurrence sur n.

On note x + y le vecteur z de composantes z; = x; + y;, et on note z —y = = + (—y).

Exercice 2.8 Combien vaut la distance entre deuz points x,y € R™ ¢
Indice: exprimez-la comme la distance ||z|| d’un point z a 0.



Exercice 2.9 Soient x,y, z € R? tels que xo = yo. Montrer que la surface du triangle défini
par x,y, z ne dépend pas de z1.
Indice: exprimez la surface, notée xyz, en fonction de z,y et zs.

Exercice 2.10 (Théoréme de Thalés) Montrer que si 0,z,y € R? sont différents et alignés

sur une méme droite, alors
vz |

Y1 Y2 IIyH

Indice: Notez 2’/ = (}), v/ = (%) et supposez 0 < x1 < yo. Comparez les aires des triangles

formés par 0,x,2’,y,1, et montrez qu’elles satisfont zx'y = z2'y’ et 02’y = 0xy’, pour en

Ozz’ __ Oxx’ Ozz’ __ Oxz’ : St sz
vy = Tty et 0x'y = 0wy’ Exprimez ces quatre rapports d’aires, en considérant,

pour les deux rapports & gauche des égalités, le projeté z de 2’ orthogonalement sur zy, pour

/ / _
en déduire L — U e¢ el — IZ1l ot done que Jzll — Lul — T=ul Noges o7 — ().

= Tyl = Tyl Il = e z2
o=l _ 1yl ] ol _ /=2l _ |le=a'||

= = et donc 1 = = .
[ly—2"[| Ny—y'll [y’ =2’ 1yl [ly—y'll [ly—y'll

déduire

Montrer que

Exercice 2.11 Quelle est la surface du quadrilatére définit par 0,z,y,x +y € R? ?
Indice: représentez graphiquement le cas x,y > 0, 1 > y; et y2 > x2.

Pour tout réel a € R, on note ax le vecteur z de composantes z; = ax;.

Exercice 2.12 Donner une condition nécessaire et suffisante sur x,y € R? pour qu’il existe
a € R tel que x = ay.

Exercice 2.13 Etant donné y # 0 € R2, quel est la nature de 'ensemble E = {z € R? :
r=ay, Ja € R} 7
Indice: Utilisez ’exercice 2.10.

Exercice 2.14 Etant donné y # 0 € R", quel est la nature de l’ensemble E = {x € R" :
r=ay, Ja € R} ¢
Indice: par récurrence sur n.

Dans la suite, on note z 'y = Yoy x;y; le produit scalaire de deux vecteurs z,y € R".

Exercice 2.15 Montrer que ||z — y||*> = ||z||?> + ||y||*> — 22 Ty.
Indice: utilisez ||z||> = 2T 2.
Pour tout point z € R? tel que ||z|| = 1, formant un angle § = Zx0z’ avec sa projection

T = (“%1) sur I’axe des abscisses, on note cos = z1 et sinf = x».

Exercice 2.16 Montrer que cosf = cos(2m — 0) pour tout 6 € [0, 27].

Exercice 2.17 Montrer que sin® 6 4 cos? 0 = 1 pour tout 6 € [0, 2.
Indice: utilisez exercice 2.5.

Exercice 2.18 Montrer que ||z —y||* = ||=||*> + ||y||*> — 2||z||-||y||- cos 0, ou 6 = Zz0y.
Indice: utilisez Pythagore sur les deux triangles rectangles du plan x0y obtenus en considérant
la projection ' de x sur la droite Oy.

Deux vecteurs z,y € R" sont orthogonaux si Zz0y = 7/2 ou 3w /2.

Exercice 2.19 Démontrer que deux vecteurs x,y € R™ sont orthogonauz si et seulement si
T, —

z' y=0.

Indice: il suffit de montrer que x "y = ||z||.||y]|. cos 6.



Exercice 2.20 Etant donnés o, 3 € R et y,z € R™, quelles sont les natures possibles de
lensemble E={x e R" : z =ay+ pz} ?
Indice: Essayez avec n = 3.

Exercice 2.21 Montrer que pour tout droite D du plan passant par l'origine, il existe un
point a € R? telle que
D={zeR*: o'z =0}

Exercice 2.22 Montrer que pour tout droite D du plan ne passant pas par l’origine, il existe
un unique point a € R? telle que

D={zcR?:a'z=1}

Exercice 2.23 Montrer que pour tout plan P de l’espace (c’est-a-dire de R3) passant par
Uorigine, il existe un point a € R3 telle que

P={zeR®: a'z=0}

Exercice 2.24 Montrer que pour tout plan P de [’espace me passant pas par lorigine, il

eziste un point a € R? telle que
P={zcR: a'z=1}
Un hyperplan H de R™ est un ensemble H = {z € R": o'z = a}.

Exercice 2.25 Montrer que pour tout hyperplan de R™, on peut supposer o € {0,1}.

3 Matrices

On note A = (a;;) € R™*" la matrice de m lignes et n colonnes ayant a;; pour composante

réelle a la teme ligne et jeme colonne.

Exercice 3.1 Ecrire la matrice A = (aij) € R telle que a;j =i — j + 3.
Indice: exprimez a;11; et a;j4+1 en fonction de a;;.

On note AA = (Aaj;) € R™*" et A+ B = (a5 + bij) € R™*" l'addition de A, B € R™*",
ainsi la soustraction est A — B = A+ (—B).

011 0 3 1
Exercice 3.2 Déterminer A, B € R?>*3 telles que A+B = (2 3 1) et A—B = (2 1 1).

Indice: sommez les deux matrices.
On note AB = (3_F_; airbr;) € R™*™ le produit de A € R™*P et B € RP*",

Exercice 3.3 Calculer la 3éme ligne du produit

1 0 1
/7 95 47 s s\ (L0
— 4 1/2 2
51/7 _71 3(/) é 3{ 8/7 11/4 17/5
3/2 4 1/2
2/7 8)7 5/7 5 11/3 (/) X é

T

Indice: Montrez que ¢; = a;—B , ol ciT est la seme ligne du produit C = AB et aiT est la eme

ligne de A.



Exercice 3.4 Montrer que, pour toutes les matrices A € R™*P et B,C € RP*" on a A(B+
C)=AB+ BC.

Exercice 3.5 Calculer la 3¢me colonne du produit

-3 2 47 3\ [-3/T 2/5 2 8/3 4/5
~1 1 3/4 2||-5/7 17 3 1/2 3/2
1 -1 11 2|15 —1110 2 1
2 2 5/7 2) \\2/7 87 1 11/3 5/7

Indice: Monter que c; = Abj, ol ¢; est la jeme colonne du produit C' = AB et bjT est la jeme
colonne de B.

Exercice 3.6 Montrer que, pour toutes les matrices A, B € R™*P et C' € RP*"™ on a (A +
B)C = AC + BC.

On note A" = (aj;) € R™™,

1 -1 0 -3

Exercice 3.7 Soit A =
3 =21 0

). Calculer AAT et ATA.

Exercice 3.8 Montrer que E C R" est une intersection d’hyperplans si et seulement il existe
une matrice A € R™ " et un vecteur b € R™ tels que E = {x € R": Az = b}. Montrer, de
plus, que l'on peut supposer b € {0,1}™.

On note I € R™™ la matrice (carrée) identité, avec des 1 sur la diagonale et 0 ailleurs.

Exercice 3.9 Donner les matrices Ay, As, Ag telles que A;B; = I pour i = 1,2,3 avec

010 011 1 11 1 01
Bi=|1 0 0],B2=1]1 0 0],B3=]|01 1|,Bs=1|1 1 0
0 01 0 01 0 01 211

et montrer que qu’une telle matrice A4 ne peut pas exister pour By.
Indice: donnez les équations que satisferaient les a;; de Ay.

Exercice 3.10 Donner les matrices A1, As, As telles que B;A; = I pour i = 1,2,3 avec les
matrices B; de 'exercie 3.9.

Exercice 3.11 Montrer que AI = A = IA mais qu’il existe des matrices A, B telles que
AB=A=BA avec B # 1.
Indice: choisir A, B € {§,1}?*2.

On note O € R™*"™ la matrice nulle, avec des 0 partout.

1 0
100

A= B = 1
<o31> 0

0 -2

Exercice 3.12 Soient

Calculer AB, C = BA, C?, D = C — I, puis CD et DC. Montrer ensuite, que pour
toutes les matrices non-nulles A € R™*"™ et B € R™™ telles que AB = I € R™™ et
C = BA# 1T € R"™" alors il existe une matrice D telle que CD = DC = O.



Exercice 3.13 Soient les matrices

1 0 1 1 0 1 10 1 1 00
Ap=1-1 1 -2, 4=]01 —1|,A4=|01 —-1|,A3=(0 1 0
0 1 0 01 0 00 1 0 01

Donner les matrices M; tels que A; = M;A;_1 pour i = 1,2,3. En déduire une matrice B
telle que BAg = I. Quelle suite I, I2, I3 de matrices obtient-on si on applique les M; a Iy = 1
au liew de Ag ?

Exercice 3.14 Soient les matrices

2 1 -1 1 0 0 1 00 1 00
Bo=|10 0 1 |,Bi=]1 1 0,B2=1|110],B3=]0 10
-1 -1 1 -1 -1 1 0 01 0 01

Donner les matrices N; tels que B; = N;B;_1 pouri =1,2,3. En déduire une matrice A telle
que ABy = I. Quelle suite Iy, Is, I3 de matrices obtient-on si on applique les N; a Iy = 1 au
lieu de By ¢

Soient A € R™*™ et B € R™*P, on note C' = [A|B] € R™*"*? la matrice telle que ¢;; = a;;
si j < n, et ¢;j = b;j sinon.

Exercice 3.15 Soient A, B € R™*™. Montrer que AB = I si et seulement si BA=1.
Indice: généralisez a partir des exercices 3.13 et 3.14 en étudiant les matrices [A|I] et [I|B].

Une matrice A € R est inversible, s’il existe une matrice A~! telle que AA™' =T =A"1A4

Exercice 3.16 Montrer que si A est inversible, son inverse A~" est unique.
Indice: supposez que A a deux inverses B, C.

Exercice 3.17 Montrer que A est inversible si et seulement si AT est inversible.
Indice: exprimez (AB)" en fonction de AT et BT.

Exercice 3.18 Donner les matrices inverses des matrices M; et N; trouvées aux exercices
3.13 et 3.14.

Exercice 3.19 Donner un algorithme qui trouve linverse A~' d’une matrice A inversible,
ou certifie que A n’est pas inversible.

Indice: généralisez a partir des exercices 3.13 et 3.14 en étudiant les matrices [A|I] et [I|B].
4 Systemes et programmes linéaires

Exercice 4.1 Démontrer que A+C = B si et seulement si A= B—C, pour A, B,C € R™*",

Exercice 4.2 Montrer que {x € R" : Az = b} C {x € R" : BAx = Bb} pour A € R™*",
beR™ et Be R™ ™, Pour quelle type de matrice B l'inclusion est une égalité ¢ Démontrer
votre réponse.

Exercice 4.3 Soit A € R™*"™, Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes:

(1) {x € R": Az = 0} = {0},



(i) {b € R": Az =b pour un x € R"} =R",
(111) il existe une matrice B telle que, pour tout b € R", {x € R" : Az = b} = {Bb}
(w) {yeR": yTA=0"} = {0},
Indice: appliquez l'algorithme de 'exercice 3.19 a [A|0] et [A]D].
Exercice 4.4 Refaire la fin de Uezercice 3.9 en donnant x,vy tels que Byx =0 ety B, =0".

Lorsque n > m, une sous-matrice B € R™*™ de A € R™*™ est une matrice obtenue & partir
de A en supprimant n — m colonnes.

mxn mxm 9

Exercice 4.5 Combien une matrice A € R a-t-elle de sous-matrices B € R

Une base de A € R™*" avec n > m est une sous-matrice inversible B € R™*™ de A.

S = O

1 01 0
Exercice 4.6 Combien la matrice A = |0 1 0 0| a-t-elle de sous-matrices B €
1 1 0 1

R3%3 2 Lesquelles sont des bases de A ¢
Une base réalisable de {Ax < b, z > 0} est une base B de [A|]] telle que B~1b > 0.

Exercice 4.7 Représenter graphiquement ensemble P = {x € R? : Az < b, x > 0} avec

10 2
A=|0 1|,b=]2]|. A quoi correspondent les bases de [A|I] ? les bases réalisables de
11 3

{Axz <b, x>0} ?

Dans la suite, on appelle max{c'z : Az < b, > 0}, un programme linéaire (PL) sous la
forme canonique. Une solution (réalisable) de PL est un Z € R’} satisfaisant les contraintes
(AZ < b), et une solution z* € R’} est optimale si ¢'z < ¢"z* pour toute solution Z.

Exercice 4.8 Trouver graphiquement les solutions optimales des PL avec les contraintes de
P de lexercice 4.7 pour ¢! = (1,2), pour ¢’ = (2,1), et pour ¢" = (1,1).

Dans la suite, on appelle max{c'z : Az = b, x > 0}, un programme linéaire (PL) sous la
forme standard.

Exercice 4.9 Montrer que tout programme linéaire peut s’écrire sous une forme canonique
et sous une forme standard.

Indice: Montrez que

max cle4+dy+elz
xER:’_,yER‘Z_, z€R?

Az +By+Cz< f
Dx+Ey+Fz>g
Gr+ Hy+ Kz=h

s’écrit max{c'z: Ax < b}, qui s’écrit max{c'z: Ax = b}.
z€R™ z€R™



Pour exprimer PL canonique mis sous forme standard, on décomposera [A|I] € R™*("+m) en
Ap € R™™ et Az € R™*™, et on décomposera de la méme maniere x € R"*™ en g € R™
et x5 € R", de facon a avoir les égalités:

.
max{c'z: Az <b} = max {(3) x: [All]lz = b}
z€RY :L‘ERT”"
= max {c%mg—i— chrp: Agrg+ Aprp = b}
Tg € Ri
rB € RT

Exercice 4.10 Donnez les décompositions B, B en bases possibles pour l'ezercice 4.7 avec
c' = (1,2), en précisant les matrices Ap, Ay et les vecteurs cp, cg, TR, T5.

Exercice 4.11 Soit B une base, montrer que

max{c'z: Az <b} = max {cpAz'b+ (c% — cp A Ag)rg : ap = AR — At Agag)
z€RTY zg € R}
B € RT

. Lot . T T
Indice: injectez ’expression de xp dans CxTE + CpTB.
Exercice 4.12 Soit B une base réalisable, montrer que rg = A;?lb, xg = 0 est une solution.

Etant donnée une base B , on lui associera le multiplicateur y' = CEA; € R™, les cotts

réduits ¢’ = c% — yTAE € R™, et le dictionnaire:

rp = E—Al‘g
z= 5+5Ta:§

ol b= Aglb, A= A;AE, 8= cEAElb, et z est une variable réelle.

Exercice 4.13 Pour l'evercice 4.7 avec ¢' = (1,2), le dictionnaire associé o B = {3,4,5}

est
xr3 = 2—131
Ty = 2—312
Irs = 3—.%'1—:62

z= 04x1+ 2x9

Donner le dictionnaire associé a {1,4,5} en injectant l’expression de x3 dans z. Donner le
dictionnaire associé a {1,3,4} en injectant l'expression de x5 dans z. Les bases {1,4,5} et
{1,3,4} sont-elles réalisables ?

Exercice 4.14 Le dictionnaire associé a B = {3,4,5} de l’exercice 4.13 peut se présenter
sous forme de tableau:

% % %

r1 T2 X3 X4 X
1 0 1 0 0|2
0 1 0 1 02
11 0 0 1|3
1 2 0 0 010

Montrer que l'on peut obtenir les dictionnaires associés a {1,4,5} et {1,3,4} en effectuant
des opérations sur les lignes du tableau.



Exercice 4.15 Les matrices Ap, A;l, Ag, A, les vecteurs cg, cL, &yl b, etleréel B associés

B
a B ={3,4,5} de l'exercice 4.13 sont:

10 0 10 0 10 10
Ap=10 1 0], A'=]0 1 0|, Ag=]0 1|, A5=[0 1
00 1 00 1 11 11
2
cg:(o 0 0),%:(1 2),%:(1 2),yT:(1 2),b: 2| =0
3

Calculer les matrices A}}1 pour B = {1,4,5} et {1,3,4}, et en déduire les matrices, les
vecteurs et le réel associés en appliquant les formules définissant le dictionnaire.

Exercice 4.16 Soit le PL sous la forme standard:

¢

max 3rx1 +xo —4dx3 —x4 —2x5 —9x¢ —8x7 —uxg +9x9 —8x19 —x11
T +2x5 +x7  +Ts —I11
r1 +5x9 —3x5 —3xrg +x9 —2x10
2x1 4+8x9 Hux3 +2x5 “xg +Z10 +5x11
—3x1 +3x2 +9x3 +3x4 —3z5 +12xg —7x10 +3T11
T1, T2, z3, €4, Ts, Ze, Z7, Ty, Zg, Z10, Z11

\

Donner le dictionnaire associé a la base B = {4,6,7,9}. Donner le vecteur yp pour B =
{4,6,7,9}, et en déduire ¢y pour cette base. Montrer que la base B = {1,2,3,4} est réalisable.
Indice: résoudre un systeme et plus rapide que d’inverser une matrice.

Exercice 4.17 Soit B une base réalisable telle que 6% < 0", montrer que la solution associée

(zp,75) = (A5'b,0) est optimale.
Pour y, z € R™, on note [y, 2| le segment de droite compris entre y et z.

Exercice 4.18 Montrer que [y,z] = {x € R" : 2 = Ay + (1 — X\)z, 3IX € [0,1]}.
Indice: montrez que © = Ay + (1 — \)z, pour un réel A\, pour tout x de la droite passant par
y et z, puis montrez que (z — ) (z — 2) = —A(1 — N)(||y||> + ||2]?).

Exercice 4.19 Montrer que si y*,z* sont des solutions optimales et que T € [y*,z*] alors T
est une solution optimale.

Le PL est réalisable si {z € Ry : Az < b} # (). Un PL réalisable est non-borné s’il n’a pas
de solution optimale.

Exercice 4.20 Montrer que m%X{ch : Az < b} est non-borné seulement si il existe i € [n]
TERL

tel que max{x; : Az < b} est non-borné.
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