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CHAPITRE 1

L’ENSEMBLE R"

1. Définition
Définition 1.1
Un élément x de R™ est une liste ordonnée de n nombre réels appelé n-uplet.
T = ($1,"' ’xn)

sjeme

ol z; € R pour tout 1 < i <n, z; s’appelle la 7 composante de z.

Un tel n-uplet peut aussi s’écrire en colonne

{5

Tn

1 2
Remarque L’ordre des composantes est important, ainsi ( 2) =+ ( 1).

Un élément = de R™ peut étre considéré
— comme un vecteur, on le note avec une fleche au-dessus

f:(l'l,"' ,l‘n)

On dit que R™ est un espace vectoriel.
— comme un point, on le note M en majuscule

M= (mla"' 7$n)

On dit que R™ est un espace affine.
Il faut distinguer la notion de vecteur, qui se résume & une direction, un sens et une longueur,
de la notion de point. Un point M est parfaitement localisé tandis que le vecteur n’a pas une
représentation unique. Nous détaillons ces deux aspects de R™.

2. R"” comme ensemble de vecteurs

2.1. Opérations sur les vecteurs. — On a

Proposition 1.2 — Egalités de deux vecteurs

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si toutes les composantes sont égales.

T=y<=V1i<i<n, x;, =vy;.
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1 2
Remarque L’ordre des composantes est important, ainsi (2) =+ (1>

Définition 1.3 — Somme et produit par un réel

Soit deux vecteurs &, ¥ et a un réel
Ty Y1 T1+ Y1 azxy
g+g=|:|+]|:|= 3 et ad =

Tp Yn Tn + Yn ATy

xempte (1) +(2) = (2) 2 ()

Remarque On note —Z le vecteur (—1)%

Proposition 1.4

— Propriétés de ’addition
Pour tous vecteurs &, i et Z
— T+ G+2)=(F+79)+7Z,
— T+y=y+47,
— Z+0=1%,
— I+ (—%) =

— Propriétés du produit par un scalaire

=1

—

Pour tous vecteurs &, i et tous réels \ et

()7 = p(A),

2.2. Représentation graphique dans R?. — Dans R2, un vecteur , noté i, correspond & un
déplacement, il est donc caractérisé par une direction, un sens et une longueur.
Pour représenter un vecteur, on munit le plan d’un repére orthonormé. Par exemple, les vecteurs

- 1 o 0 - R . o .
€1 = <0> et €3 = (1> Le vecteur €37 correspond a ’axe horizontal et le vecteur €5 & ’axe vertical.

On dit que la famille (€7, €3) est la base canonique de R?. Tout vecteur de R? s’écrit

- T - -
xr = = x1€] + T2€2.
Z2

A tout vecteur ¥ on associe le point M du plan ou x; est I'abscisse de M et x5 'ordonnée de
M. Alors le vecteur ¥ est représenté par le vecteur OMM.
En choisissant de représenter tous les couples de R? par des vecteurs d’origine O, les opérations
définies dans le paragraphe précédent se représentent géométriquement :

2.3. Le produit scalaire. — On a la définition suivante.



2. R COMME ENSEMBLE DE VECTEURS 4

24

<y

g
<y
<l
+
<y

(A) produit (B) somme de vecteurs
par un réel

Soit n un entier naturel non nul, soit @ = (21, - ,x,) € R et tout ¥ = (y1,--+ ,yn) € R”
on appelle produit scalaire de @ et ¥ le nombre réel, noté (@, v) défini par :

<ﬁ7 17> = E?:]_ T Yiy
= T1Y1, TT2Y2 + ... + Tp Yn-

Les vecteurs @ et ¥ sont dits orthogonauz si (@, ) = 0.

7

z1 Y1
Remarque Pour n =3 et pour tout £= 2o | € R3> et tout 7= | yo | €R3, on a
x3 Y3

(T, 1) =z151 +T2y2 + 233

De méme pour n = 2 et pour tout & = (il) € R? et tout 4 = <zl> €R? ona
2 2
(T,7) = 2191 + T2 Y.

Remarque Le produit scalaire est ainsi nommé car il associe & deux vecteurs de R? (ou de R3)
un nombre réel (appelé aussi un scalaire).

Remarque Le produit salaire permet de positionner un vecteur par rapport & un autre.
Exemple l’exemple du consommateur. Si on note, pour ¢ = 1 ou 2, p; le prix unitaire du bien
X;, la dépense du consommateur est donc :

D(x1,x2) = p1 &1 + p2 T2.

En notant © = (21, 22) et p = (p1,p2), on peut écrire D(z) = (p, x). p est appelé vecteur priz.

Soit n un entier naturel non nul, soit @ = (z1,--- ,z,) € R™, on appelle norme euclidienne

de 1 le nombre réel, noté |||
2=/z?+. .. +a2.

Ty
Remarque Pour n =3 et pour tout £ = | 2, | € R3, on a
T3

2| = ¢/} + 23 + 3.
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. x
De méme pour n = 2 et pour tout ¥ = ( 1) €R% ona
T2

1] = /% + a3.

Remarque La norme d’un vecteur correspond & sa longueur.

Proposition 1.7 — Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout T et i dans R™, on a
(@, )] < 112 |14]]-

Il y a égalité si et seulement si & et y sont colinéaires c’est-a-dire s’il existe un réel a tel
que £ = ay ou iy = aZ.

3. R” comme ensemble de points

3.1. Lien avec les vecteurs. — Etant donné deux points distincts A et B de R™, on peut
considérer le vecteur déplacement de A vers B, de direction la droite (AB), de sens de A vers B
et de longueur AB. On note

i = AD.

Si A et B sont confondus, @ est le vecteur nul.
Ainsi pour signifier que le déplacement @ & partir du point A ameéne au point B, on écrit

B=A+14.

%a distance ou la longueur entre deux points A et B, notée d(A, B), est la norme du vecteur
A

d(A,B) = | AB|.
3.2. Droites affines. — On a

Définition 1.8 — droite affine

On appelle droite affine notée D4z passant par le point A de vecteur directeur @ # 0
I’ensemble .
{M eR", INeR, AM = \u}.

—
Remarque On a aussi M = A + i pour exprimer AM = Aud. Cette écriture s’appelle une
paramétrisation de la droite affine Dy g .

Proposition 1.9 — Equation cartésienne d’une droite

Soit Dy g une droite affine, alors il existe 3 réels a,b, c avec a,b non tous nuls

VM = (33) € R?, M €Dy gy axr+by+c=0.
Yy
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On appelle segment notée [AB] I’ensemble

[AB] = {M € R" 3x e [0,1], AM = AAB}.

Remarque On a aussi M = A + )uﬁ. Lorsque A = 0, M est en A, puis lorsque A = 1, le point
M est en B, et lorsque )\ est strictement compris entre 0 et 1, le point M est entre A et B. Ainsi
pour A =1/2, M est au milieu dyu segment [AB].

Pour n = 2, on peut associer & une droite une équation cartésienne que nous avons étudié au
chapitre 1.

3.3. Plans affines. — On a

On appelle plan affine notée P4 z 5, ou les vecteur @ et ¥ ne sont pas colinéaires, ’ensemble
;U,V 9

(M eR*, 3(\pu) R, AM =A@+ o).

Remarque On a aussi M = A 4+ A + pt. Cette écriture s’appelle une paramétrisation du plan
affine PA,E,{;‘ .

Soit P4 a5 un plan affine, alors il existe 4 réels a,b, c,d avec a,b,c non tous nuls

X
VM= |y| eR® McPagse=ax+by+cz+d=0.
z

Remarque Les réels a, b, ¢, d ne sont pas uniques. C’est la raison pour laquelle on dit une équation
cartésienne.

3.4. Cercles et sphéres. — On a

Soit A un point de R™ et 7 un réel positif, la spére de centre A et de rayon r, notée Sy ,
est ’ensemble des points M de R™ tels que d(A, M) =r.

Remarque Lorsque n = 2, on appelle sphére un cercle que 1'on note C4,. Dans ce cas si

A= (xA>, alots
Yya

VM = (2) eR? Me Cyar<=(z —CL‘A)2 + (y —yA)2 =2
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4. Exercices

FEzxercice 1.1. — On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé. On considére les points
P=(1,2) et Q =(2,1).

1. Placer les points P et Q dans le plan.

2. Déterminer le vecteur x tel que P = Q + .

3. Calculer la distance de P a )

4. Soit le vecteur y = (1, 3), Calculer le produit scalaire de x et y ainsi que les normes de x et
de y.

5. Vérifier I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

FEzxercice 1.2. — On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé.

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite D; passant par les points A = (2,—3) et
B = (4,-5).

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite Dy passant par le point C' = (—1,3) et
orthogonale au vecteur v = (—3,2).

3. Déterminer une équation cartésienne de la droite D3 passant par le point D = (1, —3) et de
vecteur directeur w = (—2, —5).

4. Déterminer une équation cartésienne du cercle de centre (—1,2) et de rayon 5.

Ezercice 1.3. — On se place dans l’espace R® muni d’un repére orthonormé.

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite P; passant par les points A = (1,1,1),
B=(0,-1,-1)et C =(-1,1,0).

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite P, passant par le point D = (0,—1,3) et
orthogonal au vecteur v = (1,—3,2).

3. Déterminer une équation cartésienne de la sphére de centre (—1,2,3) et de rayon 2.

Ezxercice 1.4. — (CC1 février 2019)

1.

2.

Soient A = (—1,1), B = (2,-2) et C' = (—1,2) trois points de R?. Soit A un réel non nul.
(a) Calculer les coordonnées du vecteur AB.
(b) Calculer ||1@ | la norme euclidienne du vecteur AB.
(¢) Montrer que les coordonnées de tous les vecteurs w orthogonaux a ﬁ sont de la forme
w = (A, A).
(d) Soit ax + by + ¢ = 0 I'équation d'une droite de R?, donner I’expression de toutes les
droites qui admettent ﬁ comme vecteur orthogonal.

(e) Soit ax + by + ¢ = 0 I'équation d’une droite de R?, donner I'expression de toutes les
droites qui admettent AB comme vecteur directeur.

(f) Donner I’équation du cercle C(A,1) de centre A et de rayon 1.
(g) Donner l'equation cartésienne de la tangente au cercle C(A, 1) au point C

Donner 'équation cartésienne du plan passant par D = (0,1,-1), F = (1,—1,0) et F =
(1,1,—1). Proposer v un vecteur orthogonal & ce plan.



CHAPITRE 2

TOPOLOGIE DANS R”

On considére R™ comme un ensemble de points et nous allons étudier des propriétés de ces
ensembles de points .

1. Boules

Dans R, la distance entre deux réel = et x( est la valeur absolue de la différence en utilisant le
cas particulier n =1

d(zo, ) = v/ (z — x0)? = |z — 0] .

Prenons un intervalle ouvert |a, b ot a et b sont deux réels tels que a < b, on pose xg = %rb, et
r= b’7‘1, ainsi zq est le milieu de l'intervalle et r est un réel positif représentant la demi-longueur

de l'intervalle, on en déduit une nouvelle définition d’intervalle que 1’on va pouvoir étendre a R™:
la, b= {z € R, d(zp,z) < r}.

De méme pour un intervalle fermé [a, b], on a
la,b[={x € R, d(zg,x) <7}

La seule différence vient de 'inégalité stricte dans la définition d’intervalle ouvert et large pour
intervalle fermé.

Définition 2.1 — Boule ouverte et Boule fermée

Soient r un réel positif et A € R™.
On appelle boule ouverte de centre A et de rayon 7, notée B,(A, ), le sous-ensemble :

—
Bo(A,r) ={M € R*|d(A,M) <7} ={M € R* ||[AM|| <r}.
On appelle boule fermé de centre A et de rayon r, notée By(A,r), le sous-ensemble :

Bp(A,r) = {M € R?|d(A, M) <1} = {M € R? ||AM| <r}.

Remarque Dans le cas ot 7 = 0, alors la boule ouverte est I’ensemble vide tandis que la boule
fermé est réduite au point A:

B,(A,0) =0, et B;(A,0) = {A}.

Dans le cas ou n = 2, soit A = < O> et r > 0, la définition devient pour une boule ouverte
Yo

VM = (;) , M€ By(A,r) <= (. —z,)> + (y —y,)? <’
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Ficure 1. Disque du plan

et pour une boule fermée
VM = (i) , M eBf(Ar) = (x— 2o)% 4+ (y — vo)? <12

Ainsi une boule ouverte ou fermé est un disque qui contient ou non le bord du disque c’est-a-dire
le cercle de centre A et de rayon r.

2. Ouverts, fermés
Définition 2.2

Soit D une partie de R™.
D est une partie ouverte ou un ouvert si D est vide ou pour tout point M de D, il existe
une boule ouverte de centre M et de rayon r > 0 contenue dans D :

D est un ouvert non vide <= VM € D, 3r >0, B,(M,r) C D.

D est une partie fermée ou un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Définition 2.3

— Un point (a,b) est appelé point intérieur d’un ensemble S du plan §’il existe
un disque centré en (a,b) tel que tous les points strictement intérieurs au disque
appartiennent a S (voir la figure ci dessous).

— Un ensemble est dit ouvert si tous ses points sont des points intérieurs (voir le
deuxiéme ensemble illustreé a la figure ce dessous, ou les points frontiéres qui appar-
tiennent & ’ensemble se trouvent sur une ligne continue et ceux qui n’y appartiennent
pas sur une ligne en pointillés.)

— Le point (a,b) est appelé point frontiére d’un ensemble S si tout disque
centré en (a,b) contient des points de S et des points en dehors de S, comme illustré
dans la premieére figure.

Un point frontiére de S n’appartient pas nécessairement a S.

— Lorsque S contient tous ses points frontiéres, alors S est dit fermé (voir le
troisiéme ensemble de la figure). Remarquez qu’un ensemble peut contenir certains de
ses points frontiéres, mais pas tous, c’est le cas de la derniére image de la figure. Un
tel ensemble n’est ni ouvert, ni fermé. En fait, un ensemble est fermé si et seulement
si son complément est ouvert.

e A\
Pprag \ - P’ \\
’ N ’ \
) > ~ ! & ~
g | N | \
Point 1 ) | \
. ,e ] 1
intérieur 4 ' /
7 1
® { |
\ \
~ N \
\ \
\ ]
\ —— 7/
4 ==
Ouvert Fermé Ni ouvert,

ni fermé
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Remarque De maniére plus intuitive, un ensemble D est un ouvert si D ne contient pas son bord

ou sa frontiére.

Remarque Un ensemble D peut étre ni ouvert ni fermé.
Remarque
Dans la plupart des problémes d’optimisation envisagés en science économique, les ensembles

sont définis par une ou plusieurs inégalités et les points frontiéres interviennent lorsqu’une ou

plusieurs de ces inégalités sont non strictes. Par exemple, en supposant que p, ¢ et m sont des
paramétres strictement positifs, 'ensemble (de budget) des points (z;y) qui satisfait aux inégalités

pr+qy<m, x>0, y>0.

est un ensemble fermé. Cet ensemble a la forme d’un triangle, comme le montre la figure suivante

YV a

O, m/q)
px =+ qy =m

(m/p,0) X

Sa frontiére se compose des trois cotés du triangle. Chacun de ces trois cotés correspond au cas
d’égalité de chacune des inégalités non strictes.

En revanche, si on remplagait dans les trois inégalités non strictes par des inégalités strictes,

Pensemble serait ouvert. En régle générale, si g(z, y) est une fonction continue et ¢ un nombre réel,

alors les ensembles

{(@,y) 1 g(z,y) > c}, {(z,y) : g(@,y) < c} et {(z,9) : g(x,y) = ¢}

son tous fermés. Si > est remplacé par >, ou < par <, ou = par #, I’ensemble correspondant

devient ouvert.
Exemple

1.

R? et () sont les seuls ensembles ouverts et fermés.

. Une boule ouverte est une partie ouverte.
. Une boule fermée est une partie fermée.

2
3
4.
5
6

Une partie réduite & un point est fermée car on peut écrire {A} = By(A4,0).

. R? privé d’un point est un ouvert (puisque son complémentaire est ferme).

. Toute partie, définie a I’aide de fonction(s) continue(s) (par exemple un ou des polynome(s))

et par une ou des inégalités strictes est une partie ouverte.

Toute partie, définie a I’aide de fonction(s) continue(s) et par une ou des inégalités larges (ou
des égalités) est une partie fermée. En particulier :

— Tout demi-plan de R? défini par une inégalité stricte est un ouvert.

— Tout demi-plan de R? défini par une inégalité large est un fermé.

— Toute droite de R? est un fermé.

— Tout cercle de R? est un fermé.

Le produit cartésien de deux intervalles ouverts (resp. fermés) est un ouvert de R? (resp.
fermé).
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3. Sous ensembles bornés - Compacts

Une partie D de R? est une partie bornée ou un sous-ensemble borné si on peut inclure D
dans une boule (fermée ou ouverte)

Exemple Toute boule (ouverte ou fermée sont des parties bornées puisque ces sous-ensembles
sont inclus dans la boule ferrmée de méme rayon.
Exemple E =[-2,3]x]— 3,2] est un borné de R?.

Une partie D de R™ est une partie compacte ou un compact de R™ si D est un ensemble
fermé et borné.

Exemple Toute boule fermée est un compact de R™.

4. Convexe

Soit D une partie de R™.
D est une partie convexe ou un convere si D est vide ou pour tous points A et B de D, le
segment [AB] est inclus dans D

D est un convexe non vide <= V(A,B)e€ D x D, [AB] C D.

/

;1—"’,-_%

FIGURE 9.6. L’ensemble convexe est & gauche puisque pour tous points A et B de cet ensemble,
le segment [AB] est inclus dans l’ensemble tandis que 1'ensemble & droite est non convexe. En
effet il existe deux points A et B tels que le segment [AB)] ne soit pas inclus dans 1’ensemble.

Exemple Toute boule ouverte ou fermée est un convexe de R™.

5. Exercices

Ezxercice 2.1. — Représenter graphiquement les ensembles suivants dans un plan muni d’un re-
pére orthonormé. Sont-ils ouverts, fermés, ni I’'un ni Pautre? Sont-ils compacts? Sont-ils convexes?
Sont-ils bornés ?
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EQZ{(Z) € R?, 2m+y+1>0etm+2y—220}.

E3{<I>ER2,x+y>Oet —l<z<let 1§y§2}~
Yy

Ezxercice 2.2. — Un consommateur dispose de 2 biens X et Y dont les prix unitaires sont p et g.
Le revenu du consommateur est R. On suppose p > 0, ¢ > 0, R > 0 et les quantités consommées
x> 0ety>0. Quel est 'ensemble des consommations possibles 7 Montrer que cet ensemble est

convexe et borné.



CHAPITRE 3

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1. Fonctions de n variables

On appelle fonction numérique de n variables réelles, toute application f définie sur une
Z1
partie D de R™ qui a tout point M = | : | associe un unique réel f(xy,--- ,x,) ou f(M).
Ty
Exemple Considérons un panier de biens (z1, 22, ,%,), chaque article ¢ a un prix unitaire
n
pi, la valeur du panier de bien est Zpi x x; que l'on note f(xy,za, -+ ,x,). La fonction de n
i=1
variables f est le prix du panier de biens (z1,x2, -, zy).

Exemple Dans le cas ott n = 2, on peut associer & tout point du plan une altitude en métre.
C’est ce que 'on observe sur les cartes de randonnées.
Exemple On pose

ol p est le prix d’un litre de lait et m le revenu moyen d’une famille. La fonction f(m,p) est
la consommation de lait. On appelle cette fonction la fonction de Cobb Douglas. On remarque
que lorsque le prix p augmente, la consommation diminue et lorsque le revenu m augmente, la
consommation augmente.

On appelle fonction affine de R™ sur R toute application f définie par
n
f(xla" : ,.’En) = Zaixi +b7
i=1

ou les a; et b sont des réels fixés.
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2. Domaine de définition

Etant donné une fonction f de n variables, le domaine de définition de f est I’ensemble des
Z1

points M = | : | pour lesquels on peut calculer f(M) = f(x1, -, xy).

Tn

Exemple On pose

1
f(x7y) = a:——y’

Pour pouvoir calculer f, le dénominateur doit étre non nul donc le domaine de définition de f est

Df:{M:(Z>, x —y 0}

Exemple On pose

f(mvy) =V 1—$2—y2,
Pour pouvoir calculer f, 'expression sous la racine doit étre positive donc le domaine de définition
de f est

T

), 2?2 < 1)
Y

On reconnait une boule fermée de centre I'origine et de rayon 1.
Exemple On pose
f(z,y) =2z +y - 3),
Pour pouvoir calculer f, 'argument du logarithme doit étre strictement positif donc le domaine
de définition de f est
Dy ={M = (Z’) 2 +y—3>0}.

On reconnait un demi-plan.

3. Courbes de niveau

Etant donné une fonction f de n variables définie sur le domaine D de R™, soit k un réel,
la courbe de niveau k notée Cj, est I’ensemble des points M de D vérifiant f(M) = k.

“a1
Ch={M=|: | eR", MeDet f(M)=k}.

Tn

Exemple f(z,y) = 2% + y?, on note C, la courbe de niveau on a
—sic<0,C.=0
—sic=0,C.={0}
— si ¢ > 0, C. est un cercle de centre O de rayon +/c
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ana0o0
{1 I 1}
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4. Graphes

Soit f définie sur D C R™. Le graphe de f est le sous-ensemble de R™"*! défini par

Gf = {(xlv o 7$n+1) S Rn+1 (ZL']_, o 71"71) S D f(l‘l, T 7(I’l’n) = xn—i—l}-
Soit k un réel on appelle ensemble de niveau k de la fonction f le sous-ensemble de R"™
défini par

Ek:{(xla"‘ ,.’En) €R" (mlf" 7In)€D f(mla"' 7xn):k}

En dimension 2, les ensembles de niveau sont des lignes ou des courbes de niveau.

Exemple f(x,y) =z +y+4 le graphe de f est un plan affine d’équation z = z + y + 4,
Exemple f(z,y) = /1 — a2 —y?2, le graphe de f est la demi sphére supérieure de centre O de
rayon 1.

5. Continuité

Soit f une fonction définie sur D C R™. On dit que f est continue au point A € D si

Ve>0 Iy VM € D [|M — A <n=|f(M) - f(A) <e

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point de D.

f(z,y,2) = Ln(z)sin(y) + 1/ on peut écrire
f=(Lnom)(sinomy) + oz

on en déduit que f est continue sur BT x R x RT.
Soit f continue sur D fermé borné alors f est borné et admet un maximum et un minimum sur
D. Plus précisément il existe A € D et B € D tel que pour tout M € D

f(A) < (M) < f(B).

6. Exercices

Ezxercice 3.1. — Représenter, sur un méme graphique, le domaine de définition de f et les courbes
de niveau k demandées.

1. f(z,y) = zy, k quelconque.

2. f(z,y) = 89”_4:27’; , courbe de niveau pour k = 2.

2
3. flz,y) = i_:;z’ , courbe de niveau 0 et courbe de niveau —1.
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Ezxercice 3.2. — On considére la fonction réelle de deux variables f définie par
22 442
Y(z,y) € R?, f(z,y) = —".
(z,y) Fla,y) = —— )

1. Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy . Est-il ouvert? Convexe?

2. Déterminer et représenter (sur le méme graphique que pour la question précédente) la courbe
de niveau Cy, pour k = —2et k= 1.



CHAPITRE 4

DERIVEE PARTIELLE PREMIERE

1. Définitions

Par souci de clarté, nous traitons ce chapitre pour des fonctions & deux variables.

Définition 4.1 — Application partielles

Soit f une application définie sur un domaine D de R? et A = (wo) un point de D. On
Yo
note

I={z€eR, (;) €D}et J={y€eR, (i;}) e D}.
0
On associe a f deux applications partielles f1 et fo définies par

Vo el afl(z) = f(xayO) et Vy € J7 f2(y) = f(x()ay)'

Remarque Ces deux applications partielles sont des fonctions & une variables.
Exemple Soit la fonction f définie sur R? par

v (i) eR?, f(z,y) =2 +y.

1
On pose A = ( 1), les applications partielles sont définies sur R

Va 6R7 fl(x) = 1’2-’-1, et vy € R7 fQ(y) = 1+y
Les applications partielles dépendent du point A choisi.

Exemple Soient f(z,y) = 22y> et My = (20, y0). La fonction f est définie sur R%. Considérons
les fonctions partielles de f au point My

file)=2"ys et faly) =25 y>.
Les fonctions f; et fo sont des polynémes donc dérivables sur R et on a :
film) =2zy3,  foly) =3x5y”

Les dérivées des applications partielles sont appelés dérivées partielles premiéres de f au point
A. Nous avons donc la définition
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Soit f une application définie sur un domaine D de R?, U un ouvert inclus dans D et

A= <zo) un point de U. Alors les applications partielles f; et fo sont définies sur des
0

ouverts I et J de R. De plus si f; est dérivable en z¢, alors on dit que f admet une dérivée
partielle premiére en A par rapport a la variable x et on note

of /
—(z = fi(zg).
=L (w0,0) = i (o)
si fo est dérivable en g, alors on dit que f admet une dérivée partielle premiére en A par

rapport a la variable y et on note

Z—Z(%, Yo) = fﬁ(xo)-

Exemple
2
o f(x,y):yez .
7f(x177$n):x1mn+xl++xn

Si les deux dérivées partielles premiéres de f existent au point A = (zo) , on appelle
0

gradient de f au point A le vecteur de R? défini par :

9 Zo, Yo
Vf(A) = Vf(xo,y0) = (%E 4 ;) :

Le symbole "V" se prononce "nabla".

Notation Notations de Monge : p= %(.’Eo,yo), q= g—gj(mo,yo).

Les notations (p,q) de Monge sont pratiques mais ambigiies car elles désignent les dérivées
partielles premiéres en un point sans préciser explicitement le point concerné.

Soit f une application définie sur un domaine D de R?, U un ouvert inclus dans D. Si les

deux dérivées partielles premiéres de f existent en tout point A = (:v) de U, on définit les
Y

applications suivantes de U dans R :

of of

— : (z,y) = =—(x

@y L),

of

0
— la fonction dérivée partielle premiére par rapport a y : o Dz, y) 8—5(3:, Y).

— la fonction dérivée partielle premiére par rapport a x:

Exemple Soient f(z,y) =y e’ avec D ¢ =dR?*=U. On dérive f par rapport & x en considérant
y comme une constante, et on trouve :
of

z2
5p BY) = 2aye”.
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De méme, on dérive f par rapport a y en considérant x comme une constante, et on trouve :

af g2
@(xay)_e .

2. Fonctions de classe C!
Définition 4.5 — Fonction de classe C!

On dit que f est de classe C' sur un ouvert U, si les deux fonctions dérivées partielles
premiéres de f existent et sont continues sur U.

Exemple Les fonctions polynémes de deux variables, donc en particulier les fonctions affines et
les projections, sont de classe C! sur R2. et les fractions rationnelles (c’est-a-dire les quotients de
deux polynomes) sont de classe O sur le sous-ensemble de R? oil leur dénominateur ne s’annule
pas.

Exemple Soit la fonction

flzy) =a¥ =ev "
Alors
D = {(z,y) € R* | z > 0} =]0, +oo[xR

est un ouvert comme produit cartésien d’intervalles ouverts.

3. Développement limité d’ordre 1
3.1. Pour une fonction d’une variable. —

8.1.1. Le développement limité a ’ordre 1. — On considére une fonction d’une variable définie sur
un intervalle ouvert I et dérivable en = a ol a est un réel de I. Cela signifie que

lim f(m) B f(a) — f’(a).

z—a r—a

Cette égalité peut encore s’écrire

f(z) ~ fa) = f'(a) + ¢(x — a) ou lim e¢(z —a) = 0.

r—a T—a

En multipliant par z — a on obtient
f(@) = fa) + (z —a)f'(a) + (z — a)e(z — a).
ce qui est 'expression du développement limité de f en a.

1. Pour x au voisinage de a :

flz) = fla) + (x—a)f'(a) +(z—a)e(z —a)
———
fonction polynomiale de degré 1 e

2. Pour h = x — a proche de 0 :

fla+h) = f(a) +hf'(a) +he(h)
—_— ~
fonction polynomiale de degré 1 PRt

Exemple Ecrire le développement limité & ordre 1 de f : 2 — e® en 1.

On a
f(1)=e' =e, et puisque f'(z) = e” donc f'(1) =e' =e.
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Pour tout réel x, on a :

On en déduit donc que :

VreR, e*=e+(z—1)e+(x—1)e(x—1)

Cette égalité est vraie pour tout réel x mais son intérét est lorsque x est proche de 1.
Exemple Ecrire le développement limité 4 'ordre 1 de f : o +— In(z) en 3.

On a
f(3) =1In(3) et puisque f'(z) = % donc f'(3) = %

Pour tout réel z > 0, on a :

On en déduit donc que :

¥z € RY, In(z) = In(3) + (& — 3)% +(z—3)e(z—3)

—0
r—3

8.1.2. Approximation affine et calcul approché. — On considére une fonction d’une variable définie
sur un intervalle ouvert I et dérivable en x = a ol a est un réel de I. Le DLy de f en a s’écrit
(pour h proche de 0) :

fla+h)= f(a)+hf(a)+he(h)

~~
—0
h—0
Donc l’approximation affine de f en a s’écrit :
‘Pour h proche de 0 : fla+h) :f(a)—l—hf'(a)‘

Remarque Pour de petites valeurs de h, on peut utiliser cette approximation affine pour faire
des calculs approchés sans calculatrice.

Exemple Déterminer une valeur approchée de 1.027 sans utiliser la calculatrice.

fioxr——aTest Ctsur R, et f/: 2+ 725 Onadonc f(1)=1"=1,et f/(1) =7x 15 =7.
Donc si h est proche de 0, on a :

F(+h)~ f(1)+hf'(1) cadque f(14+h)~1+7h

On en déduit :

1.027 £(1.02)
f(1+0.02)
147 x0.02

140.14

On peut vérifier a la calculatrice que 1.027 ~ 1.149.

R

12

12
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3.1.3. Lien avec la tangente. — Le DL, de f en a s’écrit, pour = proche de a :
flx) = fla)+ (z —a)f'(a) +(x —a)e(z —a)
——

fonction affine (=de degré 1) e

la plus proche de f au voisinage de a

Cette fonction affine a pour courbe la droite d’équation y = f(a) + (z — a)f'(a). 1l s’agit de la
tangente a la courbe de f au point d’abscisse a.

3.2. Pour une fonction de 2 variables. — On a

Définition 4.6 — Développement limité a 1’ordre 1
Soit f une fonction définie sur U ouvert de R? et A € U. On dit que f admet un
développement limité d’ordre 1 en A si il existe un réel by et un vecteur b de R? b = (by, by),

tel pour tout vecteur h= (Z) € R2 avec A+ h € D on ait

F(A+h) = bo +bih + bok + ||| e(h) = bo + (R, B) + [|Al| e(R),

ol € est une fonction définie sur E = {h € R2 A+ h € U} continue en O avec €(0) = 0.
La quantité ||h|| e(h) s’appelle le reste du DL.

Théoréme 4.7

Soit f une fonction de classe C* sur U ouvert de R? , alors f posséde un DL d’ordre 1 en
tout point A de U.
De plus pour tout point A de U, soit E = {h € R? A+ h € U}, il existe une fonction e

définie sur E continue en O avec €(0) = 0 telle que Vh = <Z> ek

9f of

hsl () ) k) = £(4) + (VA7) + Il ().

F(A+R) = f(A)+

Ce dl est unique.

(A )—i—k

Il y a deux écritures pour un développement limité

1. Pour (z,y) proche de (zo, o) :

>|($—$my—m)
—_————

—0
(z,y)=(w0,90)

flx,y) = f(xo,v0) +p(x —20) + q(y — yo0) + ||(

fonction affine (2 variables)

Y=Y

reste d’ordre 1

2. Pour (h,k) = (v — 0,y — yo) proche de (0,0), alors :

Fan+ b+ k) = v+ ot gt + 11 () 11 elh b

(h,k)*;?0,0)

reste d’ordre 1
Exemple
— f(z,y,2) = zLn(xy3) + 2%(x + y) on a
J(A+h, 14k 241) =8+ 6h+ 10k + 8l + reste
— calcul approchée de (1,01)%® on utilise f(z,y) = 2¥ et on se place en (1,1).

FA+h14+k) =1+h
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3.2.1. Approximation affine. — On a

Définition 4.8 — Approximation affine

Si f admet un dl d’ordre 1 au point A de U ouvert de R? on appelle approximation affine
de f au point A la fonction affine f, définie par

; e
le graphe de cette fonction est un hyperplan affine tangent au graphe en (4, f(A)).

Exemple Calculer une valeur approchée sans calculatrice de 1/3.92 x 1.01.
Soit f : (z,y) — /TY.

> <
(I,y)eDf<:>$yZO<:>{x 0 {x—o

y=>0 y<0

Dy n’est pas ouvert, on se place donc sur le plus grand ouvert inclus dans Dy, c’est :

0 z <0
_ R2 x >
“ %Lwe /{y>0 Ou{y<0}

V¥

FIGURE 1. Domaine de définition de f(z,y) = \/zy en gris

*

v : (z,y) — zy est polynomiale donc C*! sur U. De plus, si (z,y) € U, v(z,y) = zy € R%.
Or t —> v/t est C1 sur R%.

Donc par composition, f est C! sur U. Si (z,y) € U, on a :

,1),on a:
4,1)=Vadx1=4=2
1 1
T 2yAx1 2x2
4 4

* = = =
1= 9 /Ix1 2x2

En
*

=

*

3
N
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Pour (h, k) proche de (0,0), on a donc :
fA+h1+k) =~ f(4,1)+ph+qk
1
~ 24 -h+k
+ht
On en déduit :
V302 x1.01 = f(3.92,1.01)
f(4—-0.08,1+0.01)
1
2+ 4 % (~008) +0.01
~ 2-0.0240.01
~ 1.99

On peut vérifier a la calculatrice que +/3.92 x 1.01 ~ 1.98977.

1

4. Plan tangent

Le graphe d’une fonction & deux variables est une surface Sy, on ne peut donc pas parler de
tangente, mais de plan tangent P en un point M (xo,yo, f(zo,y0)) : il s’agit d’un plan qui
"colle la surface" en ce point.

Si le plan n’est pas vertical, son équation peut s’écrire sous la forme z = Az + By + C, ou
(z,y) — Az + By + C est la fonction affine (en 2 variables) qui approche le mieux la fonction f
au voisinage de (xg,yo)-

Plan tangent

z=f(xy)

Le graphique de z = f(x, y) et le plan tangent en P

Figure 2. Plan tangent
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e Le début du DL écrit sous la premiére forme permet donc d’obtenir une équation du plan
tangent. Plus précisément, si le DL est :
r — X
)1 st = 0,y - m)
Y—%Yo —

—
(z,y) = (z0,y0)

F(,9) = (o, o) + pl — 20) + ay — o) + | (

Alors le plan tangent a la surface de f en (xo,yo, f(z0,y0)) a pour équation :

== F(wo,90) +p(x —x0) +aly — ) |

Exemple On reprend f : (x,y) — 522y — 32y? + 1 (cf plus haut). On a montré que le DL; en
(1,2) était :
fA+h,24k)=-1+8h—Tk+||(h, k)| e(h,k)
——

—0
(h,k)—(0,0)
Le plan P tangent a la surface représentative de f en (1,2, f(1,2)) est :

P:z= —-148(zx—-1)—"7(y—2)

on a remplacé h par x — 1
et k par y — 2

On en déduit donc que P : z = —1 4 8x — 8 — Ty + 14, soit encore que P : z = 8x — Ty + 5.

4.1. Tangente a une ligne de niveau. — La courbe de niveau k (notée Cy) est 'ensemble
des antécédents de k. Autrement dit, c’est ensemble des éléments(z, y) de Dy pour lesquels on a
f(z,y) = k, c’est-a-dire pour lesquels le point de la surface Sy est d’altitude k.

On se place en (x0, yo) € Dy. Sion pose k = f(zo,0), alors le point (z,yo) est sur la ligne de
niveau k (cad Cy).

En s’aidant d’une équation du plan tangent, on peut montrer que la tangente T & la courbe de
niveau k en (g, yo) a pour équation :

|72 ple — 20) + aly — o) = 0]

ke —__ z=k

(wo,y0) =k

FIGURE 3. Tangente & une ligne de niveau
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5. Exercices

FEzxercice 4.1. — On consideére les fonctions suivantes

YV €]0,400[, f(z)=2"et g(z) =2 —1+ In(z).
1. Calculer les dérivées de f et de g.
2. Ecrire les DL ‘a l'ordre 1 pour les fonctions f et g au voisinage de 1.
3. On consideére la fonction ¢ définie sur |0, 1{U]1, +o00[ par

flz)—1 ¥ —1

o) = L= .
g(x) x—1+In(x)

. Montrer que ¢(z) admet une limite lorsque z tend vers 1.

Ezxercice 4.2. — On considére les fonctions suivantes
fi(w,y) =% + 2097 =2, falw,y) = 2, folw,y) = n(— o), falw,y) = (y+2)"*".
T+y 2+ 32

1. Déterminer et représenter les domaines de définition des fonction ci-dessus.

2. Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions définies ci-dessus.

Exercice 4.3. — On considére la fonction suivante
flwy) = ey,

1. Déterminer et représenter le domaine de définition de f.

2. Calculer les dérivées partielles premiéres de f.

3. Soit A= (0,1) et B = (1,2), déterminer les vecteurs gradients V f(A) et V f(B).

4. “Ecrire le DL a l'ordre 1 de f au voisinage du point A = (0, 1).

5. Déterminer I’approximation affine de f au voisinage du point A.

6. Déterminer 1’équation du plan tangent a la surface représentative de f au point (0,1, f(0,1)).
Exercice 4.4. — Calculer les valeurs approchées des expressions suivantes et comparer 4 la valeur
donnée

1. (1.02)39%1 ~ 1.061418.
2. In(1.02 x 0.9) ~ —009555.

Ezercice 4.5. — Soit D = {(z,y) € R?, x >0, y > 0}. On admet que D est ouvert. On
considére la fonction d’utilité U définie sur D par :

229>

z+y’

ol = et y désignent les quantités consommeées des deux biens X et Y . On admet que U est de
classe C! sur D. On supose que zg = 4 et yo = 2. Déterminer I’équation de la tangente au point

Y(z,y) € D, Ul(zx,y) =

(z0,Y0) & la courbe de niveau passant par (zo, yo)-

Exercice 4.6. — Déterminer 'approximation affine des fonctions suivantes aux points indiqués:
1. f(z,y) = 1i;yry au voisinage de (1,0) et (0,0)..

2. g(x,y) = ze® ~¥" au voisinage de (1,1)..



CHAPITRE 5

DERIVEE PARTIELLE SECONDE

1. Fonctions dérivées partielles secondes

On peut se demander si les fonctions % et ?Ti admettent a leur tour des fonctions dérivées
partielles. Si c’est le cas, on définit ainsi les fonctions dérivées partielles secondes.

Définition 5.1

Soit f une application définie sur un domaine D de R?, U un ouvert inclus dans D. Si les

fonctions dérivées partielles premiéres % et g—i existent et admettent des fonctions dérivées

partielles sur U ces dérivées partielles sont appelées fonctions dérivées partielles secondes
de f sur U, et notées :

02 o /0 02 o /0
87;20 - %(85) Byafx - j(@%)
2ol ZL- L)
oy? Oy \ dy 0x0dy Ox \ Oy

Remarque Si les dérivées partielles secondes de f existent en tout point M de U, a partir d’une
fonction f de deux variables, on peut donc définir quatre fonctions dérivées partielles secondes.
Exemple Soit f(x,y) = ye“"z, on trouve :

o O
" Oxdy

P
(z,y) =2z€" et a—yQ(x,y):O.

>*f 2 2
Soz(my) =2ye” +datye”,

L’égalité entre les dérivées partielles secondes "croisées" est vraie sous certaines hypothéses
On dispose ces 4 dérivées partielles dans un tableau appelé matrice.

Définition 5.2 — Matrice hessienne

Si f admet des dérivées partielles secondes au point My = (x0,y0) on appelle matrice
hessienne de f au point My = (2, yo) la matrice :
0% f 0% f
— M,
) 8m2( ) 8y8x( o)
D f(Mo) = o o
M, — (M,
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On obtient pour 'exemple :

2

2ye“’2—|—4x2yew2 2xe” 6e 2e
2 2
D f(z,y) = et D7f(1,1)=

2

2xe” 0 2e 0

2. Fonctions de classe C2

Définition 5.3 — Fonctions de classe C?

On dit que f est de classe C? sur U si f admet des fonctions dérivées partielles secondes
sur U et si les toutes les fonctions dérivées partielles secondes de f sont continues sur U.

Théoréme 5.4 — Théoréme de Schwarz

Si f est de classe C? sur un ouvert U de R? alors on a sur U :
*f  9f
oydx  Oxdy

Dans le cas n = 2, on utilise les notations de Monge

2 F . f oy
r= .z A s_ayax( )_axay( ), _8y2(A)

v2f(A)=(Z ‘z)

Exemple les fonction polynémes sont de classe C2 sur R™ ainsi que les fractions rationnelles sur
tout ouvert inclus dans le domaine de définition.

3. Développement limité d’ordre 2
3.1. Pour une fonction d’une variable. —

8.1.1. Le développement limité a l’ordre 2. — On considére une fonction d’une variable définie
sur un intervalle ouvert I et de classe C? sur I, on suppose cette deux fois dérivable en = = a, le
développement limité de f en x = a a 'ordre 2 est

Ecriture A - Pour z au voisinage de a :

(@) = f(@)+ (@ —a)f'(@) + =(z — a)2f"(a) +(z —a)?<(z — a)

2 ———
—0
fonction polynomiale de degré 2 Ta
Ecriture B - Pour h = 2 — a proche de 0 :
1
fla+h) = fla)+hf(a)+sh2f"(a)  +h?<(h)
2 —~~
—0
fonction polynomiale de degré 2 h=0

e Exemple 1 - Ecrire le développement limité a 'ordre 2 de f : 2 — e en 1.

On a:

x f(l)y=e'=¢

*x f'(x) =e®* donc f'(1) =el =e
*x f"(x) = e® donc f'(1) =el =¢
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Pour x proche de 1, on a :

x—1

On en déduit donc que :

f(CL‘):e-i-(.%‘—1)6+§($—1)2+($—1>25($—1)

—0
rz—1

e Exemple 2 - Ecrire le développement limité & I'ordre 1 de f : 2 — In(x) en 3.

Ona:

« F3) = In(3)

* fl(x) = - donc f'(3) =
* f"(z) = ;—21 donc f(3) = —

Pour z proche de 3, on a :

Wl

1 1
- — —(x -3+ (z—3)*e(x - 3)
3 18 _
—0
r—3
8.1.2. Position de la courbe par rapport a la tangente. — On considére une fonction qui admet
un développement limité a 'ordre 2. On étudie la position de la courbe par rapport a la tangente

en r = a et lorsque x est proche de a. On étudie donc la différence
A= f(z) = (f(a) + fla)(z — a).

en utilisant le développement limité & 'ordre 2, on a

A= 1(z —a)?f"(a) + (x — a)?e(x — a), avec lim e(x —a) = 0.

2 z—a
On en déduit que
— si f"(a) > 0, alors A est strictement positif pour x proche de a. Dans ce cas la courbe de f
est au dessus de sa tangente.
— si f”(a) < 0, alors A est strictement négatif pour z proche de a. Dans ce cas la courbe de
f est au dessous de sa tangente.

3.2. Pour une fonction de 2 variables. — On a

Définition 5.5

Une fonction f de classe C? sur U ouvert de R? posséde un développement limité d’ordre 2
en tout point A de U c’est-a-dire il existe une fonction € définie sur £ = {h € R? A+h € U},

= h
continue en 0 avec €(0) = 0 et telle que pour tout h = (k) ek

FCA+R) = F(A) +(VF(A), F) + 5(rh? + 25 hk -+ 047) + IR <(F).

Ce dL est unique.

On peut écrire de deux maniéres un développement limité
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Ecriture A - On définitit la forme quadratique Q(X,Y) = X2 4+ 2sXY +tY?, ou, 7,5 et
sont définies par la notation de Monge.
Pour (x,y) proche de (xo, ) :

1 Tr—z
Fe9) = fanan) + plo = a0) +aly = w) + 5@ —any—30) + 11 (272 [Pela = a0~ )
— —_——
- - —_——
fonction (2 variables) (I,y):é)myo)

Ecriture B - Pour (h,k) = (z — 9,y — yo) proche de (0,0), alors :

1 h
oot b +8) = Jlooig) +ph+ak + 3000 + 11 (1) 12 20 b
——
—0
(h,k)—(0,0)

Exemple Ecrire le DLy de f : (z,y) — 522y — 3zy% + 1 en (1,2).

f est polynomiale donc C* sur R? (ouvert). Si (z,y) € R?, on a:
p = 10zy — 3y° q = 5% — 6xy
et
r =10z, s =10x — 6y, t = —6x.

En (1,2), on a donc :
— f(1,2) =5x12x2-3x1x224+1=10-12+1=—1
— p=10x1x2-3x22=20-12=8
— qg=5x12—6x1x2=5-12=-7
— r=10,s=—-2et t =6.
Pour (h, k) proche de (0,0), on a :

1 h
P20 = 0.2 4 ph ok 3@ () I b
2 k N
—0
(h,k)—(0,0)
Soit donc :
f(L+h,2+k)=—1+8h— Tk + 5h* — 2hk + 3k* + || (h) 112 e(h, k)
k —_
—0
(h,k)—(0,0)

Exemple f(z,y) = yeo’

4. Position par rapport au plan tangent

On considére une fonction qui admet un développement limité a 'ordre 2 au point A. On étudie
la position du graphe par rapport au plan tangent en A et lorsque M = (x,y) est proche de
A = (z0,yo). On étudie donc la différence

A= f(z,y) — (p(x — z0) + q(y — y0))-

en utilisant le développement limité & 'ordre 2, on a

1 r—x
A= 50— soy =)+ + 11 (272 Pelo = a0 = )
| ——

—0
(z,y)—=(z0,y0)

1l s’agit donc d’étudier le signe de la forme quadratique Q(z — g,y — yo). On note que ’étude
de signe de la forme quadratique

Q(x —x0,y —yo) = r(z — 20)* + 25(x — 20)(y — y0) + t(y — yo)?,

est équivalent & étudier le signe du déterminant la matrice hessienne, soit 7t — s2.
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Proposition 5.6

On a

— sirt—s>>0etr >0 out >0, alors, pour M = (x,y) proche du point A = (z0,yo),
A est positif. Dans ce cas, le graphe de f est au-dessus du plan tangent,

— sirt—s2>0etr <0 out<O0, alors, pour M proche du point A, A(M) est négatif.
Dans ce cas, le graphe de [ est au-dessous du plan tangent,

— sirt—s% <0, alors A(M) change de signe lorsque M est proche de A. Dans ce cas,
le graphe de f traverse le plan tangent,

— sirt —s? =0, alors on ne peut pas conclure.

e Exemple 3 - On considére la fonction définie sur R? par
V(z,y) € R?, f(a,y) =2 +y%
En tant que fonction polynémiale, la fonction f est de classe C? sur R? et on a
2x 2 0
v R? = t D? = :
(z,y) €R®, Vf(z,y) (Qy) et D*f(x,y) (0 2)
On se place au point A = (1,1), le développement limité de f en A est

z—1
fla) =2+ 2= 142 = D+ =02+ - 07+ 1L (0] IPele =Ly =1)
— —_————
—0
(z,y)—(1,1)

Une équation du plan tangent en A est z = 2 4+ 2(x — 1) + 2(y — 1), soit z = 2z + 2y — 2. Pour
étudier la position du graphe de f, par rapport au plan tangent en A, on étudie le signe de

1
)I2 xe(x—1y—1)
—_—

.
Yo € B M) = (=102 + - 107+ (0]
—0
(w,y)—(1,1)

Cette expression est positive lorsque (x,y) est proche de (1,1), donc le graphe est au-dessus du
plan tangent en A.

On aurait pu obtenir ce résultat directement en appliquant la régle rt —s> =4 > 0etr =2 >0,
d’ou le résultat.

FIGURE 1. Plan tangent P au graphe de f(x,y) = 2 + y? au point A = (1,1).
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5. Exercices

Exercice 5.1. — On définit les fonctions

2 2 z® +y
fl(:c,y):yln(:c), f2(177y):$y, fg(x,y):3x +4$y73y, f4(£l?,y): .

Ty

1. Déterminer les domaines de définition des fonctions ci-dessus

2. Calculer les dérivée partielles secondes des fonctions ci-dessus.

Ezxercice 5.2. — On définit les fonctions
filz.y) = 2%y +3ey +y"), folz,y) =In(1+22+3y) fa(z,y) =2’ — ye".

1. Déterminer les domaines de définition des fonctions ci-dessus

2. Ecrire le développement limité a 'orde 2 au voisinage du point M7 = (1,2) pour fi, du point
My = (0,0) pour f5 et du point M3 = (0,0) pour fs.

3. En déduire I’équation du plan tangent a la surface S; représentative de f; au point (M;, f(M;))
pour ¢ = 1,2 3.

4. Pour les fonctions f; et f3, préciser la position de la durface par rapport au plan tangent au
voisinage de M;. Peut-on répondre & cette question pour fs.
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FONCTIONS CONVEXES OU CONCAVES DE DEUX VARIABLES

1. Définition

Définition 6.1 — Fonction convexe

Soit f une fonction défini sur un domaine D de R2. Soit C' un ensemble convexe de R?
inclus dans D. On dit que f est convexe sur C' si pour tous points A et B du graphe de f,
le segment [AB] est au dessus du graphe :

V(A,B) € G2, Yt e [0,1], f(A+tAB) = f(tA+ (1 — 1)B) < tf(A) + (1 — t)f(B).

De méme, on dit que f est concave sur C' si pour tous points A et B du graphe de f, le
segment [AB] est en dessous du graphe :

V(A,B) € G2, Vt € [0,1], f(A+tAB) = f(tA+ (1 — )B) > tf(A) + (1 — ) f(B).

Pour démontrer qu’une fonction est convexe, nous avons deux critéres selon que f est C! ou C?
sur un ouvert U contenant C'.

Théoréme 6.2 — Critére si f est C!

Soient f une fonction de classe C* sur un ouvert U de R? et C' un ensemble convexe de
R? inclus dans U.

La fonction f est convexe sur C' si et seulement si le graphe de f est située au-dessus de
tous ses plans tangents ce qui s’exprime par

Y(z,y) € C, Y(z0,0) € C, f(x,y) > f(w0,90) + %(fﬂoayo)(af —Zo) + %(ﬂfoyyo)(l} —%)-

De méme, on dit que f concave sur C' si et seulement si le graphe de f est située au-dessous
de tous ses plans tangents.

V(z,y) € C, ¥(z0,%0) € C, f(z,y) < f(wo,v0) + %(58073/0)(90 —xo) + %(50073/0)(1/ —%)-

Remarque f est concave sur C si et seulement si —f est convexe sur C.

Remarque Si dans les définitions précédentes les inégalités sont strictes pour (z,y) # (zo, %o),
on parle alors de fonctions strictement convexes sur C' ou strictement concaves sur C.

Exemple La fonction affine f(x,y) = ax+by+c est a la fois convexe et concave sur R2. En effet,
le graphe de f est le plan d’équation : z = ax+by+c qui est confondu avec tous ses plans tangents.
Donc les fonctions affines vérifient a la fois I'inégalité de convexité et 'inégalité de concavité .
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On caractérise les fonctions convexes ou concaves d’une variable sur un intervalle & 'aide du
signe de la dérivée seconde sur cet intervalle. Pour les fonctions de deux variables, le signe de la
dérivée seconde est remplacé par le signe de la forme quadratique associée & la matrice hessienne.

Théoréme 6.3 — Critére pour les fonctions de classe C?

Soient f une fonction de classe C? sur un ouvert U et C un ensemble convexe de R?
inclus dans U. Pour tout (x,y) € C, notons

ew
Diay=| 2% (7 7)
’ >’f f t
920y (2,9) Tyz(x,y)
Alors :
— Si
V(z,y) €C, rt —s>>0et (r>0ett> 0) alors f est convexe sur C.
— Si

Y(z,y) €C, 1t — s> >0et (r <0ett <0) alors f est concave sur C.

— S’il existe (z,y) € C tel que 1t — s < 0 au point (z,y) alors f n'est ni conveze, ni
concave sur C.

Remarque Sil'onaV(xz,y) € C,r=0,s=0ett=0alors f est affine donc convexe et concave.

Attention Les notations r, s et ¢ désignent les valeurs des dérivées partielles secondes de f en
un point (x,%) quelconque de C' donc I'expression rt — s> dépend en général des variables z
et y et par suite I’étude du signe n’est pas toujours aisée.

1
Exemple Soit la fonction f(z,y) = — sur 'ensemble Dy = {(x,y) € R?| 2y # 0} qui est ouvert.
Ty

La fonction f est une fraction rationnelle donc de classe C? sur Dy qui est un ensemble ouvert.
On a

1 - 2
—— et t=—,
23y 2292 zy3

et donc 1t — 52 = 3/(z*y*) > 0.
Puisque Dy n’est pas convexe, nous devons considérer les quatre sous-ensembles suivants de Dy
qui sont convexes (comme intersections de demi-plans) :

Clz{(x,y)ERQ ,x>0ety>0} ethz{(x,y)GRz,x<Oety>O}

C3={(z,y) €R? ,x<0ety<0}etCy={(x,y) €R? ,x>0ety<0}

On déduit que f est convexe sur Cy et sur C, et que f est concave sur Cs et Cy.

Exemple
— Si f(z,y) = 22% + 3zy + 2y? alors on montre que la fonction f est convexe sur R2.
— Si g(z,y) = =322 + 32y — y? alors on montre que la fonction g est concave sur R2.
— Si h(z,y) = 202 + 3zy + y? alors on montre que h n’est ni convexe, ni concave sur R2.

2. Propriétés des fonctions convexes ou concaves

Proposition 6.4 — Combinaison linéaire a coefficients positifs

Si f et g sont convezes (resp. concaves) sur C C R?, si o et 3 sont des réels positifs alors
af + Bg est convezxe (resp. concave) sur C .
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3
Exemple Soient la fonction h(z,y) = - + 5 (222 + 3zy + 25°) et 'ensemble

C={(x,y) €R?|z>0ety >0}

L’ensemble C est bien convexe. De plus la fonction f(x,y) = 1/(xy) est convexe sur C. La
fonction g(z,y) = 222 + 3zy + 232 est convexe sur R? donc sur C. Comme h =3 f +5g, (3 > 0,
5 > 0) on déduit que h est convexe sur C.

Exemple La fonction f(z,y) = e* + y? est convexe sur R?, et la fonction f(z,y) = In(z) — 1/y
est concave sur C' =]0, +00[x]0, +00[.

Proposition 6.5 — Composition

Soit g convexe (resp. concave) sur C convere de R?. Soit f : I C R — R convere
(resp.concave) croissante sur I, telle que f o g soit définie sur C.
Alors f o g est convexe (resp. concave) sur C.

Exemple Soit h(z,y) = (22 + y?) + exp(z? + y?). Montrons que h est convexe sur R2.
U

2
).
En effet posons g(z,y) = 22 + y? et f(u) = u + exp(u). La fonction g est convexe sur R?. La
fonction f est convexe sur R car : Yu € R, f'(u) =1+ exp(u) > 0 et f’(u) = exp(u) > 0.
Ainsi h = f o g est convexe sur R?
Remarque Ce résultat est souvent appliqué avec g égale a ’exponentielle qui est convexe et
croissante sur R. On a donc

1. Si g convexe sur C' alors e9 convexe sur C' .
2. Sig >0 et siln(g) convexe sur C alors g convexe sur C.
3. Sig>0,h>0,In(g) et In(h) convexes sur C alors gh est convexe sur C.

Exemple

— Soit la fonction fi(x,y) = 62952"’37”/‘*‘2‘”27 posons g(x,y) = 222 + 32y + 2y>. La fonction g est
convexe sur R Donc f; est convexe sur R2.

— Soit maintenant fo(x,y) = (22 + y? + 1)2 posons g(z,y) = 22 + y? + 1 alors g est convexe
sur R? et strictement positive. On en déduit que f» est convexe sur R2.

— Prenons f3(z,y) = Iiy, posons g(z,y) = 1/x et h(z,y) = 1/y. Les fonctions g et h sont
strictement positives sur C; = {(z,y) € R? |z >0 et y > 0}.

On a In(g(z,y)) = —In(z) et In(h(x,y)) = —In(y). Ces deux derniéres fonctions sont

convexes sur C7. Alors on en déduit que f3 est convexe sur Cf.

3. Exercices
Ezxercice 6.1. — On définit les fonctions f et g par
flay) =2t +y', g(z,y) = (z —y)*

1. Montrer que les fonctions f et g sont convexes sur R2.

2. On pose h = f — g. Montrer que la fonction h n’est ni convexe ni concave sur R2.
Ezxercice 6.2. — On définit la fonction f

flz,y) =In(1 + 22 + 3y).
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est concave sur son domaine de définition.

3. En déduire la position de la surface S représentative de f par rapport a ses plans tangents. .
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Ezxercice 6.3. — On définit la fonction f
1 -2y

flx,y) = Tty

1. Déterminer le domaine de définition de f. Est-il convexe ?

2. Etudier la convexité ou la concavité de f sur C; = {(x,y) € R?, z +y > 0}, puis sur
Co = {(z,y) € R, z+y <0},

3. On définit maintenant la fonction g par :

1—xy

T+y

Etudier la convexité (ou la concavité de g sur son domaine de définition qui est ouvert. .

g(x,y) = —In(z +y).

Ezercice 6.4. — On définit la fonction f

65w2 7wy+y2

flz,y) =

1. Déterminer le domaine de définition de f. Est-il convexe ?

2y

2. Montrer que f est convexe sur C' = {(z,y) € R?, z >0, y > 0}. On admet que C est un
ouvert. Penser au logarithme.

3. On définit maintenant la fonction g par :

65w2—wy+y2

g(z,y) = +((x+y)”+1)%

3y
Montrer que g est convexe sur C. .

Ezxercice 6.5. — FEtudier la convexité ou la concavité des fonctions suivantes sur les ensembles
indiqués qui sont tous des ouverts :

1. f(z,y) =23 + 3In(y) — 2e*HY sur U = {(x,y) € R?, >0, y>0}.

2. g(z,y) = 22 + y* sur R%

3. h(z,y) =2z + 3y sur V = {(z,y) € R?, 2z + 3y > 0}. .

Comparer U avec Dy et V avec Dy,.
Ezercice 6.6. — On définit la fonction f

fla,y) = e Ty =2

On admet que f est de classe C? sur R2.

1. Calculer les dérivées partielles de f a l'ordre 1 puis a 'ordre 2 en un point (z,y) arbitraire
de R2.

2. Calculer D?f(0,1) et en déduire la convexité de la fonction f.

3. Déterminer le développement limité de f a l'ordre 2 au point A = (0, 1).

4. Déterminer ’équation du plan tangent au point A et sa position au voisinage de ce point par

rapport a la courbe représentative de f.
Ezercice 6.7. — On définit la fonction f
f(z,y) = (y—1)In(y — 1) —In(z) + 2° — zy + 2y° — Ty — 3/2z + 3.

1. Donner Dy , le domaine de définition de f et faire un dessin de cet ensemble. On précisera
bien si les bords appartienent ou pas & I’ensemble.
L’ensemble D¢ est-il convexe ?
On admet que f est de classe C? sur Dy .

Montrer que la fonction ¢ : u — uln(u) est convexe sur son ensemble de définition.

DA

En déduire la convexité de f sur Dy.
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EXTREMA LIBRES POUR DEUX VARIABLES

1. Extremum

Définition 7.1 — Extremum

Soit f une fonction définie sur D ouvert de R? et A € D. On dit que f présente un
maximum local sur D en A si il existe une boule ouverte de centre A de rayon r > 0 incluse
dans D telle que pour tout point M ce cette boule, f(M) < f(A). On définit de méme un

minimum local. On dit que f présente un maximum global sur D en A si pour tout point
M de D f(M) < f(A). On définit de méme un minimum global.

Nous étudions les extrema, s’ils existent, des fonctions de deux variables sur un ouvert. Il s’agit
de 'optimisation dite sans contrainte ou libre.

2. Conditions nécessaires ou conditions du premier ordre

Théoréme 7.2

On suppose que f admet en tout point de U des dérivées partielles du premier ordre.
Si f présente un extremum (local ou global) sur louvert U en (Z,y) alors :

0 7]
Vi@n) =00 < Z@n=5@n=0,

ot Vf est le gradient de f

Définition 7.3

On appelle point critique ou point stationnaire de f tout point ou le gradient est nul.

Exemple Soit f(z,y) = 22 + 3?. La fonction f est de classe C! sur R%. On a

V(@) = (;Z) - (8) — z—y=0.

On a donc un seul point critique 0 Par ailleurs V (z,y) € R?, f(z,y) > 0, on en déduit que (0,0)
donne un minimum (global) pour f sur R?.

Exemple Soit ensemble U = {(z,y) € R?|1 — z? — y*> > 0}. La fonction

f(@y) = V1—a?—y?

est de classe C! sur U
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On a

et f(0,0) =1. Or, V(z,y) € U, f(z,y) <1, on en déduit que (0,0) donne un maximum (global)
pour f sur U .
Exemple

Soit la fonction f(z,y) = x? — y?. La fonction f est de classe C! sur R2.

On a Vf(x,y) = (2z,—2y) = (0,0) <= z =y = 0. f(0,0) =0. Pour  # 0 on a f(z,0) = 2% >
0, et pour y # 0 on a f(0,y) = —y*> < 0. Suivant les directions prises pour aller vers (0,0), on
rencontre en ce point soit un minimum, soit un maximum pour f.

La fonction f n’admet ni maximum, ni un minimum en (0, 0).

On en conclut que les points critiques peuvent encore étre des extrema mais la propriété
d’annuler le gradient n’est pas suffisante.

Définition 7.4

Si (Z,9) est un point critique qui ne donne ni un maximum local, ni un minimum local,
pour f sur U , on dit que f présente un point selle ou point col en (Z, 7).

Remarque L’hypothése U ouvert de R? est indispensable comme le montre ’exemple suivant.
Soit la fonction f(x,y) = x +y et soit U = [0,1] x [0,1]. Alors ¥V (x,y) € U, f(z,y) < 2 et
f(1,1) = 2. Ainsi f admet en (1,1) un maximum global sur U. Or, les dérivées partielles de f ne
sont pas nulles en (1,1).

3. Nature des points critiques

Il est parfois possible de faire une étude directe et conclure sur la nature des points critiques.
Exemple Soit la fonction f(z,y) = 10 + (z — y)* + (y — 1)*. La fonction f est de classe C! sur
R2. Recherchons les points critiques :

Ve = (Lo i -ap) = (o) = =00

Or f(1,1) = 10 et il est clair que V(z,y) € R?, on a f(z,y) > 10. Par suite (1,1) donne un
minimum global pour f sur R2.

Exemple Soit maintenant f(z,y) = 2% — 2. La fonction f est de classe C* sur R? . (0,0) est
le seul point critique et on étudie la différence

A= f(0+h,0+k)— f(0,0) =h* — k2.

Supposons |h| et |k| suffisamment petits. Si k= 0et h # 0, alors A = h* > 0,si h=0et k # 0,
alors A = —k? < 0. Donc Af change de signe sur tout voisinage de (0,0). Ainsi le point (0,0)
donne un point col.

Par contre si ’étude directe n’est pas possible, on peut étudier la nature locale de 'extremum.
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Théoréme 7.5 — Condition suffisante d’extremum local ou condition du second
ordre

Soit f une fonction de classe C* définie sur U ouvert de R? et soit (Z,y) € U tel que
Vf(z,g) = (0,0). Notons la matrice hessienne de f au point (Z,7) :

pran=(1 ;)

— Sirt—s?>>0cetsir>0out>0, alors f présente au point (Z,%) un minimum local
sur U

Alors on a

— Sirt—s2>0etsir <0 out <0, alors f présente au point (Z,¥) un mazimum local
sur U.
— Sirt —s% <0 alors (Z,y) est un point col pour f.

Remarque Le théoréme ne couvre pas toutes les situations, puisque si 7t — s> = 0, on ne peut
pas conclure.
Exemple Nous cherchons & optimiser la fonction f(z,y) = 2® + y3 — 3zy sur R%. La fonction f
est de classe C? sur R2.

On a

vien = (550 = (¢

o :(0><:>(x:y:0)ou($:y:1)

On obtient donc deux points critiques : A = (8) avec f(A) =0et B = (1) avec f(B) = —1.

On étudie la nature des points critiques : on obtient r = 6z, t = 6y et s = —3. Donc pour le
point A on a rt — s> = —9 < 0, ce point donne un point col ou point selle. Pour le point B on a
rt—s2=36-9=27>0etr =6 >0, ce point donne un minimum local sur R?. Ce minimum
n’est pas global sur R? car f(—1,—1) = -5 < f(B).

Exemple Pour f(x,y) = 2* — y? La fonction f est de classe C? sur R? et O = (0,0) est le seul
point critique.

On trouve r = 1222, s =0 et t = —2.

Pour le point (0,0) on a rt — s*= 0. Le théoréme ne permet pas de conclure. On revient alors
a I'étude directe pour ce cas particulier : f(0 + h,0) — £(0,0) = h* > 0. Dans ce cas la différence
est positive. Sur tout voisinage de (0,0) la différence f(0 + h,0+ k) — £(0,0) change de signe et
par suite f admet un point col en (0, 0).

4. Cas ou [ est convexe
Théoréme 7.6 — Extrema des fonctions convexes et concaves

Soient f une fonction définie sur Dy C R? et U C Dy un ensemble ouvert convere. On
suppose que f est de classe C* sur U. Soit (Z,%) € U.
— SiVf(z,y) = (0,0) et f conveze sur U alors [ présente en (Z,y) un minimum global
sur U .
— SiVf(Z,y) =(0,0) et f concave sur U alors | présente en (Z,y) un mazimum global
surU .

5. Exercices

Ezercice 7.1. — Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes sur R?. Montrer que les
extrema locaux trouvés ne sont pas des extrema globaux.

1. f(x,y) = 23 + 3zy? — 152 — 12y
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2. g(x,y) = 2> + y> — 3azy oi‘a € R. Discuter selon le signe de a.
3. h(z,y) =2 +y3 — 4y — 2.
4. k(z,y) = 23 + 292 — 2%y — .
Ezxercice 7.2. — Soit f(z,y) = 2° +y> — 3zy.
1. Donner Dy ’ensemble de définition de f
2. Déterminer les points critiques
3. Etudier la convexité de f sur Dy .
4. Optimiser f sur Dy .

Egzxercice 7.3. — Optimiser sur Dy

3

2
X
f(m,y)=3y+x2+y§—4y-

Ezercice 7.4. — On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = (2% +y?) e~®. On admet
que f est de classe C2 sur R2.

1. Trouver les extrema locaux de f sur R2.
2. Montrer que f posséde un minimum global sur R? et qu’elle ne posséde pas de maximum

global.

Ezxercice 7.5. — Une firme (en situation de monopole) produit un unique bien qui peut étre
vendu & deux clients a et b. Si la firme produit la quantité @), d’unités de bien pour le client a,
alors celui-ci est disposé a payer a payer le prix unitaire de 50 —5@Q),. Si la firme produit la quantité
Qp d’unités de bien pour le client b, alors celui-ci est disposé & payer le prix unitaire de 100 — 10Qy.
Le cotit pour la firme de produire @ unités de bien est 90 4+ 20Q).

1. Que représente la fonction II définie sur Rt x Rt par
(Qa, Qv) = Qa(50 — 5Qq) + Q5(100 — 10Qs) — (90 + 20(Qq + Qb))

2. Si la firme veut maximiser son profit, quelle quantité de bien doit-elle produire et vendre a
chaque client 7 Calculer alors le profit maximal.

Ezxercice 7.6. — Soit f(z,y) = 2> + 2y +y? + 1 —In(z +y).
1. Donner D l'ensemble de définition de f, on admet que f est de classe C?.
2. Montrer que f est convexe sur Dy .
3. Optimiser f sur Dy .
Ezercice 7.7. — Soit f(z,y) = z(In(x))? + 2y? une fonction de classe C? sur RT*.
1. Montrer que f admet 2 points critiques.

2. Etudier la nature de ces points critiques.



CHAPITRE 8

EXTREMA LIES

1. Définitions

Soit f une fonction définie et continue sur Dy C R? et a valeurs dans R. On considére un
ouvert U, U C Dy.

Soit g une fonction définie sur D, C R? et & valeurs dans R et on suppose que U C D,.

On suppose que f et g sont de classe C! sur U.

Le probléme est de déterminer les extrema de f sur U sous la contrainte g(z,y) = 0.

Posons C' = {(z,y) € U | g(x,y) = 0}, cet ensemble n’est pas un ouvert. C’est la différence avec
le chapitre précédent.

Définition 8.1

Le point A est un maximum global de f sous la contrainte C' si A € C et
VM € C, f(M) < f(A).

On peut définir de méme un minimum global sous la contrainte C' et aussi un maximum ou
minimum local de f sous la contrainte C.

2. Cas d’une liaison explicite

On dit que la liaison est explicite si on peut exprimer une des variables en fonction de 'autre.
On se raméne alors & un probléme d’extremum sans contrainte & une variable.
Exemple f(z,y) = 2% +y. Optimiser f sous la contrainte g(z,y) = 2% +y = 0.

Les fonctions f et g sont des fonctions polynémes donc de classe C? sur R2.

La contrainte s’écrit sous la forme équivalente : y = —z3. Ainsi nous posons de facon naturelle

F(z) = f(z,—2®) = 2% — 2.

Optimiser f sous la contrainte g(x,y) = 0 revient alors a optimiser F' sur R. Nous sommes
ramenés & un probléme a une variable. Or F'(x) = 22 — 3x2. La fonction F admet comme points
critiques z = 0 et = 2/3. On a F"(x) = 2 — 6z, donc F'(0) =2 > 0, F"(2/3) = -2 < 0. Par
suite F' admet sur R un minimum local en 0 et un maximum local en 2/3.

On en déduit que la fonction f admet sous la contrainte z® 4+ y = 0, un minimum local en

0= <8> de valeur f(0,0) = 0 et un maximum local en (—28//?;7> de valeur f(2/3,—-8/27) = 4/27

Tracons les courbes de niveau de f passant par chacun des extrema et la courbe représentative
G de la contrainte. La courbe C}, de niveau k, de f, est la parabole d’équation : y = —z2 + k .

Géométriquement, pour rechercher le maximum de f sous la contrainte, il nous faut
trouver la courbe de niveau k le plus élevé possible rencontrant la courbe G. Mais cette courbe
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FIGURE 1. La contrainte est la courbe rouge et trois lignes de niveaux de f sont repré-
sentées. La contrainte est tangente a la ligne de niveau Cp en 0 et a la ligne de niveau
04/27 en B.

de niveau ne peut pas couper la courbe G, car s’il en était ainsi, il existerait d’autres courbes de
niveau, de valeur plus élevée, coupant également la courbe G. En d’autres termes, la courbe de
niveau maximale doit rencontrer la courbe G sans la couper, ce qui revient a dire qu’elle doit étre
tangente a la courbe G au point correspondant au maximum. Donc, en ce point, les tangentes aux
deux courbes sont confondues. De méme pour rechercher le minimum de f sous la contrainte,
il nous faut trouver la courbe de niveau k, le moins élevé possible, tangente a la courbe G.

3. Conditions nécessaires ou conditions du premier ordre
Théoréme 8.2 — Théoréme des extréma liés

Soient f et g deux fonctions de classe C1 sur un ouvert U C R2.
Si (Z,7) est un extremum (local ou global) pour f sur U et sous la contrainte g(z,y) = 0,
alors on a g(Z,y) =0, et 'une des deux conditions suivantes est vérifiée
1. s0it Vg(z,5) #0, et INER, Vf(z,5) — AVg(z,7) =0.
On dit que (Z,y) est un point critique de premiére espéce.
On note L le lagrangien défini par

Le réel X est appelé le multiplicateur de Lagrange associé au point (Z, ).

2. soit Vg(z,7) = 0. On dit que (Z, ) est un point critique de deuxiéme espéce.

Remarque Les fonctions L et f coincident sur I’ensemble C.
Remarque
— Les points critiques vérifient toujours ¢(z, ) = 0.
— Les points critiques de deuxiéme espéce sont en plus des points critiques pour la fonction g
associée a la contrainte.
— Les points critiques de premiére espéce sont les points critiques du lagrangien et ne sont pas
des points critiques de g.
Remarque La valeur de A peut étre nulle : cela signifie qu'un point critique de f (candidat
éventuel pour l'optimisation sans contrainte) vérifie la contrainte.
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Exemple Le but est d’optimiser f(z,y) = 2 sur R? et sous la contrainte g(x,y) = 22 +y*—2 = 0.
Les fonctions f et g sont des fonctions polynémes donc de classe C? sur R? . Nous commencons
par rechercher les points critiques de seconde espéce. Ces points vérifient :
2 0 . .
22 +9y2—-2=0 et Vg(z,y) = <2x> = <0) Or seul le point (0,0) annule le gradient de g
Yy

et comme ¢(0,0) # 0, ce point ne vérifie pas la contrainte. On en déduit qu’il n’y a pas de point
critique de seconde espéce.

Puis on recherche les points critiques de premiére espéce. Le lagrangien du probléme est :

L((E,y,A) =T — )‘(xz + y2 - 2)

Le systéme des conditions nécessaires revient & écrire que le gradient de L est nul c’est-a-dire
on recherche les extrema libres de L:

1—-2\z = 0,
—2)\y = 0,
?2+y2-2 = 0.

La deuxiéme équation donne A = 0 ou y = 0. Si A = 0, la premiére équation est impossible
ainsi on a y = 0. On reporte donc dans la derniére équation et on obtient z = v/2 ou z = —/2.
La premiére équation donne alors A = 1/(2x).

On trouve finalement deux points critiques de premiére espéce :

A= (?) avec \ = ﬁ,

B = ((\)/i) avec \ = —2%/5,

Attention Il ne faut jamais oublier de donner le coefficient de Lagrange A dans un point critique
de premiére espéce.

La nature des points critiques obtenus sera déterminé au prochain paragraphe.
Exemple Nous cherchons & optimiser f(z,y) = 2y sur R? sous la contrainte g(z,y) = 2% + 3> +
3xy = 0. Les fonctions f et ¢ sont des fonctions polynémes donc de classe C? sur R?.

Nous commencons par rechercher les points critiques de seconde espéce. Ces points vérifient :

224+ 9%+ 32y =0
(2 +3y\ (0
Vg(x’y)_(2y+3x>_(0>'

Or seul le point (0,0) annule le gradient de g et comme ¢(0,0) = 0, on en déduit qu’il y a un point
critique de seconde espéce.

Nous pouvons déja remarquer que la contrainte implique : zy = —(2? +4?)/3 < 0. Au point
(0,0) on a £(0,0) = 0 et puisque pour tout couple (z,y) vérifiant la contrainte on a f(z,y) < f(0,0),
le point (0,0) donne un maximum global pour f sous la contrainte.

Puis nous cherchons les points critiques de premiére espéce.

Toutes les solutions du probléme, différentes de (0, 0), seront donc des points critiques de pre-
miére espéce. Le lagrangien du probléme est :

L(z,y, \) = 2y — M2? + y* + 3zy).
Le gradient de L égal & 0 est équivalent au systéme

y—A2zx+3y)=0
x—A2y+3x)=0
22+ 9%+ 32y =0
On résout ce systéme en remplagant la premiére équation par la différence entre les deux pre-
miéres. On trouve qu’il n’y a pas de solution a part (0,0). Le probléme est donc résolu.
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4. Conditions suffisantes

Il s’agit de donner des conditions qui permettent de déterminer la nature des points critiques
de premier espéce.

4.1. Conditions suffisantes sur le lagrangien. — On a

Théoréme 8.3 — Conditions suffisantes d’extremum local

Soit (Z,7) un point critique de premiére espéce, soit A le multiplicateur de Lagrange associé
et soit Ly(z,y) = f(x,y) — Ag(x,y).

Si (Z, ) est un extremum global (resp. local) de Ly sur U alors (Z,q) est aussi un extremum
global (resp. local) de méme nature (max, min) de f sur U sous la contrainte g(x,y) = 0.

Preuve Plagons nous dans le cas d’'un maximum global sur U.
Soit L(x,y) = f(z,y) — Ag(z,y) puisque (Z, §) est un maximum pour L, on a

V(z,y) € U, L(z,y) < L(Z,7),
ce qui s’écrit par définition de L :

L’inégalité est vraie pour tout (x,y) dans U, donc a fortiori pour tout (z,y) dans U vérifiant la
contrainte. Si g(x,y) = ¢g(Z,y) = 0, on tire de I'inégalité ci-dessus : f(z,y) < f(Z, 7).

Ainsi (Z,y) donne bien un maximum global pour f sur U sous la contrainte g(x,y) = 0.
Remarque Ce théoréme est fondamental. 11 montre tout I'intérét de la notion de lagrangien. Si
le point (Z, 7) est un extremum libre du lagrangien, c’est un extremum de méme nature (max, min,
local ou global) de f sous la contrainte. Par contre, si le point critique n’est pas un extremum
pour Ly, alors on ne peut rien conclure pour notre probléme avec contrainte.

Lorsque f et g sont de classe C2, on peut utiliser la hessienne pour déterminer un extremum
local. D’ou le résultat suivant

Proposition 8.4

On suppose f et g C? sur U. Soit A = (,%) un point critique de premiére espéce et soit A
le multiplicateur associé. Posons Ly(x,y) = f(x,y) — Ag(z,y).

On note Ly gy Ly
D2L A) = Ox2 ( ) azay( ) _(r s
M= 2L gy 24)) = s
Oxdy oy?

1. Si(rt—s2>0et (r>0out>0)) alors (Z,y) donne un minimum local pour f sous
la contrainte C'.

2. Si(rt—s?>0et (r<0out<0)) alors(z,y) donne un mazimum local pour f sous
la contrainte C

4.2. Conditions suffisantes d’extremum global. — Si le lagrangien est convexe ou concave
sur U, on déduit le résultat suivant :
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Proposition 8.5 — Conditions suffisantes d’extremum global

Soient (Z,y) un point critique de premiére espéce du probléme , U un ensemble convexe, et
A le multiplicateur associé. Posons le lagrangien Ly(x,y) = f(z,y) — Ag(z,y).

1. Si Ly est convexe sur U alors (Z,y) est un minimum global de f sous la contrainte

C.

2. Si Ly est concave sur U alors (Z,7) est un mazimum global de f sous la contrainte

C.

Remarque On ne pourra pas conclure sur la nature du point (Z, ) dans chacun des deux cas
suivants :

1. L) n’est ni convexe ni concave sur U.
2. (Z,y) est un point col de L.

Exemple Optimiser f(z,y) = —22 + 4y? sous la contrainte g(z,y) = x + 23> — 2 = 0.
Les fonctions f et g sont des fonctions polynémes donc de classe C? sur R2.
Résolvons le probleme de deux fagons différentes pour comparer les résultats.

1. En explicitant la contrainte.
Celle-ci peut s’écrire de la facon suivante = 2 — 2y?. On est alors ramené & optimiser la
fonction d’une seule variable :

Fly) =4y — (2-2y°)" = ~dy" + 129" — 4.
La fonction F' est dérivable et pour tout réel y
F'(y) = —16y° + 24y = —8y(2y* — 3).

Cette fonction admet un minimum local en y = 0 et un maximum global atteint pour les
deux points y = 1/3/2 et y = —1/3/2. Gréace a un tableau de variations on peut voir que le
maximum est global.

. . 2 - .
On en déduit que le point A = ( O) donne un minimum local pour f sous la contrainte

-1

et les points B = < 372

-1
) et C' = ( 3/ 2> donnent un maximum global pour f sous la
contrainte.

2. En utilisant le lagrangien
Comme le gradient de la contrainte ne s’annule jamais, les seuls points candidats sont les
points critiques du lagrangien L(z,y,\) = —2? + 4y? — XA(z + 2y* — 2). d’oi1 le systéme

—2x—A=0,
8y —4\y =0,
r+2y2-2=0
On retrouve : A = <2) avec A = —4, et B = ( o > et C'= ( -1 > avec A = 2.
0 ’ 3/2 —/3/2
— Pour A=2: ona L(x,y) = —2% — 22 +4 = h(x). Par calcul de la hessiennne, on obtient

que
W) R VL) = ().

onart—s2=0etr+t < 0donc L est une fonction concave sur R2. On en déduit que les
deux points B et C donnent un maximum global, de valeur 5, pour f sous la contrainte.
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— Pour A= —4: on a L(z,y) = —2> +12y> + 42 — 8. On a

9 9 (-2 0
V(l’,y)ER7 vL(xvy)_(O 24 9

Le lagrangien L n’est ni convexe, ni concave sur B2 ni méme localement au voisinage du
point A. On ne peut donc pas conclure.

5. Optimisation sur un compact

On a un théoréme analogue a celui des fonctions continues d’une variable sur un intervalle fermé

‘

borné. Le théoréme suivant sera admis.

Théoréme 8.6 — Compact

Toute fonction continue sur une partie K fermée bornée donc (compacte) de R? et
a valeurs dans R, admet un maximum global et un minimum global sur K, c’est-a-dire :
dM, € K et AM, € K tels que :

VX € K, f(M) < f(X) < f(Ms).

Exemple On reprend un exemple précédent : optimiser f(x,y) = x sur R? et sous la contrainte
glw,y) =" +y*—2=0.
Posons C' = {(z,y) € R? |22+ y? —2 = 0}. L’ensemble C est un cercle donc C est un ensemble

fermé et borné. On a vu que seuls les points A = (?) avec A = 1/(2v/2) et B = <_(\)/§) avec

A = —1/(2v/2) sont des points critiques de premiére espéce et donc pouvaient donner des extrema
pour f sous la contrainte g(z,y) = 0.

Or f(A) = V2 et f(B) = —/2. On déduit donc que le maximum global sous la contrainte est
atteint en A et le minimum global en B.

Exemple Optimiser f(z,y) = xy sur F ou
E={(z,y) e R?|g(z,y) = 2® +y* — 4 < 0}.

Les fonctions f et g sont des fonctions polynémes donc de classe C? sur R2. L’ensemble FE est
la boule fermée de centre (0,0) et de rayon 2 donc E est un ensemble compact.
L’intérieur de E est

E={(z,y) € R?| g(x,y) = 2>+y* < 4}.

Comme FE est un ouvert, on détermine le ou les points critiques en annulant le gradient de f ce
qui donne un unique point (0,0). Or en ce point, la hessienne vaut

V2L(0,0) = (2 (1)> ,

ce point donne un point col pour f (r =t =0et s =1). Il n’y a pas donc pas d’extremum sur
Iintérieur de F.
On recherche maintenant des extrema sur la frontiére de F, notée Fr(FE). On a

Fr(E) ={(z,y) e R?|2® +y* — 2 =0}.

On a Vg(z,y) = (2x,2y) nul en (0,0), point qui ne vérifie pas la contrainte donc pas de point
critique de deuxiéme espéce .
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Le lagrangien s’écrit : L(x,y,\) = xy — A(2? + y? — 2). Le systéme des conditions nécessaires
est :

y—2 =0 y=2\x
xr—2y=0 <= (1 —4X\?) =0
1’2+y2:2 132—|—y2=2

La deuxiéme équation donne x = 0 ou 1 — 4)\? = 0. La solution z = 0 entraine y = 0 mais (0, 0)
ne vérifie pas la contrainte. Seule la solution A\? = 1/4 convient. On obtient 4 points critiques

A:<1>7 A=1/2
B:(j), A=1/2
C= (11), A=—-1/2

D= (_11) A=—-1/2

Or, comme la fonction f est continue sur R?, donc sur le compact E, on peut appliquer le théoréme
: f(A)=f(B)=1et f(C)= f(D) =—1. Par suite A et B donnent un maximum global pour f
sous la contrainte, C' et D donnent un minimum global.

6. Exercices

Ezercice 8.1. — Montrer que les fonctions suivantes sont convexes sur R2. Optimiser ces fonc-
tions sur R2, puis sous la liaison = +y = 0.

1. f(z,y) = 2% + 2y +y? + 22 + 3,
2. g(z,y) = (2% + %) + @),

Ezxercice 8.2. — Soient les fonctions f et g définies par : f(z,y) =zy , g(z,y) = L + i
1. Déterminer les extrema de f sur R? et sous la contrainte g(z,y) = 2/3

2. Déterminer les extremums de g sur Dy et sous la contrainte f(z,y) = 9.

Ezercice 8.3. — Soit la fonction h définie par h(z,y) = —2% — 4y2. Déterminer les extrema de
h sur R? et sous la contrainte = + 2y% — 2 = 0.

Ezxercice 8.4. — Déterminer les extrema (locaux et/ou globaux) de la fonction suivante sur son
domaine de définition et sous la contrainte indiquée

2 2
f(z,y) = 2° 4+ 32 sous la contrainte T le—G —-1=0.
Ezercice 8.5 ((Extrait examen 2018)). — Soient deux fonctions de classe C? sur R?

flay)=@-1*y-1) - (y-1)*@-1) et glz,y) =1 -y +u.
Calculer le(s) extrema (global ou local) de f sous la contrainte que g(x,y) = 0.
Ezxercice 8.6. — On considére les sous ensembles
C={(z,y) eR* 2* +y*> <1},
Co = {(z,y) e R? 2? +¢* < 1},
1. Montrer que C, est un ouvert et que C' est un compact.

2. Soit f la fonction définie par f(z,y) = 222 + y? + 3 — 62. Déterminer les extrema de f sur
C.
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Ezxercice 8.7. — On considére les fonctions f et g définies par
V(z,y) € R, fla,y) =o' +y' et g(a,y) =x +y —2.
On admet que f et g sont C? sur R2.

1. Vérifier qu’il n’y a qu’un seul point A susceptible de donner un extremum pour f sous la
contrainte g(x,y) = 0. Calculer f(A).

2. Quelle est la nature du point critique A ?
Ezercice 8.8. — Soit U = {((z,y) €ER?, >0, ety >0} et E={((z,y) €U, v+y=1}.
1. Montrer que U est un ouvert de R™.
2. On considére la fonction f définie sur U par:
Y(z,y) € R? f(x,y) = zIn(z) + yIn(y).
On admet que f est de classe C2 sur U.
(a) Déterminer les extrema locaux de f sur Y.

(b) Vérifier qu’il n’y a qu’un seul point A susceptible de donner un extremum pour f sur

£.

(c) Montrer que le point A donne un extremum global pour f sur £.
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