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Formulations du probleme de multiflot

linéaire et relaxation lagrangienne



Formulation par flot sur les arcs

min = Y tg 3 zF (1)
acA ke
Z mlé S CCL7 \VICL E Aa (2)
kel
Nzk = di.6%, Vk e K, (3)
zk >0, Va € A, Vk € K.

G(N,A), graphe orienté

N matrice (nceud/arc) du réseau ; t, cout unitaire de transit sur
I"'arc a (t pour «travel time») ; d;, demande de la commodité k ; ok
vecteur d’'origine et de destination de la commodité k. ¢4 Capacité
de l'arc a

| A| x || variables et |A| 4+ |NV| x |K| contraintes.



Formulation par chemins

min Y Y &, (4)

kek jeJd;

> D &mi<c (5)

kek jeJ;
JE€Jg
§ > 0.

7, vecteur booléen sur I'ensemble des arcs, est un chemin d’'une
origine a destination. J, est lI'ensemble des chemins allant du
noeud origine au nceud destination du bien k. Le cout de transit
d'une unite de flot sur le chemin w; est ~; et &, est le flot total
sur ce chemin.



Relaxation lagrangienne

max,>o L(u)

avec

L(u) = min {L(z,u) | Na* = o*, vk € K}, (7)
x">0, ke

Le lagrangien L(x,u) est défini par

L(z,u) = Z ty Z af;g—l— Z ua(z wg—ca).

acA ke acA kelC

Le probleme ([7]) est separable en |K| problemes indépendants de
plus court chemin.



Proprietés de la fonction duale L

L(u) est le minimum de plusieurs formes linéaires en u : c'est
donc une fonction concave.

Soit z une solution optimale du probleme ([7)) qui définit £(u) en
u = u. Pour tout u #= u

L)< D tad o+ > ua( Y Th — ca). (8)

ac A ke acA kelC

L'inégalité () démontre que —c + Ypex ¥ est un anti-sous-
gradient. Elle définit une approximation linéaire majorante de
L.

On parle aussi de coupe d’optimalité.



Généralités sur la relaxation lagrangienne et
la résolution par une méthode de plans

coupants



Probleme linéaire avec contraintes de capacité

Le probleme de multiflot linéaire peut s’écrire de maniére com-
pacte

min{t'z | Bt < ¢, z € X}. (9)

xr € X représente le représente l'ensemble des contraintes de
satisfaction des demandes. Bx < c représente la contrainte que
le flot total sur les arcs n'excede pas leur capacité.

En relaxant les contraintes de capacité, on définit le probleme
lagrangien dual

T £

L(w) = —c'u+ min(t + B'w)!z.
r€eX



Anti-sous-gradient de L(u)

Oracle

M(w) = min(t + BTw)!z. (10)
reX

Soit z la solution optimale de l'oracle ((10) au point w. Par
définition de I'opération de minimisation,

M) <t'z + (Bx)'a
et
L(u) < —a'u+7
avecC

a=c—B'z et ~F=t'z.



Ensemble de localisation

Soient {u'};—1 ., Une suite de points d'appel et soient {z'};—1
le réponses de |'oracle. On dénote

0 = max L(u")
1<m

Dans |I'espace de I'hypographe de la fonction duale lagrangienne,
les coupes d’'optimalité définissent un ensemble de localisation

F ={(u,z) | (a(i))Tu—I-szyi,i: 1,...m, z>60, u >0}

LL'ensemble de localisation contient I'ensemble des solutions op-
timales (u*, L(u*)).
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Attention |

Le transparent qui suit doit se
regarder |la téte en bas!
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Localization set
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Les transparents qui suivent se
regardent en position normale.
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Algorithme générique de plans coupants

Apres m appels a |I'oracle, on a bati I'ensemble de localisation
Fm.

I[tération extérieure

1. Choisir (u(™*+D) 2 1) € Fn.
(Calculer une borne supérieure 0,,41.)

2. Appelé en w(mt1) |'oracle renvoie £(u(mt1)) et la coupe

(@™ TINTy + 2 <y

3. Mettre a jour
— L'ensemble de localisation
Frng1 = Fm N {(@™ TN Tu 4 2 <y 19}
— La borne supérieure § = min{6,0,,41}.
— La borne inférieure § = max{#, £(u{m+1))}.

4. Test d'arrét :si (0—60) <ef = STOP
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Centre analytique proximal

Fonction barriere proximale

k .
Pp(u,2) = Llu—al” = 3 log(y; = (@) 'u - 2)
=1

—log(z — 0) — > logu;.
J
Le centre proximal & = w/, avec j = arg max;<x{L(u")}, cor-
respond a la meilleure réponse de I'oracle. Le centre analytique
proximal est unique et existe toujours.
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Calcul du centre analytique proximal

Méthode de Newton
(u, z)+ = (u,z2)+7d, 7>0
d = —[®) (u,2)] 1] (u, 2).
La nouvelle coupe exclut le point courant : ;41 < (a*F )Ty 2.

La fonction bariiere ®;41(u,z) n'est pas définie en ce point. Il
faut donc avoir recours a une variante avec départ non réalisable.
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Rappel : la méethode de K-G-C

Le point d'appel est déterminé par

max{z | (N Tutz2<~,i=1,...m, u> 0}. (11)

avec a' = Bz' et ~; = 1z’

Remarque : le probleme (|11]) peut étre non-borné. Il est nécessaire
de rendre |'ensemble de localisation compact en introduisant des
bornes supérieures sur les variables wu.

Le probleme dual s'écrit

m m
min{yTu | Y alp; >0, 3 pi =1, u>0}.
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Ensemble actif : une outil pour rendre le

probleme plus facile
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Contraintes saturées
Observation : en pratique, 10 a 20% des arcs sont saturés.

A = A} U A5 partition des arcs saturés et non saturés. Par
le théoreme de complémentarité stricte, il existe une partition
unique telle que

f wi>0 et Y (zF)* =, Va € A7,
4 kel
wi=0 et Y (zB)* < cq, Va € AS3.
\ kek
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Relaxation lagrangienne partielle

Le probleme dual devient
max{L(u) | ug > 0, a € A7, uqg = 0, a € A3}.
Ce probleme est équivalent a
max{Ly(uax) | ugr > 0}
avec
1 reX 1 Y1

B
4).

ou qu est la sous-matrice de la partition en lignes B = <B
A*
2

L'oracle est inchangé, mais le probleme dual est maintenant
défini dans un espace de dimension restreinte |A7| < |A|.
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Test de saturation des arcs
m appels a I'oracle aux points ul,... u?.
m réponses de I'oracle z1,... 21, avec 27 € X
BzJ = utilisation des ressources par la solution de |'oracle.

En général, Bz) £ ¢, sinon, xJ serait optimal pour le probleme de
départ (@). Pour toute combinaison linéaire, u > 0, Zszl pi =1,

T
=) pal € X
=1

(b,)1'27 > ¢; = la capacité de I'arc i est violée = i € A
(b,)127 < ¢; = la capacité de I'arc i est respectée = i € A,
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Trouver la bonne combinaison convexe

Conditions d'optimalité du premier ordre au centre analytique :
®) (u,z) = 0.

p(u—a)—As P —u~1 = 0,
els™1 — 351 0,
ATu—|-ze—|—s Y

z—8g = 0.

Choisir comme vecteur de combinaison convexe
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Heuristique de mise a jour de la partition

Partition courante A = A UAc. L'ensemble Ay approxime Aso*
I'ensemble des arcs actifs a I'optimum. Vecteur de combinaison
convexe u et variable duale w.

Siie Ay et (B)LaH > ¢;, alors
Ao = A>\{i} et A = A3 U/{i}.
Site A et
1. () Tzt > ¢,
2. 0 < u; tres petit,
3. uic; K ke Ay CkUk
alors

A1 = A1\ {i} et A = Ay U {i}.
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Implémentation
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Bornes sur l'objectif
Borne inférieure : £(u!) (fournie par I'oracle)

Borne supérieure :
p >0, > p; =1 (fourni par ACCPM)

1. Si Bxt = Z]- ,ujBa:j < ¢, alors tI'zi est une borne supérieure.

2. Si Bzt £ ¢ alors tI'z# est une approximation d’une borne
supérieure et le résidu r = (Bx* — c)"‘ permet d’'estimer |'er-
reur d'approximation.

En pratique, le cas 2 permet d’évaluer la qualité de |la borne
inférieure. Lorsque I'on approche du but, on diminue fortement
le poids du terme proximal (p = 10~10) et on obtient toujours
une solution z# satisfaisant le cas 1.
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Autres réglages
Gestion du terme proximal
Pondération de I'objectif

Elimination de coupes inessentielles
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Algorithme

Initialisation

Tous les arcs sont d'abord déclarés inactifs. Résoudre les problemes
de plus court chemin (correspondant a u = 0).

M= min{Ztax§|ka=5k,x§20, VaEA}.
kel acA

Créer la partition A= A; U A, a partir de la solution z*

A1={a| Y zF>ci} et Ax={a| Y 2F <cqi}.
kel kel

Démarrer I'algorithme avec uy4, > 0 (en pratique, prendre ug =
1073).
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Algorithme

Itération de base

1.

Résoudre (oracle) les problemes de plus courts chemins M 4, (u4,). Obte-
nir la fonction objective L(u4,), un nouveau super-gradient a € —0(—L(u_4,))
et un vecteur de flot sur des chemins N; (a =M, —¢). Cette information
définit un nouveau plan coupant

aT(u;ll —ug,) + L(ua,) > L(uy,), for all oy

Proximal-ACCPM calcule un nouveau point d’appel uy,, |a variable duale

u (et le flot correspondant y = Z'le u:My) and une borne supérieure 6
(exacte or approchée).

Mettre a jour la borne inférieure par
0 = max(8, L(u4,)).

Si le défaut d'optimalité relatif est inférieur au seuil donné, STOP

Mettre a jour la partition A = A; UA> a I'aide du vecteur de flot y et des
variables duales uy,.

— Tous les arcs (inactifs) a € A tels que y, > ¢, sont déclarés actifs.

— Tous les arcs a € A; tels que ug < n1, Yo < M2cq €t

UaCa < 13 E UqCa,
acA,

sont déclaré inactifs.
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EXpériences numeriques
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Problemes test.

Problem ID N Al K| 2* %
planar problems
planar300 300 1680 3584 6.89982 x 10° 7.4
planar500 500 2842 3525 4.81984 x 10° 2.0
planar800 800 4388 12756 1.16737 x 108 | 3.0
planar1000 1000 5200 20026 3.44962 x 10° 9.6
planar2500 2500 | 12990 81430 1.26624 x 10'° | 14.7
grid problems
grid7 400 1520 400 2.58641 x 107 7.0
gridil 625 2400 3000 3.29259 x 10° | 11.0
gridi3 900 3480 12000 1.15932 x 10° 8.0
gridis 1225 | 4760 32000 3.59353 x 10° | 4.0
Telecommunication-like problems
904 106 904 11130 1.37850 x 107 | 9.2
Transportation problems
Winnipeg 1067 | 2975 4345 2.94065 x 10" | 2.0
Barcelona 1020 2522 7922 3.89400 x 107 0.4
Chicago-sketch 933 2950 93513 5.49053 x 10° 1.0
Chicago-region* | 12982 | 39018 | 2297945 | 3.05199 x 10° 0.6
Philadelphia 13389 | 40003 | 1151166 | 1.65428 x 10" | 0.4
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Proximal-Accpm vs. Accpm

Pour garantir I'existence d'un centre analytique dans Accpm, il
faut que l'ensemble de localisation soit compact. Des bornes
supérieures artificielles sur les variables duales w assurent qu'il
en sera bien ainsi. Ces bornes sont fixées uniformément dans
NOS expériences a un grande valeur 10°. En revanche, le centre
analytigue proximal existe toujours, indépendamment de toute
hypothése de compacité.

Les tests ont été effectués sur le méme algorithme (avec bornes
pour I'un et un terme proximal pour I'autre). On n'a pas utilisé
de stratégie d’ensemble actif.

Les deux méthodes se comportent de maniére identique

(moins de 5% de différence.)
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Impact d’'une stratégie d’'ensemble actif

Problem ID %'é{" %% Outer | Inner | CPU | %Oracle | CPU improv.
planar300 9.1 7.4 343 3835 45.3 72 3.5
planar500 2.6 2.0 140 359 32.9 95 3.8
planar800 3.6 3.0 317 786 240 95 3.2
planar1000 10.4 | 9.6 1249 | 2860 | 2501 68 4.5
planar2500 15.8 | 14.7 | 2643 | 7160 | 58448 54 00
grid7 9.3 7.0 264 704 25.2 68 3.5
gridil 12.2 | 11.0 569 1391 | 243.4 69 3.5
gridi3 9.6 8.0 558 1333 | 455.8 81 3.4
gridib 4.9 4.0 364 902 | 497.1 95 3.1
904 13.1 9.2 321 984 21 47 1.7
Sioux-Falls 7.9 2.6 13 56 0.13 46 2.4
Winnipeg 2.9 2.0 158 393 27.6 92 3.8
Barcelona 0.5 0.4 35 111 4.3 93 11.0
Chicago-sketch 1.2 1.0 60 195 30 98 4.4
Chicago-region - - - - - - -
Philadelphia 0.6 0.4 193 529 | 16487 99 00
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Elimination de colonnes

Problem ID Nb cuts | Outer | Inner | CPU | %Or Ratios

planar300 199 325 721 33.8 79 1.3| 4.5
planar500 76 118 258 26.1 96 1.3, 4.9
planar800 168 252 545 | 176.8 o7 1.4, 4.5
planar1000 628 890 1904 | 1279 80 1.9| 8.6
planar2500 2089 3009 | 7546 | 54700 61 00 00
grid7 159 228 582 17.4 76 1.5 5.2
gridil 329 458 1094 | 155.6 79 1.6| 5.6
gridi3 343 460 1086 | 323.4 89 1.4, 4.8
gridib 206 294 708 | 381.3 o7 1.3| 4.0
904 171 311 819 15.3 51 1.4, 4.3
Sioux-Falls 2.6 13 56 0.13 46 1.0 2.4
Winnipeg 93 143 372 24.6 94 1.1 4.2
Barcelona 35 35 111 4.3 93 1.0| 11.0
Chicago-sketch 44 65 170 30 98 1.0 4.4
Chicago-region* 239 332 1026 | 35788 99 00 00
Philadelphia 127 192 525 | 15995 99 1.0 00

Tous les problemes sont résolus a 10~> (sauf Chicago-region a 10~%)
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Comparaison avec ALA : solutions approchées

Les meilleurs résultats numeériques trouvés sont

T. Larsson et Di Yuan. An augmented lagrangian algorithm for large scale
multicommodity routing. Computational Optimization and Applications,
27(2) :187—215, 2004.

Les auteurs utilisent une méthode de Lagrangien augmenté pour
trouver des solutions réalisables mais avec une précision limitée
(environ 1073).

LLeurs expériences sont faites sur une machine environ 10 fois
plus lente, mais avec méme RAM.
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Comparaison avec ALA

Proximal-ACCPM ALA Ratio
Problem ID || Outer | CPU | %Or Gap CPU Gap CPU
planar300 56 4.6 78 0.0018 103.09 0.0016 2.2
planar500 27 5.5 94 0.001 211.22 0.0017 3.8
planar800 41 26.3 o7 0.0014 1572.33 0.0017 6.0
planar1000 108 113.4 | 94 0.0021 3097.22 0.0018 2.7
planar2500 229 2218 96 0.0018 || 34123.14 | 0.0013 1.6
grid7 23 1.4 71 0.0014 8.1 0.0016 0.57
gridii 34 8.34 90 0.0015 262.54 0.0014 3.15
gridi3 26 14.8 95 0.0014 948.26 0.0019 6.4
gridib 21 24.9 o8 0.0012 2835.03 0.0014 11.4
Sioux-Falls 8 0.08 10 0.0023 0.47 0.0043 0.09
Winnipeg 65 10.5 92 0.00055 239.2 0.00061 2.2
Barcelona 30 3.7 o1 0.00034 283.64 0.00057 7.6
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Probléemes non resolus avec ALA

Problem ID %'é{” Outer | Inner | CPU | %Or | Gap
904 145 | 248 | 721 | 13.7 50 | 10°°
Chicago-sketch 1.2 12 50 5.3 98 103
Chicago-region 2.9 12 274 838 99 0.026
Chicago-region 2.3 111 463 | 12192 99 10—
Philadelphia 1.2 8 145 442 99 | 0.012
Philadelphia 1.1 40 203 | 3336 99 10~

Solutions optimales 2 10-3
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Comparaison avec d’autres méthodes

Network | CPLEX5.0 DW | Bundle | Prox-ACCPM
planarl00 3034 2.1 19 7
planarl50 94621 19 167 34
planar300 - 54 382 34
planar500 - 191 1297 26
planar800 - 4763 - 177
planar1000 - | 14200 - 1279
grid8 >254349 23 71 132
grid9 - 92 259 292
grid10 - 184 644 318
gridl1l - 408 1921 156
grid1l2 - 696 4534 199
gridl3 - 3361 - 323
grid14 - 7564 - 308
grid15 - | 28179 - 381

par 10 pour permettre les comparaisons.)

D'apres Larsson et Yuang. (Les temps CPU de L&Y CPUs ont été divisés
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