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Un programme en nombres entiers

(P): Mn fx

s.c. AX £D

Cx £d

N

X | X



avec des contraintes Cx £ d qui compliguent
le probleme:

Mn fx

s.t. AX £ Db




On dualise les contraintes Cx£d:

Mn fx
s.t. AX £D
Cx £ d




l.e., on les integre a la fonction économique:

(LR) Mn fx - |(d-Cx)
s.c. AX £Db
X 1 X

ce qui fournit une borne inferieure pour v(P):

V(LR 1) V(LR2) V(LRie)
| | |

o~




Le probleme dual lagrangien consiste a
chercher la meilleure borne inférieure.
1| s'écrit

(LR) Max 0 V(LR)

V(LR| 1) V(LRI 2) V(LR|*)
| |

Y —

Max;o V(LR))




Interpretation géometrique
de la relaxation lagrangienne
(Geoffrion 1974):

1| existe un probleme primal, (PR),
équivalent a (LR), i.e., tel que
V(LR) = v(PR)



T~ {xAx < bim
Cojxe X |Cxsd} |

L ixv|Cx<dt

Cor }i|(1_d’ ‘x| Ax < b}




Conséqguences de
I'Interpretation
geométrique :

v(LP) £ v(LR) =v(PR) £ v(P)



Propriéeté d’'Integralite:

si I'enveloppe convexe des points entiers
des contraintes que I'on garde est égale au
polyedre des contraintes que l'on garde

autrement dit, si
Co{xl X |Cx£d}={xI R"| Cx £ d}
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Consequences
(malheureuses !)
de la proprieté d'integralité:

V(LR)=v(PR)=Vv(LP)
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Quelgues Rappels



Génération de coupes
(ou plans sécants, de Kelley)

(LR) Max | s o V(LR})

= Max | :0 Miner x {FX<+1 (b-Ax*)}

= Max, s n {h %2h £ £ x* + 1 (b-AX"), k=1,... K}
A chaque itération k, on engendre une coupe (ou contrainte) de
la forme h £ fx® +1 (b- AxY),

en résolvant le sous-probléme lagrangien (LR, %) de solution x.
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Ces coupes sont ajoutées a celles engendrées lors des
itérations précedentes pour former le probleme-maitre
(MP¥) Max a0 n {h ¥2h £ fx ™ + 1 (b-AX™), h =1,..., k},
dont la solution fournit I'itéré suivant | ***. En général, on a

V(LR ¥) £ V(LR) £ v(MP¥) .
Le processus se termine lorsque v(MP") = v(LR,¥). Cette valeur
est la valeur optimale du dual lagrangien (LR) :

v(LR) = v(MP") = v(LR,¥) .
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Décomposition Lagrangienne
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Un programme en nombres entiers

(P): Mn fx

s.c. AX £ Db

Cx £ d

N

X | X
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on crée des doubles des variables:

Mn fXx

s.t. AXED
o £ d
x I X
y I X
X =Y
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et on dualise les contraintes de copie:

Mn fx - mx-y)

s.t. AX £D
oy £ d

X

X

X 1
y 1
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on obtient un probleme qui se decompose en
deux sous-problemes, I'un en X, l'autre eny:

- NX + Mn ny
s.t. X £ Db s.t. C £d
x 1 X y I X

Premiere différence avec la relaxation
classique: on garde toutes les
contraintes.
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Interprétation Géométrique de la
Décomposition Lagrangienne
(Guignard, Kim 1987):

1| existe un probleme primal, (PD),

équivalent a (LD), i.e.,
v(LD) = v(PD)
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(x| Cv<dy

Colxe X | Cx<d!

{x | Ax £ b}

| Co{xe X| Av<h ;
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Consequences de la
proprieté d’ integralité (PI):

Si I'un des sous-problemes a la PI, alors
v(LD)=v(PR)=V(LR)>)

Si les deux sous-problemes ont la PI, alors
v(LD)=v(PD)=v(LR;)=V(LR2)=V(LP)
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Substitution Lagrangienne
(Maculan et Reinoso 1988)



Un programme en nombres entiers

(P): Mn fX

s.c. AXxX £ Db

Cx £ d

N

X | X
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on substitue, par exemple:

Mn fXx

s.t. AXED
Dy £ d
x 1 X
y I X
Cx = Dy
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et on dualise la contrainte de copie:
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Quelgues questions:

(1) Est-il possible d’'obtenir une borne “forte” (i.e.,
une borne meilleure que la borne v(LP)) méme si
les problemes lagrangiens sont simples a
resoudre?

(2) Est-il possible de decomposer les plans sécants

lorsque le probleme lagrangien se décompose en
plusieurs sous-problemes?
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(3) Est-il possible d’obtenir une borne aussi forte
que par la decomposition lagrangienne en
dualisant des copies agrégees plutot que des
copies individuelles des variables?
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Aussi surprenant gue cela puisse paraitre, dans les
trois cas, la réponse est

Oul!
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Situations illustrant les trois cas.
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Cas 1.

(1) 1l est possible d'obtenir une borne “forte”
(i.e., une borne meilleure que la borne v(LP))
méme si les problemes lagrangiens sont
simples a résoudre.

Quand?

Quand le probleme lagrangien a la propriété
de linéarisation entiere.
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(LR;)) Max { fx + gy¥Aixi £ piVyi, " i, xI X, By £b, yi=0or 1, "i}
separées, unepari — — ¥ seulement sur y

ou X = P; (Xj) peut contenir des contraintes d'intégralité sur les

variables.
Xjpeut étre un vecteur.

(1) ignorer Initialement les contraintes sur les variables
entieres, By £ b.
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(LR;) Max { fx + gy¥Aixi £ pivi, " i, XI X, yi=0or1,"i}
~ separées, une par EEE——— _ seulementsur y

ou X = P; (Xj) peut contenir des contraintes d'intégralité sur les
variables.
Xjpeut étre un vecteur.

(i1) le probleme se decompose en un probleme pour chaque i:
(LRi|) Max {f, Xi T 0iYVi LA Xi £ Pi Vi, XiT Xi, Vi = Oorl," I}
ou y; joue le réle d'un parametre O-1:
poury;=0, X;=0, et fiXxj+giyi=0
pour y; = 1, résoudre (LR %y; =1):
vi = Max{ f; Xi + gi¥2AiXi £ pi, X; 3 0}.
vj est la contribution de y;=1 dans la f. éco.
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(LR;) Max { fx + gy¥Aixi £ piVyi, " i, xI X, By £b, yi=0or 1, "i}
separées, unepari — — ¥ seulement sur y

ou X = P; (Xj) peut contenir des contraintes d'intégralité sur les

variables.
Xjpeut étre un vecteur.

(iti) remplacer v(LR,) par v(PL,) ou (PL,) est
(PL,) Max {a; viyi 2By £ b, y;=0oul," i}.



V(LR V(LR

1
0£yi£l yi:OOI’l

Utilise la condition d'intéegralité sur vy;:

yiT {0,1}

35



Exemple: PRODOPT (de Matta, Guignard, 1994)

Min Sj,i,t (Ss Cijts T qijzijt)

S.C. Sj,txijts =1, ! i,S

Ss disXijts = PijYijo = L), Xijts £ Vijo ~ 1,J,E,S

Slyljt: 11 . j’t

Zijt ° VYijt— Vije1, L)t

0 £ Xijis £ 1, Vije | {0,1}, ;3 O
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(1) (LR,) se déecompose en un probleme par machine j.
(2) exactement un vy;;: est égal a 1, pour tout j et t:

en peériode t, la machine j passe a exactement un
produit I. Donc siI V=1, on peut trouver le Xijs

correspondant en résolvant un probleme de pseudo

sac-a-dos continu avec comme contrainte:

SS diinjts = Pij P valeur Vijt pour yijt:]--
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Sous-probleme pour la machine j:

probleme de plus court chemin acycligue (recherche

d'une suite de changements, de période en période,
d'un produit a un autre, ou au méme produit).

Un noeud correspond a l'affectation de la machine j
en periode t a la production du produit i.

Un arc du noeud (l,j,t- 1) au noeud (i,J,t) a un colt vijj;

+Qij (ou Vijt si |=1).
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Cas 2:

(4) 1l est possible de décomposer les plans sécants
lorsque le probleme lagrangien se décompose en
plusieurs sous-problemes.

Quand?

toujours!
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(MP¥) Max :0 n {h 2h £ F x ™ +1 (b- Ax ™), h=1,..., k}
= MaxX a0, {z- Ib%z £ (F-1A)x® h=1,.., k},
est remplacé par
(MPDY)  Max so o1 {81 21 - 1 b %z £ (F- | A) X', h=1,...k}.
ou | est le numéro du sous-probléme, et X" est une solution
lagrangienne du 1°™ sous-probléme a l'itération h.
Ceci permet de mélanger des solutions partielles trouvées a des
Iterations differentes : en anglais, « mix-and-match ». Peut

s'utiliser aussi dans une méthode de faisceaux.
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Cas 3:

(5) 1l est possible d'obtenir une borne aussi forte
que par la decomposition lagrangienne en
dualisant des copies agrégees plutdot que des
copies individuelles des variables.

Quand?
En particulier guand le probleme
lagrangien a une structure similaire a celle

d'un probleme d'implantation avec
capacites.
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Considerons le probleme général suivant:

Min

S.1.

(D)
(T)
(€)
(N)
Q

f(x,y,s,t)
(X,¥,S) I Sxys

(v, ) T Sy+
dnjiXng £ a3y " J O

OExEfe

. (B) xnjEVie" ]

yi 1 {0,1}
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LD:

Min

S.t.

OE£EX Ee
yjl {0,1}
(y’1t’) T Sy,t

dniX'ng £ 35y " J

f(x,y,s,t)

(D) (X’y’S)T Sx,y,s

B) XxnjEyie"]

(N) OE£XxEe (N)

(M vyl {01} (N
(T)
(€)

X =X and y=y’




LS:

Min

S.t.

f(x,)y,s,t)
(D)  (Xy.8) | Sxys
(B) xnjEyje"])
(N) O£xEfe (N)
(M vyl {01} (1)
(T)
(©)

OE£EX Ee
yjl {0,1}
(y’1t’) T Sy,t

dniX'ng £ 35y " J

deXNj = deX’Nj and Y = y’




Résultat:

Les deux bornes lagrangiennes sont
égales !

(Chen, Guignard, DAM, 1998)
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Min

S.C.

Premiere application: CPLP

Sij CijXij + Si Tiyi

(D) S x;=1, i
(C)  SdxiEay; "]
(B) XxijEYy;j, "
(N) OE£x;£E1L, " 1,)
(M vyl {01}, "]

(T) Say; * Sd

(KP)

(APLP)



sous-problemes identiques dans les deux cas,
cependant
pour (LD), ily a |i|x]j| + |J| multiplicateurs

pour (LS), Il n'y a que 2|j| multiplicateurs
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Seconde application: PRODOPT

Produit i
Machine j
Production en période t
Demande en période s
Xijts = % de la demande disde | en période s
qui est produit en période t sur la machine |
Vijt = 1 St on produit i sur la machine j en période t
Zijr = 1 si on commence a produire le produit i sur la
machine j en debut de période t



Min

S.C.

Sj,i,t (Ss Cijts T 0ijZijv)

Ss disXijts = Pij¥ijt

Siyijt: 1

Zijt ® VYijt — Yij, -1

Sj,txijts =1

P KXijts £ VYijt

(ShPj)

O£ Xijts £1, yijtT {0,1}, Zijt 30

49

(SPLP)



Conclusion
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Lors de la construction d'une
relaxation lagrangienne, on devrait se
poser les guestions suivantes:
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(1) Est-ce que le probleme a la
proprieté de linearisation
entiere? Dans ce cas il se peut que
le probleme lagrangien soit tres
facile a résoudre (méme s'il n’a pas
la PI).
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(2) Est-ce que le probleme lagrangien
est decomposable? en ce cas on
peut decouper et mélanger les
plans sécants dans une méthode
de genération de coupes, de
colonnes ou de faisceaux.
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(3) Peut-on utiliser une substitution
lagrangienne (ou une
décomposition lagrangienne
agregee)? 1l se peut que la borne
solt (presque) aussi bonne (et
beaucoup moins colteuse) que par
la décomposition lagrangienne.

It P Pt Pt Pt Pt Pt



