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Premiere manifestation

La méthode des centires

P. Huard (1967)
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Probleme convexe

N =max{f(z)|g;(x) >0, i€ Jxe B}

— f(x) et g; sont des fonctions concaves

— B C R™ est un ensemble convexe, fermé, borné
—inttA)NB#0ou A={z]|g; >0,i€ J}

— Un point z° € AN B avec X = f(2°) < \*
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Outils de la methode

— Trongon E(\) = {x € A| f(x) > A}
min{f(z), gi(z) i € J}

— F-distance d(z, E(\)) = | /(@) =A% T gi(x)

aln(f(x) —\) + ieZJ In g;(x)

— Centre z(\) = argmax{d(x, E(\)) | z € B }
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Algorithme theorique

— Alétape k, f(z") = \F < \*
— Pas de base
o z" = z(OF) = argmax{d(z, E(\;)) | z € B }

o \it1 — f(xk+1)

Convergence : Les points d’accumulation de la suite générée

appartiennent a 'ensemble des solutions optimales
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Algorithme < pratique >

1. Linéariser

fry) = fy)+ flly)z—y) > f(z), Vx

giL(zy) = gi(y) + gily) (@ —y) > gi(x), Vo
2. Utiliser une F-distance approximante

dr(z,y, E(N) = min { fr.(z;y) — A, gip(z3y) i € J(N)}
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Algorithme de la methode des centres linéarisés

e Initialisation choisir v € B et faire k = 0 et \j = —o0
e Pas de base
1. Zk — argmax,cp d(CCa yka EL()\]C))

2. y"tl = yF 4 4(2F — y¥) avec
v = arg maxg{d(z, E(\F)) | £ = 4" +6(z" —¢¥),0 < 6 < 1}

3. )\k+1 — f(ka)
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Premier avatar (métamorphose)

Méthode duale de points intérieurs pour la
programmation linéaire
Renegar (1988)
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Probleme lineaire

A\ = min{c'z| Az =b,z € R}

A= max{bly | Aly+s=c¢se RY}
Potentiel pour le probleme dual

Fi(y) =al®'y —X) + 1 (c— A'y);

1<n

Définipoury € {y | Aly <clet X < \*
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o X=fD)

B }h‘u:‘f (Hh—u)__
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Algorithme theorique

e Initialisation choisir y" tel que A" < ¢ et faire k = 0 et
Ao = bl V. Précision demandée ¢ > 0.
e Pas de base
1. y**1 = arg max £y, (y)
2. Apop = bTykt
3. Si M — M\ < em%m
e Convergence Le nombre d’itérations est borné par
n A=\

—In
Q0 €

k=
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Proprieté du centre analytique

Gradient du potentiel :

F(y) = ozso_lb —Aslavecsy=bly—Nets=c— Aly > 0.
Centre analytique y) = arg max F)\(y) défini par [, _.

Soit

S0
s = —e€
o

qui définit un point intérieur = > 0 primal réalisable Ax = b.

(e, vecteur avec composantes égales a 1.)
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Calcul de la borne sur le nombre d’itérations

Conclusion 1 :

by —A<Ze =3 —ply<e
T

Conclusion 2 : Si AT = b1y,

M= AT = (=) + (A= bTyy) < (F = )

)\*_)\k < ()\*_)\O)( 1 )k
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The “missing link”

La borne sur le nombre d’itération suppose un calcul exact

des centres analytiques y.

— Peut-on borner le nombre d’itérations avec des centres
approchés ?

— Quel effort de calcul pour obtenir un centre analytique
approché ?

Le jury répond OUI aux deux questions, grace aux bonnes

propriétés du potentiel ' vis-a-vis de la méthode de Newton.

Mais il faut le payer par un a = /n pas trop grand, ce qui

donne la borne

x 0
k*:O(\/ﬁlnA )\)

€
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Une affaire de voisinage au pays de Newton

Nx(y,m) = {y | IEAW) | pyy) < 13

Théoreme 1 Pour tout() < n < < 1 tel que ||F5(y)|| Fli(y) S

1. yx € Na(y,n)
2. Le pas de Newton y* =y + [F{(y)| "' Fi(y) garantit

I+ 2
| F5\(y )HFﬁ’(yﬂ < n-.

Théoreme 2 Soit o« = \/n dans la définition du potentiel.
Si||FXW)| pyry) < n? et At =X+ 0(bl'y — \) pour0 < 6 < 1

alors "F)/\—l_(y)HF)/\/_|_<y> < 1.
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La methode des petits pas

Hypotheése : on dispose d’un point initial qui se trouve dans un voisinage
n? du point y, de la trajectoire des centres.

lteration de base

1. Changer X en \™ suivant la régle du théoréme 2. Le point courant se
trouve dans un voisinage n du point y,+.

2. Faire un pas de Newton comme décrit dans le théoréeme 1. Le
nouveau point y* se trouve dans un voisinage 7 du point y\+ de la
trajectoire des centres.
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Extension a une classe de problemes non-lineaires

Nesterov et Nemirovski (1994) ont introduit la classe de fonctions
convexes non-linéaires, dites fonctions auto-concordantes, qui ont les
mémes propriétés (théoreme 1) vis-a-vis de la méthode de Newton.

Cela permet de donner des bornes sur la minimisation de fonctions
convexes auto-corcordantes et sur la résolution de programmes linéaires
sur les cones du second-ordre et des matrices semi-définies positives.
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Second avatar

Méthodes de plans sécants pour la
programmation convexe non-différentiable

Centre analytique Centre de Tchebichev

proposition  Goffin-Haurie-Vial (1992) Elzinga-Moore (1975)

convergence Nesterov (1995) Quorou (2008)
Goffin-Luo-Ye (1996)
Nesterov-Vial (1999)

borne sur # d’itérations point d’accumulation
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Du differentiable au non differentiable

Les fonctions linéaires f;(y,z) — A et g;1(y, z), Vi € J introduites dans la
méthode des centres linéarisée définissent des supports globaux pour £ :

Eci{y| foly,z) —A>0,91(y,2),Vi € J}

La propriété reste vraie si on utilise un sous-différentiel lorsque les
fonctions sont simplement convexes (peut-étre non différentiables).

En revanche, le pas de la méthode des centres linéarisée
Yy =y (2 )
avec
_ k _ Lk k_ .k
v = arg maxg{d(z, E(\Y)) |x =y" + (2" —y"),0 <6 < 1}

n’est plus garanti car la direction (z* — y*) n’est plus nécessairement une

direction de descente = § = 0.
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Methode des centres par plans sécants

e Initialisation Choisir 4’ € B. Faire k = 0, \o = —oc et Hy = R"
e Pas de base

1. Cas 2" ¢ A, c.-a.d. g; < 0 for some i € J
hi. = {y | gi(zF) + ¢/(zF)(y — zF) > 0} (plan strictement sécant)
Hip1 = Hp Nhy €t Ap g = Ag

2. Cas 2 € A,c-ad. g, >0forallie J

(@) Cas f(z%) <\
hy, = {y | f(z") = A+ F/(zF)(y — 2¥) > 0} (plan sécant)
Hip1 = Hp Nhy €t Ap g = Ag

(b) Cas f(zF) > ),
Hp = Hy et A\ q = f(25)
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Convergence : méthode des centres analytiques, version homogene

Probleme

Hypothese Convergence

Trouver y € Y*

Probléme de réalisabilité

Y* convexe o< OB pr
B(y,e) CY* C B(0, R)

Trouver y* € @ tel que
hyly —y*) > —e
Vy € @, and all h, € H(y)

Probleme d’inégalité variationnelle

() convexe avec S.-c. barriere
H (y) monotone sur ()
|hyl] < L sur @

k L(1+R?) 6,\/v
Vk+v < €0 ¢

Probléme d’optimisation convexe sous contrainte

min{ f(y) | y € Q}

() convexe avec s.-C. barriere  f(g) — f* <

QC iy | llyll < R} = |V £ (L+ )| L+ By
f convexe et ||0f|| < L
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Quelques exemples récents d’applications

[1] BABONNEAU, F., ET VIAL, J.-P. Proximal-ACCPM with a nonlinear
constraint and an active set strategy to solve nonlinear
multicommodity flow problems. (2006). A paraitre dans Mathematical
Programming.

[2] BABONNEAU, F., ET VIAL, J.-P. Traffic equilibrium with elastic
demands. Working paper (2006). A paraitre dans in Transportation
Science.

[3] L. DROUET, A. HAURIE, J.-P. VIAL ET M. VIELLE. A coupled game
solved with the homogeneous version of OBOE to model Post Kyoto
international climate policy. Document de travail ORDECSYS (2008).
Soumis a Annals of Operations Research

Les sources de la suite OBOE (dernier avatar de la méthode ACCPM)
sont disponibles sur le site de COIN-OR ou depuis
http ://www.ordecsys.com/fr/produits
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