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Chapitre 1

Approches Polyédrales

Plusieurs problémes issus de domaines divers se ramenent a maximiser (ou mi-
nimiser) une fonction linéaire sous des contraintes linéaires avec des variables
bivalentes. Ces problémes, dits d’optimisation combinatoire, sont généralement
NP-difficiles. Des méthodes efficaces ont été ainsi développées pour formuler
et résoudre ce type de problemes. En particulier, les approches polyédrales se
sont avérées puissantes pour les résoudre a I’optimum. Celles-ci consistent a
ramener le probleme a la résolution d’un programme linéaire en décrivant I’en-
veloppe convexe de ses solutions par un systeme d’inégalités linéaires. L'équi-
valence établie entre la séparation et I’optimistion sur un polyedre d’une part, et
I’évolution des outils de calcul d’autre part, ont donné un essor important a ces
méthodes. Ainsi celles-ci permettent d’élaborer des algorithmes polynomiaux
et d’obtenir des relations min-max entre des structures combinatoires. Ces ap-
proches ont été appliquées avec succes, durant ces dernieres années, pour plu-
sieurs problemes d’optimisation combinatoire. Dans ce chapitre nous discutons
de ces méthodes et présentons certaines applications aux problémes de coupe
maximum et de conception de réseaux.

1.1. Introduction

Au cours des trois dernieres décennies, 1’optimisation combinatoire a connu un dé-
veloppement important aussi bien sur le plan théorique qu’au niveau des applications.
Plusieurs techniques ont été élaborées, et se sont avérées efficaces pour formuler et
résoudre des problémes combinatoires difficiles issus de domaines aussi variés que
le transport et les télécommunications, la biologie, les circuits VLSI ou la physique
statistique [GRA 95].

Chapitre rédigé par Ali Ridha MAHJOUB.
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12 Optimisation combinatoire

Un probléme d’optimisation combinatoire est un probléme de la forme suivante :
étant donnés une famille F de sous-ensembles d’un ensemble de base fini £ =
{e1,...,en} et un systtme de poids w = (w(ey),...,w(en)) associé aux éléments
de E, trouver un ensemble F' € F de poids w(F) = . » w(e) maximum (ou mini-
mum), i.e.

max(ou min) {w(F) : F € F}. (1.1)

Ici la famille F est I’ensemble des solutions du probleme, elle permet de représenter
diverses structures combinatoires comme, par exemple, des chemins, des cycles, des
arbres, etc., dans les graphes.

Un des problémes de base de 1’optimisation combinatoire est le probléme du voya-
geur de commerce. Celui-ci consiste, étant donné un graphe ou chaque aréte est munie
d’un certain poids, a trouver un cycle qui passe par chaque sommet du graphe une et
une seule fois et qui soit de poids minimum. Un tel cycle est dit tour ou cycle Ha-
miltonien. Ici ’ensemble de base E est I’ensemble des arétes du graphe et la famille
F est I’ensemble des tours. Ce probleme a de nombreuses applications, en particulier
dans les modeles de routage [LAW 85].

D’autres problemes, constituant une large et importante classe de modeles d’opti-
misation combinatoire sont les problemes dits de recouvrement, de partition et de pa-
vage [BAL 76] [COR 01]. Soit M = {ey,...,e,} unensemble fini d’éléments et soit
{Mj,..., My,} une famille de sous-ensembles de M .Onditque F' C {My,..., My}
est un recouvrement de M (resp. pavage par rapporta M) si {yM;, M; € F} =M
(resp. M; N M; = ) pour tous M; et M; de F'). Si F est a la fois un pavage et
un recouvrement, alors F' est dit une partition de M. Si w1, ...,w,, sont des poids
associés a My,...,M,,, le probleme de recouvrement (resp. de pavage) (resp. de
partition) est de déterminer un recouvrement (resp. un pavage) (resp. une partition)
F C{Mi,...,Mp} tel que

Z Wi,

M;eF
est minimum (resp. maximum) (resp. maximum (ou mimimum)). Il est clair que ces
modeles sont des probleémes d’optimisation combinatoire dont I’ensemble de base est
{Mi,...,M,,} et ensemble des solutions est I’ensemble des recouvrements, des
pavages ou des partitions de M . Ces modeles sont fréquemment rencontrés dans les
problemes d’allocation de ressources, de localisation ou de reconnaissance de formes.

Enfin, un dernier modele qui était a 1’origine de plusieurs développements en op-
timisation combinatoire est le probléme du sac a dos. Etant donnés un nombre b et
n objets o1, ..., 0, ayant chacun un certain poids w(o;) et une valeur v(0;), le pro-
bleme consiste a déterminer un sous-ensemble d’objets F' C {o1,...,0,} tel que



Approches Polyédrales 13

rv(o;) < bet ~rw(0;) est maximum. Des applications de ce modele
0, €F 0;€F
peuvent étre trouvées dans [MAR 90] [NEM §88].

Etant donné que le nombre de solutions d’un probléme d’optimisation combina-
toire est fini, pour résoudre le probleme on peut penser, par exemple, a une méthode
énumérative qui consisterait a énumérer les solutions du probleéme, a calculer la valeur
de chacune des solutions et a en choisir la meilleure. Cependant, bien qu’il soit fini, le
nombre de solutions peut étre exponentiel, et cette méthode peut atteindre rapidement
ses limites, méme sur des probléemes de petite taille. Si I’on considere cette méthode,
par exemple, pour le probleme du voyageur de commerce sur 30 villes, et en utilisant
I’ordinateur le plus puissant actuellement, il faudrait plus de 10 1° sigcles pour trouver
une solution optimale. Ceci montre que de telles méthodes aussi “naives” ne peuvent
étre appliquées pour les problemes d’optimisation combinatoire.

En conséquence, d’autres outils plus performants se sont avérés nécessaires pour
approcher ce type de problemes. La programmation linéaire et la programmation en
nombres entiers sont a la base de tels outils. Un probleme d’optimisation combinatoire
peut toujours étre formulé comme un programme en nombres entiers (généralement en
0-1). Ainsi toute relaxation linéaire du probleme, obtenue en relachant les contraintes
d’intégrité et en considérant un sous-ensemble de contraintes, n’est rien d’autre qu’un
programme linéaire. Si, en résolvant un tel programme, on obtient une solution enticre
réalisable du probleme, alors celle-ci est optimale.

A la fin des années quarante, Dantzig [DAN 51] [DAN 63] a introduit le premier

algorithme, la méthode du simplexe, pour résoudre les problemes de programmation
linéaire. Non seulement cette méthode s’est révélée efficace en pratique, mais elle
constitue un outil de base trés important pour I’optimisation combinatoire. En effet
une solution optimale d’un programme linéaire donné, trouvée par I’algorithme du
simplexe, correspond toujours a un point extréme du polyedre défini par les inéqua-
tions du programme. Ainsi cet algorithme permet de résoudre tout probléme d’op-
timisation combinatoire dont I’ensemble de solutions correspond aux sommets d’un
polyedre dont on connait la description par un systéme d’inégalités linéaires.
Par conséquent, étant donné un probleme d’optimisation combinatoire ou toute solu-
tion peut étre représentée par un vecteur d’entiers, si I’on arrive a décrire 1’enveloppe
convexe de ces points par un systeme linéaire, on ramene alors le probleme a la réso-
lution d’un simple programme linéaire.

Ce passage de I’optimisation sur un ensemble fini discret, qui peut avoir un tres
grand nombre de solutions, a I’optimisation sur un domaine convexe a été a 1’origine
d’une évolution importante du domaine de I’optimisation combinatoire. En effet, ce
passage a permis d’introduire une nouvelle approche, dite polyédrale, pour les pro-
blemes d’optimisation combinatoire. Celle-ci consiste a ramener un tel probleme a la
résolution d’un programme linéaire en décrivant I’enveloppe convexe de ses solutions
par des inéquations linéaires. Cette méthode, initiée par Edmonds [EDM 65] pour le
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probleme du couplage, s’est révélée par la suite trés puissante pour résoudre ces pro-
blemes a I’optimum. En particulier, elle peut permettre de résoudre efficacement un
probleme d’optimisation combinatoire méme si I’on ne dispose que d’une description
partielle de I’enveloppe convexe de ses solutions et méme si cette derniere comporte
un nombre exponentiel de contraintes. Elle permet également d’obtenir des relations
min-max et d’élaborer des algorithmes polynomiaux de résolution.

En effet, comme il a été démontré par Grotschel et al. [GRO 81], I’optimisation
sur un polyedre donné ne dépend pas du nombre de contraintes du systeme décrivant
le polyedre, mais plutot du probleme dit de séparation 1ié a ce systeme. Ce probleéme
consiste, étant donnée une solution x, a déterminer si x vérifie le systéme, et sinon
a trouver une contrainte du systéme qui soit violée par x. Grétschel et al. [GRO 81]
ont montré qu’il existe un algorithme polynomial pour optimiser une fonction linéaire
sur un polyedre si et seulement s’il existe un algorithme polynomial pour résoudre le
probleme de séparation associé au systeme définissant le polyedre. Cette équivalence
entre optimisation et séparation a donné un nouvel essor a 1I’optimisation combinatoire
et aux approches polyédrales. Ainsi, un probléme d’optimisation combinatoire peut
&tre résolu en temps polynomial en résolvant une séquence de programmes linéaires,
chaque programme étant obtenu en ajoutant une contrainte violée déterminée par la
résolution d’un probleme de séparation. Si la solution d’un de ces programmes est
une solution du probléme, alors elle est optimale. Ainsi, le probléme initial peut étre
résolu en temps polynomial, si la séparation des contraintes peut étre réalisée en temps
polynomial. Ce type d’algorithme est dit de coupes (ou de plans sécants).

Les problémes d’optimisation combinatoire sont généralement NP-difficiles. Il y
a, en conséquence, peu d’espoir de trouver pour un tel probléme une description com-
plete explicite du polyedre des solutions par un systeme d’inégalités linéaires. En uti-
lisant un algorithme de coupes, il est alors possible que celle-ci ne fournisse pas a la
fin une solution optimale du probleme. Une approche arborescente de séparation et
d’évaluation (Branch-and-Bound) peut alors étre considérée pour déterminer une so-
lution optimale. A chaque itération de la méthode, de nouvelles contraintes peuvent
étre générées pour serrer davantage la relaxation linéaire, et améliorer la borne sur
la valeur optimale au niveau de chaque sommet de I’arbre de résolution. Cette mé-
thode, introduite par Padberg et Rinaldi [PAD 91] et connue sous le nom de méthode
de coupes et branchements (Branch-and-Cut method), a été appliquée avec succes
pour plusieurs problémes d’optimisation combinatoire comme le probléme du voya-
geur de commerce [APP 98] [GRO 91] [LAW 85] [PAD 911, le probleme de coupe
maximum [BAR 88] [SIM 95] [JUN 98] ou le probléme de conception d’un réseau
fiable [GRO 95] [KER 04a]. En plus, le progres des outils de calcul a aussi permis
une évolution importante de cette méthode ces dernieres années. Elle constitue main-
tenant I’outil le plus efficace, et le plus largement utilisé, pour résoudre des problemes
d’optimisation combinatoire. Dans ce chapitre, nous présentons ces techniques et dis-
cutons de certaines applications.
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Dans la section suivante, nous présentons les éléments de base de la théorie des po-
lyedres. Dans la section 3, nous étudions la relation entre 1’optimisation combinatoire
et la programmation linéaire. Dans la section 4, nous présentons certaines techniques
de preuves pour les polyedres, en particulier nous présentons des méthodes pour prou-
ver qu’une inégalité donnée définit une facette d’un polyedre combinatoire, et qu’un
systeme linéaire décrit un polyedre entier. La section 5 discute des polyedres entiers et
des relations min-max en optimisation combinatoire. Nous étudions, en particulier, les
matrices totalement unimodulaires, les systemes totalement duaux entiers et les poly-
&dres bloquants et antibloquants . Dans la section 6, nous présentons les méthodes de
coupes et de coupes et branchements. Nous discutons également de la relation entre
séparation et optimisation. Dans les sections 7 et 8, nous présentons certaines appli-
cations de ces techniques respectivement aux problemes de coupe maximum et de
conception d’un réseau fiable.

Le reste de cette section est consacré a quelques définitions et notations. Nous

considérons des graphes non orientés. Un graphe sera noté par G = (V,E) o0 V
est I’ensemble des sommets et E est celui des arétes. Si e est une aréte entre deux
sommets u et v, alors nous écrivons e = uv. Une chaine entre deux sommets u et
v dans G est une séquence de sommets et d’arétes (vo, €1, V1, €2,V2, ..., 0_1,€, V)
olu = vy,v =wvyete; =wv;_qv;pouri = 1,...,1letwvg,...,v; sont des sommets
distincts de V. Les sommets u et v sont appelés les extrémités de la chaine. Une chaine
sera notée par son ensemble d’arétes (eq, ..., e;). Deux chaines entre deux sommets
u et v sont dites aréte-disjointes (resp. sommet-disjointes) si elles n’ont aucune aréte
(resp. sommet a I’exception de u et de v) en commun. Un cycle est une chaine dont
les extrémités coincident. Si F' C E, alors V (F') désignera I’ensemble des sommets
des arétes de . Si S C V, onnotera par E(.S) ’ensemble des arétes ayant leurs deux
extrémités dans S.
Soit E = {ei,...,e,} unensemble fini. Si F C Eetz = (z(e), e € E) € R, alors
nous notons par z(F) la somme Y, z(e). Si a et & sont des vecteurs de R” , nous
désignons par ax la somme ) . a(e)z(e). Ainsi 'inégalité ), pa(e)z(e) < a
s’écrit ax < a.

1.2. Polyedres, faces et facettes

Dans cette section, nous présentons les définitions et propriétés de base de la théo-
rie des polyedres. En particulier, nous discutons de la description d’un polyedre par
ses facettes.



16  Optimisation combinatoire

1.2.1. Polyédres, polytopes et dimension

DEFINITION 1.1.— Un polyedre P C R™ est I’ensemble de solutions d’un systeme fini
d’inégalités linéaires, i.e.,

P={zeR" : Az <b},
on A est une matrice m x n, b € R™ et m et n sont deux entiers positifs.

Un polyedre borné est appelé polytope. En d’autres termes, un polyedre P C R"”
est un polytope s’il existe z', 2 € R tel que z' < < 22 pour tout z € P.

Noter que tout polyedre P est convexe, c’est-a-dire si ' et 2% sont deux points
quelconques de P, alors Az! + (1 — X\)x? est aussi un point de P pour tout 0 < X < 1.

Tout au long de ce chapitre nous considérons des polyedres rationnels, ¢’est-a-dire
des polyedres pour lesquels les coefficients du systeme Az < b sont tous rationnels.
Si A est une matrice m x n, on désignera par A; (resp. A7) la i™ ligne (resp. j°™¢
colonne)de A pouri =1,...,m (resp.j =1,...,n).

DEFINITION 1.2.— Des points ', ..., z* de R" sont dits linéairement (resp. affine-
ment) indépendants si le systeme

k k k
Z Azt =0 (resp. Z Nzt =0 et Z A =0)
i=1 i=1 i=1
admet une solution unique \; = 0 pouri =1,... k.

Un ensemble de points linéairement (resp. affinement) indépendants sera éga-
lement dit linéairement (resp. affinement) indépendant. Notons qu’un ensemble de
points linéairement indépendant est affinement indépendant, par contre la réciproque
n’est pas vraie. La proposition suivante, qui est facile a vérifier, établit la relation entre
I’indépendance linéaire et I’indépendance affine.

PROPOSITION 1.3.— Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1)zt ..., 2" sont affinement indépendants.

2)x? — 2t ..., 2% — 2t sont linéairement indépendants.

DEFINITION 1.4.— Un polyédre P est dit de dimension k si le nombre maximum de
points affinement indépendants de P est k + 1. On écrit alors dim(P) = k.

Remarquons que si P est un polyeédre de R™ alors dim(P) < n.Si P C R"™ et
dim(P) = n,alors P est dit de pleine dimension.
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DEFINITION 1.5 — Un pointx € R™ est dit combinaison linéaire des points z*, . . ., z*
de R™ s’il existe k scalaires A1, ..., A, z;cels quer = Ele Aix*. Side plus Ele A =
1(resp. \i > Opouri=1,...,kety ;. , X\i =1), alors x est dit combinaison affine

(resp. combinaison convexe) de ces points.

° L] L]
L]
L] . ° L]
L] L]
L]
. L ° Ld
. . L4 °
L]
L]
. . .
Ld
Solutions de S Enveloppe convexe de S

Figure 1.1. Enveloppe convexe

DEFINITION 1.6~ Etant donné un ensemble de points S C R™, I’enveloppe affine
(resp. ’enveloppe convexe) de S (voir figure 1.1) est ’ensemble des points qui peuvent
s’écrire comme combinaison affine (resp. convexe) de points de S.

REMARQUE 1.7~ Si 0 n’appartient pas a I’enveloppe affine de points z!,..., 2",
alors ', ..., 2" sont affinement indépendants si et seulement s’ils sont linéairement
indépendants.

L’enveloppe convexe d’un ensemble de points S peut &tre aussi vue comme le
plus petit ensemble convexe contenant S. On notera dans la suite I’enveloppe convexe
d’un ensemble de points .S par conv(S). La proposition suivante établit la relation
entre 1’optimisation sur S et celle sur I’enveloppe convexe de 5.

PROPOSITION 1.8~ Soient S C R™ un ensemble de points et w un vecteur de R™ .
Alors
max{wz : x € S} =max{wx : x € conv(S)}.

Preuve. Soient 7 € S et z* € conv(S) tels que wZ = max{wz : z € S}et
wr* = max{wzr : z € conv(S)}. Comme Z € S,etdonc Z € conv(S), alors
wZ < wx™. De plus, par la programmation linéaire, on peut supposer que z * est un
point extréme de conv(S), et par conséquent z* € S. Ce qui implique que wz* < WT,
et alors wz™ = wx. O

La proposition 1.8 établit le lien entre 1’optimisation combinatoire et la program-
mation linéaire. Une solution optimale d’un probleme d’optimisation combinatoire
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peut étre obtenue en résolvant le programme linéaire induit par I’enveloppe convexe
de ses solutions.

Considérons maintenant un polyedre P C R"™, et supposons que P est décrit par
un systeme de my inéquations et mo équations, c’est-a-dire P s’écrit sous la forme

P:{Q?E]Rn : Al:ngbl, i‘:1,...,m1, } (12)
BjCE:dj ]:1,...,m2

Cela implique que pour toute inéquation A;z < b;, i € {1,...,my},il existe une

solution # de P telle que A;# < b;. Dans la suite, on notera par A et B les matrices

dont les lignes sont les A;, i = 1...,mq etles B;, j = 1,...,ma, respectivement,

et par b et d les vecteurs (by,...,bn, ) et (di,...,dn,)". (Pour une matrice donnée

A, AT désignera le transposé de A.)

DEFINITION 1.9~ Un point x* € P est appelé point intérieur de P si A;x* < b;
pouri=1,...,mq.

PROPOSITION 1.10.— Si P est non vide, alors P contient un point intérieur.

Preuve.Pouri = 1,...,m,soit 2 € P tel que A;z* < b;. Soit T = le o
Nous avons A;Z < b; pouri = 1,...,my et B;T = d; pour j = 1,...,m». Donc Z
est un point intérieur de P. (]

Etant donnée une matrice M, le rang de M, noté rang(M ), est le nombre maxi-
mum de lignes (ou de colonnes) de M linéairement indépendantes.

REMARQUE 1.11~ Si M est une matrice de rang 7, et {z € R : Mz =1} #0
pour un certain vecteur /, alors le nombre maximum de points affinement indépendants
dans I’ensemble {z € R” : Mz =1}estn —r+ 1.

PROPOSITION 1.12.— Si P # 0, alors dim(P) = n—rang(B).

Preuve. Soit k¥ =rang(B).Par laremarque 1.11,il existe n—k+1points z !, ... 2" F+1
affinement indépendants du systtme Bz = 0. Puisque P # ), par la proposition 1.10,
P contient un point intérieur, disons Z. D’ou A;Z < b; pour¢ = 1,...,m. Alors
il existe un scalaire ¢ # 0, suffisamment petit, tel que A;& + eA;27 < b;, pour
i=1,...,mpetj =1,...,n — k + 1. Considérons les points y/ = Z + ex’ pour
j=1,...,n—k+1.Nousavons y/ € Ppourj =1,...,n—k+ 1.En plus, comme
z', ..., 2" **1 sont affinement indépendants, 3 ', .. .,y ~**! sont également affine-
ment indépendants. Ce qui implique que dim(P) > n — k.

Aussi, comme P C {z € R® : Bz = d}, par laremarque 1.11,dim(P) < n — k.
Par conséquent dim(P) = n — k. O
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Comme conséquence de la proposition 1.12, un polyedre est de pleine dimension
si et seulement s’il contient un point vérifiant toutes les contraintes du polyeédre avec
inégalité stricte.

1.2.2. Faces et facettes

Considérons un polyedre P C R"™, et supposons que P est décrit par le systeme
(1.2). Dans cette section, nous étudions les inégalités de ce systéme qui sont essen-
tielles a la description de P.

DEFINITION 1.13.— Une inégalité linéaire ax < « est dite valide pour un polyédre
P € R" si elle est vérifiée par tout pointde P,ie., P C {z € R" : ax < a}.

DEFINITION 1.14 ~ Si ax < « est une inégalité valide, alors le polyédre
F={ze€P: ax=a},
est appelé face de P, et on dit que F' est définie par ’'inégalité ax < a.

Par convention, I’ensemble vide et le polytope P lui-mé&me sont considérés comme
des faces de P. Une face de P est dite propre si elle est non vide et différente de P
(voir figure 1.2).

face propre

|

face non propre

facette

points extrémes

Figure 1.2. Faces et facettes

PROPOSITION 1.15—~ Un sous-ensemble F' non vide de P est une face de P si et
seulement s’il existe un sous-systeme A'z < b de Az < btel que F = {x €

P Az =1}
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Preuve. (=) Supposons que F’ est une face de P. Alors il existe une inégalité ax <
a, valide pour P, telle que F' = {z € P : az = a}. Considérons le programme
linéaire

max{az : x € P}. (1.3)

Les solutions optimales de (1.3) sont précisément les éléments de F. Soit (y!,y?)
une solution optimale duale de (1.3) ot y! et y? sont les vecteurs duaux correspon-
dant respectivement aux systtmes Az < bet Br = d. Soit A’z < b’ le sous-
systtme de Az < b dont les variables duales ont une valeur strictement positive.
Par les conditions des écarts complémentaires en programmation linéaire, nous avons
F={zeP : Az=0}.

(<=) Supposons qu’il existe un sous-systtme A’z < b’ de Az < btelque F = {z €
P : A’z = b'}. Alors pour tout point z € P\ F, il existe au moins une contrainte
parmi les inégalités de A’z < b’ qui ne soit pas vérifiée a I’égalité par z. Considérons
I'inégalité axz < « obtenue en sommant les inégalités de A’z < b'. Il est clair que
ar = apourtoutx € Fetaxr < apourtoutz € P\ F. d

DEFINITION 1.16.~ Un point x d’un polyédre P est dit point extréme ou sommet de
P s’il n’existe pas deux solutions z" et x> de P, ' # 2, telles que x = %:61 + %3,3.

PROPOSITION 1.17.— Un point & € P est un point extréme de P si et seulement si &
est une face de dimension 0.

Preuve. Soit P le polyédre obtenu a partir de P en transformant toute inéquation
vérifiée a 1’égalité par z en une équation. Donc P s’écrit

P={reR" : Az <b, Bz = d},

olt Bz = d (resp. Az < b) est le systeme des équations (resp. inéquations) de P. On
adonc Az < b.

(=>) Si T n’est pas une face de dimension 0, alors dim(P) > 0, et donc, par
la proposition 1.12, rang(B) < n. Par conséquent, il existe un point y # 0 tel que
By = 0.Comme Az < b, il existe € # 0 suffisamment petit tel que Az + eAy < b,
et ainsi ' = Z + ey € P. Aussi, € peut étre choisi tel que z> = & — ey € P. Nous
avons alors & = %(:El + 22), ce qui implique que Z n’est pas un point extréme.

(<=) Si Z est une face de dimension 0, et donc P est de dimension 0, par la
proposition 1.12, il en résulte que rang(B) = n. Alors Z est la solution unique du
systtme Bz = d. Soit z = 1 (z' + z?),avec z', 2> € P.Comme z' et 2? sont des
solutions de Bz = d, on doit donc avoir 7 = ! = 2, et ainsi T est un point extréme
de P. d
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1l est clair que si F' est une face propre de P, alors dim(F)<dim(P) — 1. Dans la
suite, nous allons voir que les inégalités qui sont nécessaires a la description de P sont
celles qui définissent des faces maximales (au sens de 1’inclusion).

DEFINITION 1.18.—~ Une face propre de P est dite facette si dim(F)=dim(P) — 1
(voir figure 1.2).

PROPOSITION 1.19.— Supposons que P # (). Alors toute contrainte A ;x < b; qui ne
définit pas une facette de P est redondante.

Preuve. Supposons que A;x < b; est essentielle a la description de P. On montre que
A;x < b; définit une facette. En effet, si A;x < b; est essentielle dans P, alors il doit
exister un point * € R \ P tel que

Aja:* < bj, Vje {1,...,m1}\{i},
Aix* > bi,
Bzx* =d.

Puisque P # (), par la proposition 1.10, P contient un point intérieur, disons 2. Donc
A;# < b;. Soit z un point sur le segment entre z* et & tel que A;z = b;. Alors
z=A%+ (1 —X)z*avec0 < A < 1.De plusona

Ajz < bj, Vje {1,...,m1}\{i},
Az = by,
Bz =d.

Ceci implique que z appartient & I’ensemble F' = {z € P : A;x = b;},la face de
P définie par A;x < b;. Aussi, notons que le systeme donné par les équations de F
est {A;z = b;, Bx = d}.Puisque & € P\ F, A; est linéairement indépendant des
lignes de B. D’ol rang %z ) = rang(B) 4+ 1. D’ou dim(F") = dim(P) — 1, et par
conséquent, F' est une facette de P. O

Dans la suite, nous avons besoin du théoréme suivant, connu sous le nom du lemme
de Farkas, qui est un des résultats fondamentaux de la programmation mathématique.
Pour la preuve voir [COO 98].

THEOREME 1.20.— (Lemme de Farkas pour les inéquations). Etant donnés une ma-
trice m X n A et un vecteur b € R™, le systéme Ax < b admet une solution si et
seulement s’il n’existe pas un vecteur y > 0 de R™ tel que yA = 0 et yb < 0.
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COROLLAIRE 1.21.~ (Lemme de Farkas). Le systéme Ax = b admet une solution
(resp. solution positive) si et seulement s’il n’existe pas un vecteur y tel que yA = 0
et yb < 0 (resp.yA > 0etyb < 0).

La proposition suivante montre qu’une facette de P doit &tre définie par au moins
une des inéquations de P.

PROPOSITION 1.22.— Pour toute facette F' de P, une des inéquations définissant F’
est nécessaire dans la description de P.

Preuve. Supposons que F' est définie par chacune des inégalités A ;& < b;,pouri € [
ol I est un sous-ensemble de {1,...,m}. Soit P le poly&dre obtenu en supprimant
toutes les inégalités A;z < b;, i € I. Nous allons montrer que P \ P # (), ce qui
montre qu’au moins une des contraintes A;x < b;, i € I, doit apparaitre dans la
description de P.

Considérons une contrainte A;x < b; parmi celles qui définissent F'. Puisque F'
est une facette de P, on a ' # (. Par la proposition 1.10, F' contient donc un
point intérieur, disons z°. Aussi comme F # P, A; est indépendant des lignes de
B. Donc le systtme yB = A; n’a pas de solution. Par le corollaire 1.21, le sys-
ttme {Br = 0, A;z > 0} admet une solution, disons x'. Comme Azz° < by
pour k € {1,...,my} \ I, il existe € > 0 tel que Azz® + eAzz’ < by pour
ke{l,...,m}\I.Soitz?> = 20 +ex'. Dot Axz® < by pourk € {1,...,mi}\I.
Comme A;z' > 0et A;2° = b;,ona A;22 = A;2° 4+ eA;z! > b;. Dot 22 & P.
Aussi, puisque Bx! = 0,0n a aussi 72 € P.et, par conséquent, 72 € P \ P. ]

DEFINITION 1.23.— Deux inégalités valides a1z < ay et ayx < ag sont dites équi-
valentes s’il existe X > 0 et un vecteur 1 de R™? tels que

ax = Aay + uB, (14)
ay = Aag + pd. (1.5)

PROPOSITION 1.24 — Supposons que P # (. Si deux inégalités valides de P défi-
nissent la méme facette, alors elles sont équivalentes.

Preuve. Soient a1 < a3 et asx < ap deux inégalités valides qui définissent la méme
facette F' de P. Tout d’abord notons que si le systeme (1.4) admet une solution, alors
celle-ci satisfait également (1.5). En effet, comme F' # (), il existe une solution # dans
F telle que a1Z = ay et asT = as. On a également B = d. D’oll as = a2& =
Aa1 T + uBT = Aag + pd.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que si le systeme (1.4) admet une solution, alors
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A > 0. En effet, si A\ < 0, alors Aa;x > Aay pour tout x € P, et, en conséquence,
pourtoutx € P,ona

Q2T Aayx + pBz

Y%

Aoy + pd

Q9.

Comme asx < aa, il en résulte que a2z = ao. Mais ceci implique que P = F', ce qui
contredit le fait que F est une face propre. Supposons maintenant que le systeme (1.4)
n’admet pas de solution. Alors par le corollaire 1.21, il existe une solution £ € R"
telle que

ar = 0,
Bi = 0,
a2z > 0

Soit I C {1,...,mq} tel que A;z < b; définit F' pour tout i € I. Notons que par
la proposition 1.22, I # (). Puisque F est une facette, et, par conséquent, F' # ),
par la proposition 1.10, F' posséde un point intérieur, disons = *. Donc Apz* < by
pour tout k € {1,...,m1} \ I. Soit e > O tel que Apz* + €ArZ < by pour tout
kEe{l,...,mi}\I.Soit& = z* + ez. Comme a»Z > 0 et a22* = 2, nous avons
as® = asx* + €asT > an. Par conséquent & ¢ P. Puisque P # §, soit 4 un point
intérieur de P. On a donc a1y < a1, et alors y ¢ F. Soit z le point de F' sur le
segment entre y et Z. Donc z = vy + (1 — v)Z pour un certain 0 < v < 1. De plus,
nous avons a1z = var1y + (1 —v)a1 & < vay + (1 —v)a; = ay, ce qui est impossible.

En conséquence, le systeéme (1.4) admet une solution. Comme il a été démontré
ci-dessus, cette solution satisfait également (1.5),etona A > 0. O

D’apres la proposition 1.24, pour toute facette de P, une et une seule inégalité
définissant F' est nécessaire dans le systeme qui décrit P. Comme conséquence des
propositions 1.19, 1.22 et 1.24, nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 1.25.— Le systeme (1.2) définissant F' est minimal si et seulement si
les lignes de B sont linéairement indépendantes et toute inégalité A;x < b;, i =
1,...,mq, définit une facette distincte de P.

Si P est un polyedre de pleine dimension, alors par la proposition 1.24, deux con-
traintes induisent la méme facette si et seulement si 1’'une est un multiple positif de
I’autre. Nous avons donc le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 1.26.— Si P est un polyédre de pleine dimension, alors il existe un
systeme linéaire minimal unique (a des multiplications par des scalaires positifs pres)
qui décrit P. De plus, toute contrainte de ce systeme définit une facette distincte de
P.

Une autre importante classe de faces est celle des faces minimales, i.e., les faces
qui ne contiennent pas strictement d’autre face. Nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 1.27 .~ (Hoffman and Kruskal [HOF 56]). Un sous-ensemble F' non
vide de P est une face minimale de P si et seulement s’il existe un sous-systéme
Alx <V de Ax < brelque F ={x € R" : Az =V, Bx =d}.

Preuve. (=) Supposons que F' est une face minimale de P. Alors par la proposition
1.15,il existe un sous-systtme A’z < b’ de Az < btelque F ={x € P : A’z =V'}.
On choisit A’z < b de telle maniére qu’il soit maximal. Soit A”x < b" un sous-
systtme minimalde Az < btelque F = {x € R” : A’z =V, A"z <V', Bx =d}.
Nous allons montrer que A"z < b ne contient aucune inégalité.

Supposons par contradiction que A"z < b contient une inégalité o'’z < o'’. Comme
a''rz < o' n’est pas redondante dans le systeéme décrivant F', d’aprés la proposition
1.19 I'ensemble F' = {x € R* : Az =V, Az < V', d"v = ", Bx = d}
est une facette de F'. Par la proposition 1.15, F'/ est également une face de P. Ce qui
contredit le fait que F est une face minimale de P.

(<=) Supposons maintenant que } # F = {z € R" : A'x =V, Bt =d} C P
pour un certain sous-systeme A’z < b' de Ax < b. Par la proposition 1.15, F' est une
face de P. Aussi F' ne contient strictement aucune face de P. Alors F' est une face
minimale de P. O

COROLLAIRE 1.28.— Toute face minimale non vide de P est de dimension n —

A . . . N
rang ( B | Les faces minimales non vides d’un polytope sont des points extrémes.

Etant donné un ensemble de points S = {z',..., 2P}, on peut avoir besoin de
déterminer si un point donné z° appartient & conv(.S). Ce probléme se raméne a véri-
fier si 2° est une combinaison convexe des points z!,. .., 2P, c’est-d-dire, s’il existe

ALy .., Ap tels que

f:l Ai = 1,
P izt =10, (1.6)
A >0, pouri=1,...,p.

La proposition suivante montre que, si le systéme (1.6) n’a pas de solution, alors il
doit exister une inéquation (un hyperplan) qui sépare z ° et conv(S), c’est-a-dire une
inégalité ax < a telle que ax < a pour tout z € conv(S) et az® > a.
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PROPOSITION 1.29.— Si 2% € R™ \ conwv(S), alors il existe une inéquation qui sépare
z° et conv(S).

Preuve. Siz° € R" \ conv(S), alors le systéme (1.6) n’admet pas de solution. Par le
lemme de Farkas, il existe un scalaire @ € R et un vecteur y € R" tels que

yr' +a >0, pouri=1,...,p,

yr’ +a < 0.
Soit @ = —y. Puisque az’ < a pouri = 1,. .., p, par la proposition 1.8 on en déduit
que ax < a pour tout z € conv(S). Comme az® > «a, la contrainte ar < « sépare
donc z° et conv(S). O

DEFINITION 1.30.— Un céne est I’ensemble de solutions d’un systéme fini homogéne,
i.e., un systeme de la forme Ax < 0. Un cone C est dit généré par un ensemble de
points {z, ... 2"} si tout point x de C peut s’écrire sous la forme Zle \iz; avec
Ai > 0pouri=1,... k.

THEOREME 1.31.~ ( Minkowski [MIN ], Weyl [WEY 50]). Un ensemble C' C R"
est un cone si et seulement si C' est généré par un un ensemble fini de points.

Preuve. (=) Supposons que C' est I’ensemble de solutions d’un systéme fini Az <
0. Nous allons montrer que C' peut étre généré par un ensemble fini de points. La
preuve est par récurrence sur le nombre de contraintes dans le systeme définissant C'.
Si le systéme n’a aucune contrainte (i.e., C = R™), alors les points donnés par les
vecteurs unités et le vecteur dont toutes les composantes sont égales a —1 génerent
C'. Supposons maintenant que nous avons un ensemble fini S’ de points qui génére
C'={z e R* : Az < 0} et supposons que Az < 0 est obtenu a partir de
A’z < 0 en ajoutant une contrainte az < 0. Soient S, S’,, S respectivement les
sous-ensembles de points = de S’ tels que az = 0,ax > 0 et axr < 0. Remarquons
que Sp, S’ , SL forment une partition de S”. Pour toute paire (z, ') telle que z € S’y
etz’ € S' considérons le vecteur

Yg,o = (az)z' — (az’)z. (1.7)

Ainsi ay, ,» = 0et Ay, = (ax)A'2" — (az')A'z < 0.Soit S = S” U S{ U
{Yo,or €S, 2" €S} Ms’ensuitdoncque S C {z € R* : A’z <0,az <0}.
Nous allons montrer dans la suite que .S génére C'. Pour cela, considérons une solution
x* de C. Puisque C' C C',alors z* = 3 o Agz olt A, > 0 pour tout z € S'. La
solution z* peut étre aussi écrite sous la forme

* = Ezesﬂr Ao + ZzeS[) AT + Zzesl_ Ao (1.8)
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Si Ay = 0 pour tout z € S',, comme Sy U S” C S, z* est donc généré par des
éléments de S. S’il existe = € Sg_ avec \, > 0, alors il doit exister z € S’ avec
Az > 0. Sinon on aurait ax* > 0, ce qui contredirait le fait que 2* € C'. Par (1.7),
nous avons

(az)Z + (—aZ)x — yy z = 0. (1.9)

En retranchant (1.9), multipliée par un coefficient approprié, a (1.8) on obtient une
combinaison positive pour z* dans laquelle au moins un scalaire parmi A., Az est
réduit a zéro. En répétant cette opération un certain nombre de fois (au plus S/, |+]S” |
fois), on obtient une combinaison positive de points de .S pour z *. Ce qui implique
que S est un générateur pour C.

(<=) Supposons que C' est généré par un ensemble fini S. Nous allons montrer que
C' est I’ensemble de solutions d’un systéme fini de la forme Az < 0. Soit U =
{a € R" : azx <0, Vz e S} DoncU est ’ensemble de solutions d’un systeme
homogene. Par la premiére partie de la preuve, il doit exister un sous-ensemble U " de
U tel que toute solution de U peut s’écrire comme combinaison linéaire positive de
points de U’. Soit A la matrice dont les lignes sont les vecteurs a tels que a € U'. Nous
avons C' = {z € R" : Az < 0}.Eneffet,il estclairque C C {z € R” : Az <0}.
Soit # ¢ C'. Alors le systeme linéaire ) ¢ A\,® = &, A\, > 0 pour z € S n’apas
de solution. Par le lemme de Farkas, il existe un vecteur a € R” tel que az > 0 et
axz < 0 pourtout z € S. Par conséquent,a € U.Comme aZ > 0, & ne peut donc étre
une solution du systtme Az < 0. O

1.3. Optimisation combinatoire et programmation linéaire

Comme il apparait dans les sections précédentes, il existe une relation forte entre
I’optimisation combinatoire et la programmation linéaire. En effet, tout probleme
d’optimisation combinatoire peut se ramener a la résolution d’un programme linéaire.
Dans cette section, nous discutons de cette relation et des applications de la théorie
polyédrale a I’optimisation combinatoire.

1.3.1. Polytope des solutions

Conidérons un probleme d’optimisation combinatoire du type (1.1) associé a une
famille F de sous-ensembles d’un ensemble de base fini £ = {e1,...,e,}. A toute
solution F' € F de (1.1), on peut associer le vecteur z ¥ € {0, 1}¥ donné par

xp(e):{ 1 sie € F,

0 sinon.
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Le vecteur 27 est appelé le vecteur d’incidence (ou vecteur représentatif) de F'. Soit

S={zF . FeF},

I’ensemble des vecteurs d’incidence des solutions de (1.1). Alors (1.1) est équivalent
au probleme

max{wz : z € S}. (1.10)

Par la proposition 1.8, la valeur optimale de (1.10) est égale a celle du probleme

max{wz : x € conv(S)}. (1.11)

Le théoréme suivant montre que les deux problémes sont équivalents.

THEOREME 1.32.— Un ensemble (non vide) de points P C R™ est un polytope si et
seulement s’il existe un ensemble de points S tel que P = conv(S).

Preuve. (=) Supposons que P est un polytope. Soit S I’ensemble de ses points
extrémes. Il est clair que conv(S) C P. Supposons qu’il existe un point z° € P\
conwv(S). Par la proposition 1.29, il existe une inégalité ax < « telle que az < « pour
tout z € conv(S) et az® > «a. Soit a* = max{axr : z € P},etsoit F = {z €
P : ax = a*}. Notons que F est une face non vide de P. Comme z° € P, on doit
avoir a < a*. Mais ceci implique que F' ne contient aucun point extréme de P, ce qui
contredit le corollaire 1.28.

(<) Soit S = {z!,..., 2P} un ensemble fini de points de R" et soit P = conv(S).
On va montrer que P est I’ensemble de solutions d’un systeéme linéaire fini. Pour ce
faire, considérons I’ensemble 7' C R™! donné par les points (\,y) € R x R tels
que

—1<A<1,
—1<y" <1,
yr' <\, pouri=1,...,p,

ou 1 dénote le vecteur de R™ dont les composantes sont toutes égales a 1. Il est clair
que T est un polytope. Soient (A1,y%), ..., (A, y!) les points extrémes de T'. Par la
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premiére partie de cette preuve, T = conv({(A1,y'),..., (A, y?)}). Dans la suite,
nous allons montrer que P est I’ensemble de solutions du systeme

ylx < )\;, pouri=1,...,t. (1.12)

Pour ce faire, nous montrons d’abord que tout point de P est une solution du sys-
teme (1.12). En effet,si z € P, alors ¢ = ,ula:l + ...+ ppaP pour certains scalaires
[, pp > 0tels que Y7 p; = 1. Done y'Z = my'e! + ... + ppy'z? <
MiAi + ...+ A = A pours = 1,...,¢. Ce qui implique que Z est une solution de
(1.12).

Considérons maintenant une solution Z du systeme (1.12).Si & & P, alors par la pro-
position 1.29, il existe une inégalité ax < « telle que ax < «a pour tout z € P et
aZ > «. En divisant I’inégalité par des coefficients appropriés, on peut supposer que
-1<a” <let —1 < a < 1.Donc (a,a) € T, et par conséquent (c, a) peut s’écrire
(a,a) = 22:1 (i, y*) pour certains scalaires v1,...,v; tels que > »_ v; = 1.
D’ou az = 22:1 viyle < 22:1 ~viAi = a. Comme af > «, on obtient une contra-
dition. Par conséquent, € P, ce qui termine la preuve du théoreme. d

Par le théoreme 1.32, conv(S) est un polytope, et peut donc étre décrit par un sys-
teme fini d’inégalités linéaires. En conséquence, le probleme (1.11) n’est rien d’autre
qu’un programme linéaire. Par I’algorithme du simplexe, une solution optimale de
(1.11) peut étre prise parmi les points extrémes de conv(S). Comme ces derniers sont
précisément les solutions de S, il en résulte que les problemes (1.10) et (1.11) sont
équivalents. Ainsi tout probleme d’optimisation combinatoire peut étre ramené a un
programme linéaire en décrivant I’enveloppe convexe de ses solutions par un systeme
linéaire. Cette enveloppe convexe est appelée le polytope associé au probleme (ou le
polytope des solutions du probleme).

Le probleme (1.10) peut étre formulé comme un programme en nombres entiers
de la forme

max we
Az < b, (1.13)
0<z<1, (1.14)
T entier. (1.15)

(Ici O est le vecteur dont toutes les composantes sont égales a 0.) Les contraintes
(1.14) sont appelées inégalités triviales. Le polytope donné par les inégalités (1.13)
et (1.14) comporte généralement des points extrémes fractionnaires. Ainsi, la relaxa-
tion linéaire, obtenue en supprimant les contraintes d’intégrité (1.15), peut avoir une
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solution optimale fractionnaire. Par conséquent, d’autres contraintes seraient néces-
saires pour caractériser le polytope des solutions du probleme et le formuler comme
un programme linéaire.

Comme conséquence de ce qui précede, on obtient une méthode générale pour ré-
soudre des problemes d’optimisation combinatoire. Cette méthode, appelée approche
polyédrale, peut étre résumée de la maniere suivante :

1) Représenter les éléments de F par un ensemble S de vecteurs en 0-1.
2) Définir le polytope P, enveloppe convexe des points de S.
3) Déterminer un systeme complet qui décrit P.

4) Appliquer la programmation linéaire pour résoudre le probleme.

L’étape 3) est I’étape cruciale de la méthode. Bien que les résultats ci-dessus im-
pliquent qu’il existe un systéme linéaire fini qui décrit P, ils ne disent pas comment
obtenir un tel systeme.

Le dominant d’un polyedre P C R"™, noté par dom(P), est le polyedre qui consiste
en les points z tels que x > z’ pour certain ' € P, i.e.,

dom(P) = P+ R} .

11 est clair que P Cdom(P) et dom(P) est non borné. Nous avons la propriété algo-
rithmique intéressante suivante.

REMARQUE 1.33~ Siw € R7?,alors min{wz : z € P} = min{wz : z €
dom(P)}.

Par conséquent, étant donné un probléme d’optimisation combinatoire de la forme
min{wz : x € P} ol P est son polyedre des solutions, au lieu d’étudier P, on peut
considérer son dominant. Ce dernier est généralement plus simple a caractériser.

Etant donné un ensemble de points S € R™, on dit qu’une inégalité az < « est
valide pour S si elle est vérifiée par tout point de .S.

PROPOSITION 1.34 .~ Une inégalité ax < « est valide pour S si et seulement si elle
est valide pour conv(S).

Preuve. Comme S C conv(S), az < « est valide pour S si elle I’est pour conuv(S).
Supposons alors que ax < « est valide pour S, et considérons une solution © €
conv(S). Doncz =S¥ Nzioual € S, N > 0pouri =1,... ket F N\ =1
pour un certain entier k. Par conséquent az = Zle Ai(az?) < Ele ia=a. O
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PROPOSITION 1.35~ Si F est une face non vide de conv(S) de dimension p — 1,
alors il existe p points affinement indépendants dans S N F.

Preuve. Par définition, il existe p points 2!, ..., 2P dans F affinement indépendants.
Siz! € Spouri = 1,...,p,alors ’assertion est démontrée. Supposons que z' & S.
Alors 2! = Z;?:l Nzl ouzl € S,\; >0pourj=1,..., ket Z;?:l Aj = 1 pour
un certain entier k. De plus les points 7, j = 1,...,% sont tous dans F. En effet,
cela est clair si F' = conv(S). Si F est définie par une contrainte az < « valide pour
conv(S), alors ax' = . Comme a#’/ < apourj = 1,...,k,il s’ensuit que aZ’ = o
pourj = 1,...,k,etainsiz/ € Fpourj = 1,...,k. Puisque z',. .., 2P sont affi-
nement indépendants, il existe t € {1,...,k} tel que ¢, 2%, ..., 2P sont affinement
indépendants. Maintenant la preuve peut étre complétée en répétant ce processus pour
tout point 2° ¢ S. O

Par les propositions 1.34 et 1.35, pour établir la validité d’une contrainte pour
conv(S) ou la dimension d’une face de conwv(S), il suffit de considérer des points de
S.

1.3.2. Points et rayons extrémes

Considérons un polyedre P = {z € R" : Az < b} ou A est une matrice m x n
et b un vecteur de R™ . Notons qu’il peut y avoir des inégalités dans Az < b qui sont
vérifiées a I’égalité par les solutions de P.

DEFINITION 1.36.— Soit P = {r € R* : Ar < 0}. Les points de P° \ {0} sont
appelés rayons de P.

11 est facile de voir qu’un point r € R™ est un rayon de P si et seulement si pour
toutpointz € P,{y e R" : y=z+Ar, A€ R} C P.

DEFINITION 1.37~ Un rayon r de P est dit rayon extréme s’il n’existe pas deux
rayons r',r? € P, r! # Xr? pour tout X € Ry, tels que r = 11 + 1r?.

Dans la suite nous donnons quelques propriétés des points et rayons extrémes.
Celles-ci vont permettre de décrire tout polyedre par ses points et rayons extrémes.

PROPOSITION 1.38— Un point r € P° est un rayon extréme de P si et seulement si
Uensemble {\r : \ € Ry } est une face de P° de dimension 1.

Preuve. Soit A la matrice formée par les lignes A; de A telles que A;r = 0. Si
{Ar : X € Ry} est une face de P° de dimension 1, alors par la proposition 1.12,
rang(A) = n—1.Donc toute solution du systtme Ay = 0 estde laforme y = pr, pu €
R.Sir = irt + Ir? ourt,r? € P alors Art < 0et Ar? < 0.Mais ceci implique
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que Ar' = Ar? = 0. Et par conséquent ' = \;r et r> = \or pour A1, A2 € R. Ainsi

rl = Ar? avec A = 4% € R, et donc r est un rayon extréme.

Sir € P etrang(A) < n — 1, alors il existe ' # Ar, A € R tel que Ar’" = 0. Soit A
la sous-matrice complémentaire de A dans A. Remarquons que Ar < 0.1l existe, par
conséquent, € # 0 tel que Ar + eAr’ < 0et Ar — eAr’ < 0. Alors ' = 7 + er' et
r? = r — er’ sont des rayons de P°. Comme r = 17" + 172 et r' # Ar? pour tout
A € Ry, 7 ne peut étre un rayon extréme. g

THEOREME 1.39.— Pour tout point extréme x* de P, il existe ¢ € Z" tel que =* est
la solution optimale unique du programme max{cx : x € P}.

Preuve. Soit I = {i € {1,...,m} : A;z* = b;}. Soit ¢* = ., A;. Puisque P
est rationnel, il existe un entier ¢ > 0 tel que ¢ = tc* € Z™. Comme x* est un point
extréme de P, et par la proposition 1.17, * est une face de dimension O, pour tout
pointz € P\ {z*},ilexiste i € I tel que A;z < b;. Donc pour z € P\ {z*},ona
cr =) i tAiw <Y icrthi =Y tAxt = cxt. O

THEOREME 1.40~ Si rang(A) = n — k et P # {), alors P posséde une face de
dimension k, et ne contient aucune face de dimension inférieure.

Preuve. Soit ' # () une face de P et notons par I I’ensemble des indices i €
{1,...,m} tels que A;x < b; pour un certain z € F.Comme rang(4) = n — k,

alors la matrice des équations de F', donnée par les A; tels que i € {1,...,m} \ I,
est de rang inférieur ou égal a n — k. Par la proposition 1.12, dim(F') > k. Sup-
posons maintenant que F' est de dimension minimum. Si dim(F") = 0, alors, par

la proposition 1.17, F' est réduite a un point extréme de P et 1’assertion est donc
démontrée. Supposons que dim(F) > 0. Soit Z un point intérieur de F. Puisque
dim(F) > 0, il doit exister un autre point y € F'. Considérons la droite A passant
par les points Z et y. Celle-ci contient les points z(A) = Ay + (1 — X\)Z pour A € R.
Supposons que A intersecte un des hyperplans {x € R™ : A;z = b;},i € I. Soit
N =min{|\| : i €I, A;z(\) = b;},etsoiti* € I tel que \* = |\*"|. Comme
Z est un point intérieur de F', et, par conséquent, A ;« % < b;«, il s’ensuit que A* # 0.
Considérons ’ensemble F* = {z € F : A;~x = b;}. Il est clair que F'* est une
face de P. Aussi, comme z()\i*) € F* \ F, F* est une face de dimension inférieure,
une contradiction.

Par conséquent, A n’intersecte aucun des hyperplans {z € R™ : A,z = b;}, i € I.
Ceci implique que A C P,ie., A(Ay + (1 — A\)&) < b pour tout A € R. Puisque
Az < b,onendéduitque A(y — ) = Opourtouty € F.D'ou F={ye€ P : Ay =
Az}.Comme rang(A) = n — k, par la proposition 1.12, on a dim(F') = k. O

THEOREME 1.41~ Supposons que rang(A) = n, et le probléme

max{wz : x € P} (1.16)
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admet une solution optimale finie. Alors il existe une solution optimale de (1.16) qui
est un point extréme de P.

Preuve. L’ensemble des solutions optimales de (1.16) est une face non vide F' = {z €
P : wz = wy}. Comme rang(A) = n, par le théoréme 1.40, F’ contient une face de
dimension 0. Par la proposition 1.17, il en résulte que F' contient un point extréme. [

THEOREME 1.42 .~ Sirang(A) = n et max{wz : = € P} est non borné, alors P
admet un rayon extréme r* tel que wr* > 0.

Preuve. Comme le programme linéaire max{wz : x € P} n’admet pas de solution
optimale finie, par la dualité en programmation linéaire, le systetme {yA = w, y > 0}
n’admet pas de solution. Par le lemme de Farkas, il existe r € R" tel que Ar < 0 et
wr > 0. Considérons le programme linéaire

max{wr : Ar <0, wr <1}. (1.17)

La valeur optimale de (1.17) est donc égale a 1. Comme cette valeur est bornée et
rang(A) = n, par le théoréme 1.41, (1.17) admet une solution optimale qui est un
point extréme de {r : Ar < 0, wr < 1}.Soit r* un tel point. Il est clair que r*
est un point de P° \ {0}, et donc r* est un rayon de P. En plus, comme r* est la
solution unique de n équations du systtme {Ar < 0, wr < 1}, le sous-systeme de
Ax <0 vérifié a ’égalité par r* doit &tre de rang n — 1. Sinon 7* serait nul, ce qui est
impossible. Par conséquent, {\r*, X\ € Ry } est une face de P° de dimension 1. Par
la proposition 1.38,r* est donc un rayon extréme de P. (|

On peut donner maintenant le théoreme fondamental suivant qui établit une des-
cription de P en termes de points et rayons extrémes.

THEOREME 1.43 .~ (Minkowski [MIN ). Si P # 0 et rang (A) = n, alors

p_[TER : w= St Yt Y N =1,
AzZO,Z:L,PaM]ZO,]:l,,q ’

onz',....xP etr', ..., 19 sont respectivement les points et les rayons extrémes de
P.

Preuve. Soit

o=] 7€ R* : w=30 Nat + 30 uyrd, Y0 N =1,
/\zZO,Z:L,PaMJZO,J:L,q .
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Comme z* € P pouri = 1,...,p, il est clair que ' = Y37, \jz* € P,si \; >
0,2=1,...,pet Ele A; = 1. Aussi, puisque les 7, 5 = 1,..., g sont des rayons
deP,x’+E?:1ujrj € P,sipj >0pourj=1,...,q.Ainsi Q C P.

Supposons maintenant que P \ @ # (J, et soit y € P\ Q. Alors il n’existe pas des
Xi, t=1,...,p,etpu;, j=1,...,q,tels que

D1 ATt + 25:1 pir! =y,
f:l Ai =1,

AZZO, izl,"'ap,

/1,]'20, jzl,...,q.

Par le lemme de Farkas, il existe un vecteur (a, ag) € R*! tel que az’ —ao < 0 pour
i=1,...,p,ar! <Opourj=1,...,q etay —ap > 0. Considérons maintenant
le programme linéaire max{axz : = € P}. Si ce programme admet une solution
optimale finie, alors par le théoreme 1.41, une telle solution peut étre prise parmi les
points extrémes de P. Comme y € P et ax® < ay pour tout point extréme x*, ceci
est impossible. Si la solution optimale du programme ci-dessus est non bornée, alors
par le théoréme 1.42, il existe un rayon extréme 7 tel que ar? > 0. De nouveau, nous
avons une contradiction. (]

1.4. Techniques de preuves

Nous avons vu dans la section 2 qu’une description minimale d’un polyedre P
par un systeme d’inégalités, peut étre obtenue en caractérisant les facettes du poly-
&dre. Par la dualité en programmation linéaire, cette description peut permettre d’ob-
tenir une forte relation min-max entre les solutions optimales du probléme primal
max{wz : x € P} et de son dual. De plus, I'utilisation d’inégalités définissant des
facettes dans le cadre d’une méthode de coupes pour le probleme primal peut per-
mettre d’accélérer considérablement la résolution du probléme. En conséquence, si P
est le polytope associé a un probléme d’optimisation combinatoire, étant donnée une
inégalité valide pour P, une question fondamentale qui se pose est de déterminer si
celle-ci définit une facette de P. Par ailleurs, étant donné un systéme d’inégalités va-
lides pour P, il serait intéressant de voir si le systeme décrit compleétement P. Dans
cette section, nous discutons de certaines techniques de preuve pour ces questions.

1.4.1. Preuves de facettes

1.4.1.1. Preuve de nécessité

Une premicre technique pour prouver qu’une contrainte valide az < a définit une
facette de P est de montrer que az < « est essentielle dans la description de P. En
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d’autres termes, si P = {z € R" : Az < b} etsi az < « est une des contraintes
de Az < b, alors il faut montrer qu’il existe un point Z tel que aZ > «, et T satisfait
toutes les autres inégalités de Az < b. Ceci implique que la contrainte az < « est
nécessaire pour décrire P. Si P est de pleine dimension, par le corollaire 1.26, il en
résulte que axz < « définit une facette. Si P n’est pas de pleine dimension, alors il faut
également montrer que ax < « n’est pas une équation dans le systtme Az < b. Pour
ce faire, il suffit de déterminer une solution & € P telle que az < «.

Cette technique ne s’applique généralement que pour des contraintes simples.
Nous I’illustrons ici pour les inégalités triviales du polytope des stables.

Un stable dans un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble de sommets deux a
deux non-adjacents. Si chaque sommet v de V' est muni d’un poids w(v), le probléeme
du stable est de déterminer un stable S tel que ), - ¢ w(v) est maximum. Le probleme
du stable est NP-difficile méme quand les poids sont tous égaux a 1.

Si S C V est un sous-ensemble de sommets, soit z° € R le vecteur d’incidence de
S donné par

Soit

P(G) = conv{z® : S CV est un stable},
I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de tous les stables de G. P(G) est ap-
pelé le polytope des stables de G. Le probleme du stable dans G est donc équivalent au
programme linéaire max{wz : = € P(G)}. Le polytope des stables a été largement
étudié dans la littérature. Comme le probleme du stable est NP-difficile, le polytope
P(G) n’est explicitement connu que pour certaines classes particulieres de graphes.

Si S est un stable de G, il est clair que 27 satisfait les contraintes

z(u) +z(v) <1 Vuv€E, (1.18)
z(v) >0 VveV. (1.19)

Aussi toute solution entiere des contraintes (1.18),(1.19) représente un stable. Dans ce
qui suit, nous allons montrer que les contraintes (1.19) définissent des facettes pour
P(G). Pour cela nous montrons d’abord que P(G) est de pleine dimension.

PROPOSITION 1.44 ~ P(G) est de pleine dimension.

Preuve. Par la proposition 1.35, il suffit d’exhiber n + 1 stables dont les vecteurs
d’incidence sont affinement indépendants. Considérons les ensembles So = (et S; =



Approches Polyédrales 35

{vi} pouri = 1,...,n. Il est clair que ces ensembles induisent des stables. En plus
leurs vecteurs d’incidence z°°, 251, ..., 25 sont affinement indépendants. ]

En conséquence, par le corollaire 1.26, deux inégalités valides pour P(G) défi-
nissent la méme facette si et seulement si I’une est un multiple positif de 1’autre.

PROPOSITION 1.45.— Soit ), -y, a(v)z(v) < a une inégalité valide pour P(G) dif-
férente des inégalités (1.19). Supposons que .\, a(v)z(v) < a définit une facette
de P(QG). Alors a(v) > 0 pour toutv € V.

Preuve. Supposons qu’il existe un sommet v € V' tel que a(u) < 0. Puisque P(G)
est de pleine dimension, et ) - a(v)x(v) < « est différente des contraintes (1.19),
il en résulte que la facette définie par )_, _y a(v)z(v) < « est différente de la face
{z € P : z(u) = 0}.D’apres la proposition 1.35, il doit alors exister un stable S de
G contenant u tel que Y-, -y, a(v)z (v) = a. Soit §' = S\ {u}. Il est évident que S’
estun stable. Par contre, nous avons 3_, .y a(v)z% (v) = 3, oy a(v)z® (v) —a(u) >
a, ce qui est impossible. d

PROPOSITION 1.46 ~ Les contraintes (1.19) définissent des facettes de P(QG).

Preuve. D’aprés le théoréme 1.32 et la proposition 1.45, le polytope P(G) peut étre
décrit par un systeme d’inégalités de la forme

a'z < a, Viel,

z(v) > 0, YoeV, (1.20)

ot I est un ensemble d’indices,eta’ > 0 pourtouti € I.Soientv € VetZ € RV tels
que Z(u) = O pour toutu € V' \ {v} et Z(v) = —1. Comme a’ > 0 pour touti € I,
il s’ensuit que z vérifie toutes les contraintes du systéme (1.20) sauf la contrainte
x(v) > 0. Ceci montre que cette derniére est essentielle dans (1.20), et définit, en
conséquence, une facette de P(G). O

1.4.1.2. Preuve directe

La technique la plus directe pour montrer qu’une contrainte valide induit une fa-
cette consiste a exhiber dim(P) solutions affinement indépendantes et satisfaisant la
contrainte a 1’égalité. Si P est de pleine dimension, on en déduit que ax < a défi-
nit une facette de P. Si P n’est pas de pleine dimension, comme pour la premiere
méthode, il faut aussi montrer que ax < « n’est pas une équation dans Az < b en
déterminant une solution de P qui vérifie az < « avec inégalité stricte. Nous allons
illustrer également cette méthode sur le polytope des stables.

Un graphe (simple) est dit complet si entre chaque paire de sommets il existe une
aréte. Si G = (V, E) est un graphe, un sous-ensemble K de sommets de V" est appelé
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cliqgue de G s’il induit un sous-graphe complet maximal, i.e., un sous-graphe complet
qui n’est contenu strictement dans aucun sous-graphe complet. Si S C V est un stable,
il est clair que S ne peut intersecter une clique en plus d’un sommet. Ceci implique
que les contraintes suivantes

z(K) <1, VK cliquedeG, (1.21)

sont valides pour le polytope P(G).
PROPOSITION 1.47 ~ Les inégalités (1.21) définissent des facettes de P(QG).

Preuve. Comme P(G) est de pleine dimension, il suffit d’exhiber n = |V/| stables de
G dont les vecteurs d’incidence satisfont (1.21) a I’égalité et sont affinement indépen-
dants.
Puisque K est une clique, pour tout sommet v dans V'\ K, il existe un sommetv’ € K
tel que vv’ ¢ E. Considérons les ensembles

Sy = {v} pour tout v € K,

Sy = {v,v'} pourtoutv € V\ K.
Il est clair que ces ensembles sont des stables de GG. De plus, leurs vecteurs d’incidence

x5, v € V, vérifient (1.21) a 1’égalité et sont linéairement indépendants. Comme 0
n’appartient pas 4 1’enveloppe affine des vecteurs d’incidence z°*, v € V, par la
remarque 1.7 ces points sont également affinement indépendants. (]

Noter que si uv est une aréte telle que {u, v} est contenu dans une clique K, alors
I’inégalité (1.18) correspondant a uv est dominée par (1.21).

1.4.1.3. Preuve par maximalité

Une derniere méthode, pour montrer qu’une contrainte ax < «, valide pour P,
définit une facette, consiste a prouver que la face F' = {z € P : az = «} induite
par ax < o, n’est pas strictement contenue dans une facette de P. En d’autres termes,
siFC{zx € P : bx = p},olbx < [ estune contrainte qui définit une facette de
P(G), alors ax < « doit étre équivalente & bx < . Si P est de pleine dimension,
il suffit de montrer, dans ce cas, qu’il existe p > 0 tel que b = pa. Si P n’est pas
de pleine dimension, alors, en plus de I’équivalence entre ax < « et bz < 3, il faut
montrer que az < « n’est pas une équation dans Az < b.

Considérons encore le polytope des stables. Soit G = (V, E) un graphe. Une roue
de G estun sous-graphe H = (W, T) ou W = {wo, w1, ..., w} et T = {wow;, i =
1,.., k}U{wiwiyr, i=1,...,k — 1} U {wywy }. Supposons que H = (W, T') est
une roue de G avec |W| = k + 1 pair. Une telle roue est dite impaire. Il n’est pas
difficile de voir que la contrainte suivante est valide pour P(G).

z(w;) + ko1 g 1fv(wo) < k-1 g L (1.22)
=1

k
1=
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PROPOSITION 1.48.~ Supposons que vo n’est adjacent a aucun sommet de V' \ W.
Alors 'inégalité (1.22) définit une facette pour P(G).

Preuve. Notons la contrainte (1.22) par ax < «, et supposons qu’il existe une
contrainte bz < /3 valide pour P(G) définissant une facette de P(G) telle que {z €
P(G) : ax = a} C {z € P(G) : bx = [}. Puisque P(G) est de pleine dimen-
sion, il suffit de montrer qu’il existe p > 0 tel que b = pa. Pour cela, nous montrons
d’abord que a(w;) = a(w;) pour tous 4, j € {1,...,k}. Considérons les ensembles
S = {wl,wg, N ,’wk_g},
S = (S\ {wi}) U e }.
11 est facile de voir que ces ensembles sont des stables de G' dont les vecteurs d’in-
cidence vérifient (1.22) a I’égalité. Il s’ensuit que bz = baS', et par conséquent,
b(w1) = blwg).
Par symétrie, on en déduit qu’il existe p € R tel que

b(w;) = b(w;) = ppour tousi,j € {1,...,k}. (1.23)

S

Puisque {wp} est un stable et azio} = az® = a, alors bxive} = b2 = 3. D apres

(1.23), il en résulte que

b(wo) = pkst. (1.24)

Considérons maintenant un sommet w € V' \ W. Puisque w n’est pas adjacent a wy,
I’ensemble S” = {w,wp} est alors un stable de G. Comme arS’ = axlvel = a, et
ainsi bzS" = bz{we} = B, il en résulte que 0 = bzS" — bz} = b(w). Comme w
est arbitraire dans V' \ W, nous avons

b(w) =0 pourtoutw € V \ W. (1.25)

D’apres (1.23)-(1.25),il s’ensuit que b = pa. De plus, comme pour tout sommet v de
G, il existe un stable S de G contenant v tel que ax® = a. La face définie par ax < «
est différente d’une face triviale {z € P(G) : x(v) = 0}. Ceci implique que la face
induite par bz < /3 n’est pas contenue dans une face triviale. Par la proposition 1.45, il
s’ensuit que b(v) > 0 pourtoutv € V.Comme bz < 3 définit une facette de P(G), il
doit donc exister au moins un sommet v € V tel que b(v) > 0. Par conséquent p > 0.
O
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1.4.2. Preuves d’intégrité

Soit P C R™ le polyedre des solutions d’un probléme d’optimisation combina-
toire, et soit Az < b un systeme d’inégalités valides pour P. Dans ce qui suit, nous
discutons de techniques pour montrer que Az < b décrit complétement P. Pour cela
on suppose que toute solution entiere de Az < b est une solution du probleme.

1.4.2.1. Preuve d’intégrité des points extrémes

Une premiere technique, pour montrer que Az < b décrit P consiste 2 montrer
que les points extrémes du polyedre P = {z € R* : Az < b} sont tous entiers.
Ceci impliquerait que P C P.Comme P C P,onaalors P = P. Pour illustrer cette
technique, nous considérons le probleme du sous-graphe 2-aréte connexe.

Un graphe G est dit k-aréte connexe, pour k£ > 0 fixé, si pour chaque paire de
sommets de G il existe au moins k chaines aréte-disjointes. Etant donnés un graphe
G = (V, E) et une fonction poids w : E — R qui associe le poids w(e) a chaque aréte
e € E, le probléme du sous-graphe k-aréte connexe est de déterminer un sous-graphe
k-aréte connexe (V,T') de G contenant tous les sommets de V' et tel que ), w(e)
est minimum. Ce probléme a entre autre des applications dans la conception des ré-
seaux de télécommunications fiables [GRO 95] [KER 04a].

Soit G = (V, E) un graphe. Si W C V, I’ensemble d’arétes ayant une extrémité
dans W et I'autre dans V' \ W est appelé coupe, et noté par 6(W). Si W = {v}, on
écrit 6(v) alaplace de d({v}). Le théoréme suivant, dii & Menger, établit une relation
entre les chaines aréte-disjointes et les coupes dans un graphe.

THEOREME 1.49~ (Menger [MEN 27]). Dans un graphe G, il existe k chaines
aréte-disjointes entre deux sommets s et t si et seulement si toute coupe de G décon-
nectant s et t contient au moins k arétes.

Soit P2AC(G) I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des ensembles d’arétes
T C E tels que (V,T) est un sous-graphe 2-aréte connexe de G. Il est facile de voir
que les contraintes suivantes sont valides pour P2AC(G).

z(e) >0, VeecE, (1.26)
z(e) <1, VeecE, (1.27)
2(B(W)) >2, YW CV, W #£0. (128)

Par le théoreme de Menger, toute solution entiere qui vérifie les contraintes (1.26)-
(1.28) induit un sous-graphe 2-aréte connexe couvrant tous les sommets de V. Dans
la suite, nous notons par Q(G) le polytope donné par les inégalités (1.26)-(1.28).

Un graphe G est dit série-paralléle s’il peut étre construit, a partir d’un graphe
composé de deux sommets li€s par une aréte, en appliquant les opérations suivantes :
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— dupliquer une aréte (i.e., ajouter une aréte parallele),

— subdiviser une aréte (i.e., remplacer une aréte uv par deux arétes uw et wv ol w
est un nouveau sommet).

Les graphes série-paralleles ont la propriété suivante.

REMARQUE 1.50~ Si G = (V, E) est un graphe connexe, série-parall¢le et sans
arétes multiples avec |E| > 2, alors G contient au moins un sommet de degré 2.

Dans la suite, nous allons montrer que si G = (V, E) est un graphe série-paralléle,
alors les contraintes (1.26)-(1.28) caractérisent le polytope P2AC(G).

THEOREME 1.51.— [MAH 94] Si G est série-paralléle, alors P2AC(G) = Q(G).

Preuve. Supposons par contradiction qu’il existe un graphe série-parallele G = (V, E)
tel que P2AC(G) # Q(G). Donc G est 2-aréte connexe, sinon P2AC(G) = Q(G) =
(. Ainsi |E| > 2. Supposons que |E| est minimum, i.e., pour tout graphe série-
parallele G' = (V', E') tel que |E'| < |E|, nous avons P2AC(G') = Q(G").

Puisque les contraintes (1.26)-(1.28) sont valides pour P2AC(G), il est clair que
P2AC(G) C Q(G). Comme P2AC(G) # Q(G), il doit donc exister un point extréme
fractionnaire Z de Q(G).

Assertion 1. Z(e) > 0 pour toute € E.

Preuve. Supposons qu’il existe une aréte e, € E telle que Z(eg) = 0. Soit &' €
RIZI=1 1a restriction de Z sur E \ {eg}, i.e., la solution définie par #'(e) = F(e)
poure € E \ {eo}. Il est clair que Z' est un point extréme de Q(G — ep) ou G — eg
est le graphe obtenu 2 partir de G en supprimant eq. Comme T’ est fractionnaire et
Q(G — eg) = P2AC(G — ep), on a une contradiction. O

Assertion 2. G est 3-aréte connexe.

Preuve. Supposons que G n’est pas 3-aréte connexe. Puisque G est 2-aréte connexe,
alors G contient une coupe consistant en exactement deux arétes, disons e et e5. Par
conséquent z(ey) = x(ez) = 1. Soit G* = (V*, E*) le graphe obtenu a partir de G en
contractant e; . Soit z* € RZI~1 ]a restriction de 7 sur E*. Alors z* est une solution
de Q(G*). De plus, z* est un point extréme de Q) (G*). En effet, si ce n’est pas le cas,
il doit alors exister deux solutions y', 3" de Q(G*) telles que z* = 1 (y’ +y"). D o

y'(e2) = y"(es) = 1. Considérons les solutions y* , y* € R™ données par

y*’ (6) _ { ?]J-l(e) Vec E*,

sie=eq,
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et

Il est clair que y*’, y*” sont des solutions de Q(G). Nous avons également & =
%(y*’ +y* ), une contradiction. En conséquence, 2:* est un point extréme de P(G*).
Comme G* est série-parallele, |E*| < |E| et z* est fractionnaire, ceci contredit la
minimalité de | E|. O

Par I’assertion 1, Z(e) > 0 pour tout e € E. Comme T est un point extréme
de Q(@G), par le corollaire 1.28, il doit exister un ensemble de coupes {d(W;), i =

1,...,t} et un sous-ensemble d’arétes £; C E tels que z est la solution unique du
systeme
37(6):1, VeEEl,
{ z(6(Wy) =2, i=1,....¢t, (1.29)

o |Ey| +t = |E.

Assertion 3. Chaque variable z:(e) posséde un coefficient non nul dans au moins deux
équations de (1.29).

Preuve. Il est clair que z(e) posséde un coefficient non nul dans au moins une équation
du systeme (1.29). Sinon tout point Z' tel que Z'(f) = Z(f) si f € E\ {e}etZ'(e) =
Z(e) + €, ou € est un scalaire non nul, serait une solution de (1.29) différente de Z, ce
qui est impossible. Supposons maintenant qu’il existe une aréte e telle que la variable
associée a eq, x(eg) posséde un coefficient non nul dans exactement une équation de
(1.29). Sans perte de généralité, on peut supposer qu’entre les extrémités de e il
existe une seule aréte qui est en I’occurence €. Soit (1.29)’ le systeme obtenu a partir
de (1.29) en supprimant 1’équation contenant (e ). Soit Z° la restriction de Z donnée
par Z°(e) = Z(e) pour toute € E \ {eg}. Notons que Z° est fractionnaire. En effet,
ceci est clair si Z(eg) est entier. Sinon, comme Z est solution du systeme (1.29) dont
le second membre est entier, £ doit avoir au moins deux composantes fractionnaires,
et donc z° est fractionnaire. De plus, Z° est la solution unique du syteme (1.29).
En conséquence, Z° est un point extréme de Q(G — eg). Mais puisque G° est série-
parallele, par notre hypothése de minimalité, Q(G — eg) est entier, une contradiction.

0

Puisque G est série-parallele et |E| > 2, par la remarque 1.50 et I’assertion 2, il en
résulte que G contient deux arétes multiples f et g. Aussi au plus une aréte parmi f
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et g peut avoir une valeur fractionnaire. Si ce n’est pas le cas, comme toute coupe de
G contient soit les deux arétes f et g soit aucune, le point ' € R¥ tel que #'(f) =
Z(f)+ e 3'(g) = T(9g) —eetT'(e) = T(e)sie € E\ {f,g},ote > 0estun
scalaire suffisamment petit, serait une solution du systeme (1.29) différente de Z, une
contradiction. En conséquence, on peut supposer, par exemple, que Z(f) = 1. Par
I’assertion 3, il doit exister une coupe §(W;~), i* € {1,...,t} qui contient f, et donc
g. De plus, Z(g) est fractionnaire. En effet, si Z(g) = 1, alors d’aprés les assertions
1 et 2 on obtient 2 = Z(6(W;=) > Z(f) + Z(g) = 2, ce qui est impossible. Par
I’assertion 3, il doit donc exister une coupe 6(WW;«), j* € {1,...,t} qui contient f et
g. Soit §(W;+ )AJ (W) la différence symétrique des coupes § (W) et (W ). (Pour
deux ensembles quelconques I et .J, leur différence symétriqgue IA.J est définie par
IAJ = (I'\J)U(J\ I).Remarquons que la différence symétrique de deux coupes
est une coupe.) Nous avons donc

2 < z(0(Wi)Ad(Wj+))
< 4-2(z(f) +2(9)
< 2,
une contradiction, ce qui termine la preuve. O

1.4.2.2. Preuve directe

Si le polyedre est de pleine dimension, une autre technique plus directe, pour mon-
trer qu’un systéeme Ax < b valide pour P décrit complétement P est de montrer que
toute facette de P est définie par une des contraintes du systeéme. Comme par le co-
rollaire 1.26, toute inégalité qui définit une facette de P est un multiple positif d’une
contrainte du systtme Az < b,ona P = {z : Az < b}.La méthode est comme suit.
Nous considérons une inégalité ax < a qui définit une facette F' de P. En utilisant la
structure des points extrémes de P (i.e., les solutions du probléme combinatoire sous-
jacent), on montre certaines propriétés concernant a, qui impliquent que ax < « est
une contrainte du systeéme Az < «. Nous allons illustrer cette méthode sur le polytope
des couplages.

Etant donné un graphe G = (V, E), un sous-ensemble d’arétes deux 2 deux non-
adjacentes est appelé un couplage. Si chaque aréte de G est munie d’un certain poids,
le probléme du couplage dans G est de déterminer un couplage dont le poids total des
arétes est maximum. Edmonds [EDM 65] a montré que ce probleme peut étre résolu en
temps polynomial. Il a également donné un systeme linéaire qui décrit completement
le polytope associé.
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Si G = (V, E) est un graphe, le polytope des couplages de G, noté par P ¢(G), est
I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des couplages de G Il n’est pas difficile
de voir que si F est un couplage de G, alors son vecteur d’incidence, I satisfait les
contraintes suivantes

z(e) >0, Vee E, (1.30)

z(d(v)) <1, YveV, (1.31)
S| -1 N

z(E(S)) < 5 VS CV,|S| > 3etimpair. (132)

Le résultat suivant, établi par Edmonds [EDM 65], a été démontré par Lovasz [LOV 79]
en appliquant la technique décrite ci-dessus.

THEOREME 1.52.—~ Pour tout graphe G = (V, E), le polytope des couplages P °(Q)
est donné par les inégalités (1.30)-(1.32).

Preuve. Tout d’abord on peut facilement vérifier que P () est de pleine dimension.
En effet, les ensembles {e}, e € E avec I’ensemble vide forment une famille de
|E| + 1 couplages dont les vecteurs d’incidence sont affinement indépendants. En
conséquence, par le corollaire 1.26, deux contraintes définissent la méme facettes de
P¢(G) si et seulement si 1’une est un multiple positif de I’autre.

Soit az < « une contrainte qui définit une facette de P ¢(G), et soit C,, I’ensemble
des couplages de G dont les vecteurs d’incidence vérifient ax < « a 1’égalité. Suppo-
sons que az < « est différente des contraintes (1.30) et (1.31). Nous allons montrer
que az < « est nécessairement du type (1.32).

Comme az < « est différente des inégalités (1.30), alors a(e) > 0 pour tout
e € E.Eneffet, si a(e) < 0 pour une certaine aréte e, alors tout couplage dans C , ne
contient pas e, et par conséquent, la face définie par ax < a est contenue dans la face
{z € P°(G) : x(e) = 0}. Mais ceci implique que az < a et z(e) > 0 induisent la
méme facette, et donc I’une est un multiple positif de I’autre, une contradiction.

Soit G le graphe induit par les arétes e € FE telles que a(e) > 0 et soit S 1’en-
semble de ses sommets. Notons que G’ est connexe. Nous allons montrer que le vec-
teur d’incidence de tout couplage de C, vérifie

_s=1

z(E(5)) 5 (1.33)

ce qui implique que ax < « définit la méme facette que (1.32).
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Supposons qu’il existe un couplage My de C, dont le vecteur d’incidence ne sa-

tisfait pas (1.33). Sans perte de généralité, on peut supposer que a(e) > 0 pour tout
e € M. (Si M; contient des arétes telles que a(e) = 0, en supprimant ces arétes,
on obtient encore un couplage qui vérifie az < a a I’égalité et qui ne satisfait pas
(1.33)). En conséquence, il doit exister deux sommets v et v de .S qui ne sont inci-
dents & aucune aréte de M. On peut supposer que M est tel que la distance dans G’
(par rapport aux poids a(e), e € E) entre u et v est la plus courte possible. Puisque
a(e) > 0 pour toute aréte e de G', les sommets u et v ne peuvent pas étre adjacents
dans G'. Alors il existe un sommet z différent de u et v dans la plus courte chaine
entre u et v. Comme ax < « est différente des contraintes (1.31), il doit exister un
couplage M> de C,, qui ne couvre pas z. Sinon, tout couplage de C , couvrerait z, et, en
conséquence, les contraintes az < a et £(6(z)) < 1 induiraient la méme face. Mais
cela impliquerait que az < « est un multiple positif de 2(4(z)) < 1, une contradic-
tion.
Par le choix de My, M> doit couvrir les deux sommets u et v. Si M2 ne couvre pas,
par exemple u, alors u et z seraient deux sommets non couverts par M. Comme la
chafne entre u et z est plus courte que celle qui est entre u et v, cela contredit le choix
de M. Par des arguments similaires, 1/, doit couvrir z. Ainsi, dans le graphe G'*
formé par les arétes de M, U M, les sommets u, v et z ont tous un degré 1. Sans
perte de généralité, on peut supposer que la composante connexe de G * contenant u
consiste en une chaine () ne passant pas par z. Considérons les deux couplages

My = (M \ (M NQ))U (M2NQ),

My = (M2 \ (M2NnQ)) U (M1 NQ). B
Puisque My U My = My U M>, M, et M> sont dans C,. Mais M> ne couvre ni u ni
z, ce qui contredit le choix du couplage M. d

Pour montrer I’intégrité d’un polyedre {z € R™ : Az < b}, il suffit également de
montrer, en utilisant la dualité en programmation linéaire, que pour tout vecteur poids
w € R",le programme linéaire max {wz : Az < b} admet une solution optimale
entiére. En effet, par le théoréme 1.39, ceci implique que les points extrémes de {z €
R™ : Az < b} sont tous entiers. Cette technique a été introduite par Edmonds
[EDM 65] pour montrer 1’intégrité du systeme (1.30)-(1.32) pour les couplages d’un
graphe. D’autres techniques, basées sur la projection, peuvent étre également utilisées
pour démontrer I’intégrité d’un polyedre [SCH 03].

1.5. Polyedres entiers et relations min-max

Comme il a été souligné dans la section précédente, la motivation principale de
montrer ’intégrité d’un polyedre, est d’établir une relation combinatoire min-max
entre les solutions optimales des problemes duaux sous-jacents. Cette relation duale
en optimisation combinatoire était I’objet de profondes investigations, qui ont conduit
a I’introduction de nouveaux concepts comme les systemes totalement duaux entiers
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et les polyedres bloquants et antibloquants. Dans cette section nous présentons ces
concepts et discutons de certaines applications.

1.5.1. Dualité et optimisation combinatoire

Soit

max {wz : Az < b, x > 0} (1.34)

un programme linéaire (dit primal) et

min {7y : ATy >w?, y >0} (1.35)

son dual. Par la dualité en programmation linéaire, si I’un des probleme (1.34) et
(1.35) possede une solution optimale, alors I’autre en possede également une et les
deux solutions optimales ont la méme valeur. En d’autres termes, si (1.34) possede une
solution optimale Z, alors son dual (1.35) possede une solution optimale j telle que
wZ = bT'f. Ainsi, si deux solutions optimales sont connues pour le probléme primal et
le probleme dual, alors on obtient une relation min-max entre les solutions optimales
des deux problemes. Ceci peut avoir des applications intéressantes quand les deux
problémes duaux ont une interprétation combinatoire. En effet, si le systeme Az <
b décrit le polyedre des solutions d’un probléme d’optimisation combinatoire P et
ATy > wT décrit celui des solutions d’un probléme d’optimisation combinatoire P,
et si (1.34) admet une solution optimale, alors on obtient une relation de la forme

max {w(F) : F € Fi} =min {b(F) : F € F}, (1.36)

ou F; et F» sont respectivement les ensembles de solutions des problemes P et Ps.
Par conséquent, étant donné un programme linéaire qui formule un probléme d’opti-
misation combinatoire, il sera toujours utile d’étudier son dual et d’examiner la possi-
bilité d’avoir une relation de type (1.36). Comme la formulation d’un probleme d’op-
timisation combinatoire en termes de programme linéaire n’est possible que si 1’on
connait une caractérisation complete du polyedre de ses solutions par un systeme li-
néaire, des recherches intensives ont ét€ menées pour caractériser des matrices dont
le systeme induit décrit un polyedre entier. Une de ces classes est celle des matrices
dites totalement unimodulaires.
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1.5.2. Matrices totalement unimodulaires

Une matrice m x n A est dite rotalement unimodulaire (TU) si le déterminant de
toute sous-matrice carrée de A est 0, 1 ou —1. (En particulier toute entrée de A doit
étre 0, 1 ou —1). Notons que si une matrice A est TU, alors son transposé A7 est aussi
TU. Le théoréme suivant établit un lien fondamental entre les matrices totalement
unimodulaires et les polyedres.

THEOREME 1.53 — (Hoffman, Kruskal [HOF 56]) Une matrice m x n A est tota-
lement unimodulaire si et seulement si pour tout vecteur entier b € R™, le polyedre
{r e R" : Az <b, x> 0} est entier.

Comme conséquence du théoréme 1.53,si Aest TUeth € R™ et w € R sont
deux vecteurs entiers, alors les programmes (1.34) et (1.35) admettent des solutions
optimales entieres. Par conséquent une relation combinatoire min-max peut étre éta-
blie entre les solutions optimales de ces programmes. Le théoréme suivant, également
da a Hoffman et Kruskal [HOF 56], donne une condition suffisante pour qu’un poly-
edre soit entier.

THEOREME 1.54 — (Hoffman, Kruskal [HOF 56]). Si A est une matrice m x n TU,
et b € R™ est un vecteur entier, alors le polyedre Ax < b est entier.

Nous donnons dans la suite quelques exemples de matrices totalement unimodu-
laires. Si G = (V, E) est un graphe, la matrice d’incidence sommets-arétes de G est la
matrice A dont les lignes correspondent aux sommets de GG, les colonnes aux arétes de
G et telles que pour un sommet i et une aréte e, I’entrée A ; . est 1 si ¢ est une extrémité
de e et O sinon. Si G est biparti, alors sa matrice d’incidence sommets-arétes est TU.

Soit G = (V, E) un graphe biparti. Comme les contraintes (1.30) et (1.31) sont va-
lides pour le polytope des couplages P¢(G) dans GG, nous avons P¢(G) C P*(G) ol
P*(@G) est le polytope donné par les inégalités (1.30) et (1.31). Ces inégalités peuvent
s’écrire également sous la forme

ol A est la matrice d’incidence sommets-arétes de GG. (Rappelons que 1 désigne le
vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1.) Comme A est TU, par le théo-
réme 1.53, P*(G) est entier. En conséquence, tout point extréme de P *(G) représente
un couplage de G, et ainsi P*(G) C P°(G). Il en résulte alors que P*(G) = P°(G).
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Considérons maintenant le probléme du couplage de cardinalité maximum. Comme
P*(G) = P°(G), ce probleme est équivalent au programme linéaire

max {17z : Az <1, £ > 0}. (1.37)
Le dual de (1.37) s’écrit
min {17y : ATy > 1, y > 0}. (1.38)

Notons que les variables dans (1.38) correspondent aux sommets de G et que les
contraintes correspondent aux arétes. Comme la matrice A est TU, et que AT I’est
aussi, une solution optimale  de (1.38) peut étre supposée entiere. Donc § est un
vecteur en 0-1, et on peut voir que dans ce cas, § représente un ensemble de sommets
qui couvre toutes les arétes du graphe. Un tel ensemble est appelé transversal (ou
absorbant). Par la relation (1.36), on obtient alors le résultat suivant.

THEOREME 1.55 .~ (Ko6nig [KON 31)). Dans un graphe biparti, la cardinalité maxi-
mum d’un couplage est égale a la cardinalité minimum d’un transversal.

Si G = (V, E) est un graphe orienté, la matrice d’incidence sommets-arcs de G
est la matrice D dont les lignes correspondent aux sommets de G, les colonnes aux
arcs de G et telle que pour un sommet ¢ et un arc e, ’entrée D; . est 1 si i est le
sommet initial de e, —1 si ¢ est le sommet terminal de e et 0 sinon. Cette matrice est
TU, et comme conséquence, on peut obtenir le célebre théoreme du flot max-coupe
min [FOR 56] [FOR 62].

Toutes les matrices entieres (en —1, +1, 0) ne sont, malheureusement, pas TU. Il
peut exister des polyedres entiers dont la matrice du systeme correspondant n’est pas
TU.

Si{z € R* : Az <0, > 0} est un polyedre entier oit A n’est pas TU, bien
que le programme linéaire

max{wz : Az <b, z >0} (1.39)

admette toujours une solution optimale enti¢re, son dual peut avoir aucune solution
optimale entiere (méme si w est entier). Et, par conséquent, aucune relation combina-
toire min-max ne peut étre déduite. Une question naturelle qui peut donc étre posée
est : sous quelles conditions, le dual de (1.39) peut avoir une solution optimale entiére
chaque fois que (1.39) en a une pour un w entier ? Edmonds et Giles [EDM 77] ont
étudié cette question, et ont introduit le concept de systéme totalement dual entier que
nous discutons dans la suite.
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1.5.3. Systéemes totalement duaux entiers

Soit A une matrice rationnellem xn etb € R . Le systeme linéaire Az < b est dit
totalement dual entier (TDE) si pour tout vecteur entier w € R™ tel que le programme
linéaire max{wz : Az < b} admet une solution optimale, alors le programme dual
correspondant posseéde une solution optimale entiere. Une condition suffisante pour
qu’un polyedre soit entier est la suivante.

THEOREME 1.56 — (Edmonds, Giles [EDM 77]). Si Ax < b est TDE et b est entier,
alors le polyédre {x € R™ : Ax < b} est entier.

Le théoreme 1.56 a certaines conséquences importantes. Si Az < b est TDE et b
est entier alors une solution optimale du programme linéaire max{wz : Az < b}
peut étre toujours considérée enticre. En plus si w est entier, comme dans ce cas une
solution optimale du dual peut étre aussi considérée entiere, ceci entraine une relation
combinatoire min-max entre les solutions optimales.

La réciproque du théoréme 1.56 n’est pas vraie, il peut exister des systemes non
TDE qui induisent des polyedres entiers . Par contre, comme le montre le théoreme
suivant, tout polyedre entier peut étre décrit par un systeme TDE.

THEOREME 1.57.— (Giles, Pulleyblank [GIL 79]). Si P C R™ est un polyédre
rationnel, alors il existe un systéme linéaire Ax < b TDE, ou A est une matrice
entiere, tel que P = {x € R™ : Az < b}. De plus, si P est entier, alors b peut étre
choisi de telle maniére qu’il soit entier.

Par le théoreme 1.57, il serait parfois nécessaire d’ajouter des inégalités redon-
dantes a un systeme pour qu’il devienne TDE.
Plusieurs systemes linéaires, décrivant des polyedres entiers associés a des problemes
d’optimisation combinatoire, ont été démontrés TDE comme, par exemple, le poly-
tope des couplages.

THEOREME 1.58.— (Cunningham, March [CUN 78]). Le systeme donné par (1.30)-
(1.32) est TDE.

Soit G = (V, E) un graphe. Une famille de sous-ensembles impairs de sommets
de V,C = {S; : i € I} ou I estun ensemble d’indices, est appelée recouvrement
impair de G si pour toute aréte e € E soit e € d(v) pour un certain v tel que {v} est
dans C, soit e € E(S;) pour un certain S; tel que |S;| > 3. On définit le poids de C
comme étant ¢ + 3 > ier,|s:|>3(19i] + 1) ot g est le nombre de sous-ensembles de C
réduits a un seul élément. Comme corollaire du théoréme 1.58, on obtient la relation
min-max suivante.

THEOREME 1.59.— (Berge [BER 58]). La cardinalitié maximum d’un couplage dans
G est égale au poids minimum d’un recouvrement impair dans G.
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Remarquons que ce théoréme généralise le théoreme 1.55 de Konig. Des exten-
sions de la notion TDE ont été également étudiées. Pour plus de détails voir Schrijver
[SCH 03].

1.5.4. Polyédres bloquants et antibloquants

Un autre aspect de la dualité qui a été étudié en optimisation combinatoire est
celui des polyedres bloquants et antibloquants. Ces notions, introduites par Fulkerson
[FUL 71] [FUL 72], ont été a ’origine de plusieurs développements importants en
optimisation combinatoire.

1.54.1. Polyedres bloquants

Soit A une matrice m x n positive et w € R’ . Considérons le programme linéaire
max {172 : ATz <w, 2 > 0}. (1.40)

Le probleme (1.40) est appelé probleme de pavage. Son dual s’écrit
min {wly : Ay > 1, y > 0}. (141)

Soit B le polyedre donné par {y € R” : Ay > 1}.Remarquons que B est borné et est
de pleine dimension. Par ailleurs, le systeme Ay > 1 peut comporter des contraintes
redondantes. Si Ay > 1 ne contient pas d’inégalités redondantes, alors la matrice
A est dite propre. Une matrice est aussi dite propre si elle ne contient pas de lignes
(ie, B = Rf ou B = (). Si A est une matrice en 0-1 propre, alors les lignes de A
peuvent étre considérées comme les vecteurs d’incidence de m sous-ensembles non
comparables deux a deux d’un ensemble de n éléments. Dans ce cas la famille de
sous-ensembles représentée par les lignes de A est dite un “clutter”.

Soit
B={z€eR? : 2Tz >1,VzeB}. (142)

L'ensemble B est appelé le bloquant de B. Noter que si B = () alors B = R?, et si
B = R} alors B = 0.En conséquence, B peut étre vu comme le dual de B et vice
versa. Fulkerson [FUL 71] a établi les relations suivantes entre 53 et son bloquant B.

THEOREME 1.60.— (Fulkerson [FUL 71]). Soit A une matrice propre dont les lignes
sonta',...,a™. Soientb',... b les points extrémes de B, et soit B la matrice ¢ x n
dont les lignes sont b*, ... b7. Alors
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1)B={z €R? : Bz >1},
2) B est propre,

3) les points extrémes de B sonta', ..., a™

Remarquons que par I’assertion /), Bestun polyedre. Aussi par /) et 3) nous avons

B = B.En conséquence, étant donnée une matrice A, on peut construire la matrice
bloquante B de A telle que le polyedre bloquant formé par 1’'une des matrices possede
comme points extrémes les lignes de 1’autre. Les polyedres BetB jouent donc un role
symétrique, ils forment ce que 1’on appelle une paire bloquante de polyédres. Et la
paire des matrices A et B est dite une paire bloquante de matrices. Notons que si A
est une matrice entiere et les points extrémes de 53 sont tous entiers, alors le bloquant
de B, BB a tous ses points extrémes entiers.

Soient A une matrice m x n et B une matrice ¢ X n. Supposons que A et B sont
propres. Soient a',...,a™ et b', ..., b? les lignes respectives de A et B. On dit que
la relation max-min est satisfaite pour A et B (dans cet ordre) si pour tout vecteur
w € R , le probleme de pavage (1.40) admet une solution optimale 7 telle que

17z = min {Vw; j =1,...,q}. (1.43)

Si A et B forment une paire bloquante de matrices, alors les vecteurs b', ..., b? sont
les points extrémes du bloquant B de A. Comme le polyedre {z € R™ : ATz <
w, x > 0} est borné pour tout w € R, le programme (1.40) admet une solution
optimale pour tout w € R’} . Ainsi le programme dual (1.41) admet également une so-
lution optimale pour tout w € R” , et la relation (1.43) est ainsi vérifiée. La réciproque
est aussi vraie comme le montre le résultat suivant.

THEOREME 1.61.—~ (Fulkerson [FUL 71]). La relation max-min est satisfaite pour
deux matrices A et B (dans cet ordre) si et seulement si A et B forment une paire
bloguante de matrices.

Le théoréme 1.61 donne une caractérisation des paires bloquantes de matrices. Une
conséquence directe de ce théoréme est que si la relation (1.43) est satisfaite pour deux
matrices A et B, alors elle est aussi satisfaite pour B et A. Ce théoréme constitue un
outil fondamental pour établir des relations duales combinatoires entre les solutions
de polyedres bloquants.

Le cas le plus important des matrices bloquantes est quand la matrice A est entiere
(en 0-1) et le probléme de pavage admet une solution optimale entiere quand w est
entier. En effet dans ce cas une relation combinatoire min-max peut étre directement
établie. L’exemple type de matrices bloquantes vérifiant cette propriété est celui des
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matrices représentant les chaines minimales entre deux sommets s et ¢ d’un graphe et
les coupes minimales séparant ces deux sommets.

Soient G = (V, E) un graphe et s et ¢ deux sommets de V. Soit A la matrice dont
les lignes sont les vecteurs d’incidence des chaines minimales entre s et ¢. Et soit B
la matrice dont les lignes sont les vecteurs d’incidence des coupes minimales séparant
s et t. Notons que les deux matrices A et B sont des matrices 0-1. Soit w € R’} ol
n = |E|. En considérant w comme un vecteur capacités associé aux arétes de G, le
probleme (1.40) correspondant a A et w n’est rien d’autre que celui du flot maximum
entre s et t dans GG par rapport au vecteur de capacités w. D’apres le théoréme du flot
max-coupe min de Fulkerson, on sait que la valeur maximum d’un flot entre s et ¢ est
égale a la capacité minimale d’une coupe entre s et £, ou la capacité d’une coupe est la
somme des capacités des arétes formant la coupe. Par conséquent, la relation max-min
(1.43) est satisfaite pour A et B. Ce qui implique que A, B est une paire bloquante.

Siw =17, les programmes (1.40) et (1.41) pour A s’écrivent
max {lTa: ATz <1, 2> 0} (1.44)
et
min {17y : Ay > 1, y > 0}. (1.45)

Notons que les variables dans (1.44) correspondent aux chaines minimales de G' entre
s et t, et celles dans (1.45) correspondent aux arétes de G. Notons également que le
probleme de pavage (1.44) admet une solution optimale entiere. Une telle solution
représente un pavage de chaines entre s et ¢, i.e., un ensemble de chaines entre s et ¢
deux a deux disjointes.

Comme A et B forment une paire bloquante, par le théoreme 1.60, les points extrémes
du polyedre {y € R} : Ay > 1} sont précisément les coupes minimales séparant s
et t. Par (1.43),on obtient ainsi la relation min-max suivante qui n’est rien d’autre que
le théoreme 1.49 de Menger.

THEOREME 1.62 .~ Le nombre minimum d’arétes dans une coupe séparant s et t est
égal au nombre maximum de chaines deux a deux disjointes entre s et t.

D’une maniere similaire, en utilisant la fait que la relation max-min est aussi satis-
faite pour B et A on obtient la relation suivante.

THEOREME 1.63.— Le nombre miminum d’arétes dans une chaine entre s et t est égal
au nombre maximum de coupes deux a deux disjointes séparant s et t.

D’autres exemples de paires bloquantes de matrices sont donnés dans [FUL 71]
[SCH 03].
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1.5.4.2. Polyedres antibloquants

Soit A une matrice positive m x n,etw € R'"". Considérons le programme linéaire
min {17z : AT2 > w, z > 0}. (1.46)

Le probleme (1.46) est appelé probleme de recouvrement. Son dual s’écrit
max {w’y : Ay <1, y >0} (1.47)

Considérons le polyedre A = {y € R} : Ay < 1}.Le polyedre A est borné si et
seulement si A ne contient pas une colonne nulle. Dans la suite, on suppose que A est
borné. Soit

A={zeR} : 2Ty<1Vye A},

A est appelé ’antibloquant de A. Soient b', ..., b? les points extrémes de A, et soit
B la matrice dont les lignes sont b', ..., b%. Le théoréme suivant est analogue au
théoreme 1.60.

THEOREME 1.64 — (Fulkerson [FUL 71]).
1) B est positive et ne contient pas de colonne nulle,
2)A={z eR} : Bx <1},
3 A=A

Par /) et 2), A est un polytope. La paire de polyedres A et A est dite paire anti-
bloquante de polyédres, et la paire de matrices A et B est dite paire antibloquante de
matrices. Notons que nous n’avons pas ici une correspondance biunivoque entre les
lignes de A et les points extrémes de son poly&dre antibloquant .4 comme c’est le cas
pour les polyedres bloquants. En d’autres termes, A peut avoir des points extrémes
qui ne sont pas des lignes de A.

Soient A et B deux matrices positives m X n et ¢ X n respectivement. Soient
a',...,a™etb', ... b? respectivement les lignes de A et de BB, et supposons que ni
A ni B ne contient de colonne nulle. On dit que la relation min-max est satisfaite pour
A et B (dans cet ordre) si pour tout vecteur w € R" , le probleéme de recouvrement
(1.46) admet une solution optimale = telle que

172 = max {Vw; j =1,...,q}. (1.48)
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THEOREME 1.65.— (Fulkerson [FUL 71]). La relation min-max (1.48) est satisfaite
pour deux matrices A et B (dans cet ordre) si et seulement si A et B forment une paire
antibloquante de matrices.

Si la relation (1.48) est satisfaite pour A et B, par le théoreme 1.65, elle est aussi
satisfaite pour B et A.

Pour illustrer ce concept, considérons le polyedre des couplages. On a vu dans la
section 4, que si G = (V, E) est un graphe, le polytope des couplages de G, P°(G)
est donné par les inégalités (1.30)-(1.32). P°(G) peut aussi s’écrire sous la forme
P¢(G) ={z € R¥ : Bz <1, z > 0}.Si’on dénote par A la matrice dont les
lignes sont les vecteurs d’incidence des couplages dans G, la relation min-max (1.48)
n’est rien d’autre que celle établie par la dualité. En conséquence A et B forment une
paire antibloquante de matrices. Si w = 1, la relation min-max pour A et B implique
le théoreme 1.59 de Berge.

1.6. Méthode de coupes

Etant donné un probléme d’optimisation combinatoire, il est généralement diffi-
cile de caractériser le polyedre associé par un systeme d’inégalités linéaires. Aussi, si
le probleme est NP-complet, il y a trés peu d’espoir d’obtenir une telle description.
En plus, méme s’il est caractérisé, le systeme décrivant le polyedre peut comporter
un nombre tres grand (voire exponentiel) d’inégalités, et ne peut donc &tre entiere-
ment exploité pour résoudre le probléeme comme un programme linéaire. Cependant,
en utilisant une méthode de coupes, une description partielle du polyedre peut étre
suffisante pour résoudre le probleme a 1I’optimum. Dans la suite, nous discutons de
cette méthode.

Considérons un probléme d’optimisation combinatoire de la forme
max {wz : Az < b, x entier} (1.49)

ol A est une matrice m X n et b € R™. Soit P I’enveloppe convexe des solutions de
(1.49). Par la proposition 1.8 et le théoreme 1.32, le probleme (1.49) est équivalent au
programme max{wz : = € P}. Si les inégalités du systtme Az < b suffisent pour
décrire le polyedre P, alors tout point extréme du polyédre {z € R™ : Az < b} est
entier, et, par conséquent, le probleme (1.49) est équivalent a sa relaxation linéaire

max {wz : Az <b}. (1.50)

Ceci n’est, malheureusement, pas toujours le cas, et le polyedre {z € R" : Az <
b} peut en effet comporter des points extrémes fractionnaires. Par conséquent, une
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solution optimale de (1.50), disons x*, peut &tre fractionnaire. Dans ce cas, il doit
exister une contrainte valide pour P qui est violée par x *. Celle-ci peut &tre ajoutée
au systeéme Ax < b et cela nous permet ainsi d’obtenir une plus “forte” relaxation
linéaire. Une telle contrainte est appelée une coupe. Le nom “coupe” vient du fait
que I’ajout de la contrainte violée au systeme Az < b permet de “couper” une partie
inutile du polyedre des solutions de la relaxation linéaire contenant z *.

L’étape cruciale dans une méthode de coupes est la génération des contraintes va-
lides pour le polytope P. Une premiere technique, pour identifier des contraintes va-
lides pour des programmes en nombres entiers, a été introduite par Gomory [GOM 58]
[GOM 60]. En se basant sur cette technique, Chvatal [CHV 73] a développé une pro-
cédure générale pour générer des contraintes valides pour un polyedre combinatoire.
La procédure est basée sur le fait que si p est entier et p < g, alors p < |q].

1.6.1. Méthode de Chvdtal-Gomory

Considérons, par exemple, le probleme du stable. Soient G = (V, E) un graphe
et C' un cycle de G. Soit {vy, ..., v} ’ensemble des sommets de C'. Supposons que
k est impair. Les contraintes suivantes sont donc valides pour le polytope des stables
P(G).

z(v) + z(vy) < 1.
En sommant ces inégalités (et en divisant par 2), on obtient la contrainte

' z(v;) <

i=1

Puisque Zle x(v;) est entier pour toute solution du probleme du stable, alors 1’in-
égalité

k
k E—1
)< |=| = — 1.51
; z(v) < 5] == (151)
est valide pour le polytope des stables.

Cette procédure peut étre présentée dans un cadre plus général de la maniere sui-
vante. Soit y un vecteur positif de R™ . Toute solution de (1.49) vérifie I’inégalité

ZyAJ’xj < yb, (1.52)

Jj=1
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obtenue comme combinaison linéaire des contraintes du systtme Az < b. Comme
yAl — |yA’] > 0etz; > O0pourj =1,...,n,alors la contrainte

n

> lyAl |z < yb (1.53)

j=1

est également satisfaite par les solutions de (1.49). Comme le premier membre de
(1.53) est entier, il en résulte que ’inégalité

> lyAi)z; < [yb) (1.54)
j=1

est valide pour P. Les inégalités de type (1.54) sont dites inégalités de Chvdtal-
Gomory, et la procédure ci-dessus est appelée méthode de Chvdtal-Gomory.

Comme le montre le théoréme suivant, toute contrainte valide pour P peut &tre
obtenue par la méthode de Chvétal-Gomory.

THEOREME 1.66.— (Schrijver [SCH 80]). Soit ax < « une inégalité valide pour
P # D avec (a,a) € Z™*L. Alors ax < a est une inégalité de Chvdtal-Gomory.

Une inégalité valide pour P, équivalente a (ou dominée par) une combinaison
linéaire positive de Az < b est dite de rang de Chvdtal 0 par rapport a Az < b.
Une inégalité ax < « valide pour P est dite de rang de Chvdtal k par rapport a
Axz < bsiax < a n’est pas de rang de Chvital inférieur ou égal a k — 1, et elle est
soit équivalente a (soit dominée par) une combinaison linéaire positive d’inégalités
chacune pouvant étre obtenue par la méthode de Chvatal-Gomory a partir d’inégalités
de rang de Chvatal inférieur ou égal a < k — 1. En d’autres termes, une inégalité valide
pour P est de rang de Chvétal k si k applications de la méthode de Chvatal-Gomory
sont nécessaires pour obtenir cette inégalité. Ainsi les contraintes de rang de Chvétal 1
sont celles qui ne sont pas de rang 0 mais qui sont soit équivalentes soit dominées par
une combinaison linéaire positive de contraintes de Az < b et d’inégalités obtenues
par la procédure de Chvatal-Gomory a partir de contraintes de Az < b. On peut
noter par exemple que les contraintes (1.53) sont de rang de Chvétal 1 par rapport
a Ax < b. Les inégalités valides qui interviennent dans la résolution d’un probléme
combinatoire, dans le cadre d’une méthode de coupes, sont généralement de rang de
Chvital < 1.

Le théoréeme 1.66 implique que toute contrainte valide pour le polyedre P est de
rang de Chvadtal fini par rapport 2 Az < b. Le rang de Chvatal maximum par rapport
a Az < b d’une contrainte valide (facette) pour P est appelé le rang de Chvdtal du
polyedre {z € R™ : Az < b}.Notons que le rang de {z € R™ : Az < b}est0si
et seulement si P = {& € R"* : Az < b}, c’est-a-diresi {x € R* : Az < b} est
entier.
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Supposons, par exemple, que P est le polytope des couplages dans un graphe G =
(V, E), et soit Az < b le systéme donné par les inégalités (1.30),(1.31). Il n’est pas
difficile de voir que les inégalités (1.32) sont de rang de Chvétal 1 par rapport a Az <
b. Comme les contraintes (1.30)-(1.32) décrivent entierement P, il s’ensuit que le
polyedre Az < bestde rang 1.

1.6.2. Algorithmes de coupes

La procédure de Chvatal-Gomory, présentée ci-dessus, est souvent utilisée pour

identifier des inégalités valides pour le polytope associé a un probléme d’optimisation
combinatoire. Ces contraintes sont alors utilisées dans un algorithme de coupes pour
résoudre le probleme. Cet algorithme peut étre présenté comme suit.
Supposons que I’on dispose de certaines classes d’inégalités valides pour le polytope
P associé au probleme (1.49), et soit Az < b le systeme formé par ces inégalités.
Supposons que ce systeme contient les contraintes de base Az < b du probleéme.
Chagque itération de 1’algorithme consiste a résoudre un programme linéaire défini par
un sous-ensemble de contraintes de Az < b. Si la solution trouvée est entidre et vérifie
Az < b, alors elle est optimale pour le probleme. Sinon d’autres contraintes doivent
&tre ajoutées au programme linéaire.

On commence par considérer un sous-systtme A'z < b’ de Az < b contenant un
nombre réduit de contraintes, et on résout le programme linéaire max{wz : A’z <
b'}. Si la solution optimale de ce programme, disons x !, est réalisable pour (1.49) (i.e.,
si 2! est entiere et solution du systéme Az < b) alors elle est optimale pour (1.49).
Sinon, on détermine alors une contrainte du systeme Az < l_), disons a'z < at, qui
soit violée par z'. On ajoute cette contrainte au programme et on résout le nouveau
programme linéaire max{wz : A’z <¥', a'z < a'}. Sila solution optimale, disons
z2, de ce programme est réalisable pour (1.49), alors elle est optimale. Sinon, on
détermine une contrainte a’>z < o de Az < b qui soit violée par 2. On considére par
la suite le programme linéaire max{wz : A'z <V, a'z < o', a®>z < o®} et ainsi
de suite. Cette procédure continue jusqu’a ce que soit on trouve une solution enti¢re
qui soit réalisable pour (1.49) et donc optimale, soit il n’est plus possible de générer
de contraintes violées. Dans ce cas, on utilise des techniques de programmation en
nombres entiers, comme la méthode de séparation et d’évaluation, pour déterminer
une solution optimale du probléeme.

Remarquons que si le systeme Az < b contient un nombre réduit (polynomial) de
contraintes, il peut donc étre utilisé pour initialiser I’algorithme de coupes. Ainsi le
premier programme linéaire serait la relaxation linéaire du probleme. A chaque étape
de I’algorithme, il suffit donc de vérifier si la solution optimale du programme linéaire
courant est entiere. Si c’est le cas, alors elle est optimale. Les problémes du stable
et du couplage maximum sont de ce type, la relaxation linéaire de chaque probleme
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comporte n + m contraintes ol n (resp. m) est le nombre des sommets (resp. arétes)
du graphe.

Remarquons aussi que la solution optimale de la relxation linéaire, obtenue a
chaque itération de 1’algorithme, donne une borne supérieure sur la valeur optimale
du probleme. Pour obtenir une relaxation linéaire plus serrée d’une itération a 1’autre,
et améliorer au maximum cette borne, il est utile d’introduire des contraintes violées
qui définissent des facettes du polyedre P. En effet, celles-ci permettent de couper au
maximum des solutions non-réalisables du probleme.

1.6.3. Algorithmes de coupes et branchements

Si I’algorithme de coupes ne permet pas de fournir une solution optimale du pro-
bleme, il est nécessaire d’utiliser une technique de séparation et d’évaluation pour en
déterminer une. Cette technique permet de construire un arbre de résolution ou chaque
sommet de I’arbre correspond a un sous-probléme, le probléme initial étant celui as-
socié a la racine. Cette technique est basée sur deux procédures essentielles :

— Branchement (branching) : Cette procédure est simple, elle permet juste de di-
viser le probleéme associé a un sommet donné de 1’arbre en deux sous-problemes dis-
joints en fixant une des variables x; & 1 pour I’'un des problemes et a 0 pour I’autre.
Une solution optimale du probléme (correspondant a ce sommet de ’arbre) sera ainsi
optimale pour I’un des sous-problemes.

— Evaluation (bounding) : Le but de cette procédure est de déterminer une borne
supérieure (borne inférieure en cas de minimisation) pour la valeur optimale du pro-
bléme associé a un sommet de 1’arbre.

Pour résoudre le probleme (1.49), on peut commencer par résoudre une relaxation
linéaire du probleme en utilisant un algorithme de coupes. Si une solution optimale
n’est pas trouvée dans cette phase (appelée phase de coupes) on choisit une variable
fractionnaire x;, et on applique la procédure de séparation. On crée ainsi deux sous-
probléemes (deux sommets de I’arbre de résolution que I’on relie a la racine). On déter-
mine une borne supérieure pour chaque sous-probleme en résolvant les programmes
relaxés. Si pour un des sous-problemes, la solution optimale est entiere, on arréte son
exploration. Sinon on choisit un des sommets, disons .S et on sépare le probleme asso-
cié en deux sous-probleémes. Ainsi on crée deux nouveaux sommets, disons S'1 et So
que I’on relie au sommet pére S. En répétant cette procédure, on construit un arbre ot
les sommets correspondent aux sous-problémes créés. Si la solution optimale pour un
des probleémes est réalisable pour le probléme initial ou moins bonne qu’une solution
réalisable déja trouvée, alors on arréte le développement du sommet correspondant.
Celui-ci est déclaré stérile. A chaque étape, on choisit un sommet pendant de I’arbre
qui n’est pas stérile, on sépare le probleme correspondant en deux sous-problémes
et on calcule une borne pour chacun des sous-problémes créés. L’algorithme s’arréte
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quand tous les sommets pendants de I’arbre sont stériles. Dans ce cas, la meilleure
solution réalisable trouvée est optimale.

Pour calculer une borne pour chaque sommet de I’arbre, on peut se contenter de
la résolution du programme linéaire obtenu a partir du programme du sommet pere
en rajoutant soit I’équation x; = 0 soit I’équation x; = 1. Cependant, cette borne
peut étre faible, et conduire a un processus de résolution tres lent, surtout quand le
probleme est de grande taille. Par contre, si I’on ajoute des contraintes violées a cette
relaxation, on peut obtenir de meilleures bornes et accélérer davantage la résolution du
probléme. Un algorithme de coupes et branchements (Branch-and-Cut algorithm) est
une technique de séparation et d’évaluation dans laquelle on applique I’algorithme de
coupes pour calculer la borne de chaque sous-probleme. Cette méthode, introduite par
Padberg et Rinaldi [PAD 91] pour le probleme du voyageur de commerce, s’est avérée
tres efficace, et elle est maintenant largement utilisée pour résoudre d’une maniere
exacte des problemes d’optimisation combinatoire.

Comme on peut le noter, une étape importante dans chaque itération d’un algo-
rithme de coupes et branchements concerne la génération de contraintes violées. L’ef-
ficacité de I’algorithme dépend tres étroitement de la maniere dont ces contraintes sont
déterminées. Ainsi, comme le polytope associé€ au probleme combinatoire sous-jacent
peut avoir un nombre exponentiel de facettes, on peut se demander s’il serait quand
méme possible de résoudre dans ce cas le probleme en temps polynomial a I’aide d’un
algorithme de coupes et branchements. Comme on va le voir dans la section suivante,
ceci est possible si le probleme dit de séparation associé au polytope des solutions
peut étre résolu en temps polynomial.

1.6.4. Séparation et optimisation

Un des grands développements dans les approches polyédrales au cours des vingt-
cinq dernieres années a été I'introduction des techniques de séparation pour les pro-
blémes d’optimisation combinatoire. En effet, ces techniques permettent de résoudre
efficacement des problemes difficiles dans le cadre d’algorithmes de coupes et bran-
chements. Elles sont une conséquence directe du résultat puissant de Grotschel et.
[GRO 81] qui établit une équivalence entre le probleme d’optimisation sur un poly-
edre et le probleme dit de séparation associé a ce polyedre. Dans ce qui suit, nous
discutons de cette forte relation entre séparation et optimisation et des conséquences
algorithmiques pour les problémes d’optimisation combinatoire.

Le probleme de séparation associé a un polyedre P C R"™ peut étre énoncé comme
suit. Etant donné une solution # € R™, déterminer si & € P, et sinon trouver une
inégalité ax < « valide pour P qui soit violée par Z. En d’autres termes, dans le cas
ou & ¢ P, le probleme consiste a trouver un hyperplan qui sépare & et P (voir figure
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8>

ar < «

Figure 1.3. Hyperplan séparant P et &

1.3). Si P est donné par un systeme d’inégalités Az < b, alors on parle de probleme
de séparation associé au systeme Az < b.

Dans un algorithme de coupes et branchements, on résout une séquence de pro-
bleémes de séparation au niveau de chaque sommet de I’arbre de branchements, chaque
probléme permettant de générer une (ou plusieurs) contrainte violée. La complexité de
I’algorithme va donc dépendre naturellement de celle du probleme de séparation des
différentes classes de contraintes utilisées dans 1’algorithme. En utilisant la méthode
des ellipsoides introduite par Khachian [KHA 79] pour la programmation linéaire,
Grotschel et al. [GRO 81] ont montré que si I’on peut résoudre le probléme de sépa-
ration en temps polynomial pour un polyedre P, alors on peut résoudre le probleme
d’optimisation sur P, max{wz : z € P} en temps polynomial. La réciproque de
ce résultat est également vraie. Si I’on peut optimiser en temps polynomial, on peut
également séparer en temps polynomial. En conséquence, la complexité d’un algo-
rithme de coupes sur un polyedre {x € R"™ : Az < b} ne dépend pas du nombre de
contraintes dans le systéme Az < b (méme s’il est exponentiel), mais de la complexité
du probléme de séparation qui lui est associé. Ainsi, pour résoudre un probléeme d’op-
timisation de la forme max{wz : Az < b}, a I’aide d’un algorithme de coupes,
nous n’avons pas besoin de connaitre explicitement le systtme Az < b. Il suffit juste
de pouvoir vérifier si une solution # satisfait Az < b, et sinon de déterminer une
contrainte parmi Az < b qui soit violée par Z.

Pour illustrer ce concept, considérons de nouveau le probleme du stable dans un
graphe G = (V, E). La formulation en nombres entiers du probléme, donnée par
les inégalités (1.18) et (1.19), comporte un nombre polynomial de contraintes et, par
conséquent, le probleme de séparation correspondant a ces contraintes peut étre résolu
en temps polynomial. Considérons en plus les contraintes de type (1.51),qui sont aussi
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valides pour le polytope des stables, i.e., les inégalités de la forme

V(C)| -
z(V(C)) < %, V C cycle impair de G. (1.55)
Les contraintes (1.55) sont appelées inégalités de cycle impair. Comme cela va étre
montré ci-dessous, le probléme de séparation pour ces contraintes peut étre également

résolu en temps polynomial.

THEOREME 1.67 — (Grotschel et al. [GRO 88]). Les inégalités (1.55) peuvent étre
séparées en temps polynomial.

Preuve. Soit # € RY . Comme les inégalités (1.18) et (1.19) peuvent étre séparées en
temps polynomial, pour résoudre le probleéme de séparation pour les contraintes (1.55),
on peut supposer que z > 0 et que & satisfait les inégalités (1.18).Sie = ij € E, soit
z(e) =1 —&(i) — (). Ainsi z(e) > 0 pour toute aréte e € E. Aussi, les inégalités
(1.55) peuvent s’écrire sous la forme

Z z(e) > 1, YV C cycle impair de G. (1.56)
ecC

Le probléeme de séparation des contraintes (1.55) par rapport au vecteur = est donc
équivalent au probleme de séparation des contraintes (1.56) par rapport au vecteur
z. Considérant z(e) comme un poids sur I’aréte e, le probléme de séparation des
contraintes (1.55) se rameéne donc a la recherche d’un cycle impair de poids mini-
mum dans un graphe muni de poids positifs. Ce dernier probleme peut étre résolu en
temps polynomial. Pour ce faire, considérons le graphe biparti G = (V' UV", E) ob-
tenu a partir de G = (V, E) de la maniére suivante : Pour chaque sommet v de V', on
considere deux sommets v’ € V' et v” € V. Et pour chaque aréte uv € FE, on consi-
dere les arétes u'v" et u'v’ dans E avec le méme poids Z(u'v") = Z(u"v') = z(uv).
Comme ( est biparti, toute chaine dans G entre v’ et v pour tout v € V correspond
a un cycle impair dans G de méme poids, et vice versa. Par conséquent déterminer
un cycle impair dans G de poids minimum par rapport a z est équivalent a détermi-
ner une chaine de poids minimum dans G par rapport a Z. Comme Z > 0, ce dernier
probleme peut étre résolu en temps polynomial en utilisant, par exemple, I’algorithme
de Dijkstra [DIJ 59]. Si C' est un cycle impair de G de poids minimum ainsi obtenu,
et si z(C') > 1 alors toutes les contraintes (1.56) sont vérifiées par z, et donc (1.55)
sont satisfaites par Z. Si z(C') < 1, alors la contrainte de type (1.55) induite par C' est
violée. O

Une conséquence directe du théoreme 1.67 est que le probleme du stable maximum
peut étre résolu en temps polynomial, a I’aide d’un algorithme de coupes, dans les
graphes G dont le polytope P(G) est décrit par les contraintes (1.18), (1.19) et (1.55).
Ces graphes sont appelés t-parfaits. Une discussion plus détaillée sur ces graphes peut
étre trouvée dans [SCH 03].
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1.7. Le probleme de coupe maximum

Dans les deux prochaines sections, nous discutons de certaines applications des
techniques présentées dans les sections précédentes a deux problemes d’optimisation
combinatoire. Le premier est le probleme de coupe maximum. Celui-ci consiste, étant
donnés un graphe G = (V, E) et des poids (w(e), e € E) sur les arétes, a trouver
une coupe 6(W), W C V., telle que 3, ¢5y) w(e) est maximum. Ce probleme était,
durant ces vingt dernieres années, 1’objet de recherches intensives [DEZ 97]. 1l a de
nombreuses applications, par exemple dans les modeles de verres de spins en physique
statistique et les circuits VLSI.

1.7.1. Modéles de verres de spins et le probléme de coupe maximum

Un verre de spins est un systeéme obtenu par une faible dilution (1%) d’un maté-
riau magnétique (Fer) dans un matériau non magnétique (Or). L’intérét des physiciens
pour ce matériau vient de 1’observation d’un pic dans la courbe de ce qu’on appelle
la susceptibilité magnétique en fonction de la température. Un tel pic est générale-
ment I’indice d’une transition de phase, d’un changement d’état du systeme. D’ou la
recherche de modeles susceptibles d’expliquer ce phénomene.

Dans un verre de spins, les atomes magnétiques sont disposés aléatoirement dans
I’espace. Entre deux atomes ¢, j, il existe une énergie d’interaction

T

ol S; (S;) est le moment magnétique (spin) de I’atome i (), et J(R) est une fonction
qui dépend de la distance R entre les deux atomes. Pour modéliser ces systemes, les
physiciens ont construit un modele simplifié : ils supposent que les spins sont situés
aux noeuds d’un maillage régulier (au lieu d’étre répartis aléatoirement) et sont définis
par des vecteurs unidimensionnels (au lieu d’étre tridimensionnels) .S; prenant les
valeurs +1 et —1. Ces maillages sont généralement carrés ou cubiques. Ils supposent
en plus que les interactions entre les spins n’ont lieu qu’entre les plus proches voisins,
et que leurs énergies (.J;;) sont des variables aléatoires pouvant prendre des valeurs
positives ou négatives. Les interactions correspondent alors aux liaisons du maillage.

A une configuration S des spins (i.e., une affectation 4+1 et —1 aux spins) corres-
pond une énergie du systeme donnée par

H(S) ==Y J;;S:S;, (1.57)
ijeL

ou L est ’ensemble des liaisons et J;; I’interaction entre les spins ¢ et j. Le probleme
que posent les physiciens est de déterminer une configuration .S qui minimise 1’éner-
gie (1.57) du systeme. Une telle configuration est dite [’état fondamental du systeme
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et le probleéme est appelé probleme de [’ état fondamental. Les physiciens utilisent tra-
ditionnellement des heuristiques de type Monte-Carlo pour déterminer des solutions
approchées pour ce probleme méme dans le cas ou le maillage est carré (planaire).
Comme il est montré dans la suite, ce probleme peut se ramener au probléme de coupe
maximum.

A un systéme de verre de spins, on peut associer un graphe G = (V, E) ou les
sommets correspondent aux spins, et deux sommets sont liés par une aréte s’il existe
une liaison entre les spins correspondant aux sommets. On associe a chaque liaison 7j
le poids w;; = —J;;. Le probléme de I’état fondamental est par conséquent équivalent
au programme

min{ H(S) = > w;SiS; + Si € {-1,1}, VieV . (1.58)

ijEE

Ainsi le probleme est de déterminer une affectation de +1 et —1 aux sommets du
graphe de telle maniere que ), jepwijSiSj soit minimum.

Soit S une affectation de +1 et —1 aux sommetsde V. Soit V, ={i e V' : S; =
+1lletVo ={ieV : S; = —1}.Alors

H(S) =3 epwiiSiSi = Xijev, Wij T 2Xijev. Wij — Duicv, jev. Wij
= Yijerwii — 2 Xijes(vy) Wii-

Puisqge El jep Wij estune constagte, minimiser H (S) fast, par conséguept, équivalent
a maximiser ), jes(vy) Wij le poids de la coupe induite par V. Ainsi, le probleme
de I’état fondamental se ramene au probléme de coupe maximum dans G'.

Le probléeme de coupe maximum est un des premiers problemes démontrés NP-
complets. I1 a ét€ montré qu’il peut étre résolu en temps polynomial dans les graphes
planaires [HAD 75] et dans les graphes qui ne sont pas contractibles a K5 [BAR 83],
c’est-a-dire les graphes qui ne peuvent pas étre réduits a K 5 (le graphe complet sur
5 sommets) par contractions et suppressions d’arétes. Dans la suite, nous discutons
d’une approche polyédrale pour ce probleme. La plupart des résultats présentés dans
cette section sont tirés de Barahona et Mahjoub [BAR 86].

1.7.2. Le polytope des coupes

Soient G = (V, E) un graphe et w € R un vecteur poids associé aux arétes
de G. Notons par P.(G) le polytope des coupes de G, i.e., I’enveloppe convexe des
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vecteurs d’incidence des coupes de GG. Le probléme de coupe maximum dans G est
donc équivalent au programme linéaire max{wz : = € P.(G)}. Le polytope P.(G)
est de pleine dimension [BAR 85].

Soient C' un cycle de G et F C C tel que |F| est impair. Soit 6(W') une coupe
de G. Comme §(W) intersecte C' en un nombre pair d’arétes, si F© C §(WW), alors
S(W)N (C\ F) # 0. En conséquence, les contraintes suivantes sont valides pour le
polytope P.(G).

2(F)—z(C\F)<|F|—-1 VCecycledeG, F CC, |F|impair, (1.59)
0<uz(e) <1 Ve€kE. (1.60)

Il n’est pas difficile de voir que toute solution entiere du systeme ci-dessus repré-
sente une coupe de G. Et par conséquent, ces contraintes induisent une formulation en
nombres entiers du probléme de coupe maximum. Les contraintes (1.59) sont appe-
1ées inégalités de cycle. Etant donné un cycle C', une corde de C est une aréte dont les
deux extrémités sont dans C' et ne sont pas consécutives en parcourant C'. Le théoreme
suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que les contraintes (1.59)
et (1.60) définissent des facettes de P.(G).

THEOREME 1.68 —

1) Une inégalité (1.59) définit une facette de P.(G) si et seulement si C' est sans
corde.

2) Une inégalité x(e) > 0 (x(e) < 1) définit une facette de P.(G) si et seulement
si e n’appartient pas a un triangle.

Comme les contraintes (1.59) et (1.60) formulent le probléme de coupe maximum
sous forme d’un programme en nombres entiers, et, par le théoréeme 1.68, peuvent dé-
finir des facettes, il serait utile d’avoir un algorithme de séparation polynomial pour
ces contraintes. Cela permettrait de les utiliser efficacement dans le cadre d’une mé-
thode de coupes pour le probleme. Il est clair que les contraintes (1.60) sont séparables
en temps polynomial. Dans la suite, nous montrons que les contraintes (1.59) peuvent
également étre séparées en temps polynomial.

En faisant un changement de varaiable z(e) en 1 — z(e), les contraintes (1.59)

peuvent s’écrire

Z z(e) + Z(l —z(e)) >1,VCcyclede G, F C C, |F|impair. (1.61)
zeC\F ecF

Siz € RY , le probleme de séparation des contraintes (1.59) par rapport a & se raméne
a vérifier si pour tout cycle C, en associant un poids 1 — #(e) & un nombre impair
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d’arétes de C' et un poids Z(e) aux autres arétes de C, le poids total de C' est supérieur
ou égal a 1. Pour résoudre ce probleme, nous allons considérer un graphe auxiliaire.

Soit G' = (V', E') le graphe obtenu a partir de G' de la maniére suivante. Pour
tout sommet i de GG, on considére deux sommets i’ et i’ dans G'. Et pour toute aréte
ij de G on considere les arétes i'j’ et 1" j"" avec un poids x(ij) et les arétes i'j" et i"'j'
avec un poids 1 — z(ij). Comme on va le voir ci-apres, le probléme de séparation des
contraintes (1.61) se raméme a déterminer une plus courte chaine dans G’ entre deux
sommets ¢’ et i"". En effet, notons par E;; I’ensemble d’arétes {i'j’,i'j",i"5',i"j"}
pour ij € E.Remarquons que toute chaine dans G’ entre deux sommets i’ et i", qui
utilise au plus une aréte de chaque ensemble £;;, correspond a un cycle dans G passant
par le sommet i. Désignons maintenant par V7 (resp. V) I'ensemble des sommets 7’
(resp. i'") pour ¢ dans V. Remarquons qu’une aréte e dans G’ a un poids 1 — Z(e) si
et seulement si e est entre V| et V. Soit A une chaine de G’ entre un sommet i’ et
un sommet " . A utilise alors un nombre impair d’arétes e avec un poids 1 — Z(e). En
plus, si le poids de A est strictement inférieur a 1, alors A ne peut pas utiliser deux
arétes de types i'j" et i"j'. Et si A passe par deux arétes de type i's" et j'j"', alors il
doit exister une chaine A’ C A liant soit " et ¢ soit j' et ", et n’utilisant qu’une seule
aréte parmi 7’5" et 1" j'. Ceci implique que si A est une plus courte chaine entre deux
sommets 4’ et ¢'" ayant un poids strictement inférieur a 1, alors A peut étre choisie de
telle maniére qu’elle intersecte chaque F;; en au plus une aréte, et par conséquent, elle
correspond a un cycle C' dans G. En considérant F' comme étant I’ensemble des arétes
e de A ayant un poids 1 — Z(e), alors C et F induisent dans ce cas une contrainte de
type (1.61) violée par z.

D’autre part, il est facile de voir que toute paire C, F', ot C est un cycle de G et F'
est un sous-ensemble impair de C', qui induit une contrainte violée de type (1.61),
correspond & une chaine entre deux sommets i’ et " de G' utilisant au plus une aréte

de chaque F;; et de poids strictement inférieur a 1.

En conséquence, pour séparer les contraintes (1.59), on calcule dans G’ une plus
courte chaine entre chaque paire de sommets 7/, ", et on considére la plus courte
parmi toutes ces chaines. Si le poids de cette derniere est supérieur ou égal a 1, alors
toutes les contraintes (1.59) sont vérifiées par Z. Sinon, une contrainte violée est alors
trouvée. Comme les poids dans G' sont tous positifs, le calcul d’une plus courte
chaine entre deux sommets peut étre réalisé en O(n?) (ot n = |V|). La séparation
des contraintes (1.59) peut donc étre effectuée en O(n?).

Comme les contraintes ( 1.59) et (1.60) peuvent étre séparées en temps polynomial,
le probleme de coupe maximum peut donc étre résolu en temps polynomial pour les
graphes dont le polytope des coupes est donné par ces contraintes. Le théoréme suivant
caractérise ces graphes.

THEOREME 1.69.— Les contraintes (1.59) et (1.60) décrivent complétement le poly-
tope P.(G) si et seulement si G n’est pas contractible a K.
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Par le théoreme 1.69, le probléme de coupe maximum peut €tre résolu en temps
polynomial par un algorithme de coupes dans les graphes qui ne sont pas contractibles
a K5. Comme les graphes planaires font parti de cette classe, ce théoreme implique
également que le probleme de coupe maximum peut étre résolu en temps polynomial
par un algorithme de coupe dans ces graphes.

Un graphe est appelé un bicycle p-roue s’il consiste en un cycle de longueur p et
de deux sommets adjacents entre eux et adjacents a tout sommet du cycle.

THEOREME 1.70~ Soit (W, T) un bicycle (2k + 1)-roue, k > 1. contenu dans G'.
Alors U'inégalité

2(T) < 2(2k + 1) (1.62)

définit une facette de P.(G).

Gerards [GER 85] a montré que le probléme de séparation des contraintes (1.62)
peut se ramener a une séquence polynomiale de problemes de plus courtes chaines, et
peut donc étre résolu en temps polynomial.

THEOREME 1.71~ Soit K, = (W, T) un sous-graphe complet de G d’ordre p. Alors
linégalité

D, P
z(T) < 51151 (1.63)

est valide pour P.(G). De plus, elle définit une facette de P.(G) si et seulement si p
est impair.

Les inégalités (1.63) peuvent étre séparées en temps polynomial si p est fixé.

Des algorithmes de coupes et branchements, basés sur ces classes de facettes (et
d’autres familles de contraintes valides), ont été développés pour résoudre des ins-
tances planaires et non planaires du probleme de 1’état fondamental du verre de spins
[BAR 88] [SIM 95] [JUN 98] [LIE 03]. Cette approche s’est avérée la plus efficace
pour ce probleme.

1.8. Le probleme de conception d’un réseau fiable

Avec I’introduction de la technologie optique, le domaine des télécommunications
a vu une évolution importante ces dernieres années. En effet, les fibres optiques offrent
une large capacité de transmission, et permettent ainsi le transfert de grandes quanti-
tés d’informations. Ainsi, les réseaux actuels tendent a avoir une topologie creuse
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(presque un arbre). Par contre, la défaillance d’une ou plusieurs liaisons (ou nceuds)
d’un réseau de télécommunications peut avoir des conséquences catastrophiques si le
réseau n’est pas en mesure de fournir des chemins de reroutage. Pour cela, la concep-
tion d’un réseau suffisamment fiable, c’est-a-dire qui peut continuer a fonctionner en
cas de panne, est devenue aujourd’hui un des objectifs des opérateurs de télécommu-
nications.

La fiabilité est généralement exprimée en termes de connexité dans les réseaux. On
exige qu’il existe entre chaque paire de nceuds, suivant leur importance dans le réseau,
un nombre minimum de chaines disjointes, de telle maniere qu’en cas de panne, il y
ait toujours au moins une chaine qui permet d’écouler le trafic entre les noeuds. Si
la réalisation de chaque liaison dans le résaux entraine un certain cofit, le probleme
qui se pose alors est de concevoir un réseau dont la topologie vérifie les conditions de
fiabilité et qui soit de colit minimum.

Ce probleme a suscité une grande attention ces dernieres années. Plusieurs mé-
thodes de résolution ont été développées, en particulier des techniques polyédrales.
Celles-ci ont été efficaces pour résoudre a I’optimum des instances de grande taille
[GRO 92b] [GRO 92a] [KER 04b]. Dans la suite, nous discutons de ces techniques
pour certaines variantes du probleme. Tout d’abord, nous donnons une formulation du
probléme en termes de graphes.

1.8.1. Formulation et polyédre associé

Pour modéliser la fiabilité dans les réseaux, Grotschel et Monma [GRO 90] ont
introduit le concept de type de connexité des sommets. Si G = (V, E) est le graphe
qui représente les nceuds et toutes les liaisons possibles entre les nceuds, on suppose
qu’un entier positif 7(s) est associé a chaque sommet v € V. Cet entier est appelé le
type de connexité de s et il représente le nombre de liaisons minimum qui doivent lier
le sommet s au réseau final. On dit qu’un sous-graphe vérifie les conditions d’aréte-
fiabilité (resp. sommet-fiabilité) si pour toute paire de sommets s, ¢ de V, il existe au

moins
r(s,t) = min {r(s),r(t)}

chaines aréte (resp. sommet)-disjointes, entre s et ¢. Un sous-graphe qui satisfait les
conditions d’aréte-fiabilité (resp. sommet-fiabilité) est dit sous-graphe aréte-fiable
(resp. sommet-fiable).

Si chaque aréte e du graphe est munie d’un coit ¢(e), le probléme de conception d’un
réseau aréte-fiable (resp. sommet-fiable) est de déterminer un sous-graphe aréte-fiable
(resp. sommet-fiable) dont le colit total des arétes est minimum. On notera ce probleme
par PSGAF (resp. PSGSF).

Plusieurs problémes conbinatoires, bien connus dans la littérature, sont des cas
particuliers de ce modele général.
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— Si le type de connexité est égal a 1 pour deux sommets donnés s et ¢ du graphe
et O pour les autres, le probleme n’est rien d’autre que celui de la plus courte chaine
entre s et t.

— Si le type de connexité est 1 pour un sous-ensemble de sommets (dits termi-
naux) et 0 pour les autres, le probleme n’est rien d’autre que le probleme de I’arbre
de Steiner. Et si les types de connexités sont tous 1, nous avons le probleme de 1’arbre
couvrant.

— Si pour chaque sommet le type de connexité est égal a k, pour k fixé, il s’agit
alors du probleme du sous-graphe k-aréte (sommet)-connexe.

Comme certains de ces problemes sont NP-difficiles, le probleme PSGAC (PSGSC)
est aussi NP-difficile.

Dans la suite, on suppose qu’il existe au moins deux sommets dans le graphe ayant
un type de connexité maximum. Le probléme peut toujours se ramener a ce cas. On se
limite également au cas de ’aréte fiabilité. La plupart des résultats liés a ce probleme
peuvent étre aisement étendus au cas de la sommet-fiabilité.

Pour W C V, soit

r(W) = max{r(s) : s€ W},
con(W) = min {r(W),r(V\W)}.

D’aprés le théoreme 1.49 de Menger, le PSGAF est équivalent au programme en
nombres entiers suivant :

min Z c(e)z(e)

c€E
0<uz(e) <1, Ve€E, (1.64)
z(6(W)) > con(W), YW CV,0#W £V, (1.65)
z(e) € {0,1}, VecE. (1.66)

Les contraintes (1.65) sont appelées inégalités de coupe.

Soient G = (V, E) un graphe et r = (r(v), v € V) un vecteur de types de
connexité. Soit

PSGAF(G) = conv{z € RF : z satisfait (1.64) — (1.66)},

I’enveloppe convexe des solutions du probléeme PSGAF. PSGAF(G) est appelé le po-
Iytope des sous-graphes aréte-fiables.
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Etant donnés un graphe G = (V, E) et un vecteur r = (r(v), v € V), on dit
qu'une aréte e € E est essentielle si le graphe G — e n’est pas aréte fiable. Les
arétes essentielles doivent donc appartenir a toute solution du probléeme. Si £ * dénote
I’ensemble des arétes essentielles dans (7, alors nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 1.72 .~ (Grétschel, Monma [GRO 90]). La dimension de PSGAF(G)
est égale a |E| — |E*|.

1.8.2. Inégalités valides et séparation

Pour alléger la présentation, nous considérons dans la suite le cas de la fiabilité
faible, ¢’est-a-dire que r(v) € {0, 1,2} pour chaque sommet v € V. La plupart des
résultats établis dans ce cas peuvent étre facilement étendus au cas général. De plus,
étant donné que les conditions de fiabilité dans ce cas induisent une topologie qui
s’est avérée suffisamment performante en pratique, cette variante a été intensivement
investiguée.

Une premiére classe d’inégalités valides pour le polytope PSGAF(G) est celle
donnée par les inégalités de coupe (1.65). Le probleme de séparation pour ces con-
traintes est équivalent au probleme de coupe minimum avec des poids positifs sur
les arétes, et peut donc étre résolu en temps polynomial. En effet, étant donné une
solution & € R”, on associe 4 chaque aréte e une capacité z(e), et on calcule le flot
maximum entre chaque paire de sommets. Par le théoreme de flot max- coupe min,
si pour une paire s, %, le flot entre s et ¢ est strictement inférieur & min{r(s), ()},
alors la contrainte (1.65) induite par la coupe minimum entre s et ¢ est violée par Z.
Cette séparation peut étre implémentée en O(n?) en utilisant 1’arbre de Gomory-Hu
[GOM 61].

1.8.2.1. Inégalités de multicoupe

Soit (V4,...,V,) une partitionde V,i.e., V; Z@pouri =1,...,p,V;NV; =0
pour tout i,5 € {1,...,p} i # j,et V3 U...UV, = V.Sicon(V;) = 1 pour
1 = 1,...,p, le graphe obtenu d’une solution du PSGAF en contractant les sous-
graphes induits par V;,¢ = 1, ..., p,doit étre connexe. En conséquence, les contraintes
suivantes sont valides pour le polytope PSGAF(G).

z(6(Vh,...,Vp)) > p—1, pour toute partition (Vi,...,V,) (1.67)

telle que con(V;) =1,i=1,...,p,

ol §(V1,...,V),) est ’ensemble des arétes entre les éléments de la partition. Les in-
égalités (1.67) sont appellées inégalités de multicoupe. Dans [GRO 90], Grotschel
et Monma ont montré que les inégalités (1.67) et les inégalités (1.64) suffisent pour
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décrire le polytope PSGAF(G) quand r(v) = 1 pour tout sommet v € V. Aussi
Nash-Williams [NAS 61] a montré que ces inégalités avec les contraintes de positi-
vité, z(e) > 0 pour tout e € E, caractérisent le dominant de PSGAF(G) dans ce
cas.

Cunningham [CUN 85] a montré que si r(v) = 1 pour tout v € V', le probléme de
séparation des contraintes (1.67) peut se ramener & une séquence de |E| problemes de
coupe minimum, et peut donc étre résolu en temps polynomial. Dans [BAR 92], Bara-
hona a montré que le probléme peut se ramener a |V'| problemes de coupe minimum,
et donc étre résolu en O(n?).

1.8.2.2. Inégalités de partition

Grotschel et al. [GRO 92b] ont introduit une classe d’inégalités appelées inégalités
de partition, qui généralise les contraintes de coupe (1.65). Ces inégalités peuvent étre
définies comme suit. Soit (Vi,...,V,), p > 3, une partition de V telle que 1 <
con(V;) < 2pouri = 1,...,p.Soit I = {i : con(V;) = 2,1 = 1,...,p}.
L’inégalité de partition induite par(V1, ..., V) est donnée par

mam,nﬂw>z{p_l si > =0, (1.68)

D sinon.

Remarquons que si p = 2, la contrainte (1.68) n’est rien d’autre qu’une contrainte de
coupe (1.65). Aussi, si les types de connexité sont tous égaux a 2, la contrainte (1.68)
est redondante par rapport aux contraintes de coupe z(6(V;)) > 2,i =1,....p.

Le probleme de séparation des contraintes (1.68) est NP-difficile dans le cas gé-
néral. Kerivin et Mahjoub [KER 02] ont montré que, si r € {1,2}", le probléme de
séparation des contraintes

26V, ..., V) >p sily 0 (1.69)

ol (V1,...,V}) est une partition de V', peut se ramener a la minimisation d’une fonc-
tion sous-modulaire, et peut donc étre résolu en temps polynomial. (Une fonction
f:2% — Rou S est un ensemble fini, est dite sous-modulaire si f(AUB) + f(AN
B) < f(A) + f(B) pour tous sous-ensembles A et B de S). Récemment, Barahona
et Kerivin [BAR ] ont donné un algorithme polynomial combinatoire pour séparer les
contraintes (1.69) dans ce cas.

Comme conséquence des complexités des problemes de séparation de (1.67) et (1.69),
le probléme de séparation des contraintes (1.68) est polynomial si r € {1,2} V.
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1.8.2.3. Inégalités de F'-partition

Supposons maintenant que les types de connexité sont tous égaux a 2, ¢’est-a-dire
r(v) = 2 pour tout v € V. Une classe d’inégalités valides pour le PSGAF(G) dans
ce cas a été introduite par Mahjoub [MAH 94] comme suit. Considérons une partition
(Vo,Vi,...,V,) de V et soit I C §(Vp) de cardinalité impaire. En sommant les
inégalités valides suivantes

x(é(‘/i)227 vi:]'"",p7
—xz(e) > -1, Ve€F,

z(e) >0, Veed(Vh)\F.
nous obtenons
2z(A) > 2p — |,
ot A = §(Vp,...,Vp) \ F. En divisant par 2 et arrondissant le second membre a

I’entier supérieur, on obtient

ISEY A (1.70)

Les inégalités (1.70) sont appelées inégalités de F-partition. Remarquons que ces in-
égalités sont de rang de Chvétal 1 par rapport au systeme donné par les contraintes
triviales et les contraintes de coupe. Remarquons aussi que si |F'| est paire, I'inégalité
(1.70) peut étre obtenue a partir des inégalités triviales et des inégalités de coupe.

Les inégalités (1.70) sont un cas particulier d’une classe plus générale d’inégali-
tés valides donnée par Grotschel et al. [GRO 92b] pour le PSGAF(G). Kerivin et al.
[KER 04b] ont considéré une sous-classe de contraintes de F'-partition appelées in-
égalités de roue impaire et ont donné des conditions suffisantes pour que ces derniéres
définissent des facettes. Ils ont également étendu ces inégalités au cas ou les types de
connexité sont 1 ou 2 pour chaque sommet du graphe.

Le probleme de séparation pour les contraintes de F'-partition est encore un pro-
bleéme ouvert. Cependant si F' est fixé, comme il a été montré par Baiou et al. [BAI 00],
le probleme peut étre résolu en temps polynomial.
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1.8.3. Un algorithme de coupes et branchements

En utilisant les résultats ci-dessus, Kerivin et al. [KER 04b] ont développé un al-
gorithme de coupes et branchements pour le probléme PSGAF quand les types de
connexité sont 1 ou 2 pour chaque sommet du graphe. Ce probléme, que nous dési-
gnons dans la suite par (1, 2)-PSGAF, a des applications pratiques importantes comme
il est mentionné dans [MON 89].

L’algorithme commence par résoudre le programme linéaire réduit aux contraintes
triviales et contraintes de coupe associées aux sommets du graphe, c’est-a-dire

Min cz
z(d(v)) > r(v), YveV, (1.71)
0<z(e) <1, Vee€kE.

Si la solution optimale, disons Z de ce programme est une solution du probléeme (1, 2)-
PSGAF, c’est-a-dire elle est entiere et vérifie les contraintes de coupe (1.65), alors elle
est optimale. En général, la solution T n’est pas réalisable pour le probleme (1,2)-
PSGAF, et par conséquent, a chaque itération de I’algorithme de coupes et branche-
ments, il est nécessaire de générer des contraintes valides pour le (1,2)-PSGAF qui
sont viol€es par Z. Ces contraintes sont générées parmi les contraintes de coupe (1.65),
les contraintes de multicoupe (1.67), les contraintes de partition (1.68), les contraintes
de F'-partition (1.70) et les contraintes suivantes qui sont une extension directe des
contraintes (1.70) quand r(v) € {1, 2} pour toutv € V,

F
#(50Vor-. V) 2 p— 21 (172

ol p; est égal au nombre d’éléments, & I’exception de Vg, de la partition (Vp, ..., V})
ayant un type de connexité égal a 1.

Les procédures de séparation utilisées dans 1’algorithme de coupes et branche-
ments sont soit exactes soit heuristiques suivant la classe de contraintes. Dans certains
cas, la séparation peut étre effectuée en temps polynomial, mais 1’utilisation d’une
heuristique peut étre beaucoup plus efficace pour accélérer le processus de séparation,
et ainsi la résolution du probleme.

La séparation des contraintes de coupe est réalisée en calculant I’arbre de Gomory-
Hu en utilisant I’algorithme de flot-max de Goldberg et Tarjan [GOL 88]. Pour la sépa-
ration des contraintes de partition (1.68), Kerivin et al. ont développé une heuristique
ou ils consideérent deux cas suivant le second membre de I’inégalité. Leur heuristique
est basée sur I’algorithme de Barahona [BAR 92] pour les contraintes de multicoupe.
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Pour séparer les contraintes de F'-partition (1.70) et (1.72),Kerivin et al. [KER 04b]
proposent deux heuristiques. La premicre est basée sur le concept des points extrémes
critiques introduit par Fonlupt et Mahjoub [FON 99]. La procédure consiste a appli-
quer certaines opérations de réduction de graphes, et a chercher des cycles impairs
formés d’arétes dont la valeur est fractionnaire. Si un tel cycle est trouvé, alors une
contrainte de F'-partition violée par  est détectée. La deuxieme heuristique permet de
transformer des coupes, avec autant d’arétes e € E avec Z(e) = 1 que possible, en des
F-partitions. Ceci se fait en calculant un arbre de Gomory-Hu par rapport aux poids
(1—z(e), e € E).Si (W) est une coupe de I’arbre de Gomory-Hu, la contrainte de
F-partition est donc générée en considérant la partition donnée par W et les sommets
dans V' \ W, et en choisissant un ensemble d’arétes F C 6(W). (Le méme processus
peut étre appliqué pour la partition induite par V' \ W et les sommets dans V)

Les résultats numériques présentés dans [KER 04b], portant sur des instances uni-
formes ol r(v) = 2 pour tout v € V ayant jusqu’a 417 sommets et des instances
avec r € {1,2}V ayant jusqu’a 101 sommets, montrent que ces différentes classes
d’inégalités sont utiles pour résoudre le probleme a I’optimum. En particulier, dans le
casour(v) = 2 pour tout v € V', les contraintes de F-partition semblent jouer un rdle
décisif pour déterminer la solution optimale. Elles permettent d’améliorer la borne a la
racine de I’arbre de branchements, et de diminuer ainsi sa taille. Quand r € {1,2} v
les contraintes de partition (1.68) semblent étre les plus déterminantes dans la réso-
lution du probléme. Comme les contraintes de F'-partitions pour le cas uniforme, ces
contraintes permettent de réduire significativement la borne a la racine, et de diminuer
considérablement la taille de 1’arbre de branchements.

1.9. Conclusion

Nous avons discuté dans ce chapitre des approches polyédrales en optimisation
combinatoire. Nous nous sommes intéressés en particulier aux descriptions de poly-
&dres en termes de facettes et en termes de points extrémes et a leurs implémentations
dans le cadre d’une technique de coupes et branchements. Comme il a été souligné,
ces approches se sont avérées puissantes pour résoudre d’une maniere exacte des pro-
blemes d’optimisation combinatoire difficiles. En exemple, nous avons présenté des
applications aux problémes de verres de spins en physique statistique et de conception
d’un réseau fiable, pour lesquelles ces approches sont particulierement efficaces.

Pour certains problemes, il se peut qu’un algorithme de coupes et branchements ne
donne pas une solution optimale méme apres un temps énorme de calcul. Il est alors
intéressant d’avoir dans de tels cas une solution approchée avec une erreur relative
trés faible. Pour cela, il est utile que 1’on puisse calculer, a chaque itération de 1’algo-
rithme, une solution réalisable du probléme. Celle-ci donne (en cas de maximisation)
une borne inférieure sur la valeur optimale. Cette borne avec celle donnée par la re-
laxation linéaire permettent de calculer I’erreur relative de la solution courante. Une
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des techniques les plus utilisées pour le calcul de solutions réalisables, est celle dite
d’arrondissement aléatoire, (random rounding). La méthode consiste a transformer
une solution fractionnaire en une solution entiere réalisable en changeant aléatoire-
ment les composantes fractionnaires de la solution en valeurs entieres. D’autres mé-
thodes heuristiques et métaheuristiques peuvent étre également utilisées pour calculer
des solutions réalisables.

Dans certains cas, les contraintes du probleme étudié peuvent étre données d’une
maniere explicite alors que le nombre de variables peut étre trés grand (exponentiel).
Ceci est par exemple le cas des problemes de multiflots ol les contraintes sont les
égalités de conservation de flots et les contraintes de capacité, et les variables repré-
sentent tous les chemins dans le réseau. Dans ce type de situations, les approches
polyédrales sont généralement combinées avec les méthodes dites de génération de
colonnes [WOL 98]. Ces dernieres consistent a résoudre une séquence de problémes
ayant chacun un nombre réduit de variables.

Enfin les approches polyédrales peuvent étre également utilisées dans le cadre des
méthodes de projections lift-and-project. Ces techniques, introduites par Balas et al.
[BAL 96], consistent a considérer une formulation du probléme (et une description li-
néaire du polyedre des solutions) dans un espace de dimension supérieure, et d’utiliser
des techniques de coupes et de projections pour résoudre le probléme.

Remerciements : Je remercie Sylvie Borne, Pierre Fouilhoux et Hervé Kerivin
pour la lecture soignée d’une premiere version de ce manuscrit et leurs commentaires
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