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POLYTOPE DES ABSORBANTS
DANS UNE CLASSE DE GRAPHE A SEUIL

Ali Ridha MAHJOUB
IM.A.G., B.P. 53X, 38041 Grenoble, Cedex, France

A graph G is defined to be domishold (Benzaken and Hammer (1978)) if there exist real
positive numbers associated to their vertices so that a set of vertices is dominating if and only
if the sum of the corresponding weights exceeds a certain threshold b.

In this paper, we characterize the polytope of the dominants in this class of graphs, using a
polynomial algorithm to find a minimum weight dominating set.

1. Introduction

Soit G = (X, E) un graphe a n sommets, simple, non orienté, sans boucle,
dont X représente I’ensemble des sommets, E celui des arétes. Un ensemble
A C X est dit absorbant si tout sommet de X -- A est adjacent a au moins un
sommet de A.

On peut associer a chaque absorbant A de G son vecteur représentatif x*
dans {0,1}" (x/*=1si i € A, 0 sinon). En considérant chacun de ces vecteurs
comme un point de R", on peut définir I’enveloppe convexe P(G) de ces
absorbants qu’on appellera polytope des absorbants de G.

Il est en effet souvent intéressant de caractériser des structures combinatoires
par I’enveloppe convexe de ses vecteurs représentatifs (cf. les travaux d’Ed-
monds sur les couplages, de Fulkerson sur les graphes parfaits, de Chvatal, Uhry
et Boulala sur les stables dans un graphe série parallele). Ceci, a notre
connaissance, n’a jamais été fait sur les absorbants d’une classe de graphes non
triviale. De plus, cette caractérisation est souvent liée a des algorithmes de
reconnaissance et d’optimisation polynomiaux.

Dans cet article, nous caractérisons le polytope P(G) dans la classe des
graphes absorbants a seuils définie par Benzaken et Hammer [1] et, pour ce
faire, nous donnons un algorithme polynomial en O(n) de construction d’un
absorbant de poids minimum dans un tel graphe, alors que ce probleme est
NP-complet dans le cas général.

Définition 1 (Benzaken et Hammer [1]). Soit G = (X, E) un graphe fini, sans
boucle, simple, non orienté, X ={1,2,...,n}, G est dit absorbant a seuil s’il
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existe des poids a; =0 associés aux sommets de G et un seuil b =0 tel que
A C X est un absorbant (ou dominant) de G si et seulement si 2;ca; = b.

Parmi les caractérisations des graphes absorbants a seuil ([1]), nous utiliserons
essentiellement la suivante.

Théoréme 1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) G est absorbant a seuil.
(2) G peut se ramener & un graphe réduit a un sommet en enchainant un nombre
fini de fois les opérations suivantes (cf. Fig. 1):
¢, : Supprimer un sommet isolé.
¢, : Supprimer un sommet universel (sommet adjacent a tous les autres
sommets).
¢s : Supprimer une paire de poles (deux sommets non liés entre eux, mais
adjacents a tous les autres sommets).

G G G
®
(a) (b) (c)
Sommet isolé Sommet universel Paire de pole

Fig. 1. Gestle graphe restant apres avoir fait I'une des opérations ¢,, ¢, ou ¢,.

Remarque 1. L’operation ¢, va définir des étapes dans le ‘démontage’ de G.
Chaque étape consiste a supprimer des sommets universels et des paires de pole
adjacents & un sommet qui, par la suite, devient un sommet isolé. Autrement dit,
il s’agit dans chaque étape d’enchainer des opérations de type ¢, ou ¢; suivies
d’une opération de type ¢..

Soit n, le nombre d’opérations de type ¢,, a faire, pour ramener G a un
sommet. On numérotera n, +1 ce sommet, et i le sommet isolé définissant la
ieéme opération ¢,. Pour tout sommet j# n;+1, on notera V; I’ensemble des
sommets de G qui sont adjacents & j et V.. =X —{1,...,n}.

D’aprés ce qui précéde, on peut représenter G par le schéma symbolique de la
Fig. 2.
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On posera dans la suite W, = Vi, — Vi, Isk <n,.

® v,-v,

Fig. 2. Vi - Vi, ={i|i €V, et iZ V,_,} et V,=0.

Remarque 2. Dans la suite on considere le sommet n;+1 comme un sommet
universel dans W, ..

Soit C =(Cy,...,C,) un vecteur de R". On désignera par P(G,C) le
probléme de la recherche d’un absorbant A, de G tel que 2ica, G soit minimum
(on dit que A, est de poids minimum dans G). Dans ce qui suit, nous allons
donner un algorithme de résolution de P(G, C) qui exige seulement un nombre
d’opérations élémentaires proportionnel a n. Pour ce faire on peut supposer que
C. =0 pour i € X, car les sommets ayant des poids négatifs appartiennent
forcément a A,.

2. Algorithme de résolution de P(G, C)
2.1. Algorithme

On notera (Vi). et (Wy). (resp. (Vi), et (Wi),) les ensembles de sommets
universels (resp. paires de poles) de Vi et W,. Pour k =1,...,n,+1, soit p
(resp. uy) un sommet de (Wy), (resp. (Wi).) tel que G, = min{C, ,i e (W), }
(resp. C,, = min{C, li € (Wi).}. Soient i et j* respectivement les sommets tels
que

Cis= minfGili= k- vm)
et
C‘I*:mln{c liE{pla---’p"x'|7ul,---vuﬂ|+1}}

et soit k, tel que j* € W, ..

D’apres les notations précédentes, I’absorbant A, de poids minimum parmi les
absorbants suivants est solution de P(G, C):

(@) ala 20 ooy — 1 Peg XY B — el s

®) {1,2,....,r—1Lu}, r=1,..., ko+1,

@2y s LR = e kg

(@il 250 ok Pt s
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o s est un sommet tel que
C‘»g = min{C,- | i € {(Wk()+l)p o {qu,ﬂ} U (Vn,+1 T qu,+l) ) {it(ﬁrl}}}

2.2. Justification

Soit A, une solution de P(G, C ), et soit r le plus petit entier compris entre 1 et
ko (sl existe) tel que Ao W, # 0.

(1) r existe.

Donc {1,2,...,r —1}C Ao. Si A,N(W,).#9 alors AR s s
sinon, il existe i# p. tel que A= {1l —1,p, i}, donc icli*,j})

(2) r n’existe pas.

Donc A, N W,, =@ et par suite {1:2;
il existe dans ce cas, un absorbant A, de po
donc Ao={1,2, ..., ko, Ux,+1} Ou bien Ao={1,2,..., ko, Py+1> S}

., ko} C Ao. D’apres la définition de j*,
ids minimum tel que Ao N Wiy 7 @,

2.3. Exemple

Soit G le graphe ci-dessous (Fig. 3), défini par ’enchainement des opérations

¢2’ d)l’ ¢3’ ¢I’ ¢z-

Wy
1 4
® ®
1 ¢2
Représentation schématique de G.
5
3
4
7
6

Fig. 3.
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On affecte aux sommets de G les poids C,=2, C,=3, Cs=12, C, =20,
Cs=8, Co=16, C;=4. D’apres lalgorithme, un absorbant A, de poids
minimum dans G est parmi les absorbants {4}, {1,5,7}, {1,5,2}, {1,2,7} donc
Ay,={1,2,7} de poids 9.

3. Polytope des absorbants d’un graphe absorbant a seuil

3.1. Une famille de facette de P(G)

Lemme 1. Si G n’a pas de sommets isolés (i.e., V, # ), alors P(G) est de pleine
dimension.

Démonstration. Si V, # 0, les ensembles X —{i}, i=1,...,n et ’ensemble X
lui-méme forment une famille de n + 1 absorbants affinement indépendants.

Remarque 3. Pour caractériser P(G), on supposera, sans perte de généralité,
que G n’a pas de sommets isolés.

Définition 2. L’inéquation 2 ax = ao, o €ER, Vi, est dite facette (face de
dimension n — 1) de P(G) si et seulement si

(1) elle est valide pour tout absorbant de G;

(2) il existe n absorbants affinement indépendants vérifiant cette inéquation
avec égalité.

Lemme 2. Pour tout sommet i € X, la contrainte x; <1 définit une facette de

P(G).

Démonstration. D’une part, la contrainte x; <1 est satisfaite par tous les
absorbants, d’autre part les n absorbants suivants X, X —{1},..., X —{i — 1},
X —{i+1},...,X —{n} sont affinement indépendants et vérifient la contrainte
avec égalité.

3.2. Le polytope P(G)
3.2.1

Théoréme 2. Le polytope P(G) est défini par les inégalités suivantes:
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"E(anﬂ‘viﬂ)u(wjn)p
=l Y E X, 3)
=0 Viex )

ou
1 sini+1=1,
8n1+l,i T
0 sinon.

Il est clair que les contraintes (1), (3) et (4) sont satisfaites pour tout absorbant
du graphe G. Pour une contrainte (C) de type (2), définie par j, k tels que
0<k <j<n, on considere un absorbant A de G.

Si AN(VeU (Wisi)u) # @, alors (C) est vérifiée, sinon soit fo, k <t < ny, le
plus petit entier tel que A N V,=0 et ANV, #0, donc (1L 25 b GEAY

Suivant que £, < j ou £, > j on peut voir facilement que la contrainte (C) est bien
vérifiée.

Remarque 4. Les contraintes de type (1) et(2) correspondantes respectivement
S et (k) telque ks = sont les mémes.

3.2.2. Démonstration du Théoreme 2

Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que les points extrémes du
polytope Q représentent tous des absorbants de G. Pour ce faire, considérons le
programme linéaire suivant:

X eQ0,
Psii=
minCX, C€&R".

On sait que pour tout point extréme de Q, il existe un vecteur C tel que ce
point soit solution optimale unique de Pg. Par conséquent, il suffit de montrer
que pour tout systeme de poids C = (Ci, .. -, C,) € R", sur les sommets de G, il
existe une solution optimale de Pg qui est le vecteur représentatif d’un
absorbant de G. Pour cela, nous montrons que pour tout absorbant A, de poids
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minimum dans G et de vecteur représentatif x”, donné par I’algorithme
précédent, il existe une solution y* du dual Dg de P qui vérifie avec x“ les
conditions du théoréme des écarts complémentaires.
Puisque on a supposé C; =0, Vi € X, on peut omettre les contraintes 3).
A une contrainte de type (1), correspondant 4 un sommet i (isolé ou
appartenant a une paire de poéle), on associe la variable duale yi, et a une

contrainte de type (2) définie par les entiers k, j on associe la variable duale Exj.
Le dual Dgs s’écrit:

( V> oy N e sSG, pouri=1,...,n, )
/'E(V,-)P Oksskjii;‘l
E)’i*’_ > it 22 g+ 2D (—h+3)s
i=h ,E(V,,lﬂ)p Osk<j<h-2 Sf{c:]hs:i
P> (G kt2e,=C., pour u€e (W (6)

h—lsk=<j=n,

n +l1
Be 20ty 55 it SSHn o),
U J

Osk<j<h— O0=k=h-1
h=j=n,
. pour p tq (p,p*) est une
e ikt ey =iCh ; =
hsEk:sjzsm G Jew < G paire de pdle de (W,,), (7)
yi =0, Ledls on UV
£,; 20, 0sksjsn, ®)
n]+l
max<2 YDy Y (j—k+2)sk_,-) .
L i=1 ie(vnlﬂ)!’ Osks<j=n,;

Soit P(Ao) le poids d’un absorbant A,, solution de P(G, C), alors d’aprés
I’algorithme précédent, il existe r, 1 <r < k, + 1, tel que:

P(A)=C-+Ci+Co+---+C_,,

et
P(Ag)sCi+Cid G+ o+ C + C.

Donc, il existe 't r — 1 =t <k, tel que
P(A))=C-+C+Co+--+C, +6 avec 06 <C,,.

D’ou le lemme suivant.

Lemme 3. Si A, est solution de P(G,C), alors il existet, r — 1<t < ko, et un réel

6,0<86<C,y, tel que
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P(A)=Cj-+Ci+Co+---+C +5. ©)
Soit
Bemin{Cl e, Cul Goko e b ke (10)
Aec CL=0CE =G ou Co-minf G Gl o0, Gl
Nous avons C* < G, pour i = 1,..., ko. Alors, si A est solution de P(G, C)
et de poids donné par la relation (9), il en résulte:
GG P ErE =G+ Ch 1)
C.H Gt o+ CtCro=C.,, pour hitgl=h=¢

et si
t = ko 5 =GC.. (12)

pn et u, sont déja définis dans l’algorithme au Section 2.1. Soit i, tel que
{0<10 t si0=8=<Chiet Cisd=Cly,
ip=t+1, sinon.

Lemme 4. Si P(A))= G-+ Ci+ Cot+ -+ C +8avecr —1<t<koet (IESIIES
C..1, alors

Fe e @k 0

Eigt ™ o — C,(T,

Eigt=1 = C;H—(s,

Ek,t—lzck*+1_ct, k:io+1,...,t—1,
yAO: <

ylzci—cﬂig, izl,..‘,t,

(1 % atvkﬂ)y’+| + 8ka0 ypl’:[]+l 5 )\(8 2 Cltl))

Yo+ = Q* 208

yi = & =0, ailleurs

ou
sit= ko, i3 =507 Cztl,
et A=
sinon, 0 sinon,

=2

0<k=<j

est une solution réalisable du dual Dg.
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Démonstration. Simple a vérifier a partir de (10), (11) et (12).

D’apres les Lemmes 3 et 4, on déduit que pour tout absorbant A, solution de
P(G, C), on peut associer une solution réalisable y“ du dual Ds.

Lemme 5. Pour tout absorbant A,, solution de P(G,C), déterminé par I’al-
gorithme, x™ est une solution optimale de Pg.

Démonstration. Il est facile de vérifier que pour tout absorbant A,, de poids
minimum proposé par I’algorithme, x“ vérifie avec y”™ les conditions du
théoréme des écarts complémentaires.

Le Lemme 5 achéve la démonstration du Théoréeme 2.

Exemple. Onreprend le graphe G donné par la Fig. 3, le polytope P(G) sera
dans ce cas:

[ X, Xy =1,
X5 Al il oy =1,

R e o ¥ i L e R e

e e =1,

X5k iXsih Xy BeXent =]

R(G):
x1+x2+ X3+2X4+ X5+ x6+ X722,*
x1+X2+ X3+3X4+ X5+ x6+ x723’*
x1+x2+ZX3+4X4+2X:5+2x(,+2.X:724,*

Xo b s Db e i o =0

Xo+2x5+3x5+2x5+2x5+2x,=3. *

Les quatres contraintes marquées d’une astérisque sont redondantes, ce qui

montre que les contraintes de type (2) ne sont pas toutes des facettes.

La solution optimale du dual Ds associée a ’absorbant de poids minimum A,

est:
Y3 1’
yAO — 80’] iz’
11— 1,

yi = g =0, ailleurs.
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