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Résumé

Les systemes algébro-différentiels permettent de modéliser des systémes physiques
complexes comme les circuits électriques et les mouvements dynamiques. Ils sont sou-
vent de grande taille et difficiles a résoudre. L’analyse structurelle des systémes algébro-
différentiels permet de vérifier si un tel systéme ne pourra pas étre résolu par des
méthodes numériques. Elle consiste a résoudre un probléme sous-jacent de couplage
dans les graphes. Dans cette thése, nous étudions ce probléme dans le cas des systémes
algébro-différentiels conditionnels. Nous montrons que ce probléme est équivalent au
probléme du sous-graphe sans couplage parfait. Nous montrons que ce dernier est NP-
difficile. Nous proposons une formulation en termes de graphes et deux formulations
en nombres entiers pour ce probléme. Nous étudions le polyédre associé et décrivons
plusieurs classes de contraintes valides. Nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour que ces contraintes définissent des facettes. Nous discutons également
d’algorithmes de séparation pour ces contraintes et en utilisant ces résultats, nous
développons un algorithme de coupes et branchements. Nous étudions aussi une ex-
tension de ce probléme pour les systéemes algébro-différentiels conditionnels imbriqués.
Nous étendons la plupart des résultats précédent a ce cas. Nous identifions de nouvelles
contraintes valides pour cette variante du probléme.

Dans une deuxiéme partie, nous nous intéressons au probléme de parallélisation des
systémes algébro-différentiels. Ce probléme se raméne au probléme du séparateur. Nous
proposons plusieurs formulations en nombres entiers du modéle et pour I'une d’entre
elle, nous étudions le polyédre associé. Nous proposons quelques résultats expérimen-
taux obtenus suite a cette étude.

Mots clés : Analyse structurelle, systéme algébro-différentiel, graphe, couplage, com-
plexité, polytope, facette, séparation, algorithme de coupes et branchements, probléme
du séparateur.






Abstract

Differential algebraic systems are used for modeling complex physical systems as elec-
trical networks and dynamic movements. They are often large and difficult to solve.
The structural analysis for differential algebraic systems permits to verify if these sys-
tems can not be solved with numerical methods. It consists to solve an underlying
matching problem in graphs. In this thesis, we consider the structural analysis pro-
blem for differential algebraic systems with conditional equations. We show that the
structural analysis problem for differential algebraic systems with conditional equa-
tions reduces to which we call the perfect matching free subgraph problem. We show
the NP-completeness of this latter problem. We propose a formulation in terms of
graphs and two integer programming formulations. We study the polytope associated
to this problem and describe several classes of valid inequalities. We give necessary and
sufficient conditions for these inequalities to be facet defining. We also discuss sepa-
ration algorithms for these constraints. We develop a branch-and-cut algorithm based
on these results. We also study an extension of this problem to differential algebraic
systems with conditional embedded equations. We generalize the results obtained for
the first variant and give new valid inequalities for this more general problem.

In a second part, we study the parallelization problem for differential algebraic sys-
tems. This problem reduces to which is called the separator problem. We give several
integer programming formulations, and for one of them we study the associated poly-
tope. We give a few experimental results associated to this polyhedral study.

Keywords : Structural analysis, differential algebraic system, graph, matching, com-
plexity, polytope, facet, separation problem, branch-and-cut algorithm, separator pro-
blem.
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Introduction

Les systemes algébro-différentiels apparaissent dans presque tous les domaines de la
science et de lI'industrie, par exemple les mathématiques, la physique, la chimie, la
biologie et I’économie. Ils servent a traduire les lois qui régissent la variation des va-
leurs, par exemple un condensateur électrique ou la position d’une navette spatiale. La
résolution de ces systémes est un processus long et difficile. Il est donc trés utile de
determiner au préalable si un systéme algébro-différentiel peut ou non étre résolue. Le
probléme de ’analyse structurelle permet de vérifier une condition nécessaire a la ré-
solution de ces systémes par des méthodes numériques. Un autre probléme intéressant
a étudier, en relation avec la résolution de ces systémes, est la possibilité de parallé-
liser leur résolution sur plusieurs processeurs. Un algorithme paralléle permettrait de
résoudre plus rapidement les systémes algébro-différentiels.

Les problémes de I'analyse structurelle et de parallélisation des systémes algébro-
différentiels sont, dans certain cas, des problémes difficiles. Les cas les plus difficiles ont
trés peu été étudiés dans la littérature.

L’optimisation combinatoire et en particulier I'approche polyédrale se sont avérées
trés puissantes pour aborder des problémes combinatoires difficiles. Cette technique,
initiée par Edmons [23] dans le cadre du probléme de couplage, consiste & ramener le
probléme en question a la résolution d’un programme linéaire (ou d’une séquence de
programmes linéaires), par la description compléte (ou partielle) de son polytope des
solutions par un systéme d’inégalités linéaires.

Dans cette thése nous étudions le probléme de 'analyse structurelle pour les sys-
temes dits algébro-différentiels conditionnels. Ces systémes sont une généralisation des
systémes algébro-différentiels. Ils peuvent comporter certaines conditions permettant
de modéliser des changements du systéme, par exemple un interrupteur dans un circuit
électrique. Dans ce manuscrit, nous nous intéressons a ce probléme. Nous examinons
sa complexité algorithmique. Nous présentons des formulations mathématiques et en
termes de graphes. Nous présentons aussi une étude polyédrale pour ce probléme et nous
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développons un algorithme de coupes et branchements pour le résoudre. Nous étudions
aussi le probléeme de parallélisation des systéemes algébro-différentiels, permettant sa
résolution sur plusieurs processeurs. Nous proposons des formulations mathématiques
et nous donnons quelques résultats théoriques liés au polyédre des solutions.

Cette thése a été préparée dans le cadre du projet ANR-06-TLOG-26-01 PARADE
dont les partenaires sont LMS-Imagine, Continental, LAGEP (Université Lyonl), ICJ
(Université Lyon 1), INRIA Metalau, LAMSADE (Université Paris-Dauphine), LIMOS
(Université Blaise Pascal, Clermont II).

Le manuscrit est organisé comme suit. Dans le premier chapitre nous introduisons
quelques notions de base de graphes, polyédres et de complexité et les notations qui
seront utiles tout au long du manuscrit. Le chapitre 2 présente les systémes algébro-
différentiels, les systémes algébro-différentiels conditionnels et les problémes de I'ana-
lyse structurelle associés. Dans ce chapitre, est aussi donné un état de ’art pour le
probléme de I’analyse structurelle et des problémes connexes. Le chapitre 3 présente
une modélisation du probléme de l'analyse structurelle pour les systémes algébro-
différentiels conditionnels en termes de graphes. Nous montrons que le probléme se
rameéne a un probléme de couplage que nous avons nommé : probléme du sous-graphe
sans couplage parfait. La complexité de ce probléme est analysée et une seconde mo-
délisation en termes de graphes est donnée ainsi que des formulations en programmes
linéaires en nombres entiers. Nous étudions, dans le chapitre 4 le polytope des so-
lutions du probléme du sous-graphe sans couplage parfait. Dans le chapitre 5, nous
proposons un algorithme de coupes et branchements pour résoudre ce probléme. Le
chapitre 6 concerne une extension de ces systémes aux systémes algébro-différentiels
conditionnels imbriqués. Enfin, dans le chapitre 7 nous nous intéressons au probléme
de parallélisation des systémes algébro-différentiels.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons quelques notions de base sur les polyédres combi-
natoires et la théorie de la complexité. Nous effectuons ensuite un bref rappel sur les
méthodes de coupes et branchements. Nous terminons ce chapitre par les notations et
définitions qui seront utilisées tout au long de ce manuscrit.

1.1 Problémes d’optimisation combinatoire

L’ Optimisation combinatoire est une des branches de 'informatique et des mathéma-
tiques appliquées. Elle concerne les problémes pouvant se formuler de la fagon suivante :
soit £ = {e1,...,e,} un ensemble fini appelé ensemble de base, ot chaque élément e;
posséde un poids c(e;). Soit S une famille de sous-ensembles de E. Si S € S, alors
c(S) = D .. esclei) est le poids de S. Le probléme consiste a déterminer un élément
de S, ayant le plus petit (ou le plus grand) poids. Un tel probléme est appelé un pro-
bleme d’optimisation combinatoire. L’ensemble S est appelé 1’ensemble des solutions
du probléme.

Le mot combinatoire, qui désigne la discipline des mathématiques concernée par les
structures discrétes ou finies, évoque l’existence d’une structure sous-jacente discréte
(généralement un graphe). L’ensemble de solutions S est défini dans cette structure
et peut avoir un nombre exponentiel d’éléments. Le mot optimisation signifie que 'on
recherche le meilleur élément de I’ensemble de solutions S.

De nombreux problémes peuvent se formuler comme des problémes d’optimisation
combinatoire, par exemple le probléme du sac a dos, du voyageur de commerce, de
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conception de réseaux, de transport, de localisation... L’optimisation combinatoire se
trouve au carrefour de la théorie des graphes, de la programmation linéaire et de la
programmation linéaire en nombres entiers. Elle est trés liée a la théorie de la complexité
d’algorithmes.

1.2 Rappels sur la théorie de la complexité

La théorie de la complexité est basée sur les travaux d’Edmonds [22] et de Cook [15].
Elle permet de classer un probléme donné parmi les problémes faciles ou difficiles.
Dans cette section, nous rappelons quelques éléments de base. La théorie de la NP-
complétude est présentée en détail dans Garey et Johnson [32].

Un probléme est une question générale possédant des parameétres dont la valeur n’est
pas connue. Un probléme est décrit en donnant : une description générale de tous les pa-
rameétres, et une énumeération des propriétés que la solution doit satisfaire. Une instance
d’un probléme est obtenue en spécifiant la valeur de chaque paramétre du probléme.
Un algorithme de résolution d’un probléme donné est une procédure, décomposable
en opérations élémentaires, qui pour chaque instance du probléme, produit une solu-
tion. La taille d'un probléme refléte le nombre de données nécessaires pour décrire une
instance.

Un algorithme est dit en O(f(n)) s’il existe un scalaire ¢ et un entier ng tels que
nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour résoudre une instance de taille n au
est plus c.f(n) pour tout n > ng. Si f est une fonction polynomiale, alors I'algorithme
est dit polynomial. Un probléme appartient a la classe P s’il existe, pour toute instance
du probléme, un algorithme polynomial en la taille de I'instance permettant de résoudre
le probléme. Les problémes de la classe P sont dits faciles.

Un probleme de décision est un probléme ayant deux réponses possibles : ouz ou non.
Soient P un probléme de décision et Z les instances de ce probléme pour lesquelles la
réponse est oui. P appartient a la classe NP (Nondeterministic Polynomial) s’il existe
un algorithme polynomial qui permet de vérifier que la réponse est oui pour toute
instance de Z. Il est clair que la classe P est contenue dans la classe NP. La différence
entre P et NP n’a pas été prouvée, mais la conjecture est considérée comme hautement
probable.

Nous distinguons également dans la classe NP, la classe des problémes NP-complets.
La NP-complétude s’appuie sur la notion de réduction polynomiale. Un probléme de
décision P; se réduit polynomialement en un probléme de décision P, s’il existe une
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fonction polynomiale f telle que, pour toute instance I de Pj, la réponse est oui si
et seulement si la réponse de f(I) pour P, est oui. Nous noterons alors PiaP,. Un
probléme P est NP-complet, s’il appartient a la classe NP et s’il existe un probléme
() connu comme étant NP-complet tels que QaP. Cook a été le premier a montrer la
NP-complétude d’un probléme, celui de la satisfiabilité |15].

A tout probléme d’optimisation combinatoire peut étre associé un probléme de déci-

sion. Tout probléme d’optimisation combinatoire dont le probléme de décision associé
est NP-complet est dit NP-difficile.

1.3 Eléments de la théorie des polyédres

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions et propriétés de la théorie
des polyédres. Pour plus de détails, on peut se référer a Pulleyblanck [74] et Schrijver
[77].

Soit x € R™. On dit que  est une combinaison linéaire des points x4, ...,z € R" s’il
existe k scalaires A\, A, ..., A\ € R tels que x = Zle Aix;. Si, de plus, Zle A; = 1 alors
on dit que x est une combinaison affine de ces points. De méme, si \; > 0V € {0, ..., k}
avec Zle A; = 1, alors on dit que x est une combinaison convezre de ces points.

Des points z1, ...,z € R sont dits linéairement indépendants (resp. affinement indé-
pendants) si le systéme

k
=1

k k
(resp. Z Aix; =0 et Z Ai =0)
i=1 i=1

admet une solution unique, \; =0, Vi=1,... k.

Soit .S un ensemble non vide de points de R™. L.’enveloppe convexe des points de .S,
notée conv( S ), est 'ensemble des points de R™ qui peuvent s’écrire comme combinaison
convexe de points de S.

Un polyédre P est un ensemble de points de R"™ engendré par l'intersection d’un
nombre fini de demi-espaces de R™. D’une maniére équivalente, P est I’ensemble des
solutions d’un systéme d’inégalités linéaires, c’est-a-dire P = {x € R"| Az < b}, ou
A est une matrice a m lignes et n colonnes, et b un vecteur de m composantes. Nous
pouvons alors dire que le systéme Ax < b caractérise le polyédre P.
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Un polytope est un polyédre borné. Ainsi, un polyédre P C R"™ est un polytope si
et seulement s’il existe [,u € R" tels que [ < x < u, pour tout z € P. Par exemple,
I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points est un polytope.

Un polyédre P de R" est de dimension d, notée dim(P), si le nombre maximum
de points de P affinement indépendants est égal & d + 1. Un polyédre est de pleine
dimension si dim(P )= n.

Un point £ € R" est un point extréme d’un polyédre P s’il ne peut s’écrire comme
combinaison convexe d’autres points de P.

Une inégalité (ou contrainte) a’z < «, oul a est un vecteur & n composantes et «
un scalaire, est dite wvalide pour un polyédre P si elle est vérifiée par tous les points
de P, soit P C {x € R" | a’z < a}. Etant donné un point z* € P, nous dirons que
inégalité a”z < av est serrée (resp. lache) pour x* si a’z* = a (resp. a’z* < a). Soit
a’x < o une contrainte valide pour le polyédre P. Alors le sous-ensemble F' C P défini
par F'={z € P | a’x = a} est une face de P. On dit alors que la face F est définie
(ou induite) par la contrainte a’z < a. Si, de plus, F # () et F' # P alors F est une

face propre. Si F est propre et que dim(F) = dim(P) — 1, alors F' est une facette.

Une inégalité est dite essentielle pour un polyédre P si elle induit une facette pour
P. Une inégalité est dite redondante dans un systéme Ax < b définissant un polyédre
P, si le sous-systéme obtenu a partir de Ar < b en supprimant cette inégalité définit
le méme polyédre P.

1.4 Approche polyédrale, méthode de coupes et bran-
chements

Soient P un probléme d’optimisation combinatoire et S 'ensemble de ses solutions.
Le probléeme P s’écrit alors
min {cz |z € S}

ol c est un vecteur coiit associé aux variables du probléme. Considérons I’enveloppe
convexe conv(S) des solutions de P. Le probléme P est équivalent au programme
linéaire

min {cz |z € conv(S)}

L’approche polyédrale, introduite par Edmonds [23] dans le cadre du probléme de
couplages, consiste a décrire le polyédre conv(S) par un systéme d’inégalités linéaires,
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ramenant ainsi le probléme P & la résolution d’un programme linéaire. Ceci permet donc
de résoudre le probléme P en utilisant les algorithmes de la programmation linéaire
[16, 44, 49]. Rappelons que la résolution d'un programme linéaire peut étre effectuée
en temps polynomial [44, 49].

Une description compléte du polyédre peut cependant comporter un nombre expo-
nentiel d’inégalités. Le probléme d’optimisation sur le polytope conv(S) ne peut donc
étre résolu comme un programme linéaire ayant explicitement toutes ses contraintes.
Cependant, un nombre réduit de ces inégalités peut étre suffisant pour résoudre le
probléme a l'aide d'une méthode de coupes. Cette méthode s’appuie sur le probléme
suivant, appelé probleme de séparation.

Probléme Soit C une classe d’inégalités valides pour conv(S). Le probléme de sépa-
ration associé & C consiste, étant donné un point x € R", & décider si x satisfait toutes
les inégalités de C et sinon, a trouver une inégalité de C violée par x.

Le probléme de séparation est un des points essentiels de 'approche polyédrale. En
effet, Grotschel, Losvasz et Schrijver [36] ont montré qu'un probléme d’optimisation
combinatoire sur un ensemble de contraintes C peut étre résolu en temps polynomial si
et seulement si le probléme de séparation associé a C peut étre résolu en temps poly-
nomial. Ainsi, une méthode de coupes permet de résoudre un probléme d’optimisation
combinatoire en temps polynomial si I'on sait résoudre en temps polynomial le pro-
bléme de séparation pour un systéme d’inégalités caractérisant le polyedre associé. En
effet, la méthode de coupes permet de résoudre un probléme P comme une séquence de
programmes linéaires, chacun contenant un nombre raisonnable de contraintes. Pour
cela, la méthode commence par résoudre un programme linéaire contenant un sous-
ensemble de contraintes de conv(S). Notons par z* la solution optimale obtenue. En
appliquant les problémes de séparation associés aux différentes classes d’inégalités défi-
nissant conv(S), il est possible de savoir si z* vérifie toutes les contraintes de conv(S),
i.e., si z* € conv(S). Si tel est le cas, alors x* est la solution du probléme. Autrement,
les contraintes violées par x* générées lors de I’application des problémes de séparation
sont ajoutées au programme linéaire. Ce processus de résolution est répété jusqu’a ce
que la solution optimale appartienne a conv(S).

Cependant, il est généralement difficile d’obtenir la caractérisation compléte pour les
problémes NP-difficiles. De plus, le probléme de séparation associé a certaines classes
d’inégalités peut lui-méme étre NP-difficile. On ne peut dans ce cas obtenir que des
techniques de séparation approchées. Ainsi, une méthode de coupes seule peut ne four-
nir que des solutions non réalisables (fractionnaires). Dans ce cas, on exécute une étape
de branchement qui consiste a diviser le probléme en plusieurs sous-problémes tel que



8 Notions préliminaires

I’ensemble des solutions réalisables des sous-problémes forme un recouvrement (idéale-
ment une partition) des solutions du probléme. Ce branchement peut, par exemple, se
faire en choisissant une variable fractionnaire z; et a considérer plusieurs (autant que
le nombre de valeurs possibles pour z;) sous-problémes du probléme courant en fixant
dans chacun x; a une de ses valeurs permises. On applique alors la méthode de coupes
pour chacun des sous-problémes. Ce processus continue jusqu’a I'obtention d’une so-
lution optimale. Cette combinaison de la méthode de branchement et d’'une méthode
de coupes au niveau de chaque nceud de l'arbre est appelée méthodes de coupes et
branchements.

Cette approche est largement utilisée pour les problémes d’optimisation combinatoire.

1.5 Notations et définitions

Nous donnons dans cette section certaines définitions et notions préliminaires de la
théorie des graphes.

Un graphe non orienté est noté G = (V, E) ou V est I'ensemble des sommets et E
I’ensemble des arétes.

Si e est une aréte reliant deux sommets u et v, alors u et v seront appelés les extrémités
de e, et nous écrirons e = uv ou e = {u,v}. Si u est une extrémité de e, alors u (resp.
e) est dit incident a e (resp. u). De méme, deux sommets u et v formant une aréte sont
dits adjacents.

Si F' C E est un sous-ensemble d’arétes, alors V (F') représente 1’ensemble des extré-
mités des arétes de F. Si W C V est un sous-ensemble de sommets, alors F(W) denote
I’ensemble des arétes ayant leurs deux extrémités dans W.

Un sous-graphe H = (U, F') de G est un graphe tel que U C V et F C E. Un sous-
graphe H = (U, F) de G est dit couvrant si U = V. Soit W CV, H = (W, E(W)) est
dit sous-graphe de G induit par W et sera noté par G(W).

Si I C E (resp. W C V), on notera par G\ F' (resp. G\W) le graphe obtenu a partir
de G en supprimant les arétes de F' (resp. les sommets de W et les arétes incidentes
a W). Si F (resp. W) est réduit a une seule aréte e (resp. un seul sommet v), nous
écrirons G\e (resp. G\v).

Soit W CV, ) £ W =V, un sous-ensemble de sommets de V. L’ensemble des arétes
ayant une extrémité dans W et 'autre dans V\W est appelé coupe et noté 6(W). En
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posant W = V\W, nous avons §(W) = §(W). Si W est réduit a4 un seul sommet v,
nous écrirons d(v). La cardinalité de la coupe §(WW) d’un sous-ensemble W est appelée
degré de W et notée deg(WW).

Etant donnés W et W’ deux sous-ensembles disjoints de V', alors [W, W] représente
I'ensemble des arétes de G qui ont une extrémité dans W et autre dans W'.

Si {Vi,...,V,}, p > 2, est une partition de V, alors §(V3,...,V,) est I'ensemble des
arétes e = uv telles que u € V;, v € V; et 7 # j.

Soient u et v deux sommets de V. Une chaine P entre u et v est une séquence alternée
de sommets et d’arétes (vg, e1,v1, €2, V2, ..., Vp_1, €k, V) OU Vg = U, Vp = U, €; = V;_10;
pour ¢ = 1,..., k. P est dite élémentaire si elle passe au plus une fois par le méme
sommet (& l'exception de vy et v si ces derniers représentent le méme sommet de G).
Une chaine élémentaire est donc totalement identifiée par son ensemble d’arétes.

Deux chaines entre u et v sont dites aréte-disjointes (resp. sommet-disjointes) s'il
n’existe pas d’aréte (resp. de sommet différent de u et v) apparaissant dans les deux
chaines.

Un ensemble de sommets ou d’arétes S dans un graphe est dit mazimal respec-
tant la propriété PROP, s’il vérifie la propriété PROP et s’il n’existe pas d’ensemble
contenant S et vérifiant cette propriété. L’ensemble S est dit mazimum respectant la
propriété PROP si, parmi tous les sous-ensembles de G respectant la propriété PROP,
S est celui qui a la cardinalité la plus grande. Les termes minimal et minimum sont
définis de manieres analogues.

Etant donné un graphe G = (V| F), un stable dans G est un ensemble de sommets
deux a deux disjoints. Le probléme du stable de cardinalité maximum consiste a trouver
un stable dont le nombre de sommets est maximum [78|. La cardinalité du stable
maximum est notée par a(G).

Etant donné un graphe G = (V, F), une couverture de sommets dans G est un
ensemble de sommets contenant au moins une extrémité de chaque aréte. Le probléme
de couverture de sommets minimum consiste a trouver une couverture dont le nombre
de sommets est minimum [78|. La cardinalité de la couverture de sommets minimum
est notée par 7(G).

Etant donné un graphe G = (V| E), une couverture d’arétes dans G est un ensemble
d’arétes incident & tous les sommets de G. Le probléme de couverture d’arétes mini-
mum consiste a trouver une couverture dont le nombre d’arétes est minimum [78]. La
cardinalité de la couverture d’arétes minimum est notée par p(G).
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Etant donné un graphe G = (V, E), un couplage dans G est un ensemble d’arétes
deux a deux disjointes. Le probléme du couplage de cardinalité maximum consiste a
trouver un couplage dont le nombre d’arétes est maximum [60],[23]. La cardinalité du
couplage maximum de G est notée par v(G). Un couplage est dit parfait si tous les
sommets du graphe appartiennent a des arétes du couplage.

Un graphe est dit biparti s’il existe une partition de son ensemble de sommets en
deux sous-ensembles U et V telle que chaque aréte ait une extrémité dans U et 'autre
dans V. En d’autres termes, un graphe est biparti si I'on peut regrouper les sommets
en deux groupes distincts sans lien entre les sommets de chaque groupe.

Un graphe est dit triparti s’il existe une partition de son ensemble de sommets en
trois sous-ensembles Vi, V5 et V3 telle que chaque aréte ait soit une extrémité dans V;
et autre dans V5 soit une extrémité dans V5 et 'autre dans V3 soit une extrémité dans
V1 et I'autre dans Vi. En d’autres termes, un graphe est triparti si ’on peut regrouper
les sommets en trois groupes distincts sans lien entre les sommets de chaque groupe.

Un graphe orienté est noté D = (V, A) ou V est I'ensemble de sommets et A1’ensemble
des arcs.

Si a € A est un arc reliant un sommet u a4 un sommet v, alors u sera appelé extrémité
initiale et v extrémité terminale et nous écrirons a = (u,v). On dit que a est un arc
sortant de u et un arc entrant de v. Les sommets u et v sont appelés extrémités de a.
Si v est une extrémité (initiale ou terminale) de a, alors v (resp. a) est dit incident a
a (resp. v).

Si B C A est un sous-ensemble d’arcs, alors V(B) représente 'ensemble des extré-
mités des arcs de B. Si W C V est un sous-ensemble de sommets, A(W) représente
I’ensemble des arcs ayant leurs deux extrémités dans W.

Un sous-graphe H = (U, F) de D est un graphe tel que U C V et FF C A. Un
sous-graphe H = (U, F) de D est dit couvrant si U = V.

Si ' C A (resp. W C V), on notera par D\ F (resp. D\W) le graphe obtenu a partir
de D en supprimant les arcs de I (resp. les sommets de W et les arétes incidentes a

W). Si F (resp. W) est réduit a un seul arc a (resp. un seul sommet v), nous écrirons
D\a (resp. D\v).

Soit W C V, 0 # W # V, un sous-ensemble de sommets de V. L’ensemble des
arcs ayant leur extrémité initiale dans W et leur extrémité terminale dans V\W est
appelé coupe sortante et noté 0°**(W). La cardinalité de la coupe sortante 6°**(1V)
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d’un sous-ensemble W est appelée degré sortant de W et notée deg®(W). Si u € W
et v € V \ W, alors la coupe sortante est aussi appelée uv-coupe sortante. Si W est
réduit & un seul sommet v, nous écrirons repectivement §°(v) et deg®*(v) au lieu de
0°*({v}) et deg™({v}).

L’ensemble des arcs ayant I'extrémité terminale dans W et l'extrémité initiale dans
VAW est appelé coupe entrante et noté 6™(W). La cardinalité de la coupe entrante
§"™(W) d’un sous-ensemble W est appelée degré entrant de W et notée deg™(W). Si
ue WetwveV\W, alors la coupe entrante est aussi appelée uv-coupe entrante. Si W
est réduit & un seul sommet v, nous écrirons repectivement §™(v) et deg™(v) au lieu
de 5™ ({v}) et deg™({v}).

La coupe d’'un ensemble W C V, () £ W £V, est notée 6(W) et correspond a I'union
des arcs de la coupe entrante et de la coupe sortante, i.e., §(W) = 6 (W)U (W). La
cardinalité de la coupe est appelée degré de W et notée deg(W). Siu € Wetv e V\W,
alors la coupe est aussi appelée uv-coupe. Si W est réduit & un seul sommet v, nous
écrirons repectivement §(v) et deg(v) au lieu de d({v}) et deg({v}).

Soient D un graphe orienté et u et v deux sommets de V. Un chemin P de v a v
dans D est une séquence d’arcs ((u1,v1), (u2,v2),..., (ug, vx)) avec uy = u, vy = v,
v; = wjp1 pour tout ¢ = 1,2,... k — 1 et (u;,v;) € A pour tout ¢ = 1,2,... k. Les
sommets u et v sont respectivement appelés sommet initial et sommet terminal de P.
Le nombre d’arcs de P est appelé cardinalité de P et noté |P|. P est appelé circuit
si u = v. P est dit élémentaire si chaque sommet a au plus un arc entrant et un arc
sortant parmi les arcs de P. Si P est un chemin élémentaire, alors P est défini par
I’ensemble d’arcs apparaissant dans P. Si P est un circuit élémentaire, alors P est
défini par I’ensemble d’arcs apparaissant dans P et par le sommet initial de P. Soit
Q = ((s1,t1), (s2,t2),...,(s1,t;)) un chemin dans D. @ est dit sous-chemin de P il
existe j € {1,2,...,k+1—1} tel que (s;,%;) = (witj, Vi) pour tout ¢ =1,2,... L

Deux chemins entre u et v sont dits aréte-disjoints (resp. sommet-disjoints) s'il
n’existe pas d’aréte (resp. de sommet différent de u et v) apparaissant dans les deux
chemins.

1.6 Couplages et graphes bipartis

Les problémes de couplages sont fondamentaux en optimisation combinatoire et en
théorie des graphes. Les couplages permettent de modéliser des problémes dans de
nombreux domaines aussi bien théoriques (le couplage peut étre utilisé comme routine
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pour la résolution d’autres problémes de graphes comme la recherche en profondeur)
et pratiques (utilisés pour modéliser des problémes de reconnaissance de formes, d’af-
fectation, de mariage...).

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux propriétés des couplages dans les
graphes et plus particuliéerement les graphes bipartis. Nous présentons aussi quelques
algorithmes.

Dans les graphes, bipartis ou non, il existe plusieurs résultats permettant de lier
les valeurs 7(G) p(G), a(G) et v(G). Nous allons présenter deux relations qui ont été
montrées par Gallai en 1959.

Le premier lemme montre la relation entre la cardinalité du stable maximum et la
cardinalité de la couverture de sommets minimum.

Lemme 1.1 [30] Soit G = (V, E) un graphe, a(G) + 7(G) = |V]|. O

Le deuxiéme lemme montre la relation entre la cardinalité du couplage maximum et
la cardinalité de la couverture d’arétes minimum.

Lemme 1.2 [30] Soit G = (V, E) un graphe ne contenant pas de sommet isolé, v(G)+
p(G) =|V]. O

Dans le cas des graphes bipartis, il existe une relation forte entre le couplage maxi-

mum et la couverture de sommets minimum. Cette relation a été montrée par Konig
en 1931.

Théoréme 1.1 [50/(Théoréeme de Konig). Soit G = (V, E) un graphe biparti, alors
7(G) = v(G). O

On peut déduire du théoréme et des lemmes précédents la relation suivante :

Corollaire 1.3 Soit G = (V, E) un graphe biparti, alors v(G) + a(G) = |V|.

Le théoréme de Konig a donné lieu a plusieurs travaux qui on aboutit sur d’autres
théorémes équivalents. L’un des théorémes les plus utilisés est donné par Hall en 1935.
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Théoréme 1.2 [38](Théoréeme de Hall). Un graphe biparti G = (U UV, E) admet un
couplage parfait si et seulement si pour tout sous-ensemble X de U (resp. de V'), le
nombre de sommets de V (resp. de U) adjacents aux sommets de X est supérieur ou
égal a la cardinalité de X. U

Nous allons désormais introduire les définitions permettant de donner quelques pro-
priétés sur les couplages. Soient G = (V, E) un graphe et M un couplage de G. Une
chaine élémentaire I' est dite M-alternante si les arétes de I' alternent entre des arétes
appartenant et n’appartenant pas au couplage M. Notons que I' peut commencer par
une aréte appartenant a M ou une aréte n’appartenant pas a M. Si I' commence et finit
par une aréte n’appartenant pas au couplage M, alors ' est une chaine M-augmentante.
L’existence d’'une chaine M-augmentante dans G permet de savoir si un couplage est
ou non maximum. De plus les chaines augmentantes sont utilisées dans certains algo-
rithmes permettant de trouver un couplage maximum. Les chaines augmentantes ont
été proposées par Petersen [69] en 1891.

Théoréme 1.3 [60] Soient un graphe G = (V, E) un graphe et M un couplage de G,
M est un couplage mazximum si et seulement s’il n’existe pas de chaine M-augmentante

dans G. O

Il est clair que si G contient une chaine I' M-augmentante, il est possible d’obtenir
un couplage M’ plus grand, en supprimant les arétes de I' N M et ajoutant les arétes
de T'\ M.

Théoréme 1.4 [60] Les probléemes de couplages mazimums, couplages de poids maxi-
mum et couplages parfaits de poids mazimum (resp. minimum) peuvent se résoudre en
temps polynomaal. O

Le probléme du couplage maximum a longuement été étudié. Konig [50] en 1931
a proposé un algorithme en O(nm) en utilisant n chaines augmentantes. Soit M un
couplage quelconque (qui peut étre vide). L’idée de 'algorithme est de trouver une
chaine I' M-augmentante puis en remplacant dans le couplage M les arétes de M N T’
par les arétes de I' \ M, on obtient un couplage M’ tel que |M'| = |M| + 1. 1l est
possible de trouver une chaine augmentante en effectuant un parcours en profondeur
et en autorisant uniquement un parcours qui alterne entre une aréte appartenant a
M et une aréte n’appartenant pas a M. Hopcroft et Karp [39] en 1971 ont proposé
un algorithme en O(nl/zm) pour résoudre le probléme de couplages dans les graphes
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bipartis. L’idée est de transformé le graphe d’origine en un graphe orienté. Le probléme
de couplages se raméne alors & un probléme de flots.

Le probléme de flot maximum consiste & trouver un flot réalisable depuis une source
unique vers un puits unique qui soit de cardinalité maximum. Ce probléme peut se
résoudre en temps polynomial [25], il existe de nombreux algorithmes permettant de
résoudre rapidement ce probléme [26], [29).

Soit G = (UUV, E) un graphe biparti. Considérons le graphe orienté D = ((sUU)U
(V Ut),A) ou A est formé de la maniére suivante

1) pour tout uv € E on ajoute l'arc (u,v) avec une capacité maximale de oo,

2) pour tout u € U on ajoute 'arc (s,u) avec une capacité maximale de 1,

3) pour tout v € V' on ajoute l'arc (v,t) avec une capacité maximale de 1.

Soit f le flot maximum dans D. Alors le nombre maximum de chemins sommets
disjoints s — ¢t donné par le flot f dans D est égal a v(G) [26].

La figure 1.1 montre un exemple de la transformation d'un graphe G en un graphe
D.

u Y

1 1
u Y

2 2

K t

u v

3 3
u4 O v4

FIGURE 1.1 — Graphe G et le graphe D associé.

Edmonds [23] proposa le premier algorithme polynomial pour résoudre le probléme
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du couplage parfait de poids maximum (resp. minimum). Il permet de résoudre le
probléme, dans le cas général (pas seulement pour les graphes bipartis), en O(n?*m). 1l
est basé sur une formulation en programme linéaire. Soient G = (V, E) un graphe et
O Tensemble des sous-ensembles de sommets de V' de cardinalités impaires contenant
au moins 3 sommets. Considérons un vecteur (z. : e € E) et un ensemble H C E, soit
z(H) donné par Y (z. : e € H). Un vecteur d’incidence correspondant a un couplage
parfait dans G satisfait le systéme linéaire

z(0(v)) =1 YovelV, (1.1)

e >0 Veck, (1.2)
|S] —1

z(8(9)) < 5 v Seo. (1.3)

Le couplage parfait de poids maximum (resp. minimum) peut étre résolu par le
programme linéaire

max (resp. min) {wzx|x satisfait (1.1)-(1.3)}, (1.4)
ou w est le vecteur correspondant aux poids des arétes.

Cet algorithme a été amélioré par Galil, Micali et Gabow en 1982 [28| permettant
de résoudre le probléme du couplage parfait de poids maximum (resp. minimum) en
O(nmlog(n)). C’est cette version de I’algorithme qui est la plus souvent utilisée, comme

par exemple dans la bibliothéque LEMON GRAPH en C++ [4]. Ball et Derigs ont
proposé un algorithme similaire en 1983 [9.

Nous pouvons remarquer que dans le cas des graphes bipartis trouver un couplage
parfait de cotit minimum se raméne & trouver un st-flot de valeur n et de cotit minimum.
Un st-flot est un flot, depuis la source s vers un puits ¢, vérifiant la conservation du
flot pour tous les sommets, ol on ajoute au graphe un arc de retour entre le sommet
t et le sommet s de capacité infinie. La recherche d’un st-flot de valeur n et de coit
minimum se résoud en temps polynomial, il existe de nombreux algorithmes permettant
de résoudre rapidement ce probléme [27], [35].






Chapitre 2
Systémes algébro-différentiels

Un systéme algébro-différentiel est un ensemble d’équations différentielles. Une équa-
tion différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues et leurs
dérivées. La résolution d’un systéme algébro-différentiel consiste alors a déterminer un
ensemble de fonctions vérifiant le systéme. On distingue les systémes différentiels or-
dinaires qui sont les systémes algébro-différentiels les plus simples. Dans les systémes
différentiels ordinaires, chaque fonction dérivée est exprimée de facon explicite par des
fonctions non dérivées.

Les systémes algébro-différentiels remontent a I'invention du calcul différentiel et in-
tégral, dans les années 1670-1680. A l'origine, ces systémes servaient a résoudre des
problémes géométriques, comme la détermination d’une courbe dont les tangentes sont
soumises a une condition donnée. C’est seulement vers 1730 que le mathématicien Eu-
ler a commencé a les utiliser pour traiter des problémes de dynamique. Aujourd hui,
elles apparaissent dans presque tous les domaines de la science et de la technique,
par exemple les mathématiques, la physique, la chimie, la biologie et I’économie. Elles
servent a traduire les lois qui régissent la variation des valeurs, par exemple un conden-
sateur électrique ou la position d’une navette spatiale.

La résolution des systémes algébro-différentiels peut se faire de deux maniéres. La
résolution analytique fournit une solution exacte en donnant un ensemble de fonctions
satisfaisant les équations différentielles. Cette méthode permet de résoudre uniquement
des systémes simples. La résolution numérique donne, sur un intervalle, une approxi-
mation de la solution par opérations successives. Cette résolution est souvent longue.
Il est alors intéressant de savoir a l'avance si un systéme algébro-différentiel peut ou
non étre résolu.
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Le probléme de I’analyse structurelle permet de vérifier si un systéme algébro-différentiel
satisfait une condition nécessaire pour étre solvable, c’est-a-dire pour qu’il posséde une
unique solution. Si cette condition n’est pas vérifiée, il est alors inutile d’essayer de
résoudre le systéme avec des méthodes numériques.

Dans ce chapitre, nous donnons une vue d’ensemble et les définitions nécessaires a la
compréhension du probléme de ’analyse structurelle des systémes algébro-différentiels.
Nous présentons aussi les cas particuliers des systémes différentiels ordinaires et des
systémes algébro-différentiels semi-explicites. Dans la section 2.1, nous donnons un
apercu des systémes différentiels ordinaires et des systémes algébro-différentiels. La
section 2.2 donne quelques idées permettant de résoudre ces systémes. Nous définis-
sons, dans la section 2.3, le probléme de I'analyse structurelle. Nous donnons un état de
I’art sur le probléme de ’analyse structurelle dans la section 2.4. Nous présentons en-
suite les équations différentielles conditionnelles permettant de généraliser les systémes
algébro-différentiels. Enfin nous donnons une généralisation du probléme de ’analyse
structurelle pour les systémes comportant des équations différentielles conditionnelles.

2.1 Systémes algébro-différentiels

Dans cette section, nous présentons d’abord les systémes différentiels ordinaires. Nous
donnons ensuite la forme générale, en présentant les systémes algébro-différentiels. Nous
donnons aussi les définitions et notations associées a ces systémes.

Etant donnée une fonction
y(t) : R— R™,

t= (), - ym (1),

la dérivée de y(t) en un point ¢, mesure le taux de croissance de y(t) en ce point. La
dérivée de y(t) est notée
() : R R™,
Pour simplifier les notations, on note y = y(t), ¥y = y(t), v; = y;(t) et y; = ¢;(t), pour

i € {1,...,m}. Par abus de langage, une fonction y;(t) est aussi appelée variable.

Les systémes algébro-différentiels ne considérent que les dérivées des variables en
fonction du temps. Nous ne nous intéressons pas aux dérivées partielles permettant de
considérer les dérivées par rapport aux autres variables.
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2.1.1 Systémes différentiels ordinaires

Les systémes différentiels ordinaires, aussi appelés dans la littérature équations dif-
férentielles ordinaires, sont fondamentaux et représentent une approche classique per-
mettant de modéliser les systémes dynamiques simples.

Etant donnée une fonction y définie sur un intervalle de R +— R™ et contintiment
dérivable, un systéme différentiel ordinaire (SDO) est un systéme de la forme :

y=f(yt)

ot f: R™ xR — R™ et t représente le temps. Les SDO sont caractérisés par le fait que
chaque dérivée par rapport au temps ¢;, pour i € {1,...,m}, est exprimée de maniére
explicite par y et t.

FIGURE 2.1 — Systéme masse-ressort

Nous présentons I’exemple d'un SDO donné dans [73|. Considérons le systéme masse-
ressort de la figure 2.1. Dans ce systéme, un ressort de raideur k exerce une force sur
une masse m. Cette force est exercée sur l'axe des ordonnées. Ce systéme peut-étre
modélisé par le SDO suivant.



20 Systémes algébro-différentiels

b o= : (2.1)
I, =v, (2.2)

ou v représente la vitesse de la masse et [, représente la position de la masse sur ’axe
des ordonnées. Dans le systéme masse-ressort, I’évolution dans le temps indique que
la force de réaction du ressort [—kl,] est exactement égale au produit de la masse par
l'accélération 0. Les variables de notre SDO sont données par y = (., v).

Si une variable y; est dérivable p fois, alors la dérivée d’ordre p de y; s’appelle la
dérivée p-iéme de y;, et on la note y,fp). On note g; = 3/52)- Un SDO peut contenir des
variables dérivées d’ordre supérieur a 1. Dans ce cas, on dit qu’un SDO est d’ordre p,
ou p est I'ordre maximum des variables dérivées du systéme. Il est toujours possible
de transformer un systéme différentiel d’ordre p en un systéme différentiel d’ordre 1.
Il suffit pour chaque variable yi(k), d’ajouter la variable v; et 'équation différentielle

(k—1) (k)

v =1, puis on remplace y;"’ par v;. Par exemple,

Mi, = A = Mo = A,
v =, (2.4)

Nous pouvons donc considérer, sans perte de généralité, que tous les SDO sont
d’ordre 1.

Par exemple, le systéme masse-ressort présenté ci-dessus peut aussi s’écrire de la
maniére suivante :

ke

. ,
o= (25)

ol I, est la dérivée d’ordre 2 de la variable [, (y = (I2)). Ce systéme est d’ordre 2.

Nous avons vu les systémes différentiels ordinaires permettant de modéliser les sys-
temes dynamiques simples. Nous allons voir dans la section suivante les systémes
algébro-différentiels qui sont une généralisation des SDO [70].

2.1.2 Systémes algébro-différentiels

Les systéemes algébro-différentiels décrivent les systémes dynamiques, d'une maniére
plus générale que les SDO.
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Etant donnée une fonction y définie sur un intervalle de R — R™ et continiiment
dérivable, un systéme algébro-différentiel (SAD) est un systéme de la forme :

f(@,y,t) =0

ou f:R™xR™ xR — R™ et t représente le temps. Nous considérons sans perte de
généralité uniquement les SAD d’ordre 1. La méthode permettant de transformer un
SAD d’ordre p en SAD d’ordre 1 est la méme que la méthode utilisée pour les SDO.

Considérons le systéme de deux masses M; et M, couplées par une barre fixe, de
longueur [, donné par la figure 2.2. Ce systéme peut-étre modélisé par le SAD suivant.

Mty = F, (2.6)
Myivy = — F + f(t), (2.7)
l,, = w1, (2.8)

lo, = vs, (2.9)
loy — Loy = 1. (2.10)

ou l,, (resp. l,,) représente la position de la masse M; (resp. My) sur I’axe des abscisses,
vy (resp. vg) représente la vitesse de la masse M; (resp. Ms) sur 'axe des abscisses, F
représente la force agissant entre les deux masses et f(t) représente la force extérieure
exercée sur la masse M,. Les variables sont y = (I, l;,,v1, 092, F'). L'équation (2.6)
(resp. (2.7)) représente I'accélération sur I’axe des abscisses de la masse M; (resp. M)
en fonction de la force exercée par la barre. Les équations (2.8) et (2.9) font le lien entre
la vitesse et la position des masses sur 1’axe des abscisses. L’équation (2.10) représente
la distance, entre les deux masses, définie par la barre fixe.

Nous allons désormais présenter un cas particulier des SAD permettant de faire le
lien entre les SDO et les équations algébriques.

Définition 2.1 Une variable algébrique est une variable x n’apparaissant pas dans le
systeme sous la forme dérivée x.

Il existe des SAD particuliers définis par un ensemble d’équations différentielles or-
dinaires et un ensemble d’équations algébriques, aussi appelée contraintes algébriques.
Ces systémes sont alors représentés comme suit :

y = f(y,l‘,t)
0 =g(y,21)
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/

FIGURE 2.2 - Systéme de deux masses.

ou x est le vecteur des variables algébriques et y est le vecteur des variables dérivées.
Ces systémes sont appelés SAD semi-explicites.

Par exemple, le systéeme de deux masses présenté ci-dessus posséde comme variable
algébrique x = (F) et comme variables dérivées y = (1, ls,, V1, v2). Nous pouvons voir
qu’il n’est pas possible d’expliciter F en fonction de Yy, x et t car la variable F’ est une
variable algébrique. On en déduit que ce systéme n’est pas un SDO. Par contre, on voit
que ce systéme est un SAD semi-explicite, o les équations (2.6) et (2.7) sont réécrites
de la maniére suivante

b = L (2.11)
v = -
1 M17
L _ZEH )
= —", 2.12
" My (2.12)
Les équations (2.8), (2.9), (2.11) et (2.12) forment l’ensemble des équations différen-

tielles ordinaires et I’équation (2.10) est une équation algébrique.

Dans la littérature, les SAD sont aussi représentés sous une forme matricielle. La
forme matricielle permet de définir quelques propriétés sur la structure des SAD. Dans
ce cas les SAD s’écrivent sous la forme :

By = Ay+ gl (2.13)

ou E et A sont des matrices m x m, g(t) est le vecteur de fonction ne dépendant pas
des variables y.
La forme matricielle permet de définir quelques propriétés sur la structure des SAD.

Définition 2.2 Une matrice A est dite réguliere si elle est inversible. Autrement la
matrice A est dite singuliére.
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Si la matrice E est réguliére alors le systéme (2.13) peut se réécrire sous la forme

d’un SDO

g = Ay+§(t) (2.14)
ou A=E"Aet §(t) = E-'g(t).

Si la matrice E est singuliére alors le systéme (2.13) est dit SAD propre, car il ne
peut pas se réécrire sous la forme d’un SDO.

Proposition 2.3 [31] Une matrice carrée E est réguliére si son determinant est non
nul. Dans le cas contraire, E est singuliéere.

Le systéme du pendule présenté ci-dessus peut donc se réécrire sous la forme

10000 o 000 0 3 o 0
01000 0y 000 0 —5% Vs &
00100 I, |=1 100 00 o | +10
00010 o, 010 00 Lo 0
00000 F 00 —-110 F l

Nous allons voir, dans la prochaine section, les méthodes utilisées pour résoudre les
SDO et les SAD.

2.2 Reésolution des systémes algébro-différentiels

Résoudre un systéme algébro-différentiel revient a trouver une fonction y(t) qui vérifie
les équations du systéme.

Par exemple, le systéeme
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posséde une infinité de solutions, toutes de la forme

u(t) = Acos(t+T),
v(t) = — A'sin(t+1T),

ou A, A" et T sont des constantes. Les constantes A, A’ et T' dépendent de 'initiali-
sation du systéme. Par exemple dans le cas du systéme masse-ressort de la figure 2.1,
il est nécessaire de connaitre la position initiale de la masse [, et la vitesse initiale vg.
Les valeurs permettant d’initialiser le systéme s’appelle valeurs initiales. Dans le cas
général, il suffit d’ajouter au systéme les équations y(ty) = co, ol ¢ est un vecteur de
constantes.

La résolution des systémes différentiels peut se faire a I'aide de méthodes analy-
tiques ou numériques. Les méthodes analytiques cherchent une expression mathéma-
tique exacte des solutions. Un exemple de résolution analytique est donné ci-dessus.
Ces méthodes ne fonctionnent que dans un registre limité, de plus, proportionnelle-
ment, trés peu de systémes différentiels possédent une solution analytique, exprimable
avec les fonctions usuelles. La résolution numérique d’un SAD consiste & obtenir une
approximation de la fonction y(t), solution du SAD, sur un intervalle [to,fo + 7| en
estimant la valeur de cette fonction en un nombre fini de points sur cet intervalle. Les
méthodes numériques calculent une bonne approximation de la solution. En ’absence
de solution analytique, il est alors nécessaire de résoudre les SAD avec des méthodes
numériques.

La résolution numérique des SAD revient a trouver une approximation de la fonction
y(t), en certains points de U'ensemble [to,to + T, vérifiant le systéme :

0 = f(y7yvt>7
y(to) = co-

L’idée de la résolution numérique est de discrétiser de fagon réguliere [to,to + T en
N morceaux. Généralement, plus N est grand plus approximation de la solution est
améliorée.

Dans les méthodes que nous présentons nous supposons que la valeur initiale y(ty) =
co est donnée.

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux méthodes numeériques. Nous
présentons dans un premier temps la méthode d’Euler explicite, nous verrons les li-
mitations de cette méthode. Nous présentons ensuite la méthode d’Euler implicite
permettant de corriger ces limitations.
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Les méthodes d’Euler, 'une explicite et 'autre implicite, permettent d’approximer
la valeur de la fonction au point y(t,) en fonction de la valeur de la fonction au point
y(t,—1). Ces méthodes permettent, de proche en proche, d’approximer I'ensemble des
N points sur l'intervalle choisi [tg,to + T]. On note t, = to + nh, n € {0,..., N} une
discrétisation réguliére de [to,to + 1] avec h = T'/N le pas de temps. Considérons la
représentation matricielle d’'un SAD, on a alors Ey(t) = Ay(t)+ g(t),Vt € [to,to+ T
ce qui entraine Ey(t,) = Ay(t,) + g(tn),Vn € {0,..., N}. Cette équation va nous
permettre d’obtenir les schémas définissants les méthodes d’Euler. On pose y™ = y(t,)
pour tout n € {0,..., N}.

2.2.1 Meéthode d’Euler explicite

La méthode d’Euler explicite se déduit directement de la formule des différences finies
progressives |73|. Elle est donnée par le schéma

By = (E+hA)y" + hg(t,),Yn € {0, ., N — 1},

0
Yy = Cp.

Sila matrice E est singuliére, il est alors impossible de résoudre le systéme en utilisant
cette méthode. En effet, pour calculer y, .1 il est nécessaire de reformuler le schéma de
la maniére suivante

y"tt = (I +hE'A)y" + hE g(t,),¥n € {0,...,N — 1},

Yy = Cp.

La méthode d’Euler explicite ne peut donc pas résoudre les SAD propres puisque
la matrice E est singuliére pour de tels systémes. De plus, cette méthode n’est pas
stable, c’est-a-dire que ’accumulation des erreurs relatives a chaque approximation est
importante |82].

Considérons le systéme
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Bty =yt Yo, (2.15)
1+Y2 =2y +95, (2.16)
y1(te) = 2, (2.17)
y2(to) = 1. (2.18)

Supposons que nous essayons de résoudre ce systéme en utilisant la méthode d’Euler
explicite. Nous obtenons alors

Yt st =yt 4 yh + Ry + b)),
Vi T = s+ (2] + D).

Il est clair que quelques soient les valeurs de y? et y3, il n’est pas possible de trouver
les valeurs de "' et y5*!. En effet, on ne peut pas exprimer ¢} ou y5 ™ uniquement

en fonction de yi et y5.

Nous allons désormais présenter la méthode d’Euler implicite, cette méthode permet
de résoudre les SAD et surtout elle permet une meilleure approximation que la méthode
explicite.

2.2.2 Meéthode d’Euler implicite

La méthode d’Euler implicite, quand a elle, est donnée par le schéma

(E — hA)y" = Ey" 4+ hg(tas1),¥n € {0,...,N — 1},

0
Yy = Cp.

Ici le schéma est inversé. Au lieu de considérer y"*! en fonction de 3", on considére
y" en fonction de y"*!.

Considérons a nouveau le systéme donné par les equations (2.15)-(2.18). En utilisant
la méthode d’Euler implicite nous obtenons
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n+1 n n+1 n
Yy — Y Ty — Y n n
1 1 h 2 2 :y1+1 +y2+1’
n+1 n n+1 n
_ + _
Y1 Y1 : Y Y2 _ 2y?+1 45,

qui est équivalent a

yn+1: y’,ll—i_yg _§
! 2(1—h) 2
nbl_ U1 Ty D

2

T

Si h # 1 alors il est possible de résoudre le systéme.

Dans [80], les auteurs expliquent en détail ’avantage de la méthode d’Euler implicite
par rapport a la méthode d’Euler explicite.

Il existe d’autres méthodes permettant de résoudre les SDO et SAD [11, 34, 61, 67,
73, 75, 81, 79|.

Il peut étre trés difficile de résoudre directement un SAD avec une méthode de résolu-
tion numérique. L’index d’un systéme permet de déterminer la difficulté de résolution
d’un SAD |21]. On appelle index d’'un systéme le nombre de dérivations nécessaires
permettant de transformer un SAD en SDO. Un SDO est un SAD d’index 0. Si I'index
du systéme est élevé (supérieur a 3) alors les méthodes de résolutions donneront de
trés mauvaises approximations [10, 13].

Il est possible de réduire I'index d’un SAD afin de facilité sa résolution. Nous allons
illustrer la réduction d’index permettant de résoudre les SAD les plus difficiles. Consi-
dérons encore le systéme de deux masses M; et M, couplées par une barre fixe. Nous
allons voir comment réduire ce SAD semi-explicite en un SAD semi-explicite d’index 1.
La partie algébrique du systéme, donnée dans ’exemple, est constituée de 1’'équation
(2.10) et lie les variables l,, et l,, en fonction d’une constante. Elle lie également les
variables v; et vy de maniére implicite. En dérivant I’équation (2.10) en fonction du
temps, on voit le lien entre v; et vs.

lyy =l = | = Iy, —lpy =0 (2.19)
4 V1 — V2 = 0 (220)
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Afin d’obtenir un SAD semi-explicite d’index 1, il est nécessaire de dériver a nouveau
cette équation :

v —v = 0= v — Uy =0, (221)
F —F+f(t)
— = =0 2.22
Ml M2 ? ( )
M,
& F=—f(1). 2.23
S TRAS (2.23)

Nous obtenons un SAD semi-explicite d’index 1

f@)

S A 9.24
T ML+ My (2:24)
. ft)y, M

_ 1 2.2
v2 MQ(M1+M2+ ) (2.25)
lxl - Uly (2.26)
I, = vs, (2.27)

M,
— M ), 9.98

Nous remarquons que si nous dérivons a nouveau I’équation permettant de calculer
F on obtient alors un SDO. On peut en déduire que le SAD posséde un index de
différentiation de 3. Dans [68], Pantelides propose un algorithme basé sur les couplages
dans un graphe biparti afin de trouver le sous-ensemble d’équations a dériver.

Comme nous venons de le voir, la résolution d'un SAD est un processus long et diffi-
cile. Il est donc trés intéressant de savoir a ’avance si un SAD peut ou non étre résolu.
Nous allons présenter le probléme de I'analyse structurelle qui donne une condition
nécessaire a la résolution d’un SAD.

2.3 Analyse structurelle

Le probleme de ’analyse structurelle (PAS) est une condition nécessaire, mais pas
suffisante, permettant la résolution numérique des SAD. L’idée du PAS vient des pro-
priétés des équations purement algébriques, sans variables dérivées. Nous allons voir,
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dans un premier temps, le PAS pour les équations purement algébriques. Ensuite nous
verrons comment ces propriétés se transmettent pour les SAD.

Nous parlons d’analyse structurelle, car nous ne nous intéressons pas aux valeurs que
peuvent prendre les variables, nous travaillons uniquement sur la structure du systéme,
c’est-a-dire si une variable apparait ou non dans une équation.

Remarque 2.4 Nous considérons des systémes ne possédant pas d’équation redon-
dante et des systemes carrés possédant autant de variables que d’équations.

Si nous avons plus d’équations que de variables ou plus de variables que d’équations
et qu’il n’existe pas d’équation redondante alors, le systéme ne posséde pas de solution
ou une infinité de solutions |62].

2.3.1 PAS pour les systémes algébriques

Les systémes algébriques sont des systémes d’équations possédant uniquement des
variables algébriques. La forme générale des systémes algébriques est donnée par :

ol A est une matrice m x m, x € R™ le vecteur correspondant aux variables du
systéme et b le vecteur des constantes du systéme.

Si la matrice A est réguliére, c’est-a-dire que la matrice A est inversible, le systéme
posséde une unique solution qui est donnée par

x=A"1b.

Par contre si la matrice A est singuliére alors le systéme ne posséde pas de solution
ou une infinité de solutions [31].

D’aprés la définition 2.3 une matrice A est réguliére si et seulement si le determinant
de A est différent de 0.

Dans [64], Murota montre le lien entre la solvabilité d’un systéme, le déterminant des
matrices et les couplages parfaits dans les graphes bipartis.
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L’idée est de passer par une matrice intermédiaire appelée matrice structurelle afin
de définir une condition nécessaire sur la résolution des systémes. Cette définition a été
introduite par Gantmacher [31].

Définition 2.5 Soit une matrice A, m X m. La matrice structurelle Astr associée a
la matrice A est définie de la maniére suivante

Astr, . — ti]’ St Ai,j 75 O,
“0 sinon.

ou les t;j, pour tout i,j € {1,...,n}, sont indépendants.

On peut alors associer & la matrice Astr le graphe biparti Gag, = (U UV, E) ou
U=A{1,...,m}, V={1,...,m} et il existe une aréte ij € E entre un sommet i € U et
un sommet j € V si Astr; ; # 0. Le graphe G est appelé graphe d’incidence.

Théoréme 2.6 [63] La matrice structurelle Astr est réguliére si et seulement si le
graphe G posséde un couplage parfait. U

La preuve est donnée en détail dans [59].

Définition 2.7 La matrice A est dite structurellement réguliére si la matrice Astr est
réquliére. Autrement, elle est dite structurellement singuliére.

En effet, si la matrice Astr est singuliére alors la matrice A I'est aussi. Par contre si la
matrice Astr est réguliére alors on ne peut rien dire sur A, car les éléments de la matrice
Astr sont indépendants mais pas forcément les éléments de A. L’analyse structurelle
donne donc une condition nécessaire sur la résolution des systémes algébriques.

Par abus de langage, on dit qu'un systéme est structurellement régulier (resp. singu-
lier) si la matrice structurelle associée est réguliére (resp. singuliére).

Remarque 2.8 [31]| Si la matrice Astr est singuliére alors il existe un sous-ensemble
d’équations possédant plus de variables que d’équations et donc, comme le systéme
est carré (posséde autant de variables que d’équations), il existe un sous-ensemble
d’équations possédant moins de variables que d’équations.
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Nous allons voir deux exemples pour illustrer le probléme de ’analyse structurelle. Le
premier exemple montre un systéme structurellement régulier et possédant une solution

unique.

Exemple 2.9 Considérons le systéme algébrique suivant :

r1 + 229 + 33 = 4,
r1+3x3 =1,

T1 + X2 = 3.

La matrice Al associée au systéme est équivalente &

1 2 3
Al = 1 0 3
1 10
On en déduit la matrice
t11 ti2 ti3
AlStT = t21 0 t23

t31 t32 0

Le graphe biparti G 414, associé a la matrice Astr, est donné par la figure 2.3

1 1
2 2
3 3

FIGURE 2.3 — Graphe biparti associé a la matrice Alstr

Le graphe G 414 posséde un couplage parfait, donné par les arétes en gras. Le systéme
est donc structurellement régulier et posséde comme solution unique z; = 3/2, x5 = 3/2

et w3 = —1/6.
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Le deuxiéme exemple donne un systéme structurellement régulier mais qui ne posséde

pas de solution.
Exemple 2.10 Considérons le systéme algébrique suivant :
r1 4+ 229 + 33 = 4,
2z + 2023 =1,

r1 + 1023 = 3.

La matrice A2 associée au systéme est équivalente a

1 2 3
A2 = 2 0 20
1 0 10
On en déduit la matrice
ti1 tiz t13
A2str = t21 0 t23

ta1 0 133

Le graphe biparti G 494, associé a la matrice A2str est donné par la figure 2.4

1 1
2 2
3 3

FIGURE 2.4 Graphe biparti associé a la matrice A2str

Le graphe G 44, posséde un couplage parfait, donné par les arétes en gras. Le systéme
est donc structurellement régulier mais pourtant il ne posséde pas de solution. En effet
Aj est singuliére puisque det(Ay) = 0.
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Nous allons voir dans la section suivante comment 1'idée de ’analyse structurelle a
été étendue dans le cas des SAD.

2.3.2 PAS pour les SAD

Dans [82], les auteurs rappellent qu'une définition raisonnable de la solvabilité d’un
SAD est donnée par 'existence d’une solution unique pour toute valeur initiale consis-
tante.

Comme nous l'avons vu, pour résoudre un SAD par la méthode d’Euler implicite
donnée par

(E - hA)yn+1 = Eyn + h'g<tn+1)> Vn € {07 7N - 1}7

0
y = 0O,

il est nécessaire que la matrice (E — hA) soit inversible et donc que det(E —hA) # 0.
Luenberger [62] a généralisé cette condition quelque soit la méthode de résolution
utilisée.

Théoréme 2.11 [62] Un systéme est solvable si et seulement si det(E — NA) # 0, o
A est un parameétre défini en fonction de la méthode de résolution choisie et de h.

On s’intéresse a la structure de la matrice (E — AA). Pour cela, nous allons définir
la matrice structurelle Astr, on A = (E — \A).

Définition 2.12 Soit la matrice Astr d’un SAD est définie par :

Astrw = { t” St E’l,j ?é 0 et/O’U, A’L,j % 0 ,

0 Sinon.

ot les t;;, pour tout 1,5 € {1,...,n}, sont indépendants.

En effet, A;; = 0 si et seulement si E;; = 0 et A;; = 0. Par contre si E;; # 0 et/ou
A; ; # 0 alors il existe un X tel que A;; # 0.

Corollaire 2.13 [82] Un systéme n’est pas solvable si sa matrice structurelle Astr est
singuliere.
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Remarque 2.14 La condition E;; # 0 et/ou A;; # 0 correspond au fait que la
variable y; ou g; apparait dans I’équation j

Il est facile de voir, d’aprés la remarque 2.14, que pour résoudre le PAS il n’est
pas nécessaire de passer par la matrice structurelle. Il nous suffit de vérifier qu'une
variable apparait ou non dans une équation. Il est alors possible de redéfinir le graphe
d’incidence de la maniére suivante. Soit le graphe biparti G = (U UV, E) ou chaque
sommet de U correspond & une équation, chaque sommet de V' & une variable, et il
existe une aréte uwv € E entre un sommet v € U et un sommet v € V si la variable
ou sa dérivée correspondant au sommet v apparait dans I’équation correspondant au
sommet u.

Si la matrice Astr est singuliére alors le SAD n’est pas solvable. Le PAS dans le cas
des SAD revient a vérifier que la matrice A est structurellement réguliére.

Considérons a nouveau le SAD suivant :

U1+ Y2 = Y1+ Yo,
Y1+ Y2 = 2y; +5,
(2.29)

La matrice A associée a ce systéme est équivalente a

; I—A 1-2X
A_(1—2A1 )'

A t t
Astr = ( e > )
to1 122

Le graphe biparti G 4, associé a la matrice Astr est donné par la figure 2.5

On en déduit la matrice :

] N 2 N N . 2
D’aprés le théoréme 2.6, comme le graphe G ;,,. posséde un couplage parfait, donné
par les arétes en gras, le SAD est donc structurellement régulier. Par ailleurs, dans la
section 2.2.2 nous avons montré que ce systéme peut étre résolu numériquement sous
certaines conditions.

Nous allons voir dans la prochaine section les méthodes existantes permettant de
savoir si un SAD est structurellement régulier ou non.
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FIGURE 2.5 — Graphe biparti associé a la matrice Astr

2.4 Analyse structurelle et problémes connexes

Il peut étre utile de résoudre certains problémes avant la résolution d’'un SAD par
des méthodes numériques.

Plusieurs techniques basées sur la théorie des graphes ont été proposées pour ré-
soudre le PAS |12, 20, 64, 65]. D’autres méthodes, basées sur les matroides |64, 76| ont
également été proposées pour le PAS.

Une des difficultés, quand un SAD est structurellement singulier, est de savoir la rai-
son pour laquelle le systéme est structurellement singulier. L’une des méthodes utilisées
est de détecter le ou les sous-systémes structurellement singuliers.

Murota [63] a montré qu'il est possible de détecter les sous-systémes structurelle-
ment singuliers en passant par le graphe biparti G associé. Pour cela, il utilise la
DM-Décomposition [60] qui permet de décomposer le graphe biparti G en plusieurs
sous-graphes bipartis. Cette décomposition se base sur un algorithme flots. Murota
a alors montré qu’exactement deux de ces sous-graphes correspondent a des sous-
systemes structurellement singuliers. Considérons le graphe biparti de la figure 2.6. La
DM-Décomposition correspondant & ce graphe est donnée par la figure 2.7. Les sous-
systémes associés aux graphes G et G4 sont structurellement singuliers. Dans [42], les
auteurs proposent une méthode pour analyser et détecter les sous-systémes minimaux
structurellement singuliers. Cette méthode se base sur la DM-décomposition afin d’iso-
ler les sous-systémes d’équations structurellement singuliers. Pour chaque sous-systéme,
un ensemble d’équations fictives est ajouté. Le systéme résultant est lui aussi décom-
posé, et ce, jusqu'a ce qu'un sous-systéme structurellement singulier minimum soit
détecté. L.a méthode est appliquée de maniére récursive jusqu’a ce que tous les sous-
systémes structurellement singuliers minimaux soient localisés. Cette méthode permet
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d’affiner la décomposition donnée par Murota.

u v
1/’
u \4
2 2
u \4
3 3
u 1%
4 4
u v
5 5
u 1%
6 6
u \4
7 7

FIGURE 2.6 — Exemple de graphe G

Il est également intéressant de réduire I'index d’un SAD afin que la résolution soit
plus stable. Pantelides [68] a donné un algorithme exact, basé sur les couplages, pour le
calcul de I'index d’un SAD. Il donne également une méthode pour réduire I'index d’un
SAD, également basée sur les couplages. D’autres méthodes, basées sur les graphes
[64, 57|, sur les matrices [64, 73| et les matroides [64] ont également été proposées pour
la réduction d’'index.

Nous allons voir dans la prochaine section, une généralisation des SAD. Cette gé-
néralisation permet de modéliser des changements dans le systéme. Cela permet, par
exemple, de modéliser un interrupteur dans un circuit électrique.

2.5 Les systémes algébro-différentiels conditionnels

Dans cette section, nous présentons les systémes algébro-différentiels conditionnels,
c’est-a-dire les systémes dont la forme de certaines équations différentielles dépend de
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5 4
G3
u %
6 5
G 4% Vs
4
v

FIGURE 2.7 — Exemple de DM-Décomposition de G

certaines conditions. Nous présentons ensuite le probléme de ’analyse structurelle pour
de tels systémes.

Une équation différentielle conditionnelle est une équation associée a une condition
et générant deux équations différentielles selon que la condition soit vraie ou fausse.

Les équations conditionnelles permettent de modéliser les changements d’état du
systéme, tels que l'utilisation d’un interrupteur dans un circuit électrique ou un chan-
gement de température dans un systéme hydraulique.

Un systéme algébro-différentiel conditionnel (SADC) est un SAD comportant des
équations différentielles conditionnelles. Considérons par exemple le SADC (S)) sui-
vant :
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eqi

eqs :

eqs :

eqy :

Les équations (2.30) - (2.32) sont les équations différentielles conditionnelles.

ifa>0

then
else
ifb>0
then
else
ifc>0
then

else

0 = 4ol + 2y + 4wy + 2,
0= d9 + 223 + 4,

0 = 6irg + 213 + 2,
O:£E1+i’2+1,

OI6$1+$2+2,
O=3$'2+ZL‘3+3,
O:6ZE4—|—(L’1+ZE3—|—1

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

On suppose que pour de tels systémes, les différentes conditions associées aux équa-

tions différentielles conditionnelles sont indépendantes, ¢’est-a-dire qu’il n’existe pas de

relation entre les conditions. De plus nous considérons des systémes carrés, c¢’est-a-dire

qu’ils possédent autant de variables que d’équations. Il est clair que si le systéme n’est

pas carré alors il est structurellement singulier.

On appelle état du systéme, une valeur vraie/fausse de toutes les conditions du sys-
téme. Notons que chaque état du SADC induit un SAD.

L’état donné par les conditions a > 0, b > 0, ¢ > 0 vraies, donne alors le systéme

(S3) suivant :

eqr
eqs -
eqs .

€qy

0 = 4a? + 20 + 4wy + 2,
0 = 6y + 23 + 2,

0= 6@y + 22 + 2,
0=06x4+ 21 +23+ 1.

Le systéme donné par I'état a > 0, b > 0 vraies et ¢ > 0 fausse est le systéme (S3)

suivant :
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eqr : 0 = 427 + 20y + dag + 2, (2.38)

eqo 0 = 619 + 223 + 2, (2.39)

€qs . 0= 31’2 + 23+ 3, (240)

eqy : 0=06x4 +x1 + x5+ 1. (2.41)
u O O v, u O v,
u, v, u O o v,
u, v, u O o v,
u O O v u O O Vv
4 4 4

FIGURE 2.8 — Graphes d’incidences des systémes (S3) et (S3).

La figure 2.8 montre les graphes d’incidence associés aux systémes (S2) et (S3). Les
sommets uy, uo, uz et uy correspondent respectivement aux équations eq;, eqq, eqs et
eqs. LLes sommets vy, vy, v3 et vy correspondent respectivement aux variables xq, xo, 3
et x4. Les graphes d’incidence associés aux systémes (S3) et (53), possédent un cou-
plage parfait (les arétes en gras), ce qui implique que les systémes (S3) et (S3) sont
structurellement réguliers. Si on considére I’état défini par, les conditions a > 0, ¢ > 0
fausses et b > 0 vraie, nous obtenons le systéme (Sy) :

eq : 0 =9 + 225 + 4, (2.42)
eqo : 0= 629 + 223 + 2, (2.43)
eqs = 39 + 3 + 3, (2.44)
eqy 0=06%4+ 21 + 23+ 1. (2.45)
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u %
1 1
uz VZ
u v
3 3
u, @) v,

FIGURE 2.9 — Graphe d’incidence du systéme (Sy).

La figure (2.9) montre le graphe d’incidence associé au systéme (S4). Ce graphe ne
posséde pas de couplage parfait et donc le systéme (S;) est structurellement singulier.

Le PAS pour les SADC consiste a vérifier si les systémes induits par I'ensemble
des états du systéme sont structurellement réguliers ou a trouver au moins un état
du systéme induisant un systéme structurellement singulier. Le PAS pour un SADC
revient donc & vérifier si les graphes d’incidence associés a chaque état possédent un
couplage parfait. Le SADC (S) est structurellement singulier, car il existe au moins un
état induisant un systéme structurellement singulier, par exemple 1’état correspondant
au systéme (Sy). On appelle probléme de l'analyse structurelle conditionnelle (PASC)
le PAS associé aux SADC.

Comme il existe un nombre exponentiel d’états possibles nous ne pouvons, par consé-
quent, pas tous les énumérer. Nous devons donc développer une technique efficace pour
résoudre le probléme. A notre connaissance, le PASC n’a pas été étudié.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les systémes algébro-différentiels. Nous avons
aussi donné les idées permettant de résoudre ces systémes et nous avons expliqué I'inté-
rét du probléme de I'analyse structurelle et comment il était résolu dans la littérature.
Nous avons ensuite étendu les systémes algébro-différentiels aux systémes algébro-
différentiels conditionnels et nous avons défini le probléme de I’analyse structurelle
pour ces systémes. Dans le chapitre suivant, nous proposons une formulation pour le
probléme de I'analyse structurelle conditionnelle en terme de graphes. Nous montrons
ensuite que ce probléme est difficile a résoudre. Nous proposons enfin deux modélisa-
tions sous la forme de programmes linéaires en nombres entiers.






Chapitre 3

Analyse structurelle des systémes
algébro-différentiels conditionnels

Comme indiqué dans le chapitre 2, un systéme algébro-différentiel conditionnel est
un systéme algébro-différentiel contenant des équations différentielles conditionnelles,
¢’est-a-dire des équations dont la forme dépend de certaines conditions. Nous rappelons
que nous considérons dans notre étude des SADC carrés.

Le probléme de I’'analyse structurelle pour de tels systémes consiste alors a déterminer
s’il existe un état du systéme, c’est-a-dire une valeur pour chaque condition, induisant
un SAD structurellement singulier.

Dans la section 1, nous formulons le probléme de I'analyse structurelle conditionnelle
en termes de graphes. Nous montrons ensuite, dans la section 2, que ce probléme est
NP-complet. Nous donnons dans la section 3 une premiére modélisation sous forme de
programme linéaire en nombres entiers. Nous terminons par une deuxieme modélisation

du PASC.

3.1 Probléme de I’analyse structurelle conditionnelle
et graphes bipartis

Dans cette section, nous présentons une formulation du probléme de I’analyse struc-
turelle conditionnelle en termes de graphes. Nous montrons que le probléme se raméne
a determiner s'il existe, dans un graphe biparti, un sous-graphe vérifiant certaines pro-
priétés et ne contenant pas de couplage parfait.
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Etant donné un SADC, a chaque équation du SADC, on associe un sommet et I'on
note par U I’ensemble de ces sommets. On note par U, I’ensemble des sommets de U
associés aux équations conditionnelles. A chaque variable, on associe un sommet et ’on
note par V' cet ensemble de sommets.

Entre un sommet u € U, et un sommet v € V', on considére une aréte, dite vraze
(resp. fausse, vraie/fausse), si la variable associée & v apparait dans I’équation associée
a u, uniquement quand la condition de I’équation est vraie (resp. fausse, a la fois vraie
et fausse). Entre un sommet u € U \ U, et un sommet v € V, on considére une aréte
uv, dite vraie/fausse, si la variable associée a v apparait dans I'équation associée & w.
On note par G = (U UV, E) le graphe biparti ainsi obtenu ot F est 'ensemble des
arétes.

Pour tout sommet u € U, on note par E. (resp. Ef, EY) les arétes vraies (resp.
fausses, vraies/fausses) incidentes & u. On remarque que ces ensembles sont disjoints.
De plus, les ensembles E! et EJ sont vides pour tout sommet u € U \ U,. Soit m =
{EL El EY : v € U}. On remarque que 7 forme une partition de E. On pose EY/ =

UuGU Efo

Une instance de notre probléme est donc définie par le triplet (G,U.,7) on G =
(UUV,E), U. CU et 7 est une partition de E.

Notons par &€ le sous-ensemble de 7 donné par €& = {E', E/ : u € U.}. On remarque
que & ne contient pas les ensembles d’arétes vraies/fausses de 7, ni les ensembles vides
E!, Ef des sommets u € U \ U, associés & des équations non-conditionnelles.

La figure 3.1 présente le graphe biparti G et les labels correspondant au systéme (.51)
suivant, contenant trois équations conditionnelles et une équation non-conditionnelle :
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eqp :ifa>0 (3.1)
then 0 = 425 + 2y + da + 2,
else 0=2x9 4+ 223+ 4,

eq :if b>0 (3.2)
then 0 = 629 + 2035 + 2,
else O=x1+ 129+ 1,

eqs 1 if ¢ >0 (3.3)
then 0 =621 + 22+ 2,
else 0=32y+ 23+ 3,

eqy 0=06zx4+ 21+ 23+ 1. (3.4)

Ici nous avons U = {uy,ug,ug,us}, V= {vy,v9,v3,04} et U. = {uq,us,uz}. La

partition 7 se déduit des labels des arétes. Elle contient 12 sous-ensembles.

ul V]
Arétes vraies/fausses
u, v, — — — — Arétes vraies
------- Arétes fausses
u v
3 3
u %
4 4

FIGURE 3.1 — Graphe biparti G avec les labels vrais, faux et vrais/faux du systéme
(S1).-

Nous introduisons maintenant la notion de graphe associé & un sous-ensemble de
'ensemble £. Etant donné F C &, on appelle graphe associé a F le sous-graphe de G
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dont I’ensemble des sommets est U UV et 'ensemble des arétes est constitué des arétes
vraies/fausses de G ainsi que des arétes appartenant a un élément de F. Le graphe
associé a F C & sera par la suite noté Hr = (UUV, Ex), ot Exr = EY U (UpcrF).

Nous définissons maintenant le probléme dit probléme du sous-graphe sans couplage
parfait, correspondant a la formulation du probléme de I’analyse structurelle en termes
de graphes.

Définition 3.1 Etant donné une instance (G,U,,7) ot G = (UUV,E), U, C U et
m={E, El,EY :u € U} est une partition de E, le Probléme du Sous-Graphe Sans
Couplage Parfait (PSGSCP) consiste a déterminer s’il existe un sous-ensemble F C &
tel que

1) pour tout u € U, so1 S S01 S mais pas tes aeur),
' tout U, soit B! € F soit Ef € F ' les d
(i1) le graphe Hx ne posséde pas de couplage parfait.

Comme nous allons le voir, les deux problémes PASC et PSGSCP sont équivalents.
On remarque tout d’abord que tout graphe Hx vérifiant la condition (i) correspond
au graphe d’incidence d’un état du systéme. En effet, les arétes qui ne dépendent
pas des conditions du systéme correspondent aux arétes vraies/fausses de G. Elles
appartiennent au graphe d’incidence de tout état du systéme. De plus, la condition (i)
implique que pour toute condition, sa valeur est soit fixée a vrai et donc E! € F, soit
fixée & faux et donc EJ € F. Par ailleurs, on remarque que le graphe d’incidence de
tout état du systéme correspond a un graphe Hx vérifiant la condition (i).

Maintenant supposons qu'il existe un sous-ensemble F vérifiant les conditions (i) et
(ii). Cela implique alors qu’il existe un état C' du systéme dont le graphe d’incidence ne
contient pas de couplage parfait. D’aprés le théoréme 2.6, cela signifie que le systéme
donné par I'état C est structurellement singulier. Et par conséquent, le SADC l'est
aussi.

Réciproquement, s’il n’existe aucun sous-ensemble F vérifiant les conditions (i) et
(ii), cela implique que les graphes d’incidence de tous les états du systéme ont un
couplage parfait. On en déduit alors que les systémes induits par chaque état sont
structurellements réguliers, et par conséquent, le SADC est structurellement régulier.

On remarque par exemple que le systéme (S7) est structurellement singulier. En
effet, le graphe associé au sous-ensemble F = {E{,EE,E?’:}, donné par la figure 3.2,
vérifie les conditions (i) et (ii) de la définition 3.1. En effet, I'ensemble de sommets
{uy,ug, us} posséde seulement deux voisins donc le graphe de la figure 3.2 ne posséde
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pas de couplage parfait. Ceci implique que le systéme induit par I'état a > 0, ¢ > 0
faux et b > 0 vrai est structurellement singulier.

ul V]
Arétes vraies/fausses
u, v, — — — — Arétes vraies
------- Arétes fausses
u %
3 3
u %
4 4

FIGURE 3.2 — Graphe H, correspondant & I'état a > 0, ¢ > 0 faux et b > 0 vrai du
systéme (.S7).

3.2 Complexité

Comme il a été montré dans le chapitre 2, dans le cas des SAD non conditionnels,
le PAS se raméne a vérifier I'existence d’'un couplage parfait dans un graphe biparti,
ce qui peut étre réalisé en temps polynomial. Dans cette section, nous montrons que
le PAS pour les SADC est NP-complet. Pour ce faire, nous montrons dans un premier
temps que le probléme PSGSCP est équivalent au probléme du stable dans un graphe
triparti particulier. Nous montrons ensuite que ce dernier est NP-complet.

3.2.1 Relation avec le probléme du stable

Soit H = (VI UV2UV3 F) un graphe triparti ou |[V!| = |[V? = |V3| =n, VI =
{vi,..,vl} pour j = 1,2,3 et V! et V2 sont connectés uniquement par un couplage
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parfait. Considérons le probléme qui consiste a déterminer s’il existe un stable dans H
de taille supérieure ou égale n + 1. Ce probléme sera appelé probléeme du stable triparti
avec couplage parfait (PSTCP).

Le théoréme suivant montre que les problémes PSGSCP et PSTCP sont équivalents.
Théoréme 3.2 PSGSCP et PSTCP sont équivalents.

Preuve. Nous considérons dans cette preuve que les équations non-conditionnelles
sont des équations conditionnelles qui générent toujours les mémes équations quelques
soient les valeurs des conditions. Nous avons donc U = U.. On notera par (G, U,, )
une instance du PSGSCP, avec G = (UUV,E), et par H = (VI UV?2UV3 F) une
instance du PSTCP.

Nous montrons dans un premier temps qu'une instance du PSTCP peut se réduire

en une instance du PSGSCP. On suppose, sans perte de généralité, que les sommets

de V; et V5, sont reliés par le couplage parfait M = {viv? vlvZ, ... vlv2}. Pour chaque

o Unn

aréte viv? du couplage parfait ou v} € V! et v} € V? considérons un sommet u; dans
U.. Pour chaque sommet v} de V3 considérons un sommet v; dans V. De plus, si v} v}
et v7v} sont dans F pour i,k € {1,...,n}, alors nous ajoutons une aréte u;v; dans E%/.
Et si vjv} (resp. v7v}) est dans F mais pas v2v} (resp. vjvi) pour i,k € {1,...,n}, alors
nous ajoutons une aréte u;vy, dans EY (resp. Ef ). On pose E = J,o; Bt U Ef U EY/

et m={E. E/ EY :ueU.}.

uelU

La figure 3.3 illustre la transformation d’une instance du PSTCP en une instance
du PSGSCP. Notons que le graphe H = (VI U V2 U V3, F) peut étre obtenu depuis le
graphe G = (U UV, E) en faisant I'opération inverse.

Dans ce qui suit, nous allons montrer qu’il existe un stable dans H de taille n + 1
si et seulement il existe un sous-ensemble F C & vérifiant les conditions (i) et (ii).
Supposons d’abord qu’il existe un sous-ensemble F C & vérifiant les conditions (i)
et (ii). Dans ce cas, le graphe Hx associé & F ne posséde pas de couplage parfait.
Tout couplage dans Hzx contient au plus n — 1 arétes. Et comme |U U V| = 2n, par le
corollaire 1.3, il existe un stable dans Hz, disons ', de taille |S’| > n + 1. Nous allons
construire, dans la suite, un stable dans H de méme cardinalité. Soit S le sous-ensemble
de sommets de H obtenu de la maniére suivante. Pour chaque sommet v; € VNS’ on
considére un sommet v? dans S. Et pour chaque sommet u; € U N S’, on considére un
sommet v} dans S'si E! € F et un sommet v} dans S si Ef € F. Comme |S'| > n+1,
nous avons |S| > n + 1. De plus, S est un stable. En effet, étant donné que les arétes



3.2 Complexité 49

FIGURE 3.3 Deux instances équivalentes du PSGSCP et du PSTCP.

entre V1 et V2 sont celles du couplage parfait M, et S intersecte chaque aréte de M
en au plus un sommet, alors la restriction de S sur V! U V? est un stable. Supposons
maintenant que S contient deux sommets adjacents, disons v; € V! et v} € V?. Ceci
implique que u; et v; appartiennent & S’. Comme u,v; € EZ et EZ € F, cela contredit
le fait que S’ est un stable de Hz. En utilisant le méme argument, nous déduisons que
S ne peut contenir deux sommets v? € V2 et U;’ € V3 adjacents. Par conséquent, S est
une solution du PSTCP.

Inversement, supposons que nous avons un stable S dans H de taille supérieure
ou égale a n + 1. Soit F le sous-ensemble de £ obtenu de la maniére suivante. Pour
chaque sommet v} € V' on ajoute dans F l'ensemble E! si v} € S, et Ef sinon.
Nous montrons que Hz contient un stable de taille supérieure ou égale & n + 1. Soit
S’ C UUV un ensemble de sommets obtenu a partir de .S comme suit. Pour un sommet
v? de VNS on ajoute le sommet v; de V dans S’. Et pour chaque sommet v} (resp. v?)
de VNS (resp. V2N S), on ajoute le sommet u; de U dans S’. Comme S ne contient
pas les sommets v} et v? pour chaque i, et |[S| > n + 1, il en résulte que |S'| > n + 1.
De plus S’ est un stable. En effet, supposons que S’ contient deux sommets, disons
u; € U et v; € V tels que w;v; € Er. Sans perte de généralité, on peut supposer que u;
correspond au sommet v; dans S (la preuve est similaire si v} € S). Par construction
de Er, on en déduit que E} € F, et donc u;v; € EY . 1l s’ensuit alors que vjv) € F.
Comme v}, v? € S, on a une contradiction, ce qui achéve la preuve. 0]
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3.2.2 NP-complétude

Dans cette section nous montrons que le PSGSCP est NP-complet. Par le théoréme
3.2, il suffit de montrer que le PSTCP est NP-complet. Dans [71], Phillips et Warnow
ont montré que le probléme du stable est NP-complet dans les graphes tripartis avec
couplage parfait. (Rappelons que le probléme peut étre résolu en temps polynomial dans
les graphes bipartis). Nous allons montrer dans la suite que la variante plus restrictive
du probléme du stable dans un graphe triparti, donnée par le PSTCP, est aussi NP-
complet. En d’autre termes, le probléme du stable dans les graphes tripartis reste NP-
complet méme quand les ensembles de la partition du graphe sont de mémes tailles et
deux de ces ensembles sont connectés uniquement par un couplage parfait. Pour prouver
ce résultat, nous allons utiliser une transformation & partir du probléme un-parmi-
trois 3SAT. Une instance du un-parmi-trois 3SAT (1-parmi-3 3SAT) est composée de n
littéraux Iy, ..., [, et m clauses C1, ..., C,, avec trois variables par clause. Chaque clause
est la disjonction de trois variables ot une variable correspond soit a un littéral soit a
sa négation. Soit x; la variable qui représente soit [; soit Zi, alors T; = I; (resp. T; = I;) si
x; = l; (resp. z; = Zi) ou la barre représente la négation. Le probléme est de déterminer
s’il existe une affectation "vrai" et "faux" aux variables de telle maniére que chaque
clause posséde exactement un littéral vrai.

Théoréme 3.3 PSTCP est NP-complet.

Preuve. La preuve utilise des idées de [71]. Tl est clair que le PSTCP est dans NP.
Pour prouver ce théoréme, nous utilisons une réduction polynomiale du probléme 1-
parmi-3 3SAT. Considérons une instance du 1-parmi-3 3SAT donnée par un ensemble
de n littéraux L = {ly,...,1,} et un ensemble de m clauses C' = {C4,...,C,,}. Nous
allons construire une instance du PSTCP sur un graphe H = (VI UVZ2U V3 F) ou
VY =|V? =|V3 =p=3n+m—1et 'ensemble des arétes entre V! et V? forme un
couplage parfait. Nous montrons que H posséde un stable de taille p+1 si et seulement
si le probléme 1-parmi-3 3SAT admet une affectation admissible.

A chaque littéral [; € L, on associe les sommets v}, 7} € V!, 02,72 € VZet v, 05 € V3.
Ces sommets sont appelés sommets-littéraur. A chaque clause C; = (xr,x5,2), ON
associe les sommets wj, € V', w}, € V? wj, € V3. Ces sommets sont appelés sommets-
clauses. Enfin on ajoute les sommets z; € V', 22 € V2, 23 € V3 pour g = 1,...,n—1. Ces
sommets sont appelés sommets-fictifs. Notons que |V!| = |V?| = |V3| = p. Dans ce qui
suit nous construisons I’ensemble d’arétes F'. Pour chaque littéral [; € L, considérons les
72,3 31 2 3

arétes v} 07, Vvl vV}, TIVE, ViU, v

1 I 2 A . .
E VRNV VRN VR VE VES Vel v; dans F'. Celles-ci sont appelées arétes-littérau.
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Remarquons que ces arétes forment un cycle de longueur 6, que nous notons par la

suite par I'; pour ¢ = 1,...,n. Pour chaque clause C; = (z,, xs, ;) ajoutons dans F
3,3
Jts wjt
arétes forment un triangle, que nous notons par la suite par 7j, pour j = 1, ..., m. Nous

les arétes wj,w?

2 WHW wj,. Elles sont appelées arétes-clauses. Notons que ces

ajoutons aussi dans F’ les arétes z;zg pour ¢ = 1,...,n — 1. On remarque que les arétes

1552 =1,2 5 _
U, U0, 1 =1,...,n,

entre V1 et V2 forment un couplage parfait donné par les arétes v

wi,wi, j = 1,..,m, et 2,22, ¢ = 1,..,n — 1. En plus, en fonction de la valeur des
variables, nous ajoutons des arétes dans £ de la maniére suivante. Pour chaque clause
(T, T, x4) :
si 2, = I, on ajoute les arétes w;, T3, w? v}, wiov!, wivy,
l ]I'TU37 'w?-s@?, w?tﬁi7 w?tﬁ?ﬂ

1,3 253 3,1 3, 2
Uy, Wiy, WiV, WS,

— si x, = [, on ajoute les arétes w
l sy His¥so

— si xy = [, on ajoute les arétes W,
13 ,,2,3 ., 3=1 , 32
Wi Vg, WU, WU,

— si xs = [, on ajoute les arétes w3, Vg, WUy, )
si z; = [y, on ajoute les arétes w} v}, w2 v}, wivl, wiv?
t = b, J Uty WisUpy WUy, WU,y
C o T : A 1-3 273 3 1 ,3 2
si x; = [y, on ajoute les arétes w;, Uy, wi vy, w;v;, wjv;.

Ces arétes sont appelées arétes de satisfiabilité. Enfin, on lie tout sommet-fictif dans
VU V? A tous les sommets de V3, et tout sommet-fictif dans V? a tous les sommets
non fictifs dans V1 U V2.

Donc, a partir d'une instance du 1-parmi-3 3SAT avec n littéraux et m clauses, nous
obtenons un graphe triparti avec 9n + 3m — 3 sommets et 10n% + 4nm — 5n + 14m + 1
arétes. La figure 3.4 montre un exemple de graphe H quand L = {ly, Iy, I3} et C =
{(I1, Iy, I3), (I, Iy, I3)}. Pour un souci de visibilité, nous avons affiché uniquement les
arétes de satisfiabilité sur le premier graphe et les autres arétes sur le second graphe.

Assertion 3.4 Un stable de H de cardinalité 3n+m ne contient pas de sommet-fictif.
De plus, tous les stables de H ont une cardinalité inférieure ou égale a 3n + m.

Preuve. Soit S un stable de H. Dans un premier temps, nous montrons que si S
contient un sommet-fictif, alors |S| < 3n+m—1. Supposons que S contient un sommet-
fictif z. Si 2 € V3, comme 2 est adjacent a tous les sommets de V! U V? alors |S] <
|V3| = 3n + m — 1. Supposons maintenant que z € V; U V5. Comme z est incident a
tous les sommets de V3, alors SN V3 = (). Le graphe induit par V; UV, correspond a un
graphe biparti possédant 2p sommets, avec p = 3n + m — 1. Par définition, le graphe
H(V1 UV;) posséde un couplage parfait, ce qui implique, par le corollaire 1.3, que tout
stable de cardinalité maximum est de taille p. Comme S C V; U V5, alors |S| < p. Par
conséquent, si S contient un sommet-fictif alors |S| < 3n + m.

Maintenant, supposons que S ne contient pas de sommet-fictif. Alors tous les sommets
de S appartiennent aux cycles I';, ¢ = 1, ...,n et aux triangles 7}, j = 1,...,m. Comme
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FIGURE 3.4 — Les graphes du PSTCP résultant de 'instance du 1-parmi-3 3SAT L =
{l, by, 3} et C={(l1, lo, 13), (1, Iz, 13)}.
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S peut intersecter chaque I'; en au plus 3 sommets et chaque triangle en au plus un
sommet, il s’ensuit que |S| < 3n + m. O

Assertion 3.5 [l existe dans H un stable de taille 3n+m si et seulement si le probleme
1-parmi-8 3SAT admet une solution.

Preuve. (=) Soit S un stable dans H de taille 3n + m. Par Passertion 3.4, S ne
contient pas de sommet-fictif. Donc, comme |S| = 3n + m, S intersecte chaque cycle
I'; en exactement trois sommets et chaque triangle 7} en exactement un sommet. De
plus, nous avons soit SNT; = {v}, vZ, v3} soit SNT; = {v}, v2, v3}, pouri=1,...n
Considérons la solution I du 1-parmi-3 3SAT définie de la maniére suivante. Si v¥ € S
(resp. Ef” € 5), k = 1,2,3, alors on associe la valeur vraie (resp. fausse) au littéral
l;, pour i = 1,...,n. Dans ce qui suit nous montrons que pour chaque clause C; =
(., Ts, T;), nous avons exactement un littéral & vrai. Pour cela il suffit de montrer que
chaque sommet-clause de Tj est dans S si et seulement si le littéral correspondant est de
valeur vraie. On suppose, sans perte de généralité, que le sommet de T} appartenant a S
est le sommet w! , r € {1 .,n}, la preuve pour les autres sommets de 7} étant similaire.

Jr -
La variable associée a wj, est la variable z, de la clause C;. Si z, = I, (resp. z, =1,),
alors le graphe H contlent par construction, I'aréte wjrvi’ (resp. w]r v3). Comme S est

un stable, il s’ensuit que v2 ¢ S (resp. v3 ¢ S). Les remarques précédentes impliquent
2

T

alors que les sommets v}, vZ v3 appartiennent a S. Par construction de I, le littéral

[, est de valeur vraie dans la solution I, z, est donc de valeur vraie.

Inversement, si x, = vrai (= [,), alors par définition de I, v}, v2, v3 € S. De plus, les

3 3

arétes de satisfiabilité w?v?, w}v? appartiennent a F. Comme |[SNT,| = 1, il s’ensuit

VEME !

que wj, € S.

En conséquence, comme S contient exactement un sommet-clause pour chaque 7T;, il
s’ensuit que chaque clause posséde exactement un littéral & vrai.
(<) Soit I une solution de 1-parmi-3 3SAT. Considérons 'ensemble de sommets S
obtenu comme suit :

Si (dans I) I; = vrai, alors on ajoute v}, v?, v} dans S.

7, )
Si l; = fauz, alors on ajoute U}, v2, v7 dans S
— Si pour une clause C; = (z,, x,, ),
, = vrai, on ajoute wj, dans S,
Ts = vrai, on ajoute w dans S,

Ty = vrai, on ajoute w3 dans S.
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Comme chaque clause posséde exactement un littéral vrai respectant la solution I,
nous avons |S| = 3n+m. Maintenant, il suffit juste de montrer que S est un stable. Pour
cela, il suffit de montrer qu’aucun sommet-littéral de S n’est adjacent aux sommets-
clauses de S.

Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe une sommet-littéral, disons u, adjacent
a un sommet-clause, disons v. Par construction de H, l'aréte uv est une aréte de
satisfiabilité. Sans perte de généralité, supposons que le sommet-clause est le sommet
wi,, j € {1,..,m} et v € {1,...,n} et C; = (I,,15,1), la preuve étant similaire pour
les autres cas. Par construction de H, les sommets-littéraux adjacents a w}r sont les
sommets U5, v3 et v2. Par construction de S, il s’ensuit que I, = vrai et I, = l; = faux,

3 53 3

Uy, 5 v2 et v) ¢ S, une contradiction

ce qui implique que v v € S. 1l s’ensuit que v

avec le fait que S n’est pas un stable. O]

L’assertion 3.5 implique que I'on a une solution du PSTCP si et seulement si on a
une solution du 1-parmi-3 3SAT. Comme la construction du PSTCP a partir du 1-
parmi-3 3SAT se fait en temps polynomial, on a donc une réduction polynomiale du
1-parmi-3 3SAT en PSTCP. Comme 1-parmi-3 3SAT est NP-complet [32], le PSTCP
est NP-complet. O

Par les théorémes 3.2 et 3.3, nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 3.6 Le PSGSCP est NP-complet. 0

3.2.3 Une autre preuve du théoréme 3.3

Dans cette section, nous proposons une seconde preuve pour montrer que PSTCP est
NP-complet. Pour cela, nous donnons une réduction polynomiale a partir du probléme
du stable.

Rappelons que le probléme du stable est défini de la maniére suivante. Etant donnés
un graphe G = (V, E) avec |V| = n, |E| = m, et un entier k > 0, existe-t-il un stable
de taille supérieure ou égale a k? Ce probléme est NP-complet [32].

La preuve se décompose en deux étapes. Dans un premier temps, on construit a partir
de G un graphe triparti H' = (V/ UV U VS, F') ou V{ et Vj sont connectés uniquement
par un couplage parfait et |[V;| = |VJ|. On montre que H' posséde un stable de taille
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m + k si et seulement si G posséde un stable de taille k. Par la suite, on construit a
partir de H' un autre graphe triparti H = (V; U Vo U V3, F) tel que V) et V5 sont reliés
par un couplage parfait et |V| = [Va| = |V3| = m + k — 1. Cette construction consiste
simplement & ajouter des sommets dans les sous-ensembles de maniére & ce que ces
sommets n’appartiennent & aucun stable de taille m + k. On montre finalement que
H posséde un stable de taille m + & si et seulement si H' posséde un stable de méme
taille. Ceci implique alors la NP-complétude du PSTCP.

Construisons a partir de G le graphe triparti H = (V/ U V] U V4, F’) de la maniére
suivante. Posons V] = {v],...,v7"}, Vi = {v],...,v5"} et V§ = V. Pour ¢; = {u,v} € F,
i = 1,...m, on ajoute dans F les arétes : uv}, viv et viv. On a donc un graphe
contenant 2m + n sommets et 3m arétes. De plus, on a |V/| = |V5| = m et les seules
arétes entre V1/ et VQ’ sont les arétes vivg, t = 1,...,m qui forment un couplage parfait
entre V{ et Vj. La figure 3.5 illustre cette construction.

v
1 v,

3
Vi Vs

G H

FIGURE 3.5 — Construction de H’ & partir du graphe G.

Assertion 3.7 G posseéde un stable de taille k si et seulement si H' posséde un stable
de taille m + k.

Preuve. (=) On note £ = {ey,...,e,}. Soit S un stable de G de cardinalité k.
Construisons le stable S’ de H' de la maniére suivante. Posons d’abord S’ = S. Par
ailleurs, comme S est un stable, pour toute aréte e; =uv € E. 1 = 1,...,m, au plus un
sommet parmi u et v appartient & S. Si u n’appartient pas a S alors on ajoute v} a S’
Sinon, on ajoute v. Cette construction assure que S’ est un stable. De plus, S’ est de
taille m + k.
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(<) Soit S’ un stable de taille m + k dans H’. Comme V/ et Vj sont reliés par un
couplage, on a S"N{V/,V5} <m. Si S"N{V{,Vi} < m alors il existe i € {1,...,m} tel
que vi, vy & S’ ou vi € V) et v € V. Comme v} est voisin d’un unique sommet de V5,
disons u, on transforme S’ en ajoutant v{ et en supprimant v dans S’. On peut donc
supposer, sans perte de généralité, que S'N{V/, Vj} = m. Le stable S’N{V;} est donc
de taille k£ et correspond & un stable dans G. O

Construisons maintenant le graphe H = (V; UV, U V3, F') & partir de H' = (V/UVjU
V4, F"). Posons V; = V/ U {v™ ™t oM i =12 et Vi = VJ U {oi™ . opThtL
Posons F' = I et ajoutons dans F' les arétes suivantes.

Pour tout : =m+1,...,m+ k — 1 on ajoute les arétes vjvs,

~ pour tout u € Va,v € {v/ :j € {m+1,...m+k—1} et i € {1,2}} on ajoute les

arétes uv,

— pour tout u € {v§tt o v e V] UV] on ajoute les arétes uwv.

H contient alors 3(m+k — 1) sommets et 3m+k—14+2(k—1)(k+m—1)+2m(k+

m — 1 —n) arétes. De plus on a |Vi| = |V5| = |V3] = m + k — 1 et les arétes du graphe

+k—1}
7

induit par V; et V5 forment un couplage parfait.

Assertion 3.8 H posséde un stable de taille m + k si et seulement si H' posséde un
stable de taille m + k.

Preuve. Comme V) CV;, i = 1,2,3 et aucune aréte de F'\ F’ n’est incidente & un
sommet de V] UV, U VS, tout stable de H' est stable de H.

Considérons un stable S de H de taille m + k. Par construction, S ne peut pas
contenir de sommet de {v§*h ... v§+m_1}. Autrement, comme ces sommets sont tous
adjacents a tous les sommets de V; et de V5, on aurait .S C V3, une contradiction avec
le fait que |S| = m + k. De la méme maniére, S ne peut pas contenir un sommet de
{Uim—l-l7 Um—i—k—l

ey Ug

},i = 1, 2. Autrement, comme tous ces sommets sont adjacents a tous
les sommets de V3, on aurait S C Vi U V5. Comme il existe un couplage couvrant les
sommets de V] et V,, tout stable inclus dans Vi U V; est de taille au plus |Vi| = |Va| =
m + k — 1, ce qui donne de nouveau une contradiction. Donc tout stable S de H de
taille m 4+ k ne contient que des sommets de H’, ce qui implique que S est un stable

de H'. O

Les assertions 3.7 et 3.8 impliquent que 'instance H du PSTCP admet une solution si
et seulement si G posséde un stable de cardinalité supérieure ou égale & k. Comme la
construction du PSTCP a partir du probléme du stable se fait en temps polynomial,
on a donc une réduction polynomiale du probléme du stable en PSTCP. Comme le
probléme du stable est NP-complet [32], le PSTCP est NP-complet.
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3.2.4 Cas polynomial

En conclusion de cette section nous remarquons que le PSGSCP peut étre résolu en
temps polynomial s’il existe un sommet dans V' qui ne posséde pas d’aréte incidente
labellée & vraie/fausse. Supposons en effet qu’il n’existe pas d’aréte incidente au sommet
v; € V appartenant a E'. Dans ce cas, nous considérons le sous-graphe Hz ou F
contient, pour tout u; € U, ou u;v; € E, les ensembles d’arétes EZ si wv; € E{;
et E{Z autrement. Observons que Er ne contient aucune aréte incidente a v;. Ceci
implique que Hzx ne contient pas de couplage parfait. Par conséquent, Hx est solution
du PSGSCP. Nous remarquons aussi que, dans ce cas, 'instance H du PSTCP associée
au graphe G est telle que le sommet v? est adjacent & au plus un sommet de v; et v,
pour ¢ = 1,2,...,n. Une solution du PSTCP est donc obtenue en considérant un stable
contenant v? et, pour i = 1,2,...,n, soit v}, si v} n’est pas adjacent a v?, soit v;.

3.3 Formulation du PSGSCP

Nous formulons le PSGSCP a I'aide d’un programme linéaire en nombres entiers. Soit
(G, U,, 7) une instance du PSGSCP avec G = (UUV,E), U. C U et 7 = {EL, Ef E'J :
u € U} une partition de E. Rappelons que le probléme consiste & vérifier s’il existe un
sous-ensemble F C &, ou & = {E!, Ef : u € U.}, vérifiant les conditions (i) et (ii) de
la définition (3.1). Notons par = € {0, 1}/l le vecteur d’incidence tel que

1 si E!elF,
Ty = { “ pour tout u € U.,.

0 si EBlelF,

Le vecteur x représente 1’état du systéme ou pour tout u € U, la condition associée a
u est vraie si x,, = 1 et fausse sinon.

Considérons un couplage parfait M de G. Soit z € {0,1}Yl vérifiant x, = 1 si
MNE, #(etxz, =0si MNES # (). Alors le graphe induit par « contient un couplage
parfait, et par conséquent, = satisfait I’équation

Z Ty + Z (1—xy) =|U.

u€U:(ELUEL Y NM£0 ueU:(BLUEL Y NM#£0

Il faut noter que les arétes E'/ appartiennent toujours au graphe induit par une solu-
tion du PSGSCP. Comme toute solution du PSGSCP induit un graphe sans couplage
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parfait, le vecteur x doit alors vérifier la contrainte suivante,

ueU:(ELUEL Y NM£D ueUe: (B UE ) NM£0

Considérons par exemple le graphe biparti associé au systéme (S;) de la figure 3.1.
Soient les deux couplages parfaits donnés par les arétes en gras dans les figures 3.6 (a)
et 3.6 (b). Nous pouvons donc en déduire les deux inégalités suivantes :

Ty — Ty <0,

Ty + Ty < 1.

Par conséquent, le PSGSCP est équivalent au programme linéaire en nombres entiers
(Q) suivant.

min Ox
Z Ty + Z (1—x,) <|U/—-1, pourtout M € M,
uweUq: (B UEL ) NM+#0 uweUe(ESUEL N0
(3.7)
z, € {0,1}, pour tout u € U,
(3.8)

ot M est ’ensemble des couplages parfaits de G.

Les contraintes (3.7) sont appelées inégalités de couplages. Les contraintes (3.8) sont
les contraintes d’intégrités.

Les contraintes de couplages (3.7) assurent que les solutions du programme (@) in-
duisent des graphes ne possédant pas de couplage parfait. Donc si le programme (Q)
posséde une solution, alors il existe un état du systéme induisant un graphe sans cou-
plage parfait. De plus, si le PSGSCP ne posséde pas de sous-ensemble F respectant les
conditions (i)-(ii) de la définition 3.1, alors le programme ci-dessus ne posséde pas de
solution.

Notons que les inégalités de couplages sont en nombre exponentiels. Comme il sera
mentionné dans le chapitre 5, les inégalités de couplages peuvent étre séparées en
temps polynomial. Cela implique que la relaxation linéaire du programme (@) peut
étre résolue en temps polynomial.
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u, v, u v

u, v, u, €

u, v, u Vs

u, v, u, v,
(a) (b)

Arétes vraies/fausses - - - - - Arétes fausses

— — — — Arétes vraies

FIGURE 3.6 — Couplages parfaits du graphe biparti associé au systéme (S).

3.4 Formulation du R-PSGSCP

Le programme linéaire en nombres entiers () que nous avons donné pour le PSGSCP
ne posseéde pas de solution quand le systéme est structurellement régulier. Dans ce
cas, le polyédre associé est vide et une étude polyédrale ne serait donc pas possible.
C’est pour cette raison que nous proposons une seconde formulation donnant lieu a
un polyédre de solutions non vide. Cette seconde formulation s’attache a résoudre la
variante relaxée du probléme PSGSCP définie comme suit.

Définition 3.9 FEtant donnée une instance (G,U,.,7) ot G = (UUV,E), U. C U et
m = {E. B/ EY . w € U} est une partition de G, le probléme relaxé¢ du PSGSCP
(R-PSGSCP) consiste a determiner un sous-ensemble F C & wvérifiant la condition (ii)
de la définition (3.1) et les conditions

(i) pour tout u € U,, E'. ¢ F et/ou Ef ¢ F,

(iii) le nombre d’éléments de F est mazimum.

On remarque que, dans une solution de R-PSGSCP, un sommet u € U, peut étre
uniquement incident, dans Hz, a des arétes de EY/. Comme il sera montré ci-dessous
les deux problémes PSGSCP et R-PSGSCP sont équivalents.
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Rappelons que nous notons par £ le sous-ensemble de 7 donné par & = {E!, qu :
u € U,.}. Si une solution optimale F de R-PSGSCP contient |U,| éléments de &, alors
cette solution est aussi réalisable pour PSGSCP. Si F posséde moins de |U,| ensembles
d’arétes de &, alors PSGSCP n’admet pas de solution. La réciproque est aussi vraie.
Donc les deux problémes PSGSCP et R-PSGSCP sont équivalents. Dans la suite nous
considérons le probléme R-PSGSCP. L’avantage ici est que R-PSGSCP admet un en-
semble non vide de solutions.

Nous donnons dans la suite une formulation du R-PSGSCP. Soit (G, U, 7) une ins-
tance du R-PSGSCP. Soit x € {0, 1}/l tel que

1 siFeF
xpz{ o " pour tout ' € &.

0 sinon,

La valeur gt = 1 (resp. x .y = 1) implique que la condition de I’équation associée & u
L E
u
est vraie (resp. fausse).

Considérons un couplage parfait M de G, on note par F); 'ensemble des éléments
de & intersectant le couplage M. On a alors Fy; = {F € £: FN M # ()}. Etant donné
x € {0, 1}l I'inégalité de couplages associée a M s'écrit désormais,

> wp < |Ful-1.
FeFy

On en déduit que le probléme R-PSGSCP (et donc PSGSCP) est équivalent au
programme linéaire en nombres entiers (P) suivant :

Feg
T, ag <1 pour tout u € U, (3.10)
Z xp < |Fy|—1 pour tout M € M, (3.11)
FEFy
xp >0 pour tout F € &, (3.12)
rp <1 pour tout F' € &, (3.13)

xp entier pour tout F' € &. (3.14)
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o M est I'’ensemble des couplages parfaits de GG. Nous appelons dans la suite inéga-
lités de couplages, les contraintes (3.11). Les contraintes (3.10) sont appelées inégalités
de satisfiabilité. Les inégalités (3.12) et (3.13) sont les inégalités triviales et les inégalités
(3.14) sont les contraintes d’intégrité.

Les inégalités de satisfiabilité permettent de vérifier la condition (i) de la définition
(3.9). Les inégalités de couplages permettent de satisfaire la condition (ii) de la défini-
tion (3.1).

Pour illustrer les contraintes (3.11), considérons le graphe biparti associé au systéme
(S1) de la figure 3.2. Les contraintes de couplages associées aux graphes données par
les arétes en gras sur les figures 3.6 (a) et 3.6 (b) s’écrivent :

TE, +xE£3 <1 (3.15)
TE, —1—sz3 <1 (3.16)

La relaxation linéaire du programme (P) peut, elle aussi, étre résolue en temps poly-
nomial. En effet, seul les inégalités de couplages sont en nombre exponentiel et, comme
nous le verrons dans la suite, le probléme de séparation des inégalités de couplages
peut étre résolu en temps polynomial.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le PASC se raméne au probléme de couplages
particulier PSGSCP dans un graphe biparti. Nous avons montré par la suite que ce
dernier est NP-complet en utilisant une réduction d’une variante du probléme du stable
dans les graphes tripartis. Pour cela, nous étions amenés a montrer dans un premier
temps que cette variante du probléme du stable est elle-méme NP-complet. Comme
conséquence, nous avons obtenu que le PASC est NP-complet. Dans un deuxiéme
temps, nous avons étudié des formulations en nombres entiers pour le probléme PSG-
SCP. Ce travail a donné lieu aux publications [55, 54, 51, 53|

Le chapitre suivant sera dédié¢ a I'étude polyédrale de la formulation (3.9)-(3.14).
Nous identifierons des inégalités valides pour notre formulation et nous développerons
un algorithme de coupes et branchements pour résoudre ce probléme.






Chapitre 4
Etude polyédrale

Dans ce chapitre, on étudie I’enveloppe convexe des solutions du probléme de I’analyse
structurelle des systémes algébro-différentiels conditionnels. On caractérise la dimen-
sion du polytope des solutions et on donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour que les contraintes de base de la formulation définissent des facettes. Par la suite,
on discute de nouvelles contraintes valides et on étudie également leur aspect facial.

4.1 Polyédre associé au PSGSCP

Nous allons commencer par quelques rappels et définitions nous permettant d’étudier
I’enveloppe convexe des solutions du PSGSCP.

Comme nous 'avons défini dans le chapitre précédent, une instance du PSGSCP est
représentée par le triplet (G, U, m) ot G = (UUV,E), U, CUetn ={E, El EY :u €
U} est une partition de G. Nous rappelons que £ = {E! E! : E! Ef € 7 et u € U.}.
De plus, rappelons que pour un couplage parfait M de G, on note par F); I’ensemble
des éléments de £ contenant une aréte de M. On a alors Fyy = {F € £: FN M # 0}.
Soit F un sous-ensemble de £. On note le graphe associé a F par Hr = (UUV, Ex), ot
Er = EYU(UperF). Pour F € £ un ensemble d’arétes vraies (resp. fausses) incidentes
4 un sommet u € U,, on note par F' 'ensemble d’arétes fausses (resp. vraies) incidentes
au sommet u. Si F' = E! (resp. F = EI), alors F = E/ (vesp. F = E!).

Nous rappelons aussi que le probléme PSGSCP est équivalent au programme linéaire
en nombres entiers P donné par :
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Feé&
rgy, + o <1 pour tout u € UL, (4.1)
Z xp < |Fy|—1 pour tout M € M, (4.2)
FeFy
xp >0 pour tout F € &, (4.3)
rr <1 pour tout I € &,
Tp entier pour tout ' € &,

ou M est ’ensemble des couplages parfaits de G.

Si T C &€ est un sous-ensemble d’ensembles d’arétes, alors le vecteur d’incidence x7

de T est donné par

T—{ L siFed, pour tout F € &.

Tp = .
F 0 sinon,

Dans la suite du travail, on considérera que Uinstance (G,U., ) vérifie I'hypothése
suivante

Hypothése 4.1 Les graphes associés a {F} avec F € £, ne contiennent pas de cou-
plage parfait.

En effet, §'il existe u € U, tel que le sous-graphe Hyg:y (resp. H{E{f}) contient un
couplage parfait, il est clair que tout sous-graphe respectant la condition (i) de la
définition 3.9 et contenant E', (resp. E;) posséde un couplage parfait. Dans ce cas, nous
cherchons & savoir sil existe un sous-graphe contenant EY (resp. E!) et respectant les
conditions (i)-(ii) de la définition 3.9. Nous pouvons donc transformer cette instance en
supprimant E' (resp. E) et en ajoutant E7 (resp. E') a 'ensemble E'/ car cet ensemble
apparait dans tous les sous-graphes. Dans ce cas, I’équation associée au sommet, u n’est
plus considérée comme une équation conditionnelle. Il est clair que ces transformations
peuvent se faire en temps polynomial. La figure 4.1 (a) donne un graphe G tel que le
sous-graphe composé des arétes EY/ U E! posséde un couplage parfait. La figure 4.1
(b) donne le nouveau graphe résultant de la transformation.

Soit P(G, U,, ) 'enveloppe convexe des solutions du programme (P), c’est-a-dire,

P(G,U,,7) = conv({x € {0,1}%|z satisfait (4.1), (4.2)}).
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u v

1 1
u v

2 2
u3 v}
u v

4 4

(@) (b)
Arétes vraies/fausses - - - - Arétes fausses

— — — — Arétes vraies

FIGURE 4.1 — Suppression dans G de ’ensemble Eftl.

4.2 Dimension de P(G,U,, )

Dans cette section, on caractérise la dimension de P(G,U., ).
Théoréme 4.2 P(G,U,,m) est de pleine dimension.

Preuve. Il suffit d’exhiber |£] + 1 sous-ensembles S; C £, i = 0, ..., |€|, vérifiant les
condition (i) et (ii) de la définition 3.9 et dont les vecteurs d’incidence x5, i = 1, ..., |E|+
1, sont affinement indépendants. Considérons les ensembles Sy = () et Sp = {F'} pour
tout F' € &£. Ces ensembles contiennent au plus un élément de &, ce qui implique
que la condition (i) est vérifiee. De plus, d’aprés 'hypothése 4.1, les graphes associés
a chacun de ces ensembles ne contiennent pas de couplage parfait. Nous avons donc
|€] 4+ 1 solutions associées aux ensembles Sy et Sg tel que leurs vecteurs d’incidence
297 F € £ U {0}, sont affinement indépendants. O
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4.3 Inégalités valides et facettes

Dans cette section, nous allons voir, dans un premier temps, des conditions nécessaires
et suffisantes pour que les contraintes de base de la formulation définissent des facettes.
Nous introduisons les contraintes dites de couplages & dominance maximale permettant
de renforcer les contraintes de couplages. Nous discutons dans la suite de trois nouvelles
familles de contraintes valides : les inégalités de couplages proches, les inégalités de k-
couplages et les inégalités de sous-graphe régulier.

4.3.1 Inégalités triviales

Dans cette section on considére les contraintes triviales (4.3) et (4.4). Dans un premier
temps, on montre que les inégalités (4.3) définissent toujours des facettes.

Théoréme 4.3 Les inégalités triviales (4.3) xr > 0 définissent des facettes de P(G,U,, ).

Preuve. Comme P(G,U,,7) est de pleine dimension, il suffit d’exhiber |£| solutions
tels que leurs vecteurs d’incidence sont affinement indépendants. Considérons les en-
sembles Spr = {F'}, F' € £\ {F} et Sp = 0. Ces ensembles contiennent au plus
un élément de £, ce qui implique que la condition (i) est vérifiée. De plus, d’aprés
I’hypothése 4.1, les graphes associés a chacun de ces ensembles ne contient pas de cou-
plage parfait. Nous avons donc |€] solutions associées aux ensembles Sy et Sp tel que
leurs vecteurs d’incidence %7, F € £\ {F} U {0} satisfont zr = 0, sont affinement
indépendants. 0

On remarque que les inégalités triviales (4.4) xp < 1 sont dominées par les contraintes
de satisfiabilités (4.1) zp + 2% < 1. Comme cette contrainte domine la contrainte (4.4)
et définit une face de P(G, U,, 7) différente de celle définit par la contrainte (4.4), cette
derniére ne peut pas définir une facette de P(G,U., ).

4.3.2 Inégalités de satisfiabilités

Nous discutons ici de conditions nécessaires et suffisantes pour que les contraintes de
satisfiabilités définissent des facettes de P(G, U, ).
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Par la suite, étant donné un sommet u € U,, si F' € {E!, E/}, alors la contrainte de
satisfiabilités associée a u sera également considérée comme la contrainte (4.1) associée
aFeth.

Théoréme 4.4 L’inégalité vp + x5 < 1 définit une facette de P(G,U,.,m) si et seule-
ment si pour tout F' € E\{F, F}, au moins un des deuzx graphes associés auz ensembles
{F,F'} et {F,F'} ne contient pas de couplage parfait.

Preuve. Supposons qu’il existe F' € £\ {F, F'} tel que les graphes Hippry et F{ﬁp}
contiennent tous les deux un couplage parfait. Dans ce cas, nous avons les contraintes
de couplages

Tp + T S ]_, (46)

En additionnant ces contraintes et la contrainte 2 + 27 < 1 en divisant par 2 et en
arrondissant le second membre a ’entier inférieur, nous obtenons la contrainte

Cette contrainte domine la contrainte (4.1) et définit une face de P(G, U, ) différente
de celle définie par la contrainte (4.1). Ceci implique que cette derniére ne peut pas
définir une facette de P(G, U, ).

Supposons maintenant que, pour tout F’ € £\ {F, F}, au moins un des deux graphes
Hip g et F{p,p} ne contient pas de couplage parfait. Pour tout F' € E\{F, F}, soit
I'ensemble Spr = {F, F'} soit 'ensemble Sp = {F, F'} est solution du P(G,U,, ), ce
qui nous donne au moins |€| — 2 solutions. D’aprés 'hypothése 4.1, les graphes HEF} et
H,{f} ne contiennent pas de couplage parfait. Nous considérons aussi les ensembles Sp =
{F} et Sz = {F}. Nous obtenons ainsi |£| solutions dont leurs vecteurs d’incidence
satisfont xp + 2% = 1 et sont affinement indépendants. O

4.3.3 Inégalités de couplages

Nous discutons ici de conditions nécessaires et suffisantes pour que les contraintes de
couplages (4.2) définissent des facettes de P(G,U,, ).

Proposition 4.5 Soient M’ et M* deux couplages parfaits de G. Si Fyp C Fyr«, alors
la contrainte de couplages associée a M' domine celle associée a M*.
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Preuve. Les contraintes associées aux couplages M’ et M* s’écrivent :

> ap < |Fu| -1, (4.9)
FeF,

> ap+ Y ap <|Fwl+|Fy \ Fap| - 1 (4.10)
FeFym FEFM*\FM/

La contrainte (4.10) est combinaison linéaire des contraintes (4.9) et xp < 1, pour tout
F e Fy\ Fap. O

Par abus de langage, on dit qu’'un couplage parfait M’ domine un couplage parfait
M* si et seulement si la contrainte de couplages associée & M’ domine la contrainte de
couplages associée a M™*.

L’exemple suivant illustre le résultat de la proposition précédente. Considérons la
contrainte de couplages

TEt, +SL’E52 +QZE53 <2, (4.11)

associée au couplage parfait M* de la figure 4.2 (a). Cette contrainte est dominée par
la contrainte de couplages

associée au couplage parfait M’ de la figure 4.2 (b). En effet, la contrainte (4.11) est
une combinaison linéaire de la contrainte (4.12) et de la contrainte triviale zp; < 1.
Il est facile de voir que Fyyr C Foy-.

On appelle couplage a dominance mazximale un couplage parfait M de G tel qu’il
n’existe aucun couplage parfait M’ de G avec Fyy C Fy. On appelle inégalité de cou-
plages a dominance mazimale, une inégalité de couplages (4.2) associée & un couplage
a dominance maximale.

On note par Mp l'ensemble des couplages & dominance maximale de G. Les con-
traintes de couplages & dominance maximale s’écrivent alors

Z zp < |Fy|—1, pour tout M € Mp, (4.13)

FeFy

Ces contraintes constituent une sous-famille des contraintes de couplages. Nous allons
dans la suite donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que ces contraintes
définissent des facettes.
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(a) (b)

Arétes vraies/fausses
— — — — Arétes vraies

------- Arétes fausses

FIGURE 4.2 — Exemple d’un couplage parfait dominé par un autre couplage parfait.

Théoréme 4.6 Soit M un couplage parfait & dominance mazimale. L’inégalité (4.13)
associée a M définit une facette de P(G,U.,m) si et seulement si les conditions sui-
vantes sont vérifiées
1) pour tout F € Fy, le graphe associé o Fyy U {F}\ {F} ne contient pas de
couplage parfait,
2) pour tout F tel que F\F € £\ Fy, il existe F' € Fy tel que le graphe associé
a Fxp U{F}\ {F'} ne contient pas de couplage parfait.

Preuve. (=) Supposons d’abord qu’il existe ' € Fj, tel que le graphe associé a
Fy U{F}\ {F} contient un couplage parfait, disons M’. Comme M est un couplage
4 dominance maximale, on déduit que Fyy = Fyy \ {F} U {F}. En additionnant les
contraintes de couplages (4.13) associées & M et M’ et I'inégalité de satisfiabilités (4.1)
associée & F et F, en divisant par 2 et en arrondissant le second membre & 'entier
inférieur, nous obtenons la contrainte

> ap+ap <|Fyl- L (4.14)
F’EFJM

Il est clair que cette contrainte domine la contrainte de couplage (4.13) associée a M
et définit une face propre. Ceci implique que la contrainte (4.13) ne peut pas définir
une facette de P(G,U,, ).
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Supposons maintenant qu'il existe F, tel que F, F ¢ Fy et pour tout F/ € Fy, le
graphe associé a Fyy U{F} \ {F'} contient un couplage parfait, disons Mp. Comme
M est de dominance maximale, il s’ensuit que Fyr,, = Fpy U {F'} \ {F'}.

En additionnant les inégalités (4.13) associées aux couplages Mg, pour tout F’ € Fy;
et au couplage M, en divisant par |F)| et en arrondissant le second membre & I'entier
inférieur, nous obtenons la contrainte

> aptap < |Fy| -1 (4.15)
F'eF),

Comme cette contrainte domine la contrainte (4.13), cela implique que cette derniére
ne définit pas une facette.

(<) Supposons maintenant que les conditions 1) et 2) sont vérifiees. Notons par
ar < o la contrainte (4.13) associée a M. Soit bxr < [ une contrainte définissant une
facette de P(G, U., 7). Supposons que {x € P(G,U.,7) : ax = a} C{z € P(G,U., ) :
bx = B}. Puisque P(G,U,, 7) est de pleine dimension, il suffit de montrer qu’il existe
p > 0 tel que b = pa.

Soient F; et F, deux éléments distincts de Fj;. Considérons les ensembles S; =

FM \ {Fl}, et SQ = FM\{FQ}

D’aprés la condition 1), les graphes associés a S; U{F1} et Sy U{F5} ne contiennent
pas de couplage parfait, ce qui implique que les graphes Hg, et Hg, n’en contiennent
pas non plus. Comme les vecteurs d’incidence de S et Sy vérifient ax = «, il s’ensuit
que bzt = bz"?. Par conséquent, b(F}) = b(Fy). Comme F, et F, sont deux éléments
quelconques de F); on déduit que

b(F') = b(F™) = p, pour tout F', F* € Fy, (4.16)

ol p est un scalaire dans R.

Considérons I'ensemble S3 = S; \ {F;}. D’aprés la condition 1), le graphe Hg, ne
contient pas de couplage parfait. De plus, il est clair que S5 vérifie la condition (i), ce
qui implique que Ss est une solution. Comme az*' = az*, nous avons bz = bz, ce
qui implique que b(F;) = 0. Comme F} est un élément quelconque de Fy; on en déduit
que

b(F) =0, pour tout F' € Fy;. (4.17)
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Soit F3 un élément quelconque de &\ F); tel que Fy ¢ Fy;. D’aprés la condition 2),
il existe un élément de Fyy, disons Fy, tel que le graphe associé a Fyy U {F3} \ {F4} ne
contient pas de couplage parfait. Considérons les ensembles Sy = Fyy U {F3} \ {Fy} et
Ss = Fur \ {Fi}. Il est clair que Sy et S5 sont des solutions. Comme az® = az® et
donc bt = bx5 il en résulte que b(F3) = 0. Comme Fj3 est un élément quelconque de
E\ Fy on en déduit que

b(F) =0, pour tout F' ¢ Fy;. (4.18)

Par (4.16)-(4.18), il s’ensuit que b = pa. De plus, comme pour tout ensemble d’arétes
F € F), il existe un sous-graphe H contenant F' tel que la contrainte soit vérifiée a
I'égalité, la face définie par az < « est différente d’une face triviale {x € P(G,U,, 7) :
zp = 0}. Cela implique que la face induite par bz < [ n’est pas contenue dans une
face triviale. Il s’ensuit que b(F) > 0 pour tout F' € Fj;. Comme bxr < ( définit une
facette de P(G,U,, ), il doit donc exister au moins un ensemble d’arétes F' € F) tel
que b(F') > 0. Par conséquent p > 0 et la preuve est terminée. O

Nous pouvons remarquer que la condition 1) vérifie que la contrainte de couplages
est a dominance maximale.

4.3.4 Inégalités de couplages proches

Dans cette section, nous présentons une nouvelle famille d’inégalités valides pour le
PSGSCP. Ces inégalités sont définies par rapport & un couplage parfait et un élément
particulier de £.

Soient (G, U., ) une instance du PSGSCP, M’ un couplage parfait & dominance
maximale de G et F’ un élément de Fj;. Un couplage parfait M* de G est dit proche
de M’ par rapport a F' si Fyp- C (Fap \ {F'}) U {F’}. On remarque que F’ appartient
a Fy+. En effet, puisque M’ est & dominance maximale, il n’existe pas de couplage
parfait M tel que Fyy C Fiyp.

Proposition 4.7 Soient M’ un couplage parfait & dominance mazimale de G et F' €
Fyp. S7il existe un couplage parfait proche de M’ par rapport a F', alors la contrainte
associée a M' et F', donnée par

Z rrp —F.%F/ S ‘FM/‘ — 1, (419)
FeFyy

est valide pour le PSGSCP.
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Preuve. Notons par M* le couplage proche de M’ par rapport a F’. La somme des
contraintes triviales xp < 1 pour tout F' € Fyy \ (Fy U {F’}) donne la contrainte

> rp < [P\ (B U{E"})]. (4.20)

FeFy \(Fp«U{F'})

Comme Fyp N (Fyp« U{F'}) = (Fy- \ {F })U{F’}, le membre de droite de la contrainte
(4.20) est égal a |Fyp| — |Fag
couplages (4.13) associées a M’ et M* et de la contrainte de satisfiabilités associée a

. La somme de la contrainte (4.20), des contraintes de

F' et T donne la contrainte

2 ) ap+ 22 <2/Fy] -1 (4.21)

FEFA/I/
En divisant cette contrainte par deux et en prenant la partie entiére inférieure du
membre de droite, on obtient la contrainte (4.19) associée & M’ et F. O

Les contraintes (4.19) sont appelées contraintes de couplages proches. Nous donnons
dans le théoréme suivant les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces contrain-
tes définissent des facettes.

Théoréme 4.8 Soient M’ un couplage parfait a dominance mazimale et F' un élément
de Fyp L'inégalité (4.19) associée a M’ et F' définit une facette de P(G,U,.,m) si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
1) il existe F* € Fyp \ {F'} tel que le graphe associé a Fyp U {F'} \ {F', F*} ne
contient pas de couplage parfait,

2) pour tout F € Fyp \ {F'} au moins un des graphes associés aux ensembles Fpp U
{FY\{F} et Fxp U{F, F}\ {F, F'} ne posséde pas de couplage parfait.

3) pour tout F € £\ Fap tel que F ¢ Fyp et le graphe associé a Fpp U {F}\ {F'}
contient un couplage parfait, il existe F* € Fyp \ {F'}, tel que l'un des graphes
associés a Fyp U{FY\{F*} ou Fy U{F , FY\{F*, F'} ne contient pas de couplage
parfait.

Preuve. (<) Supposons d’abord que pour tout F € Fyy différent de F', le graphe
associé a Sp = (Fy U {F'})\ {F',F} contient un couplage parfait, disons Nz. La
somme de I'inégalité de couplages (4.13) associée au couplage Nz et des contraintes
triviales (4.4) associées a tout élément de Sz \ Fy_, donne

Z rp < |Sp| — L pour tout F € Fyp \ {F'} (4.22)
FESI:-
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En additionnant les contraintes (4.22) pour tout élément F de Fyp \{F'}, |Fypy|—2 fois
'inégalité de satisfiabilités (4.1) associée a F’ et F/, et I'inégalité de couplages proches
(4.19) associée a M’ et F', on obtient, aprés division par |Fjy| — 1 et arrondi inférieur
du membre de droite, la contrainte

> ap 20 < |Fyl - 1. (4.23)

FeFy.

Il est clair que la contrainte (4.23) domine la contrainte de couplages proches (4.19)
associée & M’ et F’ et définit une face propre. Cela implique que cette derniére ne peut
pas définir une facette.

Supposons maintenant qu’il existe un élément de Fyp \ {F'}, disons Fy, tel que les
graphes associés aux ensembles Sy = Fyp U{F I\ {F} et Sy = Fy U{F , Fi})\{F, F'}
contiennent un couplage parfait. Notons respectivement par N; et Ny les couplages
parfait de Hg, et Hg,. La somme des contraintes de couplages (4.13) associées aux
couplages Ny et Ny, des inégalités triviales (4.4) pour tout élément de ensemble (S \
Fy,) U (S3\ Fy,) et de la contrainte de satisfiabilités (4.1) associée a F' et F donne,
apreés division par deux et arrondi inférieur du membre de droite, la contrainte

Z Tp+ITF, + T < ’FM/’ — 1. (424)
FeFy\{F1}

En additionnant la contrainte (4.24), la contrainte de couplages proches (4.19) associée
a M' et F’ et la contrainte de satisfiabilités (4.1) associée a F} et F'1, on obtient alors,
aprés division par deux et arrondi, la contrainte

> zptap +ap < |Ful -1 (4.25)
FEFJW/

La contrainte (4.25) domine la contrainte de couplages proches (4.19) associée & M’ et
F’. De plus, elle définit une face propre, ce qui implique que cette derniére ne peut pas
définir une facette.

Supposons que la condition (3) n’est pas vérifiée. Il existe donc un élément de Fy\ €
différent, de FI, disons Fy, tel que Fy n’appartient pas & Fyy et le graphe associé a
(Fp U{F3}) \ {F'} contient un couplage parfait. De plus, pour tout élément F* de
Fap \ {F'}, les graphes associés a (Fyp U {Fp}) \ {F*} et (Fap U{F , Fo}) \ {F', F*}
contiennent chacun un couplage parfait.

Soit F3 € Fyp \ {F'}. Notons respectivement par Si et S? les ensembles (Fyy U
{BD\ AR} et (Fyy U{F, )\ {F', F3}. Par hypothése, Hgy et Hgz contiennent
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chacun un couplage parfait, disons N3 et N2. Comme |S}| = |S%| = |Fyy/|, la somme
des contraintes de couplages (4.13) associées & Nj et Nz, des contraintes triviales
(4.4) pour tout élément de I'ensemble (S \ Fy1) U (S5 \ Fyz) et de la contrainte de
satisfiabilités (4.1) associée a F” et F donne, aprés division par deux et arrondi inférieur
du membre de droite, la contrainte

> wptaptap < |Fal- L (4.26)
FeF,/\{F3}

Notons par Ng un couplage parfait de Hg. En additionnant la contrainte de couplages
(4.13) associée & Ng, les contraintes triviales (4.4) associées aux éléments de S\ Fiy,, les
contraintes (4.26) associées a tout élément de Fyp \ {F'} et la contrainte de couplages
proches (4.19) associée & M’ et F’, on obtient, aprés division par |Fyy| et arrondi
inférieur du membre de droite, la contrainte

Y wptapt+ap < |[Ful-1 (4.27)

Fely

Il est clair que la contrainte (4.27) domine la contrainte de couplages proches (4.19)
associée a M’ et F’ et définit une face propre. Cela implique que cette derniére ne peut
pas définir une facette.

(<) Supposons maintenant que les conditions 1) - 3) sont vérifiées. Notons par az < «
la contrainte (4.19) associée & M’ et F' € Fyp. Soit br < [ une contrainte définis-
sant une facette de P(G,U., ). Supposons que {x € P(G,U.,7) : ax = o} C {x €
P(G,U., ) : bx = B}. Puisque P(G,U,, ) est de pleine dimension, il suffit de montrer
qu’il existe p > 0 tel que b = pa.

Comme la condition 1) est respectée, il existe F* € Fj;\{F'} tel que le graphe associé
4 S* = (Fyp U{F })\ {F’, F*} ne contient pas de couplage parfait. Comme M’ est un
couplage parfait, Fp satisfait la condition (i) de la définition (3.9). D’aprés la définition
de F par rapport a un élément F € &£, il s’ensuit que S* vérifie aussi la condition (i).
S* est donc une solution du PSGSCP. De plus, comme |S* N (Fyp U{F })| = |Farr| — 1,
5 5" = a. L’ensemble S = Fy; \ {F'} est aussi une solution

il s’ensuit que x° vérifie ax

du PSGSCP puisque M’ est un couplage & dominance maximale, ce qui implique que
Hg ne contient pas de couplage parfait. De plus, comme F’ € Fyy, on a az®” = a.

On déduit alors que bz®" = bz, ce qui implique que
b(F') = b(F) = p, (4.28)

ol p est un scalaire dans R.
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Soit Fy un élément de Fyy \ {F'}. Clairement, Sy = Fyp \ {F1} correspond a une
solution réalisable. De plus, elle vérifie az® = a. On a donc bz®" = bz, ce qui
implique que b(F}) = b(F’). Comme Fj est un élément quelconque de Fyy \ {F'}, on
déduit alors, avec 'équation (4.28), que

b(F) = p, pour tout F € Fyp U {F'}. (4.29)

Soit Fy un élément de €\ Fyy tel que Fy ¢ Fyp. Clairement, Fy est différent de .
Considérons 'ensemble Sy = (Fr U{F5})\{F"}. Supposons que Hg, ne contient pas de
couplage parfait. Dans ce cas, comme Fy ¢ Fyyr, So est solution du PSGSCP. Comme
F' € Fyp, az® = a. On a alors bz = bzS", ce qui implique que b(F,) = 0. Supposons
maintenant que le graphe Hg, contient un couplage parfait. La condition 3) du théoréme
implique alors qu'il existe un élément de Fy \ {F'}, disons F3, tel que le graphe associé
a S3 = (Fpyr U{F2}) \ {F3} ou le graphe associé a S§ = (Fy U {Fy, F})\ {F3, F'} ne
contient pas de couplage parfait. Comme Fy ¢ Fyp, il est clair que Ss et S5 vérifient
la condition (i) de la définition (3.9). De plus, on a |S5 N (Fap U{F })| =[S N (Fyr U
{F’})| = |Fyp| — 1. 1l s’ensuit que S5 et/ou S5 est solution du PSGSCP. Supposons que
S5 est solution. Dans ce cas, comme on a az™® = «, il sensuit que bz = bx", ce qui
implique que b(F") + b(Fy) = b(F3). D’aprés équation (4.29) il s’ensuit que b(F3) = 0.
Supposons maintenant que S} est une solution. Comme on a bz% = b5, on deduit
que b(Fy) + b(?l) = b(F3), ce qui implique, d’aprés 1'équation (4.29), que b(Fy) = 0.
Comme F, est un élément quelconque de € \ Fyp tel que Fo ¢ Fypr, on déduit que

b(F) = 0 pour tout F € £\ Fyp tel que F ¢ Fy. (4.30)

Considérons finalement un élément de €\ Fyp différent de 7,, disons F}, tel que F, €
Fyp. Considérons les ensembles Sy = Fop U{Fy}\{F,} et S, = Fo U{Fy, F \{F4, F'}.
D’aprés la condition 2) le graphe Hg, et/ou Hg; ne contient pas de couplage parfait.
Il est clair que Sy et S} vérifient la condition (i) de la définition (3.9). De plus, on a
1S4 N (Far ULE )| = |8, 0 (Far U{F'})| = |Far| — 1. Tl s'ensuit que S; et/ou S
est solution du PSGSCP. Supposons que S est solution. Dans ce cas, comme on a
ar’t = a, il s’ensuit que bzt = br®”", ce qui implique que b(Fy) + b(F) = b(EFy).
D’aprés I'équation (4.29), il s’ensuit que b(Fy) = 0. Supposons maintenant que S
est une solution. Comme on a bz = br%", on déduit que b(Fy) + b(F/) = b(F,),
ce qui implique, d’aprés I'équation (4.29), que b(Fy) = 0. Comme Fj est un élément
quelconque de &€\ Fyy différent de F tel que F, € Fyy, on déduit que

b(F) = 0 pour tout F € E\ Fyp, F # F tel que F € Fyp. (4.31)
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D’aprés les équations (4.28)-(4.31), il s’ensuit que b = pa. De plus, comme pour tout
ensemble d’arétes ' € Fiyp U {F/}, on a exhibé une solution contenant [’ et dont le
vecteur d’incidence vérifie la contrainte a 1'égalité. Il s’ensuit que la face définie par
ar < « est différente d'une face triviale {xr € P(G,U,, ) : zr = 0}. Cela implique que
la face induite par bx < 3 n’est pas contenue dans une face triviale. On déduit que
b(F) > 0 pour tout F € Fyp U{F }. Comme bz < 3 définit une facette de P(G, U, ),
il doit donc exister au moins un ensemble d’arétes F' € Fyp U {F/} tel que b(F) > 0.
Par conséquent, p > 0 et la preuve est terminée. [

4.3.5 Inégalités de k-couplages

Dans ce qui suit, on note par © I'’ensemble des sous-ensembles de & différents de
I'ensemble vide vérifiant la condition (i) de la définition (3.9). Autrement dit, un sous-
ensemble non-vide 6§ C & appartient a O s’il n’existe pas un sommet u € U, tel que
{EL, El} C 0. Soient § € ©, @ C 0 et k un entier appartenant a {1,...,|¢'| + 1}. Le
graphe Hy est dit k-couplages par rapport & 6" si aprés la suppression de n’importe
quels & — 1 ensembles d’arétes de 6’ dans Hy, le graphe résultant contient toujours un
couplage parfait.

Proposition 4.9 Soient 0 € ©, 0" C 0 et k € {1,....|0'| + 1}. Si le graphe Hy est
k-couplages par rapport a @' alors la contrainte associé a @', 0 et k, donnée par

aptk Y ap < |0+ k(00| 1), (4.32)

Feo! Feo\¢'

est valide pour P(G,U., ).

Preuve. Supposons qu’il existe une solution S de P(G,U., ) telle que le vecteur

d’incidence x° ne satisfait pas (4.32), c’est-a-dire z° vérifie

a4tk Y af >0+ k(0N 0] 1) (4.33)

Feo' Feo\o/

Notons par 0% les éléments de ' n’appartenant pas a S. Comme z° € {0,1}¢, on
en déduit que Y. o 2p < 0] et kY peo 3 > k(|0\ 0| — 1) + 1. Par conséquent
D Feo\ 2% =10\ @|. On en déduit que > o % > 0| — k + 1. Cela implique que
0| < k—1. Par définition des graphes k-coupages, le graphe Hg\ g~ contient un couplage
parfait. Comme 6\ 6* C S, Hg contient un couplage parfait nous avons donc une
contradiction. U
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u %
1 1
u %
2 2
Arétes vraies/fausses
— — — — Arétes vraies
u %
3 3
------- Arétes fausses
u %
4 4
u %

FIGURE 4.3 — Graphe Hy.

Nous appelons les contraintes (4.32) inégalités de k-couplages.

Par exemple, considérons le graphe G de la figure 4.3. Posons 6§ = {E!  F!

uy? ug?

E, E.,, Bl }ett ={E,, E,, E.}. Le graphe Hy est 2-couplages par rapport

uq? u? u2’

a 6. En effet, le graphe Hy posséde un couplage parfait méme si on supprime Eqil, EfL2

ou EfL3. On en déduit que la contrainte de 2-couplages
Tpy Ty, + 2y, +20E, + 27, <5
est valide.

Nous donnons dans la suite des conditions nécessaires pour que les inégalités de
k-couplages définissent des facettes.

Proposition 4.10 Soient § € ©, ¢ C 0 et k € {1,....0'| + 1} tels que Hy est k-
couplages par rapport a 0. La contrainte de k-couplages associée a €', 6 et k ne définit
pas une facette si une des conditions est vérifiée :

1) Hy est k'-couplages par rapport a 0', avec k' > k,
2) il existe F' € 0\ 0' tel que Hy est k-couplages par rapport a 6/ U {F'},
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3) il existe 6C0Oetl C0 tels que 0~\ 0 Co \ &, 6 C O et Hj est k-couplages par
rapport a 6.

Preuve. Supposons que la condition 1) est vérifiée. Dans ce cas, la contrainte de k-
couplages associée a €', 0 et k' est valide pour le PSGSCP. Cela implique que les vecteurs
d’incidence des solutions appartenant a la face induite par la contrainte de k-couplages
associées a ¢', 0 et k, disons Fy, vérifient alors 3 pcp xp = [0'| €6 3 pgy g zr = [0\ 1.
Ils vérifient donc a I'égalité la contrainte de k-couplages associées a ', 6 et K/, ce qui
implique qu’ils appartient a la face induite par cette contrainte disons Fj/. De plus, il
est clair que Fy est différent de P(G,U,, m). Comme les contraintes associées a ¢, 0 et
ket @, 0 et k', ne sont pas équivalentes, Fj, ne peut pas définir une facette.

Supposons que la condition 2) est vérifiée, c’est-a-dire qu'il existe F' € 6\ €' tel que
Hy est k-couplages par rapport a 8/ U{F'}. La contrainte de k-couplages (4.32) associée
a ¢, 0 et k est combinaison linéaire de la contrainte de k-couplages associée a ' U{F'},
6 et k et de k-1 fois la contrainte triviale (4.4) associée a F. La contrainte (4.32) ne
peut pas définir une facette de P(G,U,, ).

Supposons que la condition 3) est respectée, alors il existe 6 C 0 etd - 0 tels
que 6\ @ C O\, 0 C 0 et Hj est k-couplages par rapport a 6. La contrainte de
k-couplages (4.32) associée a ', 0 et k est combinaison linéaire de la contrainte de k-
couplages associée a 0', 0 et k, des contraintes triviales (4.4) associées aux éléments de
0'\ @ et de k fois les contraintes triviales (4.4) associées aux éléments de (6\6')\ (0\6').
La contrainte (4.32) ne peut pas définir une facette de P(G, U, ). O

On considére maintenant le cas ot ' = 0 et kK = 2. Une contrainte de k-couplages
associée 4 0, 0" = 0 et k = 2 est appelée contrainte de 2-couplages associée a 6. Elle
correspond donc a

> ap <0 -2, (4.34)

Feo

Proposition 4.11 Etant donné 6 € © tel que Hy est 2-couplages par rapport a 6, la
contrainte de 2-couplages (4.34) associée a 0 ne définit pas une facette de P(G,U,, )
si une des conditions suivantes est vérifiée :

1) il existe une partition {0',0% 0%} de 0 telle que les graphes Hgi g2 et Hgips sont
2-couplages par rapport 6*,
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2) il existe une partition {0',0?} de 0 telle que le graphe Hg g2 est 3-couplages par
rapport a 01 et le graphe induit par 0, contient un couplage parfait.

Preuve. Supposons que la condition 1) est respectée, alors il existe une partition
{6%,62,63} de 0 telle que les graphes Hyi g2 et Hgi gs sont 2-couplages par rapport 6.
La contrainte 2-couplages (4.34) associée a 6 est combinaison linéaire des contraintes
de k-couplages associées a 01, 01 UO%, k = 2 et 61, 1 UH® et k = 2. La contrainte (4.34)
ne peut pas définir une facette de P(G,U,, ).

Supposons que la condition 2) est respectée, alors il existe une partition {0',6?} de
0 telle que le graphe Hgi g2 est 3-couplages par rapport a 6% et le graphe induit par
0, contient un couplage parfait, disons M;. La somme de la contrainte de couplages
(4.13) associée a My, des contraintes (4.4) associées a chaque élément de 0\ Fy, et
de deux fois la contrainte de k-couplages (4.32) associée a 0%, 0' U 62 et k = 3 donne,
aprés division par trois et arrondi inférieur du membre de droite, la contrainte

> ap+2) ap < 0" +206° -3 (4.35)

Fefl Feh?

La contrainte 2-couplages (4.34) associée a 6 est combinaison linéaire de la contrainte
(4.35), de la contrainte de couplages (4.13) associée a M; et des contraintes triviales
(4.4) associées aux éléments 6\ Fyy,. La contrainte de 2-couplages (4.34) ne peut pas
définir une facette de P(G,U,, ). O

Remarquons qu'’il est possible d’étendre la condition 1) de la proposition 4.11 pour les
contraintes de k-couplages associées a 0, ' = 0 et k, avec 2 < k < |6]| + 1. Considérons
une partition de 6 en k + 1 sous-ensembles. Notons ces ensembles 6%, i € {0, ..., k}. Si
les graphes Hgo i, j = 1, ..., k, sont k-couplages par rapport a 6°, alors la contrainte
de k-couplages associées a 0, 6/ = 0 et k est combinaison linéaire des contraintes de
k-couplages (4.34) associées a 6°, 67 et k, pour tout j =1,.... k.

4.3.6 Inégalités de sous-graphe régulier

La famille de contraintes que nous allons présenter dans la suite est définie par deux
sous-graphes particuliers. Considérons dans un premier temps I’ensemble F représen-
tant un sous-ensemble de & restreint sur un ensemble de sommets U. C U.. Soient
U CUV CV, U, =U.nU"et Fy, C{ELE] :u e U}, tels que |U'| = |V'| et
| Fu: N{EL, Ef}| =1 pour tout u € U.. On note par I'y;; 'ensemble des sous-ensembles
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Fu:. On dit qu'un sous graphe G’ = G(U'UV") est un sous-graphe régulier si pour tout
v € I'y; le graphe H.,(U'UV") posséde un couplage parfait. On appelle G* = G(U*UV™)
ou U*=U\U"et V* =V \ V' le graphe complémentaire de G'.

Remarquons que le sous-systéme associé au sous-graphe G’ est régulier.

Proposition 4.12 Soient une instance du PSGSCP (G, U., ), G' un sous-graphe ré-
gulier, G* le graphe complémentaire de G' et M un couplage parfait de G*. Alors la
contrainte

S (wp tag)+ Y ap <|U+ |[Fy| -1 (4.36)

uel!, FeFu

est valide.

Preuve. Supposons qu'il existe une solution S de P(G,U., ) telle que le vecteur
5 ne satisfait pas (4.36), c.a.d. ° vérifie

Dk +ag)+ > an > U+ |[Ful -1 (4.37)

uEUé FeFy,

d’incidence x

Comme z° € {0,1}¢ on en déduit que ZueUé(x%z +x§£) < |Ul et Y pep, T8 > [Ful.
Par conséquent Y pcp 2% = |[Fy|. On déduit que ZueU{:(x%a + :L'gi) = |U!|. Par
définition les graphes H.(U'U V'), pour tout 7 € I'y;, possédent un couplage parfait.
Comme M est un couplage parfait de G*, tous les sous-graphes H, p,,, avec v € I'yy,
possédent un couplage parfait. Nous avons donc une contradiction. O

Par exemple considérons le graphe G de la figure (4.4). Le sous-graphe G’ est régulier,
de plus le graphe G* posséde un couplage parfait, donné par les arétes en gras. On en
déduit la contrainte valide

TEy, +$E1{1 +TE, +$E£2 +ZE, +$E53 +rE, e < 4. (4.38)

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les contraintes du programme linéaire en nombres entiers (P) définissent des facettes
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Vi ——— Arétes vraies/fausses
G’ v, — — — — Arétes vraies
v, | Arétes fausses
v4
G Vs
u O —~0 v,

FIGURE 4.4 — Exemple de graphe G avec G’ régulier et G* le graphe complémentaire
de G'.

du polytope des solutions. Nous avons présenté les contraintes de couplages a domi-
nance maximale définissant une sous-famille des contraintes de couplages. Nous avons
ensuite donné les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces contraintes défi-
nissent des facettes. Nous avons ensuite donné de nouvelles contraintes valides. Nous
avons présenté les contraintes de couplages proches pour lesquelles nous avons donné
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’elles définissent des facettes du poly-
tope. Nous avons ensuite discuté des contraintes de k-couplages pour lesquelles nous
avons donné plusieurs conditions nécessaires pour qu’elles définissent des facettes du
polytope. Enfin nous avons présenté les contraintes de sous-graphe régulier. Ce travail
a donné lieu a la publication |52].

Dans le chapitre suivant, nous présentons les méthodes permettant de séparer cer-
taines de ces contraintes et nous développons un algorithme de coupes et branchements
basé sur ces méthodes de séparation.






Chapitre 5

Algorithme de coupes et
branchements pour le PSGSCP

Ce chapitre présente un algorithme de coupes et branchements pour résoudre le
probléme du sous-graphe sans couplage parfait. Cet algorithme est basé sur les résultats
polyédraux du chapitre précédent. Ce travail a pour objectif de montrer 'intérét de
I’étude polyédrale réalisée, I'efficacité des contraintes trouvées lors de cette étude et
d’obtenir un algorithme exacte pour le probléme de I'analyse structurelle des systémes
algébro-différentiels conditionnels.

Les algorithmes présentés dans ce chapitre s’appliquent a une instance du PSGSCP
(G,U., ), avec G = (UUV, E) un graphe biparti, U. C U et 7 = {E., B/ E'/ : v € U}
une partition de E. Rappelons que nous notons par EY = U,cyEY et par € le sous-
ensemble de 7 donné par £ = {E!, E{: : u € U.}. De plus, étant donné un couplage
parfait M de GG, on note par F); I’ensemble des éléments de £ contenant une aréte de
M, c’est-a-dire Fyy ={F € £: FN M # (}.

Dans la section 1, nous présentons différents algorithmes permettant de séparer les
contraintes valides pour le PSGSCP présentées dans les chapitres précédents. Nous
présentons ensuite dans la section 2 ’algorithme de coupes et branchements développé
pour résoudre le probléme. Nous terminons par la présentation de résultats expérimen-
taux obtenus pour différentes variantes de 1’algorithme de coupes et branchements.
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5.1 Séparation des contraintes

Dans cette section, nous proposons des algorithmes de séparation pour les inégali-
tés de couplages (3.11), les inégalités de couplages a dominance maximale (4.13), les
inégalités de couplages proches (4.19) et les inégalités de k-couplages (4.32), lorsque
k=2.

Dans les algorithmes de séparation, on notera par z* &€ R‘f‘ le vecteur sur le quel
s’applique la séparation.

5.1.1 Séparation des inégalités de couplages

Comme les contraintes de couplages appartiennent & la formulation, il est nécessaire
de les séparer de maniére exacte afin de s’assurer de la réalisabilité des solutions. En
effet, une solution entiére est réalisable seulement si elle satisfait toutes les contraintes
de couplages.

Théoréme 5.1 Les inégalités de couplages (3.11) peuvent étre séparées en O(nmlog(n)).

Preuve. Posons 2/ = 1 — z*. Les contraintes de couplages (3.11) pour z* sont donc
équivalentes a

> ah>1 (5.1)

FeFy

Considérons le vecteur de poids w € ]RLr | associé aux arétes du graphe G défini par :

' siuv € F, avec F' € €
Wy = { r ’ " pour tout uv € E.

0 sinon,

Comme 7 est une partition de F, alors w est défini de maniére unique et w,, = 0
pour tout aréte de EY. Soit w(M) la valeur du couplage parfait M dans G de poids
minimum par rapport & w. Si w(M) est inférieur a 1, alors la contrainte (3.11) associée
au couplage parfait M est violée. Autrement, si w(M) est supérieur ou égal a 1, comme
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M est le couplage parfait de poids minimum, on en déduit que toutes les contraintes
de couplages (3.11) sont satisfaites. D’aprés le théoréme 1.4, le probléme de couplages
parfaits de poids minimum peut étre résolu en O(nmlog(n)). Les inégalités de couplages
(3.11) peuvent donc étre séparées en O(nmlog(n)). O

Nous donnons maintenant un exemple de séparation des contraintes de couplages
(3.11). Considérons 'instance (G, U,, ) du PSGSCP ou G = (U UV, E) est le graphe
donné par la figure 5.1, U, = {uq, ug, ug, us} et 7 se déduit des labels vrais et faux
sur les arétes indiquées sur la figure 5.1. Soit x* € [0,1]® une solution fractionnaire
définie par x*E;il =1, x*Eiz =1, x*EES = 0.6, x}‘% =1, m*E{fl =0, w;iiQ =0, a:*E£3 =04
et I*E£4 = (. Le probléme de séparation des contraintes de couplages se raméne alors
a déterminer dans G un couplage parfait de poids minimum par rapport au vecteur w
défini par :

0 siuv € {uivr, u1vs, UpV1, Ugla, UsVs, UsU3, UsVs, UsUs ),
0.4 siuv € {usvs},

0.6 siuv € {uzvy, uzvs},

1 sinon.

Un couplage parfait de poids minimum par rapport & w est M’ = {ujvs, ugvy, usvs,
U404, usvs t. De plus, on a w(M') = 0.4, ce qui implique que w(M’) < 1. La contrainte
de couplages associée & M est donc violée par z*. Comme Fyy = {E} , E. , E}_, E },
la contrainte de couplages associée a M’ est donnée par

xEZl —|—£IZ’E52 —F.’L’Ea?’ +$Ea4 S 3 (52)

5.1.2 Séparation des contraintes de couplages & dominance maxi-
male

Nous proposons ici une amélioration de la séparation des contraintes de couplages
(3.11), permettant d’assurer que les contraintes séparées correspondent a des couplages
a dominance maximale (4.13). En effet, 'algorithme de séparation présenté dans la
section précédente détermine, si elle existe, une contrainte de couplages (3.11) violée
par z*. Cependant, cette contrainte peut ne pas étre & dominance maximale. Dans
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Arétes vraies/fausses

— — — — Arétes vraies

------- Arétes fausses

FIGURE 5.1 — Graphe G associé & x* et couplage parfait de poids minimum.

ce cas, la proposition 4.5 implique que cette contrainte est dominée par une autre
contrainte de couplages associée a un couplage parfait M’ de G tel que Fyy C Fy. 11
est donc préférable, afin de renforcer la relaxation linéaire courante, de n’ajouter que
des contraintes de couplages & dominance maximale. Le probléme de séparation de ces
contraintes consiste alors, étant donnée une contrainte de couplages (3.11) associée a
un couplage parfait M’ dans G et violée par x*, & determiner un couplage parfait M”
de G tel que Fyr C Fyyp et |Fiyyv| minimum.

Le probléme défini précédemment correspond bien au probléme de séparation des
contraintes de couplages a dominance maximale (4.13). En effet, par définition des
couplages & dominance maximale, le couplage parfait M” est bien un couplage & domi-
nance maximale. De plus, la contrainte (4.13) associée & M" est violée par x* car cette
contrainte domine la contrainte de couplages (3.11). Par ailleurs, si aucune contrainte
de couplages (3.11) n’est violée par z*, alors aucune contrainte (4.13) n’est violée par
x* puisque les contraintes de couplages & dominance maximale sont des contraintes de
couplages (3.11).

Le probléme de séparation des contraintes (4.13) peut étre résolu de maniére exacte
grace a l'algorithme défini comme suit. Considérons le graphe biparti HM' = (U U
V,E'), avec E' = (E' U(Uper,,, F)). Tout couplage parfait M de H est un couplage
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parfait vérifiant Fy; C Fp. Le probléme de séparation consiste alors a déterminer un
couplage parfait M” de HM' contenant un minimum d’arétes intersectant Fy;, ce qui
est équivalent & maximiser le nombre d’arétes de £, Le probléme de séparation revient
alors & déterminer dans H™' un couplage parfait de poids maximum par rapport au
vecteur coit w € ]lel| défini par :

1 siwve EY,
Wy = { pour tout uv € E'.

0 sinon,

L’algorithme de séparation des contraintes de couplages a dominance maximale peut
alors étre résolu en O(nmlog(n)).

Nous donnons maintenant un exemple de séparation des contraintes de couplages a
dominance maximale (4.13). Considérons de nouveau l'instance (G, U., ) du PSGSCP
ou G = (UUV,E) est le graphe donné par la figure 5.1, U. = {uy, us, us, u4}
et m se déduit des labels vrais et faux sur les arétes indiqués sur la figure 5.1. La
contrainte de couplages (3.11) violée par z* trouvée dans l’exemple précédent est la
contrainte associée au couplage parfait M’ = {uyvq, ugvy, usvs, ugvy, usvs}. Le sous-
graphe HM' = (UUV, E'), avec E' = (E¥ UE!, UE! UE! UE! ) associé au couplage
parfait M’ est donné par la figure 5.2. Le probléme de séparation des contraintes de
couplages & dominance maximale (4.13) se raméne alors a déterminer dans H™' un
couplage parfait de poids maximum par rapport au vecteur w défini par :

[ 1 siuww € {ugvr, ugva, Usvs, usva, UsVs |,
w’lL'U - .
0 sinon.

Un couplage parfait de poids maximum par rapport & w est donné par M" = {u;vy,
UgVs, U3V3, UgVy, UsVs}. Comme la contrainte de couplages associée a M’ est violée par
x* on en déduit que la contrainte de couplages associée a M" est aussi violée par x*.
La contrainte de couplages associée & M" est donnée par

J7E1‘;3 +IEZ4 S 1. (53)

De plus, il est clair que I'inégalité (5.3) domine I'inégalité (5.2) car I'inégalité (5.2) est
obtenue par combinaison linéaire de I'inégalité (5.3) et des inégalités triviales zp; <1
et T, <1
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u, O -0 v,
~ —~
~ -
~ -
- ~N
- ~
~ ~ -
u, O O Y,
Arétes vraies/fausses
u Ys — — — — Arétes vraies

----------- - Arétes fausses

FIGURE 5.2 — Graphe HM et couplage parfait & dominance maximale.

5.1.3 Séparation des contraintes de couplages proches

On rappelle que si F' est un élément de &, alors F' correspond a I'élément de £\
{F} couvrant le méme sommet de U. que I'ensemble F. Autrement dit, si F' = E!
(resp. EY) pour un u € U, donné, alors F' = EI (resp. F = E'). Nous donnons dans
cette section une séparation heuristique des contraintes de couplages proches (4.19).
Cette heuristique s’appuie sur la séparation des contraintes de couplages a dominance
maximale définie dans la section précédente. Notons par M’ le couplage a dominance
maximale associé a la contrainte de couplages & dominance maximale (4.13) trouvée par
I’algorithme de séparation précédent. L’heuristique cherche alors un couplage parfait
M et un élément F' € Fy tel que M est proche de M’ par rapport a F et la contrainte
de couplages proches associé & M’ et F est violée par x*.

Cet algorithme n’est donc pas exact car il peut exister un couplage parfait M; diffé-
rent de M’ dans G et un élément F}" appartenant a Fy;, tels qu’il existe un couplage
parfait proche de M; par rapport & F} et la contrainte (4.19) associée a M; et F} soit
violée par x*. Cette contrainte ne sera pas détecté par l'algorithme. La complexité du
probléme de séparation exact des contraintes de couplages proches est une question

ouverte.
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L’heuristique, décrite par l'algorithme 1, peut étre présentée de la maniére sui-
vante. Soit M’ un couplage a dominance maximale tel que la contrainte de cou-
plages & dominance maximale (4.13) associée a M’ est violée par z*. Pour chaque
élément F' € Fyp, on considére le sous-graphe Hp = (U UV, E’) de G, avec E' =
(B UF U (Upremyp(ry F")). Supposons qu’il existe un couplage parfait, disons M",
dans Hp. Alors Fy C (Fyp U{F} \ {F}). Le couplage parfait M” est donc proche
de M’ par rapport a F. Comme M’ est un couplage a dominance maximale, alors la
contrainte de couplages proches (4.19) associée a M’ et F' est valide pour le PSGSCP.
Comme elle domine la contrainte (4.13) associée a M’, elle est violée par x*.

Notre séparation des inégalités de couplages proches utilise I’algorithme des chaines
augmentantes. La recherche d’un couplage parfait dans Hp peut étre fait en O(m). En
effet, la restriction de M’ sur Hp correspond a un couplage de cardinalité n — 1. S’il
existe une M’-chaine augmentante dans Hp, alors le nouveau couplage sera un couplage
parfait de Hp. La recherche d’'un couplage parfait dans Hp se fait donc en déterminant
une M’-chaine augmentante. La recherche d’une chaine augmentante dans un graphe
se fait en O(m). Nous obtenons donc une heuristique s’exécutant en O(|Fypr|m).

Algorithme 1: Heuristique de séparation des contraintes (4.19)

Entrées : - Vecteur z*
- Un couplage parfait & dominance maximale M’ de G tel que la
contrainte de couplages associée a M’ est violée par z*
Sorties : - Ensemble S de contraintes de couplages proches (4.19) violées par x*
début
S =
Eny = Upep,, FU EY;
pour chaque F' € F); faire
Construire le graphe Hp = (UUV, E'), avec E' = (Eyp UF) \ F;
si il existe une chaine (M'\ F)-augmentante dans Hp alors
Ajouter dans S la contrainte de couplages proches (4.19) associée a
M’ et F
fin

fin

retourner S;

fin

Nous donnons maintenant un exemple de séparation des contraintes de couplages
proches (4.19). Considérons de nouveau l'instance (G, U, 1) du PSGSCP ou G = (U U
V, E) est le graphe donné par la figure 5.1, U. = {uy, ug, ug, us} et m se déduit
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des labels vrais et faux sur les arétes indiqués par la figure 5.1. Le couplage parfait
a dominance maximale associée a la contrainte violée par z* trouvée par le probléme
de séparation des contraintes de couplages & dominance maximale est donné par le
couplage parfait M = {ujvy, ugvg, uzvs, usvy, usvs}. Les sous-graphes HEZS = (UU
V,E'), avec E' = (EY UE] UE!) et Hp, = (UUV,E"), avec £ = (EYUEL UEL)
sont donnés par les figures 5.3(a) et 5.3(b). Le probléme de séparation des contraintes de
couplages se raméne a déterminer dans HEiS et dans HEZ4 s'il existe un couplage parfait.
Comme les sous-graphes HEZS et HEi3 possédent un couplage parfait, I'heuristique
génére les contraintes de couplages proches

<
TEy, + IE£3 —0—an4 <1 (5.4)
TEt, + Tl +ap, < 1 (5.5)
violée par z*.
u, © O v, u, O o v
u, O O v, u, © o v,

u; Y; u, v;
u v u v

4 4 4 4
U Ys u, Vs

(b)

Arétes vraies/fausses
— — — — Arétes vraies

------- Arétes fausses

FIGURE 5.3 — Graphes HEz3 et HE54.

5.1.4 Séparation des contraintes de 2-couplages

Dans cette section, nous présentons des algorithmes de séparation des contraintes de
k-couplages (4.32) lorsque k = 2. Nous présentons d’abord un algorithme de séparation
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exact correspondant a la résolution d'un programme linéaire en nombres entiers. La
complexité de cet algorithme est une question ouverte. Pour cette raison nous considé-
rons ensuite une heuristique permettant de résoudre une version relaxée de ce probléme
de séparation. Nous montrons que cette heuristique correspond a un algorithme de flot
de colit minimum qui peut donc étre résolu en temps polynomial.

Rappelons que 'on note par © l'ensemble des sous-ensembles de & différents de
I'ensemble vide vérifiant la condition (i) de la définition (3.9). Autrement dit, un sous-

ensemble non-vide 6 C & appartient a © s’il n’existe pas un sommet u € U, tel que
{E.El} Co.

Soient # € © et 6’ C . La contrainte de 2-couplages associée a 6 et 0’ s’écrit :

ap+2 Y ap<|0]+2(0\ 0] 1). (5.6)

Fet/ Feo\o’

On remarque que dans le chapitre 4, on a appelé contrainte de 2-couplages les con-
traintes de k-couplages lorsque k = 2 et #' = 6. Ici on appelle contrainte de 2-couplages
les contraintes associées & # € ©, 0’ C et k = 2.

5.1.4.1 Séparation exacte des contraintes de 2-couplages

Les contraintes de 2-couplages sont en nombre exponentiel. Afin de pouvoir les utiliser
dans un algorithme de coupes et branchements, il est nécessaire de s’intéresser au
probléme de séparation de ces contraintes. Ce probléme peut étre défini comme suit.
Etant donné un vecteur x*, existe-t-il § € ©, @' C 0 tels que le sous-graphe Hy de G
est 2-couplages par rapport a 6 et la contrainte de 2-couplages (5.6) associée a 0 et 0’
est violée par x*?

Posons ' = 1—a*. Les contraintes de 2-couplages (5.6) pour z* sont donc équivalentes

o ap+2 > ah>2 (5.7)

Feo' Feo\o/

a

Notons par D(G,6,0") 'ensemble des couples (6,0") tels que 6 € O, 8" C 0 et le
graphe Hy est 2-couplages par rapport a #'. Etant donnés (0,60') € D(G,6,6'), on note
par w(f,0") la valeur du membre de gauche de la contrainte (5.7) associée a 0 et 6’
donnée pour x*. On a alors

w®,0)=> ah+2 > k. (5.8)

Feo’ Feo\o’
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Le probléme de séparation des contraintes de 2-couplages (5.6) associé & x* revient
alors a déterminer

* * /% — : /
w* =w(6*,0™) (9,9')£%,9,9')w(9’0) (5.9)

Si w* < 2, alors la contrainte de 2-couplages associée a 0* et 0 est violée par x*.
Autrement, il n’existe pas de contrainte de 2-couplages (5.6) violée par x*.

Nous allons montrer dans un premier temps que le probléme de séparation est équi-
valent a un probléme secondaire. Nous montrons ensuite que ce probléme secondaire
est équivalent a un probléme de flot particulier.

Soient My, Ms, ..., M, n couplages parfaits de G. Notons par M la famille d’arétes
correspondant & I'union des couplages parfaits M;, i = 1,2,...,n en prenant en compte
les multiplicités des arétes. Autrement dit, si une aréte e appartient a k couplages
parfaits, alors elle apparait & fois dans M. On a alors |[M| = n|U|. La famille M est
appelée n-coulages parfaits vrai/fauz (n-CPVF) si elle vérifie :

E! N M =0 ou Ef " M =0 pour tout u € U,. (5.10)

Etant donné un n-CPVF M, on associe un coit, disons C(M), égal a Y ., ¢, ol

(

20 st BN M| =n,
T si1<|E;NM[<n,

Cw=1Q 200, s |ES N M| =n, (5.11)
s sil<|EINnM|<n,
0 sinon.

\

On montre avec les deux propositions suivantes que le probléme de séparation des
contraintes de 2-couplages se raméne a chercher un n-CPVF de poids minimum.

Lemme 5.2 Soit M un n-CPVF. Alors il existe (0,0") € D(G,0,0") tel que w(0,0") =
C(M).

Preuve. Nous construisons 6,60’ a partir de M de la maniére suivante. Considérons
un sommet v € U. Comme M est un n-CPVF, alors on a [0(u) N (M \ EL)| = n et/ou
16(u) N (M\ Ef)| = n. Supposons, sans perte de généralité, que [d(u) N (M \ EI)| = n.
Si |[EL N M| =0, E! n’appartient pas a 6. Si |E, N M| = n, alors on ajoute E’ dans
6. Autrement, on ajoute E! dans ' et 6. Il est facile de voir que par construction, on

aw(®,d)=C(M).
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Montrons maintenant que le sous-graphe Hy de G est 2-couplages par rapport a ¢’
Considérons un élément F' de 6. Par construction, comme I € ¢, cela implique que
1 <|FNM]| < n. Comme M est I'union de n-couplages parfaits, il existe au moins un
couplage parfait de Hy, disons M, tel que d(u) N EY N M, # (. 1l s’ensuit que M, est
un couplage parfait de Hg\ ;ry. Comme F est un élément quelconque de ¢', on déduit
alors que Hy contient un couplage parfait méme aprés la suppression d’un ensemble de
0', ce qui implique que Hy est 2-couplage. O

Lemme 5.3 Soit (0,0') € D(G,0,0'). Alors il existe un n-CPVFE M tel que C(M) <
w(0,0).

Preuve. On construit, a partir de @ et 6, n couplages parfaits dont 'union forme un n-
CPVF.Ona @' = {F,,F,,..., Fg|}. Pour tout F' € ¢, il existe dans Hy\ F' un couplage
parfait puisque Hy est 2-couplages par rapport & 6'. Notons par My, M, ..., Mg les
couplages parfaits obtenus dans Hy \ F;, i = 1,2,...,|0'|. Considérons n — ¢ copies
additionnelles de M; et considérons le n-couplages parfaits, disons M, obtenu par
I'union (en prenant en compte les multiplicités des arétes) des n couplages parfaits
ainsi obtenus. Supposons maintenant que M ne vérifie pas (5.10), c’est-a-dire qu’il
existe u € U, tel que M N E. # 0 et M N E! # (. Comme M est 'union de couplage
parfait de Hy, cela implique que 6 contient E! et EJ une contradiction avec le fait que
0 € ©. M est donc un n-CPVF. Considérons maintenant le cotit associé a M. Soit
u un sommet quelconque de U. Si {EL, ES} N6 =0, alors MN{EL Ef} =0, ce qui
implique que ¢, = 0. Supposons maintenant que {E!, E/} N6 # (). Comme 6 € ©, on
a [{E., EI} N 6| = 1. Notons par F I'élément de {E!, EJ} appartenant a 0. Si F € ¢/,
alors il existe i € {1,...,]0'|} tel que M; est un couplage parfait de Hp (p,3. On déduit
alors que |[M N F| < n, ce qui implique que ¢, < z%. Si F ¢ 0/, alors |[M N F| < n, ce
qui implique que ¢, < 2z%. Il est alors facile de voir que ¢(M) < w(6,0"). 0

Théoréme 5.4 Le probleme de séparation des contraintes de 2-couplages (5.6) associé
a x* revient a chercher un n-CPVF de codt minimum.

Preuve. Soit M un n-CPVF de cotit minimum. Si ¢(M) < 2, alors par le lemme 5.2,
il existe (0,6') € D(G,0,0") tel que w(6,0") = ¢(M) < 2. La contrainte de 2-couplages
associée a 6 et 6 est alors violée par z*.

Supposons maintenant que ¢(M) > 2. Par le lemme 5.3, on déduit que pour tout
(0,0") € D(G,0,0'), on a w(6,0') > 2, ce qui implique qu’aucune contrainte de 2-
couplages (5.6) n’est violée par z*. O
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Nous formulons maintenant la recherche d’un n-CPVF de cotlit minimum & 'aide d’'un
programme linéaire en nombres entiers. Ce programme s’appuie sur un graphe orienté
D = (Vp, Ap) contenant des arcs multiples et construit a partir de G = (UUV, E) de
la maniére suivante.

Pour chaque sommet u € U,, on ajoute dans Vp les sommets {w., ..., w?}. On ajoute
également dans Vp les sommets v € U \ U,, les sommets v € V et deux sommets s
et t. L’ensemble Vp contient alors 8|U.| + |U| + |V| + 2 sommets. Notons n = |U,|.
L’ensemble Ap est construit de la maniére suivante. Pour chaque arc de a € Ap on
associe également un coiit p(a) et une capacité c(a). Pour tout u € U,, on ajoute dans

Ap les arcs
1) (w2, wl), (w wh), (w!ws), (w? w?), avec un coiit de 0 et une capacité de n,
2) (wy,w), avec un coiit de ', et une capacité de n,
3) (w?, wl), avec un coiit de l’ZEq{ et une capacité de n,
4) (wk wd), avec un cotit de T et une capacité de 1,
5) (wi w?), avec un coiit de 0 et une capacité de n — 1,
6) (wd, w)), avec un coiit de x%{i et une capacité de 1,

7) (w8, w?), avec un cotit de 0 et une capacité de n — 1,

La figure 5.4 donne I'’ensemble d’arétes ajoutées pour un sommet v donné. Les deux
nombres sur chaque arc a correspondent respectivement a c(a) et p(a).

Pour tout E! € & (resp. B/ € £) et pour tout uv € E! (resp. uv € E) on ajoute

larc (v, wl) (resp. (v,w?)), avec un cotit de 0 et une capacité de n. Pour tout u € U,

7

1), avec un cout de 0 et une

et pour tout uv € E' on ajoute les arcs (v, w3) et (v,w
capacité de n. Pour tout u € U \ U, et pour tout uv € EY on ajoute I'arc (v,u), avec
un cotit de 0 et une capacité de n. Finalement, pour tout v € V, u € U\ U, et v’ € UL,

on ajoute les arcs (s,v), (u,t) et (wl,,t), avec un coiit de 0 et une capacité de n.

3

Nous allons voir que la recherche d’'un n-CPVF de colit minimum dans G revient a
trouver un st-flot particulier de valeur |U||U,| et de cott minimum.

Considérons un flot f tel que

(i) f(a) < ¢(a) pour tout a € Ap,

(ii) pour tout u € Vp \ {s,t}, D2, pyea, f((w,0)) = 32, uyeap, [ (v, 1)), Cest-a-dire
que le flot est conservé,
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FIGURE 5.4 Gadget de remplacement d’un sommet u € U..

(iii) Z(s,v)eAD f((s,v)) = Z(U,t)EAD f((v, 1)) = |U||Ue|,
(iv) pour tout u € U,, f((w2,wl)) =0 ou f((ws wl)) =0,
(v) minimiser ) _, p(a) tel que A" = {a € A: f(a) > 0}.

Ce probléme de flot minimise la somme des cotits des arcs traversés par le flot et pas
le cotit du flot.

Proposition 5.5 Le probléme de séparation des contraintes de 2-couplages (5.6) as-
socié G x* revient a trouver un flot f vérifiant les conditions (i)-(v).

Preuve. Considérons un n-CPVF, disons M, de poids minimum dans G. Nous allons
définir dans D un flot f correspondant & M.
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- f((s,v)) =n, pour tout v € V, f((u,t)) = n, pour tout u € U\ U,, et f((w},t)) =n,
pour tout u € U..

- f((v,u)) =kouueU\U., v eV etk est égal au nombre d’occurrences de 'aréte
uv dans M.

- f((v,wd)) =kouu e U, v eV tel que uv € E! et k est égal au nombre d’occurrences
de l'aréte uv dans M.

- f((v,wd)) =k ot u € U, v € V tel que uv € Ef et k est égal au nombre d’occur-
rences de I'aréte uv dans M.

- f((v,w3)) = k (resp. f((v,w])) = k), avec u € U, et v € V et k égal au nombre
d’occurrences de laréte uv dans M, tel que uv € Efo.

Pour tout v € U, :

S |BLAMI < n (resp. [EL O M| < n), alors f((wh, w3) = f((whu?)) = |ELO M
(resp. f((wS ) = F((wlwd) = |Ef O M), f((whw?) = n — |E, 0 M| (resp.
fllwy, wh)) =n—[ELOAM]), f((wy, w,)) =n (resp.f((wy, w,)) = n).

-si [EY N M| =n, alors f((w?,w?)) =n, f((w?,w!)) = n choisis arbitrairement.

Comme le n-CPVF vérifie la condition (5.10), on en déduit que le flot vérifie donc la
condition (iv) et, par construction, le flot vérifie les conditions (i)-(v) est bien un flot
de cott minimum C'(M).

Considérons maintenant dans D un st-flot de valeur |U||U,.| et de coit minimum véri-
fiant les conditions (i)-(v). Considérons I'ensemble d’arétes M de G ou pour tout u € U
et pour tout v € V, on ajoute f((v,w}))+ f((v,wd))+ f((v,w))+ f((v,w]))+ f((v,u))
fois 'aréte uv € M. Il est clair que chaque sommet de U UV posséde exactement n
arétes incidentes. Cela implique que M correspond & un n—CPVEFE. De plus comme le
flot vérifie la condition (iv), on en déduit que I'ensemble M vérifie la condition (5.10).
On en déduit que M est un n-CPVEF. De plus, il est clair que le poids de M est égal
au cott du flot. O

Pour résoudre ce probléme de flot nous proposons, dans la suite, une formulation a
laide d’un programme linéaire en nombres entiers. Soient f € {0,1, ..., n}'AD| tel que,
pour tout (u,v) € Ap, fu correspond au flot de u a v, et y € {0, 1}42 tel que, pour
tout (u,v) € Ap, Yuy = 1 81 f((u,v)) > 0 et y,, = 0 sinon.

Soit z € {0, 1}Vl tel que,

pour tout u € U.,.
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Le probléme de séparation des contraintes de 2-couplages est équivalent au pro-
gramme linéaire en nombres entiers suivant :

(uw)€Ap

Z Jou — Z fuv = by pour tout u € Vp, (5.12)
(v,u)€5° (u) (u,0) €594 (u)
Juwzwr < nzy pour tout u € U,, (5.13)
Juswr < n(l—2z,) pour tout u € U,, (5.14)
Juw < (1, 0) Y pour tout (u,v) € Ap, (5.15)
z, €4{0,1} pour tout u € U, (5.16)
fuw €{0,...,n} pour tout (u,v) € Ap, (5.17)
Yuw € {0,1} pour tout (u,v) € Ap, (5.18)

ou

\U||U,| siv=s,
b, =4 —|U||U.] siv=t,

0 sinon,

et ¢((u,v)) correspond a la capacité de 'arc (u,v).

Les contraintes (5.12) sont les contraintes de conservation de flots assurant que nous
avons bien un flot de |U||U,| allant de s a t. Les contraintes (5.13) et (5.14) représentent
la condition (iv). Les contraintes (5.15) permettent de borner la valeur du flot passant
sur chaque arc en fonction de sa capacité. Les contraintes (5.16) et (5.17) sont les

contraintes d’intégrités.

Comme le calcul de flot de cotit minimum respectant la condition (v) est un probléme
NP-difficile[32], nous conjecturons que ce probléme est lui aussi NP-difficile. Nous pré-
sentons, dans la prochaine section, une heuristique de séparation des contraintes de
2-couplages.

5.1.4.2 Séparation heuristique des contraintes de 2-couplages

Nous présentons une heuristique de séparation des contraintes de 2-couplages. Cette
heuristique consiste d’abord a déterminer un ensemble w € O tel que |{E!, B} Nw| =1



98 Algorithme de coupes et branchements pour le PSGSCP

pour tout u € U,.. L’heuristique détermine ensuite s’il existe § C w et 6/ C 0 tel que
la contrainte de 2-couplages (5.6) associée a 6 et 6’ est violée par z*. Cette séparation
est donc clairement une heuristique puisque pour étre exacte, il faudrait appliquer la
séparation pour tout ensemble de © vérifiant [{EL, B/} Nw| = 1 pour tout u € U...

L’ensemble w est déterminé de la maniére suivante. Pour tout sommet v € U,., on
ajoute E! dans w si T 2 0.5, EJ sinon.

Séparer les contraintes de 2-couplages par rapport a w revient & determiner un
n—CPVF M de G de cott minimum tel que M N F = ) pour tout F € & \ w.
En termes de flot, cela revient a déterminer dans D un flot respectant les conditions
(i)-(v) tel que f((wS,wl)) = 0si B! € wet f((w2,wl)) = 0si B/ € w pour tout
u € U.. Nous calculons un flot f de valeur |U||U.| de cott minimum dans le graphe
D(W), ott W correspond & I'ensemble Vp dans lequel les sommets {w? w3, w} w?}

7

pour tout u € U, tel que Ef € w et les sommets {wS w? wS wd} pour tout u € U,

tel que E! € w sont supprimés. Nous proposons de relacher la condition (v). Soient
2= cap(a) tel que A" = {a € A: f(a) > 0}. Notons que 2z’ = w(f,0") ou 0
(resp. 0’) correspond a Pensemble des ensembles F, € w, u € U, tel que f((w?,w?))
ou f((wd wb)) est égal a |U,| (resp. est compris entre 1 et |U,| —1). Si 2/ < 2 alors la
contrainte de 2-couplages associée & 6 et €' est violée par z*. Comme ce probléme de
flot peut se résoudre en temps polynomial, notre heuristique peut elle aussi se résoudre
en temps polynomial.

Nous donnons maintenant un exemple de séparation heuristique des contraintes de
2-couplages (5.6). Considérons l'instance (G, U.,7) du PSGSCP oa G = (U UV, E)
est le graphe donné par la figure 5.5, U, = {uy, ug, us, us} et w se déduit des labels
vrais et faux sur les arétes indiqués sur la figure 5.1. Soit la solution courante a séparer

r =1 2%. =1,2%., =06,2%, =12%, =0,2%7, =0, 2% —041’ =0, les
B 1 VEL, EL, K, Ef ’ E;52 ) Ef 4 )
/ _ _ _ / _ _

valeurs x’ associées sont :UEZ1 0, $E52 0, :)3]%3 =04, T, O 93 1, :UE52 =1,

x%, = 0.6, xE = 1. L’ensemble w correspond alors a {E! : u € U .}. L’ensemble

w (‘orreqpond alors Vp \ {{ws, wl wd wl} : u € U.}. Le graphe D(W) donné dans
la ﬁgure 5. 6 Le flot passe par les aretes en gras. Nous avons 2z’ = 0.8, on en déduit

9_{ uy? u27 U57Et }et 9,_{ uy? }
La contrainte de 2-couplages
inl +.1'Ei2 + 2$Eﬁ3 + 2$E54 <4

est donc valide et violée par x*. Nous avons présenté des algorithmes de séparation asso-
cié aux contraintes de couplages, couplages a dominance maximale, couplages proches
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Arétes vraies/fausses
v — — — — Arétes vraies

------- Arétes fausses

FI1GURE 5.5 — Graphe G.

et 2-couplages. Nous allons voir dans la prochaine section comment nous avons intégré
ces algorithmes de séparation dans notre algorithme de coupes et branchements.

5.2 Algorithme de coupes et branchements

Dans cette section, nous présentons un algorithme de coupes et branchements pour le
probléme du sous-graphe sans couplage parfait. La formulation (P) contient une famille
de contraintes en nombre exponentiel, & savoir les contraintes de couplages (3.11),
les autres apparaissant en nombre polynomial. Cette famille d’inégalités sera donc
ajoutée dynamiquement au programme linaire courant. Notre algorithme commence
par résoudre le programme linéaire formé par les contraintes de (P) apparaissant en
nombre polynomial, c¢’est-a-dire, le programme linéaire initial donné par
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FIGURE 5.6 Flot de colt minimum.
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La solution optimale * € RI€l de cette relaxation est réalisable pour le probléme si
x* est un vecteur entier qui satisfait les contraintes de couplages (3.11). En général,
la solution x* n’est pas réalisable. Dans ce cas, a chaque itération, 1’algorithme génére
des inégalités valides pour le probléme mais pas pour la solution optimale courante.
Les inégalités ainsi trouvées sont ajoutées au programme linéaire courant et le nouveau
programme est résolu. Ce processus est repris jusqu’a ce qu’aucune inégalité violée
n’est détectée. Si la solution n’est pas encore réalisable, ’algorithme procéde alors
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a un branchement. L’algorithme 2 ci-dessous illustre les principales phases de notre
algorithme de coupes et branchements.

Algorithme 2: Algorithme de coupes et branchements
Entrées : un graphe biparti G = (U UV, E), un sous-ensemble U, € U et une

partition 7 de E
Sorties : Solution optimale de (P)

début
1: PL < Programme linéaire initial

2 : Résoudre le programme linéaire PL.
Soit z la solution optimale de PL.

3 : si z est réalisable pour P(G,U,, ) alors
| x est une solution optimale. STOP

fin
4 : si des contraintes violées (couplages a dominance mazimale, couplages

proches, 2-couplages) par x sont trouvées alors
Les ajouter a PL.

Aller en 2.
fin

5 : sinon
|  Brancher sur une variable fractionnaire.

fin
6 : Prendre la meilleure solution de tous les sous-problémes.

fin

La séparation des inégalités est réalisée dans I'ordre suivant. Dans un premier temps,
on sépare les contraintes de couplages. Ensuite, on améliore, si c’est possible, la con-
trainte de couplages en contrainte de couplages & dominance maximale. Puis on génére
I’ensemble des contraintes de couplages proches associées a ce couplage. Enfin on sépare
les contraintes de 2-couplages. Les algorithmes de séparation utilisés pour ces inégalités
ont été donnés dans la section précédente. Les contraintes de 2-couplages sont séparées
uniquement en utilisant ’heuristique définie dans la section 5.1.4.2.

On peut remarquer que toutes les inégalités sont globales (i.e. valides dans tout
I'arbre de branchements). Par ailleurs, plusieurs contraintes peuvent étre ajoutées a
chaque itération.

Lorsque des contraintes (3.11), (4.13), (4.19) et (5.6) du programme linéaire ne sont
plus serrées par la solution x pendant plusieurs itérations, ces derniéres sont suppri-
mées du programme linéaire afin de ne pas alourdir inutilement la taille de ce dernier.
Cependant, il est possible que ces contraintes soient par la suite de nouveau violées par
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la solution courante. Afin de ne pas générer plusieurs fois la méme contrainte, chaque
contrainte violée trouvée est ajoutée dans un pool. La séparation de chaque famille
d’inégalités consiste alors a vérifier d’abord s’il existe des contraintes de cette famille
dans le pool qui sont violées par la solution courante. Si de telles contraintes existent,
alors elles sont ajoutées au programme linéaire courant et la séparation s’arréte. Dans le
cas contraire, les procédures de séparation définies précédemment sont exécutées pour
trouver de nouvelles inégalités violées qui n’ont jamais été générées par l'algorithme.

Par ailleurs, on remarque qu’il n’est pas nécessaire de brancher si nous obtenons une
solution fractionnaire strictement inférieure a |U,|. En effet, le systéme est singulier si
et seulement si le programme linéaire en nombres entiers posséde une solution égale
a |U.|. Par conséquent, si la solution optimale du programme ou plusieurs contraintes
d’intégrité sont relaxées est strictement inférieure a |U.| alors il n’existe pas de solution
entiére égale & |U,.|. Le systéme est donc régulier si la solution optimale fractionnaire est
strictement inférieure a |U.|. Il n’est donc pas nécessaire de brancher a partir d’'un nceud
de I’arbre de branchements si la solution fractionnaire associée est inférieure a |U,|. Par
contre, il est nécessaire d’explorer les autres nceuds de ’arbre de branchements.

5.3 Résultats expérimentaux

5.3.1 Contexte informatique

Avant de présenter les différents résultats expérimentaux que nous avons obtenus,
nous donnons un bref descriptif des logiciels et du matériel informatique que nous
avons utilisés.

L’algorithme de coupes et branchements décrit précédemment a été programmé en
C+-+ en utilisant la librairie ABACUS [1], une librairie qui gére 'arbre de branche-
ments. Pour la résolution des programmes linéaires, ABACUS fait appel a la librairie
CPLEX 11.0 [41]. Nous avons utilisé I'algorithme de Galil, Micali, et Gabow |28| pré-
senté dans la section 1.6 et implémenté dans la librairie COIN-OR LEMON Graph [4]
afin de résoudre les problémes de couplages parfaits de poids minimum. Nous avons
aussi utilisé la librairie COIN-OR LEMON Graph pour résoudre les problémes de flots
de cotit minimum, selon P'algorithme du network simplex [7, 16, 48]. Notre algorithme
de coupes et branchements a été testé sur un Pentium core 2 duo 2,66 Ghz avec 2Go
de mémoire vive, sous systéme Linux.

Dans un premier temps, nous allons montrer 'efficacité des contraintes que nous
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avons proposées. Pour cela, nous testons un ensemble d’instances en utilisant différentes
variantes de notre algorithme de coupes et branchements. Nous étudions ensuite la
difficulté de résolution des instances. Dans cette étude, nous avons pu tester notre
algorithme sur des instances de grande taille.

5.3.2 Analyse d’efficacité des contraintes valides

Tout d’abord, nous allons décrire le générateur d’instances aléatoires que nous avons
utilisé pour comparer l'efficacité des différentes contraintes valides. Nous présentons
ensuite les résultats obtenus par les différentes variantes de notre algorithme de coupes
et branchements.

5.3.2.1 Description des instances testées

Nous avons généré des instances aléatoires afin de tester notre algorithme de coupes
et branchements. On rappelle qu'une instance du PSGSCP est définie par le triplet
(G,U.,7) ot G = (UUV, E) est un graphe biparti, U. C U et 7 = {E., B/ EY/ :u € U}
est une partition de E. Par ailleurs, les instances aléatoires sont générées de maniére a
respecter les conditions suivantes :

(i) les sommets de V' sont couverts par au moins une aréte vraie/fausse,
(ii) les sommets u € U, sont couverts par au moins une aréte vraie et une aréte fausse,
(iii) pour tout F € &, le graphe associé & {F'} ne contient pas de couplage parfait.

Si la condition (i) n’est pas vérifiée, alors nous sommes dans le cas polynomial présenté
dans le chapitre 3. Si la condition (ii) ou (iii) n’est pas vérifiée, il est alors possible
de transformer le graphe comme vu dans la remarque 4.1. Dans ce cas, le nombre de
sommets représentant des équations conditionnelles est strictement inférieur a |U,|.

La taille d’une instance aléatoire est définie par le nombre de sommets du graphe
biparti ainsi que le nombre moyen d’arétes incidentes a chaque sommet de I’ensemble U.
Les ensembles U, contiennent entre 10 et 40 sommets. Le nombre de sommets de U \ U.
(correspondant aux équations non conditionnelles) est toujours égal a 5. Le nombre
total de sommets de chaque graphe est donc compris entre 30 et 90. Par ailleurs, le
nombre d’arétes incidentes a chaque sommet de U est un entier aléatoire appartenant
al'ensemble {k—2,... k+2}, ou k est un entier fixé. Nous avons considéré des valeurs
de k =5,7,9,11,13, car il est assez rare d’avoir plus de 13 variables dans une équation
algébro-différentielle. Pour chaque taille d’instances, nous avons testé cinq instances.
Nous considérons les moyennes des résultats obtenus pour ces cinq instances.
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Nous avons proposé un générateur d’instances aléatoires permettant de vérifier les
conditions (i)-(iii). Dans un premier temps, notre générateur construit un graphe biparti
G = (U UV, E) ne contenant pas d’aréte |E| = 0. On définit ensuite, en fonction du
paramétre k, le nombre d’arétes incidentes a chaque sommet u € U. On note I(u) le
nombre d’arétes incidentes au sommet v € U. Pour chaque sommet v € V' on ajoute
une aréte vraie/fausse uv € EY oit uw € U est défini de maniére aléatoire, respectant la
borne I(u) siu € U\U, et I(u) —2siu € U.. Ceci permet d’assurer que la condition (i)
est respectée. Ensuite, pour chaque sommet u € U,, on ajoute une aréte vraie uv € Ef
et une aréte fausse uv’ € EJ, ot les sommets v et v’ sont générés de maniéres aléatoires.
On ajoute, de maniére aléatoire, des arétes vraies, fausses ou vraies/fausses, afin qu’il
y est I(u) arétes incidentes pour chaque sommet u € U,. Nous finissons par ajouter, de
maniére aléatoire, des arétes vraies/fausses afin qu’il y est I(u) arétes incidentes aux
sommets u € U \ U.. Nous vérifions enfin la condition (iii). Si elle est vérifiée, alors
I'instance générée est une instance valide, autrement on génére une autre instance.
L’algorithme 3 ci-dessous illustre notre générateur d’instances.

5.3.2.2 Résultats obtenus

Nous avons testé plusieurs variantes de notre algorithme de coupes et branchements.
Dans un premier temps, nous présentons les résultats si nous séparons uniquement,
les contraintes de couplages. Nous donnons ensuite les résultats quand nous amélio-
rons la séparation des contraintes de couplages avec les contraintes de couplages a
dominance maximale. Nous intégrons, dans une troisiéme variante, les contraintes de
couplages proches. Enfin, dans une quatriéme variante, nous intégrons les contraintes
de 2-couplages. Nous avons fixé le temps maximum de résolution & une heure.

Nos résultats expérimentaux sont reportés dans les tables suivantes. Les différentes
colonnes de ces tables représentent :
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Algorithme 3: Générateur d’instance aléatoire

Entrées : - la taille des ensembles |U| = |V| = n, le nombre d’arétes incidentes
en moyenne £ et le nombre de sommet de |U,| = z

Sorties : - Un graphe biparti G = (U UV, E) vérifiant les conditions (i)-(iii).

début

Construire le graphe G = (UUV, E), avec |E| =0, |U| = |V| =n;

pour chaque v € V faire

Soit un booléen b égal a vrai;

tant que b est vrai faire

Soit u € U un sommet défini de maniére aléatoire;

siue U\U, et §(u) < I(u) alors

| b égal faux
fin

siu€U. et d(u) < I(u)—2 alors
| b égal faux

fin

fin
Ajouter uv € E'/;

fin

pour chaque u € U, faire
Soient v, v’ € V' deux sommets définis de maniére aléatoire;
Ajouter uv € E! et wv' € EY;

fin

pour chaque u € U faire

tant que d(u) < I(u) faire
Soient v € V un sommet défini de maniére aléatoire et F' un ensemble
défini de maniére aléatoire dans {E., EJ, E'/};
Ajouter uv € F;

fin

fin
pour chaque u € U \ U, faire
tant que 6(u) < I(u) faire
Soit v € V un sommet défini de maniére aléatoire;
Ajouter uv € EY;
fin

fin
Construire E = Uyep(EY UELUE!) et 7 = {EL, Ef EY :u e U};
si G ne vérifie pas la condition (iii) alors
relancer I'algorithme;
fin
retourner (G,U., 7);

fin
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n : nombre de sommets correspondant aux équations conditionnelles
de I'instance,

k . entier définissant le degrés de chaque sommet de I’ensemble U
compris entre k — 2 et k + 2

Ne : nombre de contraintes de couplages générées,

Nepy @ nombre de contraintes de couplages & dominance maximale générées,

Nep : nombre de contraintes de couplages proches générées,

Nocp : nombre de contraintes de 2-couplages générées,

TCsep :  temps de séparation des contraintes de couplages, couplages
a dominance maximale et de couplages proches en secondes,

Thop . temps de séparation des contraintes de 2-couplages en secondes,

No : nombre de nceuds dans 'arbre de branchements,

o/p :  nombre de problémes résolus a 'optimum

sur le nombre d’instances testées,
CPU . temps de résolution en secondes.

Le temps T regroupe les temps de séparations des contraintes de couplages, cou-
plages & dominance maximale et de couplages proches. En effet, suivant la variante
utilisé nous essayons améliorer la contrainte il est donc nécessaire de considérer le
temps global.

Notre premiére série d’expérimentations concerne la variante de notre algorithme de
coupes et branchements dans laquelle seules les contraintes de couplages (3.11) sont
séparées. Cette variante consiste & résoudre la formulation (P) sans ajouter de con-
traintes pour renforcer la relaxation linéaire. Nous considérons des instances contenant
entre 10 et 40 équations conditionnelles avec k € {5,7,9,11,13}. La table 5.1 rapporte
la moyenne des résultats obtenus pour ces instances. On remarque que pour les ins-
tances contenant moins de 20 équations conditionnelles, toutes les instances ont été
résolues a 'optimum durant le temps imparti. Par contre, pour les instances contenant
au moins 25 équations conditionnelles, quasiment aucune instance n’a pu étre résolue.

On peut également remarquer que pour la plupart des instances, un trés grand nombre
de contraintes de couplages (3.11) ont été générées. La séparation des contraintes est
relativement rapide au vu du nombre de contraintes de couplages violées trouvées.
Cependant, comme le nombre de contraintes de couplages (3.11) est trés grand, le temps
de séparation représente entre 5 et 10% du temps de résolution. De plus, on peut voir
que le nombre de nceuds dans l'arbre de branchements est relativement grand pour
les instances contenant plus de 15 équations conditionnelles, de 1'ordre de plusieurs
milliers.
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n k No Tesep No o/p CPU
10 5 482 0 7.6 5/5 0
10 7 69,6 0,2 6,8 5/5 0,4
10 9 62,4 0 56 5/5 0,4
10 11 61 0,2 6 5/5 0,6
15 5 2382 04 212 5/5 1,6
15 7 625,2 1 58,8 5/5 9,8
15 9 386,2 0,4 35,2 5/5 3,2
15 11 548 1 51,6 5/5 5,6
15 13 6006 18 556 5/5 6,4
20 5 3554 7 406 5/5 44.8
20 7 18086,8 55 2163,6 4/5 891,6
20 9 14864.2 55 16624 0/5  489,2
20 11 12487,8 58,6 14488 0/5 4652
20 13 16405 82,6 18852 0/5 6434
95 5 374418 1214 44884 2/5 23204
25 7 56409,8 243,2 7366,8 0/5 >1h
25 9 57494,8 2514 7434 0/5 >1h
25 11 56116,6 296,2 7324 0/5 >1h
25 13 544286 321,8 74624 0/5 >1h
30 5 61900,6 169,6 6317,2 1/5 34068
30 7 60309,2 225,66 6744,8 0/5 >1h
30 9 62662,8 2634 65024 0/5 >1h
30 11 60208 297,2 6571,2 0/5 >1h
30 13 60655,6 333,6 6406,8 0/5 >1h
35 b5 641684 196 67624 0/5 >1h
30 7 62128,4 230,2 6156 0/5 >1h
35 9 60982 301 59872 0/5 >1h
35 11 60283,6 315,2 5970,4 0/5 >1h
35 13 59724,2 343,8 5853,2 0/5 >1h
40 5 47083 206,8 4923,6 0/5 >1h
40 7 57308,8 344,2 5656,4 0/5 >1h
40 9 55737,6 400,2 55124 0/5 >1h
40 11 54478 422,2 5420,4 0/5 >1h
40 13 534794 4792 53468 0/5  ~1h

TABLE 5.1 — Résultat pour 'algorithme utilisant les contraintes de couplages.
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Nous allons désormais voir I'impact des contraintes de couplages a dominance maxi-
male.

La table 5.2 donne les résultats expérimentaux obtenus par ’algorithme de coupes et
branchements lorsque les contraintes de couplages (3.11) violées ajoutées a la relaxation
linéaire courante sont uniquement des contraintes de couplages a dominance maximale

(4.13).

[’algorithme utilise alors l’algorithme de séparation donné dans la section 5.1.2.
Les instances testées sont les mémes que celles utilisées pour la premiére variante de
I’algorithme de coupes et branchements. On peut noter que toutes les instances sauf
six ont été résolues a I'optimum. En effet, deux instances avec n = 30, une instance
avec n = 35 et trois instances avec n = 40, pour lesquelles chaque équation contient a
peu prés 5 variables, n’ont pu étre résolues a I’optimum.

On remarque que pour toutes les instances résolues a I’optimum, un faible nombre de
contraintes de couplages a dominance maximale (4.13) ont été générées, excepté pour
les instances contenant 35 équations conditionnelles et dont chaque équation contient
a peu prés 7 variables, pour lesquelles environ 1000 contraintes (4.13) violées sont gé-
nérées en moyenne. On peut également noter que le temps passé dans la séparation des
contraintes de couplages a dominance maximale est relativement faible par rapport au
nombre de contraintes violées générées. Finalement, on peut remarquer que pour les
instances résolues a 'optimum, le nombre de noeuds dans I'arbre de branchements est

relativement faible. Pour la majorité de ces instances, ce nombre est inférieur a 10.

La comparaison des résultats expérimentaux donnés par les tables 5.1 et 5.2 permet de
mettre en valeur I'intérét des contraintes de couplages 4 dominance maximale (4.13). En
effet, grace a ces contraintes, beaucoup d’instances qui n’avaient pu étre résolues durant
le temps imparti sont maintenant résolues en moins d’une seconde. De plus, quasiment
toutes les instances ont pu étre résolues. Finalement, le nombre de nceuds dans ’arbre
de branchements est beaucoup plus restreint. Ces résultats montrent I'intérét de 1’étude
polyédrale développée au chapitre 4. La condition nécessaire de dominance maximale
donnée dans cette étude permet de limiter la recherche de contraintes de couplages
aux seules contraintes intéressantes. Grace a cette dominance maximale, un nombre
réduit de contraintes violées est ajouté a la relaxation linéaire et ces contraintes sont
les contraintes de couplages les plus fortes.

Nous allons voir lefficacité des contraintes de couplages proches.

La table 5.3 rapporte la moyenne des résultats obtenus lorsque les contraintes de cou-
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n k  Nepyu Tosep No o/p CPU
0 5 108 0 48 5/5 0
10 7 7 0 3,6 5/5 0
10 9 440 2 5/5 0
10 11 4,6 0 2 5/5 0
15 5 10,2 0 44 5/5 0
15 7 8,8 0 28 5/5 0
15 9 4 0 2 5/5 0,2
15 11 4 0 2 5/5 0
15 13 4 0 2 5/5 0
20 5 3282 12 1224 5/5 38
20 7 127 1,2 28,8 5/5 2
20 9 15,2 0 56 5/5 0,2
20 11 74 0 24 5/5 0
20 13 5) 0,2 2,8 5/5 0,2
25 5 864 06 384 5/5 18
% 7 364 02 11,2 5/5 1
20 9 9,2 0,2 3,6 5/5 1
25 11 5 0 28 5/5 0,6
25 13 6,2 0 28 5/5 0,8
30 5 76614 38 2786  3/5 152,2
30 7 8 04 204 5/5 16
30 9 22,4 0 6,4 5/5 0,4
30 11 6.6 0,2 28 5/5 0
30 13 4 0,2 2 5/5 0,2
35 5 84222 50,8 2118 4/5 211
35 7 10204 T8 2624 5/5 218
30 9 13.8 0,4 72 5/5 0,8
35 11 11 02 4 5/5 04
35 13 5,2 0,2 2,8 5/5 0,4
40 5 292126 2722 9307,6 2/5 16254
0 7 234 06 148 5/5 14
40 9 8 0 28 5/5 1
40 11 5,8 0 28 5/5 1
40 13 4 0 2 5/5 0,6

TABLE 5.2 — Résultat pour ’algorithme utilisant les contraintes de couplages & domi-

nance maximale.
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plages proches (4.19) sont utilisées pour renforcer la relaxation linéaire. Les instances
testées sont les mémes que celles testées précédemment. Comme pour la précédente va-
riante, les contraintes de couplages considérées sont toutes des contraintes de couplages
a dominance maximale. On note que toutes les instances sauf deux ont été résolues a
Poptimum en moins d’une heure. Seules deux instances contenant respectivement 35
et 40 équations conditionnelles et £k = 5 n’ont pu étre résolues.

Le nombre de contraintes de couplages proches (4.19) générées est généralement
faible. Cependant, pour certaines instances, notamment celles qui n’ont pas pu étre
résolues a 'optimum, un trés grand nombre de ces contraintes ont été générées. Le
nombre de contraintes de couplages a dominance maximale (4.13) violées générées
est trés faible. En effet, au plus une contrainte (4.13) en moyenne est ajoutée a la
relaxation linéaire courante. La plupart du temps, aucune contrainte de couplages a
dominance maximale n’est ajoutée. Ceci s’explique par le fait que presque toutes les
contraintes de couplages & dominance maximale peuvent étre étendues en une (ou
plusieurs) contraintes de couplages proches a I'aide de la séparation donnée dans la
section 5.1.3.

Le temps nécessaire a la résolution des problémes de séparation des contraintes est
trés faible. Finalement, on remarque que pour les instances résolues a 'optimum durant
le temps imparti, le nombre de nceuds dans I'arbre de branchements est généralement
trés faible. Ce nombre est corrélé au nombre moyen de variables apparaissant dans les
équations. Plus ce dernier est élevé, plus le nombre de noeuds est petit.

Les résultats expérimentaux donnés par les tables 5.2 et 5.3 montrent I'importance
des contraintes de couplages proches (4.19). En effet, les résultats de la table 5.3
montrent que quasiment toute contrainte de couplages & dominance maximale peut
étre étendue en une ou plusieurs contraintes de couplages proches. Cela implique que
les contraintes (4.13) trouvées ne définissent quasiment jamais des facettes. De plus, la
prise en compte des contraintes de couplages proches (4.19) diminue systématiquement
le temps de résolution sauf pour les instances a 15 et 35 équations conditionnelles avec
k = 5. De méme, le nombre de nceuds dans 'arbre de branchements est quasiment
toujours plus faible. Les contraintes de couplages proches renforcent donc considéra-
blement la relaxation linéaire.

Enfin nous allons présenter les résultats obtenus quand nous ajoutons les contraintes
de 2-couplages.

La table 5.4 rapporte la moyenne des résultats obtenus lorsque toutes les contrain-
tes, couplages & dominance maximale, couplages proches et 2-couplages, sont utilisées
pour renforcer la relaxation linéaire. Les instances testées sont les mémes que celles tes-
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n k‘ NCDM NC’P Tcsep No 0/p CPU
10 5 0,4 8,2 0 04 5/5 0
10 7 0 8,8 0 16 5/5 0
10 9 0 4 0 0 5/5 0
10 11 0 4 0 0 5/5 0
15 5 0,4 15 02 16 5/5 02
15 7 0 2,8 0 0 5/5 0
15 9 0 4 0 0 5/5 0
15 11 0 4 0 0 5/5 0
15 13 0 4 0 0 5/5 0
20 5 0 1036 02 11,6 5/5 06
20 7 0,2 131 04 228 5/5 12
20 9 0 18,4 0 10 5/5 0,2
20 11 0 5 0 0 5/5 0
20 13 0 5,6 0 04 5/5 0
25 5 0 66,4 0 10 5/5 0,2
25 7 0 37,8 0,2 88 5/5 0,2
25 9 0 9,4 0 0,8 5/5 0
25 11 0 2,6 0,2 04 5/5 0.2
25 13 0 5,6 0 04 5/5 0
30 5 0,6 21038 98 1508 5/5 19,2
30 7 0 o4 0,6 6 5/5 0,8
30 9 1 13,4 0 32 5/5 0,4
30 11 0 2,6 0 0,4 5/5 0
30 13 0 4 0 0 5/5 0
35 5 0 349372 129 3736 4/5 606,2
35 7 0 17334 7 2292 5/5 204
35 9 0 15,2 0 1,6 5/5 0
35 11 0 7,6 0 04 5/5 02
35 13 0 56 02 04 5/5 02
40 5 0 151096 97,6 9264 4/5 2372
40 7 0 682 04 124 5/5 14
40 9 0 2,8 0,2 04 5/5 0.2
40 11 0 5,6 0 04 5/5 0
40 13 0 402 0 5/5 06

TABLE 5.3 — Résultat pour 'algorithme utilisant les contraintes de couplages proches.
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tées précédemment. Comme pour la précédente variante, les contraintes de couplages
considérées sont toutes des contraintes de couplages a dominance maximale. On note
que toutes les instances ont été résolues a I'optimum et en moyenne en moins de 16
secondes.

Les résultats expérimentaux donnés par les tables 5.3 et 5.4 montrent I'importance
des contraintes de 2-couplages (5.6). En effet, les résultats de la table 5.4 montrent
qu’avec en moyenne moins de 7 contraintes de 2-couplages, les temps de calcul dimi-
nuent de maniére significative. De méme, le nombre de noeuds dans l'arbre de bran-
chement est trés faible. De plus, 69% des instances ont pu étre résolues a la racine. Les
contraintes de 2-couplages renforcent considérablement la relaxation linéaire.

Nous allons voir, dans la prochaine section, que ce n’est pas seulement la densité ou
la taille du graphe qui influence les performances mais aussi la cardinalité du couplage
maximum dans le graphe composé uniquement des arétes vraies/fausses G' = (U U
V, EY).

5.3.3 Analyse des paramétres des instances

Nous allons voir quelques paramétres permettant de définir les instances difficiles
a résoudre. Dans un premier temps nous allons voir 'impact du paramétre k, puis
nous verrons l'impact de la cardinalité du couplage maximum du graphe composé
uniquement des arétes vraies/fausses.

5.3.3.1 Parameétre k

Afin d’analyser la difficulté de résolution des instances, nous avons dans un premier
temps essayé notre algorithme sur des instances de plus grande taille. Nous avons donc
généré plusieurs instances en utilisant le méme générateur d’instances. Les ensembles U,
contiennent entre 200 et 300 sommets. Le nombre de sommets de U\ U, (correspondant
aux équations non-conditionnelles) est toujours égal a 20. Nous obtenons des graphes
ayant entre 440 et 640 sommets. Nous avons considéré les valeurs 5,9 et 13 pour k.
Pour chaque taille d’instance, nous avons testé cinq instances. Nous considérons les
moyennes des résultats obtenus pour ces cinq instances. Afin de tester la difficulté de
résolution des instances nous avons augmenté le temps maximum d’exécution a cing
heures.
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n k Nepm Noecp  Nep Tosep Tocp No of/p CPU
0 5 04 08 62 02 0 08 5/5 02
10 7 0 1,2 8,8 0 0 1,6 5/5 0
10 9 0 1 4 0 0 0 5/5 0,2
10 11 0 1,2 4 0 0 0 5/5 0
15 5 08 08 116 0 0 16 5/5 0
15 7 0 1,2 9,8 0 0 0 5/5 0
15 9 0 1 4 0 0 0 5/5 0
15 11 0 1 4 0 0 0 5/5 0
15 13 0 0,8 4 0 0 0 5/5 0
20 5 0 68 1984 06 0 34 5/5 14
20 7 0,8 4,2 278 1,2 0 552 5/5 3
20 9 0 2,4 12,4 0 0 1,6 5/5 0,2
20 11 0 1,8 5 0,2 0 0 5/5 0,2
20 13 0 1 56 0 0 04 5/5 02
2% 5 0 14 9 02 0 6 5/5 02
25 7 0 2,8 33,4 0 0 6,8 5/5 0,4
25 9 0 1,4 9.4 0 0 0,8 5/5 0,2
25 11 0 1 4 0 0 0 5/5 0
25 13 0 1 9,6 0 0 0,4 5/5 0
30 5 0 1,8 29,4 0 0 2 5/5 0,2
30 7 0,2 4,8 71,8 0,2 0 11,6 5/5 1
30 9 1.2 4 13,8 0,2 0 24 5/5 0,6
30 11 0 1 5,6 0 0 0,4 5/5 0,2
30 13 0 1 4 0 0 0 5/5 0,2
35 5 2 6,2 1381,2 7,2 0 1472 5/5 13,2
35 7 0 4 1550,6 6,8 0 198,8 5/5 16
35 9 0 1 15,2 0 0 1,6 5/5 0,4
35 11 0 32 96 02 0 04 55 06
35 13 0 1 4 0 0 0 5/5 0,2
40 5 0 2,8 180.,6 1,8 0 352 5/5 2,4
40 7 0 1,2 68,2 0,8 0 124 5/5 1,2
40 9 0 1,2 5,8 0 0 04 5/5 0,4
40 11 0 1 56 0 0 04 5/5 04
40 13 0 1 4 0 0 0 5/5 0,2

TABLE 5.4 — Résultat pour 'algorithme utilisant toutes les contraintes.
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n k Ncpm Nocp Ncp Tesep Trcop CPU No o/p
200 5 0 08 288 2,00 1.6 4 0 5/5
200 9 0 1 149159,2 6564,31 11213,4 18123,2 21584,4 1/5
200 13 0 1 31453,6 1313,09 31456 4527,8 29776 5/5
225 5 0 1 2504 418 164 20,8 08 5/5
225 9 0 2 124606,8 5074,52 11085,4 16427 14967,2 3/5
225 13 0 1 40070,6 1732,61 4861,4 66852 37628 5/5
250 5 0 2,2 2130,2 211,28 153.,4 375,8 8 5/5
250 9 0 2,2 104283,8 6191,53 10567.6 17085 18835,6 1/5
250 13 0 1 11468,8 377,53 1724,8 2122,2 1022 5/5
275 5 0 125 136,75 7.6 9 175 0 5/5
275 9 0 3 94259,2 4456,83 10598,2 15289.6 14334 4/5
275 13 0 1 7077,6 265,24 1341,2 16204 714,8 5/5
300 5 0 2 623,3 16,15 55 72 0,7 5/5
300 9 0 1,6 78971,4 41439 10179 14541 8996 5/5
300 13 0 1 17203,2 940,12 3355 4344.,6 1431,6  5/5

TABLE 5.5 — Résultat pour 'algorithme afin de tester le paramétre k.

La table 5.5 nous indique que toutes les instances avec k = 5 ont pu étre résolues
en quelques minutes, alors que les instances avec k& = 9 sont rarement résolues en
moins de cinq heures par notre algorithme pour les instances possédant entre 200 et
250 équations conditionnelles. On remarque que toutes les instances possédant 300
équations conditionnelles ont été résolues a 'optimum. Nous pouvons en déduire que
la densité joue un role dans la difficulté de résolution des instances. De plus, nous
déduisons que le nombre d’équations conditionnelles n’est pas un critére suffisant pour
définir la difficulté de résolution des instances.

Nous avons cherché un autre paramétre permettant d’expliquer ces résultats. Pour
cela, nous avons utilisé un second générateur d’instances aléatoires. Ce générateur
permet de faire varier un paramétre différent de la taille de I'instance et de la densité
du graphe.

5.3.3.2 Paramétre v(Hj)

Nous allons définir dans cette section un autre parameétre permettant de donner des
informations sur la difficulté de résolution des instances. Ce paramétre correspond a la
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cardinalité du couplage de taille maximum dans le graphe G' = (U UV, Etf). G’ est le
graphe associé a 'ensemble vide. Cette cardinalité corresponds alors a v(Hy).

Description des instances testées

Nous avons généré d’autres instances aléatoires afin de tester notre algorithme de
coupes et branchements. Ces instances aléatoires du PSGSCP sont définies par le triplet
(G,U.,7) ot G = (UUV, E) est un graphe biparti, U. C U et 7 = {E., B/ EY/ : v € U}
est une partition de E. Le générateur que nous allons présenter génére des instances qui
respectent toujours les conditions (i)-(iii). Nous respectons aussi une autre condition :

(iv) les sommets de U sont couverts par au moins une aréte vraie/fausse.

Cette condition nous permet de générer plus facilement nos graphes.

Nous avons proposé un générateur d’instances aléatoires permettant de vérifier les
conditions (i)-(iv). Notre générateur construit un graphe biparti G = (U UV, E) pos-
sédant le bon nombre de sommets et contenant les arétes E'/ vérifiant les conditions
(i) et (iv) et tel que pour tout sommet u € U, 6(u) = 5. Ensuite, pour chaque sommet
u € U,, on ajoute une aréte vraie uv € E! et une aréte fausse uv’ € EZ, out les sommets
v et v’ sont générés de maniére aléatoire et vérifiant la condition (iii). Enfin, on ajoute
les arétes vraies ou fausses, afin qu’il y ait 10 arétes incidentes pour chaque sommet
u € U,, tout en vérifiant toujours la condition (iii).

Une instance aléatoire est définie par le nombre de sommets du graphe biparti ainsi
que la cardinalité du couplage maximum dans le sous-graphe couvrant composé unique-
ment des arétes vraies/fausses G’ = (U UV, E¥). Dans notre générateur, nous avons
fixé le nombre d’arétes incidentes a chaque sommet de I'ensemble U, afin de ne pas
perturber notre analyse. Nous considérons 5 arétes vraies/fausses et 5 arétes vraies ou
fausses incidentes a chaque sommet u € U, et uniquement 5 arétes vraies/fausses a
chaque sommet u € U \ U,. Les graphes bipartis générés contiennent entre 150 et 1300
sommets appartenant a U, (correspondant aux équations conditionnelles). Le nombre
de sommets appartenant a U \ U, (correspondant aux équations non conditionnelles)
est toujours égal a 5. Nous obtenons donc des graphes contenant entre 310 et 2610 som-
mets. Pour chaque taille d’instances, nous avons testé dix instances. Nous considérons
les moyennes des résultats obtenus pour ces dix instances.

Nous utilisons la variante de notre algorithme de coupes et branchements qui utilise
les contraintes de couplages & dominance maximale, couplage proches et 2-couplages.
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n Necpm Nocp  Nep Tocp Tosey No  ofp  CPU
150 0 168 4048 21 12,6 4,6 10/10 45
175 0 23,1 020,9 3,2 20,8 7 10/10 82,3
200 0 46,8 1111.8 12 65,5 18,4 10/10 251,3
225 0 104 2116 22 15 28 10/10 63,9
250 0 30,6 7744 92 485 88 10/10  239.6
275 0 25,9  519,1 82 418 6,8 10/10 231
300 0 23,7 6334 9 52,7 7.6 10/10 264.,9
325 0 12,7 264,5 38 252 28 10/10 169.2
350 0 41,8 930,1 15,6 110 11,2 10/10 636,6
375 0 329 775 171 928 9.8 10/10 5386
400 0 7.8 195,6 4,7 274 2 10/10 175,6
425 0 22,8  509,8 11,3 746 58 10/10 530,9
450 0 159 413 9,1 624 44 10/10 4234
475 0 23,75 463 13,75 90 2,0 10/10 698
900 0 228 6305 26067 3123 6.8 10/10 2934,9

1000 0 18,1 540,7  2658,7 334,7 5,8 10/10 30129
1100 0 42,1 1277,8 8740,1 967,3 13,6 9/10 9738,3
1200 0 373 962,2 8911,1 889,2 84 8/10 98294
1300 0 19,5 6612 120899 7029 48 9/10 128185

TABLE 5.6 — Résultat pour l'algorithme de coupes et branchements avec v(Hy)

|UC| —10

Résultats obtenus

Nous avons testé notre algorithme sur trois séries d’instances telles que v(Hp)

\U.| — 10, v(Hy) = |Us| — 20 et v(Hy) = |U.| — 25, ot M'/ représente le couplage
maximum contenant uniquement des arétes vraies/fausses.

Nos résultats expérimentaux sont reportés dans les tables suivantes. Les différentes

colonnes de ces tables sont données dans la section 5.3.2.2.

Pour chaque taille d’instances, nous avons testé dix instances. Nous considérons les

moyennes des résultats obtenus pour ces dix instances. Nous avons fixé le temps maxi-

mum de résolution a cinq heures.
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n  Nepm Nocp Ncp Toep  Tosep  No o/p CPU
150 0 2572 31695,1 1270,72 1135,4 504,9 10/10 2723,8
175 0 343,8 40432,6 2238,96 17954 5989 10/10 4594,1
200 0 268,3 32209,7 1996,72 1661,7 533,1 9/10 41576
225 0 3359 371978 3217,68 2292,8 583,6 10/10 6314,9
250 0 2922 344176 3107,76 2457,2 5449 10/10 6341,9
275 0 226,8 26346,7 28924 2129,9 414 10/10 57454
300 0 214 267222 334296 2463,9 421,6 10/10 6642,6
325 0 2458 31104,3 4353,28 3157,3 506,7 10/10 8598,9
350 0 273,6 350312 5722,72 3962,7 583,8 10/10 11116,1
375 0 291 348082 63864 43376 553,10 9/10 12570,6
400 0 223,77 27581,7 5543,28 3620,1 398,3 10/10 10549,2
425 0 2394 30826,6 72824 4396,3 476,2 8/10 13499,3
450 0 209,6 26194,7 6476,7 4037,.8 3988 8/10 12133,7
475 0 263,1 20077,8 8848 4889,2 427,6 4/10 15949,2

TABLE 5.7 — Résultat pour l'algorithme de coupes et branchements avec v(Hp) =
|U0’ — 20

La table 5.6 rapporte les résultats obtenus lorsque les instances ont été générées avec
v(Hpy) = |U| — 10. Les résultats expérimentaux donnés par la table 5.6 montrent que
ces instances sont faciles a résoudre. En effet, en moyenne, le nombre de nceuds dans
I’arbre de branchements est inférieur a 20. De plus, I'algorithme génére relativement
peu de contraintes pour trouver 'optimum.

La table 5.7 rapporte les résultats obtenus lorsque les instances ont été générées
avec v(Hy) = |U.| — 20. Les résultats expérimentaux donnés par la table 5.7 montrent
que notre algorithme résout la plupart des instances contenant au plus 450 équations
conditionnelles énormément. Par contre, seules les instances avec n = 150 sont résolues
en moins d’'une heure. On remarque que nous avons en moyenne 500 nceuds dans ’arbre
de branchement quelle que soit les tailles d’instances que nous avons testées. De méme,
le nombre de contraintes générées est en moyenne a peu pres le méme quelle que soit
I'instance testée considérée. On peut en déduire que la difficulté pour résoudre un
systéme ne dépend pas seulement de la taille de 'instance.
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n  Nepu  Nocp Ncp Tocp  Tosep No o/p CPU
150 0 1914 215364 985,2 56454 37672 0/10 >5h
175 0 145,3 153122,6 876,2 4980,7 2685,6 2/10 14821,3
200 0 173 171514,5 1190,75 6625,5 2926 0/10 >5h

TABLE 5.8  Résultat pour l'algorithme de coupes et branchements avec v(Hy) =
\Ue| — 25

La table 5.8 rapporte les résultats obtenus lorsque les instances ont été générées avec
v(Hy) = |U.| — 25. Les résultats expérimentaux donnés par la table 5.8 montrent qu’il
est trés difficile de résoudre ces instances. Ceci confirme que la difficulté pour résoudre
une instance dépend aussi de v(Hp).

5.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des algorithmes exacts et heuristiques pour la
séparation de la plupart des contraintes présentées dans les chapitres précédents. Grace
a ces algorithmes, nous avons développé un algorithme de coupes et branchements per-
mettant de résoudre le PSGSCP. Nous avons testé l'efficacité des différentes familles
d’inégalités utilisées pour renforcer la relaxation linéaire. Des instances contenant jus-
qu’a 1300 équations différentielles conditionnelles ont ainsi pu étre résolues grace a cet
algorithme de coupes et branchements.

Une étude approfondie des instances difficiles a résoudre pourrait nous permettre
de trouver de nouvelles contraintes nous permettant de résoudre plus facilement ces

istances.



Chapitre 6

Analyse structurelle des systémes
algébro-différentiels conditionnels
imbriqués

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord une extension des SADC lorsqu’une equa-
tion différentielle conditionnelle est associée a plusieurs conditions. Nous présentons
ensuite le probléme de l'analyse structurelle pour de tels systémes et donnons une
formulation de ce probléme en termes de graphes. Nous présentons finalement une
formulation du probléme a I'aide d’un programme linéaire en nombres entiers.

6.1 Systémes algébro-différentiels conditionnels im-
briqués et analyse structurelle

Dans cette section, nous présentons les systémes algébro-différentiels conditionnels
imbriqués. Ces systémes sont une généralisation des SADC. Ils permettent de prendre
en compte des systémes plus complexes ou plusieurs conditions peuvent étre associées
a une équation conditionnelle et certaines implications logique entre les conditions sont
considérées.

Une équation différentielle conditionnelle imbriquée (EDCI) est une équation dont
la valeur dépend d’une ou plusieurs conditions. Un exemple d’EDCI est donné par
I’équation suivante :
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eq :ifa>0 (6.1)
then
ifb>0
then 0= a9,
else 0 =3z,
else
ifc>0
then 0 = 3x3 + 22,
else 0=ux4.

L’équation (6.1) est associée aux 3 conditions a > 0, b > 0 et ¢ > 0. Suivant les valeurs
(vraies ou fausses) de ces conditions, ’équation (6.1) génére différentes équations non-
conditionnelles. Ainsi, si les conditions a > 0 et b > 0 sont vraies, ’équation (6.1)
correspond alors a I’équation

0 = Z9.

Si la condition a > 0 est fausse et la condition ¢ > 0 est vraie, alors (6.1) est équiva-
lente a
0 = 3x3 + To.

Les équations différentielles conditionnelles imbriquées généralisent donc les EDC.
Etant donnée une EDCI, on appelle affectation d’équation toute valeur vraie ou fausse
d’une partie (ou la totalité) des conditions associées a I’équation permettant de définir
la valeur de cette équation. Ainsi, pour I’'équation (6.1), I'affectation a > 0 vrai et b > 0
faux est une affectation d’équation. Une affectation des conditions est représentée par
un ensemble de conditions permettant de définir si les conditions sont vraies ou fausses.
Ainsi, {a > 0,b < 0} correspond a l'affectation d’équation a > 0 vrai et b > 0 faux.

Sans perte de généralité, on suppose que chaque affectation d’une EDCI génére une
unique équation non-conditionnelle. Dans le cas contraire, il est possible de réécrire
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eqy :if d >0
then

ife>0
then
else
if f>0
then
else

else

peut étre remplacée par les 2 EDCI

eqy : if d >0
then
ife>0
then
else

else

eqy +if d >0
then
if f>0
then
else

else

I’EDCI en plusieurs EDCI, chacune générant une unique équation. Par exemple, "EDCI

(6.2)
0= 41’2 —|-[ﬁ1,
O:CL’g,
O:xla
O = Xy —|—ZE3,
0=z +24+1,
0= Ty +Zt2 + 1.
(6.3)
0 = 4dzy + @1,
021’3,
0= T +$4 + 1,
(6.4)

O:l'l,

O:LE4+$3,

O:$4+$2—|—1

Un systéme algébro-différentiel conditionnel imbriqué (SADCI) est un SAD compor-
tant des EDCI. Le systéme donné par les équations (6.1), (6.3), (6.4) et
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eqs :if a >0 (6.5)
then 0=6x1 + 2,
else 0=3204+ 23+ 3+ x4,

eqy : 0=615+ 21+ 1, (6.6)

est un exemple de SADCI. Notons (S5) ce systéme composé de 4 EDCI et d’une
equation non conditionnelle. Les SADCI généralisent les SADC présentés dans le cha-
pitre 2 puisque ces derniers sont des SADCI dans lesquels les EDCI sont associées a
une unique condition et chaque condition apparait dans une seule équation.

Etant donné un SADCI, on note par C = {C,...,Cp,} 'ensemble des affectations
d’équations des différentes EDCI du systéme. Cet ensemble est appelé ensemble des
affectations du systéme. On remarque que la cardinalité de cet ensemble est polyno-
miale par rapport a la taille de I'instance puisqu’elle est inférieure ou égale au nombre
d’équations non-conditionnelles pouvant étre générées par les EDCI du systéme. En
effet, il n’y a pas obligatoirement égalité puisque 2 EDCI peuvent avoir une méme
affectation de conditions.

Pour le systéme (S5) défini précédemment, 1’ensemble des affectations du systéme
est donné par : C; = {a > 0,b > 0}, Cy ={a > 0, b < 0}, C3 ={a < 0, ¢ > 0},
Cy={a<0,c<0},C5={d>0,e>0}, Csg ={d>0,e <0}, Cy ={d >0, f>0},
Cs ={d >0, f <0}, Cy ={d <0}, Cyp ={a > 0} et C;; ={a < 0}. Remarquons que
Iaffectation d’équations Cy génére 2 équations non-conditionnelles. Ces deux équations
sont données par les EDCI (6.3) et (6.4).

On suppose que les différentes conditions du systéme sont indépendantes. Ainsi, pour
le systéme (S5), les valeurs des conditions a > 0,6 >0,¢>0,d>0,e>0et f >0
sont indépendantes. Si cela peut sembler restrictif, il faut remarquer que les conditions
peuvent étre trés complexes et dépendre de nombreux paramétres. Ainsi, determiner
les implications logiques entre les différentes conditions est un probléme difficile qui
n’entre pas dans le cadre du travail de cette thése.

Bien que les conditions du systéme soient indépendantes, il existe cependant des
incompatibilités logiques entre les différentes affectations du systéme. A titre d’exemple,
si Pon considére les affectations C; = {a > 0,b > 0} et C1; = {a < 0}, celles-ci
impliquent que la condition a > 0 soit a la fois vraie et fausse, ce qui nous donne
une contradiction. Deux affectations sont dites incompatibles si elles contiennent deux
valeurs différentes pour une méme condition. Dans le cas contraire, elles sont dites
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compatibles. 1l existe aussi des implications logiques entre les différentes affectations
du systéme. A titre d’exemple, si I'on considére les affectations C; = {a > 0,b > 0} et
Cio = {a > 0}, si C est vérifiée alors Cyy 1'est aussi.

Etant donné un SADCI, nous appelons état du SADCI une valeur (vraie ou fausse)
d’une partie ou totalité des conditions permettant de définir la valeur du systéme. Pour
le systéme (S5), un état est par exemple donné par a > 0,b>0,d >0,e>0et f >0
vraies. Le systéeme induit par cet état est

eqr :0 = ao, (6.7)
eqy :0 = 4wy + &1, (6.8)
edy 0 = a1, (6.9)
eqs 0 = 611 + 2, (6.10)
eqs :0 = 625 + 21 + 1. (6.11)

On remarque que la valeur de la condition ¢ > 0 n’est pas définie. Ceci s’explique par
le fait que le systéme induit par I’état défini précédemment ne dépend pas de la valeur
de cette condition. En effet, la valeur de la condition ¢ > 0 n’a d’influence que si la
condition @ > 0 est fausse. Contrairement au cas non imbriqué, certains systémes ne
peuvent exister puisqu’une méme condition peut apparaitre dans plusieurs équations.
Ainsi, le systéme

eqy :0 = i, (6.12)
eqy :0 = 4wy + I, (6.13)
eqy 0 = w3, (6.14)
eqs :0 = 319 + x3 + 3 + 24, ( )
eqs :0 =625 + 21 + 1. (6.16)

n’est pas possible car 'équation (6.12) implique que la condition a > 0 soit vraie alors
que I’équation (6.15) implique que 'équation a > 0 soit fausse.

Remarquons que les conditions qui définissent un état du SADCI sont compatibles
car nous avons indiqué que nous considérons les conditions du systéme comme indé-
pendantes.

Le probléme de I'analyse structurelle associé aux systémes algébro-différentiels condi-
tionnels imbriqués, noté par la suite Probleme de I’Analyse Structurelle Conditionnelle
Imbriquée (PASCI), consiste alors a vérifier si les systémes induits par tous les états
du SADCI sont structurellement réguliers ou a trouver un état dont le systéme induit
est structurellement singulier.
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On remarque que les états d’'un SADCI peuvent étre définis avec des affectations
du systéme. Il y a équivalence entre un état du systéme et un sous-ensemble C¢ C C
d’affectations du systéme compatibles et contenant une affectation d’équation pour
toute EDCI du SADCI. En effet, considérons un état du systéme. L’ensemble C°,
obtenu en considérant 'ensemble des affectations de C, vérifiant les valeurs donnés
par l’état, contient uniquement des affectations compatibles. De plus, I'état définit
pour chaque EDCI une unique valeur. Les valeurs des conditions donnant cette valeur
correspondent, & une affectation d’équation.

Considérons maintenant un sous-ensemble C°¢ C C d’affectations du systéme compa-
tibles et contenant une affectation d’équation pour toute EDCI du SADCI. Comme les
affectations de C° sont compatibles, il n’existe pas de condition ayant pour valeur vrai
et faux dans deux affectations de C*°. Il est donc possible, a partir de C°¢, de définir des
valeurs pour un ensemble de conditions du systéme. De plus, comme pour chaque EDCI
du SADCI, il existe dans C° une affectation de cette équation, la valeur de I'équation
conditionnelle est donc définie, ce qui implique que I’ensemble de valeurs des conditions
correspond & un état du systéme. A titre d’exemple, I'état donné précédemment pour
le systéme (S5) correspond au sous-ensemble d’affectations {Cj3, Cy, C11}.

6.2 Formulation du probléme en termes de graphes

Dans cette section, nous formulons le probléme de I'analyse structurelle des SADCI
comme un probléme de graphes. Une instance de ce dernier est alors définie par un
graphe biparti G = (U UV, E), un sous-ensemble U, de sommets de U, une partition
7 de I'ensemble d’aréte E et un graphe G représentant les incompatibilités entre
les affectations des conditions du systéme. Cette instance est construite a partir d’un
SADCI. Nous montrons ensuite que le PASCI est équivalent a rechercher un sous-graphe
de G = (UUV,E) sans couplage parfait et vérifiant certaines propriétés définies par
U., m et Gy.

Nous présentons maintenant la construction du graphe biparti G = (U UV, E), du
sous-ensemble U, € U, de la partition m de E et du graphe G a partir d’'un SADCI.
Cette construction est similaire a celle donnée pour un SADC non imbriqué (cf Chapitre
3). Cependant, dans le cas des SADCI, le graphe G peut contenir des arétes multiples.
De plus, un sommet v € U peut étre couvert par plus de 3 ensembles d’arétes de
7. Considérons un SADCI. A chaque variable du SADCI, on associe un sommet. On
note par V l’ensemble de ces sommets. Pour chaque équation, on associe un sommet
et on note par U cet ensemble. On note par U, '’ensemble des sommets de U associés
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aux équations conditionnelles imbriquées. Soit u un sommet quelconque de U. Si u est
associé a une équation non-conditionnelle, alors pour tout v € V' on ajoute dans E une
aréte uv si la variable associée au sommet v apparait dans I’équation associée au sommet
u. Si u est associé & une équation conditionnelle imbriquée, alors pour tout v € V', on
ajoute dans F une aréte uv si la variable associée au sommet v apparait dans toutes les
équations générées par les différentes affectations d’équations de 'EDCI associées au
sommet u. Notons B I'ensemble d’aréte ainsi obtenue. On note B = U,cyEY. Pour
toute affectation d’équations C; € C, on ajoute dans E un ensemble d’arétes F; défini
comme suit. Une aréte uv € E; pour tout u € U, et pour tout v € V, si uv ¢ EY et
la variable associée au sommet v apparait dans ’équation associé au sommet v quand
I'affectation C; est vérifice. On remarque qu’entre un sommet u € U, et un sommet
v € V, il peut exister dans G plusieurs arétes multiples uv chacune appartenant a
un ensemble FE;, i = 1,...,m différent. Par la suite, on notera par £ lI'’ensemble des
ensembles d’arétes E;,i = 1,...,m. On a alors £ = {E; : i = 1,...,m}. La partition 7
de E est alors égale a m = £ U {E'}.

Nous représentons les incompatibilités entre les affectations du systéme a l'aide du
graphe G = (Vg, Er) défini comme suit. L’ensemble de sommets Ve est égal & Ve =
{vg,, ..., vg, }. Chaque sommet vg, i = 1,...,m est associé a I'ensemble d’arétes E;.
Pour 7, j appartenant a {1,...,m}, i # j, I'aréte vg,vg, appartient a E7 si les affectations
C; et Cj sont incompatibles. On remarque qu'il existe une aréte vg,vg, si C; et C; sont
associées a la méme EDCI puisque dans ce cas, elles sont incompatibles.

Une instance du PASCI en termes de graphes est alors donnée par (G,U,,m, G) on
G = (UUV, E) est un graphe biparti, 7 = £ U {E"} est une partition de E et G est
le graphe d’incompatibilités défini sur ’ensemble des éléments de £.

Nous introduisons maintenant la notion de graphe associé & un sous-ensemble de
’ensemble £. Etant donné F C &, on appelle graphe associé a F le sous-graphe de G
dont ’ensemble des sommets est U UV et 'ensemble des arétes est constitué des arétes
vraies/fausses de G ainsi que des arétes appartenant & un élément de F. Le graphe
associé a F C & sera par la suite noté Hr = (UUV, Ex), ot Er = EY U (UperF).

Nous définissons maintenant le probléme dit probléme généralisé PSGSCP, corres-
pondant a la formulation du PASCI en termes de graphes.

Définition 6.1 Etant donné une instance (G,U,7,Gr) ot G = (UUV,E), U. C U
et m est une partition de E, le probléme généralisé PSGSCP (G-PSGSCP) consiste a
déterminer s’il existe un sous-ensemble F C & tel que

(i) pour tout vgvg, € G, E; ¢ F et/ou E; ¢ F,
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(ii) le graphe Hx ne posséde pas de couplage parfait,

(111) le nombre de sommets de U, couverts par les arétes des €léments de F est mai-
mum.

Il y a équivalence entre PASCI et le G-PSGSCP. De maniére plus précise, Un SADCI
est structurellement singulier si et seulement si une solution optimale F de G-PSGSCP
pour linstance construite a partir du SADCI est telle que les arétes des éléments
de F couvrent tous les sommets de U,.. En effet, supposons qu’il existe une solution
F satisfaisant les conditions (i)-(iii) telle que tous les sommets de U, sont couverts
par les arétes des éléments de F. Considérons alors le sous-ensemble d’affectations
du systeme C" C C tel que C; appartient & C’ si et seulement si E; € F, pour j €
{1,...,m}. Comme il existe dans le graphe G; une aréte uv entre deux sommets si
les deux affectations associées a ces deux sommets sont incompatibles, C’ contient
uniquement des affectations compatibles puisque F vérifie la condition (i). Comme
chaque sommet u de U, est couvert par les arétes d’un élément F; € F, il existe
une affectation d’équation C; € C pour I’équation conditionnelle associée & u. D’aprés
I’équivalence, donnée dans la section précédente, entre un sous-ensemble d’affectations
compatibles contenant une affectation d’équation pour chaque EDCI du systéme et
un état du SADCI, cela implique qu’il existe un état du SADCI tel que le graphe
d’incidence du systéme induit par cet état correspond au graphe Hx. Comme ce dernier
ne contient pas de couplage, le systéme induit par cet état est structurellement singulier.

De maniére similaire, supposons qu’il existe un état du SADCI dont le systéme in-
duit est structurellement singulier. L’état implique qu’il existe un sous-ensemble C*°
d’affectations compatibles contenant une affectation d’équation pour chaque EDCI du
systéme. Considérons I’ensemble F tel que F; € F si C; € C°. Comme C° contient une
affectation d’équation pour chaque équation conditionnelle du SADCI, disons C}, alors
le sommet u associé a cette équation conditionnelle est couvert dans Hz par une aréte
de I'ensemble FE; associé a C;. Comme le systéme induit par I’état est structurellement
singulier, ceci implique que son graphe d’incidence, correspondant & Hz, ne contient
pas de couplage parfait. L’ensemble F vérifie alors les propriétés (i)-(iii). De plus, tous
les sommets de U, sont 