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R�esum�e

Un graphe G est dit 2-arête-connexe si entre chaque paire de sommets de G, il

existe au moins deux châ�nes arête-disjointes. Si les arêtes sont munies d'un syst�eme

de poids, et si S est un ensemble de sommets distingu�es de G, le probl�eme du sous-

graphe Steiner 2-arête-connexe de G est de d�eterminer un sous-graphe 2-arête-connexe

contenant S, de poids minimum. Ce probl�eme a des applications dans les domaines

des t�el�ecommunications et de transport.

Dans cette th�ese nous �etudions une approche poly�edrale pour ce probl�eme.

Dans une premi�ere partie, nous �etudions le poly�edre associ�e �a ce probl�eme. Nous

donnons une description lin�eaire compl�ete de ce poly�edre quand le graphe est s�erie-

parall�ele. Nous discutons par la suite de certains poly�edres li�es au polytope des sous-

graphes Steiner 2-arête-connexes. Nous examinons tout particuli�erement le polytope

du voyageur de commerce Steiner et nous en donnons une description lin�eaire compl�ete

dans la classe des graphes s�erie-parall�eles.

Dans la deuxi�eme partie, nous �etudions une m�ethode de coupes pour le probl�eme du

sous-graphe 2-arête-connexe (o�u tous les sommets de S ont le même comportement).

Dans un premier temps nous �etudions la famille de contraintes dites de partition.

En utilisant un algorithme r�ecent de Queyranne pour d�eterminer le minimum d'une

fonction sous-modulaire sym�etrique , nous montrons que le probl�eme de s�eparation

associ�e �a ces contraintes peut être r�esolu en temps polynomial. Ces contraintes sont

utilis�ees par la suite dans un algorithme de coupes et branchement pour r�esoudre

certaines instances du probl�eme du sous-graphe 2-arête-connexe. La même approche

est aussi utilis�ee pour r�esoudre des instances du probl�eme du voyageur de commerce.

Les r�esultats exp�erimentauxmontrent que les contraintes de partition sont tr�es e�caces

pour r�esoudre ces probl�emes.
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Mots clefs: sous-graphe Steiner 2-arête-connexe, polytope, graphe s�erie-parall�ele,

in�egalit�es de partition, probl�eme de s�eparation, algorithme de coupes.



Abstract

A graph G is said to be 2-edge connected if between every pair of nodes of G, there

are at least two edge-disjoint paths. If weights are associated to the edges of G and S is

a set of distinguished nodes of G, then the Steiner 2-edge connected subgraph problem

is to �nd a minimumweight 2-edge connected subgraph of G spanning S. This problem

has applications to the design of reliable communication and transportation networks.

In this thesis we study a ployhedral approach for this problem.

In the �rst part of the thesis, we discuss the polytope associated with that problem.

We give a complete linear decsription of this polytope when the underlying graph is

series-parallel. We also study some polyhedra related to that polytope. In particular

we give a complete characterization of the Steiner traveling salesman polytope on

series-parallel graphs.

In the second part of the thesis, we discuss a cutting plane algorithm for the 2-

edge connected subgraph problem. (Here all the nodes have to be considered in the

solution). First, using a recent algorithm of Queyranne for �nding the minimum of

a symmetric submodular function, we devise a polynomial time algorithm to solve

the separation problem for the so-called partition inequalities. These inequalities are

used together with the cut and the trivial inequalities in a branch-and-cut algorithm

for solving instances of the 2-edge connected subgraph problem. The same approach

is used for solving instances of the traveling salesman problem. The computational

results show that the partition inequalities are very e�cients to solve those problems.

Key words: Steiner 2-edge connected subgraph, polytope, series-parallel graph,

partition inequalities, separation problem, cutting plane algorithm.
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Avant propos

Plusieurs probl�emes issus de domaines divers (tels que l'industrie, le transport,

l'�economie) se ram�enent �a des probl�emes d'optimisation combinatoire, une discipline

de la programmation math�ematique qui a connu durant les trois derni�eres d�ecennies

un d�eveloppement consid�erable, tant sur le plan th�eorique que sur le plan pratique.

Un probl�eme d'optimisation combinatoire peut être d�e�ni comme �etant celui de

d�eterminer un plus petit (ou un plus grand) �el�ement d'un ensemble �ni. A premi�ere

vue un tel probl�eme parâ�t tr�es simple �a r�esoudre, vu le caract�ere �ni de l'ensemble de

ses solutions. Mais en pratique le nombre de ces solutions peut être exponentiel. Et

dans ce cas, une m�ethode qui consisterait �a �enum�erer toutes les solutions du probl�eme

ne peut être envisag�ee.

L'e�cacit�e d'une m�ethode de r�esolution (algorithme) est g�en�eralement mesur�ee par

le temps d'ex�ecution. Si ce temps est born�e par une fonction polynomiale en la taille

du probl�eme, alors la m�ethode est dite e�cace ou polynomiale.

Pour un certain type de probl�emes d'optimisation combinatoire, on ne connait pas

d'algorithmes e�caces de r�esolution. Ces probl�emes ont la propri�et�e que s'il existe un

algorithme polynomial pour un d'entre-eux alors il existerait un pour chacun d'eux.

Pour ces probl�emes dits NP-durs, il y a donc peu d'espoir de pouvoir trouver une

m�ethode e�cace. Une approche qui s'est r�ev�el�ee e�cace pour ce type de probl�emes

est l'approche dite poly�edrale. Cette approche permet de ramener le probl�eme �a la

r�esolution d'un programme lin�eaire par la description du poly�edre, enveloppe convexe

des solutions, par un syst�eme lin�eaire.

Une �etape cruciale dans cette m�ethode concerne l'identi�cation des contraintes de ce

1



2 AVANT PROPOS

syst�eme. Une caract�erisation compl�ete du poly�edre est g�en�eralement di�cile �a obtenir.

Elle s'av�ere impossible dans le cas o�u le probl�eme est NP-dur. Cependant, et ceci

depuis la d�ecouverte de la m�ethode des ellipso��des par Khachiyan [51], une description

partielle du poly�edre des solutions peut être su�sante pour r�esoudre le probl�eme en

temps polynomial. En e�et en utilisant cette m�ethode, Gr�otschel, Lov�asz et Schrijver

[42] (voir aussi Padberg et Rao [63]) ont montr�e qu'il existe un algorithme polynomial

pour r�esoudre un probl�eme d'optimisation sur un poly�edre donn�e si et seulement si il

existe un algorithme polynomial pour le probl�eme de s�eparation associ�e �a ce poly�edre,

c'est-�a-dire un algorithme qui permet de d�ecider pour un point x donn�e, si x appartient

au poly�edre et dans le cas contraire de trouver un hyperplan qui s�epare x du poly�edre.

En cons�equence, si pour un probl�eme d'optimisation combinatoire on connait un sys-

t�eme de contraintes lin�eaires d�ecrivant partiellement le poly�edre des solutions, et si le

probl�eme de s�eparation associ�e �a ces contraintes est polynomial, alors ce syst�eme peut

être su�sant pour donner une solution optimale au probl�eme en temps polynomial en

utilisant une m�ethode de coupes. Une telle approche a �et�e appliqu�ee avec succ�es pour

plusieurs probl�emes d'optimisation combinatoire comme le probl�eme du voyageur de

commerce et le probl�eme de la coupe maximale.

Dans cette th�ese nous consid�erons cette approche pour le probl�eme du sous-graphe

2-arête-connexe minimum, un des probl�emes de conception de r�eseaux qui a �et�e large-

ment �etudi�e ces derni�eres ann�ees. Ce probl�eme a des applications dans plusieurs do-

maines comme les t�el�ecommunications et le transport. Ici nous nous int�eressons au

probl�eme Steiner associ�e.

Dans une premi�ere partie, nous �etudions le poly�edre associ�e �a ce probl�eme, et nous en

donnons une description lin�eaire compl�ete dans le cas o�u le graphe est s�erie-parall�ele.

Nous discutons par la suite de certains poly�edres li�es �a ce poly�edre. En particulier nous

donnons une caract�erisation du polytope du voyageur de commerce Steiner dans cette

même classe de graphes.

Dans la deuxi�eme partie de la th�ese, nous �etudions dans un premier temps, le probl�eme

de s�eparation associ�e �a certaines familles de contraintes. En utilisant un algorithme

r�ecent de Queyranne [68], nous montrons que ce probl�eme est polynomial pour les con-

traintes dites de partitions. Ces contraintes (ainsi que d'autres classes de contraintes)

sont incorpor�ees dans une m�ethode de coupes pour r�esoudre certaines instances du

probl�eme du sous-graphe 2-arête-connexe. Une approche similaire est aussi utilis�ee

pour r�esoudre des instances du probl�eme du voyageur de commerce. Les r�esultats ex-
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p�erimentaux montrent que les contraintes de partition jouent un rôle central dans la

r�esolution de ces probl�emes.
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Introduction

Les probl�emes de conception de r�eseaux se posent dans plusieurs domaines, en parti-

culier dans celui des t�el�ecommunications. Ce domaine a connu ces derni�eres ann�ees un

d�eveloppement consid�erable avec l'introduction de la technologie des �bres optiques.

Cette technologie s'est av�er�ee tr�es performante. Elle permet d'avoir une �abilit�e impor-

tante et une grande capacit�e de transmission dans le r�eseau. Cependant un probl�eme se

pose toujours, celui de la d�efaillance de composantes du r�eseau de t�el�ecommunication.

Cela peut en e�et entrâ�ner l'arrêt total du fonctionnement du r�eseau. La r�esolution

de ce probl�eme n�ecessite la mise en place de r�eseaux de t�el�ecommunication su�sament

�ables, dans le sens o�u si une ou plusieurs liaisons (ou noeuds) de transmission sont

d�etruites le r�eseau continue �a fonctionner. Ces conditions de �abilit�e sont g�en�erale-

ment formul�ees en terme de connexit�e dans les r�eseaux. La topologie des r�eseaux de

t�el�ecommunication qui s'est r�ev�el�ee performante est celle des r�eseaux dits 2-connexes:

si une liaison (un noeud) du r�eseau est supprim�ee, le r�eseau reste connexe. Si �a chaque

liaison possible est associ�e un certain coût, alors le probl�eme est d'�etablir un r�eseau

2-connexe qui soit de coût minimum.

Dans la pratique on doit parfois distinguer certains sommets dans le r�eseau. Ces

sommets, appel�es terminaux, doivent être reli�es au r�eseau �nal. Les autres sommets

(non terminaux) ne sont consid�er�es dans la solution que s'ils permettent de r�eduire

le coût total du r�eseau. Le probl�eme dans ce cas est donc de d�eterminer un r�eseau

2-connexe, contenant les sommets terminaux et qui soit de coût minimum.

Dans cette th�ese nous consid�erons ce probl�eme quand la condition de 2-connexit�e

porte sur les liaisons entre les sommets. Nous �etudions une approche poly�edrale pour

ce probl�eme.

Dans ce qui suit, nous pr�esentons le probl�eme en terme de graphes.

5



6 INTRODUCTION

Un graphe G = (V;E) est dit k-arête-connexe (resp. k-sommet-connexe) (1 �

k � jV j � 1), si pour toute paire de sommets i; j 2 V , il existe au moins k châ�nes

arête-disjointes (sommet-disjointes) disjointes reliant i et j dans G. Soit un graphe

G = (V;E) et w 2 IR

E

un vecteur de poids associ�e aux arêtes de G. Le poids d'un

sous-graphe de G est la somme des poids de ses arêtes. Etant donn�e un sous-ensemble

de sommets distingu�es S de V , le probl�eme du sous-graphe Steiner 2-arête-connexe

(STECSP) est de trouver un sous-graphe 2-arête-connexe de poids minimum couvrant

S (d'autres sommets n'appartenant pas �a S peuvent être pris, s'ils diminuent le coût

total de la solution). Le probl�eme du r�eseau Steiner 2-arête-�able (STESNP) est de

trouver un sous-graphe de G de poids minimum couvrant S tel que pour toute paire de

sommets i; j de S il exite au moins 2 châ�nes arête-disjointes reliant i et j. Notons que

toute solution de STECSP est aussi solution de STESNP. Si w > 0, alors une solution

optimale de STESNP est aussi une solution optimale de STECSP. Et si S = V , alors les

deux probl�emes co��ncident. Les probl�emes STECSP et STESNP ont des applications

dans les domaines de t�el�ecommunication et de transport [16, 71, 72].

Plusieurs probl�emes Steiner dans les graphes ont �et�e consid�er�es dans la lit�erature

[80, 54]. En particulier, le probl�eme de l'arbre Steiner [11, 12, 38, 56, 57, 66, 67] a re�cu

une attention particuli�ere, vu ses nombreuses applications dans l'�etude des circuits

VLSI et dans la conception des r�eseaux �ables.

Le probl�eme du voyageur de commerce [15, 52, 65] est �etroitement li�e aux STECSP

et STESNP. En e�et, comme il a �et�e montr�e dans [30], le probl�eme de d�eterminer si

un graphe G = (V;E) contient un cycle Hamiltonien (un cycle sans corde passant par

tous les sommets du graphe) peut être ramen�e au STECSP (au cas o�u S = V ). Ceci

implique que le STECSP et le STESNP sont NP-durs en g�en�eral. Il a �et�e montr�e qu'ils

peuvent être r�esolus en temps polynomial pour certaines classes de graphes. Wald et

Colbourn [76] ont montr�e que le STECSP peut être r�esolu en temps polynomial pour

les graphes outerplanaires. Aussi dans [59], il a �et�e montr�e que ce probl�eme peut être

r�esolu en temps polynomial pour la classe plus g�en�erale des graphes s�erie-parall�eles.

Dans [78, 79] Winter montre que le STESNP peut être r�esolu en temps polynomial

pour les graphes s�erie-parall�eles [79] et pour les graphes de Halin [78]. En fait, Winter

consid�ere le probl�eme plus g�en�eral suivant appel�e le probl�eme Steiner g�en�eral : Etant

donn�es un ensemble S � V et une matrice carr�ee (jSj,jSj), R = (R

ij

) (d�e�nissant

certaines conditions de connexit�e entre les sommets), trouver un sous-graphe de poids
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minimum couvrant S de telle mani�ere que chaque paire de sommets (i; j) dans S,

soient li�es par au moins R

ij

châ�nes arête-disjointes (sommet-disjointes). Il a montr�e

que ce probl�eme peut être r�esolu en temps lin�eaire si le graphe est s�erie-parall�ele ou de

Halin. Ce probl�eme a �et�e consid�er�e plus tard par Gr�otschel et Monma [43] et Gr�otschel,

Monma et Stoer [45, 44, 46] dans le cadre d'un mod�ele plus g�en�eral. Ce mod�ele peut

être pr�esent�e comme suit:

Soit G = (V;E) un graphe. Supposons qu'�a chaque sommet v de V est associ�e un

entier non-n�egatif r(v) repr�esentant un \degr�e de connexit�e" pour v . Etant donn�e un

sous-graphe H = (W;F ) de G, on dit que H v�eri�e les conditions de �abilit�e associ�ees

aux sommets (resp. arêtes) si pour toute paire de sommets distincts s; t 2 V; H

contient au moins

r(s; t) = min fr(s); r(t)g

châ�nes sommet-disjoints (resp. arête-disjointes) reliant s et t. On peut supposer, sans

perte de g�en�eralit�e, qu'il existe au moins deux sommets ayant un degr�e de connexit�e

k, o�u k = max fr(v) : v 2 V g. Supposons qu'�a chaque arête e est associ�e un coût c(e),

et notons par kNCON (resp. kECON) le probl�eme de d�eterminer un sous-graphe de

G de coût minimum v�eri�ant les conditions de �abilit�e associ�ees aux sommets (resp.

arêtes). Soit

con(W ) = max fr(s; t) j s 2 W; t 2 V nWg;

o�u W � V . On �ecrit con

H

(W ) quand con(W ) est consid�er�e par rapport �a un graphe

H di��erent de G. Alors le probl�eme kNCON est �equivalent au programme lin�eaire en

nombres entiers suivant

min

P

e2E

c

e

x(e)

(i) x(�(W )) � con(W )

pour tout W � V; ; 6=W 6= V;

(ii) x(�

G�Z

(W )) � con

G�Z

(W )� jZj

pour tout Z � V; ; 6= Z 6= V; et pour tout W � V n Z;

; 6= W 6= V n Z avec jZj < con

G�Z

(W );

(iii) 0 � x(e) � 1 pour tout e 2 E;

(iv) x(e) entier pour tout e 2 E:

9
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>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(1)

En supprimant les contraintes (ii), nous obtenons un programme lin�eaire en nombres

entiers formulant le probl�eme kECON. Le probl�eme STESNP correspond au probl�eme
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kECON dans le cas o�u r(v) 2 f0; 2g; 8v 2 V . Gr�otschel, Monma et Stoer ont �etudi�e des

approches poly�edrales pour les probl�emes kNCON et kECON. Leur but �etait d'obtenir

une relaxation lin�eaire de (1) qui serait e�cace pour approcher ces probl�emes. Dans

[43], Gr�otschel et Monma ont d�ecrit des contraintes de base valides pour les poly�edres

associ�es. Gr�otschel, Monma et Stoer ont identi��e dans [44] d'autres classes de facettes

pour ces poly�edres. Dans [45, 46], ils ont d�evelopp�e des algorithmes de coupes pour le

kNCON et le kECON et pr�esent�e des r�esultats exp�erimentaux. Une synth�ese compl�ete

sur ce mod�ele est pr�esent�ee dans Stoer [72].

Le STECSP a �et�e introduit par Monma, Munson et Pulleyblank [58]. Ils l'ont

�etudi�e dans le cas m�etrique, c'est-�a-dire quand le graphe G = (V;E) est complet et

la fonction des poids w(:) satisfait les in�egalit�es triangulaires (c'est-�a-dire w(e

1

) �

w(e

2

) + w(e

3

) pour tout triplet d'arêtes (e

1

; e

2

; e

3

) formant un triangle dans G). Le

STECSP (STESNP) est NP-dur même dans ce cas. Ils ont montr�e, que dans ce cas, le

poids d'un sous-graphe 2-arête-connexe de coût minimum couvrant S et ne contenant

pas de sommets de V n S, est born�e par

4

3

Q o�u Q est le poids d'un sous-graphe 2-

arête-connexe de coût minimum couvrant S. Dans le cas o�u S = V , ils ont donn�e

des propri�et�es concernant la structure des solutions du probl�eme et montr�e que le

poids d'une solution optimale du probl�eme de voyageur de commerce est born�e par

4

3

Q. D'autres propri�et�es structurales et d'analyse du pire des cas sont donn�ees dans

Frederickson et Ja'Ja' [35], Bienstock, Brickell et Monma [7] et Goemans et Bertsimas

[39].

Notons par STECSP(G;S) (resp. STESNP(G;S)) l'enveloppe convexe des solu-

tions de STECSP (resp. STESNP).

A notre connaissance les polytopes STECSP(G;S) et STESNP(G;S) n'ont pas encore

�et�e �etudi�es. Par contre, quelques cas particuliers ont re�cu beaucoup d'attention. En

particulier, le cas o�u S = V a �et�e largement �etudi�e.

Pour S = V , Mahjoub [55] a donn�e une description compl�ete de STECSP(G;S)

dans le cas o�u le graphe est s�erie-parall�ele, et il a introduit une classe d'in�egalit�es ap-

pel�ees in�egalit�es de roues impaires, d�e�nissant des facettes pour le polytope STECSP(G;S).

Cette classe d'in�egalit�es a �et�e �etendue par Gr�otschel, Monma et Stoer [45] pour leur

mod�ele. En utilisant la relation entre le STECSP et le probl�eme de voyageur de com-

merce, Boyd et Hao [9] ont d�ecrit des classes de facettes pour le polytope STECSP(G;S)

�a partir de contraintes de peignes. Ces contraintes g�en�eralisent �egalement les con-
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traintes de roues impaires introduites par Mahjoub [55]. Dans [6], Barahona et Mahjoub

ont caract�eris�e le polytope STECSP(G;S) pour les graphes de Halin.

Dans [20, 21, 22], Coullard, Rais, Rardin et Wagner ont �etudi�e le probl�eme du sous-

graphe Steiner 2-sommet-connexe. Ils ont caract�eris�e le polytope associ�e pour les

graphes s�erie-parall�eles [20]. Dans [22] ils ont d�ecrit le dominant de ce polytope pour

les graphes sans W

4

(la roue sur 5 sommets). Dans [21] ils ont d�evelopp�e un algorithme

lin�eaire pour r�esoudre le probl�eme du sous-graphe Steiner 2-sommet-connexe dans les

graphes sans W

4

et les graphes de Halin.

Ce m�emoire est organis�e comme suit. Dans le Chapitre 1, nous �etudions les poly-

topes STECSP(G;S) et STESNP(G;S). Nous donnons des descriptions lin�eaires com-

pl�etes pour ces polytopes quand le graphe est s�erie-parall�ele. Et nous discutons des

formulations �etendues pour le STECSP et le STESNP. Dans le Chapitre 2 nous �etu-

dions certains poly�edres li�es aux STECSP(G;S) et STESNP(G;S). Nous donnons une

description du dominant de STECSP(G;S) (et de STESNP(G;S)) dans une classe de

graphes g�en�eralisant les graphes s�erie-parall�eles. Et nous �etudions �egalement ce domi-

nant dans le cas o�u chaque arête du graphe peut être utilis�ee plus d'une fois. Et nous

caract�erisons le polytope du voyageur de commerce Steiner dans le cas o�u le graphe

est s�erie-parall�ele. Dans le Chapitre 3 nous �etudions le probl�eme de s�eparation des

contraintes de partition. Dans le Chapitre 4 nous pr�esentons notre �etude exp�erimen-

tale. Certaines d�e�nitions et notations sont donn�ees en annexe. Dans ce qui suit nous

donnons d'autres d�e�nitions et notations qui seront aussi utilis�ees dans les chapitres

suivants.

On consid�ere des graphes non orient�es, �nis et pouvant contenir des arêtes multiples

et des boucles. On note un graphe par G = (V;E) o�u V est l'ensemble de sommets et

E est l'ensemble d'arêtes. Si e est une arête reliant deux sommets u et v, alors u et v

seront appel�es les extr�emit�es de l'arête e et on �ecrit e = uv. Soit G = (V;E) un graphe

et soit W � V un sous-ensemble de V . L'ensemble d'arêtes ayant une extr�emit�e dans

W et l'autre dans V nW est appel�e coupe et not�e par �(W ). En posant W = V nW ,

on a �(W ) = �(W ).

Soit W � V un sous-ensemble de sommets de V , on note par G(W ) le sous-graphe

de G induit par W . Pour W;W

0

� V , (W;W

0

) d�enote l'ensemble d'arêtes ayant une

extr�emit�e dans W et l'autre dans W

0

. Si F � E, V (F ) d�enotera l'ensemble des

extr�emit�es des arêtes de F . Si W � V , alors on note par E(W ) l'ensemble d'arêtes
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ayant leurs deux extr�emit�es dans W . Si v 2 V est un sommet, l(v) d�enotera l'ensemble

de boucles de v (une boucle de v est une arête qui part de v vers v). On note par G� e

le graphe obtenu �a partir de G en supprimant l'arête e.



Chapitre 1

Le polytope des sous-graphes

Steiner 2-arête-connexes

1.1 Introduction

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un sous-ensemble de sommets S � V , un

sous-graphe Steiner de G, par rapport �a S, est un sous-graphe contenant l'ensemble de

sommets S. Les sommets de S sont appel�es terminaux et les sommets de V n S sont

appel�es sommets Steiner.

Soit G = (V;E) un graphe et soit x(e) une variable associ�ee �a chaque arête e 2 E.

Pour un sous-ensemble d'arêtes F � E, le vecteur en 0-1, x

F

2 IR

E

o�u x

F

(e) = 1

si e 2 F et x

F

(e) = 0 sinon, est appel�e le vecteur d'incidence de F. Pour tout sous-

ensemble d'arêtes F � E, on d�e�nit x(F ) =

P

e2F

x(e). Il est facile de voir que le

STECSP est �equivalent au programme lin�eaire en nombre entier suivant:

11
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Min wx

x(e) � 0 8 e 2 E; (1:1)

x(e) � 1 8 e 2 E; (1:2)

x(�(W )) � 2 8 W � V; S 6=W

T

S 6= ;; (1:3)

x(�(W ))� 2x(e) � 0 8 W � V; S �W; e =2 E(W ); (1:4)

x(e) 2 f0; 1g: 8e 2 E: (1:5)

Les in�egalit�es (1.1) et (1.2) sont appel�ees in�egalit�es triviales et les in�egalit�es (1.3),

in�egalit�es de coupe-Steiner. Nous appelerons les in�egalit�es (1.4) in�egalit�es de coupes-

Steiner-gauche. Les coupes correspondant aux contraintes (1.3) et (1.4) seront appel�ees

respectivement coupes-Steiner et coupes-Steiner-gauche. Les in�egalit�es de coupes-Steiner-

gauche expriment le fait que pour une coupe �(W ) telle que S � W , tout sous-graphe

Steiner 2-arête-connexe prenant une arête de l'ensemble E n E(W ) doit contenir au

moins deux arêtes de �(W ). Soit

STECSP(G;S) = convfx 2 IR

E

j x satisfait (1:1)� (1:5)g;

le polytope associ�e au STECSP. Le polytope STECSP(G;S) est appel�e le polytope des

sous-graphes Steiner 2-arête-connexes.

Un graphe G est dit contractible �a un graphe H, si H peut être obtenu �a partir de

G par suppressions et/ou contractions d'arêtes. Une contraction d'une arête consiste

�a identi�er les extr�emit�es de l'arête et �a supprimer cette arête. Un graphe est dit

s�erie-parall�ele [26] si il n'est pas contractible �a K

4

(le graphe complet �a 4 sommets).

Notons que si G est s�erie-parall�ele et G est contractible �a un graphe H, alors H est

s�erie-parall�ele. Le degr�e d'un sommet est le nombre d'arêtes adjacentes �a ce sommet.

Il est facile de voir que les graphes s�erie-parall�eles v�eri�ent les propri�et�es suivantes:

Lemme 1.1.

i) Tout graphe connexe et s�erie-parall�ele ayant plus de deux sommets et ne contenant

pas de sommets de degr�e deux admet au moins deux couples de sommets li�es par

des arêtes multiples.
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ii) Tout graphe s�erie-parall�ele et 2-arête-connexe ayant plus de deux sommets con-

tient au moins un sommet adjacent �a exactement deux sommets.

Dans la suite nous allons discuter du polytope STECSP(G;S) dans les graphes s�erie-

parall�eles.

1.2 Le polytope STECSP(G;S) dans les graphes

s�erie-parall�eles

Soit P (G;S) le polytope d�e�ni par les in�egalit�es (1.1)-(1.4) et soit �(W ) = E(W )[

�(W ). Une coupe-Steiner-gauche associ�ee �a un sous-ensemble Z � V et une arête

e 2 �(Z) sera not�ee par (�(Z); e). Etant donn�ees une coupe-Steiner �(W ) (resp.

coupe-Steiner-gauche (�(Z); e)) et une solution x qui serre l'in�egalit�e correspondant �a

la coupe-Steiner (resp. coupe-Steiner-gauche), on dira que �(W ) (resp. (�(Z); e)) est

une coupe-Steiner (resp. coupe-Steiner-gauche) serr�ee par x.

Le r�esultat principal de ce chapitre est le suivant:

Th�eor�eme 1.2. Si G=(V,E) est un graphe s�erie-parall�ele et S � V un ensemble

de terminaux, alors STECSP(G,S)=P(G,S).

Avant de d�emontrer ce th�eor�eme, nous donnons d'abord quelques propri�et�es struc-

turales des points extrêmes du polytope P (G;S).

1.2.1 Propri�et�es structurales des points extrêmes du poly-

tope P (G;S)

Le lemme suivant est un lemme technique qui d�ecrit certaines propri�et�es des con-

traintes de coupes-Steiner et de coupes-Steiner-gauche serr�ees par une solution donn�ee

de P (G;S).

Lemme 1.3. Soit x une solution de P(G,S). Les assertions suivantes sont v�eri��ees :
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i) Si �(W

1

) et �(W

2

) sont deux coupes-Steiner serr�ees par x et (W

1

\W

2

)\S 6= ; et

(W

1

[W

2

)\S 6= ; (resp. (W

1

nW

2

)\S 6= ; et (W

2

nW

1

)\S 6= ;), alors �(W

1

\W

2

)

et �(W

1

[W

2

) (resp. �(W

1

nW

2

) et �(W

2

nW

1

)) sont deux coupes-Steiner serr�ees

par x, et x(W

1

nW

2

; W

2

nW

1

) = 0 (resp. x(W

1

\W

2

;W

1

[W

2

) = 0.

ii) Si �(W ) et (�(Z); e) sont respectivement une coupe-Steiner et une coupe-Steiner-

gauche serr�ees par x et e 2 �(W [ Z) (resp: e 2 �(W n Z)), alors �(W \

Z) et (�(W [ Z); e) (resp. �(Z nW ) et (�(W n Z); e)) sont respectivement une

coupe-Steiner et une coupe-Steiner-gauche serr�ees par x, et x(W n Z;Z nW ) =

0 (resp: x(W \ Z;W [ Z) = 0).

iii) Si (�(Z

1

); e

1

) et (�(Z

2

); e

2

) sont deux coupes-Steiner-gauche serr�ees par x et

e

i

2 �(Z

1

\ Z

2

), e

j

2 �(Z

1

[ Z

2

) (resp. e

i

2 �(Z

1

nZ

2

); e

j

2 �(Z

2

nZ

1

)); fi; jg =

f1; 2g, alors (�(Z

1

\Z

2

); e

i

) et (�(Z

1

[Z

2

); e

j

) (resp. (�(Z

1

n Z

2

); e

i

) et (�(Z

2

n Z

1

); e

j

))

sont deux coupes-Steiner-gauche serr�ees par x et x(Z

1

n Z

2

; Z

2

n Z

1

) = 0 (resp.

x(Z

1

\ Z

2

; Z

1

[ Z

2

) = 0.

Preuve. Dans ce qui suit on d�emontre i) (la preuve de ii) et iii) est similaire).

Puisque �(W

1

) et �(W

2

) sont des coupes-Steiner serr�ees par x, alors on a

4 = x(�(W

1

)) + x(�(W

2

))

= x(�(W

1

\W

2

)) + x(�(W

1

[W

2

)) + 2x(W

1

nW

2

;W

2

nW

1

)

� x(�(W

1

\W

2

)) + x(�(W

1

[W

2

))

� 4:

Les deux derni�eres in�egalit�es proviennent du fait que x(e) � 0 pour toute arête

e 2 E et que �(W

1

\W

2

) et �(W

1

[W

2

) soient des coupes-Steiner. Cela implique que

toutes les in�egalit�es ci-dessus sont satisfaites �a �egalit�e. Par cons�equent:

x(�(W

1

\W

2

)) = x(�(W

1

[W

2

)) = 2 et x(W

1

nW

2

;W

2

nW

1

) = 0.

Si (W

1

nW

2

)\ S 6= ; et (W

2

nW

1

) \ S 6= ;, alors les coupes �(W

1

nW

2

) et �(W

2

nW

1

)

sont aussi des coupes-Steiner et de la même mani�ere, on peut montrer qu'elles sont

serr�ees par x et que x(W

1

\W

2

;W

1

[W

2

) = 0. 2

Si x est un point extrême de P (G;S), alors il existe deux sous-ensembles d'arêtes,

E

0

; E

1

� E de G, une famille de coupes-Steiner f�(W

i

); i = 1; :::; lg et une famille de

coupes-Steiner-gauche f(�(Z

j

); e

j

); j = 1; :::; tg, tels que x soit la solution unique du

syst�eme
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(1:6)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

x(e) = 0 8e 2 E

0

;

x(e) = 1 8e 2 E

1

;

x(�(W

i

)) = 2 pour i = 1; :::; l;

x(�(Z

j

))� 2x(e

j

) = 0 pour j = 1; :::; t;

o�u jE

0

j+ jE

1

j+ l+ t = jEj.

Lemme 1.4. Si x est un point extrême de P(G,S), alors le syst�eme (1.6) d�e�nis-

sant x peut être choisi de telle mani�ere que ce qui suit soit v�eri��e:

i) Pour toutes coupes Steiner �(W

i

) et �(W

k

), i; k 2 f1; :::; lg, telles que W

i

\W

k

6=

;, au moins un des ensembles (W

i

nW

k

) \ S et (W

k

nW

i

) \ S est vide.

ii) Pour toute coupe-Steiner �(W

i

), i 2 f1; :::; lg et coupe-Steiner-gauche (�(Z

j

); e

j

); j 2

f1; :::; tg telles que W

i

n Z

j

6= ;, on a e

j

=2 �(W

i

[ Z

j

).

iii) Pour toutes coupes-Steiner-gauche (�(Z

j

); e

j

) et (�(Z

k

); e

k

); j; k 2 f1; :::; tg o�u

Z

j

[ Z

k

6= ;, si e

s

(e

�s

) 2 �(Z

j

nZ

k

) alors e

�s

(e

s

) =2 �(Z

k

nZ

j

) o�u fe

s

; e

�s

g = fe

j

; e

k

g.

Preuve. La preuve utilise les mêmes id�ees que celles d�evelopp�ees par Cornu�ejols,

Fonlupt et Naddef [18] pour un r�esultat similaire.

Supposons que x est d�e�ni par un syst�eme de la forme de (1.6) tel que

a =

l

X

i=1

jW

i

j+

t

X

j=1

jZ

j

j

soit minimum.

On donnera la preuve de i) (la preuve de ii) et iii) est similaire). Supposons le

contraire, �a savoir qu'il existe deux coupes-Steiner �(W

r

) et �(W

s

); r; s 2 f1; :::lg

telles que les ensembles (W

r

nW

s

) \ S et (W

s

nW

r

) \ S soient les deux non vides. Par

le Lemme 1.3 i), �(W

r

nW

s

) et �(W

s

nW

r

) sont aussi des coupes-Steiner serr�ees par x

et x(W

r

\W

s

;W

r

[W

s

) = 0. d'o�u
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x(�(W

r

)) + x(�(W

s

)) = x(�(W

r

nW

s

)) + x(�(W

s

nW

r

)). (1.7)

Puisque le syst�eme (1.6) est de plein rang, toute contrainte de P (G;S) serr�ee par x doit

pouvoir s'�ecrire comme combinaison lin�eaire des �equations de (1.6). Donc, il existe des

scalaires �

e

; �

0

e

; pour e 2 E

0

; �

e

; �

0

e

; pour e 2 E

1

; �

i

; �

0

i

; i = 1; :::; l; 


j

; 


0

j

; j = 1; :::; t;

tels que

x(�(W

r

nW

s

)) =

l

X

i=1

�

i

x(�(W

i

)) +

t

X

j=1




j

(x(�(Z

j

))� 2x(e

j

)) +

X

e2E

0

�

e

x(e) +

X

e2E

1

�

e

x(e);

et

x(�(W

s

nW

r

)) =

l

X

i=1

�

0

i

x(�(W

i

)) +

t

X

j=1




0

j

(x(�(Z

j

))� 2x(e

j

)) +

X

e2E

0

�

0

e

x(e) +

X

e2E

1

�

0

e

x(e);

o�u

2

P

l

i=1

�

i

+

P

e2E

1
�

e

= 2;

2

P

l

i=1

�

0

i

+

P

e2E

1
�

0

e

= 2:

En combinant ces �equations avec (1.7), on obtient

(1:8)

(

�

r

+ �

0

r

= 1;

�

s

+ �

0

s

= 1:

Si �

r

6= 0 (resp:�

0

s

6= 0), alors en remplacant l'�equation x(�(W

r

)) = 2 (resp:x(�(W

s

)) =

2) dans le syst�eme (1.6) par l'�equation x(�(W

r

nW

s

)) = 2 (resp:x(�(W

s

nW

r

)) = 2),

on obtient un syst�eme de plein rang ayant x comme solution unique, ce qui contredit

la minimalit�e de a. Donc supposons que �

r

= �

0

s

= 0. Par (1.8) on a �

s

= �

0

r

= 1.

Maintenant en remplacant x(�(W

r

)) = 2 et x(�(W

s

)) = 2 par x(�(W

r

nW

s

)) = 2 et

x(�(W

s

nW

r

)) = 2, respectivement, on obtient un syst�eme ayant x comme solution

unique. Puisque W

r

\W

s

6= ;, et par cons�equent, jW

r

nW

s

j+ jW

s

nW

r

j < jW

r

j+ jW

s

j,

ceci contredit de nouveau la minimalit�e de a. 2

Lemme 1.5. Soit (�(W ); e) et (�(Z); f) deux coupes-Steiner-gauche serr�ees par un

point extrême x de P (G;S). Si e 2 �(Z) et f 2 �(W ), alors (�(W ); f) et (�(Z); e)

sont aussi deux coupes-Steiner-gauche serr�ees par x. De plus on a x(e) = x(f).
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Preuve. Il n'est pas di�cile de voir que (�(Z); e) et (�(W ); f) sont des coupes-Steiner-

gauche dans G. Donc

x(�(Z))� 2x(e) � 0, (1.9)

x(�(W ))� 2x(f) � 0. (1.10)

Par ailleurs, puisque (�(Z); f) et (�(W ); e) sont deux coupes-Steiner-gauche serr�ees par

x, on a

x(�(Z))� 2x(f) = 0; (1.11)

x(�(W ))� 2x(e) = 0: (1.12)

Maintenant en combinant (1.9)-(1.12), il en r�esulte que x(e) = x(f) et que (1.9) et

(1.10) sont satisfaites avec �egalit�e. 2

Lemme 1.6. Soit x 2 IR

E

un point extrême de P(G,S) tel que x(e) > 0 pour toute

arête e 2 E. Si �(W ) (resp:(�(W ); e)) est une coupe-Steiner (resp. coupe-Steiner-

gauche) serr�ee par x, alors G(W ) et G(W ) sont connexes.

Preuve. On montre le lemme pour �(W ) (la preuve pour (�(W ); e) est similaire).

Supposons par exemple, que G(W ) n'est pas connexe. Soit W

1

, W

2

une partition

de W telle que (W

1

;W

2

) = ;. Puisque G est 2-arête-connexe, il en r�esulte que

(W;W

1

) 6= ; 6= (W;W

2

). Par notre hypoth�ese, on a donc

x(W;W

2

) > 0: (1:13)

Puisque W \ S 6= ;, on peut, sans perte de g�en�eralit�e, supposer que W

1

\ S 6= ;. En

cons�equence, �(W

1

) est une coupe-Steiner de G. Cependant, comme

x(�(W )) = x(W;W

1

) + x(W;W

2

) = 2;

il s'en suit par (1.13) que x(�(W

1

)) = x(W;W

1

) < 2, contradiction. 2
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La remarque suivante sera utilis�ee fr�equemment dans le paragraphe suivant.

Remarque 1.7. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) un graphe obtenu �a partir de G en contractant

un sous-ensemble d'arêtes F � E. Soit S

0

= (S n V (F )) [ fs

0

g si S \ V (F ) 6= ; et

S

0

= S sinon, o�u s

0

est le sommet r�esultant de la contraction de F . Soit x

0

la restriction

de x �a G

0

. Alors x

0

est une solution de P (G

0

; S

0

).

Preuve. Il est �evident que x

0

satisfait les in�egalit�es (1.1) et (1.2). Par ailleurs, puisque

toute coupe-Steiner (resp. coupe-Steiner-gauche) �(W ) (resp:(�(W ); e)) de G

0

par rap-

port �a S

0

est aussi une coupe-Steiner (resp. coupe-Steiner-gauche) de G par rapport �a

S, il en d�ecoule que les in�egalit�es (1.3) et (1.4) sont aussi satisfaites par x

0

. 2

1.2.2 Preuve du Th�eor�eme 1.2

La preuve est par r�ecurrence sur le nombre d'arêtes. Il est simple de voir que le

th�eor�eme est vrai pour les graphes ayant au plus deux arêtes. Supposons qu'il est vrai

pour tout graphe s�erie-parall�ele ayant au plus m arêtes et supposons que G contient

exactement m + 1 arêtes. Sans perte de g�en�eralit�e on peut supposer aussi que G est

2-arête-connexe. Maintenant, supposons que STECSP (G;S) 6= P (G;S). Soit x un

point extrême fractionnaire de P (G;S). Supposons aussi que, sous l'hypoth�ese de r�ecur-

rence, jSj est maximum. C'est �a dire: pour tout graphe s�erie-parall�ele G

0

= (V

0

; E

0

)

tel que jE

0

j = m + 1 et un ensemble de terminaux S

0

� V

0

tel que jS

0

j > jSj, on a

STECSP(G

0

; S

0

) = P (G

0

; S

0

). On a les lemmes suivants.

Lemme 1.8. x(e) > 0 pour toute arête e 2 E.

Preuve. Si e

0

est une arête telle que x(e

0

) = 0, alors consid�erons x

0

le vecteur donn�e

par x

0

(e) = x(e) 8e 2 E nfe

0

g. Il est clair que x

0

appartient �a P (G�e

0

). De plus x

0

est

un point extrême de P (G � e

0

). Puisque x

0

est fractionnaire, on a une contradiction.

2

Lemme 1.9. Soient x un point extrême de P(G;S) et g une arête de E(S) telle

que 0 < x(g) < 1. Alors il existe au moins deux coupes-Steiner du syst�eme (1.6) con-

tenant g.



1.2. STECSP(G;S) DANS LES GRAPHES S

�

ERIE-PARALL

�

ELES 19

Preuve. En e�et, il est clair qu'il existe au moins une telle coupe. Sinon la solu-

tion x

0

, donn�ee par x

0

(e) = x(e) si e 6= g et x

0

(e) = 1 si e = g, serait une solution

du syst�eme (1.6), di��erente de x; ce qui est impossible. Supposons maintenant qu'il

existe exactement une seule coupe de ce type. Soit (1:6)

0

le syst�eme obtenu �a partir de

(1.6) en supprimant cette contrainte. Soit x

0

2 IR

m

la solution donn�ee par x

0

(e) = x(e)

8e 2 E n fgg. Puisque g appartient �a une coupe serr�ee et 0 < x(g) < 1, il doit exister

au moins une autre arête de G ayant une valeur fractionnaire et par cons�equent x

0

est

fractionnaire. De plus, x

0

est la solution unique du syst�eme (1:6)

0

. Maintenant consid-

�erons le graphe G

0

obtenu �a partir de G en contractant g. Soit S

0

= (S�fu; vg)

S

fwg,

o�u w est le sommet r�esultant de cette contraction. Par la Remarque 1.7, x

0

2 P (G

0

; S

0

).

Par ailleurs, notons que le syst�eme (1:6)

0

est inclus dans P (G

0

; S

0

). Ceci implique que

x

0

est un point extrême de P (G

0

; S

0

). Puisque G

0

est s�erie-parall�ele et contient moins

d'arêtes que G, ceci contredit l'hypoth�ese de r�ecurrence et par cons�equent notre lemme

est prouv�e. 2

Nous allons maintenant montrer queG ne peut pas contenir des sommets de degr�e 2.

Lemme 1.10. G ne contient pas de sommets de degr�e 2.

Preuve. Supposons que G contient un sommet v tel que �(v) = fe

1

; e

2

g. Par les

contraintes (1.1)-(1.4), on a

x(e

1

) = x(e

2

): (1:14)

Soit G

0

le graphe obtenu �a partir de G en contractant e

1

= vw. Il est �evident que

G

0

est s�erie-parall�ele. Soit x

0

la restriction de x �a G

0

et soit S

0

=(S n fv;wg)

S

fv

0

g si

fv;wg

T

S 6= ; et S

0

= S sinon, o�u v

0

est le sommet qui r�esulte de la contraction de e

1

.

Par la Remarque 1.7, x

0

2 P (G

0

; S

0

). De plus x

0

est un point extrême de P (G

0

; S

0

). En

e�et, si ceci n'est pas le cas, alors il existe deux solutions y

1

et y

2

de P (G

0

; S

0

), y

1

6= y

2

,

telles que x

0

=

1

2

(y

1

+ y

2

). Soient x

1

et x

2

les solutions donn�ees par

x

1

(e) =

8

>

<

>

:

y

1

(e) si e 2 E n fe

1

g;

y

1

(e

2

) si e = e

1

;
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et

x

2

(e) =

8

>

<

>

:

y

2

(e) si e 2 E n fe

1

g;

y

2

(e

2

) si e = e

1

:

Les solutions x

1

et x

2

appartiennent �a P (G;S). Nous allons montrer cela pour x

1

, la

preuve pour x

2

est identique. Nous consid�erons trois cas.

Cas 1. S = fvg.

Donc le polytope P (G;S) est donn�e seulement par les contraintes de types (1.1),(1.2)

et (1.4). De plus, si l(v) 6= ;, alors pour chaque arête e 2 l(v), on a x(e) = 1. Car

sinon une arête e de l(v) o�u 0 < x(e) < 1 n'appartiendrait �a aucune contrainte serr�ee

par x, contradiction.

Nous allons montrer dans la suite que x(e

1

) = x(e

2

) = 1. Supposons le contraire.

Puisque (�(v); e), e 2 E n l(v), est une coupe-Steiner-gauche, par les in�egalit�es (1.4) on

a 0 < x(e) < 1 8 e 2 E n l(v). Soit �x la solution donn�ee par

�x(e) =

8

>

<

>

:

0 si e 2 E n l(v);

1 si e 2 l(v):

Il est clair que �x appartient �a P (G;S). De plus toute contrainte de P (G;S) serr�ee par

x est aussi serr�ee par �x. Puisque x 6= �x, on a une contradiction.

Donc x(e

1

) = x(e

2

) = 1 et, par cons�equent, x

0

(e

2

) = 1. Ceci implique que y

1

(e

2

) = 1,

et donc x

1

(e

1

) = x

1

(e

2

) = 1.

Consid�erons maintenant une coupe-Steiner-gauche (�(Z); e) de G.

- Si e

1

; e

2

2 �(Z), alors il est clair que x

1

(�(Z)) � 2 et, puisque x

1

(e) � 1, nous

avons x

1

(�(Z))� 2x

1

(e) � 0.

- Si e

1

=2 �(Z) alors (�(

~

Z); e) o�u,

~

Z = (Z n fv;wg) [ fv

0

g, est une coupe-Steiner-

gauche de G

0

par rapport �a S

0

. D'o�u

0 � y

1

(�(

~

Z))� 2y

1

(e)

= x

1

(�(Z))� 2x

1

(e):
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- Si e

1

2 �(Z) et e

2

=2 �(Z) alors (�(Z

0

); e

2

), o�u Z

0

= (Z n fwg) [ fv

0

g, est une

coupe-Steiner-gauche de G

0

par rapport �a S

0

. D'o�u

2x

1

(e) � 2 = 2y

1

(e

2

);

� y

1

(�(Z

0

)) = x

1

(�(Z

0

);

= x

1

(�(Z)):

Dans les trois cas, x

1

satisfait les in�egalit�es de coupes-Steiner-gauche correspondant �a

(�(Z); e). Puisque x

1

satisfait �egalement les in�egalit�es (1.1) et (1.2), il en r�esulte que

x

1

2 P (G;S).

Cas 2. S 6= fvg.

Cas 2.1. v 2 S.

Puisque dans ce cas, �(v) est une coupe-Steiner, par les in�egalit�es (1.1),(1.2) et (1.3)

on a x(e

1

) = x(e

2

) = 1. En cons�equence

x

1

(e

1

) = x

1

(e

2

) = 1: (1:15)

Soit �(W ) une coupe-Steiner de G. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que

v 2 W . Si e

1

; e

2

2 �(W ) alors par (1.15), nous avons x

1

(�(W )) � 2. Si e

1

=2 �(W ),

alors �(W ) est aussi une coupe-Steiner de G

0

par rapport �a S

0

, et donc x

1

(�(W )) =

y

1

(�(W )) � 2.

Ainsi supposons que fe

1

; e

2

g\�(W ) = fe

1

g. Donc w 2 W . SoitW

0

= (W nfwg)[fv

0

g.

Nous avons W

0

\ S

0

6= ;.

- Si W

0

\ S

0

6= ; alors �(W

0

) est une coupe-Steiner de G

0

. Puisque �(W

0

) =

(�(W ) n fe

1

g) [ fe

2

g, par (1.15) on a

x

1

(�(W )) = x

1

(�(W

0

)) = y

1

(�(W

0

)) � 2.

- SiW

0

\S

0

= ; alors (�(W

0

); e

2

) est une coupe-Steiner-gauche dans G

0

. Nous avons

2 = 2x

1

(e

2

) = 2y

1

(e

2

);

� y

1

(�(W

0

));

= x

1

(�(W )):
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Dans les deux cas, x

1

v�eri�e l'in�egalit�e x

1

(�(W )) � 2.

Par cons�equent, x

1

v�eri�e les in�egalit�es (1.3). De la même mani�ere, on peut montrer

que les in�egalit�es (1.4) sont aussi satisfaites par x

1

, ce qui implique que x

1

2 P (G;S).

Cas 2.2. v =2 S.

Tout d'abord, notons que x

1

v�eri�e les contraintes de type (1.3) et les contraintes

de type (1.4) telles que e

1

=2 �(W ). Par ailleurs, il n'est pas di�cile de voir que chaque

contrainte de type (1.3) ((1.4)), di��erente de x(e

1

) � x(e

2

) = 0, o�u e

1

; e

2

2 �(W ) est

redondante dans P (G;S).

Consid�erons une coupe-Steiner �(W ) telle que fe

1

; e

2

g \ �(W ) = fe

1

g. Sans perte

de g�en�eralit�e, on peut supposer que v 2 W . Soit W

0

= W n fvg. Notons que �(W

0

) est

une coupe-Steiner dans G

0

. Puisque x

0

(e

1

) = x

1

(e

2

), nous obtenons

x

1

(�(W )) = x

1

(�(W

0

));

= y

1

(�(W

0

));

� 2:

Maintenant consid�erons une coupe-Steiner-gauche (�(Z); e) telle que fe

1

; e

2

g\�(W ) =

fe

1

g. Si v 2 Z (v 2 Z (et w 2 Z)) alors soit Z

0

= Z n fvg (Z

0

= (Z n fwg) [ fv

0

g).

Si e 6= e

1

(resp: e = e

1

) alors (�(Z

0

); e) (resp: (�(Z

0

); e

2

)) est une coupe-Steiner-gauche

de G

0

. On a

x

1

(�(Z)) = x

1

(�(Z

0

))� x

1

(e

2

) + x

1

(e

1

);

= x

1

(�(Z

0

));

= y

1

(�(Z

0

));

� 2y

1

(e) (resp: 2y

1

(e

2

));

= 2x

1

(e):

Il en r�esulte que x

1

satisfait l'in�egalit�e de coupe-Steiner (resp. coupe-Steiner-

gauche) associ�ee �a �(W ) (resp:(�(W ); e)), et donc x

1

2 P (G;S).

Par cons�equent, x

1

; x

2

2 P (G;S). Mais x =

1

2

(x

1

+x

2

). Puisque x

1

6= x

2

, ceci contredit

le fait que x est un point extrême et notre lemme est prouv�e. 2

Lemme 1.11. Chaque arête e o�u x(e) = 1 est contenue dans E(S).

Preuve. Supposons qu'il existe une arête e

0

= uv o�u x(e

0

) = 1 qui ne soit pas
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dans E(S). Soit S

0

= S [ fu; vg. Alors x appartient �a P (G;S

0

). En e�et, il est facile

de voir que x satisfait les in�egali�es (1.1),(1.2) et (1.4). Maintenant consid�erons une

coupe-Steiner �(W ) dans G par rapport �a S

0

. Si �(W ) est une coupe-Steiner dans G

par rapport �a S alors l'in�egalit�e x(�(W )) � 2 est v�eri��ee par x. Sinon (�(S); e

0

) est

une coupe-Steiner-gauche dans G par rapport �a S, et par (1.4), on a x(�(W )) � 2x(e

0

).

Comme x(e

0

) = 1, x(�(W )) � 2 est alors satisfaite par x.

De plus, le syst�eme de contraintes de P (G;S) satisfait par x avec �egalit�e est le même

que celui de P (G;S

0

). Ceci implique que x est un point extrême de P (G;S

0

). Puisque

jS

0

j > jSj, cela contredit la maximalit�e de S. 2

Maintenant nous nous tournons vers le point crucial de la d�emonstration. Etant

donn�ee une solution y de P (G;S), on note par � (y) l'ensemble des in�egalit�es de P (G;S)

serr�ees par y.

Proposition 1.12. �(S) ne contient pas d'arêtes multiples.

Preuve. Supposons que la proposition n'est pas vraie et que �(S) contient deux

arêtes multiples f et g. Par le Lemme 1.11, x(f) et x(g) ont des valeurs fractionnaires.

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que x(f) � x(g).

Pour montrer la proposition, nous allons identi�er dans un premier temps les in�egalit�es

du syst�eme (1.6) dans lesquelles au moins une des variables x(f) et x(g) peut avoir un

coe�cient non nul. Il y en a six types. Dans un deuxi�eme temps, nous montrerons que

certaines de ces in�egalit�es ne peuvent pas appartenir �a (1.6). Ceci est donn�e par les

Lemmes 1.13 et 1.14. Finalement nous montrerons que les seules contraintes du sys-

t�eme (1.6) dont le support intersecte ff; gg sont celles o�u chacune des variables x(f)

et x(g) a un coe�cient non nul, �egal �a 1 ou -1. Une contradiction avec le fait que x

soit un point extrême est obtenue en construisant une solution x

0

, x

0

6= x, qui satisfait

le syst�eme (1.6).

Les �equations du syst�eme (1.6) o�u x(f) ounet x(g) peuvent avoir des coe�cients

non nuls peuvent avoir les formes suivantes :
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x(f) +x(g) +

P

x(e) = 2; (1:16)

x(f) +x(g) +

P

x(e) �2x(e

0

) = 0; (1:17)

�x(f) +x(g) +

P

x(e) = 0; (1:18)

x(f) �x(g) +

P

x(e) = 0; (1:19)

�2x(f) +

P

x(e) = 0; (1:20)

�2x(g) +

P

x(e) = 0: (1:21)

Les �equations (1.16) proviennent des coupes-Steiner contenant f et g. Et les �equations

(1.17)-(1.21) proviennent des coupes-Steiner-gauche contenant soit f soit g soit les

deux. Dans la suite nous montrerons que, seules les �equations de types (1.16)-(1.19)

peuvent être dans le syst�eme (1.6).

S

S

Z V

0

n Z

G

0

G

Z Z

u

v

f g

f

Figure 1.1 :

Lemme 1.13. Le syst�eme (1.6) ne peut pas contenir des �equations de types (1.20)

et (1.21).

Preuve. Supposons le contraire. Puisque x(f) � x(g), on peut supposer que le

syst�eme (1.6) contient une �equation de type (1.20). Soit (�(Z); f) la coupe-Steiner-

gauche correspondant �a cette �equation. Donc f; g 2 E(Z). Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le

graphe obtenu �a partir de G en contractant g (remarquons que f se transforme en une

boucle dans G

0

, voir Figure 1.1).

(1) Soit x

0

la restriction de x �a G

0

. Par la Remarque 1.7, x

0

est une solution

de P (G

0

; S). De plus, x

0

satisfait l'�equation (1.20). Puisque jE

0

j < jEj, par
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l'hypoth�ese de r�ecurrence, P (G

0

; S) est entier, et donc il doit exister une solution

enti�ere y

0

de P (G

0

; S) telle que toute contrainte de P (G

0

; S) serr�ee par x

0

est

aussi serr�ee par y

0

. Donc,

� (x

0

) � � (y

0

): (1.22)

Par ailleurs, comme 0 < x

0

(f) < 1; y

0

peut être choisi de telle mani�ere que

y

0

(f) = 0. Par cons�equent, puisque (�(Z); f) est serr�ee par x

0

, il d�ecoule que

y

0

(�(Z)) = 0. Par les contraintes (1.4), ceci implique que

y

0

(e) = 0 8 e =2 E(Z): (1.23)

Soit x

�

2 IR

E

la solution telle que

x

�

(e) =

8

>

<

>

:

y

0

(e) si e 2 E(Z);

0 sinon:

Nous allons montrer que

� (x) � � (x

�

). (1.24)

Il su�t de consid�erer seulement les in�egalit�es serr�ees par x et appartenant au

syst�eme (1.6).

(2) Puisque (�(Z); f) est serr�ee par x et 0 < x(f) < 1, par les contraintes (1.4), les

arêtes telles que x(e) = 1 sont toutes dans E(Z). De plus pour une telle arête e,

on a par (1.22), x

�

(e) = y

0

(e) = x

0

(e) = 1. Puisque x(e) > 0 8e 2 E, (1.24) est

v�eri��ee pour les in�egalit�es triviales.

(3) Examinons maintenant les in�egalit�es de coupes-Steiner. Soit �(W ) une coupe-

Steiner serr�ee par x.

- Si W � Z, alors �(W ) est aussi serr�ee par x

0

. Par (1.22), �(W ) est alors

serr�ee par y

0

et donc par x

�

.
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- Si W 6� Z; W \ Z 6= ;, alors W n Z 6= ; et donc par le Lemme 1.4 ii), les

deux arêtes f; g n'appartiennent pas �a �(Z [W ). D'o�u f; g 2 E(W n Z) et

par le Lemme 1.3 ii), �(Z nW ) est une coupe-Steiner serr�ee par x et donc

par x

0

. D'apr�es (1.22), �(Z nW ) est aussi serr�ee par y

0

. Par (1.23), on a

donc x

�

(�(W )) = y

0

(�(W )) = y

0

(�(Z nW )) = 2 et par cons�equent �(W ) est

serr�ee par x

�

.

(4) Maintenant, consid�erons une coupe-Steiner-gauche (�(U); e) serr�ee par x.

- Si Z � U , alors par (1.23) nous avons x

�

(�(U)) � 2x

�

(e) = y

0

(�(U)) �

2y

0

(e) = 0:

- Si U � Z et e 2 E n fgg, alors (�(U); e) est serr�ee par x

0

et d'apr�es (1.22),

(�(U); e) est aussi serr�ee par y

0

. D'o�u

x

�

(�(U))� 2x

�

(e) = y

0

(�(U))� 2y

0

(e) = 0:

- Si U � Z et e = g, puisque f =2 E(U), e =2 E(Z) et x(f) � x(g), il en r�esulte

que (�(U); f) est une coupe-Steiner-gauche serr�ee par x. Et de l�a on obtient

0 = x(�(U))�2x(f) = x

0

(�(U))�2x

0

(f) = y

0

(�(U))�2y

0

(f) = x

�

(�(U))�2x

�

(e):

Et donc la contrainte associ�ee �a (�(U); e) est aussi serr�ee par x

�

.

- Si U 6� Z; Z 6� U; Z \ U 6= ;, alors soient Z

1

= Z \ U , Z

2

= Z n U ,

Z

3

= U n Z, Z

4

= (Z [ U).

Si Z

4

= ;, comme f; g 2 E(Z), il s'en suit que f; g 2 E(Z

3

), et donc

(�(U); e) est aussi serr�ee par x

0

. Par (1.22), (�(U); e) est serr�ee par y

0

et

donc par x

�

.

Supposons maintenant que Z

4

6= ;. Nous consid�erons deux cas.

(a) e 6= g.

(a.1) Si f; g 2 E(Z

4

) alors (�(U); e) est serr�ee par x

0

et, par (1.22), elle

est aussi serr�ee par y

0

. Ceci implique que (�(U); e) est aussi serr�ee

par x

�

.

(a.2) Si f; g =2 E(Z

4

) alors f; g 2 E(Z

3

)[(Z

3

; Z

4

). Par le Lemme 1.4 iii),

e =2 �(Z

2

), ce qui implique que e 2 E(Z

4

) [ (U;Z

4

). Par le Lemme

1.3 iii), (�(Z

1

); f) est une coupe-Steiner-gauche serr�ee par x et donc

par x

0

. Ceci implique, par (1.22), que (�(Z

1

); f) est serr�ee par y

0

.

Puisque par (1.23), y

0

(�(Z

1

)) = y

0

(�(U)) et y

0

(e) = y

0

(f) = 0, il en

r�esulte que (�(U); e) est serr�ee par y

0

et donc par x

�

.
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(b) e = g.

Alors e 2 E(Z

4

) [ (Z

3

; Z

4

). Puisque dans ce cas (�(Z); e) et (�(U); f)

sont deux coupes-Steiner-gauche, par le Lemme1.5, (�(Z); e) et (�(U); f)

sont toutes les deux serr�ees par x.

- Si f; g 2 E(Z

4

) alors (�(U); f) est serr�ee par x

0

et par (1.22) elle est

aussi serr�ee par y

0

. Puisque y

0

(f) = 0, il en d�ecoule que y

0

(�(U)) =

0 = x

�

(�(U)). Comme x

�

(e) = 0, (�(U); e) est alors serr�ee par x

�

.

- Si f; g =2 E(Z

4

) alors f; g 2 (Z

3

; Z

4

). De la même mani�ere que

dans le cas (a.2) nous montrons que (�(U); e) est serr�ee par x

�

.

Par cons�equent, � (x) � � (x

�

). Puisque x 6= x

�

, ceci est une contradiction, ce qui

compl�ete la preuve de notre lemme (remarquons qu'il n'est pas n�ecessaire que x

�

soit

une solution de P (G;S)): 2

Lemme 1.14. Le syst�eme (1.6) ne peut pas contenir une �equation de type (1.16)-

(1.17) et une �equation de type (1.18)-(1.19), en même temps.

Preuve. Supposons que ceci n'est pas vrai. Puisque x(f) � x(g), on peut supposer

que le syst�eme (1.6) contient une �equation de type (1.18). Soit (�(Z); f) la coupe-

Steiner-gauche correspondant �a cette contrainte.

Cas 1. jZj > 1.

Puisque (�(Z); f) est serr�ee par x, par les Lemmes 1.6 et 1.8, le graphe G(Z) est

connexe. Soit G

1

= (V

1

; E

1

) le graphe obtenu �a partir de G en contractant Z. Alors

G

1

est s�erie-parall�ele. Soit x

1

la restriction de x �a G

1

. Par la Remarque 1.7, x

1

est

une solution de P (G

1

; S). Puisque G

1

a moins d'arêtes que G, par l'hypoth�ese de

r�ecurrence, P (G

1

; S) est entier. Et comme cons�equence, il doit exister une solution

enti�ere y

1

de P (G

1

; S) telle que toute contrainte de P (G

1

; S) serr�ee par x

1

est aussi

serr�ee par y

1

. Puisque 0 < x

1

(f) < 1, y

1

peut être choisi de mani�ere que y

1

(f) = 0.

Ceci implique que y

1

(e) = 0 pour toute arête e 2 �(Z). Soit x

�

2 IR

E

la solution

d�e�nie par:
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x

�

(e) =

8

>

<

>

:

y

1

(e) si e 2 E(Z);

0 sinon:

En utilisant les mêmes id�ees que celles d�evelopp�ees pour la preuve du Lemme 1.13

((2)-(4)), nous obtenons : � (x) � � (x

�

). Puisque x 6= x

�

, on a alors une contradiction.

Cas 2. jZj = 1.

Nous distinguons deux cas.

Cas 2.1. Le syst�eme (1.6) contient une �equation de type (1.16) et une �equation de

type (1.18).

Soit �(W ) la coupe-Steiner induisant l'�equation (1.16). Donc f; g 2 �(W ) \ �(Z).

Aussi puisque S � Z, S \ W 6= ; et S \ W 6= ;, nous avons (Z n W ) \ S 6= ; et

(Z \W ) \ S 6= ;. Donc �(Z nW ) et �(Z \W ) sont toutes les deux des coupes-Steiner

dans G.

- Si W � Z, alors f; g 2 (W;Z). (Voir Figure 1.2). Nous avons

2x(f) + 2x(g) � 2x(W;Z) = x(�(W )) + x(�(Z))� x(�(Z nW ))

� 2 + 2x(f)� 2 = 2x(f):

Il en d�ecoule que x(g) = 0, ce qui contredit le Lemme 1.8.

- Si W 6� Z, alors Z [W = V . Par cons�equent, nous avons f; g 2 (W nZ;Z nW ).

Puisque �(W ) et (�(Z); f) sont serr�ees par x et �(Z \W ) est une coupe-Steiner,

nous avons alors

2 + 2x(f) = x(�(W )) + x(�(Z))

= x(�(Z \W )) + 2x(f) + 2x((Z nW;W n Z) n ffg)

� 2 + 2x(f) + 2x((Z nW;W n Z) n ffg):

d'o�u

x((Z nW;W n Z) n ffg) = 0:

Ce qui implique que x(g) = 0, contradiction.
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f

g

Z

Z

W

Z nW

Figure 1.2 :

Cas 2.2. Le syst�eme (1.6) contient une �equation de type (1.17) et une �equation de

type (1.18).

Soit (�(Z

0

); e

0

) la coupe-Steiner-gauche induisant (1.17). Donc Z n Z

0

6= ; (autrement

nous aurions jZj > 1, ce qui contredit notre hypoth�ese).

Cas 2.2.1. Z

0

� Z.

Puisque f; g 2 �(Z) \ �(Z

0

), il en d�ecoule que f; g 2 (Z

0

; Z). (Voir Figure 1.3). Et

comme (�(Z); f) et (�(Z

0

); e

0

) sont serr�ees par x, nous avons

2x(f) + 2x(e

0

) = x(�(Z)) + x(�(Z

0

) = 2x(Z

0

; Z) + x(�(Z n Z

0

))

> 2x(f) + x(�(Z n Z

0

)):

Ceci implique que e

0

=2 �(Z nZ

0

). Sinon, (�(Z n Z

0

); e

0

) serait une coupe-Steiner-gauche

viol�ee par x, contradiction. Par cons�equent, e

0

2 (Z

0

; Z).

Donc (�(Z

0

); f) et (�(Z); e

0

) sont toutes deux des coupes-Steiner-gauche dans G. Par

le Lemme 1.5, il en r�esulte que (�(Z

0

); f) et (�(Z; e

0

) sont serr�ees par x. Maintenant,

en consid�erant Z

0

�a la place de Z, le Cas 1 s'applique.

Cas 2.2.2. Z

0

6� Z.

Alors f; g 2 (Z nZ

0

; Z) et e

0

2 �(Z nZ

0

). De plus (�(Z \Z

0

); e

0

) est une coupe-Steiner-
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f

g

Z

Z

Z

0

Z n Z

0

Figure 1.3 :

gauche. Nous avons

2x(f) + 2x(g) � 2x(Z n Z

0

; Z) = x(�(Z)) + x(�(Z

0

))� x(�(Z \ Z

0

))

� 2x(f) + 2x(e

0

)� 2x(e

0

) = 2x(f):

D'o�u x(g) = 0, contradiction. Ce qui compl�ete la preuve du Lemme 1.14. 2

Maintenant �a partir des Lemmes 1.13 et 1.14, on obtient que les �equations du

syst�eme (1.6) ayant des coe�cients non nuls pour x(f) et x(g) sont soit de type (1.16)

et (1.17), soit de type (1.18) et (1.19). Si ces �equations sont de type (1.16) et (1.17)

(resp. (1.18) et (1.19)), alors consid�erons la solution �x 2 IR

E

d�e�nie comme suit :

�x(e) =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x(e) si e 2 E n ff; gg;

x(e) + " si e = f;

x(e)� " si e = g;

resp.
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�x(e) =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x(e) si e 2 E n ff; gg;

x(e) + " si e = f;

x(e) + " si e = g;

pour " > 0, su�samment petit.

Il est clair que �x 2 P (G;S). De plus, toute contrainte serr�ee par x est aussi ser-

r�ee par �x. Puisque x 6= �x, ceci contredit le fait que x est un point extrême de P (G;S),

ce qui ach�eve la preuve de notre proposition. 2

Lemme 1.15. G(S) ne contient pas deux arêtes multiples f; g telles que x(f) = 1

et 0 < x(g) < 1.

Preuve. Supposons le contraire. Soient u et v les extr�emit�es de f et g. Puisque x(g)

est fractionnaire, il est simple de voir qu'il existe une coupe-Steiner �(W

1

), W

1

� V ,

serr�ee par x et contenant g (et f). De plus �(W

1

) peut être suppos�ee parmi les coupes

du syst�eme (1.6). Par le Lemme 1.6, G(W

1

) et G(W

1

) doivent être connexes. Nous

distinguons deux cas

Cas 1. jW

1

j � 2, jW

1

j � 2.

Soient G

1

et G

2

les graphes obtenus �a partir de G en contractant W

1

et W

1

, re-

spectivement. Puisque G(W

1

) et G(W

1

) sont connexes, les graphes G

1

et G

2

sont

s�erie-parall�eles. Soient S

1

= (S \W

1

) [ fs

1

g et S

2

= (S \W

1

) [ fs

2

g o�u s

1

et s

2

sont

les sommets r�esultant des contractions deW

1

etW

1

, respectivement. Puisque G

1

et G

2

ont moins d'arêtes que G, par notre hypoth�ese de r�ecurrence, P (G

1

; S

1

) et P (G

2

; S

2

)

sont tous les deux des poly�edres entiers. Soient x

1

et x

2

les restrictions de x �a G

1

et

G

2

, respectivement. Par la Remarque 1.7, x

1

et x

2

sont des solutions de P (G

1

; S

1

) et

P (G

2

; S

2

), respectivement. En cons�equence il exite deux solutions enti�eres y

1

et y

2

de

P (G

1

; S

1

) et P (G

2

; S

2

), respectivement, telles que toute contrainte de P (G

1

; S

1

) (resp.

P (G

2

; S

2

)) qui est serr�ee par x

1

(resp. x

2

) est aussi serr�ee par y

1

(resp. y

2

). Donc,

� (x

1

) � � (y

1

) (1.25)
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� (x

2

) � � (y

2

) (1.26)

Puisque 0 < x

1

(g) = x

2

(g) = x(g) < 1, y

1

(g) et y

2

(g) peuvent être choisis de telle

mani�ere que y

1

(g) = y

2

(g) = 1. Et comme �(W

1

) est serr�ee par x

1

et x

2

, et y

1

(f) =

y

2

(f) = 1, par (1.25) et (1.26) on a y

1

(�(W

1

) n ff; gg) = y

2

(�(W

1

) n ff; gg) = 0.

Maintenant, consid�erons la solution x

�

2 IR

m+1

donn�ee par

x

�

(e) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

y

1

(e) si e 2 E(W

1

);

y

2

(e) si e 2 E(W

1

);

1 si e 2 ff; gg;

0 si e 2 �(W

1

):

Dans ce qui suit nous allons montrer que � (x) � � (x

�

). Puisque x 6= x

�

, nous avons

donc une contradiction.

Soit e 2 E telle que x(e) = 1. Alors e = f ou e appartient soit �a E(W

1

), soit

�a E(W

1

). Si e 2 E(W

1

) (resp. e 2 E(W

1

)) alors par (1.26) (resp. (1.25)), x

�

(e) =

y

2

(e) = x

2

(e) = 1 (resp. x

�

(e) = y

1

(e) = x

1

(e) = 1). Par le Lemme 1.8 on obtient que

toute in�egalit�e de type (1.1) ou (1.2) serr�ee par x est aussi serr�ee par x

�

.

Consid�erons maintenant une coupe-Steiner �(W ) serr�ee par x. �(W ) peut être

suppos�ee parmi les coupes du syst�eme (1.6).

(a) Si W �W

1

alors x(�(W )) = x

2

(�(W )) = 2 et par (1.26), y

2

(�(W )) = 2. Puisque

x

�

(�(W )) = y

2

(�(W )), nous obtenons que �(W ) est serr�ee par x

�

.

(b) Si W � W

1

, de la même facon nous obtenons que �(W ) est serr�ee par x

�

.

(c) Si W 6� W

1

; W

1

6� W et W \W

1

6= ;, par le Lemme 1.4 i) au moins un des

ensembles (W nW

1

) \ S et (W

1

nW ) \ S doit être vide. Puisque �(W ) et �(W

1

)

sont des coupes-Steiner, il en d�ecoule que W

1

\W \ S 6= ; et W

1

[W \ S 6= ;.

En cons�equence, par le Lemme 1.3 i), �(W

1

\W ) et �(W

1

[W ) sont toutes les

deux des coupes-Steiner serr�ees par x et x(W

1

nW;W nW

1

) = 0. Par le Lemme

1.8, ceci implique que (W

1

nW;W nW

1

) = ;. Par ailleurs, puisqueW

1

\W �W

1

,

et W

1

[W � W

1

, �a partir des Cas (a) et (b), il en r�esulte que �(W

1

\ W ) et
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�(W

1

[W ) sont serr�ees par x

�

. D'o�u

x

�

(�(W )) = x

�

(�(W

1

\W )) + x

�

(�(W

1

[W ))� x

�

(�(W

1

)) = 2 + 2� 2 = 2:

Et la contrainte x(�(W )) � 2 est serr�ee par x

�

.

Maintenant On consid�ere une coupe-Steiner-gauche (�(Z); e) serr�ee par x. (�(Z); e)

peut être suppos�ee parmi les coupes du syst�eme (1.6).

- Si W

1

� Z, alors (�(Z); e) est serr�ee par x

1

. Par (1.25), (�(Z); e) est aussi serr�ee

par y

1

. Par cons�equent, x

�

(�(Z))� 2x

�

(e) = y

1

(�(Z))� 2y

1

(e) = 0.

- Si W

1

6� Z alors puisque W

1

n Z 6= ;, par le Lemme 1.4 ii) on a, e =2 �(W

1

[ Z).

Comme e 2 �(Z), alors e 2 (�(W

1

nZ)n(W

1

nZ;W

1

[ Z)). Donc par le Lemme1.3

ii), il en r�esulte que �(Z nW

1

) et (�(W

1

n Z; e) sont respectivement une coupe-

Steiner et une coupe-Steiner-gauche serr�ee par x, et x(W

1

\ Z;W

1

[ Z) = 0.

D'apr�es le Lemme 1.8, on d�eduit que (W

1

\ Z;W

1

[ Z) = ;.

Puisque �(Z n W

1

) est une coupe-Steiner et Z n W

1

� W

1

, d'apr�es le Cas (b)

il s'en suit que �(Z n W

1

) est serr�ee par x

�

. De plus, comme W

1

� W

1

n Z,

(�(W

1

n Z); e) est serr�ee par x

2

. Par (1.25), (�(W

1

n Z); e) est aussi serr�ee par y

2

.

D'o�u

x

�

(�(W

1

n Z))� 2x

�

(e) = y

2

(�(W

1

n Z))� 2y

2

(e) = 0:

Ainsi

x

�

(�(Z)) = x

�

(�(Z nW

1

))+x

�

(�(W

1

n Z))�x

�

(�(W

1

)) = 2+2x

�

(e)�2 = 2x

�

(e):

Et par cons�equent, la contrainte associ�ee �a (�(Z); e) est serr�ee par x

�

.

Par cons�equent � (x) � � (x

�

).

Cas 2. jW

1

j = 1.

Par le Lemme 1.9, il doit exister une autre coupe-Steiner �(W

2

) serr�ee par x et

contenant g (et f). Si jW

2

j � 2 et jW

2

j � 2 alors le Cas 1 s'applique. Supposons alors

que jW

2

j = 1. Donc on peut supposer que W

1

= fug et W

2

= fvg. (Voir Figure 1.4).

Puisque �(W

1

) et �(W

2

) sont serr�ees par x, nous avons
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v

u

g

V n fu; vg

f

W

1

W

2

Figure 1.4 :

x(�(V n fu; vg) = x(�(W

1

)) + x(�(W

2

))� 2x(W

1

;W

2

) < 2 + 2 � 2 = 2:

Ceci implique que (V n fu; vg) \ S = ;. Sinon �(V n fu; vg) serait une coupe-Steiner

viol�ee par x, contradiction. Puisque G est 2-arête-connexe et ne contenant pas de som-

mets de degr�e 2, par le Lemme 1.1 i), il existe au moins deux autres arêtes multiples

dans �(S). Mais ceci contredit la proposition 1.12. 2

Lemme 1.16. G(S) ne peut pas contenir deux arêtes multiples f et g telles que

x(f) = x(g) = 1.

Preuve. Supposons le contraire. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en

contractant les arêtes f et g. Il est clair que G

0

est s�erie-parall�ele. Soit S

0

=(S nfu; vg)

S

fwg, o�u u et v sont les extr�emit�es de f et g et w est le sommet r�esultant de cette

contraction. Soit x

0

2 IR

m�1

la solution donn�ee par x

0

= x(e) pour toute arête

e 2 E n ff; gg. Il est evident que x

0

est une solution de P (G

0

; S

0

). De plus, x

0

est

un point extrême de P (G

0

; S

0

). En e�et, si ce n'est pas le cas, il doit exister deux

solutions y

1

et y

2

; y

1

6= y

2

, de P (G

0

; S

0

) telles que x

0

=

1

2

(y

1

+ y

2

). Maintenant soient

les solutions y

1

0

; y

2

0

2 IR

m+1

donn�ees par

y

1

0

(e) =

8

>

<

>

:

y

1

(e) si e 2 E n ff; gg;

1 si e 2 ff; gg;
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et

y

2

0

(e) =

8

>

<

>

:

y

2

(e) si e 2 E n ff; gg;

1 si e 2 ff; gg:

Il est clair que y

1

0

et y

2

0

appartiennent �a P (G;S). Aussi nous avons x =

1

2

(y

1

0

+y

2

0

),

contradiction. Par cons�equent, x

0

est un point extrême de P(G

0

, S

0

). Puisque x

0

est

fractionnaire et jE

0

j < jEj, ceci contredit l'hypoth�ese de r�ecurrence. 2

Par les Lemmes 1.10, 1.15, 1.16 et la Proposition 1.12 on d�eduit que G ne peut

contenir ni des sommets de degr�e 2, ni des arêtes multiples. Puisque G est s�erie-

parall�ele, ceci contredit le Lemme 1.1 i), ce qui termine la preuve de notre th�eor�eme.

1.3 Le polytope STESNP(G,S) dans les graphes

s�erie-parall�eles

Dans ce paragraphe, on consid�ere le polytope STESNP(G;S). Nous allons montrer

que si le graphe G = (V;E) est s�erie-parall�elle alors le polytope STESNP(G;S) est

compl�etement d�ecrit par les contraintes triviales et de coupes-Steiner.

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un ensemble de terminaux S � V , on note

par Q(G;S) le polytope d�e�ni par les in�egalit�es (1.1), (1.2) et (1.3). Nous supposons

que jSj � 2. (Si jSj = 1, alors la solution optimale du probl�eme STESNP est form�ee

par les arêtes de poids n�egatif ).

Th�eor�eme 1.17. Si G=(V,E) est s�erie-parall�ele, alors STESNP(G;S) = Q(G;S).

Preuve. La preuve de ce th�eor�eme utilise les mêmes techniques que celles utilis�ees

pour d�emontrer le Th�eor�eme 1.2. Dans ce qui suit, nous d�emontrons seulement les

points sp�eci�ques au polytope STESNP(G;S). Comme pour le Th�eor�eme 1.2, nous

proc�edons par r�ecurrence sur le nombre d'arêtes de G. Supposons que le th�eor�eme est

vrai pour tout graphe ayant au plus m arêtes et supposons que G contientm+1 arêtes.

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut �egalement supposer que G est 2-arête-connexe. (Il
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n'est pas di�cile de voir que si le th�eor�eme est vrai dans ce cas, alors il est vrai pour

tout graphe s�erie-parall�ele). Supposons que STESNP(G;S) 6= Q(G;S). Donc il existe

un point fractionnaire x de Q(G;S). Et par la minimalit�e de G, on a

x(e) > 0 pour toute arête e 2 E: (1.27)

Lemme 1.18. G ne contient pas de sommets de degr�e deux.

Preuve. Supposons que G contient un sommet v o�u �(v) = fe

1

; e

2

g. Nous supposons

que e

1

and e

2

ne sont pas des arêtes multiples, (le cas o�u le graphe contient d'arêtes

multiples sera consid�er�e plus tard). Si x(e

1

) = x(e

2

), la preuve est similaire �a celle du

Lemma 1.10. Donc consid�erons le cas x(e

1

) 6= x(e

2

). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut

supposer que x(e

1

) > x(e

2

). En cons�equence, e

1

n'appartient �a aucune coupe-Steiner

serr�ee par x. En e�et, pour montrer cela on peut noter tout d'abord que v n'appartient

pas �a S. Car sinon, �(v) serait une coupe-Steiner viol�ee par x, ce qui est impossible.

Maintenant supposons que �(W ) est une coupe-Steiner serr�ee par x contenant e

1

. On

peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que v 2 W . Alors �(W

0

) o�u W

0

= W n fvg

serait une coupe-Steiner viol�ee par x, contradicition. Donc, on a x(e

1

) = 1. Car sinon

la solution x

0

2 R

E

donn�ee par x

0

(e) = x(e) si e 6= e

1

et x

0

(e) = x(e

1

) + ", o�u " > 0

est un scalaire su�samment petit, serait une solution qui v�eri�erait le même syst�eme

d�e�nissant x, ce qui est impossible. Soit

~

G = (

~

V ;

~

E) le graphe obtenu �a partir de G en

contractant e

1

= vw. Soit

~

S = S n fv;wg [ f~vg si w 2 S et

~

S = S sinon, o�u ~v est le

sommet qui r�esulte de la contraction de e

1

. Il est �evident que

~

G est s�erie-parall�elle. Soit

~x la restriction de x dans

~

G. Par la Remarque 1.7 nous avons ~x 2 Q(

~

G;

~

S). Puisque

j

~

Ej < jEj, par l'hypoth�ese de r�ecurrence, Q(

~

G;

~

S) est un poly�edre entier. Et donc il

existe une solution enti�ere ~y de Q(

~

G;

~

S) telle que toute contrainte de Q(

~

G;

~

S) serr�ee

par ~x est �egalement serr�ee par ~y. Comme 0 < ~x(e

2

) < 1, ~y peut être choisi de telle

mani�ere que ~y(e

2

) = 1. Soit �x la solution de IR

E

donn�ee par

�x(e) =

(

~y(e) si e 2 E n fe

1

g;

1 si e = e

1

:

Il est clair que, �x est une solution de Q(G;S). De plus, toute contrainte de Q(G;S)

serr�ee par x l'est aussi par �x. Puisque x 6= �x, ceci est une contradiction et le lemme

est prouv�e. 2
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Puisque G est s�erie-parall�elle et 2-arête-connexe, d'apr�es les Lemmes 1.1 i) et 1.18,

G doit contenir des arêtes multiples. On peut montrer de la même mani�ere que dans

le Lemme 1.16, que

Lemme 1.19. G ne peut pas contenir deux arêtes multiples f et g telles que x(f) =

x(g) = 1:

Ce lemme implique qu'entre deux sommets quelconques de G il existe au plus deux

arêtes multiples. En e�et, si entre deux sommets donn�es il existe trois arêtes multiples

ou plus, alors au moins deux de ces arêtes ont des valeurs enti�eres, contradiction.

Puisque G est 2-arête-connexe, d'apr�es le Lemme 1.1 ii), il existe un sommet v

0

2 V

qui est adjacent �a exactement deux sommets de V . Soient w

1

et w

2

ces deux sommets.

D'apr�es les Lemmes 1.18 et 1.19 on peut supposer qu'entre v

0

et, disons w

1

il existe

deux arêtes multiples f et g. Et par la remarque ci-dessus, ces arêtes sont les seules

arêtes entre v

0

et w

1

. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que x(f) � x(g). Puisque

toute coupe de G, contient soit les deux arêtes f et g soit aucune de ces arêtes, au plus

une des arêtes f et g peut avoir une valeur fractionnaire. Alors par le Lemme 1.19 et

l'hypoth�ese ci-dessus il en r�esulte que

x(f) = 1 et 0 < x(g) < 1: (1.28)

Cas 1. v

0

=2 S.

Puisque 0 < x(g) < 1, alors il existe au moins une coupe-Steiner �(W ) contenant g

et serr�ee par x. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que v

0

2 W .

Consid�erons d'abord le cas o�u il existe une seule arête entre v

0

et w

2

. Puisque

v

0

=2 S et �(W ) est une coupe-Steiner, alors �(W

0

), o�u W

0

= W [ fv

0

g, est �egalement

un coupe-Steiner de G.

Si w

2

2 W (=2 W ), alors nous avons

x(�(W )) = x(�(W

0

)) + x(f) + x(g)� x(v

0

w

2

) = 2; (1:29)

(x(�(W )) = (x(�(W

0

)) + x(�(v

0

)) = 2):

Comme x(v

0

w

2

) � 1, (1.28) et (1.29) impliquent que x(�(W

0

)) < 2, ce qui est impos-

sible.
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Supposons maintenant qu'il existe exactement deux arêtes multiples f

0

et g

0

entre v

0

et w

2

(et exactement deux arêtes multiples f et g entre v

0

et w

1

). Comme pour f et g,

on peut supposer que exactement une arête parmi f

0

et g

0

a une valeur fractionnaire.

Soient x(f

0

) = 1 et 0 < x(g

0

) < 1.

Puisque v

0

2 W , nous avons w

2

2 W , car sinon �(W ) contient f; g; f

0

; g

0

et donc elle ne

serait pas serr�ee par x. Si x(g

0

) < x(g), alors �(W

0

), o�u W

0

= W n fv

0

g, est une coupe-

Steiner viol�ee par x, ce qui est impossible. Donc nous avons x(g

0

) � x(g). Puisque par

sym�etrie on a x(g) � x(g

0

), il s'en suit que

x(g

0

) = x(g):

Maintenant, soit G

�

= (V

�

; E

�

) le graphe obtenu �a partir de G en contractant f et g.

Soit S

�

= (S n fw

1

g) [ fv

�

g si w

1

2 S et S

�

= S sinon, o�u v

�

est le sommet r�esultant

de la contraction. Soit x

�

la restriction de x dans E

�

. D'apr�es la Remarque 1.7, x

�

est

une solution de Q(G

�

; S

�

). De plus, x

�

est un point extrême de Q(G

�

; S

�

). En e�et, si

ce n'est pas le cas, alors il existe deux solutions y

1

; y

2

, y

1

6= y

2

, de Q(G

�

; S

�

) telles que

x

�

=

1

2

(y

1

+ y

2

). Maintenant soient �y

1

et �y

2

d�e�nis comme suit

�y

1

(e) =

8

>

<

>

:

y

1

(e) si e 2 E n ff; gg;

1 si e = f;

y

1

(g

0

) si e = g;

et

�y

2

(e) =

8

>

<

>

:

y

2

(e) si e 2 E n ff; gg;

1 si e = f;

y

2

(g

0

) si e = g:

Nous allons montrer que les solutions �y

1

et �y

2

appartiennent �a Q(G;S). Nous mon-

trons cela pour �y

1

, (la preuve pour �y

2

est similaire). Tout d'abord, il est clair que �y

1

v�eri�e (1.1), (1.2) et les in�egalit�es (1.3) pour lesquelles �(W ) ne contient pas f et g.

Maintenant consid�erons une coupe-Steiner �(W ) contenant f et g et supposons, sans

perte de g�en�eralit�e, que v

0

2 W . Soit W

0

= W n fv

0

g. Notons que �(W

0

) est une

coupe-Steiner dans G

�

. Nous avons

�y

1

(�(W )) = y

1

(�(W

0

))� y

1

(f

0

)� y

1

(g

0

) + �y

1

(f) + �y

1

(g):
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Puisque �y

1

(f) = y

1

(f

0

) = 1 et �y

1

(g) = y

1

(g

0

), il en r�esulte que

�y

1

(�(W )) = y

1

(�(W

0

)) � 2:

Et donc �y

1

satisfait les in�egalit�es associ�ees �a la coupe-Steiner �(W ).

Par cons�equent, �y

1

et �y

2

2 Q(G;S). De plus, nous avons x =

1

2

(�y

1

+ �y

2

). Comme

�y

1

6= �y

2

, ceci est une contradiction. Donc x

�

est un point extrême de Q(G

�

; S

�

).

Puisque G

�

a moins d'arêtes que G et x

�

est fractionnaire, ceci contredit l'hypoth�ese

de r�ecurrence.

Cas 2. v

0

2 S.

Comme 0 < x(g) < 1, il existe alors une coupe-Steiner �(W ) contenant g (et f) et

serr�ee par x. D'apr�es le Lemme 1.6, il en r�esulte que G(W ) et G(W ) sont connexes.

Cas 2.1. jW j � 2, jW j � 2.

Ce cas est similaire au Cas 1 du Lemme 1.15. Puisque G(W ) et G(W ) sont connexes,

les graphes G

1

= (V

1

; E

1

) et G

2

= (V

2

; E

2

) obtenus �a partir de G en contractant W

et W respectivement, sont s�erie-parall�eles. En consid�erant les restrictions x

1

et x

2

de

x dans G

1

et G

2

, on peut construire de la même mani�ere que dans le Cas 1 du Lemme

1.15 une solution x

�

qui v�eri�e �a �egalit�es les in�egalit�es serr�ees par x, contradiciton.

Cas 2.2. jW j = 1.

D'apr�es le Lemme 1.9, il existe une autre coupe-Steiner �(W

0

) contenant g et serr�ee

par x. D'apr�es le Cas 2.1 on peut supposer que jW

0

j = 1. Il en r�esulte donc, sans

perte de g�en�eralit�e, que W = fv

0

g et W

0

= fw

1

g. De la même mani�ere que dans le

Cas 2 du Lemma 1.15, on peut montrer que x(�(fv

0

; w

1

g)) < 2. Ce qui implique que

(V n fv

0

; w

1

g)\ S) = ;. Car sinon, �(fv

0

; w

1

g) serait une coupe-Steiner viol�ee par x ce

qui est impossible. Donc �(v

0

) et �(w

1

) sont les seules coupes-Steiner de G. Maintenant

soit �x 2 R

E

, la solution de�nie comme suit

�x(e) =

8

>

<

>

:

1 si x(e) = 1 ou e = g;

0 sinon:

Nous avons �x 2 Q(G;S). De plus, toute in�egalit�e de Q(G;S) serr�ee par x est �egalement

serr�ee par �x. Puisque x 6= �x, ceci contredit le fait que x est un point extrême deQ(G;S),

ce qui ach�eve la preuve de notre th�eor�eme. 2
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1.4 Formulation �etendue

Si P est un probl�eme d'optimisation combinatoire et Ax � b un syst�eme lin�eaire

d�ecrivant l'enveloppe convexe de ses solutions o�u A 2 IR

m�n

et b 2 IR

m

(m;n 2 IN),

alors P est �equivalent �a un programme lin�eaire de la forme

(1:30)

(

max cx

Ax � b

o�u c

T

2 IR

n

. Il est parfois pertinent d'ajouter des variables suppl�ementaires �a la

formulation (1.30) Ces variables peuvent r�eduire le nombre de contraintes du syst�eme

et simpli�er la structure de celles-ci. Ainsi on obtient une formulation ayant la forme

suivante :

(1:31)

(

max cx

Bx+Dy � b

o�u y 2 IR

n

0

(n

0

2 IN) est le vecteur des nouvelles variables, B 2 IR

m�n

, D 2 IR

m�n

0

et

d 2 IR

m

. Une formulation de P de type (1.31) est appel�ee formulation �etendue.

Si une formulation �etendue de P sous la forme (1.31) est connue, alors l'enveloppe

convexe des solutions de P n'est rien d'autre que la projection du poly�edreBx+Dy � d

sur x.

L'objet de ce paragraphe est d'etudier une formulation �etendue pour les probl�emes

STECSP. Mais d'abord nous allons discuter de certains exemples li�es au probl�eme de

l'arbre de poids minimum, utilisant cette approche.

Un arbre d'un graphe G = (V;E), est un sous-graphe (U;F ) connexe et sans cy-

cle. Etant donn�e un graphe G = (V;E), le polytope des arbres couvrant T (G) est

l'enveloppe convexe des vecteurs d'incidences des arbres couvrant de G. Le dominant

de T (G) est le poly�edre P (G) = T (G) + IR

E

+

. Il a �et�e montr�e dans [75, 61] que P (G)

est d�e�ni par

x(�(V

1

; :::; V

p

)) � p � 1; pour toute partition V

1

; :::;V

p

de V

x � 0:
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Dans [48] J�unger et Pulleyblank ont donn�e une formulation �etendue de P (G) en

associant des variables y(v); v 2 V , aux sommets deG. Ils ont montr�e que la projection

du syst�eme, ci-dessous, sur les variables x est P (G). Le sommet r est un �el�ement

arbitraire de V .

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x(�(S)) + y(S) � 2; si r =2 S; S � V;

x(�(S)) + y(S) � 0; si r 2 S; S � V;

y(V ) = 0;

Etant donn�es un graphe G = (V;E), un ensemble S � V , un sommet r 2 V appell�e

racine, une fonction w d�e�nie sur E et une fonction ' d�e�nie sur V . Un arbre steiner

est un arbre (U;F ) de G tel que S � U . Un r-arbre est un arbre (U;F ) de G tel que

r 2 U .

Dans [38], Goemans a consid�er�e les trois probl�emes suivants.

Probl�eme 1. Le probl�eme de l'arbre Steiner:

Trouver un arbre Steiner (U;F ) tel que w(F ) soit minimum.

Probl�eme 2. Le probl�eme de l'arbre Steiner �a sommets pond�er�es:

Trouver un arbre Steiner (U;F ) tel que w(F ) + '(U) soit minimum.

Probl�eme 3. Le probl�eme du r-arbre:

Trouver un r-arbre (U;F ) tel que w(F ) + '(U) soit minimum.

Les Probl�emes 2 et 3 peuvent être consid�er�es comme formulations �etendues pour le

Probl�eme 1. Il est clair que, le Probl�eme 1 est un cas particulier du Probl�eme 2, en �xant

'(v) = 0 pour tout v 2 V . Aussi, le Probl�eme 2 est un cas particulier du probl�eme 3, en

choisissant un sommet r 2 S et en posant '(v) = �M 8v 2 S o�uM est un entier n�egatif

assez grand. Goemans [38] a donn�e une caract�erisation compl�ete du polytope associ�e

au probl�eme du r-arbre quand G est s�erie-parall�ele. Comme cons�equence, il a obtenu

une description du polytope associ�e au probl�eme de l'arbre Steiner �a sommets pond�er�es

dans les graphes s�erie-parall�eles. En �etudiant la projection de ce dernier polytope sur

les variables associ�ees aux arêtes, il a obtenu de larges classes de facette du polytope

associ�e au probl�eme de l'arbre Steiner. Une description compl�ete de ce polytope dans
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les graphes s�erie-parall�eles demeure cependant, inconnue. Margot, Prodon et Liebling

[57] ont consid�er�e le probl�eme de l'arbre de poids minimum, quand des poids sont

associ�es aux sommets et aux arêtes du graphes. Ils ont donn�e une caract�erisation

compl�ete du poly�edre associ�e quand le graphe est un 2-arbre.

Revenons maintenant au probl�eme STECSP. L'approche dont nous allons discuter

est similaire �a celle utilis�ee par J�unger et Pulleyblank et par Goemans pour le probl�eme

de l'arbre de poids minimum. Consid�erons un graphe G = (V;E). Soit r un sommet

donn�e dans G. r sera appel�e racine. Et soit ' un vecteur de poids associ�e au sommets

de G ( les arêtes sont aussi munies d'un syst�eme de poids). Consid�erons le probl�eme :

Trouver un sous-graphe 2-arêtes-connexe de G contenant r tel que le poids total des

sommets et des arêtes soit minimum. On appellera ce probl�eme, le probl�eme du sous-

graphe r-2-arête-connexe qu'on notera par r-TECSP. Pour chaque sommet v 2 V , soit

y(v) une variable en 0-1, qui prend 1 si v est pris dans une solution du r-TECSP et

0 sinon. Donc le r-TECSP est �equivalent au programme lin�eaire en nombres entiers

suivant :

Min ! x+ ' y

x(e) � 0 8 e 2 E; (1:32)

y(v) � 1 8 v 2 V; (1:33)

x(�(W ))� 2y(v) � 0 8 W � V; r 2 W;v 62 W; (1:34)

x(e)� y(v) � 0 8e = uv 2 E; v 6= r; (1:35)

x(e) 2 f0; 1g 8 e 2 E; (1:36)

y(v) 2 f0; 1g 8 v 2 V: (1:37)

Le STECSP est un cas particulier du r-TECSP, en �xant r dans S et en consid�erant

le vecteur de poids ' sur les sommets donn�e par

'(v) = �M; si v 2 S;

'(v) = 0; si v 62 S;
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o�u M est un entier positif su�samment grand.

En rempla�cant les in�egalit�es (1.34) par les in�egalit�es de coupe-Steiner (1.3), on obtient

une formulation �etendue du programme lin�eaire en nombres entiers pour le probl�eme

STESNP. Cette formulation sera not�ee par r-TESNP.

v

1

v

2

v

3

v

4

Figure 1.5 :

Etant donn�e le r�esultat �etabli par le Th�eor�eme 1.2, une question naturelle se pose :

le probl�eme r-TECSP est-il �equivalent �a sa relaxation lin�eaire quand le graphe G est

s�erie-parall�ele? En d'autre terme, le polytope donn�e par les in�egalit�es (1.32)-(1.35) est-il

entier, quand le graphe est s�erie-parall�ele. Malheuresement la r�eponse �a cette question

est n�egative comme le montre l'exemple suivant: consid�erons le graphe s�erie-parall�ele

G = (V;E) donn�e par la Figure 1.5. Soit v

1

le sommet repr�esentant la racine r. Soit

(x; y) tel que x(e) =

1

2

pour tout e 2 E et y(v

1

) = y(v

4

) = 1 et y(v

2

) = y(v

3

) =

1

2

. Il

est facile de v�eri�er que (x; y) satisfait les contraintes (1.32)-(1.35). De plus il n'est pas

di�cile de voir que (x; y) est un point extrême du polytope donn�e par ces contraintes.

Puisque le graphe G est outerplanaire, cela implique que les contraintes (1.32)-(1.35)

ne su�sent pas pour d�ecrire le polytope associ�e �a r-TECSP même pour une sous-classe

des graphes s�erie-parall�eles.

Une question int�eressante serait de d�ecrire de nouvelles contraintes valides pour le

polytope associ�e au probl�eme r-TECSP, et donner ainsi une caract�erisation compl�ete
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de ce polytope quand le graphe est s�erie-parall�ele.

Si on pose S = fv

1

; v

4

g, la solution (x; y) donn�ee ci-dessus est aussi un point extrême

du polytope d�e�ni par les contraintes (1.32),(1.33), (1.35) et (1.3). Ceci implique

que même pour le probl�eme r-TESNP, d'autres contraintes sont n�ecessaires pour une

description compl�ete du polytope associ�e dans les graphes s�erie-parall�eles.



Chapitre 2

Polytopes li�es au STECSP(G,S)

Dans ce chapitre, nous allons �etudier certains poly�edres li�es au polytope des sous-

graphes Steiner 2-arête-connexes. Dans un premier temps nous �etudions le dominant

du polytope STECSP(G;S). Nous donnons une description compl�ete de ce poly�edre

dans une classe de graphes contenant les graphes s�erie-parall�eles. Par la suite, nous

discutons du polytope du voyageur de commerce Steiner. En se basant sur les r�esultats

du chapitre pr�ec�edent, nous donnons une caract�erisation compl�ete de ce polytope dans

le cas o�u le graphe est s�erie-parall�ele. A notre connaissance, ceci est le premier polytope

caract�eris�e pour ce probl�eme dans une classe de graphes non triviale.

2.1 Le dominant du STECSP(G,S)

Plusieurs probl�emes d'optimisation combinatoire consistent (ou peuvent se ramener)

�a minimiser une fonction wx avec w � 0 sur un certain poly�edre. Ceci est le cas par

exemple pour le probl�eme du voyageur de commerce. S'il existe des arêtes avec des

poids n�egatifs alors en ajoutant une constante positive assez large au poids de chaque

arête, on se ram�ene �a un probl�eme �equivalent dont les poids sont tous non n�egatifs.(

Ceci n'est malheureusement pas le cas pour le probl�eme du voyageur de commerce

Steiner, du fait que dans ce dernier, les solutions ne comportent pas toutes le même

nombre d'arêtes). Aussi, pour plusieurs probl�emes dans la pratique on a w � 0.

Si w � 0, minimiser la fonction wx sur un poly�edre P est �equivalent �a minimiserwx

sur le dominant de P . Ceci est la motivation principale pour caract�eriser le dominant

45
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d'un poly�edre donn�e.

Un graphe G = (V;E) sera dit parfaitement Steiner 2-arête-connexe par rapport

�a un ensemble de terminaux S � V , si STECSP(G;S) est compl�etement d�ecrit par

les contraintes (1.1)-(1.4). La classe des graphes parfaitement Steiner 2-arête-connexes

contient par exemple la classe des graphes s�erie-parall�eles.

Dans ce paragraphe, nous donnons une description compl�ete du dominant du STECSP(G;S)

quand G est parfaitement Steiner 2-arête-connexe. On discutera �egalement d'un poly�e-

dre entier li�e �a ce dominant. Ce travail a �et�e fait en collaboration avec B. Chaourar.

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un ensemble de terminaux S � V , on note

par Dom(G;S) le dominant du STECSP(G;S).

Consid�erons les contraintes suivantes

x(�(W ) n feg) � 1 8 W � V; (S \W ) 6= ; 6= (S \W ) et e 2 �(W ): (2:1)

Remarquons que les contraintes (2.1) sont d�e�nies par rapport aux coupes-Steiner de

G. Soit

D(G;S) = fx 2 IR

E

j x satisfasse (1:1); (1:3) et (2:1)g:

On a le r�esultat suivant

Th�eor�eme 2.1. Si G est parfaitement Steiner 2-arête-connexe alors Dom(G,S)=D(G,S).

Preuve.

1) Dom(G;S) � D(G;S):

Soit y 2 Dom(G;S). Alors il existe x 2 STECSP(G;S) tel que y � x. Il est clair

que y v�eri�e les in�egalit�es (1.1) et (1.3). Soit �(W ) une coupe qui d�e�nit avec e 2 �(W )

une in�egalit�e de type (2.1). On a

y(�(W ) n feg) � x(�(W ) n feg) = x(�(W ))� x(e) � 1:

D'o�u y 2 D(G;S).

2) D(G;S) � Dom(G;S):
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Soit �x un point extrême de D(G;S), il su�t de montrer que �x 2 STECSP(G;S).

Nous avons les assertions suivantes:

Assertion 1. 8e 2 E; �x(e) � 1.

Preuve. Soit e une arête de E telle que �x(e) > 0. Alors il existe une coupe-Steiner

�(W ) contenant e telle que �x(�(W )) = 2 ou �x(�(W ) n ffg) = 1 pour un certain

f 2 �(W )nfeg: En e�et, si ceci n'est pas le cas, on peut consid�erer la solution x

0

2 IR

E

d�e�nie par x

0

(e) = �x(e)� " et x

0

(g) = �x(g) 8g 2 E n feg, o�u " est un scalaire positif

su�samment petit, qui serait une solution de D(G;S). De plus, toute contrainte ser-

r�ee par �x le serait aussi pour x

0

. Comme x

0

6= �x, ceci contredirait le fait que �x soit

un point extrême de D(G;S). Maintenant si �(W ) est telle que �x(�(W )) = 2 (resp.

�x(�(W ) n ffg) = 1), On a

�x(e) = 2� �x(�(W ) n feg) � 1

(resp: �x(e) � �x(�(W ) n ffg) = 1):

2

Assertion 2. �x v�eri�e les contraintes de coupes-Steiner-gauche.

Preuve. Supposons qu'il existe une coupe-Steiner-gauche (�(W ); e) qui soit vio-

l�ee par �x. Donc �x(e) > 0, et, par cons�equent, comme on a vu pour l'Assertion

1, il doit exister une coupe-Steiner �(W

0

) contenant e telle que �x(�(W

0

)) = 2 ou

�x(�(W

0

) n ffg) = 1; o�u f 2 �(W

0

) n feg: Supposons que le deuxi�eme cas se produise,

alors on a

�x(�(W

0

) n ffg) = �x(�(W

0

))� �x(f) = 1:

D'o�u

�x(�(W

0

)) = �x(f) + 1:

Par l'Assertion 1, �x(f) � 1. Comme �(W

0

) est une coupe-Steiner v�eri��ee par �x, on

obtient �x(f) = 1, et par cons�equent �x(�(W

0

)) = 2. Donc on peut supposer qu'il ex-

iste une coupe-Steiner �(W

0

) contenant e et serr�ee par �x. De plus, on peut noter que

W \W

0

6= ; et �(W \W

0

) est une coupe-Steiner. On distingue deux cas:

Cas 1. e 2 �(W ).
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e

W \W

0

W nW

0

W

0

nW

W [W

0

Figure 2.1 : Intersectiom de �(W; e) et �(W

0

).

Puisque e 2 �(W

0

), on peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que e 2 (W nW

0

;W

0

n

W ) (voir Figure 2.1).

Etant donn�e que (�(W ); e) est une coupe-Steiner-gauche viol�ee par �x et �(W

0

) est

une coupe-Steiner contenant e serr�ee par �x, on a donc

�x(�(W )) < 2�x(e); (2.2)

�x(�(W

0

)) = 2: (2.3)

D'o�u

�x(�(W \W

0

)) � �x(�(W ) n feg) + �x(�(W

0

) n feg);

< �x(e) + �x(�(W

0

))� �x(e);

= �x(�(W

0

));

= 2:

Ce qui est impossible puisque �(W \W

0

) est une coupe-Steiner.

Cas 2. e 2 E(W ).
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Dans ce cas on a e 2 �(W [W

0

). Comme dans le cas 1, en utilisant (2.2) et (2.3)

on obtient

2 + �x(�(W [W

0

)) � �x(�(W \W

0

)) + �x(�(W [W

0

));

� �x(�(W )) + �x(�(W

0

));

< 2�x(e) + 2:

D'o�u �x(�(W [ W

0

)) < 2�x(e). Donc (�(W [ W

0

; e) est une coupe-Steiner-gauche vi-

ol�ee par �x. Puisque e 2 �(W [W

0

), ceci contredit le Cas 1.

Par les Assertions 1 et 2, �x v�eri�e les in�egalit�es (1.2) et (1.4). Puisque �x 2 D(G;S),

alors �x v�eri�e aussi les in�egalit�es (1.1) et (1.3). Comme G est parfaitement Steiner

2-arête-connexe, �x 2 STECSP(G;S).

Par 1) et 2) on a Dom(G;S) = D(G;S), ce qui termine la preuve de notre th�eor�eme.

2

Le corollaire suivant est une cons�equence directe des Th�eor�emes 1.2 et 2.1.

Corollaire 2.2. Si G est s�erie-parall�ele alors Dom(G,S)=D(G,S).

Puisque pour tout syst�eme de poids w � 0, les probl�emes STECSP et STESNP

co��ncident, alors le dominant du STESNP est le même que celui du STECSP. Par

cons�equent, les r�esultats de ce paragraphe sont aussi valides pour le probl�eme STESNP.

2.2 Une relaxation du STECSP(G;S)

Dans ce paragraphe nous consid�erons la relaxation du STECSP quand une arête

peut être prise plusieurs fois dans la solution. D'une mani�ere pr�ecise, le probl�eme ici

est de determiner un vecteur entier x 2 IN

E

tel que le graphe induit par F (x), o�u F (x)

est l'ensemble d'arêtes obtenues en rempla�cant chaque arête e de F par x(e) arêtes, soit

Steiner 2-arête-connexe et

P

e2E

w(e)x(e) soit minimum. Soit Dom

1

(G;S) le polytope

associ�e �a ce probl�eme, i.e. :

Dom

1

(G;S) = convfx 2 IN

E

j x satisfait (1:1) et (1:3)g:

Quand S = V , Chopra [13] a �etudi�e le poly�edre
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P

k

(G) = convfx 2 IN

E

j (V; F (x)) soit k-arête-connexe g,

et il a donn�e une description compl�ete de P

k

(G) quand G est outerplanaire et k est

impair. Il a aussi conjectur�e que ce r�esultat reste vrai pour les graphes s�erie-parall�eles.

R�ecemment Didi Biha et Mahjoub [24] ont montr�e cette conjecture comme un cas

particulier d'un r�esultat plus g�en�eral. Ils ont montr�e que dans le cas o�u le graphe est

s�erie-parall�ele, le polytope des sous-graphes k-arête-connexes peut être d�ecrit par les

contraintes triviales, de coupes et les contraintes dites de partition, et ce pour tout

k (ces contraintes feront l'objet du prochain chapitre). La conjecture de Chopra a

�et�e aussi montr�ee ind�ependemment par Chopra et Stoer [14]. Cornu�ejols, Fonlupt et

Naddef [18] ont montr�e que lorsque k = 2 et G est s�erie-parall�ele alors P

k

(G) est

compl�etement caract�eris�e par les contraintes de non-n�egativit�e et les contraintes de

coupes. Ce r�esultat peut être obtenu comme cons�equence du r�esultat de Didi Biha et

Mahjoub [24].

Dans ce qui suit, nous allons �etendre le r�esultat de Cornu�ejols, Fonlupt et Naddef

au cas Steiner. Soit

D

1

(G;S) = fx 2 IR

E

j x satisfait (1:1) et (1:3)g:

Th�eor�eme 2.3. Si G est s�erie-parall�ele alors Dom

1

(G;S) = D

1

(G;S). De plus, tout

point extrême de Dom

1

(G;S) est dans f0; 1; 2g

E

.

Preuve. Soit �x un point extrême de D

1

(G;S). Alors, il su�t de montrer que

�x 2 f0; 1; 2g

E

. Soit

E

1

= fe 2 E j il existe une coupe-Steiner �(W ) contenant e et �x(�(W ) n feg) < 1g:

Soit G

0

= (V;E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en dupliquant toute arête e de E

1

en

deux arêtes e

1

et e

2

. On note par E

0

1

l'ensemble d'arêtes ainsi obtenu, et soit x

0

2 IR

E

0

d�e�ni par x

0

(e

1

) = x

0

(e

2

) =

�x(e)

2

si e 2 E

1

et x

0

(e) = �x(e) sinon. On a x

0

2 Dom(G

0

; S).

En e�et, il est clair que x

0

v�eri�e les in�egalit�es (1.1) et (1.3). Maintenant soit �(W )

une coupe de G

0

qui d�e�nit avec f 2 �(W ) une in�egalit�e de type (2.1). Si f =2 E

0

1

alors

x

0

(�(W ) n ffg) = �x(�(W ) n ffg) � :1
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Sinon, alors d'apr�es la construction de G

0

, il existe une arête g 2 �(W ) telle que

x

0

(f) = x

0

(g) =

�x(e)

2

o�u e est l'arête de E

1

dont f et g sont issues. On a

x

0

(�(W ) n ffg) = x

0

(�(W ) n ff; gg) + x

0

(g)

= �x(�(W ) n feg) +

�x(e)

2

�

�x(�(W ) n feg)

2

+

�x(e)

2

� 1:

La derni�ere in�egalit�e est obtenue par le fait que �(W ) est une coupe-Steiner v�eri��ee

par �x. D'o�u x

0

2 Dom(G

0

; S). De plus, x

0

est un point extrême de Dom(G

0

; S). En

e�et, si ceci n'est pas le cas, alors il doit exister deux solutions y

1

et y

2

de Dom(G

0

; S)

telles que x

0

=

1

2

(y

1

+ y

2

). Maintenant soient les solutions y

1

0

, y

2

0

2 IR

E

donn�ees par

y

1

0

(e) =

8

>

<

>

:

y

1

(e) si e =2 E

1

;

y

1

(e

1

) + y

1

(e

2

) si e 2 E

1

;

et

y

2

0

(e) =

8

>

<

>

:

y

2

(e) si e =2 E

1

;

y

2

(e

1

) + y

2

(e

2

) si e 2 E

1

:

Il est clair que y

1

0

et y

2

0

sont dans D

1

(G;S). Aussi nous avons �x =

1

2

(y

1

0

+ y

1

0

),

contradiction. Par cons�equent, x

0

est un point extrême de Dom(G

0

; S). Puisque G

0

est s�erie-parall�ele, d'apr�es le Corollaire 2.2, x

0

2 f0; 1g

E

. D'o�u �x 2 f0; 1; 2g

E

, ce qui

termine la preuve du Th�eor�eme 2.3. 2

2.3 Le polytope du voyageur de commerce Steiner

Consid�erons un graphe G = (V;E) et une fonction de poids w(:) associ�ee aux arêtes

de G. Le probl�eme du voyageur de commerce (TSP), est de trouver un cycle Hamil-

tonien (V; F ) de G ( un cycle passant exactement une et une seule fois par chaque

sommet de G, appel�e aussi tourn�ee), tel que w(F ) =

P

e2F

w(e) soit minimum. Etant

donn�e un ensemble de sommets terminaux S � V , le probl�eme du voyageur de com-

merce Steiner (STSP) est de trouver une cycle de G de poids minimum qui passe
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excatement une et une seule fois par chaque sommet de S. Un tel cycle sera appel�e

tourn�ee Steiner. Plusieurs probl�emes d'optimisation combinatoire qui sont NP-durs en

g�en�eral sont polynomiaux dans la classe des graphes s�erie-parall�eles. Wald et Colbourn

ont donn�e dans [77] des algorithmes lin�eaires pour plusieurs probl�emes d'optimisation

combinatoire, dans les graphes s�erie-parall�eles. Dans [18], G. Cornu�ejols, J. Fonlupt et

D. Naddef ont �etudi�e le STSP dans le cas graphique. Dans ce cas, une tourn�ee peut

passer plusieurs fois par le même sommet. Ils ont donn�e un algorithme lin�eaire pour

r�esoudre ce probl�eme quand G est s�erie-parall�ele. Cet algorithme est une extension de

l'algorithme donn�e par Ratli� et Rosenthal [69] pour r�esoudre le même probl�eme dans

une classe contenue dans celle des graphes s�erie-parall�eles.

Soient G = (V;E) un graphe et S � V un ensemble de terminaux de V . Soit

STSP(G;S) l'enveloppe convexe des vecteurs d'incidences des tourn�ees Steiner de G,

i.e.

STSP(G;S) = convfx

F

2 IR

E

j H = (W;F ); S �W � V; F � E;

et H soit une tourn�ee Steiner de Gg:

Le polytope STSP(G;S) est appel�e le polytope des tourn�ees Steiner de G.

A notre connaissance le polytope STSP(G;S) n'a pas �et�e consid�er�e pour S quel-

conque. Cependant le cas o�u S = V �etait un des sujets les plus �etudi�es et plus motivant

dans la combinatoire poly�edrique durant les trente derni�eres ann�ees [49]. Dans ce cas,

le polytope STSP(G;S) a �et�e caract�eris�e dans les graphes de Halin [19] et dans les

graphe sans K

5

�feg [5]. Dans le cas graphique, Fonlupt et Naddef [31] ont caract�eris�e

les graphes pour lesquels le polytope associ�e est compl�etement d�ecrit par les in�egalit�es

de non�egativit�es et de coupes.

Dans ce qui suit, nous allons donner une description compl�ete du polytope STSP(G;S)

dans le cas o�u le graphe G est s�erie-parall�ele.

Si F � E induit une tourn�ee Steiner dans G par rapport �a S, alors il est clair que

x

F

, le vecteur d'incidence de F , v�eri�e les contraintes suivantes

x(�(v)) = 2 8 v 2 S; S n fvg 6= ;; (2:4)

x(�(v))� 2x(e) � 0 8 v 2 V n S et e 2 �(v); (2:5)

x(�(v)) � 2 8 v 2 V n S; (2:6)

x(�(W )) � x(�(u)) 8 W � V; S � W; u 2 V nW: (2:7)
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Soit H(G;S) le polytope d�e�ni par les contraintes (1.1)-(1.3), (2.4)-(2.7). Il est facile

de voir que le STSP est �equivalent au programme lin�eaire en nombres entiers suivant :

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

min wx

x 2 H(G;S)

x 2 f0; 1g:

H(G;S) est, par cons�equent, une relaxation du polytope STSP(G;S). Les contraintes

(2.6) seront appel�ees dans la suite coupes de degr�e. Les in�egalit�es (2.6) combin�ees avec

les in�egalit�es de coupes-Steiner-gauche (2.5), expriment le fait que si un sommet de

V n S est pris dans la solution alors il doit être de degr�e deux. Les in�egalit�es (2.7),

expriment le fait que si un sommet de V nS est pris dans la solution alors toute coupe

s�eparant S et ce sommet, doit contenir au moins deux arêtes. Une contrainte de type

(2.7) associ�ee �a un sous-ensemble de sommets W � S et un sommet u 2 V nW sera

not�ee par (�(W ); �(u)). Notons que si S = fsg alors H(G;S) est d�e�ni par les con-

traintes (1.1)-(1.2), (2.5)-(2.7) auxquelles on ajoute x(�(s)) � 2. Aussi nous notons ce

qui suit:

Remarque 2.4. Les contraintes de coupes-Steiner-gauche (�(Z); e) telles que jZj > 1

sont redondantes par rapport �a H(G;S). En e�et, si u est l'extr�emit�e de e appartenant

�a Z, par (2.7) et (2.5) on a

x(�(Z)) � x(�(u)) � 2x(e):

Nous avons le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2.5. Si G est s�erie-parall�ele alors STSP(G,S)=H(G,S).

Preuve. D'abord remarquons que le th�eor�eme suivant est vrai si S = V . En ef-

fet, dans ce cas le polytope H(G;S) est une face de P (G;S) (cf. Paragraphe 1.1), il

est donc en 0-1. En cons�equence, on peut supposer que S � V .

La preuve est par r�ecurrence sur le nombre d'arêtes. Le th�eor�eme est vrai pour les

graphes ayant au plus deux arêtes. Supposons qu'il est vrai pour tout graphe s�erie-

parall�ele ayant au moins m arêtes et supposons que G est s�erie-parall�ele avec exacte-

ment m + 1 arêtes. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que G est 2-sommet-

connexe. Maintenant supposons que STSP(G;S) 6= H(G;S). Et soit x un point
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extrême fractionnaire de H(G;S). Nous avons les lemmes suivants, les deux premiers

�etant triviaux.

Lemme 2.6. x(e) > 0 pour toute arête e 2 E.

Lemme 2.7. Si (�(Z); �(u)) est une contrainte serr�ee par x alors G(Z) est connexe.

Lemme 2.8. Si x est un point extrême de H(G,S), alors il n'existe pas de contraintes

(�(Z); �(u)) de type (2.7) serr�ees par x avec x(�(u)) < 2:

preuve. Supposons le contraire. Et soit (�(Z); �(u)) une contrainte de type (2.7)

serr�ee par x tel que x(�(u)) < 2. Supposons que jZj est minimum. Soit G

0

= (V

0

; E

0

)

le graphe obtenu �a partir de G en contractant Z. Soit x

0

la restriction de x dans G

0

.

Il est clair que x

0

est une solution de H(G

0

; S). Puisque par le Lemme 2.7, G(Z)

est connexe et par cons�equent jE

0

j < jEj, il en r�esulte par l'hypoth�ese de r�ecurrence

que H(G

0

; S) est entier. Donc x

0

peut être �ecrit comme combinaison convexe des

points extrêmes de H(G

0

; S). Ainsi il existe t points extrêmes de H(G

0

; S), y

1

; :::; y

t

et �

1

; :::; �

t

� 0 tels que

x

0

=

t

X

i=1

�

i

y

i

;

t

X

i=1

�

i

= 1:

De plus toute contrainte de H(G

0

; S) serr�ee par x

0

est aussi serr�ee par y

i

; i = 1; :::; t.

Puisque x

0

(�(Z)) < 2, il existe un point parmi y

1

; :::; y

t

, disons y

1

, tel que y

1

(�(Z)) < 2.

Comme y

1

appartient �a H(G

0

; S) on doit avoir y

1

(�(Z)) = 0.

Soit x

�

2 IR

E

la solution d�e�nie par

x

�

(e) =

8

>

<

>

:

y

1

(e) si e 2 E(Z);

0 sinon:

Nous allons montrer que toute contrainte serr�ee par x est aussi serr�ee par x

�

, ceci

contredit le fait que x est un point extrême.

Puisque (�(Z); �(u)) est serr�ee par x et x(�(u)) < 2, par les contraintes (2.5) et (2.7),

les arêtes telles que x(e) = 1 sont toutes dans E(Z). D'o�u si x(e) = 1 alors x

0

(e) = 1 et

comme toute contrainte serr�ee par x

0

l'est aussi par y

1

, on obtient x

�

(e) = y

1

(e) = 1.

Aussi tous les sommets d�e�nissant des contraintes de type (2.4) ou (2.6) serr�ees par x
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sont dans Z. Et de même on peut facilement voir que ces contraintes sont aussi serr�ees

par x

�

. Pour une contrainte de type (2.5) associ�ee �a un sommet v et serr�ee par x, si

v 2 Z alors de la même mani�ere on peut montrer que cette contrainte est serr�ee par

x

�

. Si v 2 Z alors x

�

(�(v)) = 0 et donc (2.5) est serr�ee par x

�

.

Donc il reste �a montrer que les contraintes de coupes-Steiner (1.3) et les contraintes

de type (2.7), serr�ees par x sont aussi serr�ees par x

�

.

Soit �(W ) une coupe-Steiner serr�ee par x (voir Figure 2.2).

W \ Z

Z nW

W n Z

W [ Z

Z

Figure 2.2 :

On a

x(�(Z)) = x(�(u)); (2:8)

x(�(W )) = 2: (2:9)

Puisque W \ S 6= ; 6= (V nW ) \ S; (V n Z) \ S = ;, on a (Z nW ) \ S 6= ; 6= W \ Z:

D'o�u �(Z nW ) et �(W \ Z) sont des coupes-Steiner dans G. On distingue deux cas

Cas 1. u 2 (W n Z)

Comme �(Z nW ) est une coupe-Steiner on a
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x(�(Z nW )) � 2; (2:10)

et puisque (W n Z) \ S = ;, par les in�egalit�es (2.7) on a aussi

x(�(W n Z)) � x(�(u)): (2:11)

En combinant (2.8)-(2.11) et en utilisant le fait que x(e) � 0 8 e 2 E, on obtient

2 + x(�(u)) � x(�(Z nW )) + x(�(W n Z))

� x(�(Z)) + x(�(W ))

= 2 + x(�(u)):

D'o�u

x(�(Z nW )) = 2

x(�(W n Z)) = x(�(u))

Puisque �(Z n W ) est aussi une coupe-Steiner dans G

0

on a alors x(�(Z n W )) =

x

0

(�(Z nW )), et comme y

1

serre toutes les contraintes serr�ees par x

0

on d�eduit que

x

0

(�(Z n W )) = y

1

(�(Z n W )) = 2. Comme x

�

(e) = 0 8 e =2 E(Z), il s'en suit que

x

�

(�(W )) = x

�

(�(Z nW )) = y

1

(�(Z nW )) = 2.

Cas 2. u 2 (W [ Z).

En consid�erant W \Z �a la place de Z nW etW [ Z �a la place deW nZ, on montre

de la même mani�ere que dans le Cas 1 que x(�(W \ Z)) = 2 et x

�

(�(W )) = 2.

Maintenant, consid�erons une contrainte de type (2.7) associ�ee �a un ensembleZ

0

� V

et un sommet u

0

2 V n Z

0

, serr�ee par x.

Si x(�(u

0

)) = 2, alors la coupe �(Z

0

) jouera le même rôle qu'une coupe-Steiner, et de

la même fa�con que pr�ec�edemment on peut montrer que x

�

(�(Z

0

)) = 2. Donc on peut

supposer que x(�(u

0

)) < 2, et comme jZj est minimum on a Z

0

6� Z. Si Z � Z

0

, comme

x

�

(e) = 0 8 e =2 E(Z), alors on a x

�

(�(Z

0

)) = 0 = x

�

(�(u

0

)). Donc on peut supposer

que Z 6� Z

0

, et par cons�equent S � Z \ Z

0

(voir Figure 2.3). On distingue deux cas

Cas a. u

0

2 (Z [ Z

0

).
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Z

0

\ Z

S

Z n Z

0

Z

0

n Z

Z

0

[ Z

Z

Figure 2.3 :

Dans ce cas (�(Z \Z

0

); �(u)) et (�(Z [Z

0

); �(u

0

)) sont des contraintes de type (2.7).

On a donc

x(�(Z \ Z

0

)) � x(�(u));

x(�(Z [ Z

0

)) � x(�(u

0

)):

Puisque

x(�(Z)) = x(�(u)) (2:12)

x(�(Z

0

)) = x(�(u

0

)) (2:13)

on obtient

x(�(u)) + x(�(u

0

)) � x(�(Z \ Z

0

)) + x(�(Z [ Z

0

))

� x(�(Z)) + x(�(Z

0

))

= x(�(u)) + x(�(u

0

)):

D'o�u

x(�(Z \ Z

0

)) = x(�(u))

x(�(Z [ Z

0

)) = x(�(u

0

)).
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Donc (�(Z \Z

0

); �(u)) est une contrainte de type (2.7) serr�ee par x avec jZ \Z

0

j < jZj.

Ceci contredit le fait que jZj est minimum.

Cas b. u

0

2 (Z n Z

0

).

Cas b.1. u 2 (Z [ Z

0

).

De la même mani�ere que dans le Cas a, on montre que (�(Z \ Z

0

); �(u

0

)) est une

contrainte de type (2.7) serr�ee par x. Comme x(�(u

0

)) < 2 et jZ \ Z

0

j < jZj, ceci

contredit de nouveau la minimalit�e de jZj.

Cas b.2. u 2 (Z

0

n Z). En utilisant la même d�emarche que celle utilis�ee dans le

Cas a, on peut montrer que (�(Z n Z

0

); �(u

0

)) est une coupe de type (2.7) serr�ee par x.

En e�et, puisque S � Z \ Z

0

, u 2 (Z

0

n Z) et u

0

2 (Z n Z

0

), alors (�(Z n Z

0

); �(u

0

)) et

(�(Z

0

n Z); �(u)) sont deux contraintes de type (2.7). D'o�u

x(�(Z

0

n Z)) � x(�(u)); (2:14)

x(�(Z n Z

0

)) � x(�(u

0

)): (2:15)

En combinant (2.12), (2.13) et les in�egalit�es (2.14) et (2.15), on obtient

x(�(u)) + x(�(u

0

)) � x(�(Z n Z

0

)) + x(�(Z

0

n Z))

� x(�(Z)) + x(�(Z

0

))

= x(�(u)) + x(�(u

0

)):

Ceci implique que

x(�(Z

0

n Z)) = x(�(u));

x(�(Z n Z

0

)) = x(�(u

0

)).

Puisque (�(Z n Z

0

); �(u

0

)) est aussi une contrainte de type (2.7) dans G

0

, elle est par

cons�equent serr�ee par x

0

. D'o�u

x

�

(�(Z

0

)) = y

1

(�(Z n Z

0

)) = y

1

(�(u

0

)) = x

�

(�(u

0

)):2

Soient

T = fu 2 V n S j x(�(u)) = 2g;
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et

S

0

= S [ T:

Nous avons l'assertion suivante:

Assertion. x est un point extrême de P (G;S

0

).

Preuve. Remarquons d'abord que x 2 P (G;S

0

). En e�et, il est clair que les con-

traintes triviales sont v�eri��ees par x. Soit �(W ) une coupe-Steiner dans G par rapport

�a S

0

. Si �(W ) est aussi une coupe-Steiner par rapport �a S alors il est �evident qu'elle est

v�eri��ee par x. Donc on peut supposer que S �W . Puisque S

0

nW 6= ;, alors il existe

au moins un sommet u dans T \ (V nW ). Comme x(�(u)) = 2, par les contraintes de

type (2.7) on a x(�(W )) � x(�(u)) = 2. Maintenant consid�erons une coupe-Steiner-

gauche (�(Z); e) par rapport �a S

0

. Donc (�(Z); e) est aussi une coupe-Steiner-gauche

par rapport �a S. Si jZj = 1 (resp. jZj > 1) alors par les contraintes (2.5) (resp. par

la Remarque 2.4) on a x(�(Z))� 2x(e) � 0. Donc pour montrer l'assertion, il su�t de

d�eterminer un syst�eme d'�egalit�es dans P (G;S

0

) ayant x comme solution unique.

Puisque x est un point extrême de H(G;S), alors il existe un sous-ensemble d'arêtes

E

1

� E de G, une famille de coupes-Steiner f�(W

i

); jW

i

j � 2; i = 1; :::; lg , une

famille de coupes-Steiner-gauche f(�(v

j

); e

j

); j = 1; :::; pg de type (2.5), une famille de

contraintes f(�(Z

k

); �(u

k

)); k = 1; :::; qg, un sous-ensemble T

1

de T et un sous-ensemble

S

1

de S, tels que x soit la solution unique du syst�eme suivant:

(S)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

x(e) = 1 8e 2 E

1

; (2:16)

x(�(W

i

)) = 2 pour i = 1; :::; l; (2:17)

x(�(v

j

))� 2x(e

j

) = 0 pour j = 1; :::; p; (2:18)

x(�(Z

k

)) = x(�(u

k

)) pour k = 1; :::; q; (2:19)

x(�(v)) = 2 8v 2 T

1

; (2:20)

x(�(v)) = 2 8v 2 S

1

; (2:21)

o�u jE

1

j+ l + p+ q + jT

1

j+ jS

1

j = jEj.
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Nous allons montrer que toutes les in�egalit�es du syst�eme (S) viennent d'une in�e-

galit�e de P (G;S

0

). En e�et, il est clair que les contraintes triviales, de coupes-Steiner

par rapport �a S et les contraintes de type (2.4) associ�e aux sommets de S sont parmi

les contraintes de P (G;S

0

). Donc les �egalit�es (2.18), (2.19) et (2.23) constituent un

syst�eme d'�egalit�es dans P (G;S

0

). Les �egalit�es (2.22) deviennent des contraintes de

coupe-Steiner v�eri��ees �a �egalit�e par x dans P (G;S

0

).

Consid�erons une �egalit�e de type (2.20), puisque v

j

=2 S

0

, cette �egalit�e d�e�nie une con-

trainte de coupe-Steiner-gauche serr�ee par x dans P (G;S

0

). Il reste maintenant �a

examiner les �egalit�es (2.21). Par le Lemme 2.8 et les contraintes de type (2.6), on

a x(�(u

k

)) = 2. Donc u

k

2 T et les �egalit�es (2.21) deviennent des contraintes de

coupes-Steiner v�eri��ees �a �egalit�e par x dans P (G;S

0

).

En cons�equence, (S) est aussi un syst�eme d'�egalit�es dans P (G;S

0

) ayant comme

solution unique x. Donc x est un point extrême de P (G;S

0

). 2

Commex est fractionnaire etG est s�erie-parall�ele, notre assertion contredit le Th�eor�eme

1.2. Ce qui termine la preuve du Th�eor�eme 2.5. 2



Chapitre 3

Les contraintes de partition

Soient G = (V;E) un graphe avec jV j = n, et x 2 IR

E

+

un vecteur de poids associ�e

aux arêtes de E. Etant donn�ee une partition S

1

; :::; S

p

de l'ensemble des sommets

V , on d�enotera par �(S

1

; :::; S

p

) l'ensemble des arêtes ayant leurs extrêmit�es dans des

ensembles di��erents de la partition. Soit

�(S

1

; :::; S

p

) =

p

[

i=1

�(S

i

):

Etant donn�es deux scalaires a et b, une in�egalit�e de type

x(�(S

1

; :::; S

p

)) � ap + b (3.1)

est appel�ee une in�egalit�e de partition.

Les in�egalit�es de partition sont des contraintes valides pour plusieurs poly�edres li�es

aux probl�emes du sous-graphe k-arête-connexe (k-sommet-connexe).

Dans ce chapitre, nous allons �etudier les contraintes de partition. Nous donnons

un algorithme de s�eparation pour ces contraintes bas�e sur un r�ecent algorithme de

Queyranne [68], minimisant les fonctions sous-modulaires sym�etriques. Nous discutons

de certains probl�emes li�es aux contraintes de partition et nous pr�esentons quelques

applications. Ce travail a �et�e fait en collaboration avec F. Barahona.

61
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3.1 S�eparation des contraintes de partition

Etant donn�es un syst�eme lin�eaire Ax � b et un vecteur y, le probl�eme de s�eparation

associ�e �a ce syst�eme et �a y est de v�eri�er si y est une solution de Ax � b et dans le cas

contraire de trouver une contrainte de ce syst�eme viol�ee par y.

Comme nous l'avons mentionn�e dans l'Introduction, si on connâ�t un algorithme

polynomial pour r�esoudre le probl�eme de s�eparation associ�e �a un syst�eme lin�eaire Ax �

b, alors on peut r�esoudre en temps polynomial �a l'aide d'une m�ethode de coupes ( nous

pr�esenterons une telle m�ethode dans le prochain chapitre) le probl�eme d'optimisation

sur le poly�edre d�e�ni par ce syst�eme. Etant donn�e que les contraintes de partition

jouent un rôle important dans la r�esolution de plusieurs probl�emes de connexit�e dans

les graphes (ceci sera trait�e plus en d�etail dans le Paragraphe 3.3), il serait int�eressant

d'avoir un algorithme polynomial pour s�eparer ces in�egalit�es.

Dans ce qui suit nous pr�esenterons un tel algorithme.

On peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que a = 1. On distingue deux cas:

b � �1 et b > �1.

3.1.1 Cas b � �1.

Ce cas a �et�e d�ej�a �etudi�e dans la litt�erature. Le premier algorithme de s�eparation

pour ce cas a �et�e donn�e par Cunningham [23]. Il a ramen�e ce probl�eme �a jEj probl�emes

de coupe minimum. Son approche nous sera utile pour �etudier le cas b > �1. Barahona

[3] a am�elior�e l'algorithme de Cunningham, en ramenant le probl�eme �a jV j probl�emes

de coupe minimum. Nous pr�esentons dans la suite l'algorithme de Barahona qui sera

aussi utilis�e plus tard pour le cas b > �1.

L'algorithme de Barahona est bas�e sur la formulation �etendue du dominant de

l'arbre couvrant.

Si G = (V;E) est un graphe, comme on a vu dans le Paragraphe 1.4, le dominant

des arbres couvrants de G P (G) est donn�e par les contraintes
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x(�(V

1

; :::; V

p

)) � p� 1; pour toute partition de V (3:2)

x � 0:

Et la formulation �etendue de P (G) est d�e�nie par

x(�(S)) + y(S) � 2; si r =2 S; S � V (3:3)

x(�(S)) + y(S) � 0; si r 2 S; S � V (3:4)

y(V ) = 0; (3:5)

o�u r est un sommet donn�e de G.

Etant donn�ee une solution �x, l'algorithme permet de d�eterminer la contrainte de

type (3.2) la plus viol�ee par �x, si une telle contrainte existe. Alors comme nous allons

voir, ceci se ramenera �a trouver �y 2 IR

V

tel que (�x; �y) satisfait (3.3)-(3.5), ou montrer

qu'un tel �y ne peut exister.

Soit V un ensemble �ni. Une fonction �a valeurs r�eelles f : 2

V

7! IR est dite sous-

modulaire si:

f(A [ B) + f(A \ B) � f(A) + f(B); 8A;B � V:

Une des propri�et�es des fonctions sous-modulaires est la suivante:

Lemme 3.1. Soit f : 2

E

7! IR une fonction sous-modulaire et soit y = (y(S); S � E)

un vecteur associ�e aux sous-ensembles de E, tel que

y(S) � f(S) 8 S � E:

Si A et B sont tels que f(A) = y(A) et f(B) = y(B), alors f(A \ B) = y(A \ B) et

f(A [B) = y(A [B).

Preuve.

f(A) + f(B) = y(A) + y(B);

= y(A \B) + y(A [B);

� f(A \B) + f(A [B);

� f(A) + f(B);
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donc on a des �egalit�es partout. Par cons�equent, f(A \ B) = y(A \ B) et f(A [ B) =

y(A [B). 2

Soit

f(S) =

(

2� �x(�(S)); si r =2 S;

��x(�(S)); si r 2 S;

pour ; 6= S � V . Il est facile de voir que la fonction �f est sous-modulaire. Consid-

�erons le probl�eme suivant :

minimiser y(V )

y(S) � f(S); pour S � V:

9

>

=

>

;

(3:6)

Comme il a �et�e montr�e par Edmonds [28], l'algorithme glouton permet de r�esoudre ce

programme lin�eaire. Cet algorithme produit aussi une solution optimale du probl�eme

dual qui peut s'�ecrire comme suit:

maximiser

P

z

S

f(S)

P

fz

S

j u 2 Sg = 1; 8u 2 V;

z � 0:

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(3:7)

Etant donn�e un vecteur y v�eri�ant (3.6), on dit que l'ensemble S est serr�e si y(S) =

f(S). La fonction y(:)� f(:) est positive ou nulle et sous-modulaire. Donc si S et T

sont serr�es, et S \ T 6= ;, alors d'apr�es le Lemme 3.1 S \ T et S [ T sont aussi serr�es.

Soit V = fv

1

; :::; v

n

g. L'algorithme peut être pr�esent�e de la mani�ere suivante

Algorithme A.

�etape 0. Poser �y(v

i

) 2 pour i = 1; :::; n; k  1; F  ;:

�etape 1. Si v

k

appartient �a un ensemble de F , aller �a l'�etape 3, sinon

poser � f(S)� �y(S)=maxff(S)� �y(S) j v

k

2 Sg,

�y(v

k

) �y(v

k

) + �,

F  F [ fSg:
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�etape 2. Tant qu'il existe deux ensembles S et T dans F avec S \ T 6= ; faire

F  (F n fS; Tg) [ fS [ Tg:

�etape 3. Poser k  k + 1, si k � n aller �a l'�etape 1, sinon terminer.

Le vecteur �y est construit de mani�ere �a satisfaire (3.6). La famille F d�e�nie une

partition de V et �y(S) = f(S) pour tout S 2 F . Posons �z

S

= 1, si S 2 F , et �z

S

= 0

sinon. Alors �z est une solution de (3.7). De plus, nous avons

�y(V ) =

X

f�y(S) j S 2 Fg =

X

ff(S) j S 2 Fg =

X

ff(S)�z

S

j S � V g:

Cela montre que �y et �z sont des solutions optimales respectivement pour (3.6) et (3.7).

� Si la valeur de l'optimum est 0 alors (; �x; �y) v�eri�e (3.3)-(3.5). Pour une partition

quelconque de V , V

1

; :::; V

p

, en additionnant les in�egalit�es (3.3) et (3.4) associ�ees

aux ensembles fV

i

g et �y(V ) � 0, nous obtenons �x(�(V

1

; :::; V

p

)) � p � 1. Cela

montre que �x satisfait toutes les contraintes de partition.

� Maintenant supposons que la valeur de l'optimum est strictement sup�erieure �a

0. Consid�erons la famille G = fS j �z

S

= 1g = fS

1

; :::; S

p

g. G repr�esente une

partition de l'ensemble V et

X

f(S)�z

S

= 2(p � 1) � 2�x(�(S

1

; :::; S

p

));

puisque �z est l'optimum de (3.7), cela nous donne l'in�egalit�e de partition la plus

viol�ee. En cons�equence, nous avons une solution du probl�eme de s�eparation non

seulement pour b = �1, mais pour tout b � �1.

Il reste �a montrer comment calculer � dans l'�etape 1.

On construit le graphe orient�e D = (N;A), o�u N = V [ fs; tg et A = f(i; j); (j; i) j

ij 2 Eg [ f(s; i); (i; t) j i 2 V g: D�e�nisons

�(i) = �y(i), pour i 2 V; i 6= r:

�(r) = �y(r) + 2,

et les capacit�es

c(s; i) = ��(i); c(i; t) = 0; si �(i) < 0; i 6= v

k

; i 2 V;

c(i; t) = �(i); c(s; i) = 0; si �(i) � 0; i 2 V;
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c(s; v

k

) =1;

c(i; j) = c(j; i) = �x(i; j); pour ij 2 E:

Si fsg [ T induit une coupe de capacit�e � s�eparant s et t, alors nous avons

�y(T ) + �x(�(T )) =

(

� +

P

f�(v) j �(v) < 0g � 2; si r 2 T;

� +

P

f�(v) j �(v) < 0g; si r =2 T:

�x(�(T ))

v

k

r

T

2

T

1

T

1

T

2

T

T

ts

Figure 3.1 : Coupe s�eparant s et t

En e�et, soit �(fsg [ T ) une telle coupe (voir Figure 3.1. Les arêtes repr�esent�ees

sur la �gure sont celles qui portent une capacit�e di��erente de z�ero). Et soient T

1

=

fi j i 2 T et �(i) < 0g, T

2

= fi j i 2 T et �(i) � 0g, T

1

= fi j i 2 T et �(i) < 0g et

T

2

= fi j i 2 T et �(i) � 0g.

On suppose que v

k

; r 2 T

2

(les autres cas sont similaires). Alors on a

� = �x(�(T )) +

X

i2T

1

c(s; i) +

X

i2T

2

nfrg

c(i; t) + c(r; t)

= �x(�(T )) +

X

i2T

1

��(i) +

X

i2T

2

nfrg

�(i) + �(r) +

X

i2T

1

��(i)�

X

i2T

1

��(i)

= �x(�(T )) +

X

i2T

2

nfrg

�(i) +

X

i2T

1

�(i) + �(r)�

X

�(i)<0

�(i)

= �x(�(T )) +

X

i2T

2

nfrg

�y(i) +

X

i2T

1

�y(i) + �y(r) + 2�

X

�(i)<0

�(i)

= �x(�(T )) + �y(T ) + 2�

P

f�(i) j �(i) < 0g:
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D'o�u

�y(T ) + �x(�(T )) = � +

X

f�(v) j �(v) < 0g � 2:

Par cons�equent si � est la capacit�e d'une coupe minimum s�eparant s et t, alors

� = 2� � �

X

f�(i) j �(i) < 0g:

Et donc l'AlgorithmeA fait appel �a jV j probl�emes de coupe minimumau maximum.

Remarque 3.2. Si le probl�eme (3.6) est r�esolu, alors en ajoutant un nouveau

sommet au graphe, r�esoudre de nouveau (3.6) n�ecessite un seul appel de l'algorithme

de coupe-minimum. En e�et, supposons que �y est la solution de (3.6) associ�ee au

graphe G = (V;E), et soit w le sommet ajout�e. Posons

�

�y(v) = �y(v)� �x(wv);

pour tout v 2 V , et

�

�y(w) = 2. Il est clair que

�

�y satisfait les in�egalit�es de (4.6), et toute

ensemble qui �etait serr�e par �y reste serr�e par

�

�y. Donc la seule composante qui pourrait

être modi��ee par l'algorithme glouton est

�

�y. Et cela revient �a r�esoudre un probl�eme

de coupe minimum.

3.1.2 L'approche de Cunningham

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons le probl�eme dit d'attaque consid�er�e par Cun-

ningham [23] et sa relation avec le cas b � �1.

Soient G = (V;E) un graphe connexe et x 2 IR

E

+

un syst�eme de poids associ�e aux

arêtes de E. Posons n = jV j. x(e) peut être interpr�et�e comme �etant l'e�ort requis par

l'attaquant pour d�etruire l'arête e. La valeur de la coupe-minimum (quand x est pris

comme capacit�e) nous donne une mesure de la r�esistance du r�eseau �a l'attaque : c'est

l'e�ort minimum requis pour augmenter le nombre de composantes connexes dans G.

En g�en�eral, on suppose que la destruction d'un sous-ensemble d'arêtes A � E nous

donne un graphe avec �(A)+1 composantes connexes. Ce probl�eme se formule comme

suit:

minimiser (x(A)� �(A) : A � E):
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Consid�erons le matro��de graphiqueM(G) associ�e �a G. Alors un ensembleB � E est

un independant de M(G) si et seulement si B est un ensemble d'arêtes d'une forêt de

G. Le rang f(A) d'un ensembleA � E est la cardinalit�e maximumd'un sous-ensemble

ind�ependant de A. La fonction f v�eri�e les propri�et�es suivantes:

(1) f(A) = n � (�(

�

A) + 1).((�(

�

A) + 1) est le nombre de composantes connexes du

sous-graphe (V;A) de G.

(2) f(A) � f(B) si A � B � E.

(3) f(A [B) + f(A \B) � f(A) + f(B) si A;B � E.

Puisque G est connexe, on a

f(E) = n� 1; (3.8)

f(

�

A) = n � (�(A) + 1); (3.9)

o�u

�

A = E nA. En combinant (3.8) et (3.9) on obtient

�(A) = f(E) � f(

�

A):

D'o�u x(A) � �(A) = x(a) + f(

�

A) � f(E). En cons�equence le probl�eme d'attaque est

�equivalent au probl�eme

minimiser (x(A) + f(

�

A) : A � E); (3:10)

Pour r�esoudre (3.10), Cunningham [23] a propos�e le programme lin�eaire suivant

maximiser y(E)

y(S) � f(S) si S � E;

y � x;

y � 0:

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(3:11)

Le lemme suivant montre qu'une solution de (3.11) est une solution de (3.10).

Lemme 3.3. [23]. Soit �y la solution de (3.11). Alors on a

�y(E) = min(x(A) + f(

�

A) : A � E):



3.1. S

�

EPARATION DES CONTRAINTES DE PARTITION 69

Preuve. Nous avons

�y(E) = �y(A) + �y(

�

A) � x(A) + f(

�

A): (3.12)

Donc il est su�sant d'exhiber un ensemble A tel que (3.12) soit v�eri��ee �a �egalit�e.

Pour toute arête j 2 E, soit �y

j

= x

j

, soit j appartient �a un ensemble serr�e. Soit

�

A

l'union des ensembles serr�es. D'apr�es le Lemme 3.1,

�

A est aussi serr�e. D'o�u

y(E) = y(A) + y(

�

A) = x(A) + f(

�

A):2

Pour r�esoudre (3.11), Cunningham [23] donne l'algorithme suivant:

Algorithme B.

D�ebut

y  0

�

A ;

pour j 2 E faire

� f(B

j

)� y(B

j

) = min(f(B)� y(B) : j 2 B � E)

si � � x

j

� y

j

alors

�

A 

�

A [B

j

sinon� x

j

� y

j

�nsi

y

j

 y

j

+ �

�npour

�n

Le calcul de � se ram�ene �a un probl�eme de coupe minimum. D'o�u cet algorithme

n�ecessite jEj probl�emes de coupe minimum.

Dans ce qui suit, nous allons �etablir la relation entre le probl�eme d'attaque et le

cas b � �1.

Notons par 
(B) pour B � V , l'ensemble d'arêtes ayant les deux extr�emit�es dans

B. On a f(
(B)) = n � (n � jBj + 1) = jBj � 1. Soit �y une solution optimale de
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(3.11). Les ensembles serr�es par �y peuvent être consid�er�es de type 
(B). En e�et, con-

sid�erons un ensemble S serr�e par �y, qui ne soit pas de la forme 
(B). Soit B l'ensemble

de sommets induit par S. (V; S) est le sous-graphe induit par S. On distingue deux cas:

Cas 1. (V; S) est connexe.

On a

f(
(B)) = f(S) = �y(S) � �y(
(B)) � f(
(B));

notons ici que le nombre de composantes connexes de (V; S) est le même que celui de

(V; 
(B):

D'o�u f(
(B)) = �y(
(B)). On trouve donc que 
(B) est aussi serr�e par �y et

�y(S) = �y(
(B)).

Cas 2. (V; S) n'est pas connexe.

Soient (V

1

; S

1

); :::; (V

p

; S

p

) les composantes connexes de (V; S), d'apr�es le cas 1

S

1

; :::; S

p

peuvent être consid�er�es de la forme 
(B). Soit B

i

� V tel que S

i

= 
(B

i

); i =

1; :::; p. Dans ce cas on a f(S) = n� p et f(S

i

) = f(
(B

i

)) = jB

i

j � 1, d'o�u

p

X

i=1

f(S

i

) =

p

X

i=1

f(
(B

i

)) =

p

X

i=1

(jB

i

j � 1) = n� p = f(S):

En cons�equence

p

X

i=1

�y(S

i

) = �y(S) = f(S) =

p

X

i=1

f(S

i

);

et donc on obtient �y(S

i

) = f(S

i

) pour i = 1; :::; p et �y(
(B)) = �y(S).

Maintenant en posant A = ;, le minimum de x(A) + f(

�

A) est au plus n� 1. Donc

il est �equivalent �a chercher le minimum de

x(A) + f(

�

A)� (n� 1) = x(E)� (n� 1) + f(

�

A)� x(

�

A);

qui est n�egatif ou nul. Et comme les ensembles serr�es peuvent être consid�er�es de la

forme 
(B),

�

A est l'union des ensembles de type 
(B). On obtient donc le minimum

de

p

X

i=1

[(jS

i

j � 1)� x(
(S

i

))] + x(E)� (n� 1):

En posant S

p+i

= fv

i

g pour v

i

=2 S

j

; 1 � j � p, nous obtenons le minimum

x(�(S

1

; :::; S

k

)� (k � 1):
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3.1.3 L'algorithme de Queyranne

Soient V un ensemble �ni, n = jV j et une fonction sous-modulaire f : 2

V

7! IR.

Queyranne [68] a donn�e un algorithme qui permet de trouver un sous-ensemble A de

V minimisant f(A) + f(V nA). Cet algorithme est une g�en�eralisation de l'algorithme

de coupe minimum donn�e par Stoer et Wagner [73] et par Frank [34]. L'algorithme

de Stoer et Wagner [73] et de Frank [34] est une simpli�cation de l'algorithme de

Nagamochi et Ibaraki [60].

La sous-modularit�e est une propri�ete tr�es utilis�ee en optimisation combinatoire, voir

[74], [53], [36] et [37] pour plus de d�etails concernant ce sujet.

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons l'algorithme de Queyranne. Il sera utilis�e

dans le paragraphe suivant pour d�evelopper un algorithme polynomial de s�eparation

pour les contraintes de partition pour le cas b > �1.

Une fonction s : 2

V

7! IR est dite sym�etrique si

s(A) = s(V nA) pour tout A � V:

Etant donn�es deux �el�ements t et u, on dit que le sous-ensemble A de V s�epare t et u,

si exactement un des �el�ements t ou u est dans A.

Soit s

f

(resp. a

f

) la fonction d�e�nie comme suit

s

f

(A) =

1

2

(f(A) + f(V nA)) (resp: a

f

(A) =

1

2

(f(A)� f(V nA)):

La fonction s

f

(resp. a

f

) est appel�ee la partie sym�etrique (resp. antisym�etrique) de f .

Paires pendantes

Etant donn�es un sous-ensemble A � V et u 2 V nA, on note par A+u (resp. A�u)

l'ensembleA[ fug (resp. A n fug). Soit f(u) = f(fug). Une paire (t; u) d'�el�ements de

V est appel�ee une paire pendante du syst�eme sous-modulaire (V; f), si

s

f

(u) = minfs

f

(A) j u 2 A et A s�epare u et tg:

Dans la suite nous pr�esentons un algorithme donnant une paire pendante en faisant

O(n

2

) �evaluations de f . L'algorithme construit un ordre (v

1

; :::; v

n

) sur les �el�ements
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de V , o�u le premier �el�ement v

1

peut être choisi arbitrairement. Soient W

0

= ; et

W

i

= fv

j

: j � ig; i = 1; :::; n.

Algorithme PAIRE-PENDANTE(V; f; x)

�etape 1. v

1

 x; W

1

= fv

1

g; i = 1;

�etape 2. Pour tout v =2 W

i

faire k(v) = f(W

i

+ v)� f(v). Soit k(v

i+1

) =minfk(v)g.

�etape 3. W

i+1

 W

i

+ u

i+1

; i  i + 1. Si i = n renvoyer (v

n�1

; v

n

), sinon aller �a

l'�etape 2.

Le couple (v

n�1

; v

n

) obtenu �a la �n de l'algorithme est une paire pendante. La

preuve est bas�ee sur le lemme suivant.

Lemme 3.4. [68]. Si (V; f) est un syst�eme sous-modulaire alors pour tout i =

1; :::; n� 1, tout y 2 V nW

i

et tout X �W

i�1

f(W

i

) + f(y) � f(W

i

nX) + f(X + y):

Preuve. Le lemme est trivial pour i = 1. Supposons qu'il est vrai pour 1 � i � k�1.

Soient u 2 V nW

k

, et S � W

k�1

. Par l'algorithme PAIRE-PENDANTE() on a

f(W

k

) + f(u) � f(W

k�1

+ u) + f(v

k

). (3.13)

Soit j le plus petit entier tel que S �W

j�1

:

Si j = k, alors v

k�1

2 S et W

k�1

n S � W

k�2

. Donc

f(W

k

n S) + f(S + u) = f((W

k�1

n S) + v

k

) + f(S + u)

� f(W

k�1

) + f(v

k

)� f(S) + f(S + u):

Par l'hypoth�ese de r�ecurrence avec X = W

k�1

n S et en posant y = v

k

, on obtient de

la sous-modularit�e de f et de (3.13)

f(W

k�1

) + f(v

k

)� f(S) + f(S + u) � f(W

k�1

+ u) + f(v

k

) � f(W

k

) + f(u):

Si j � k � 1 alors v

j�1

2 S et v

j

; :::; v

k

ne sont pas dans S. Alors

f(W

k

n S) + f(S + u) = f((W

j�1

n S) [ (W

k

nW

j�1

)) + f(S + u)

� f((W

j�1

n S) [ (W

k

nW

j�1

)) + f(W

j

)� f(W

j

n S) + f(u):
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A partir de l'hypoth�ese de r�ecurrence et de la sous-modularit�e de f on a

f((W

j�1

n S) [ (W

k

nW

j�1

)) + f(W

j

)� f(W

j

n S) + f(u) � f(W

k

) + f(u):2

En appliquant le Lemme 3.4 avec i = n � 1; y = v

n

on trouve que s

f

(v

n

) =

minfs

f

(S) j S s�epare v

n

et v

n�1

g, d'o�u (v

n�1

; v

n

) est une paire pendante. L'agorithme

fait appel �a l'�etape 2, n � 1 fois, et chaque appel n�ecessite O(n) appels de f et O(n)

op�erations pour le calcul de minfk(u)g. D'o�u l'algorithme PAIRE-PENDANTE() n�e-

cessite O(n

2

) �evaluations de f .

Recherche d'un ensemble optimal

Dans ce paragraphe, on pr�esentera un algorithme r�ecursif utilisant l'algorithme

PAIRE-PENDANTE() comme sous-programme, pour trouver un sous-ensemble pro-

pre A de V minimisant la partie sym�etrique s

f

de f . Si on suppose que A n'est pas

obligatoirement un sous-ensemble propre, par la sous-modularit�e de f on a

s

f

(;) = s

f

(V ) � s

f

(A); pour tout A � V:

L'algorithme est simple et est bas�e sur l'observation suivante : si (t; u) est une paire

pendante pour (V; f), alors un sous-ensemble optimal A, soit s�epare t et u et dans ce

cas s

f

(A) = s

f

(u), soit ne les s�epare pas. Dans ce dernier cas, on fusionne t et u en un

seul �element, disons t. Et on consid�ere un nouveau syst�eme sous-modulaire (V

0

; f

0

) o�u

V

0

= V � u et f

0

: 2

V

0

7! IR est d�e�nie par

f

0

(A

0

) =

(

f(A

0

+ u) si t 2 A

0

;

f(A

0

) sinon:

Il est facile de v�eri�er que f

0

est sous-modulaire quand f l'est. Donc (V

0

; f

0

) est

un syst�eme sous-modulaire. Apr�es un certain nombre de fusions des paires pendantes,

chaque �el�ement de l'ensemble V

0

repr�esente un sous-ensemble de V . Apr�es n�1 �etapes,

l'ensemble courant V

0

est un singleton, donc il n'existe plus de sous-ensemble propre et

le processus r�ecursif s'arrête. A ce moment l�a, on aura identi��e n � 1 sous-ensembles

A

h

(h = 1; :::; n�1), o�u chaque sous-ensemble est susceptible de repr�esenter l'ensemble

optimale. L'optimum sera donc un sous-ensemble A

h

avec s

f

(A

h

) minimum. Voici la

mise en �uvre de cet algorithme :
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A une �etape donn�ee de l'algorithme, le syst�eme sous-modulaire (V

0

; f

0

) d�e�nit une

partition fS

j

: j 2 V

0

g de V . Initialement V

0

= V et S

j

= fjg, j 2 V . La fonction

f

0

: 2

V

0

 IR est d�e�nie par

f

0

(A

0

) = f([

j2A

0

S

j

)

pour tout A

0

� V

0

. Il est connu (voir [37]) que (V

0

; f

0

) est un syst�eme sous-modulaire

quand (V; f) l'est.

Algorithme ENSEMBLE-OPTIMAL(V; f; x)

1. pour j 2 V faire S

j

 fjg; V

0

 fS

j

: j 2 V g; et f

0

est d�e�nie comme ci-dessus;

2. pour h = 1 �a jV j � 1

3. faire (S

t

; S

u

) PAIRE-PENDANTE(V

0

; f

0

; S

x

);

4. A

h

 S

u

et s

h

 s

f

0

(S

u

);

5. S

t

 S

t

[ S

u

et V

0

 V

0

n fS

u

g;

6. i arg minfs

h

: h = 1; :::; n� 1g;

7. renvoyer A

i

.

Cet algorithme fait (n � 1) appels �a la fonction PAIRE-PENDANTE() qui �a son tour

n�ecessite O(n

2

) �evaluations de f . Donc ENSEMBLE-OPTIMAL() renvoie un sous-

ensemble propre de V minimisant s

f

, en �evaluant f O(n

3

) fois.

Si f est une fonction sous-modulaire sym�etrique, alors s

f

= f et l'algorithmeENSEMBLE-

OPTIMAL() donne un sous-ensemble propre de V minimisant f .

3.1.4 Cas b > �1

Consid�erons le probl�eme

minimiser x(�(S

1

; :::; S

p

))� p� b; (3.14)

o�u p � 2.

Si le minimum de (3.14) est positif ou nul alors il n'existe pas d'in�egalit�es de par-

tition viol�ees par x, sinon on obtient l'in�egalit�e la plus viol�ee. Le probl�eme (3.14) est

�equivalent au probl�eme suivant:

minimiser x(�(S

1

; :::; S

p

))� p; (3.15)



3.1. S

�

EPARATION DES CONTRAINTES DE PARTITION 75

le probl�eme (3.15) est appel�e le probl�eme de multicoupe. Ce probl�eme est �equivalent �a

minimiser

g(S) = x(�(S))� 2 + min fx(�(T

1

; :::; T

k

))� (k � 1)g;

o�u S � V et fT

i

g est une partition de S. Nous allons montrer que g est une fonction

sous-modulaire. Puisque x(�(S)) est sous-modulaire, il su�t de prouver que

h(S) = min fx(�(T

1

; :::; T

k

))� (k � 1)g

est sous-modulaire.

Nous consid�erons donc (3.11) pour E = 
(S), E = 
(T ), E = 
(S [ T ) et E =


(S \ T ). Supposons que y

1

soit obtenu en appliquant l'algorithme glouton B pour

E = 
(S \ T ). On peut �etendre y

1

�a une solution y

2

pour E = 
(S [ T ) comme suit:

Si on pose y

1

(e) = 0 pour toute arête e 2 (
(S [ T ) n 
(S \ T )), il est clair que y

1

satisfait (3.11) pour E = 
(S [T ), et que tout ensemble serr�e pour E = 
(S \T ) reste

aussi serr�e pour E = 
(S [ T ). Maintenant en appliquant l'algorithme glouton pour

E = 
(S [ T ) �a partir de y

1

on obtient la solution y

2

, d'o�u

y

2

(
(S \ T )) = y

1

(
(S \ T )):

Soient y

3

et y

4

les solutions pour E = 
(S) et E = 
(T ) respectivement. On a

y

2

(
(S [ T )) � y

2

(
(S)) + y

2

(
(T ))� y

2

(
(S \ T ));

� y

3

(
(S)) + y

4

(
(T ))� y

1

(
(S \ T )):

D'o�u

y

2

(
(S [ T )) + y

1

(
(S \ T )) � y

3

(
(S)) + y

4

(
(T ));

et comme on a vu au paragraphe 3.1.2, que h(S) est �egale �a l'optimum de (3.11) plus

1� jSj, o�u E = 
(S), on obtient donc

h(S [ T ) + h(S \ T ) � h(S) + h(T ):

Le but est d'appliquer l'algorithme de Queyranne. Comme on a vu dans le para-

graphe pr�ec�edent, cet algorithme minimise la partie sym�etrique d'une fonction sous-

modulaire. Mais g n'est pas sym�etrique. Pour ce faire on consid�ere la fonction g

0

(S) o�u

g

0

(S) = h(S) +

1

2

x(�(S))� 1; 8S � E. Puisque h(S) et x(�(S)) sont sous-modulaires

alors il en est de même pour g

0

. Il est clair que minimiser g est �equivalent �a minimiser

la partie sym�etrique de g

0

(g

0

(S) + g

0

(S)).
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L'algorithme vu dans le paragraphe pr�ec�edent appliqu�e �a g

0

n�ecessite O(n

3

) �eval-

uations de g

0

. Et dans notre cas une �evaluation de g

0

revient �a O(n) probl�emes de

coupe minimum (en appliquant l'Algorithme A). Donc une application directe de cette

m�ethode n�ecessite O(n

4

) appels du probl�eme de coupe minimum. Cependant chaque

�evaluation de g

0

dans la fonction PAIRE-PENDANTE est de type g

0

(W

i

) + u o�u g

0

est

d�ej�a calcul�ee dans l'it�eration pr�ec�edente et d'apr�es la Remarque 3.2, l'�evaluation de g

0

revient donc �a un seul appel au probl�eme de coupe minimum. Finalement on a besoin

de r�esoudre O(n

3

) probl�emes de coupe minimum pour r�esoudre (3.15).

3.2 Probl�emes li�es aux contraintes de partition

Etant donn�e un graphe connexe G = (V;E). Le probl�eme

minimiser

x(�(S

1

; :::; S

p

))

p � 1

; (3:16)

a �et�e �etudi�e dans [23] et [10]. Dans [23] Cunningham a donn�e un algorithme pour

r�esoudre (3.16), en se basant sur l'id�ee suivante: Soit � la solution de (3.16), pour un

nombre �x�e b, � � b si et seulement si min(x(�(S

1

; :::; S

p

)� b(p�1))) est postif ou nul,

(et donc 0, car pour p = 1 on obtient 0). Supposons que b � �. Si min(x(�(S

1

; :::; S

p

)�

b(p � 1))) = 0, alors b � �, donc b = � et le probl�eme (3.16) est r�esolu. Sinon,

soit (x(�(T

1

; :::; T

k

) � b(k � 1)))=min(x(�(S

1

; :::; S

p

) � b(p � 1))) < 0. Alors � �

x(�(T

1

; :::; T

k

))

k � 1

= b

0

< b, donc on peut remplacer b par b

0

et ainsi de suite. Il a montr�e

que ce processus converge rapidement vers �. Remarquons que min(x(�(S

1

; :::; S

p

) �

b(p� 1))) peut être calcul�e par l'Algorithme A.

Chv�atal [17] a montr�e que le minimum de

x(�(S

1

; :::; S

p

))

p

est donn�e par une coupe minimum.

Maintenant consid�erons le probl�eme de k-coupe. On veut minimiser

x(�(S

1

; :::; S

k

));
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pour une une valeur �x�ee de k. Goldschmidt et Hochbaum [41] ont donn�e un algorithme

en O(n

k

2

), et ils ont montr�e que ce probl�eme est NP-dur pour k quelconque.

Pour un nombre � quelconque on peut obtenir une borne inf�erieure

f(�) = min fx(�(S

1

; :::; S

p

))� �(p � k)g; (3.17)

et chercher le maximumde f . Alors si pour une valeur de � la solution de (3.17) est telle

que p > k, on peut obtenir une borne sup�erieure en contractant quelques ensembles de

la partition S

1

; :::; S

p

puis en fusionnant les sommets r�esultants de cette contraction. Il

est int�eressant d'avoir des informations concernant la qualit�e de ces approximations.

3.3 Applications des contraintes de partition

Comme il a �et�e d�ej�a mention�e au Paragraphe 3.1.1, le dominant du polytope des

arbres couvrant est donn�e par les in�egalit�es de positivit�e et les in�egalit�es

x(�(V

1

; :::; V

p

)) � p� 1;

pour toute partition de V , [75, 61]. Ces in�egalit�es ont �et�e utilis�ees par Barahona

[4] pour r�esoudre le probl�eme de chargement d'un r�eseau. Le probl�eme est de choisir

un ensemble de liaisons de coût minimum, reliant un ensemble de cit�es. Les liaisons

entre les cit�es ont une capacit�e �nie, et doivent permettre l'existence d'un multi
ot, o�u

chaque 
ot ne doit pas d�epasser une certaine demande.

Dans ce qui suit, nous discutons d'une famille de contraintes li�ees �a celle de partition.

Ces contraintes sont valides pour le STECSP quand S = V (le polytope associ�e dans

ce cas sera not�e par TECP(G)).

Dans [55], Mahjoub a introduit une classe d'in�egalit�es valides pour TECP(G)

comme suit : Etant donn�e un graphe G = (V;E), consid�erons une partition de V

en V

0

; V

1

; :::; V

p

, et soit F � �(V

0

) avec jF j = 2k + 1.

Si on additionne les in�egalit�es suivantes :

x(�(V

i

)) � 2; 1 � i � p;

�x(e) � �1; e 2 F;
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x(e) � 0; e 2 �(V

0

) n F;

on obtient

2x(�) � 2p � 2k � 1

o�u � = �(V

1

; :::; V

p

) nF . En divisant par 2, et en arrondissant le membre droit au plus

petit entier sup�erieur, on obtient

x(�) � p � k: (3.18)

Les in�egalit�es (3.18) seront appel�ees les in�egalit�es de F-partition. Ces in�egalit�es

ont �et�e aussi �etudi�ees dans [6] et il a �et�e montr�e qu'elles su�sent avec les in�egalit�es

triviales et de coupes pour caract�eriser TECP(G) dans les graphes de Halin. Dans ce

paragraphe, nous pr�esenterons une m�ethode de s�eparation des in�egalit�es de F -partition

quand F est �x�e.

V

0

2k+1

V

0

1

V

0

2k

V

0

i

V

0

2

V

p

i

1

V

p

i

2

V

p

2k+1

2k+1

V

j

i

V

p

2k

2k

V

p

i

i

V

0

Figure 3.2 : Con�guration de roue-impair.

Une con�guration de roue-impaire (voir �gure 3.2) est d�e�nie par un entier k � 1,
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des entiers p

i

, pour i = 1; :::; 2k + 1, et une partition de l'ensemble des sommets V en

V

s

i

; V

0

pour i = 1; :::; 2k + 1 et s = 0; 1; :::; p

i

tels que

(1) les graphes G(V

s

i

) et G(V

0

) soient 3-arête-connexe pour i = 1; :::; 2k + 1 et s =

0; 1; :::; p

i

;

(2) l'ensemble d'arêtes [V

0

i

; V

0

i+1

] n'est pas vide pour i = 1; :::; 2k+1 (modulo 2k+1);

(3) l'ensemble d'arêtes [V

s

i

; V

s+1

i

] n'est pas vide et si p

i

> 0, j[V

s

i

; V

s+1

i

]j = 1 pour

i = 1; :::; 2k + 1 et s = 0; 1; :::; p

i

(on notera V

0

par V

p

i

+1

i

pour i = 1; :::; 2k + 1);

(4) l'ensemble d'arêtes [V

s

i

; V

q

i

] est vide pour 1 � i � 2k+1, s � 0; q � p

i

+1; q 6= s+1

et (s; q) 6= (0; p

i

+ 1);

(5) l'ensemble d'arêtes [V

s

i

; V

q

t

] est vide pour i � 1; t � 2k + 1; i 6= t; 1 � s � p

i

+ 1

et 1 � q � p

t

+ 1.

Soit r

i

, pour 1 � i � 2k + 1, le plus grand entier tel que 0 � r

i

� p

i

et j�(V

r

i

i

)j � 3.

Une arête de [V

s

i

; V

s+1

i

] sera not�ee par e

i;s

, pour i = 1; :::; 2k+1 et s = 0; 1; :::; p

i

. Soit

F

0

= E

1

� fe

i;s

; 1 � i � 2k + 1; r

i

� s � p

i

g;

o�u E

1

est l'ensemble d'arêtes des coupes �(V

s

i

) pour 1 � i � 2k + 1 et 0 � s � p

i

+ 1,

i.e.

E

1

=

[

1�i�2k+1

0�s�p

i

+1

�(V

s

i

)

Une in�egalit�e de roue-impaire associ�ee �a la con�guration de roue-impaire est

x(F

0

) � k + 1 +

X

i=1;:::;2k+1

r

i

: (3:19)

Les in�egalit�es (3.19) sont exactement les in�egalit�es de F -partition (3.18) soumises au

conditions (1)-(5). Pour retrouver la structure des in�egalit�es (3.18), on peut d�e�nir

V

0

; V

1

; :::; V

p

et F comme suit (l'entier k est le même):

V

0

=

[

1�i�2k+1

r

i

+1�j�p

i

+1

V

j

i

; F = fe

i;s

; 1 � i � 2k + 1g
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avec

p = (2k + 1) +

X

i=1;:::;2k+1

r

i

;

c'est-�a-dire que les ensembles V

1

; :::; V

p

seront les V

s

i

pour s = 0; 1; :::; r

i

et i = 1; :::; 2k+

1. On a

� = F

0

; et p � k = (2k + 1) +

X

i=1;:::;2k+1

r

i

� k = k + 1 +

X

i=1;:::;2k+1

r

i

:

D'apr�es la validit�e des in�egalit�es (3.18), on d�eduit que les in�egalit�es de roue-impaire

sont valides pour TECP(G).

Th�eor�eme 3.5.[55]. Les in�egalit�es de roue-impaire d�e�nissent des facettes pour le

polytope TECP(G).

Dans [32], Fonlupt et Mahjoub ont donn�e une classe de contraintes qui g�en�eralise les in-

�egalit�es de roue-impaire, appel�ee in�egalit�es de roue-impaire g�en�eralis�ees. Ils ont d�ecrit

des conditions su�santes pour que ces in�egalit�es d�e�nissent des facettes de TECP(G).

Dans ce qui suit, on donne un bref aper�cu sur cette classe de contraintes et on montre

comment elle g�en�eralise la classe des in�egalit�es de roue-impaire. Pour plus de d�etails

voir [32].

Comme on a vu pr�ec�edemment, dans la con�guration de roue-impaire les ensem-

bles V

0

i

; i = 1; :::; 2k + 1 sont reli�es �a V

p

i

+1

i

par des châ�nes. Dans une con�guration

g�en�eralis�ee seulement un nombre impair d'�el�ements parmi V

0

i

; :::; V

0

2k+1

doit être reli�e �a

V

p

i

+1

i

. Soit I un sous-ensemble de f1; 2; :::; 2k + 1g de cardinalit�e impair. On suppose

que pour tout i 2 I, il existe une châ�ne entre V

0

i

et V

p

i

+1

i

, on suppose aussi qu'il

existe un sous-ensemble d'arêtes M d�e�nissant un couplage parfait entre les ensembles

V

0

i

; i 2 f1; :::; 2k + 1g n I; (c'est-�a-dire, chaque V

0

i

; i 2 f1; :::; 2k + 1g n I est adjacent �a

exactement une arête de M). Une in�egalit�e de roue-impaire g�en�eralis�ee est donn�ee par

x(F

0

) � k + 1 + jM j

X

i2I

r

i

: (3:20)

(3.20) se ram�ene �a (3.18) de la même fa�con que (3.19), d'o�u sa validit�e pour TECP(G).

Puisque le polytope du voyageur de commerce est une face de TECSP(G), les

in�egalit�es de F -partition (3.18) sont aussi valides pour le TSP. Dans le Chapitre 5,
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nous pr�esentons des r�esultats exp�erimentaux pour certaines instances de TSP prises

de la librairie TSPLIB [70]. Pour certains probl�emes de TSP de petite taille, on a pu

obtenir la tourn�ee optimale, en utilisant seulement les in�egalit�es triviales, de coupes et

de F -partition.

Maintenant, consid�erons le probl�eme du sous-graphe k-arête-connexe de poids min-

imum, pour k > 1. Gr�otschel et al [45] ont introduit les contraintes suivantes

x(�(V

1

; :::; V

p

)) � d

kp

2

e:

Ils ont �etendu ces contraintes �a un mod�ele plus g�en�eral et ils ont aussi montr�e que le

probl�eme de s�eparation des contraintes obtenues �a partir de cette extension est NP-

dur. Une m�ethode de coupes et des r�esultats exp�erimentaux utilisant ces in�egalit�es sont

pr�esent�es dans [46, 47]. Gr�otschel et al emploient des heuristiques pour le probl�eme de

s�eparation associ�e, et ils remarquent que les in�egalit�es de partition sont tr�es utiles. Et

en cons�equence le besoin d'avoir de meilleurs algorithmes de s�eparation.

Consid�erons de nouveau le probl�eme du sous-graphe k-arête-connexe de poids min-

imum quand une arête peut être prise dans la solution plusieurs fois. Chopra [13]

introduit les in�egalit�es de partition suivantes :

x(�(V

1

; :::; V

p

)) � d

k

2

ep � 1, (3.21)

pour toute partition V

1

,...,V

p

de V telle que G(V

i

) soit connexe pour i = 1; :::; p. Il

montre qu'elles sont valides pour le poly�edre associ�e P

k

(G) quand G est outerplanaire

et k impair. Il montre �egalement que dans ce cas, P

k

(G) peut être d�ecrit par les

in�egalit�es de positivit�e, de coupes, et (3.21). Dans [24] Didi Biha et Mahjoub ont

montr�e que les contraintes (3.21) restent valides pour le polytope des sous-graphes k-

arête-connexes dans la classe plus g�en�erale des graphes s�erie-parall�eles. Ils ont montr�e

aussi que dans cette classe de graphe, le polytope des sous-graphe k-arête-connexes est

compl�etement caract�eris�e par les in�egalit�es triviales, de coupes et (3.21). Les in�egalit�es

(3.21) peuvent être s�epar�ees par la m�ethode vue au Paragraphe 3.1.4.

Pour les sous-graphes k-sommet-connexes, les in�egalit�es ci-dessous ont �et�e �etudi�ees

dans [45]. Soient Z � V un ensemble de sommets avec jZj = t � k� 1 et V

1

; :::; V

p

une

partition de V n Z. Alors les in�egalit�es suivantes sont valides :
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x(�(V

1

; :::; V

p

)) �

(

p � 1 si k � t = 1;

d

p(k�t)

2

e si k � t � 2:

Si k � t = 1, ces in�egalit�es peuvent être s�epar�ees par la m�ethode du Paragraphe 3.1.1.

Si k � t est positif et pair, alors elles peuvent être s�epar�ees par la m�ethode vue au

Paragraphe 3.1.4.



Chapitre 4

Un algorithme de coupes et

branchement

Dans ce chapitre nous pr�esentons un algorithme de coupes et branchement pour

r�esoudre le probl�eme STECSP quand S = V (TECP). Cet algorithme est bas�e sur les

r�esultats poly�edraux et algorithmiques pr�esent�es dans les chapitres pr�ec�edents. Dans le

chapitre suivant, nous pr�esentons nos r�esultats exp�erimentaux. Ce travail a �et�e �etabli

en collaboration avec F. Barahona.

On notera par TECP(G) l'enveloppe convexe des vecteurs d'incidences des sous-

graphes 2-arête-connexes de G.

4.1 Aper�cu g�en�eral sur l'algorithme de coupes et

branchement

Consid�erons un programme lin�eaire en nombres entiers de la forme,

min cx

Ax � b

x 2 f0; 1g:

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(4:1)

Soit P le poly�edre dont les sommets sont les solutions de (4.1).

83
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Si une description compl�ete de P par un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires est connue et

si le probl�eme de s�eparation associ�e �a ce syst�eme est polynomial alors (4.1) peut être r�e-

solu en temps polynomial [51, 42]. L'inverse de cette assertion est aussi vrai [42, 50, 63].

Cette �equivalence entre optimisation et s�eparation �etait �a l'origine des m�ethodes de

coupes et branchement utilis�ees pour r�esoudre des probl�emes d'optimisation combina-

toire.

Pour les probl�emes NP-durs on ne connait pas en g�en�eral de caract�erisations com-

pl�etes des poly�edres associ�es, (et il y a peu d'espoir d'en trouver une). Mais pour

ces probl�emes, même une description partielle du poly�edre associ�e peut être su�sante

pour r�esoudre le probl�eme en temps polynomial si le probl�eme de s�eparation associ�e

au syst�eme d�e�nissant cette description est polynomial.

Supposons donc qu'on connait un syst�eme

~

Ax �

~

b d'in�egalit�es valides pour P (dont

le probl�eme de s�eparation associ�e est polynomial).

Un algorithme de coupes pour (4.1) commence par r�esoudre un programme lin�eaire

(

min cx

A

0

x � b

0

;

o�u A

0

x � b

0

est un sous-syst�eme de

~

Ax �

~

b contenant un nombre raisonnable de

contraintes. Soit x

0

la solution ainsi obtenue. L'algorithme r�esoud par la suite le

probl�eme de s�eparation associ�e �a x

0

et P . Si x

0

2 P alors x

0

est optimale pour (4.1).

Sinon il d�etermine une contrainte (coupe) dans

~

Ax �

~

b viol�ee par x

0

, il ajoute cette

contrainte au programme et il r�ep�ete le processus jusqu'�a ce qu'il d�etermine une solution

optimale qui soit dans P ou qu'il ne trouve plus de contrainte viol�ee �a ajouter. Ainsi

l'algorithme r�esoud une s�equence de programmes lin�eaires, les points de P �etant des

solutions pour ces programmes. Ce que l'on esp�ere c'est que la solution �x obtenue �a la

�n de cette phase soit dans P .

Mais en g�en�eral, cette solution peut être fractionnaire. Dans ce cas, l'algorithme fait

un branchement sur une composante fractionnaire �x

e

en construisant deux nouveaux

programmes obtenus �a partir du programme courant, en ajoutant respectivement les

�egalit�es (non valides) x

e

= 1 ou x

e

= 0 et en proc�edant comme ci-dessus pour les

poly�edres P \ fx j x

e

= 0g et P \ fx j x

e

= 1g.
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4.2 L'algorithme

Dans ce paragraphe nous pr�esentons l'algorithme de coupes et de branchement que

nous avons d�evelopp�e pour r�esoudre le probl�eme TECP. Puisque le polytope TSP est

une face du TECP(G), toute contrainte valide pour le TECP(G) est aussi valide pour

le TSP. Ceci nous a motiv�e d'utiliser la description partielle du TECP(G) dont nous

disposons pour r�esoudre des instances du TSP.

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un syst�eme de poids associ�es aux arêtes,

notre algorithme commence par r�esoudre le programme lin�eaire (PL) suivant

min cx

x(�(v)) � 2 pour tout v 2 V;

0 � x(e) � 1 pour tout e 2 E;

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(4:2)

qui consiste en jV j in�egalit�es de degr�e et 2jEj in�egalit�es triviales (dans le cas de TSP,

les in�egalit�es de degr�e seront remplac�ees par des �egalit�es). La plupart de ces in�egalit�es

d�e�nissent des facettes pour le TECP(G) (voir [55]). Dans [55] Mahjoub a donn�e

des conditions n�ecessaires et su�santes pour que les in�egalit�es de coupes et triviales

d�e�nissent des facettes pour TECP(G).

En g�en�eral, une solution optimale y 2 IR

E

de (4.2) n'est pas r�ealisable pour le

polytope TECP(G) (si c'est le cas, alors cette solution est optimale pour le probl�eme

TECP et on termine). Dans chaque it�eration de l'algorithme de coupes, on essaye de

trouver des in�egalit�es (en particulier de coupes et de F -partition (voir Paragraphe 3.3))

valides pour le TECP(G) viol�ees par y, o�u y est la solution optimale du programme

lin�eaire courant . Les algorithmes qui nous donnent de telles in�egalit�es sont appel�es

des proc�edures de s�eparation. Nous ajoutons les in�egalit�es viol�ees trouv�ees au syst�eme

lin�eaire courant et nous r�esolvons le nouveau programme lin�eaire ainsi obtenu. Nous

r�ep�etons ce processus jusqu'�a ce que la solution y soit dans TECP(G), ou qu'on ne

puisse plus trouver d'in�egalit�es viol�ees par y. Dans ce dernier cas nous faisons appel �a

un branchement. Ceci est assur�e �a l'aide de MINTO, un logiciel permettant de r�esoudre

des programmes mixtes. Une br�eve description de ce logiciel sera donn�ee plus tard.

Puisque nous utilisons une description partielle de TECP(G), on n'est pas sûr de
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trouver une solution optimale pour le TECP pour tout graphe G et toute fonction

coût c sans la phase de branchement . On a trouv�e int�eressant que pour certaines

instances de TSP les in�egalit�es de coupes et de F -partition su�sent pour trouver une

solution optimale. Dans le cas o�u ces contraintes ne seraient pas su�santes, elles nous

permettent n�eanmoins d'aborder la phase de coupes et branchement avec une bonne

borne inf�erieure, (dans le chapitre suivant nous donnerons des exemples illustrant ces

situations).

La remarque suivante nous permet de r�eduire le graphe (au sens des arêtes) dans

lequel les proc�edures de s�eparation seront appliqu�ees.

Remarque. Soit G = (V;E) un graphe et F � E un sous-ensemble d'arêtes de

E. Soit G

0

= (V;E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en supprimant les arêtes de F

(E

0

= E n F ). Supposons que ax � � est une in�egalit�e valide pour le TECP (G). Soit

�a(e) = a(e) si e =2 F

�a(e) = 0 sinon:

alors la contrainte �ax � � est valide pour le TECP(G

0

).

Par cette remarque, si ax � � est viol�ee par �x; alors en posant F = fe j �x(e) = 0g,

et �x

0

(e) = �x(e) si e 2 E nF , �ax � � serait �egalement viol�ee par �x

0

. Donc pour chercher

une contrainte viol�ee par la solution du programme lin�eaire courant on peut consid�erer

le graphe (V;EnF ) �a la place de (V;E). On a remarqu�e que cette simpli�cation permet

d'am�eliorer la performance de nos proc�edures de s�eparation. L'organigramme de notre

algorithme est donn�e par la Figure 4.1. Les paragraphes suivants seront consacr�es �a la

pr�esentation des proc�edures de s�eparation des in�egalit�es de coupes COUPE() et de F -

partition F -PARTITION() et �a la description du logiciel MINTO utilis�e pour la phase

coupes et branchement.
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PL (5:2)

R�esoudre PL

y est la solution

R�eduire G �a G

0

y entier

S�eparer

STOP

y est optimale

ajouter cette

contrainte �a PL

oui

oui

MINTO

\branchement"

Coupe(G

0

;y)

contrainte viol�ee?

F -partition(G

0

;y)

contrainte viol�ee?

solution optimal

oui

non

non

non

oui

non

Figure 4.1 : Algorithme de coupe

4.2.1 S�eparation des in�egalit�es de coupes

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un vecteur x 2 IR

E

+

, le probl�eme de recherche

d'in�egalit�es de coupes viol�ees par x, se ram�ene �a la recherche d'une coupe minimum

dans G, o�u x repr�esente les capacit�es des arêtes de G. En utilisant un algorithme

polynomial pour le probl�eme de 
ot maximum [25, 28] et le fameux th�eor�eme de 
ot
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maximum-coupe minimum (cf. Ford et Fulkerson [33]), on peut trouver une coupe

minimum dans G en temps polynomial. Un des plus performants algorithme de 
ot

maximum est celui de Goldberg et Tarjan [40]. Nous utilisons cet algorithme et le code

correspondant de Goldberg et Tarjan pour s�eparer les in�egalit�es de coupes.

Soit V = fv

1

; :::; v

n

g. Coupe-Min(G;x; v

1

; v

i

) est une fonction qui utilise l'algorithme

de Goldberg et Tarjan [40] pour la recherche d'une coupe minimum dans G s�eparant v

1

de v

i

. En faisant varier i = 2; :::; n, le minimum des valeur donn�ees par Coupe-Min(),

nous donne la valeur de la coupe minimum dans G. Ici, on s'arrête d�es qu'on trouve

une coupe ayant une capacit�e strictement inf�erieure �a 2. Et donc notre proc�edure de

s�eparation des in�egalit�es de coupes COUPE(), s'�ecrit comme suit

COUPE(G;x)

�etape 0. i 2;

�etape 1. Tant que Coupe-Min(G;x; v

1

; v

i

) � 2 et i � n faire

i i+ 1;

�etape 2. Si i � n alors la coupe s�eparant v

1

de v

i

est viol�ee par x, terminer.

sinon il n'existe pas d'in�egalit�es de coupes viol�ees par x, terminer.

4.2.2 S�eparation des in�egalit�es de F -partition

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et des entiers positifs r

v

pour tout v 2 V , un

r-recouvrement est un ensemble d'arêtes F � E tel que jF \�(v)j � r

v

pour tout v 2 V .

Si les arêtes sont munies d'un syst�eme de poids alors le probl�eme du r-recouvrement

est de trouver un r-recouvrement de poids minimum. Il est clair qu'une solution du

probl�eme kECON (voir Introduction) d�e�ni par un graphe G et un vecteur r 2 N

V

est

aussi une solution du probl�eme du r-recouvrement. Le probl�eme du r-recouvrement est

polynomial. En e�et ce probl�eme peut être transform�e en un probl�eme de b-couplage

[27]. En cons�equence, on peut d�eterminer en temps polynomial une borne inf�erieure

pour le probl�eme kECON en r�esolvant le probl�eme du r-recouvrement. Cette relaxation

int�eressante a �et�e consid�er�ee par Gr�otschel, Monma et Stoer [47].

Dans [27], Edmonds a non seulement donn�e un algorithme polynomial pour r�e-
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soudre le probl�eme du b-couplage, mais il a aussi donn�e une description compl�ete du

polytope associ�e. Les in�egalit�es \blossom" d'Edmonds pour ce polytope, peuvent être

transform�ees en des contraintes valides pour le polytope des r-recouvrements. Cette

transformation (voir Gr�otschel, Monma et Stoer [44]) nous donne les in�egalit�es du

r-recouvrement qui sont aussi valides pour le polytope associ�e au probl�eme kECON.

Quand r

v

= 2 pour tout v 2 V , ces in�egalit�es ne sont rien d'autre que les in�egalit�es de

F -partition o�u les �el�ements de la partition sont des singletons. Padberg et Rao [64] ont

donn�e un algorithme polynomial pour s�eparer les in�egalit�es \blossom" du b-couplage.

Par une simple transformation [47], cet algorithme r�esoud en même temps le prob-

l�eme de s�eparation des in�egalit�es de r-recouvrement. Gr�otschel, Monma et Stoer [47]

ont �etendu la classe des in�egalit�es de r-recouvrement en une classe plus g�en�erale de

contraintes appel�ees les in�egalit�es de \r-recouvrement g�en�eralis�ees". Dans [46], ils ont

montr�e que le probl�eme de s�eparation pour ces contraintes est NP-dur. Quand r

v

= 2

pour tout v 2 V , les contraintes de r-recouvrement g�en�eralis�ees se ram�enent aux in-

�egalit�es de F -partition. Gr�otschel, Monma et Stoer citeGMS:CRC ont developp�e un

algorithme de coupes et branchement utilisant une heuristique pour s�eparer les in�egal-

it�es de r-recouvrement g�en�eralis�ees. Cette heuristique utilise l'algorithme de Padberg

et Rao [64]. Dans la suite , nous donnons une m�ethode polynomiale tr�es simple util-

isant l'Algorithme A du Paragraphe 3.1.1, pour r�esoudre le probl�eme de s�eparation des

in�egalit�es de F -partition quand l'ensemble F est �x�e.

M�ethode utilis�ee

Etant donn�ee une solution x 2 IR

E

+

, on �xe F � E et on r�esoud le probl�eme de

s�eparation pour les contraintes de F -partition de la mani�ere suivante:

� Choisir V

0

� V tel que F � �(V

0

) et jF j = 2k + 1.

� Contracter V

0

(v

0

d�enotera le sommet qui r�esulte de cette contraction) et sup-

primer F de G. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le nouveau graphe.

� Chercher une in�egalit�e de partition viol�ee dans G

0

de type

x(�(V

0

1

; :::; V

0

p

)) � (p� 1)� k; (4:3)
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o�u V

0

1

; :::; V

0

p

est une partition de G

0

. Soit V

1

; :::; V

p

la partition de V obtenue �a partir

de V

0

1

; :::; V

0

p

en �eclatant le sommet v

0

. Si toutes les arêtes de F apparaissent dans

�(V

0

1

; :::; V

0

p

), alors on aura trouv�e une in�egalit�e de F -partition viol�ee par x, sinon on

aura trouv�e juste une in�egalit�e valide pour le TECP(G).

Pour trouver une in�egalit�e viol�ee (4.3), on cherche l'in�egalit�e la plus viol�ee

x(�(V

0

1

; :::; V

0

p

)) � p� 1; (4.4)

en appliquant l'algorithme A du Paragraphe 3.1.1. S'il n'existe pas d'in�egalit�e viol�ee

(4.4), alors il est de même pour (4.3). Sinon, puisque l'Algorithme A donne l'in�egalit�e

la plus viol�ee, alors on trouve l'in�egalit�e (4.3) la plus viol�ee, si elle existe.

La proc�edure F -PARTITION() de s�eparation des contraintes de F -partition peut

donc être pr�esent�ee de la mani�ere suivante.

F -PARTITION(G;x; F; V

0

)

�etape 0. Supprimer F de G et contracter V

0

, et consid�erer le nouveau graphe ainsi

obtenu pour le reste des op�erations.

�etape 1. Poser �y(v

i

) 2 pour i = 1; :::; n; k  1; F  ;:

�etape 2. Si v

k

appartient �a un ensemble de F aller �a l'�etape 4, sinon

poser � f(S)� �y(S)=maxff(S)� �y(S) j v

k

2 Sg,

�y(v

k

) �y(v

k

) + �,

F  F [ fSg:

�etape 3. Tant qu'il existe deux ensembles S et T dans F avec S \ T 6= ; faire

F  (F n fS; Tg) [ fS [ Tg:

�etape 4. Poser k  k + 1, si k � n aller �a l'�etape 2.

�etape 5. Soit F = fS

1

; :::; S

p

g.

si

P

�y

i

> 0

alors si x(�(S

1

; :::; S

p

)) < p� 1 �

 

jF j � 1

2

!

alors x(�(S

1

; :::; S

p

)) � p� 1�

 

jF j � 1

2

!

est une contrainte de F -partition
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viol�ee par x, terminer.

sinon il n'existe pas de contraintes de F -partition viol�ees par x, terminer.

sinon il n'existe pas de contraintes de F -partition viol�ees par x, terminer.

La remarque et le lemme suivants nous permettent d'envisager une impl�ementation

plus ad�equate que l'impl�ementation directe de la proc�edure F -PARTITION().

Remarque 4.1. Etant donn�es un graphe G = (V;E), une fonction de capacit�e c

associ�ee aux arêtes de G et deux sommets s et t de V , l'algorithme de Goldberg et

Tarjan pour le calcul d'un 
ot maximum s�eparant s et t, donne une coupe de capacit�e

minimum �(W ), W � V , s�eparant s et t telle que jW j soit minimum.

Le lemme suivant nous informe sur l'intersection des ensembles de la famille F , a�n

de r�ealiser le test de l'�etape 3 sans consid�erer toutes les intersections possibles.

Lemme 4.2. Soit S

k

� V , l'ensemble obtenu �a la k

i�eme

it�eration, tel que f(S

k

) �

�y(S

k

) = max ff(S) � �y(S) j v

k

2 Sg et jS

k

j maximum. Soit F = fS

1

; :::; S

k�1

g

la famille des ensembles obtenus aux k � 1 premi�eres it�erations. Alors pour tout

i = 1; ::; k � 1 on a S

i

� S

k

ou S

i

\ S

k

= ;.

Preuve. Tout d'abord remarquons que pour tout i = 1; :::; k � 1, S

i

est serr�e par

la solution courante �y, c'est-�a-dire f(S

i

) = �y(S

i

).

Soit S

i

2 F . Supposons que le lemme ne soit pas vrai et que S

i

6� S

k

et que

S

i

\ S

k

6= ;. On peut supposer aussi que r 2 S

i

\ S

k

les autres cas sont similaires.

(Voir Figure 4.2). Rappelons ici que r est un sommet �x�e de V et f(S) d�e�nie par

f(S) =

(

2� �x(�(S)); si r =2 S;

��x(�(S)); si r 2 S:

Puisque jS

i

[ S

k

j > jS

k

j, d'apr�es notre hypoth�ese on a

f(S

i

[ S

k

)� �y(S

i

[ S

k

) < f(S

k

) � �y(S

k

);

et d'apr�es la d�e�nition de f(S) il s'en suit:

��x(�(S

i

[ S

k

))� �y(S

i

)� �y(S

k

) + �y(S

i

\ S

k

) < ��x(�(S

k

))� �y(S

k

)
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S

i

\ S

k

S

k

n S

i

S

i

n S

k

S

i

[ S

k

S

k

Figure 4.2 :

D'o�u

��x(S

i

n S

k

; S

i

[ S

k

)� �y(S

i

) + �y(S

i

\ S

k

) < �(�x(S

k

n S

i

; S

i

n S

k

) + �x(S

i

\ S

k

; S

i

n S

k

)):

En ajoutant �(�x(S

i

\ S

k

; S

k

n S

i

) + �x(S

i

\ S

k

; S

i

[ S

k

) + �x(S

k

n S

i

; S

i

n S

k

)) aux deux

membres de l'in�egalit�e ci-dessus on obtient

f(S

i

)� �y(S

i

) + �y(S

i

\ S

k

) < f(S

i

\ S

k

)� 2�x(S

k

n S

i

; S

i

n S

k

):

Comme S

i

est un ensemble serr�e par �y, on a f(S

i

)� �y(S

i

) = 0. Et donc on obtient

f(S

i

\ S

k

)� �y(S

i

\ S

k

) > 0:

Ce qui est impossible car �y v�eri�e le syst�eme (3.6). 2

Pour trouver l'ensemble

�

S �a l'�etape 2, on peut inverser les arcs (s; i) et les arcs (i; t)

du r�eseau D (cf. Paragraphe 3.1.1), et calculer �a l'aide de l'algorithme de Goldberg

et Tarjan une coupe minimum s�eparant t et s. D'apr�es la Remarque 4.1, l'ensemble

serr�e S est maximum. Par cons�equent, d'apr�es le Lemme 4.2, l'ensemble S

k

construit

�a l'it�eration k est tel que S

k

\ S

i

= ; ou S

i

� S

k

pour i = 1; :::; k � 1. D'o�u le test de

l'�etape 3 est facilement et rapidement r�ealis�e.
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4.2.3 Un bref aper�cu sur MINTO

MINTO (Mixed INTeger Optimizer) [62] est un outil qui permet de r�esoudre des

probl�emes de programmation lin�eaire mixtes, en utilisant des techniques de branche-

ment et �evaluation (branch-and-bound). Les probl�emes consid�er�es sont de la forme:

max

X

j2B

c

j

x

j

+

X

j2I

c

j

x

j

+

X

j2C

c

j

x

j

X

j2B

a

ij

x

j

+

X

j2I

a

ij

x

j

+

X

j2C

a

ij

x

j

� b

i

i = 1; :::;m

0 � x

ij

� 1 j 2 B

l

xj

� x

ij

� u

xj

j 2 I [ C

x

j

2 ZZ j 2 B [ I

x

j

2 IR j 2 C

o�u B est l'ensemble d'indices des variables en 0-1, I est l'ensemble d'indices des variables

enti�eres, C est l'ensemble d'indices des variables continues, le sens � d'une contrainte

peut être �, �, ou =, et les bornes inf�erieures et sup�erieures peuvent être �1 ou +1

ou un nombre rationnel quelconque.

L'e�cacit�e d'un algorithme de branchement et �evaluation d�epend beaucoup de la

proc�edure d'�evaluation utilis�ee et de la taille du probl�eme. Si cette proc�edure fournit

des bornes assez larges lorsque la taille du probl�eme est importante, l'algorithme peut

prendre un temps consid�erable pour donner une solution optimale. Pour rem�edier

�a ce probl�eme, MINTO donne la possibilit�e �a l'utilisateur d'introduire des fonctions

sp�eci�ques au probl�eme qui permettent d'acc�el�erer le calcul de la solution optimale.

Ces fonctions peuvent être par exemple des proc�edures de s�eparation de contraintes

valides. Pour notre probl�eme nous avons incorpor�e dans la phase branchement g�er�ee

par MINTO, l'algorithme de s�eparation des contraintes de coupes.

La puissance de ce logiciel est qu'il permette �a l'utilisateur de se concentrer sur

des aspects sp�eci�ques au probl�eme plutôt que sur des d�etails comme la structure de

donn�ees ou l'impl�ementation d'un algorithme de programmation lin�eaire ou de branche-

ment et �evaluation. Pour la r�esolution d'un programme lin�eaire, MINTO fera appel �a

un logiciel qui r�esoud un programme lin�eaire. Pour plus de d�etails sur MINTO voir

[62].
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Chapitre 5

R�esultats exp�erimentaux

Notre objectif principal dans cette phase exp�erimentale �etait de mesurer l'e�cacit�e

des contraintes de coupes et des contraintes de F -partition dans une m�ethode de coupes

pour le probl�eme du sous-graphe 2-arête-connexe minimum ainsi que pour le probl�eme

�etroitement li�e du voyageur de commerce. On souhaite en particulier voir si les con-

traintes de F -partition avec les contraintes de coupes et les in�egalit�es triviales peuvent

su�r pour obtenir une solution optimale. Et dans le cas contraire, si ces contraintes

peuvent donner une bonne borne inf�erieure pour entamer la phase de branchement.

(Cette phase est g�en�eralement tr�es coûteuse).

Notre algorithme suit l'approche standard d�ecrite au paragraphe pr�ec�edent. Comme

il a �et�e d�ej�a soulign�e, les proc�edures de coupes que nous avons developp�ees sont propres

au probl�eme TECP. Toute autre technique de r�eduction du programme lin�eaire est

automatiquement faite par MINTO. Quand on ach�eve la phase de coupes, si la solution

obtenue est en 0-1, on termine. Sinon MINTO commence la phase de branchement.

Ceci consiste �a choisir une variable fractionnaire, la �xer �a 0, ensuite �a 1 et �a r�esoudre les

programmes lin�eaires ainsi obtenus. Ici on utilisera encore la proc�edure de s�eparation

des contraintes de coupes pour d�eterminer d'�eventuelles contraintes valides viol�ees par

la solution courante. Cet appel est n�ecessaire pour assurer la r�ealisabilit�e de la solution

�nale. Le logiciel que nous utilisions pour r�esoudre un programme lin�eaire est le CPLEX

initialement d�evelopp�e par Bixby [8].

Puisque le polytope du TSP est une face du polytope TECP(G), on a aussi exp�eri-

ment�e notre programme pour r�esoudre des instances du TSP.

95
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Dans la Table 5.1 on pr�esente des r�esultats concernant la performance de notre

alogorithme appliqu�e �a des instances prises de la librairie TSPLIB [70] pour r�esoudre

le probl�eme TECP. La Table 5.2 pr�esente des r�esultats concernant le probl�eme TSP

pour les mêmes instances. Les graphes trait�es sont complets et le coût d'une arête

repr�esente la distance euclidienne entre ses extr�emit�es.

La premi�ere colonne de chaque table, contient la liste des probl�emes trait�es, le nom-

bre donn�e �a la �n du nom de chaque probl�eme est la taille de ce probl�eme (nombre de

sommets). Les entr�ees des autres colonnes de gauche �a droite sont:

IT nombre d'it�erations (= nombre d'appels �a la r�esolution du PL)

NC nombre d'in�egalit�es de coupes utilis�ees par l'algorithme de coupes.

NFP nombre d'in�egalit�es de F -partition utilis�ees par l'algorithme de coupes.

C la valeur de la solution optimale �a la �n de l'algorithme de coupes.

T le temps total de l'algorithme de coupes en secondes (sans la phase de

branchement).

COPT la valeur optimale.

PAS 100�(COPT-C)/COPT (= pourcentage de l'erreur relative �a la �n de

l'algorithme de coupes).

SB le nombre de sommets g�en�er�es dans la phase de branchement.

PB la profondeur maximum de l'arbre explor�e dans la phase de branchement.

TT temps total d'ex�ecution en secondes (dans les phases de coupes et de

branchement).

Les contraintes de F -partition avec les contraintes de coupes et les in�egalit�es triv-

iales n'ont pas su�t pour r�esoudre les cinq instances de TECP pr�esent�ees dans la Table

5.1, malgr�e le nombre important de contraintes de F -partition ajout�ees. Mais par con-
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Probl�eme IT NC NFP C T COPT PAS SB PB TT

st70 142 101 17 674.33 79 675 0.1 9 3 91

eil101 85 54 4 628 58 629 0.15 11 5 92

pr76 110 43 44 106241.33 117 106492 0.2 7 3 122

eil51 75 14 37 426 41 426 0.0 9 3 44

kroA100 277 154 57 21236 412 21261 0.1 16 4 459

Tableau 5.1 : Performances de l'algorithme de coupes et de branchement appliqu�e au

probl�eme TECP

tre, l'erreur relative entre la borne inf�erieure donn�ee �a la �n de l'algorithme de coupes

et la solution optimale est assez petite. Elle n'exc�ede pas les 0.2%. Pour le probl�eme

eil51, cette erreur est de 0.0%. La phase de branchement �etait n�ecessaire pour trouver la

solution optimale (voir Figure 5.3), la solution donn�ee �a la �n de l'algorithme de coupes

�etant fractionnaire. Cette solution est pr�esent�ee par la Figure 5.2, o�u les arêtes �a 1 sont

repr�esent�ees par des lignes continues et les arêtes fractionnaire par des lignes discon-

tinues. On n'a pas pu en e�et d�etecter de contraintes de F -partition viol�ees par cette

solution. La Figure 5.1 montre une solution interm�ediaire obtenue par l'algorithme de

coupes pour le même probl�eme. Pour cette solution on a d�etect�e une contrainte de

F -partition viol�ee dont l'ensemble F est choisi parmi les arêtes �a 1 et est repr�esent�ee

par des lignes en gras. Les sommets de la partie sup�erieure de la Figure 5.1 sont dans

V

0

, les autre ensembles V

i

sont repr�esent�es par des ellipses et des cercles. Dans ce cas la

contrainte est x(�) � 7, alors que la solution courante nous donne 6.5 pour le membre

gauche de cette contrainte. Par contre pour r�esoudre le TSP pour le même probl�eme

(eil51), l'algorithme de coupes sans aucun branchement (voir Table 5.2) nous a permis

de d�eterminer une tourn�ee optimale (voir Figure 5.3). Pour cette solution seulement

13 contraintes de coupes et 37 contraintes de partition �etaient n�ecessaires. La solution

obtenue est aussi une solution optimale pour le TECP.

Les solutions de TECP correspondantes aux probl�emes st70 et eil101 sont �egalement

des cycles Hamiltoniens. Par contre pour les probl�emes pr76 et kroA100, les solutions

optimales du TECP donn�ees par les Figures 5.4 et 5.6 ne sont pas des tourn�ees. Ceci

montre que même dans le cas o�u les coûts associ�es aux arêtes repr�esentent la distance

euclidienne, les solutions du TECP et TSP peuvent être di��erentes. Pour le probl�eme

kroA100, on remarque que 57 contraintes de F -partition �etaient fournies pour le TECP

et 79 pour le TSP. Le PAS pour les deux probl�emes est assez faible. Dans toutes les
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Probl�eme IT NC NFP C T COPT PAS SB PB TT

st70 136 86 20 674.33 81 675 0.1 8 3 97

eil101 101 54 4 628 62 629 0.15 19 5 150

eil51 60 13 37 426 43 426 0.0 1 0 43

kroA100 397 158 79 21240.55 700 21282 0.2 29 5 900

Tableau 5.2 : Performances de l'algorithme de coupes et de branchement appliqu�e au

probl�eme TSP

contraintes de F -partition ajout�ees et pour les di��erents probl�emes, jF j �etait au plus

7.
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Figure 5.2 : solution de l'algorithme de coupe eil51
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Figure 5.3 : solution optimale de TECP et TSP pour eil51
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Figure 5.5 : solution optimale de TSP pour kroA100
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Figure 5.6 : solution optimale de TECP pour kroA100
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�

ESULTATS EXP

�

ERIMENTAUX

Conclusion

D'apr�es les r�esultats comment�es ci-dessus, on en d�eduit que les in�egalit�es triviales,

de coupes et de F -partition repr�esentent une bonne relaxation des polytopes TECP(G)

et TSP(G).



Conclusion

Dans cette th�ese nous avons consid�er�e le probl�eme du sous-graphe 2-arête-connexe

minimum. Nous nous sommes int�eress�e en particulier au cas Steiner, o�u certain som-

mets du graphe sont distingu�es. Nous avons �etudi�e une approche poly�edrale pour ce

probl�eme. Nous avons donn�e une caract�erisation lin�eaire compl�ete du polytope associ�e

�a ce probl�eme dans le cas o�u le graphe est s�erie-parall�ele. Nous avons discut�e �egalement

de certains poly�edres li�es �a ce polytope. Nous avons examin�e le dominant de ce poly-

tope et nous en avons donn�e une caract�erisation dans une classe de graphes contenant

les graphes s�erie-parall�eles. Nous avons �etudi�e �egalement le polytope du probl�eme du

voyageur de commerce Steiner. Nous avons donn�e une description de ce polytope dans

la classe des graphes s�erie-parall�eles.

Nous avons �etudi�e �egalement une m�ethode de coupes pour le probl�eme du sous-

graphe 2-arête-connexe. Nous avons donn�e dans un premier temps, un algorithme

polynomial pour s�eparer les contraintes de partition. Et nous avons montr�e comment

les algorithmes de Barahona et Cunningham peuvent être utilis�es pour s�eparer les con-

traintes de F -partition. Ces contraintes sont utilis�ees par la suite dans un algorithme

de coupes et branchement pour r�esoudre des instances du sous-graphe 2-arête-connexe

et du probl�eme du voyageur de commerce.

A la suite de cette �etude, certaines questions restent ouvertes et m�eritent d'être

�etudi�ees.

D'abord sur le plan poly�edral. Il serait int�eressant de voir si des descriptions simi-

laires �a celles donn�ees pour le STECSP(G;S) et son dominant dans les graphes s�erie-

parall�eles, peuvent être obtenues pour le polytope des sous-graphes Steiner k-arête-

connexes et son dominant dans la même classe de graphes, o�u k est un entier �x�e. Si

k est impair, des nouvelles contraintes (de partition) sont n�ecessaires. Aussi, il serait
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int�eressant de voir si les r�esultats du chapitre 1 et 2 peuvent être �etendus �a des classes

de graphes plus g�en�erales que la classe des graphes s�erie-parall�eles. En particulier, de

voir si la description du dominant du STECSP(G;S) peut être g�en�eralis�ee �a la classe

des graphes sans K

5

� e (K

5

� e est le graphe K

5

moins une arête).

Sur le plan algorithmique nous avons remarqu�e que les contraintes de F -partition

sont tr�es e�caces pour r�esoudre le probl�eme TECP et le probl�eme du voyageur de

commerce. Ces contraintes peuvent être s�epar�ees en temps polynomial quand jF j est

�x�e. Une question int�eressante serait de voir s'il existe un algorithme polynomial

pour s�eparer ces contraintes quand F est quelconque. De plus, nous avons remarqu�e

que la taille maximale de F utilis�e pour r�esoudre des instances du probl�eme du sous-

graphe 2-arête-connexe et du probl�eme du voyageur de commerce est 7. Ceci peut être

expliqu�e par le fait que les graphes �etaient complets. Mais nous pensons d'une mani�ere

g�en�erale que nous ne devions pas avoir besoin de grands ensembles F pour r�esoudre ces

probl�emes ou , dans le cas �ech�eant, pour d�eterminer une bonne borne inf�erieure pour

lancer la proc�edure de branchement. Biensur, on peut toujours construire un graphe

o�u aura recours �a des ensembles F de grandes tailles (par exemple une roue W

k

avec k

sommets, o�u k est assez grand). Les contraintes de F -partition avec les contraintes de

coupes et les contraintes triviales constituent, �a notre avis, une tr�es bonne relaxation

lin�eaires pour les deux probl�emes TECP et TSP.

Une question parait int�eressante �a la suite de cette remarque est: Est-ce-que cette

relaxation su�t pour d�ecrire le polytope dans un graphe o�u les contraintes de F -

partition sont telles que jF j � k, o�u k est �x�e? Ceci est le cas par exemple des graphes

sans W

4

( la roue avec 4 sommets) o�u la taille de tout F est 3.



Annexe

1) Poly�edres.

Combinaison convexe. Soit S = fx

1

; x

2

; :::; x

k

g un ensemble de points de IR

n

. Un

point x 2 IR

n

peut être obtenu par combinaison convexe des point de S s'il existe

�

1

; :::; �

k

2 IR tels que

x =

k

X

i=1

�

i

x

i

;

k

X

i=1

�

i

= 1; �

i

� 0 pour i = 1; :::; k:

Dimension. Un poly�edre Q dans IR

n

est de dimension k, not�e dim(Q) = k, si le

nombre maximum de points de Q a�nement ind�ependants est k + 1.

Dominant. Soit Q un poly�edre dans IR

n

. Le dominant de Q est le poly�edre donn�e

par

Dom(Q) = fy 2 IR

n

j 9 x 2 Q et x � yg;

Enveloppe convexe. Soit S = fx

1

; x

2

; :::; x

k

g un ensemble de points de IR

n

. L'enveloppe

convexe des points de S, not�ee conv(S), est l'ensemble de tous les points de IR

n

pouvant

être obtenus par combinaisons convexes de points de S.

Face. Soit Q = fx 2 IR

n

j Ax � bg un poly�edre de IR

n

et ax � � une in�egalit�e

valide pour Q. L'ensemble F = fx 2 IR

n

j x 2 Q; ax = �g est dit une face de Q.

Facette. Une face F d'un poly�edre Q est une facette de Q si dim(F )=dim(Q)-1.

Ind�ependance a�ne. Soit fx

1

; x

2

; :::; x

k

g un ensemble de points de IR

n

. Ces k
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points sont dits a�nement ind�ependants si le syst�eme

k

X

i=1

�

i

p

i

= 0;

k

X

i=1

�

i

= 0;

a comme unique solution �

i

= 0 pour i = 1; :::; k.

In�egalit�e valide. Soit Q un poly�edre. Une in�egalit�e ax � � est une in�egalit�e valide

pour Q si elle est v�eri��ee par chacun des points de Q.

In�egalit�e serr�ee. Etant donn�es une contrainte ax � � et un point x

�

2 IR

n

, ax � �

est dite serr�ee par x

�

si ax

�

= �.

Point extrême. Soit Q un poly�edre. Un point x 2 Q est un point extrême de Q

s'il n'existe pas x

1

; x

2

2 Q; x

1

6= x

2

tel que x =

1

2

x

1

+

1

2

x

2

.

Poly�edre. Un poly�edre Q est un ensemble de points de IR

n

satisfaisant un nom-

bre �ni d'in�egalit�e lin�eaires (Q = fx 2 IR

n

j Ax � bg).

Polytope. Un poly�edre born�e est appel�e polytope.

2) Graphes.

Châ�ne. Un châ�ne dans un graphe G = (V;E) est une s�equence d'arêtes e

1

; e

2

; :::; e

k

telle que e

1

= v

0

v

1

, e

2

= v

1

v

2

,..., e

k

= v

k�1

v

k

, o�u v

1

; :::; v

k

sont des sommets distincts

de V .

Graphe connexe. Un graphe G = (V;E) est dit connexe si pour toute paire (u; v) de

sommets de V , il existe une châ�ne reliant u et v.

2-arbre. Un graphe est un 2-arbre s'il peut être construit �a partir d'un graphe consis-

tant en deux sommets et une arête, en appliquant d'une mani�ere r�ep�etitive l'op�eration

suivante: Ajouter un nouveau sommet et le lier aux extr�emit�es d'une arête.

Graphe complet. Un graphe G = (V;E) est dit complet si toute paire de som-

mets est reli�ee par une arête.
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Graphe de Halin. Un graphe G = (V; T [ C) est dit de Halin si T est un arbre

ne contenant pas de sommets de degr�e deux et C est un cycle ayant comme sommets

les sommets pendants de T .

Graphe outerplanaire. Un graphe est dit outerplanaire s'il consiste en un cycle

avec des cordes qui ne se coupent pas (une corde est une arête entre deux sommets non

cons�ecutifs du cycle). Les graphes outerplanaires sont s�erie-parall�eles.

Sous-graphe. Etant donn�e un graphe G = (V;E), un graphe H = (V

0

; E

0

) tel que

V

0

� V et E

0

� E est dit sous-graphe de G.
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