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Dans cette th�ese, nous consid�erons une approche poly�edrale pour certains probl�emes

de connexit�e dans les graphes ayant des applications dans la conception des r�eseaux de

t�el�ecommunication �ables.

Dans le premier chapitre, nous introduisons des nouvelles classes d'in�egalit�es valides

pour le polytope des sous-graphes k-arête connexes kECSP(G). Dans le second chapitre,

nous caract�erisons compl�etement le polytope kECSP(G) dans les graphes s�erie-parall�eles,

ainsi que dans une autre classe de graphes g�en�eralisant la classe de Halin. Nous don-

nons �egalement une description compl�ete du polytope des sous-graphes Steiner k-arête

connexes kSECSP(G;S) dans les graphes s�erie-parall�eles quand k est pair.

Le troisi�eme chapitre est consacr�e �a l'�etude des graphes dits parfaitement k-arête con-

nexes, c'est-�a-dire les graphes pour lesquels le polytope kECSP(G) est donn�e par les

contraintes triviales et les contraintes de coupes. Nous �etudions la structure des points

extrêmes du polytope donn�e par ces contraintes. En�n, nous introduisons des nouvelles

classes de graphes parfaitement k-arête connexes .

Dans le quatri�eme chapitre, nous �etudions le polytope des sous-graphes Steiner con-

nexe 1SECSP(G;S) et le polytope de l'arbre Steiner STP(G;S). Nous introduisons

une nouvelle classe d'in�egali�es valides pour ces deux polytopes. En utilisant des proc�e-

dures de construction de facettes, nous caract�erisons le polytope 1SECSP(G;S) dans

des classes particuli�eres de graphes. Par la suite, nous �etablissons une relation entre le

polytope 1SECSP(G;S) et le dominant de l'arbre Steiner. Ceci nous permet de donner

une description compl�ete de ce dernier dans certaines classes de graphes.

Mots cl�es : graphe k-arête connexe, graphe s�erie-parall�ele, poly�edre, polytope, con-

trainte valide, facette.
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ABSTRACT

In this thesis, we consider a polyhedral approch for certain problems relating to the

connectivity in graphs, which have applications to the design of reliable communication

and transportation networks.

In the �rst chapter, we introduce new classes of valid inequalities for the k-edge con-

nected subgraph polytope kECSP(G) and give the necessary conditions and su�cient

conditions for these inequalities to de�ne facets for this polytope. In the second chap-

ter, we characterize completly the polytope kECSP(G) on series-parallel graphs as

well as another class of graphs generalizing the Halin graphs. We also give a com-

plete description of the Steiner k-edge connected subgraph polytope kSECSP(G;S) on

series-parallel graphs when k is even.

The third chapter is devoted to the study of perfectly k-edge connected graphs which

are graphs for which the polytope kECSP(G) is given by trivial and cut inequalities.

We study the structure of extreme points of the polytope given by these inequalities.

Also we introduce new classes of perfectly k-edge connected graphs.

In the fourth chapter, we study the Steiner edge connected subgraph polytope and the

Steiner tree polytope STP(G;S). We introduce a new class of valid inequalities for

these to polytopes. Using the procedure of construction of facets of 1SECSP(G;S), we

characterize the polytope 1SECSP(G;S) in particular classes of graphs. We establish

a relation between the polytope 1SECSP(G;S) and the dominant of Steiner tree poly-

tope. This enable us to give a complete description of the latter in certain classes of

graphs.

Key words : k-edge connected graph, series-parallel graph, polyhedron, polytope,

valid constraint, facet.

iii



iv



TABLE DES MATI

�

ERES

Introduction 1

1 Contraintes valides pour le polytope des sous-graphes k-arête con-

nexes 9

1.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9

1.2 Les contraintes de SP-partitions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13

1.3 Les contraintes de F -partition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

1.3.1 Relation avec les in�egalit�es de r-recouvrement : : : : : : : : : : 21

1.3.2 S�eparation des contraintes de F -partition : : : : : : : : : : : : : 23

1.3.3 Facettes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24

1.4 Les in�egalit�es de roue-paires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33

2 Caract�erisations poly�edrales 39

2.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39

2.2 Le polytope kECSP(G) dans les graphes s�erie-parall�eles : : : : : : : : : 40

2.3 Le polytope kSECSP(G;S) dans les graphes s�erie-parall�eles : : : : : : : 47

2.4 Le polytope kESCP(G) dans la classe H

k

: : : : : : : : : : : : : : : : : 59

3 Les graphes parfaitement k-arête connexes 69

3.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69

3.2 R�eduction de graphes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70

3.3 Propri�et�es structurales des points extrêmes de Q(G; k) : : : : : : : : : 73
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Introduction

Beaucoup de probl�emes r�eels peuvent se mod�eliser comme des probl�emes d'optimisation

combinatoire. Un coût (ou un poids) ayant �et�e a�ect�e �a chaque �el�ement d'un ensemble

�ni E, il s'agit de choisir un "meilleur" �el�ement (de coût minimum ou de poids max-

imum) d'une famille de sous-ensembles de E. Vu le nombre exponentiel �eventuel de

solutions, il est clair que la proc�edure triviale de recherche d'une solution par �enum�era-

tion de l'ensemble des cas, si elle est th�eoriquement possible, ne peut être envisag�ee.

Plusieurs approches ont, par cons�equent, �et�e d�evelopp�ees pour ces probl�emes comme

la programmation lin�eaire et non lin�eaire, la programmation en nombres entiers et les

approches poly�edrales. L'e�cacit�e d'une m�ethode de r�esolution (algorithme) d'un prob-

l�eme est mesur�ee par le nombre des op�erations n�ecessaires pour r�esoudre ce probl�eme.

Si ce nombre est born�e par une fonction polynomiale d'un param�etre caract�erisant la

taille du probl�eme, alors la m�ethode est dite e�cace ou polynomiale.

Il existe une large classe de probl�emes d'optimisation combinatoire qui ont un statut

identique quant �a l'existence d'un algorithme polynomial pour les r�esoudre. C'est-�a-dire

que s'il existe un algorithme polynomial permettant de r�esoudre un de ces probl�emes

(dits NP-complets), alors il en existe un pour chacun d'entre eux. Ces probl�emes sont

r�eput�es les plus di�ciles parmi les probl�emes d'optimisation combinatoire, et il y a peu

d'espoir de trouver une m�ethode e�cace pour les r�esoudre.

Une approche qui s'est r�ev�el�ee e�cace pour ce type de probl�emes est l'approche poly�e-

drale. Cette m�ethode introduite par J. Edmonds dans le cadre du probl�eme de couplage

[30], consiste �a d�ecrire l'enveloppe convexe des vecteurs caract�eristiques des solutions

du probl�eme (le poly�edre associ�e au probl�eme) par un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires, et

donc �a se ramener �a la maximisation (ou la minimisation) d'une fonction lin�eaire sur un

1



2 INTRODUCTION

poly�edre. Cette m�ethde permet donc de transformer un probl�eme d'optimisation com-

binatoire en un programme lin�eaire, et de le r�esoudre, en cons�equence, par la m�ethode

du Simplex. Malheureusemenet, aucune m�ethode e�cace n'est connue pour g�en�erer

une description lin�eaire de l'enveloppe convexe d'un ensemble de points de IR

n

.

Soient P � IR

n

un poly�edre et I une classe d'in�egalit�es valides pour P . Le probl�eme

de s�eparation de I est le probl�eme suivant: �etant donn�e un point x 2 IR

n

, d�ecider si x

satisfait toutes les in�egalit�es de I et, lorsque ce n'est pas le cas, trouver une in�egalit�e

de I viol�ee par x. Le probl�eme de s�eparation est le point essentielle dans l'approche

poly�edrale. En e�et, Gr�otschel et al. [42] (voir aussi Padberg et Rao [67]) ont montr�e

une �equivalence entre la r�esolution en temps polynomial d'un probl�eme d'optimisation

combinatoire et l'existence d'un algorithme polynomial pour le probl�eme de s�eparation

des in�egalit�es du poly�edre associ�e �a ce probl�eme. Ce r�esultat implique qu'il y a peu

de chance d'obtenir une description compl�ete des poly�edres associ�es aux probl�emes

d'optimisation combinatoire NP-complets par un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires dont le

probl�eme de s�eparation est polynomial. Les deux objectifs principaux de l'approche

poly�edrale sont la d�etermination des classes d'in�equations d�e�nissant des facettes du

poly�edre associ�e au probl�eme et la caract�erisation des poly�edres associ�es aux cas par-

ticuliers du probl�eme pouvant être r�esolus en temps polynomial. C'est dans ce cadre

l�a que se place le pr�esent travail.

Cette th�ese porte sur certains probl�emes de connexit�e dans les graphes ayant des ap-

plications dans la conception des r�eseaux de t�el�ecommunication �ables.

L'introduction de la technologie des �bres optiques dans le domaine des t�el�ecommuni-

cations a provoqu�e un regain d'int�erêt pour les probl�emes de conception de r�eseaux.

En e�et, cette technologie permet d'avoir une �abilit�e accrue et une grande capacit�e de

transmission dans les r�eseaux. Cependant, vu son coût �el�ev�e, la d�efaillance du r�eseau

entrâ�ne des coûts insupportables. Pour �eviter ce probl�eme, les r�eseaux doivent être

su�sament �ables. Cela veut dire que, si k � 1 (k � 1) liaisons (ou noeuds) de trans-

mission sont d�etruites, le r�eseau continue �a fonctionner. Ces conditions de �abilit�e

peuvent être formul�ees en terme de connexit�e dans le r�eseau.



3

Dans ce qui suit, nous pr�esentons le probl�eme en terme de graphes.

Un graphe G = (V;E) est dit k-arête connexe (resp. k-sommet connexe), 1 � k �

jV j � 1, si pour toute paire de sommets u; v 2 V , il existe au moins k châ�nes arête-

disjointes (resp. k châ�nes sommet-disjointes) reliant u et v dans G. Si G est muni

d'une fonction coût sur ses arêtes, le probl�eme du sous-graphe k-arête connexe (kECSP)

est de trouver un sous-graphe k-arête connexe de coût minimum. Le coût d'un sous-

graphe est la somme des coûts de ses arêtes.

Le probl�eme kECSP est NP-complet dans le cas g�en�eral. En e�et, il a �et�e montr�e dans

[31] que le probl�eme du cycle hamiltonien, qui est NP-complet, peut être ramen�e au

2ECSP, ce qui implique que ce dernier est NP-complet.

Dans [81, 82], Winter consid�ere le probl�eme (PW) suivant: soient G = (V;E) un

graphe, S � V et c : E �! IR une fonction qui associe �a chaque arête e de E un coût

c(e).

�

Etant donn�ee une matrice �a jSj lignes et jSj colonnes, R = (R

uv

), trouver un

sous-graphe H de coût minimum tel que pour toute paire de sommets u et v de S, il

existe au moins R

uv

châ�nes arête-disjointes reliant u et v dans H. Il a montr�e que

ce probl�eme peut être r�esolu en temps polynomial si le graphe est s�erie-parall�ele ou

de Halin et R

uv

2 f0; 1; 2g pour tout (u; v) 2 E. Le probl�eme kECSP correspond au

probl�eme (PW) quand S = V et R

uv

= k pour tous u; v 2 V .

Quand R

uv

= k, pour tous u; v 2 S, le probl�eme (PW) est appel�e le probl�eme du sous-

graphe Steiner k-arête connexe (kSECSP). Les sommets de S sont appel�es terminaux

et les sommets de V n S Steiner.

Gr�otschel et Monma [43] et Gr�otschel et al. [44, 45, 46, 47] ont consid�er�e le mod�ele

suivant.

Soit G = (V;E) un graphe. Pour chaque sommet v 2 V , on associe un entier positif

r(v) et pour chaque arête e 2 E, on associe un coût c(e). On dit que le sous-graphe

H = (U;F ) de G v�eri�e les conditions de �abilit�e, si pour toute paire de sommets

distincts u; v 2 V , H contient au moins

r(u; v) = minfr(u); r(v)g
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châ�nes arête-disjointes reliant u et v. Soit k = maxfr(v) : v 2 V g. Notons par kECON

le probl�eme de d�eterminer un sous-graphe de G de coût minimum v�eri�ant les condi-

tions de �abilit�e et par kECON(G) le poly�edre associ�e �a ce probl�eme. Les probl�emes

kECSP et kSECSP correspondent au probl�eme kECON respectivement dans le cas o�u

r(v) = k pour tout v 2 V et le cas o�u r(v) 2 f0; kg pour tout v 2 V .

Plusieurs cas particuliers du probl�eme kECON peuvent être r�esolus en temps polyno-

mial:

� le probl�eme du plus court k-chemin [75, 76]: r(u) = k pour exactement deux

sommets s et t de V et r(u) = 0 pour tout u 2 V n fs; tg;

� le probl�eme de l'arbre couvrant de coût minimum [52, 68]: r(u) = 1 pour tout

u 2 V ;

� le probl�eme de l'arbre Steiner (r(u) 2 f0; 1g pour tout u 2 V ) quand le nombre

de sommets terminaux ou de sommets Steiner est �x�e [53];

� le probl�eme d'augmentation [20, 14, 31, 33, 34, 64] : G est un graphe complet et

c(e) 2 f0; 1g pour tout e 2 E;

� quand toutes les arêtes ont le même coût et G est un graphe complet [20, 34].

Le probl�eme kECON a �et�e largement �etudi�e ces derni�eres ann�ees. On peut distinguer

trois axes principaux d'investigation pour kECON.

L'�etablissement des propri�et�es structurales et heuristiques

La connaissance des propri�et�es structurales des solutions de probl�emes d'optimisation

combinatoire joue un rôle important dans l'�elaboration des heuristiques e�caces pour

ces probl�emes. Pour cette raison, plusieurs travaux ont �et�e men�es dans cette direction

[11, 35, 40, 51, 62, 63].

Dans [11], Bienstock et al. ont �etabli des propri�et�es structurales pour la solution opti-

male de kECSP quand la fonction coût satisfait les in�egalit�es triangulaires (c'est-�a- dire

c(e

1

) � c(e

2

) + c(e

3

) pour tout triplet d'arêtes (e

1

; e

2

; e

3

) formant un triangle dans G).

Leurs r�esultats g�en�eralisent des r�esultats d�ej�a obtenus par Frederickson et J�aJ�a [35] et

Monma et al. [62] pour k = 2. Dans [51] Ko et Monma ont �elabor�e des heuristiques
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pour le probl�eme kECSP. Dans [40], Goemans et al. ont introduit une heuristique

e�cace pour le probl�eme kECSP quand k est pair ou k = 1.

Algorithmes d'approximation

Un �-algorithme d'approximation pour un probl�eme d'optimisation combinatoire est un

algorithme polynomial qui donne une solution dont la valeur est inf�erieure �a �C(SO),

o�u C(SO) est la valeur de la solution optimale de ce probl�eme. Cette piste a �et�e large-

ment explor�ee dans les cinq derni�eres ann�ees pour le probl�eme kECON [7, 15, 39, 41,

36, 50, 55, 72, 80].

Dans [15], Cheriyan et al. ont donn�e un

17

12

-algorithme d'approximation pour 2ECSP.

Ils ont montr�e aussi que si la

4

3

-conjecture pour le probl�eme du voyageur de commerce

m�etrique est vraie, alors il existe un

4

3

-algorithme d'approximation pour 2ECSP. Dans

[50], Khuller et Raghvachari ont donn�e un (1.85)-algorithme d'approximation pour

kECSP quand toutes les arêtes ont le même coût et G est un graphe quelconque. Dans

[80] Williamson et al. ont donn�e un algorithme d'approximation polynomial pour une

classe de probl�emes incluant le probl�eme kECON.

Approche poly�edrale

Dans [45, 46, 47], Gr�otschel et al. ont �etudi�e le poly�edre associ�e au probl�eme kECON.

Ils ont introduit des in�egalit�es valides pour ce poly�edre. A l'aide de ces in�egalit�es, ils ont

d�evelopp�e des algorithmes de coupes pour r�esoudre le probl�eme kECON. Dans [9], Bara-

hona et Mahjoub ont caract�eris�e le polytope des sous-graphes 2-arête connexes pour les

graphes de Halin. Mahjoub [57] a donn�e une description compl�ete de ce polytope pour

les graphes s�erie-parall�eles. Il a aussi introduit une classe d'in�egalit�es d�e�nissant des

facettes du polytope des sous-graphes 2-arête connexes. Dans [13], Boyd et Hao ont

introduit une classe d'in�egalit�es valides pour ce polytope. Cette classe g�en�eralise celle

donn�ee par Mahjoub [57]. Ils ont aussi donn�e des conditions n�ecessaires et su�santes

pour que ces in�egalit�es d�e�nissent des facettes de ce polytope.

Dans [16], Chopra a donn�e une caract�erisation compl�ete du poly�edre associ�e au prob-

l�eme kECSP dans les graphes outerplanaires quand chaque arête peut être utilis�ee

plusieurs fois et, ce pour k impair.

Le probl�eme du sous-graphe 2-sommet connexe a �egalement �et�e �etudi�e en utilisant cette

approche. Dans [22, 23, 24], Coullard et al. discutent du polytope des sous-graphes 2-
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sommet connexes. Dans [22], ils d�ecrivent ce polytope dans les graphes s�erie-parall�eles

et dans [24] ils d�ecrivent le dominant de ce polytope dans la classe des graphes non

contractibles �a W

4

(la roue sur 5 sommets). Dans [23], ils d�eveloppent un algorithme

lin�eaire pour r�esoudre ce probl�eme dans les graphes de Halin et les graphes non con-

tractibles �a W

4

.

Dans cette th�ese, nous nous int�eressons aux probl�emes kECSP et kSECSP d'un point

de vue poly�edral.

Dans le chapitre 1, nous d�ecrivons certaines familles de contraintes valides pour le poly-

tope des sous-graphes k-arête connexes. Nous donnons des conditions n�ecessaires et

des conditions su�santes pour que ces familles d�e�nissent des facettes de ce polytope.

Dans le chapitre 2, nous donnons une caract�erisation compl�ete du polytope des sous-

graphes k-arête connexes dans les graphes s�erie-parall�eles ainsi que dans une classe de

graphe g�en�eralisant celle de Halin. Nous donnons aussi une description compl�ete du

polytope des sous-graphes Steiner k-arête connexes dans les graphes s�erie-parall�eles

quand k est pair.

Dans le chapitre 3, nous discutons des graphes dont le polytope des sous-graphes k-

arête connexes est donn�e par les contraintes triviales et les contraintes dites de coupes.

Ces graphes seront appel�es graphes parfaitement k-arête connexes. Cette classe de

graphes contient les graphes s�erie-parall�eles quand k est pair. Nous d�ecrivons certaines

op�erations de r�eduction qui pr�eservent la propri�et�e de parfaitement k-arête connexit�e.

Par la suite, nous �etudions la structure des points extrêmes du polytope d�e�ni par les

contraintes triviales et les contraintes de coupes. Ceci nous permettra de caract�eriser

de nouvelles classes de graphes parfaitement k-arête connexes.

Dans le chapitre 4, nous �etudions le polytope des sous-graphes Steiner connexes (k = 1)

et le polytope li�e de l'arbre Steiner. Nous introduisons une nouvelle classe d'in�egalit�es

valides pour ces deux polytopes. Cette classe g�en�eralise celles de partitions Steiner et

de trous impairs. Nous �etudions �egalement certaines proc�edures de construction de

facettes. Celles-ci seront utilis�ees pour in�rmer une conjecture de Chopra et Rao [18]

sur le dominant du polytope de l'arbre Steiner dans la classe des 2-arbres. Par la suite,

nous donnons une description compl�ete du polytope des sous-graphes Steiner connexes

dans certaines classes de graphes. Ceci nous permettra de d�ecrire compl�etement le

dominant du polytope de l'arbre Steiner dans ces classes de graphes.
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Dans ce qui suit, nous donnons quelques d�e�nitions et notations utilis�ees dans cette

th�ese. Le lecteur d�esirant un expos�e plus d�etaill�e des d�e�nitions utilis�ees est invit�e �a

se r�ef�erer �a [10] pour la th�eorie des graphes, �a [71] pour la combinatoire poly�edrique et

�a [37] pour la complexit�e algorithmique.

On consid�ere des graphes non orient�es, �nis et pouvant contenir des arêtes multiples et

des boucles. On note par G = (V;E) le graphe dont l'ensemble des sommets est V et

l'ensemble d'arêtes est E. Si e est une arête reliant deux sommets u et v, alors u et v

seront appel�es les extr�emit�es de e, et on �ecrira e = (u; v). On note par G� e le graphe

obtenu �a partir de G en supprimant e.

Soit W un sous-ensemble de V . L'ensemble d'arêtes ayant une extr�emit�e dans W

et l'autre extr�emit�e dans W = V n W est appel�e coupe et not�e par �(W ). On note

par G[W ] le sous-graphe de G induit par W , i.e. G[W ] = (W;E(W )), o�u E(W ) est

l'ensemble d'arêtes ayant les deux extr�emit�es dans W .

�

Etant donn�e F � E, on d�esigne par GnF le graphe (V;EnF ) et par V (F ) l'ensemble de

sommets adjacent �a F , i.e. V (F ) = fv 2 V j 9 e 2 F tel que v soit une extr�emit�e de eg.

On note par G(F ) le graphe induit par F i.e. G(F ) = (V (F ); F ).

�

Etant donn�ee une

famille V

1

; : : : ; V

p

de sous-ensembles deux �a deux disjoints de V , l'ensemble d'arêtes

ayant une extr�emit�e dans V

i

et l'autre extr�emit�e dans V

j

, i; j 2 f1; : : : ; pg (i 6= j),

sera not�e par �(V

1

; : : : ; V

p

) si p � 3 et par [V

1

; V

2

] si p = 2. Si V =

S

i=1;:::;p

V

i

, alors

fV

1

; : : : ; V

p

g est dit une partition de V .

Une châ�ne dans un graphe G = (V;E) est une s�equence d'arêtes e

1

; : : : ; e

t

telle que

e

1

= (v

1

; v

2

), e

2

= (v

2

; v

3

); : : : ; e

t

= (v

t�1

; v

t

), o�u v

1

; : : : ; v

t

sont des sommets distincts

de V . Un cycle est une châ�ne e

1

; : : : ; e

t

telle que e

1

= e

t

.

Un point x 2 IR

n

est une combinaison convexe des vecteurs x

1

; : : : ; x

m

2 IR

n

, s'il existe

�

1

; : : : ; �

m

2 IR

+

tels que

x =

m

X

i=1

�

i

x

i

;

m

X

i=1

�

i

= 1:
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Les points x

1

; : : : ; x

m

2 IR

n

sont a�nemnt ind�ependants si le syst�eme

m

X

i=1

�

i

x

i

= 0;

m

X

i=1

�

i

= 0

a comme unique solution �

i

= 0 pour i = 1; : : : ;m.

Soit S = fx

1

; : : : ; x

m

g un ensemble de points de IR

n

. L'enveloppe convexe des points

de S, not�ee conv(S), est l'ensemble de tous les points de IR

n

pouvant être obtenus par

des combinaisons convexes de points de S.

Un poly�edre P est un ensemble de points de IR

n

, obtenu comme intersection d'un

nombre �ni de demi-espaces de IR

n

, i.e.

P = fx 2 IR

n

j Ax � bg;

o�u A est une matrice �a m lignes et n colonnes et b est un vecteur �a m composantes.

Un poly�edre born�e est appel�e polytope. Le dominant d'un poly�edre P est le poly�edre

Dom(P ) = fy 2 IR

n

j 9 x 2 P tel que x � yg:

Un poly�edre P est de dimension m, dim(P ) = m, si le nombre maximum de points de

P a�nement ind�ependants est m+ 1.

Un point x 2 IR

n

est dit point extrême du poly�edre P s'il n'est pas une combinaison

convexe d'autres points de P . Un poly�edre dont tous les points extrêmes sont entiers

est dit entier.

Une in�egalit�e (contrainte) ax � � est une in�egalit�e valide (contrainte valide) pour un

poly�edre P dans IR

n

si

P � fx 2 IR

n

j ax � �g:

Si ax � � est une contrainte valide pour P , on dit que F = fx 2 P j ax = �g est une

face de P induite ou d�e�nie par la contrainte ax � �. Une facette de P est une face F

de P telle que dim(F) = dim(P )� 1.

Une contrainte ax � � et dite contrainte serr�ee pour un point x

�

2 IR

n

si ax

�

= �.



Chapitre 1

Contraintes valides pour le

polytope des sous-graphes k-arête

connexes

1.1 Introduction

Soient G = (V;E) un graphe et F � E. Le vecteur x

F

2 IR

E

, o�u x

F

(e) = 1 si e 2 F et

x

F

(e) = 0 sinon, est appel�e le vecteur d'incidence de F .

�

Etant donn�es un point x 2 IR

E

et un sous-ensemble d'arêtes F � E, on d�e�nit x(F ) =

P

e2F

x(e).

Si (V; F ) est un sous-graphe k-arête connexe de G, alors x

F

satisfait les in�egalit�es

suivantes:

x(e) � 0 8 e 2 E; (1.1)

x(e) � 1 8 e 2 E; (1.2)

x(�(W )) � k 8W � V;W 6= ;; V nW 6= ;: (1.3)

Les in�egalit�es (1.1) et (1.2) sont appel�ees in�egalit�es triviales et les in�egalit�es (1.3),

in�egalit�es de coupes.

L'enveloppe convexe kECSP(G) des vecteurs d'incidence des sous-ensembles d'arêtes de

E induisant des sous-graphes k-arête connexes est appel�ee le polytope des sous-graphes

k-arête connexes de G, i.e.

kECSP(G) = convfx

F

2 IR

E

j (V; F ) est k-arête connexeg.

9
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Le probl�eme kECSP est donc �equivalent au programme lin�eaire

minfwx j x 2 kECSP (G)g.

Le probl�eme kECSP peut, par cons�equent, être ramen�e �a la r�esolution d'un programme

lin�eaire par la description du polytope kECSP(G).

�

Etant donn�e que le probl�eme kECSP

est NP-dur, il y a peu d'espoir de trouver une caract�erisation compl�ete de kECSP(G)

par un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires pour tout graphe G. Mais une description par-

tielle de ce polytope peut être parfois su�sante pour r�esoudre le probl�eme kECSP �a

l'optimum. Aussi, pour certaines classes de graphes, le polytope kECSP(G) peut être

d�ecrit par quelques familles d'in�egalit�es lin�eaires dont le probl�eme de s�eparation est

polynomial. Ainsi le probl�eme kECSP peut se r�esoudre en temps polynomial dans ces

classes de graphes en utilisant la m�ethode des ellipso��des [42].

Dans ce chapitre, nous decrivons certaines familles de contraintes valides pour le poly-

tope kECSP(G). Nous donnons des conditions n�ecessaires (su�santes) pour que ces

familles d�e�nissent des facettes de kECSP(G). Certaines de ces familles seront utilis�ees

dans le chapitre 2 pour donner une caract�erisation compl�ete du polytope kECSP(G)

dans les graphes s�erie-parall�eles.

�

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un entier k � 1, on dit qu'une arête e 2 E est

essentielle, si le graphe G � e n'est pas k-arête connexe. On note par E

�

l'ensemble

des arêtes essentielles de G. Le th�eor�eme suivant donne la dimension du polytope

kECSP(G).

Th�eor�eme 1.1 [43] Soient G = (V;E) un graphe et k � 1 un entier. Alors

dim(kECSP(G)) = jEj � jE

�

j:

2

Comme cons�equence de ce th�eor�eme, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.2 [43] Le polytope kECSP(G) est de pleine dimension si et seulement si

G est (k + 1)-arête connexe. 2
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Dans [43], Gr�otschel et Monma ont donn�e des conditions n�ecessaires et su�santes pour

que les in�egalit�es (1.1)-(1.3) d�e�nissent des facettes de kECSP(G). Ces conditions,

donn�ees par les deux th�eor�emes suivants, g�en�eralisent celles d�ecrites par Mahjoub [57]

pour k = 2.

Th�eor�eme 1.3 [43] Soient G = (V;E) un graphe et k � 1 un entier. Alors

1. x(e) � 0 d�e�nit une facette de kECSP(G) si et seulement si pour toute arête

f 6= e, le graphe G n fe; fg est k-arête connexe.

2. x(e) � 1 d�e�nit une facette de kECSP(G) si et seulement si e 62 E

�

. 2

Th�eor�eme 1.4 [43] Soient G = (V;E) un graphe (k + 1)-arête connexe, k � 1 un

entier et W un sous-ensemble de V . Soient

def

e

(S) = maxf0; k � j[S;W n S] n fegjg; 8 e 2 E n �(W ); 8 S � W; S 6= ;;

def

e

(U) = maxf0; k � j[U; (V nW ) n U ] n fegjg; 8 e 2 E n �(W ); 8 U � V nW; U 6= ;:

La contrainte de coupe

x(�(W )) � k

d�e�nit une facette du polytope kECSP(G) si et seulement si

(a) G[W ] et G[W ] sont connexes, et

(b) pour toute arête e 2 E n �(W ), pour toute famille S

1

; : : : ; S

p

de sous-ensembles de

sommets de W deux �a deux disjoints avec ; 6= S

i

6= W , pour i = 1; : : : ; p (p � 0) et

pour toute famille U

1

; : : : ; U

q

de sous-ensembles de sommets de W deux �a deux disjoints

avec ; 6= U

i

6=W , pour i = 1; : : : ; q (q � 0), l'in�egalit�e suivante est v�eri��ee:

p

X

i=1

def

e

(S

i

) +

q

X

i=1

def

e

(U

i

)� j[

p

[

i=1

W

i

;

q

[

i=1

U

i

]j � k:

2

Le probl�eme de s�eparation des in�egalit�es (1.3) se ram�ene �a un probl�eme de 
ot maxi-

mum. Il est donc polynomial. Par cons�equent, le probl�eme kECSP peut se r�esoudre en

temps polynomial quand le polytope kECSP(G) est donn�e par les in�egalit�es (1.1)-(1.3).
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Soient G = (V;E) un graphe et fV

1

; : : : ; V

p

g une partition de V . Dans [44], Gr�otschel

et al. ont montr�e que les in�egalit�es suivantes sont valides pour kECSP(G):

x(�(V

1

; : : : ; V

p

)) �

8

>

<

>

:

p� 1 si k = 1;

d

kp

2

e si k 6= 1:

(1.4)

Ils ont aussi donn�e des conditions n�ecessaires et su�santes pour que les in�egalit�es de

partitions (1.4) d�e�nissent des facettes de kECSP(G). Si k = 1, le probl�eme de s�epa-

ration des in�egalit�es de partitions (1.4) peut se r�esoudre comme une s�equence de jV j

probl�emes de coupe minimumen utilisant l'algorithme de Barahona [8] ou une s�equence

de jEj probl�emes de coupe minimum en utilisant l'algorithme de Cunningham [25]. Si

k est pair, l'in�egalit�e (1.4) est domin�ee par les in�egalit�es de coupes.

Le lemme suivant sera tr�es utile pour le reste de ce chapitre et les chapitres qui suivent.

Il montre que si une contrainte

X

e2E

a(e)x(e) � b

d�e�nit une facette non triviale (i.e. qui n'est pas d�e�nie par une contrainte triviale) de

kECSP(G), alors a(e) � 0 pour toute arête e de E telle que G�e soit k-arête connexe.

Lemme 1.5 Soient G = (V;E) un graphe et (P) une propri�et�e sur E telle que si F

1

v�eri�e (P) et F

1

� F

2

� E, alors F

2

v�eri�e (p). Soit le poly�edre

Q = convfx

F

j F � E v�eri�e (p)g:

Supposons que la contrainte

X

e2E

a(e)x(e) � b

d�e�nisse une facette F de Q di��erente d'une facette triviale. Alors a(e) � 0 pour toute

arête e de E telle que E n feg v�eri�e (P).

Preuve. Soit e

0

une arête de E telle que E nfe

0

g v�eri�e (P). Puisque F est une facette

non triviale, il existe F � E ne contenant pas e

0

tel que x

F

2 F , i.e.

X

e2E

a(e)x

F

(e) =

X

e2Enfe

0

g

a(e)x

F

(e) = b:
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Comme F

0

= F [ feg v�eri�e (P), alors x

F

0

2 Q. Par cons�equent, on a

X

e2E

a(e)x

F

0

(e) =

X

e2Enfe

0

g

a(e)x

F

(e) + a(e

0

) = b+ a(e

0

) � b:

D'o�u, a(e

0

) � 0. 2

1.2 Les contraintes de SP-partitions

Dans [16], Chopra consid�ere le probl�eme kECSP dans le cas o�u chaque arête peut

être utilis�ee plus d'une fois.

�

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un vecteur de

poids, w 2 IR

E

, associ�e aux arêtes de G, le probl�eme consiste �a d�eterminer un vecteur

entier x 2 IN

E

tel que le graphe (V;E(x)) soit k-arête connexe et

P

e2E

w(e)x(e) soit

minimum, o�u E(x) est l'ensemble d'arêtes obtenu en rempla�cant chaque arête e 2 E

par x(e) arêtes. Soit

P

k

(G) = convfx 2 IN

E

j (V;E(x)) est k�arête connexeg

le poly�edre associ�e �a ce probl�eme.

Dans [16], Chopra d�ecrit plusieurs classes de facettes de P

k

(G) et donne une description

compl�ete de P

k

(G) quand G est outerplanaire (un graphe est dit outerplanaire s'il est

constitu�e d'un cycle avec des cordes qui ne s'intersectent pas).

Le poly�edre P

k

(G) a �et�e �etudi�e initialement par Cornu�ejols et al. [21]. Ils ont montr�e

que si G est s�erie-parall�ele, alors P

2

(G) est compl�etement caract�eris�e par les in�egalit�es

de non-n�egativit�e et les in�egalit�es de coupes.

Soient G = (V;E) un graphe et fV

1

; : : : ; V

p

g une partition de V telle que G[V

i

] soit

connexe pour i = 1; : : : ; p. Chopra [16] a montr�e que les in�egalit�es suivantes sont

valides pour P

k

(G) si G est outerplanaire et k est impair:

x(�(V

1

; : : : ; V

p

)) � d

k

2

ep � 1: (1.5)

Dans ce qui suit, nous allons �etendre ce r�esultat aux graphes s�erie-parall�eles.

Un graphe G est dit contractible �a un graphe H, si H peut être obtenu �a partir de

G par suppression et/ou contractions d'arêtes. Une contraction d'une arête consiste �a
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supprimer cette arête et �a identi�er ses extrêmit�es. Un graphe est dit s�erie-parall�ele

[29] s'il n'est pas contractible �a K

4

(le graphe complet �a 4 sommets).

Dans [29], Du�n a montr�e qu'un graphe s�erie-parall�ele, peut être obtenu �a partir d'un

graphe constitu�e de deux sommets li�es par une arête, en appliquant d'une mani�ere

r�ecursive les deux op�erations suivantes:

O1: dupliquer une arête,

O2: subdiviser une arête (i.e. remplacer une arête (u; v) par deux arêtes (u;w) et

(w; v), o�u w est un nouveau sommet).

Tout d'abord, nous donnons la propri�et�e suivante des graphes s�erie-parall�eles.

Lemme 1.6 Soit G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele 2-arête connexe avec jV j � 3.

Alors G contient au moins un sommet adjacent �a exactement deux sommets.

Preuve. Puisque G est s�erie-parall�ele, il peut être construit en appliquant d'une

mani�ere r�ecursive les deux op�erationsO1 etO2. Le dernier sommet ajout�e par l'op�eration

O2 est adjacent �a exactement deux sommets. 2

Th�eor�eme 1.7 Si G = (V;E) est un graphe s�erie-parall�ele k-arête connexe et k est

impair, alors les in�egalit�es (1.5) sont valides pour kECSP(G).

Preuve. Il su�t de montrer que si G = (V;E) est un graphe s�erie-parall�ele k-arête

connexe, alors on a

jEj � d

k

2

ejV j � 1: (1.6)

La preuve se fait par r�ecurrence sur jV j. Si jV j = 2, alors on a jEj � k = d

k

2

ejV j � 1.

Supposons maintenant que (1.6) soit valide pour tout graphe s�erie-parall�ele k-arête

connexe qui a au plus n sommets et supposons que G poss�ede n+1 sommets. D'apr�es

le lemme 1.6, il existe un sommet v 2 V qui est adjacent �a exactement deux sommets

v

1

et v

2

de V . Notons par F

1

(resp. F

2

) l'ensemble d'arêtes entre v et v

1

(resp. v

et v

2

). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que jF

1

j � jF

2

j. Puisque G est

k-arête connexe, on a jF

1

j � d

k

2

e. Soit G

�

= (V

�

; E

�

) le graphe obtenu �a partir de

G en contractant l'ensemble des arêtes de F

1

. Il est clair que G

�

est s�erie-parall�ele et

k-arête connexe. Comme jV

�

j � n, d'apr�es notre hypoth�ese de r�ecurrence, on a
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jE

�

j � d

k

2

ejV

�

j � 1:

On en d�eduit

jEj = jE

�

j+ jF

1

j

� d

k

2

ejV

�

j � 1 + d

k

2

e

= d

k

2

e(jV

�

j+ 1) � 1

= d

k

2

ejV j � 1:

2

Les in�egalit�es (1.5) seront appel�ees les contraintes de SP-partition.

Le probl�eme de s�eparation des contraintes (1.5) dans les graphes s�erie-parall�eles peut

se r�esoudre en temps polynomial en utilisant un algorithme de Ba��ou, Barahona et

Mahjoub [5].

�

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et une partition � = fV

1

; : : : ; V

p

g de V , on

note G

�

= (V

�

; E

�

) le graphe obtenu �a partir de G en contractant les ensembles V

i

,

i = 1; : : : ; p. Le th�eor�eme 1.7 implique que si G = (V;E) est un graphe (pas n�eces-

sairement s�erie-parall�ele) et � = fV

1

; : : : ; V

p

g est une partition de V telle que G[V

i

]

soit connexe pour i = 1; : : : ; p et G

�

soit s�erie-parall�ele, alors l'in�egalit�e (1.5) est valide

pour kECSP(G).

Malheureusement, ce r�esultat n'est plus vrai si G

�

n'est pas s�erie-parall�ele. En e�et,

consid�erons le cas o�u G = K

4

(le graphe complet sur 4 sommets), k = 3, p = 4 et

jV

i

j = 1 pour i = 1; : : : ; 4. Le graphe K

4

est 3-arête connexe et contient 6 arêtes, alors

que le second membre de l'in�egalit�e (1.5) correspondante est 7.

Remarque 1.1 Si k est pair, alors les in�egalit�es (1.5) sont domin�ees par les in�egalit�es

de coupes. Et si k est impair, les in�egalit�es de coupes sont un cas particulier des

in�egalit�es (1.5).

Preuve. En e�et, consid�erons un sous-ensemble d'arêtes F de E induisant un sous-

graphe k-arête connexe de G. Soit fV

1

; : : : ; V

p

g une partition de V telle que G[V

i

] soit
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connexe, i = 1; : : : ; p. Supposons que k soit pair. Alors on a

x

F

(�(V

i

)) � k; i = 1; : : : ; p:

En sommant ces in�egalit�es, on obtient

2x

F

(�(V

1

; : : : ; V

p

) � kp:

D'o�u

x

F

(�(V

1

; : : : ; V

p

)) �

k

2

p >

k

2

p � 1 = d

k

2

ep� 1:

Si k est impair et p = 2, alors on a

x

F

(�(V

1

)) = x

F

([V

1

; V

2

]) � d

k

2

e2� 1 = k:

2

Le th�eor�eme suivant donne des conditions n�ecessaires pour que les in�egalit�es de SP-

partition d�e�nissent des facettes de kECSP(G).

Th�eor�eme 1.8 Soient G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele et � = fV

1

; : : : ; V

p

g une

partition de V telle que G[V

i

] soit connexe pour i = 1; : : : ; p. L'in�egalit�e (1.5) d�e�nit

une facette de kECSP(G) di��erente d'une facette triviale, o�u k � 3 et impair, seulement

si

i) le graphe G

�

= (V

�

; E

�

) est 2-sommet connexe,

ii) pour tout e 2 E

�

tel que G � e soit k-arête connexe, G

�

� e est 2-sommet

connexe,

iii) si e

0

est une arête de G[V

i

], i 2 f1; : : : ; pg, telle que G � e

0

soit k-arête

connexe, alors pour toute partition fV

1

i

; V

2

i

g de V

i

avec e

0

2 [V

1

i

; V

2

i

], on a

j[V

1

i

; V

2

i

]j � d

k

2

e + 1.

Preuve. Soit F � E un ensemble d'arêtes qui induit un sous-graphe k-arête connexe

tel que x

F

v�eri�e (1.5) �a l'�egalit�e.
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i) Supposons qu'il existe v

0

2 V

�

tel que le graphe G

�

nfv

0

g ne soit pas connexe. Soient

G

i

�

= (V

i

�

; E

i

�

), i = 1; : : : ; s (s � 2), les composantes connexes de G

�

n fv

0

g. Soit F

i

la

restriction de F dans le sous-graphe de G

�

induit par V

i

�

[fv

0

g, i = 1; : : : ; s. Il est clair

que le sous-graphe de G

�

induit par F

i

est k-arête connexe pour i = 1; : : : ; s. D'o�u

X

e2E

�

[V

i

�

[fv

0

g]

x

F

i

(e) � d

k

2

e(jV

i

�

j+ 1)� 1 pour i = 1; : : : ; s: (1.7)

En sommant les s in�egalit�es (1.7), on obtient

x

F

(E

�

) � d

k

2

e(

s

X

i=1

jV

i

�

j+ s)� s

= d

k

2

e(jV

�

j+ s� 1) � s

= d

k

2

ejV

�

j+ d

k

2

e(s� 1) � s

> d

k

2

ejV

�

j � 1;

une contradiction.

ii) Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que e 62 F . Sinon, la face d�e�nie par

l'in�egalit�e (1.5) serait contenue dans la face d�e�nie par x(e) � 1, une contradiction. La

d�emonstration est donc similaire �a celle de i) en consid�erant le graphe G� e �a la place

de G.

iii) Supposons que

j[V

1

i

; V

2

i

]j � d

k

2

e: (1.8)

On va d�emontrer que e

0

2 F . En e�et, si ceci n'est pas le cas, alors d'apr�es (1.8) et les

in�egalit�es triviales, on a

x

F

([V

1

i

; V

2

i

]) < d

k

2

e:

Soit �

0

= fV

0

1

; : : : ; V

0

p+1

g la partition de V donn�ee par

V

0

t

= V

t

pour t = 1; : : : ; i� 1,

V

0

i

= V

0

1

,

V

0

i+1

= V

0

2

,
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V

0

t

= V

t�1

pour t = i+ 2; : : : ; p + 1.

On a

x

F

(E

�

0

) = x

F

(E

�

) + x

F

([V

1

i

; V

2

i

])

< d

k

2

ejV

�

j � 1 + d

k

2

e

= d

k

2

e(jV

�

j+ 1) � 1

= d

k

2

ejV

�

0

j � 1;

ce qui est en contradiction avec le fait que x

F

2 kECSP(G). D'o�u, e

0

2 F , et par

cons�equent, la face d�e�nie par (1.5) est contenue dans la face d�e�nie par x(e

0

) � 1. Ce

qui est impossible puisque (1.5) d�e�nit une facette non triviale. 2

Le th�eor�eme suivant donne des conditions su�santes pour que les in�egalit�es de SP-

partition d�e�nissent des facettes de kECSP(G).

Th�eor�eme 1.9 Soient G = (V;E) un graphe (quelconque), k � 1 un entier impair et

fV

1

; : : : ; V

p

g une partition de V . Supposons que les conditions suivantes soient v�eri��ees:

i) G[V

i

] est (k + 1)-arête connexe, pour i = 1; : : : ; p,

ii) j[V

i

; V

i+1

]j � d

k

2

e, pour i = 1; : : : ; p (mod p),

iii) G

�

est s�erie-parall�ele.

Alors la contrainte de SP-partition correspondante d�e�nit une facette de kECSP(G).

Preuve. Remarquons d'abord que dans ce cas G est (k + 1)-arête connexe, et donc

d'apr�es le corollaire 1.2, le polytope kECSP(G) est de pleine dimension. Notons

l'in�egalit�e (1.5) par a

T

x � a

0

. Soit F la face de kECSP(G) induite par (1.5). Sup-

posons que F soit contenue dans une facette P de kECSP(G) induite par une contrainte

b

T

x � b

0

. Puisque kECSP(G) est de pleine dimension, pour montrer que F est une

facette, il su�t de montrer qu'il existe un scalaire � > 0 tel que b = �a.

On note F

i

= [V

i

; V

i+1

] = fe

i;j

: j = 1; : : : ; jF

i

jg pour i = 1; : : : ; p (mod p).
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Tout d'abord, on montre que b(e) = b(f), pour tous e; f 2 [V

i

; V

i+1

] [ [V

i+1

; V

i+2

],

i = 1; : : : ; p (mod p).

Soient f

1

; f

2

deux arêtes quelconques de [V

i

; V

i+1

] et g une arête de [V

i+1

; V

i+2

] pour un

certain i 2 f1; : : : ; pg. On peut choisir une num�erotation des arêtes de F

i

et de F

i+1

de telle mani�ere que f

1

= e

i;1

, f

2

= e

i;d

k

2

e

et g = e

i+1;1

. Soient

E

i

0

= fe

i;j

: j = 1; : : : ; d

k

2

e � 1g [ (

[

l6=i

fe

l;j

: j = 1; : : : ; d

k

2

eg) [ (E n E

�

);

E

i

1

= (E

i

0

[ ff

2

g) n ff

1

g;

E

i

2

= (E

i

0

[ ff

2

g) n fgg:

Les ensembles E

i

j

, j = 0; 1; 2, induisent des sous-graphes k-arête connexes. Aussi, les

vecteurs x

E

i

j

, j = 0; 1; 2, v�eri�ent a

T

x � a

0

�a l'�egalit�e. Comme F � P, il en r�esulte

que

b

T

x

E

i

j

= b

0

; j = 0; 1; 2:

D'o�u

b(f

1

) = b(f

2

) = b(g):

Puisque f

1

; f

2

; g sont des arêtes quelconques de [V

i

; V

i+1

][ [V

i+1

; V

i+2

], on en d�eduit que

b(e) = � 8 e 2 [V

i

; V

i+1

]; i = 1; : : : ; p; (1.9)

pour un certain scalaire � 2 IR.

Soit e 2 [V

s

; V

t

] avec s; t 2 f1; : : : ; pg et t 62 fs� 1; s; s + 1g. Sans perte de g�en�eralit�e,

on peut supposer que 1 < s < t. Consid�erons l'ensemble

E

3

= (E

1

0

[ feg) n fe

s;1

g

qui induit un sous-graphe k-arête connexe de G. Puisque x

E

3

2 F � P, on en d�eduit

que b

T

x

E

3

= b

T

x

E

1

0

= b

0

. D'o�u, b(e) = b(e

s;1

), et par cons�equent

b(e) = � 8 e 2 [V

s

; V

t

]: (1.10)

D'apr�es (1.9) et (1.10), on obtient

b(e) = � 8 e 2 E

�

:



20 1. CONTRAINTES VALIDES

Maintenant, considerons une arête f

0

2 E n E

�

. Soit E

4

= E

1

0

n ff

0

g. Puisque G[V

i

]

est (k + 1)-arête connexe, il s'en suit que le graphe induit par E

4

est k-arête connexe.

Donc, x

E

4

2 F et par cons�equent, x

E

4

2 P. D'o�u

b(f

0

) = b

T

x

E

1

0

� b

T

x

E

4

= 0:

Ce qui implique que

b(e) = 0 8 e 2 E n E

�

:

Ainsi nous avons

b(e) = � 8 e 2 E

�

;

b(e) = 0 8 e 2 E n E

�

:

D'apr�es le lemme 1.5, on a � � 0. Aussi, comme P � kECSP(G), on a � 6= 0. D'o�u

� > 0. 2

1.3 Les contraintes de F -partition

Dans [57], Mahjoub a introduit une classe d'in�egalit�es valides pour le polytope 2ECSP(G)

comme suit. Soient G = (V;E) un graphe, fV

0

; V

1

; : : : ; V

p

g une partition de V et

F � �(V

0

) avec jF j = 2t + 1 (t � 0). Soit � = �(V

0

; V

1

; : : : ; V

p

) n F . Le vecteur

d'incidence de toute solution de 2ECSP(G) v�eri�e les contraintes suivantes:

x(�(V

i

)) � 2 1 � i � p;

�x(e) � �1 8 e 2 F;

x(e) � 0 8 e 2 �(V

0

) n F:

En sommant ces in�egalit�es, on obtient

2x(�) � 2p � 2t� 1:

En divisant par 2, et en arrondissant le second membre au plus petit entier sup�erieur,

on obtient

x(�) � p� t: (1.11)
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Les in�egalit�es du type (1.11) sont appel�ees les contraintes de F -partition. Il a �et�e

montr�e dans [9] que les contraintes (1.11) su�sent avec les in�egalit�es triviales et les

in�egalit�es de coupes pour caract�eriser le polytope 2ECSP(G) dans la classe des graphes

de Halin (un graphe G = (V; T [ C) est dit de Halin si T est un arbre ne contenant

pas de sommet de degr�e deux et C est un cycle dont les sommets sont les sommets

pendants de T ).

Dans ce qui suit, nous allons �etudier une g�en�eralisation de cette classe d'in�egalit�es pour

tout k.

Soient G = (V;E) un graphe, fV

0

; V

1

; : : : ; V

p

g une partition de V et F � �(V

0

). Si

k = 2q, q � 1, et jF j = 2t+ 1, t � 1 (resp. k = 2q + 1, q � 1 et jF jp est impair), alors

on peut montrer d'une mani�ere similaire �a (1.11) que la contrainte

x(�) � qp� t (resp: x(�) �

1

2

dpk � jF je): (1.12)

est valide pour kECSP(G). Les contraintes de type (1.12) seront aussi appel�ees les

contraintes de F -partition. Si k est impair et jF jp est pair, la contrainte (1.12) est

domin�ee par les contraintes de coupes.

Dans un premier temps, nous allons discuter de la relation entre ces contraintes et les

contraintes dites de r-recouvrement et �etudier le probl�eme de s�eparation associ�e. Dans

un deuxi�eme temps, nous d�ecrivons des conditions su�santes pour que ces contraintes

d�e�nissent des facettes de kECSP(G).

1.3.1 Relation avec les in�egalit�es de r-recouvrement

�

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et une fonction r : V ! IN qui associe �a chaque

sommet v 2 V un entier positif r

v

, un r-recouvrement de G est un ensemble d'arêtes

F � E tel que jF \ �(v)j � r

v

pour tout v 2 V . Si les arêtes sont munies d'un syst�eme

de poids, alors le probl�eme du r-recouvrement consiste �a trouver un r-recouvrement de

poids minimum.

Edmonds [30] a d�emontr�e que le probl�eme du r-recouvrement est polynomial. Il a aussi

d�emontr�e que le polytope associ�e �a ce probl�eme est compl�etement caract�eris�e par les
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in�egalit�es

0 � x(e) � 1 8 e 2 E; (1.13)

x(�(v)) � r

v

8 v 2 V; (1.14)

x(E(U)) + x(�(U) n T ) �

1

2

(

X

v2U

r

v

� jT j+ 1) 8 U � V et (1.15)

T � �(U) tels que

X

v2U

r

v

� jT j est impair:

Les in�egalit�es (1.15) sont appel�ees les contraintes de r-recouvrement.

Toute solution du probl�eme kECON d�e�ni par un grapheG et un vecteur r 2 f0; 1; : : : ; kg

jV j

est aussi une solution du probl�eme du r-recouvrement. Par cons�equent, les in�egalit�es

(1.15) sont aussi valides pour kECON(G).

Padberg et Rao [66] ont donn�e un algorithme polynomial pour s�eparer les in�egalit�es

(1.15). Gr�otschel, Monma et Stoer [47] ont �etendu la classe des in�egalit�es (1.15) en une

classe plus g�en�erale comme suit. Soient G = (V;E) un graphe et r 2 f0; 1; : : : ; kg

jV j

.

Soient U � V et T � �(U). Pour chaque e = (u; v) 2 T , on note T

e

= fu; vg. Les

ensembles T

e

, e 2 T , sont appel�es les dents. Soit fU

1

; : : : ; U

p

g, p � 3, une partition de

U telle que:

� max fr

v

j v 2 U

i

g � 1, i = 1; : : : ; p,

� il existe au plus con(U

i

) � 1 dents qui intersectent U

i

pour i = 1; : : : ; p, o�u

con(U

i

) = maxfr(u; v) j u 2 U

i

; v 2 U

i

g,

�

P

i2I

2

con(U

i

)� jT j est impair, o�u I

2

= fi j con(U

i

) � 2g.

Soit I

1

= fi j con(U

i

) = 1g. Consid�erons l'in�egalit�e suivante

x(�(U

1

; : : : ; U

p

)) + x(�(U) n T ) �

1

2

(

X

i2I

2

con(U

i

)� jT j+ 1) + jI

1

j: (1.16)

Gr�otschel, Monma et Stoer [47] ont montr�e que les contraintes (1.16) sont valides pour le

polytope kECON(G; r) et ont appel�e ces contraintes, les contraintes de r-recouvrement

g�en�eralis�ees. Ces contraintes g�en�eralisent les contraintes de F -partition. En e�et, les

contraintes de F -partitions correspondent aux contraintes (1.16) quand r

v

= k pour

tout v 2 V . Dans [45], Gr�otschel et al. ont montr�e que le probl�eme de s�eparation des

in�egalit�es (1.16) est NP-dur. Ils ont �egalement d�evelopp�e un algorithme de coupe et

branchement utilisant une heuristique pour s�eparer ces in�egalit�es.
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1.3.2 S�eparation des contraintes de F -partition

Dans [3], Ba��ou a donn�e une m�ethode polynomiale pour r�esoudre le probl�eme de s�e-

paration des in�egalit�es de F -partitions quand l'ensemble F est �x�e et k = 2. Cette

m�ethode utilise l'algorithme de Cunningham [25] ou l'algorithme de Barahona [8] pour

s�eparer les in�egalit�es de partitions x(�(V

1

; : : : ; V

p

)) � p � 1.

Dans ce qui suit, nous �etendons cette m�ethode au cas o�u F est �x�e et k est pair.

Si x 2 IR

E

+

et F � E est un ensemble �x�e o�u jF j = 2t + 1, alors le probl�eme de

s�eparation des in�egalit�es de F -partitions associ�e �a x peut être r�esolu de la mani�ere

suivante.

� Poser x

0

=

x

q

(k = 2q).

� Choisir V

0

� V tel que F � �(V

0

).

� Contracter V

0

(on note v

0

le sommet qui r�esulte de cette contraction) et supprimer

F . Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le nouveau graphe.

� Chercher une in�egalit�e de partition viol�ee dans G

0

par x

0

de type

x(�(V

0

1

; : : : ; V

0

p

)) � (p � 1)� �; (1.17)

o�u � =

t

q

et fV

0

1

; : : : ; V

0

p

g est une partition de G

0

.

Soit fV

1

; : : : ; V

p

g la partition de V obtenue �a partir de la partition fV

0

1

; : : : ; V

0

p

g en

�eclatant le sommet v

0

. Si toutes les arêtes de F sont dans �(V

1

; : : : ; V

p

), alors on aura

trouv�e une in�egalit�e de F -partition viol�ee par x, sinon on aura juste trouv�e une in�egal-

it�e valide pour kECSP(G).

Pour trouver une in�egalit�e viol�ee (1.17), on utilise l'algorithme de Barahona [8]. Cet

algorithme nous donne la partition fU

0

1

; : : : ; U

0

p

0

g de V la plus viol�ee, i.e. telle que

x

0

(�(U

0

1

; : : : ; U

0

p

0

)) = �

0

= minfx

0

(�(V

0

1

; : : : ; V

0

p

)) � (p � 1)g. Si �

0

� ��, alors toute

partition de G

0

satisfait (1.17). Si �

0

< ��, alors x

0

(�(U

0

1

; : : : ; U

0

p

0

)) < (p

0

� 1) � � et

on aura trouv�e une in�egalit�e (1.17) viol�ee.
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1.3.3 Facettes

Dans cette section, nous donnons des conditions su�santes pour que les contraintes de

F -partitions d�e�nissent des facettes de kECSP(G). La premi�ere classe de facettes est

une g�en�eralisation d'une famille de contraintes introduites par Mahjoub [57] pour le

polytope 2ECSP(G). Par la suite, nous donnons d'autres conditions su�santes pour

que les contraintes de F -partitions d�e�nissent des facettes du polytope kECSP(G) pour

tout k.

Dans [57], Mahjoub a introduit une classe de contraintes d�e�nissant des facettes du

polytope 2ECSP(G), appel�ees in�egalit�es de roue-impaire. Ces in�egalit�es sont un cas

particulier des contraintes de F -partition. Dans ce qui suit, nous donnons une g�en�eral-

isation de cette classe.

�

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un entier k = 2(2q+1), q � 0, une con�guration

de roue-impaire g�en�eralis�ee ( voir �gure 1.1) est d�e�nie par un entier l, des entiers p

i

,

pour i = 1; : : : ; 2l + 1, et une partition de l'ensemble des sommets V en V

s

i

, V

0

pour

i = 1; : : : ; 2l + 1 et s = 0; : : : ; p

i

tels que

(1) les graphes G[V

s

i

] et G[V

0

] soient (k +1)-arête connexes pour i = 1; : : : ; 2l+ 1 et

s = 0; : : : ; p

i

;

(2) j[V

0

i

; V

0

i+1

]j � 2q + 1, pour i = 1; : : : ; 2l + 1 (mod (2l + 1));

(3) j[V

s

i

; V

s+1

i

]j � 2q + 1 et si p

i

> 0, j[V

s

i

; V

s+1

i

]j = 2q + 1 pour i = 1; : : : ; 2l + 1 et

s = 0; : : : ; p

i

(on notera V

0

par V

p

i

+1

i

pour i = 1; : : : ; 2l + 1);

(4) [V

s

i

; V

q

i

] = ; pour 1 � i � 2l+1, 0 � s; q � p

i

+1, q 6= s+1 et (s; q) 6= (0; p

i

+1);

(5) [V

s

i

; V

q

t

] = ; pour 1 � i; t � 2l + 1, i 6= t, 1 � s � p

i

et 1 � q � p

t

.

Soit r

i

pour 1 � i � 2l+1, le plus grand entier tel que 0 � r

i

� p

i

et j�(V

r

i

i

)j � k + 1,

i.e.

r

i

= maxfj : j�(V

j

i

)j � k + 1g:
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0
1

i
0

V

i-1

0
V

V

0
V

2l+1

V
0

i+1

p1V
1

V0
p

iVi

1

iV

V
1

1

Figure 1.1 : Con�guration de roue-impaire g�en�eralis�ee

On note par E

i;s

un ensemble d'arêtes �x�e de [V

s

i

; V

s+1

i

] tel que jE

i;s

j = 2q + 1 pour

i = 1; : : : ; 2l + 1 et s = 0; : : : ; p

i

. Soit

T = E

1

� fE

i;s

: 1 � i � 2l + 1; r

i

� s � p

i

g;

o�u

E

1

=

S

1�i�2l+1

0�s�p

i

�(V

s

i

).

L'in�egalit�e de roue-impaire g�en�eralis�ee associ�ee �a la con�guration de roue-impaire g�en�eral-

is�ee est donn�ee par

x(T ) � (2q + 1)

2l+1

X

i=1

r

i

+ q(2l + 1) + l + 1: (1.18)

On a le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 1.10 Les in�egalit�es de roue-impaire g�en�eralis�ees d�e�nissent des facettes du

polytope kECSP(G).

Preuve. On d�emontre d'abord la validit�e de (1.18). Le vecteur d'incidence de tout

sous-graphe k-arête connexe v�eri�e les in�egalit�es suivantes:

x(�(V

0

i

)) � 2(2q + 1) i = 1; : : : ; 2l + 1;

x(�(V

j

i

)) � 2(2q + 1) i = 1; : : : ; 2l + 1; j = 1; : : : ; r

i

� 1;

x(�(V

r

i

i

) n E

i;r

i

) � 2q + 1 i = 1; : : : ; 2l + 1;

x(e) � 0 8 e 2 �(V

0

) \ T:
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En sommant ces in�egalit�es, on obtient

2x(T ) � 2(2q + 1)

2l+1

X

i=1

r

i

+ (2q + 1)(2l + 1):

En divisant par 2 et en arrondissant le membre de droite au plus petit entier sup�erieur,

on obtient

x(T ) � (2q + 1)

2l+1

X

i=1

r

i

+ q(2l + 1) + l + 1;

ce qui montre que (1.18) est valide pour le polytope kECSP(G).

Notons par a

T

x � a

0

l'in�egalit�e (1.18), et soit F la face de kECSP(G) induite par

(1.18). Supposons que F soit contenue dans une facette de kECSP(G) induite par une

contrainte b

T

x � b

0

.

D'apr�es le th�eor�eme 1.1, dim(kECSP(G)) = jEj � jE

�

j. Par cons�equent, pour montrer

que (1.18) d�e�nit une facette, il su�t de montrer qu'il existe � 2 IR

E

�

et ' > 0 tels que

a

T

= 'b

T

+ �

T

B, o�u B est une matrice (I;0) �a jE

�

j lignes et jEj colonnes, I est une

(jE

�

j; jE

�

j) matrice unit�e et 0 est une (jE

�

j; jEj � jE

�

j) matrice dont tous les �elements

sont nuls.

Consid�erons les ensembles d'arêtes suivants

E

0

=

S

1�i�2l+1

0�s�p

i

+1

E(V

s

i

);

E

j

� [V

0

2j�1

; V

0

2j

]; j = 1; : : : ; l + 1 (mod (2l + 1)) avec jE

j

j = q + 1;

F

j

� [V

0

2j

; V

0

2j+1

]; j = 1; : : : ; l avec jF

j

j = q:

Soit

C = E

0

[ (

[

j=1;:::;l+1

E

j

) [ (

[

j=1;:::;l

F

j

) [ (

[

1�i�2l+1

0�s�p

i

E

i;s

):

Les ensembles C et C

e

= C n feg pour tout e 2 E

0

, induisent des sous-graphes k-arête

connexes. De plus, x

C

, x

C

e

2 F . Par cons�equent

b

T

x

C

= b

T

x

C

e

= b

0

:
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D'o�u

b(e) = 0 8 e 2 E

0

:

Dans la suite, nous allons montrer que b(e

1

) = b(e

2

) pour tous e

1

; e

2

2 [V

0

i

; V

0

i+1

],

i = 1; : : : ; 2l + 1 (mod (2l + 1)).

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que e

1

2 C et e

2

62 C. Soit C

0

= (C nfe

1

g)[

fe

2

g. L'ensemble C

0

induit un sous-graphe k-arête connexe tel que x

C

0

2 F . D'o�u

b

T

x

C

= b

T

x

C

0

;

et par cons�equent, b(e

1

) = b(e

2

). Donc

b(e) = '

0

i

8 e 2 [V

0

i

; V

0

i+1

]

pour un certain scalaire '

0

i

, i = 1; : : : ; 2l + 1.

Maintenant nous allons montrer que '

0

i

= '

0

j

pour tous i; j 2 f1; : : : ; 2l + 1g.

Soient e

1

2 [V

0

i

; V

0

i+1

] et e

2

2 [V

0

i+1

; V

0

i+2

], pour un certain i 2 f1; : : : ; 2l + 1g (mod

(2l + 1)). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que e

1

2 [V

0

1

; V

0

2

], e

2

2 [V

0

2

; V

0

3

],

e

1

2 C et e

2

62 C. L'ensemble C

0

= (C n fe

1

g) [ fe

2

g induit un sous-graphe k-arête

connexe dont le vecteur d'incidence x

C

0

v�eri�e (1.18) �a l'�egalit�e. D'o�u b(e

1

) = b(e

2

).

Ceci implique que '

0

i

= '

0

j

= '

0

pour tous i; j 2 f1; : : : ; 2l + 1g. Donc

b(e) = '

0

8 e 2 [V

0

i

; V

0

i+1

]; i = 1; : : : ; 2l + 1: (1.19)

Soit e 2 [V

0

i

; V

s

j

], 0 � s � r

j

; j 2 f1; : : : ; 2l + 1g n fig; (s; j) 6= (0; p), o�u p 2

fi� 1; i; i+ 1g.

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que i = 2. Soit e

1

2 [V

0

1

; V

0

2

]\C. L'ensemble

d'arêtes

~

C = (C nfe

1

g)[feg induit un sous-graphe k-arête connexe. De plus, x

~

C

2 F .

D'o�u, b

T

x

C

= b

T

x

~

C

= b

0

. Ce qui implique que b(e) = b(e

1

). Et donc

b(e) = '

0

8 e 2 [V

0

i

; V

s

j

]; 8 i; j; s 2 f1; : : : ; 2l + 1g; j 6= i; (s; j) 6= (0; p); (1.20)

o�u p 2 fi� 1; i; i+ 1g.

Soit e 2 [V

s

i

; V

s+1

i

] tel que j�(V

s

i

)j; j�(V

s+1

i

)j � k + 1, s 2 f0; : : : ; r

i

� 1g.
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Puisque j�(V

s

i

)j; j�(V

s+1

i

)j � k + 1, il existe j; j

0

2 f1; : : : ; 2l + 1g n fig tels que

[V

s

i

; V

0

j

] 6= ; 6= [V

s+1

i

; V

0

j

0

]. Soient e

1

2 [V

s

i

; V

0

j

] et e

2

2 [V

s+1

i

; V

0

j

0

].

Supposons que j = j

0

. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que j = j

0

= 1.

Soient

E =

[

1�i�2l+1

0�s�p

i

[V

t

i

; V

t+1

i

] n feg;

E

0

j

� [V

0

2j�1

; V

0

2j

]; j = 1; : : : ; l + 1 (mod (2l + 1)) avec jE

0

j

j = q;

F

0

j

� [V

0

2j

; V

0

2j+1

]; j = 1; : : : ; l avec jF

0

j

j = q + 1:

Soit

C

�

= E

0

[ E [ (

[

j=1;:::;l+1

E

0

j

) [ (

[

j=1;:::;l

F

0

j

) [ fe

1

; e

2

g:

L'ensemble d'arêtes C

�

induit un sous-graphe k-arête connexe. De plus, x

C

�

2 F .

D'o�u, b(e) = '

0

. De la même fa�con, on obtient b(e) = '

0

, si j 6= j

0

. Donc, on a

b(e) = '

0

8 e 2 [V

s

i

; V

s+1

i

]; i = 1; : : : ; 2l + 1; s = 0; : : : ; r

i

� 1: (1.21)

Soit e 2 [V

0

; V

0

i

], i 2 f1; : : : ; 2l + 1g.

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que i = 2. L'ensemble d'arêtes C = (C n

fe

1

g) [ feg, o�u e

1

2 C \ [V

0

1

; V

0

2

], induit un sous-graphe k-arête connexe de G tel que

x

C

2 F . D'o�u, b(e) = '

0

, et par cons�equent

b(e) = '

0

8 e 2 [V

0

; V

0

i

]; i 2 f1; : : : ; 2l + 1g: (1.22)

D'apr�es (1.19)-(1.22), on a

b(e) = '

0

8 e 2 T n E

�

;

b(e) = 0 8 e 2 E n (T \ E

�

):

D'apr�es le lemme 1.5, on a '

0

� 0. Puisque b

T

x � b

0

induit une facette de kECSP(G),

on a '

0

6= 0. Soit

�

e

=

(

1�

b

e

'

0

si e 2 T \ E

�

;

�

b

e

'

0

si e 2 E

�

n T:
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Soit ' =

1

'

0

. on a

a

T

= 'b

T

+ �

T

B:

Ce qui termine la preuve de notre th�eor�eme. 2

Remarque 1.2 Les in�egalit�es de roue-impaires g�en�eralis�ees sont des in�egalit�es de

F -partitions (1.12) soumises aux conditions (1)-(5). Pour retrouver la structure des

in�egalit�es (1.12), on peut d�e�nir V

0

; V

1

; : : : ; V

p

et F comme suit:

V

0

=

[

1�i�2l+1

r

i

+1�s�p

i

+1

V

s

i

;

F =

[

1�i�2l+1

E

i;r

i

:

Les ensembles V

1

; : : : ; V

p

seront les V

s

i

pour s = 0; 1; : : : ; r

i

et i = 1; : : : ; 2l + 1, o�u

p = (2l + 1) +

X

i=1;:::;2l+1

r

i

:

Dans ce qui suit, nous donnons d'autres conditions su�santes pour que les contraintes

de F -partitions d�e�nissent des facettes de kECSP(G) pour tout k � 2.

Soient G = (V;E) un graphe et k un entier impair. Soit fW;V

i

; U

i

: i = 1; : : : ; 2l + 1g

(l � 2 si k = 3 et l � 1 si k � 4), une partition de V telle que ( voir �gure 1.2 pour

k = 3 et l = 2)

(1) Les graphes G[W ], G[V

i

] et G[U

i

] soient (k +1)-arête connexes, i = 1; : : : ; 2l+1;

(2) j[W;V

i

]j � k � 2 et [W;U

i

] = ;, pour i = 1; : : : ; 2l + 1;

(3) j[U

i

; U

i+1

]j �

k�1

2

, i = 1; : : : ; 2l + 1 (mod (2l + 1));

(4) j[V

i

; V

i+1

]j � 1, i = 1; : : : ; 2l + 1 (mod (2l + 1));

(5) j[V

i

; U

i

]j � 1 et j[V

i

; U

i�1

]j � 1, i = 1; : : : ; 2l + 1 (mod (2l + 1)).

Soit F = E n (E

1

[ E

2

), o�u E

1

=

S

i=1;:::;2l+1

[W;V

i

] et E

2

= E(W ) [ (

S

i=1;:::;2l+1

E(W

i

)) [

(

S

i=1;:::;2l+1

E(V

i

)). Consid�erons la contrainte de F -partition suivante

x(F ) � (k + 2)l + d

k

2

e+ 1: (1.23)
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1

W

2

3

4

5

V

V

V

V

5U

U4 V

3U
U2

U1

Figure 1.2 :

Th�eor�eme 1.11 La contrainte (1.23) d�e�nit une facette de kECSP(G).

Preuve. Nous allons donn�e la preuve pour k = 3. Pour k � 4 la preuve est similaire.

Remarquons d'abord que dans ce cas G est 4-arête connexe. D'apr�es le corollaire 1.2,

le polytope 3ECSP(G) est de pleine dimension. Notons l'in�egalit�e (1.23) par a

T

x � a

0

.

Soit F la face de kECSP(G) induite par (1.23). Supposons que F soit contenue dans

une facette P de kECSP(G) induite par une contrainte b

T

x � b

0

. Puisque 3ECSP(G)

est de pleine dimension, pour montrer que F est une facette, il su�t de montrer qu'il

existe un scalaire � > 0 tel que b = �a.

Soient e

i

2 [V

i

; V

i+1

], f

i

2 [V

i

; U

i�1

], f

0

i

2 [V

i

; U

i

] et g

i

2 [U

i

; U

i+1

] pour i = 1; : : : ; 2l+1,

o�u V

0

= V

2l+1

et U

2l+2

= U

1

.

Soient

F

0

= fe

2i�1

; i = 1; : : : ; l + 1g [ ff

0

i

; i = 1; : : : ; 2l + 1g [ fg

i

; i = 1; : : : ; 2l + 1g;

E

�

= E

1

[ E

2

[ F

0

:

Soient e 2 E

1

et e

0

2 E

2

. Nous allons montrer que b(e) = b(e

0

) = 0.

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que e 2 [W;V

1

]. Les ensembles E

�

et E

�

1

=

E

�

n fe; e

0

g induisent des sous-graphes 3-arête connexes. De plus, x

E

�

; x

E

�

1

2 F � P.

Par cons�equent, on a b

T

x

E

�

= b

T

x

E

�

1

= b

0

. Il en r�esulte que b(e) + b(e

0

) = 0. D'apr�es

le lemme 1.5, b(e) � 0 et b(e

0

) � 0. Donc b(e) = b(e

0

) = 0.
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D'o�u

b(e) = 0; 8 e 2 E

1

[ E

2

: (1.24)

Dans ce qui suit, nous allons montrer que b(e) = �, 8 e 2 �(U

1

; : : : ; U

2l+1

) et b(e) = �

0

,

8 e 2 �(V

1

; : : : ; V

2l+1

) [ [

S

i=1;:::;2l+1

V

i

;

S

i=1;:::;2l+1

U

i

], o�u �; �

0

2 IR. Pour cela, il su�t de

montrer que b(g

i

) = b(g

i+1

) et b(e

i

) = b(e

i+1

) = b(f

0

i

) = b(f

i+1

) pour i = 1; : : : ; 2l + 1,

o�u e

2l+2

= e

1

et f

2l+2

= f

1

. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que i = 2l + 1.

Soit

F

1

= ff

j

; f

0

j

; j = 1; : : : ; 2l+ 1g [ fg

2j

; j = 1; : : : ; lg [ fg

2l+1

g:

Les sous-ensembles d'arêtes

E = E

1

[ E

2

[ F

1

;

E

1

= (E n fg

2l+1

g) [ fg

1

g

induisent des sous-graphes 3-arête connexes. Comme x

E

; x

E

1

2 F � P, il s'en suit

que b

T

x

E

= b

T

x

E

1

= b

0

. Donc b(g

2l+1

) = b(g

1

). Par cons�equent, il existe un scalaire �

tel que

b(e) = �; 8 e 2 �(U

1

; : : : ; U

2l+1

): (1.25)

D'autre part, les ensembles

E

2

= (E n ff

1

g) [ fe

1

g;

E

3

= (E n ff

1

g) [ fe

2l+1

g;

E

4

= (E n ff

0

2l+1

g) [ fe

2l+1

g

induisent des sous-graphes 3-arête connexes tels que x

E

i

2 F � P, i = 2; 3; 4. Par

cons�equent, b(e

1

) = b(e

2l+1

) = b(f

1

) = b(f

0

2l+1

). D'o�u l'existance d'un scalaire �

0

tel

que

b(e) = �

0

; 8 e 2 �(V

1

; : : : ; V

2l+1

) [ [

[

i=1;:::;2l+1

V

i

;

[

i=1;:::;2l+1

U

i

]: (1.26)

Dans ce qui suit, nous allons montrer que � = �

0

.

Puisque x

E

�

; x

E

2 F � P, il en r�esulte que b

T

x

E

�

= b

T

x

E

= b

0

. Et par cons�equent,
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on a �(2l+1) + �

0

(3l+2) = �(l+1) + �

0

(4l+2). D'o�u � = �

0

, et d'apr�es (1.24), (1.25)

et (1.26), on a b = �a. D'apr�es le lemme 1.5, on a � � 0. Comme P � 3ECSP(G), il

en r�esulte que � > 0. 2

Soient G = (V;E) un graphe et k un entier pair. Soit fW;V

i

; U

i

: i = 1; : : : ; 2l + 1g

(l � 1), une partition de V telle que ( voir �gure 1.3 pour k = 4 et l = 2)

(1) Les graphes G[W ], G[V

i

] et G[U

i

] soient (k +1)-arête connexes, i = 1; : : : ; 2l+1;

(2) j[W;V

i

]j � k � 1 et [W;U

i

] = ;, pour i = 1; : : : ; 2l + 1;

(3) j[U

i

; U

i+1

]j �

k

2

, i = 1; : : : ; 2l+ 1 (mod (2l + 1));

(4) j[V

i

; V

i+1

]j � 1, i = 1; : : : ; 2l + 1 (mod (2l + 1));

(5) j[V

i

; U

i

]j � 1 et j[V

i

; U

i�1

]j � 1, i = 1; : : : ; 2l + 1 (mod (2l + 1)).

Soit F = E n (E

1

[ E

2

), o�u E

1

=

S

i=1;:::;2l+1

[W;V

i

] et E

2

= E(W ) [ (

S

i=1;:::;2l+1

E(W

i

)) [

(

S

i=1;:::;2l+1

E(V

i

)). Consid�erons la contrainte de F -partition suivante

x(F ) � (k + 1)l +

k

2

+ 1: (1.27)
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Figure 1.3 :

Th�eor�eme 1.12 La contrainte (1.27) d�e�nit une facette de kECSP(G).

Preuve. Similaire �a la preuve du th�eor�eme 1.11. 2

1.4 Les in�egalit�es de roue-paires

Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe donn�e dans la �gure 1.4. On note e

i

= (v

i�1

; v

i

), i =

1; : : : ; 8 (mod 8).

v0 v1

v2
v3

v4
v5

v6

e2

e3

e1

e4

e6

e7

e5

e8

v7

u w

Figure 1.4 :
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Soit x

0

2 IR

E

0

la solution d�e�nie par

x

0

(e) =

(

1

2

si e 2 fe

1

; : : : ; e

8

g;

1 sinon:

La solution x

0

n'appartient pas au polytope 2ECSP(G

0

) et elle satisfait toutes les

in�egalit�es triviales, de coupes, de partitions (1.4) et de F -partition.

Il n'est pas di�cile de voir que si l'ensemble F � E

0

induit un sous-graphe 2-arête

connexe de G

0

, alors F contient au moins trois arêtes parmi les arêtes e

1

; e

5

; e

6

; e

7

; e

8

.

Et par cons�equent, la contrainte

x(e

1

) + x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) + x(e

8

) � 3

est valide pour 2ECSP(G

0

). Cette contrainte n'est pas v�eri��ee par x

0

. Dans ce qui

suit, nous montrons que cette contrainte est un cas particulier d'une classe plus g�en�erale

d'in�egalit�es valides pour kECSP(G).

�

Etant donn�e un graphe G = (V;E), une con�guration de roue-paire est d�e�nie par un

entier l = 2p (p � 4) et une familleW;V

1

; : : : ; V

2p

de sous-ensembles de V tels que:

(1) V

i

\ V

j

= ;, i; j 2 f1; : : : ; 2pg, i 6= j;

(2) j�(V

i

)j = k + 1, i = 1; : : : ; 2p;

(3) il existe un sous-ensemble d'arêtes C = fe

1

; : : : ; e

2p

g � E avec e

i

2 [V

i

; V

i+1

],

i = 1; : : : ; 2p (mod 2p);

(4) il existe I � f1; 3; : : : ; 2p � 1g avec jIj = 2t, t � 2, tel que e

i

2 �(W ), 8i 2 I;

(5) j�(W ) n E

0

j = k � 2, o�u E

0

= fe

i

: i 2 Ig.

A une con�guration de roue-paire, on associe la famille de contraintes suivantes:

x(C n fe

i�1

; e

i

; e

i+1

g) � p� 1; 8 i 2 I: (1.28)

Les in�egalit�es (1.28) seront appel�ees les in�egalit�es de roue-paires.

Th�eor�eme 1.13 Les in�egalit�es (1.28) sont valides pour le polytope kECSP(G).
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Preuve. Consid�erons une contrainte de type (1.28) associ�ee �a i

0

2 I. Soit F un

ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe k-arête connexe. Puisque jF \ �(W )j � k,

E

0

� �(W ) et j�(W ) n E

0

j = k � 2, il existe j 2 I n fi

0

g tel que e

j

2 F . On suppose

que j = 2s + 1 et i

0

= 2r + 1 (s; r � 0). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer

que j < i

0

(si ceci n'est pas le cas, on peut changer la num�erotation des V

i

pour que

cela soit vrai). Puisque j�(V

i

)j = k + 1, i = 1; : : : ; 2p, alors le vecteur x

F

v�eri�e les

contraintes:

x(e

2t�1

) + x(e

2t

) � 1 t = 1; : : : ; s;

x(e

2s+1

) = 1

x(e

2t�2

) + x(e

2t�1

) � 1 t = s+ 2; : : : ; r;

x(e

2t�1

) + x(e

2t

) � 1 t = r + 2; : : : ; p:

D'o�u

x(C n fe

i�1

; e

i

; e

i+1

g) � p� 1:

2

Th�eor�eme 1.14 Une in�egalit�e de type (1.25) d�e�nit une facette de kECSP(G), si les

conditions suivantes sont v�eri��ees ( voir �gure 1.5 pour k = 3):

(1) G[V

i

] est (k + 1)-arête connexe, i = 1; : : : ; 2p;

(2) il existe deux ensembles de sommets disjoints W

1

;W

2

� V tels que

(2.1) V = W

1

[W

2

[ (

S

i=1;:::;2p

V

i

);

(2.2) G[W

j

] est (k + 1)-arête connexe, j = 1; 2;

(2.3) W

1

�W , W

2

� W et j[W

1

;W

2

]j = k � 2;

(2.4) j[W

1

; V

j

]j = k � 2, si V

i

� W , j = 1; : : : ; 2p;

(2.5) j[W

2

; V

i

]j = k � 2, si V

i

� W , i = 1; : : : ; 2p.

Preuve. Notons par a

T

x � a

0

l'in�egalit�e (1.25) associ�ee �a un certain i

0

2 I. Soit

F la face du polytope kECSP(G) d�e�nie par cette in�egalit�e. Supposons que F soit
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contenue dans une facette P de kECSP(G) d�e�nie par une contrainte b

T

x � b

0

. Puisque

le graphe G est (k + 1)-arête connexe, d'apr�es le corollaire 1.2, le polytope kECSP(G)

est de pleine dimension. Donc pour montrer que F est une facette, il su�t de montrer

qu'il existe � > 0 tel que b = �a.

2W
1W

3v
2v

7v 6v

5v
4v

1v0v

WW

Figure 1.5 :

Soit F

i

0

= (E n fe

j

j j 62 Ig) [ fe

i

0

�1

; e

i

0

+2

g. Les ensembles d'arêtes F

i

0

, F

i

0

n fe

i

0

�1

g,

F

i

0

n fe

i

0

g et F

i

0

n fe

i

0

+1

g induisent des sous-graphes k-arête connexes. Par ailleurs,

x

F

i

0

, x

F

i

0

nfe

i

0

�1

g

, x

F

i

0

nfe

i

0

g

, x

F

i

0

nfe

i

0

+1

g

2 F � P. D'o�u

b(e

i

0

�1

) = b(e

i

0

) = b(e

i

0

+1

) = 0:

Montrons que b(e

j

) = b(e

s

) pour tous j; s 2 f1; : : : ; 2pg n fi

0

� 1; i

0

; i

0

+ 1g.

Il su�t de montrer que b(e

j�1

) = b(e

j

) pour tout j 62 I [ fi

0

� 1; i

0

+ 1g.

Soit F

j

i

0

= (E n C) [ fe

i

0

�1

; e

i

0

; e

i

0

+1

g [ fe

i

0

+3

; e

i

0

+5

; : : : ; e

j

g [ fe

j+1

; e

j+3

; : : : ; e

i

0

�2

g.

Les ensembles F

j

i

0

et F

j

i

0

= (F

j

i

0

n fe

j

g) [ fe

j�1

g induisent des sous-graphes k-arête

connexes. De plus, x

F

j

i

0

; x

F

j

i

0

2 F � P. Il s'en suit que b(e

j�1

) = b(e

j

).

Montrons que si e 62 C, alors b(e) = 0.

Si e 2 E(W

1

) [ E(W

2

) [ (

S

i=1;:::;2p

E(V

i

)) [ [W

1

;W

2

], alors x

F

i

0

nfeg

2 F � P. D'o�u,

b(e) = 0.

Soit e 2 [W

s

; V

j

] pour un certain s 2 f1; 2g et un certain j 2 f1; : : : ; 2pg. Supposons

que j soit impair. L'ensemble d'arêtes F

j�1

i

0

nfeg induit un sous-graphe k-arête connexe
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tel que x

F

j�1

i

0

nfeg

2 F � P. D'o�u, b(e) = 0.

Supposons maintenant que j soit pair. Soit

E

j

i

0

= (E n C) [ fe

i

0

�1

; e

i

0

; e

i

0

+1

g [ fe

i

0

+2

; e

i

0

+4

; : : : ; e

j�1

g [ fe

j

; e

j+2

; : : : ; e

i

0

�3

g:

Les ensembles E

j

i

0

et E

j

i

0

n feg induisent des sous-graphes k-arête connexes tels que

x

E

j

i

0

; x

E

j

i

0

nfeg

2 F � P. D'o�u, b(e) = 0.

Ainsi, nous avons

b(e) = � 8 e 2 C n fe

i�1

; e

i

; e

i+1

g

b(e) = 0 8 e 2 (E n C) [ fe

i�1

; e

i

; e

i+1

g

D'apr�es le lemme 1.5, on a � � 0. Aussi, comme P � kECSP(G), il en r�esulte que

� 6= 0. 2
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Chapitre 2

Caract�erisations poly�edrales

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous �etudions le polytope kECSP(G) dans deux classes de graphes.

Tout d'abord nous consid�erons la classe des graphes s�erie-parall�eles. Nous donnons

une description compl�ete du polytope kECSP(G) pour tout k dans cette classe. Nous

montrons que si G est s�erie-parall�ele et k est impair, alors kECSP(G) est compl�ete-

ment caract�eris�e par les in�egalit�es triviales et les in�egalit�es de SP-partition. Et si

k est pair, alors kECSP(G) est donn�e par les in�egalit�es triviales et les in�egalit�es de

coupes. Nous �etudions �egalement le probl�eme du sous-graphe Steiner k-arête connexe

dans cette classe de graphes et nous y donnons une description compl�ete du polytope

associ�e quand k est pair.

Par la suite, nous �etudions le polytope kECSP(G) dans une classe de graphes (k + 1)-

arête connexes minimaux qui g�en�eralise celle de Halin. Nous montrons que dans cette

classe, le polytope kECSP(G) est donn�e par les contraintes triviales, les contraintes de

coupes et les contraintes de r-recouvrement g�en�eralis�ees.

39
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2.2 Le polytope kECSP(G) dans les graphes s�erie-

parall�eles

Plusieurs probl�emes d'optimisation combinatoire NP-di�ciles dans le cas g�en�eral, peu-

vent être r�esolus en temps polynomial dans les graphes s�erie-parall�eles [1, 2, 12, 21,

22, 56, 57, 73, 77, 78, 79].

�

Etant donn�ee la relation �etroite entre les deux aspects

algorithmique et poly�edral en optimisation combinatoire, ceci sugg�ere la possibilit�e

d'obtenir pour ces probl�emes des descriptions compl�etes des polytopes associ�es dans

cette classe de graphes. Plusieurs probl�emes y ont �et�e �etudi�es, comme par exemple le

probl�eme du stable maximum (Boulala et Uhry [12], Mahjoub [56]), le probl�eme de

l'arbre Steiner orient�e (Prodon et al. [70], Goemans [38], Scha�ers [73]), le probl�eme

du sous-graphe 2-sommet connexe et du sous-graphe 2-arête connexe (Coullard et al.

[23, 22, 24], Mahjoub [57]) et le probl�eme du voyageur de commerce (Cornu�ejols et al.

[21]). Dans [61], Martin et al proposent une technique g�en�erale qui, �a partir d'un al-

gorithme de programmation dynamique, donne une description compl�ete de la plupart

des polytopes associ�es aux probl�emes d'optimisation combinatoire dans les graphes

s�erie-parall�eles. N�eanmoins, cette description utilise des variables auxiliaires qui ne

sont pas dans l'espace des variables naturelles.

Dans cette section, nous discutons du polytope kECSP(G) dans cette classe de graphes.

Soit G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele k arête-connexe. Notons par P (G; k) le poly-

tope donn�e par les contraintes (1.1)-(1-3) et (1.5). Pour d�emontrer le r�esultat principal

de cette section, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit x une solution de P (G; k).

i) Si � = fV

1

; : : : ; V

p

g est une partition de V serr�ee pour x, alors

x([V

i

; V

j

]) � d

k

2

e 8 i; j 2 f1; : : : ; pg; i 6= j: (2.1)

De plus, si x v�eri�e (2.1) �a l'�egalit�e pour i et j avec i < j, alors la partition

�

0

= fV

0

1

; : : : ; V

0

p�1

g telle que
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V

0

t

= V

t

pour t = 1; : : : ; i� 1; i+ 1; : : : ; j � 1;

V

0

i

= V

i

[ V

j

;

V

0

t

= V

t+1

pour t = j; : : : ; p� 1

est aussi serr�ee pour x.

ii) Si � = fV

1

; : : : ; V

p

g (resp. �(W )) est une partition (resp. une coupe) serr�ee

pour x et fV

1

i

; V

2

i

g une partition de V

i

pour i 2 f1; : : : ; pg (resp. W ), alors

x([V

1

i

; V

2

i

]) � d

k

2

e.

iii) Si �(W

1

) et �(W

2

) sont deux coupes serr�ees pour x, alors x(�(W

1

)\�(W

2

)) �

d

k

2

e.

Preuve.

i) On a

x(�(V

0

1

; : : : ; V

0

p�1

)) = x(�(V

1

; : : : ; V

p

))� x([V

i

; V

j

])

= d

k

2

ep � 1 � x[V

i

; V

j

]

� d

k

2

e(p � 1) � 1:

Ce qui implique que x([V

i

; V

j

]) � d

k

2

e. De plus, si x([V

i

; V

j

]) = d

k

2

e, la partition �

0

est

serr�ee pour x.

ii) Consid�erons la partition fU

1

; : : : ; U

p+1

g donn�ee par

U

j

= V

j

pour j = 1; : : : ; i� 1;

U

i

= V

1

i

;

U

i+1

= V

2

i

;

U

j

= V

j�1

pour j = i+ 2; : : : ; p+ 1:

On a

x(�(U

1

; : : : ; U

p+1

)) = x(�(V

1

; : : : ; V

p

)) + x([V

1

i

; V

2

i

])

= d

k

2

ep � 1 + x([V

1

i

; V

2

i

])

� d

k

2

e(p + 1)� 1:

D'o�u, x([V

1

i

; V

2

i

]) � d

k

2

e.
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iii) On note par �(W

1

)��(W

2

) la di��erence sym�etrique de �(W

1

) et �(W

2

), i.e.

�(W

1

)��(W

2

) = (�(W

1

) n �(W

2

)) [ (�(W

2

) n �(W

1

)):

Puisque la di��erence sym�etrique de deux coupes est une coupe, on a

x(�(W

1

)��(W

2

)) = x(�(W

1

)) + x(�(W

2

))� 2x(�(W

1

) \ �(W

2

))

= 2k � 2x(�(W

1

) \ �(W

2

))

� k:

Ce qui implique que x(�(W

1

)) \ �(W

2

)) � d

k

2

e. 2

Th�eor�eme 2.2 Si G = (V;E) est un graphe s�erie-parall�ele k-arête connexe et k est

pair (resp. impair), alors kECSP(G) est compl�etement caract�eris�e par les in�egalit�es

(1.1), (1.2) et (1.3) (resp. (1.1), (1.2) et (1.5)).

Preuve. La d�emonstration est par r�ecurrence sur jEj.

Il est clair que kECSP(G) = P (G; k) si G est constitu�e de deux sommets li�es par k

arêtes. Supposons que le th�eor�eme soit vrai pour tout graphe s�erie-parall�ele ayant au

plus m arêtes et supposons que G contienne exactememt m + 1 arêtes. Puisque les

in�egalit�es (1.1)-(1.3) et (1.5) sont valides pour kECSP(G), il s'en suit que kECSP(G) �

P (G; k). De plus, toute solution enti�ere de P (G; k) est aussi une solution de kECSP(G).

Donc si kECSP(G) 6= P (G; k), alors il existe un point extrême fractionnaire x de

P (G; k).

A�rmation 1. x(e) > 0; 8 e 2 E.

Preuve. Si e

0

est une arête telle que x(e

0

) = 0, alors la restriction x

0

de x dans le

graphe G�e

0

est un point extrême fractionnaire de kECSP(G�e

0

). Mais ceci contredit

l'hypoth�ese de r�ecurrence.

Soit E

1

l'ensemble des arêtes e telles que x(e) = 1. Puisque x est un point extrême

de P (G; k), il existe une famille de coupes f�(W

i

); i = 1; : : : ; rg et une famille de

partitions f�

1

; : : : ; �

s

g de V avec jV

�

j

j � 3, j = 1; : : : ; s, telles que x soit l'unique
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solution du syst�eme

8

>

<

>

:

x(e) = 1 8 e 2 E

1

;

x(�(W

i

)) = k pour i = 1; : : : ; r;

x(E

�

j

) = d

k

2

ejV

�

j

j � 1 pour j = 1; : : : ; s;

(2.2)

o�u r + s+ jE

1

j = jEj.

A�rmation 2. Chaque variable x(e) apparait dans au moins deux �equations du

syst�eme (2.2) avec des coe�cients non nuls.

Preuve. Il est clair que chaque variable x(e) apparait avec un coe�cient non nul

dans au moins une �equation du syst�eme (2.2). Sinon la solution x

0

2 IR

E

telle que

x

0

(f) = x(f) pour tout f 2 E n feg et x

0

(e) = x(e) + " serait aussi une solution du

syst�eme (2.2). Comme x 6= x

0

, ceci contredirait le fait que x est un point extrême de

P (G; k). Maintenant, supposons qu'il existe une arête e

0

= (u; v) 2 E telle que x(e

0

)

ait un coe�cient non nul dans exactement une �equation de (2.2). Soit (2:2)

0

le syst�eme

obtenu �a partir de (2.2) en supprimant cette �equation. On note G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe

obtenu �a partir de G en contractant e

0

. Soit x

0

la restriction de x dans E

0

. Il est clair

que x

0

2 P (G

0

; k). De plus, x

0

est la solution unique du syst�eme (2:2)

0

. Par ailleurs, les

�equations (2:2)

0

correspondent toutes �a des contraintes de P (G

0

; k). Ceci implique que

x

0

est un point extrême fractionnaire de P (G

0

; k). Puisque G

0

est s�erie-parall�ele et con-

tient moins d'arêtes que G, ceci contredit l'hypoth�ese de r�ecurrence et par cons�equent,

notre a�rmation est prouv�ee.

D'apr�es le lemme 1.6, il existe un sommet v dans V adjacent �a exactement deux

sommets v

1

et v

2

. On note F

1

(resp. F

2

) l'ensemble des arêtes entre v et v

1

(resp. v et

v

2

). On suppose que jF

1

j � jF

2

j. Puisque G est k-arête connexe, on a

jF

1

j � d

k

2

e: (2.3)

A�rmation 3. Il existe f 2 F

1

telle que 0 < x(f) < 1.

Preuve. Supposons que x(e) = 1 pour tout e 2 F

1

. Nous allons montrer que le

syst�eme (2.2) peut être choisi de telle mani�ere que �(W

i

) \ F

1

= ; pour i = 1; : : : ; r et

E

�

j

\ F

1

= ; pour j = 1; : : : ; s. Supposons qu'il existe une partition �

j

= fV

1

; : : : ; V

p

g

telle que E

�

j

\ F

1

6= ;. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que F

1

� [V

1

; V

2

].
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Puisque x(e) = 1 pour tout e 2 F

1

, d'apr�es (2.3), on a x([V

1

; V

2

]) � d

k

2

e. D'apr�es

le lemme 2.1.i), on a x([V

1

; V

2

]) � d

k

2

e, ce qui implique que x([V

1

; V

2

]) = d

k

2

e. Par

cons�equent, la partition �

0

j

= fV

0

1

; : : : ; V

0

p�1

g o�u

V

0

1

= V

1

[ V

2

;

V

0

i

= V

i+1

pour i = 2; : : : ; p� 1;

est serr�ee pour x. Remarquons aussi que l'�equation d�e�nie par la partition �

0

j

peut être

obtenue �a partir de celle d�e�nie par �

j

et des �equations x(e) = 1 pour tout e 2 F

1

.

Donc, elle ne peut pas �gurer parmi les �equations du syst�eme (2.2). Consid�erons alors

le syst�eme obtenu �a partir du syst�eme (2.2) en rempla�cant l'�equation d�e�nie par �

j

par

celle d�e�nie par �

0

j

. Il est clair que le nouveau syst�eme est lin�eairement ind�ependant

et que x est la solution unique de ce syst�eme.

Maintenant, supposons que �(W

i

) \ F

1

6= ; pour un certain i 2 f1; : : : ; rg. On a donc

F

1

� �(W

i

). On suppose, sans perte de g�en�eralit�e, que v 2 W

i

(et v

1

2 V n W

i

).

Supposons que v

2

2 V nW

i

. Dans ce cas on a W

i

= fvg. Nous allons alors montrer

que x(e) = 1 pour tout e 2 F

2

. Supposons le contraire. Puisque x(e) = 1, pour tout

e 2 F

1

et x(�(v)) = x(�(W

i

)) = k, l'ensemble F

2

doit contenir deux arêtes f; g telles

que x(f) et x(g) soient fractionnaires. Soit x

0

le point d�e�ni par

x

0

(e) =

8

>

<

>

:

x(e) + ! si e = f;

x(e)� ! si e = g;

x(e) si e 2 E n ff; gg;

o�u ! est un scalaire su�samment petit. Il est facile de voir que x

0

est une solu-

tion de (2.2). Puisque x 6= x

0

, ceci contredit le fait que x est un point extrême de

P (G; k). En cons�equence, x(e) = 1 pour tout e 2 �(v), et donc l'�equation x(�(v)) = k

est redondante dans le syst�eme (2.2), ce qui contredit notre hypoth�ese.

Donc v

2

2 W

i

. Soit W

0

i

= W

i

n fvg. On a

x(�(W

0

i

)) = x(�(W

i

))� x(F

1

) + x(F

2

)

= k � x(F

1

) + x(F

2

)

� k;

ce qui implique que x(F

2

) � x(F

1

). Puisque x(e) = 1 pour tout e 2 F

1

et jF

2

j � jF

1

j,

on a x(F

2

) = x(F

1

), et par cons�equent �(W

0

i

) est serr�ee pour x. En rempla�cant la coupe
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�(W

i

) dans le syst�eme (2.2) par �(W

0

i

), on obtient un syst�eme lin�eairement ind�ependant

dont x est la solution unique.

Donc le syst�eme (2.2) peut être choisi de telle mani�ere que �(W

i

) \ F

1

= ; pour

i = 1; : : : ; r et E

�

j

\F

1

= ; pour j = 1; : : : ; s. Par cons�equent, pour tout e 2 F

1

; x(e)

apparait avec un coe�cient non nul dans une seule �equation du syst�eme (2.2), en

l'occurrence x(e) = 1. Ceci contredit l'a�rmation 2. D'o�u, il existe f 2 F

1

telle que

0 < x(f) < 1.

Maintenant, nous distinguons deux cas.

Cas 1. jF

1

j = d

k

2

e.

Dans ce cas, on a aussi jF

2

j = d

k

2

e. Sinon on aurait j�(v)j = k et x(e) = 1 pour tout

e 2 F

1

, ce qui contredirait l'a�rmation 3.

Par sym�etrie et d'apr�es l'a�rmation 3, il existe une arête g 2 F

2

telle que 0 < x(g) < 1.

Nous allons montrer que chaque partition �

j

; j = 1; : : : ; s (coupe �(W

i

), i = 1; : : : ; r),

contient soit F

1

et F

2

, soit ni l'un ni l'autre. En e�et, supposons qu'il existe une par-

tition �

j

= fV

1

; : : : ; V

p

g telle que F

1

� E

�

j

et F

2

\ E

�

j

= ; (la preuve est similaire

pour une coupe). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que v 2 V

1

. Donc on a

x([v; V

1

n fvg]) = x(F

2

) < d

k

2

e. Mais ceci contredit le lemme 2.1.ii).

Soit �x la solution donn�ee par

�x(e) =

8

>

<

>

:

x(e) + ! si e = f;

x(e)� ! si e = g;

x(e) si e 2 E n ff; gg;

o�u ! est un scalaire su�samment petit. La solution �x est aussi une solution du syst�eme

(2.2), ce qui contredit le fait que x est un point extrême.

Cas 2. jF

1

j > d

k

2

e.

Remarquons d'abord que f est la seule arête de F

1

dont la valeur est fractionnaire.

Sinon, on pourrait construire une autre solution de (2.2) comme ci-dessus, ce qui con-

tredirait le fait que x est la seule solution du syst�eme (2.2). Ainsi

x(F

1

) > d

k

2

e: (2.4)

D'apr�es le lemme 2.1.i), il en r�esulte que F

1

\ E

�

j

= ; pour j = 1; : : : ; s. Donc par
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l'a�rmation 2, il existe deux coupes �(W

i

) et �(W

j

), i; j 2 f1; : : : ; rg, qui contiennent

f . Puisque F

1

� �(W

i

) \ �(W

j

), d'apr�es (2.4) on a x(�(W

i

) \ �(W

j

)) > d

k

2

e. Mais ceci

contredit le lemme 2.1.iii). Ce qui termine la preuve de notre th�eor�eme. 2

Comme cons�equence du th�eor�eme 2.2, on obtient le r�esultat suivant qui a �et�e conjectur�e

par Chopra [16] et ind�ependamment d�emontr�e par Chopra et Stoer [19].

Corollaire 2.3 Si G = (V;E) est un graphe s�erie-parall�ele connexe (pas n�ecessaire-

ment k-arête connexe) et k est impair, alors P

k

(G) (voir section 1.2 du chapitre 1) est

donn�e par les in�egalit�es (1.1) et (1.5).

Preuve. Soit P

�

k

(G) = fx 2 IR

E

j x v�eri�e (1.1) et (1.5)g. Il su�t de d�emontrer que

les points extrêmes de P

�

k

(G) sont entiers. Supposons le contraire. Soit x un point ex-

trême fractionnaire de P

�

k

(G). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que x(e) > 0

pour tout e 2 E. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en rempla�cant

chaque arête e de E par dx(e)e arêtes e

1

; :::; e

dx(e)e

. Soit x

0

2 IR

E

0

la solution donn�ee

par

(

x

0

(e

i

) = 1 pour i = 1; : : : ; dx(e)e � 1;

x

0

(e

i

) = x(e)� dx(e)� 1e pour i = dx(e)e:

Il est clair que x

0

v�eri�e les in�egalit�es (1.1), (1.2) et (1.4). De plus, la solution x

0

est

un point extrême de P (G

0

; k). En e�et, si ceci n'est pas le cas, alors x

0

peut s'�ecrire

sous la forme

x

0

=

t

X

j=1

�

j

y

0

j

;

t

X

j=1

�

j

= 1;

o�u y

0

1

; : : : ; y

0

t

sont des points extrêmes de P (G

0

; k) et �

1

; : : : ; �

t

sont des scalaires posi-

tifs.

Soient y

1

; : : : ; y

t

2 IR

E

les solutions d�e�nies par

y

i

(e) =

dx(e)e

X

j=1

y

0

i

(e

j

) 8 e 2 E; i = 1; : : : ; t:

Il n'est pas di�cile de voir que y

1

; : : : ; y

t

2 P

�

k

(G). On a aussi x =

P

t

j=1

�

j

y

j

, ce qui

contredit le fait que x est un point extrême de P

�

k

(G). Par cons�equent, x

0

est un point
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extrême de P (G

0

; k). Comme x

0

est fractionnaire et G

0

est s�erie-parall�ele, ceci contredit

le th�eor�eme 2.2. 2

2.3 Le polytope kSECSP(G;S) dans les graphes

s�erie-parall�eles

�

Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un sous-ensemble de sommets S � V , un sous-

graphe Steiner de G, par rapport �a S, est un sous-graphe contenant S. Les sommets de

S sont appel�es terminaux et les sommets de V n S sont appel�es Steiner.

�

Etant donn�e

w 2 IR

E

, un vecteur de poids associ�e aux arêtes de G, le probl�eme du sous-graphe

Steiner k-arête connexe (kSECSP) consiste �a trouver un sous-graphe Steiner de G de

poids minimum tel que pour toute paire de sommets u et v de S, il existe au moins k

châ�nes arête-disjointes reliant u et v. Le poids d'un sous-graphe de G est la somme

des poids de ses arêtes. Winter a montr�e que si k 2 f0; 1; 2g, alors kSECSP peut se

r�esoudre en temps polynomial dans les graphes s�erie-parall�eles [82] et dans les graphes

de Halin [81].

Dans cette section, nous allons �etudier le probl�eme kSECSP et donner une caract�eri-

sation compl�ete du polytope associ�e dans la classe des graphes s�erie-parall�eles quand

k est pair.

Notons par kSECSP(G;S) l'enveloppe convexe des vecteurs d'incidence des sous-ensembles

F � E tels que G(F ) soit Steiner k-arête connexe, i.e.

kSECSP(G;S)=convfx

F

j G(F ) est Steiner k-arête connexeg.

Soit F � E. Si G(F ) est un sous-graphe Steiner k-arête connexe, alors le vecteur

d'incidence de F , x

F

, satisfait les contraintes suivantes

x(�(W )) � k 8 W � V; S 6=W \ S 6= ; (2.5)

Les in�egalit�es (2.5) sont appel�ees les contraintes de coupes Steiner. Dans la suite, nous

allons montrer que si G est s�erie-parall�ele et k est pair, alors kSECSP(G;S) est com-

pl�etement caract�eris�e par les in�egalit�es triviales et les contraintes de coupes Steiner.
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Ce qui g�en�eralise le r�esultat de Ba��ou et Mahjoub [6] pour k = 2.

Soit P (G;S; k) le polytope d�e�ni par les in�egalit�es (1.1), (1.2) et (2.5). Si x est un

point extrême de P (G;S; k), alors il existe deux sous-ensembles d'arêtes E

0

, E

1

� E,

et une famille de coupes Steiner f�(W

i

); i = 1; : : : ; rg tels que x soit la solution unique

du syst�eme

8

>

<

>

:

x(e) = 0 8 e 2 E

0

;

x(e) = 1 8 e 2 E

1

;

x(�(W

i

)) = k pour i = 1; : : : ; r;

(2.6)

o�u r + jE

0

j+ jE

1

j = jEj.

Lemme 2.4 Si �(W ) est une coupe Steiner serr�ee pour x, alors le syst�eme (2.6) peut

être choisi de telle mani�ere que: soit W

i

�W , soit W

i

� V nW pour i = 1; : : : ; r.

Preuve. La preuve utilise les mêmes id�ees que celles d�evelopp�ees par Cornu�ejols,

Fonlupt et Naddef [21] pour un r�esultat similaire. Supposons queW

1

\W 6= ;,W

1

6�W ,

W 6� W

1

. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que (W \W

1

) \ S 6= ;. Puisque

(V nW

1

) \ S 6= ;, alors au moins un des deux ensemblesW nW

1

et W nW

1

intersecte

S. On distingue deux cas :

Cas 1. (W nW

1

) \ S 6= ;.

Dans ce cas on a

2k = x(�(W )) + x(�(W

1

))

= x(�(W \W

1

)) + x(�(W nW

1

)) + 2x([W nW

1

;W

1

nW ])

� x(�(W \W

1

)) + x(�(W nW

1

))

� 2k:

Les deux derni�eres in�egalit�es proviennent du fait que �(W \W

1

) et �(W nW

1

) soient

deux coupes Steiner et que x(e) � 0 pour tout e 2 E. Par cons�equent

x(�(W \W

1

)) = x(�(W nW

1

)) = k;

x([W nW

1

;W

1

nW ]) = 0:



LE kSECSP(G;S) DANS LES GRAPHES S

�

ERIE-PARALL

�

ELES 49

Donc on peut remplacer x(�(W

1

)) = k par x(�(W \W

1

)) = k et x(�(W nW

1

)) = k.

Cas 2. (W nW

1

) \ S = ;.

Puisque W \ S 6= ; et W

1

\ S 6= ;, on en d�eduit que

(W

1

nW ) \ S 6= ;;

(W nW

1

) \ S 6= ;:

En consid�erant �(W ) �a la place de �(W ), on peut appliquer le cas 1. 2

Maintenant, nous pouvons donner le r�esultat principal de cette section.

Th�eor�eme 2.5 Si G = (V;E) est s�erie-parall�ele k-arête connexe et k est pair, alors

kSECSP(G;S) = P (G;S; k)

Preuve. La preuve de ce th�eor�eme utilise les mêmes techniques que celles utilis�ees

pour d�emontrer le th�eor�eme 2.2. Dans ce qui suit, nous d�emontrons seulement les

points sp�eci�ques au polytope kSECSP(G;S). Comme pour le th�eor�eme (2.2), nous

proc�edons par r�ecurrence sur le nombre d'arêtes de G. Supposons que le th�eor�eme

soit vrai pour tout graphe ayant au plus m arêtes et supposons que G contienne

m + 1 arêtes. Supposons que kSECSP(G;S) 6= P (G;S; k). Donc il existe un point

extrême fractionnaire x de P (G;S; k). Supposons aussi que, sous l'hypoth�ese de r�ecur-

rence, jSj soit maximum, c'est-�a-dire que pour tout graphe s�erie-parall�ele G

0

= (V

0

; E

0

)

avec jE

0

j = m + 1 et dont l'ensemble de teminaux S

0

est tel que jS

0

j > jSj, on a

kSECSP(G

0

; S

0

) = P (G

0

; S

0

; k).

D'apr�es la minimalit�e de G, on obtient

x(e) > 0 8 e 2 E: (2.7)

A�rmation 1. Si �(W ) est une coupe Steiner serr�ee pour x, alors G[W ] et G[W ] sont

connexes.

Preuve. Supposons que G[W ] ne soit pas connexe. Soient W

1

et W

2

deux sous-

ensembles de W tels que W

1

[ W

2

= W , W

1

\ W

2

= ; et [W

1

;W

2

] = ;. Puisque
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G est connexe, il en r�esulte que [W

1

;W ] 6= ; 6= [W

2

;W ]. D'apr�es (2.7), on a donc

x([W

1

;W ]) > 0 et x([W

2

;W ]) > 0. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que

W

1

\ S 6= ; et par cons�equent x(�(W

1

)) � k. On a

k = x(�(W )) = x([W

1

;W ]) + x([W

2

;W ])

= x(�(W

1

)) + x([W

2

;W ])

� k + x([W

2

;W ])

> k;

une contradiction.

Nous avons aussi l'a�rmation suivante dont la preuve est similaire �a celle de l'a�rmation

2 du th�eor�eme 2.2.

A�rmation 2. Chaque variable x(e) apparait dans au moins deux �equations du

syst�eme (2.6) avec des coe�cients non nuls.

D'apr�es le lemme 1.6, il existe un somment v adjacent �a exactement deux sommets v

1

et v

2

. On note F

1

(resp. F

2

) l'ensemble des arêtes entre v et v

1

(resp. v et v

2

). On

suppose que jF

1

j � jF

2

j et que si jF

1

j = jF

2

j, alors x(F

1

) � x(F

2

).

A�rmation 3. L'ensemble F

1

(F

2

) contient au plus une seule arête e telle que

0 < x(e) < 1.

Preuve. Supposons qu'il existe deux arêtes e

1

, e

2

2 F

1

telles que 0 < x(e

1

) < 1 et

0 < x(e

2

) < 1. Soit x

0

la solution suivante:

x

0

(e) =

8

>

<

>

:

x(e) + ! si e = e

1

;

x(e)� ! si e = e

2

;

x(e) si e 2 E n fe

1

; e

2

g;

o�u ! est un scalaire su�samment petit. Puisque x

0

est une solution du syst�eme (2.6)

et x

0

6= x, ceci contredit le fait que x est un point extrême de P (G;S; k).

A�rmation 4. Le syst�eme (2.6) peut être choisi de telle mani�ere que si jW

i

j � 2
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et v 2 W

i

, alors (W

i

n fvg) \ S 6= ;, i = 1; : : : ; r.

Preuve. L'a�rmation est �evidente si v 62 S. Supposons qu'il existe W

i

, pour un

certain i 2 f1; : : : ; rg, tel que W

i

\S = fvg et jW

i

j � 2. D'apr�es le lemme 2.4, on peut

supposer queW

j

� W

i

ou W

j

� W

i

pour j 2 f1; : : : ; rgnfig. Nous avons x(�(W )) � k

pour tout sous-ensembleW � V tel que v

1

2 W et W \S 6= ;. En e�et, si W \S 6= ;,

alors x(�(W )) � k. Donc supposons que W \ S = ;. Il en r�esulte que v 2 W et par

cons�equent F

1

� �(W ). De plus, �(W [ fvg) est une coupe Steiner. Si v

2

2 W , alors

x(�(W )) � x(�(v)) � k. Si v

2

2 W , alors �(W [ fvg) = (�(W ) n F

1

) [ F

2

. Comme

x(F

1

) � x(F

2

) et x(�(W [fvg)) � k, alors x(�(W )) � k. Donc, x est un point extrême

de P (G;S

0

; k), o�u S

0

= S [ fv

1

g. Puisque x est fractionnaire, par la maximalit�e de S,

nous avons v

1

2 S.

�

Etant donn�e que W

i

\S = fvg, il s'en suit que v

1

2 W

i

. Alors nous

avons v

2

2 W

i

, car sinon, puisque �(W

i

) est serr�ee pour x et x(e) > 0 pour tout e 2 E,

on a W

i

= fvg, ce qui contredit le fait que jW

i

j � 2. Si v

2

2 S, alors l'a�rmation est

d�emontr�ee. Donc supposons pour la suite que v

2

62 S.

Supposons que (W

i

nfv; v

2

g) 6= ;. Puisque [v;W

i

nfv

2

g] = ; et par le lemme 2.5, G[W

i

]

est connexe, il s'en suit que [v

2

;W

i

n fv; v

2

g] 6= ;. Soit f 2 [v

2

;W

i

n fv; v

2

g]. Comme

x(f) > 0, par l'a�rmation 1, f doit appartenir �a au moins une coupe Steiner serr�ee.

Soit �(T ) une telle coupe. D'apr�es notre hypoth�ese, il s'en suit que T � W

i

. Nous

avons

k = x(�(T )) � x(f) + x(�(v))

> k;

une contradiction. En cons�equence, W

i

= fv; v

2

g et E(W

i

) = F

2

. Par le lemme 2.4 et

notre hypoth�ese ci-dessus, chaque arête e de F

2

appartient �a au plus deux �equations

du syst�eme (2.6), en l'occurrence x(e) = 1 et x(�(v)) = k. Donc on a

x(e) = 1 8 e 2 �(v): (2.8)

Puisque l'�equation x(�(v)) = k est redondante par rapport aux �equations (2.8), chaque

arête de F

2

apparait dans exactement une �equation du syst�eme (2.6). Ce qui contredit

l'a�rmation 2, terminant ainsi la preuve de notre a�rmation.

Dans le reste de la d�emonstration, on suppose que v 2 W

i

, i = 1; : : : ; r.
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A�rmation 5. x(F

1

) = x(F

2

) et jF

1

j = jF

2

j.

Preuve. Par l'a�rmation 2, il doit exister une coupe W

i

0

, i

0

2 f1; : : : ; rg, telle que

F

1

� �(W

i

0

). On peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que jW

i

0

j soit maximum.

Si W

i

0

= fvg, alors, par la maximalit�e de jW

i

0

j, la coupe �(W

i

0

) est l'unique coupe

Steiner contenant F

1

dans le syst�eme (2.6). Puisque, par l'a�rmation 2, chaque arête

de F

1

doit appartenir �a au moins une autre contrainte serr�ee, on a x(e) = 1 pour tout

e 2 F

1

. D'o�u

x(e) = 1 8 e 2 �(W

i

0

):

Par cons�equent, l'�equation x(�(W

i

0

)) = k est redondante dans le syst�eme (2.6). Ce

qui contredit le fait que le syst�eme (2.6) soit nonsingulier. En cons�equence, jW

i

0

j � 2

et v

2

2 W

i

. Puisque, par l'a�rmation 4, on a (W

i

0

n fvg) \ S 6= ;, il en r�esulte que

�(W

i

0

n fvg) est une coupe Steiner. D'o�u

k � x(�(W

i

0

n fvg)) = x(�(W

i

0

)) + x(F

2

)� x(F

1

)

= k + x(F

2

)� x(F

1

)

� k:

Par cons�equent, on a

8

>

<

>

:

x(�(W

i

0

n fvg)) = k;

x(F

2

) = x(F

1

);

jF

1

j = jF

1

j:

A�rmation 6. Le syst�eme (2.6) ne contient pas l'�equation x(�(v)) = k.

Preuve. Supposons le contraire. Donc il existe une arête e

1

2 F

1

telle que 0 < x(e

1

) <

1. Puisque x(F

1

) = x(F

2

), il doit exister une arête e

2

2 F

2

telle que x(e

2

) = x(e

1

). Soit

t = jF

1

j = jF

2

j. On a

x(�(v)) = x(F

1

) + x(F

2

)

= (t� 1) + (t� 1) + x(e

1

) + x(e

2

)

= 2(t� 1) + 2x(e

1

)

= k:

Comme 0 < x(e

1

) < 1, ceci implique que k n'est pas pair, une contradiction. Donc

x(e) = 1 pour toute arête e 2 �(v) et par cons�equent, le syst�eme (2.6) ne peut contenir
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l'�equation x(�(v)) = k.

Soit

F

1

i

= fe 2 F

i

j x(e) = 1g; i 2 f1; 2g:

Soit J = fj 2 f1; : : : ; rg j F

1

� �(W

j

)g. Puisque l'�equation x(�(v)) = k n'appartient

pas au syst�eme (2.6), on a alors jW

j

j � 2 pour tout j 2 J . Soit W

0

j

= W

j

n fvg pour

tout j 2 J . D'apr�es l'a�rmation 4, la coupe �(W

0

j

) est une coupe Steiner pour tout

j 2 J . Comme x(F

1

) = x(F

2

), on a x(�(W

0

j

)) = k pour tout j 2 J .

Consid�erons le syst�eme (2:6)

0

obtenu �a partir du syst�eme (2:6) en rempla�cant les �equa-

tions x(�(W

j

)) = k par x(�(W

0

j

)) = k pour tout j 2 J et en supprimant les �equations

x(e) = 1 pour tout e 2 F

1

1

.

Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en contractant F

1

. Soit S

0

=

(S n fv; v

1

g) [ fv

0

g si fv; v

1

g \ S 6= ; et S

0

= S sinon, o�u v

0

est le sommet qui r�e-

sulte de la contraction de F

1

. Soit x

0

la restriction de x dans G

0

. Il est clair que

x

0

2 P (G

0

; S

0

; k). De plus, x

0

est une solution du syst�eme (2:6)

0

. Comme jE

0

j < jEj,

d'apr�es les hypoth�eses de r�ecurrence P (G

0

; S

0

; k) est entier. Puisque x

0

est fraction-

naire, il existe alors un point extrême entier y

0

de P (G

0

; S

0

; k) qui est aussi une solution

du syst�eme (2:6)

0

. Nous distinguons deux cas:

Cas 1. F

1

1

6= F

1

.

Donc F

1

2

6= F

2

. Par cons�equent, il existe deux arêtes e

1

2 F

1

et e

2

2 F

2

telles que

0 < x(e

1

) = x(e

2

) < 1. Soit y 2 IR

E

la solution donn�ee par

y(e) =

8

>

<

>

:

y

0

(e) si e 2 E n F

1

;

1 si e 2 F

1

1

;

y

0

(e

2

) si e = e

1

:

Il n'est pas di�cile de voir que y est aussi une solution du syst�eme (2.6). Puisque

y 6= x, ceci contredit le fait que x est la solution unique du syst�eme (2.6).

Cas 2. Si F

1

1

= F

1

.

Donc F

1

2

= F

2

. Soit y 2 IR

E

la solution donn�ee par
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y(e) =

(

y

0

(e) si e 2 E n F

1

;

1 si e 2 F

1

:

Comme dans le cas 1, il est facile de voir que y est une solution du syst�eme (2.6).

Puisque y

1

6= x, ceci contredit le fait que x est la solution unique du syst�eme (2.6). Ce

qui ach�eve la preuve de notre th�eor�eme. 2

Soient G = (V;E) un graphe connexe, S � V un ensemble de sommets terminaux, k un

entier positif et w 2 IR

E

un vecteur de poids associ�e aux arêtes de G . Consid�erons le

probl�eme suivant: d�eterminer un vecteur entier x 2 IN

E

tel que G(E(x)) soit Steiner k-

arête connexe de poids minimum, o�u E(x) est l'ensemble d'arêtes obtenu en rempla�cant

chaque arête e 2 E par x(e) arêtes. On note par P

k

(G;S) l'enveloppe convexe des

solutions de ce probl�eme, i.e.

P

k

(G;S) =convfx 2 IN

E

j G(E(x)) est Steiner k-arête connexe g.

Comme cons�equence du th�eor�eme 2.5, on obtient le r�esultat suivant qui g�en�eralise le

r�esultat de Ba��ou [4] pour k = 2.

Corollaire 2.6 Si G = (V;E) est un graphe s�erie-parall�ele connexe (pas n�ecessaire-

ment k-arête connexe) et k est pair, alors P

k

(G;S) est compl�etement caract�eris�e par

les in�egalit�es (1.1) et (2.5).

Preuve. Similaire �a celle du corollaire 2.3. 2

SoientG = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele et S � V l'ensemble des sommets terminaux

de V . Soit fV

1

; : : : ; V

p

g une partition de V telle que

i) G(V

i

) soit connexe pour i = 1; : : : ; p;

ii) V

i

\ S 6= ; pour i = 1; : : : ; p:

Alors l'in�egalit�e

x(�(V

1

; : : : ; V

p

)) � d

k

2

ep � 1 (2.9)
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est valide pour kSECSP(G;S). Les in�egalit�es (2.9) seront appel�ees les in�egalit�es de

SP-partitions Steiner. Elles g�en�eralisent les in�egalit�es de SP-partitions donn�ees dans

le chapitre 1.

Contrairement au cas o�u S = V , les contraintes de SP-partitions Steiner et les con-

traintes triviales ne sont pas su�santes pour d�ecrire le polytope kSECSP(G;S) quand

G est s�erie-parall�ele et k est impair et ce même pour k = 1. En e�et, consid�erons le

graphe donn�e par la �gureureure 2.1, o�u les cercles noirs repr�esentent les sommets ter-

minaux. Et consid�erons la solution donn�ee sur les arêtes de ce graphe. Cette solution

est un point extrême fractionnaire du polytope d�e�ni par les in�egalit�es triviales et les

in�egalit�es de SP-partitions Steiner pour k = 1.

Cette solution viole l'in�egalit�e de trou impair x(E) � 4 introduite par Chopra et Rao

[17] et qui d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S).

0.50.5

0.250.25
0.5

0.25

0.50.5

0.5

2v

1v

u3 u2

u1

3v

Figure 2.1 :

Dans ce qui suit, nous donnons une classe de contraintes valides pour kSECSP(G;S)

quand k est impair. Cette classe g�en�eralise la classe des contraintes de trou impair

pour k = 1.

Soient m � 3 un entier impair, k un entier impair et

~

G

m

= (

~

V

m

;

~

E

m

) le graphe tel que

~

V

m

= fu

1

; : : : ; u

m

; v

1

; : : : ; v

m

g;

~

E

m

= f[u

i

; v

i

]; [u

i

; v

i�1

]; (v

i

; v

i�1

) : i = 1; : : : ;mg;

o�u j[u

i

; v

i

]j = j[u

i

; v

i�1

]j =

k+1

2

; i = 1; : : : ;m (les indices sont modulo m). Soit

~

S

m

= fu

1

; : : : ; u

m

g l'ensemble des sommets terminaux de

~

G

m

(voir �gure 2.2 pour

~

G

3

).
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On note v

m

= v

0

. Consid�erons l'in�egalit�e suivante

X

e2

~

E

m

x(e) � (k + 1)m � 2: (2.10)

Th�eor�eme 2.7 L'in�egalit�e (2.10) est valide pour le polytope kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

).

Preuve. Il est facile de v�eri�er le th�eor�eme pour m = 3. Supposons maintenant que

m > 3. Soit F un ensemble d'arêtes de

~

E

m

induisant un sous-graphe Steiner k-arête

connexe de

~

G

m

. Puisque u

i

est un sommet terminal, il en r�esulte que j�(u

i

) \ F j � k.

Soit E

i

l'ensemble d'arêtes induit par les sommets fu

i

; v

i

; v

i�1

g pour i = 1; : : : ;m.

Comme �(u

i

) � E

i

, on a jF \ E

i

j � k pour i = 1; : : : ;m. Supposons qu'il existe trois

ensembles E

i

, E

j

et E

l

, i; j; l 2 f1; : : : ;mg, tels que jE

i

\ F j = jE

j

\ F j = jE

l

\ F j =

k. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que i < j et V (E

i

) \ V (E

j

) = ;.

Puisque jE

i

\ F j = jE

j

\ F j = k, il en r�esulte que (v

i

; v

i�1

); (v

j

; v

j�1

) 62 F . On

peut aussi supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que j[v

i

; u

i

] \ F j =

k�1

2

. Aussi, il existe

un sommet w 2 fv

j

; v

j�1

g tel que j[w; u

j

] \ F j =

k�1

2

. Soit U = fv

i

; : : : ; v

j�1

g [

fu

i+1

; : : : ; u

j�1

g si w = fv

j�1

g et U = fv

i

; : : : ; v

j�1

g [ fu

i+1

; : : : ; u

j

g sinon. On a

x

F

(�(U)) = x

F

([u

i

; v

i

] [ [u

j

; w]). Donc x

F

(�(U)) = k � 1. Comme �(U) est une

coupe Steiner, ceci est impossible. Donc, il existe au plus deux ensembles E

i

et E

j

,

i; j 2 f1; : : : ;mg, tels que jF \E

i

j = jF\E

j

j = k. Il en r�esulte que jF\E

l

j � k+1 pour

tout l 2 f1; : : : ;mgnfi; jg. En cons�equence, jF j � k+k+(m�2)(k+1) = (k+1)m�2:

2

v

1

2

v

u3 u2

u1

3v

Figure 2.2 :

~

G

3

Th�eor�eme 2.8 L'in�egalit�e (2.10) d�e�nit une facette du polytope kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

).
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Preuve. Notons par a

T

x � � la contrainte (2.10) et par F la face de kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

)

d�e�nie par cette contrainte. Supposons qu'il existe une contrainte b

T

x � � d�e�nissant

une facette de kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

) telle que F � P = fx 2 kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

) j b

T

x = �g:

Puisque le polytope kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

) est de pleine dimension, pour montrer que F

est une facette il su�t de montrer qu'il existe � > 0 tel que b = �a.

Notons �a nouveau par E

i

le sous-ensemble d'arêtes induit par les sommets fu

i

; v

i

; v

i�1

g,

pour i 2 f1; : : : ;mg. Dans ce qui suit, nous allons montrer que

b(e) = �

i

8 e 2 E

i

: (2.11)

Soit F =

S

i=1;:::;m

�(u

i

). Soient e

1

; e

2

2 [u

i

; v

i

] et f 2 [u

i+1

; v

i

]. Consid�erons les ensembles

d'arêtes C = F nff; e

1

g et C

0

= (C[fe

1

g)nfe

2

g. Les deux ensembles C et C

0

induisent

deux sous-graphes Steiner k-arête connexes. De plus, leurs vecteurs d'incidences x

C

et

x

C

0

satisfont (2.10) �a l'�egalit�e. D'o�u

b

T

x

C

= b

T

x

C

0

= �:

Donc, on a b(e

1

) = b(e

2

). Comme e

1

et e

2

sont deux arêtes quelconques de [u

i

; v

i

], ceci

implique que

b(e) = �

1

i

8 e 2 [u

i

; v

i

]: (2.12)

D'une mani�ere similaire, on montre que

b(e) = �

2

i

8 e 2 [u

i

; v

i�1

]: (2.13)

Soient f

1

2 [u

i

; v

i

], f

2

2 [u

i

; v

i�1

], f

3

2 [u

i+1

; v

i+1

] et f

4

2 [u

i+2

; v

i+1

] pour i 2

f1; : : : ;mg. Soit

T

i

= F n ff

1

; f

2

; f

3

; f

4

g; i = 1; : : : ;m:

Consid�erons les sous-ensembles d'arêtes suivants:

T

1

i

= T

i

[ ff

1

; f

2

g;

T

2

i

= T

i

[ ff

2

; (v

i

; v

i�1

)g;

T

3

i

= T

i

[ ff

1

; (v

i

; v

i�1

)g:
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Les ensembles T

j

i

, i = 1; : : : ;m et j = 1; : : : ; 3, induisent des sous-graphes Steiner

k-arête connexes. Comme leurs vecteurs d'incidences x

T

j

i

satisfont (2.10) �a l'�egalit�e,

on a

b

T

x

T

j

i

= �; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; 3:

Donc

b(f

1

) + b(f

2

) = b(f

2

) + b(v

i

; v

i�1

) = b(f

1

) + b(v

i

; v

i�1

):

Et par cons�equent, on obtient b(f

1

) = b(f

2

) = b(v

i

; v

i�1

). D'apr�es (2.12) et (2.13), on

obtient (2.11).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que �

i

= �

j

pour tous i; j 2 f1; : : : ;mg (i 6= j).

Puisque m est impair, il su�t de montrer que �

i�1

= �

i+1

, i = 1; : : : ;m (mod m).

Soient g

1

2 [u

i

; v

i

], g

2

2 [u

i+1

; v

i

], g

3

2 [u

i�1

; v

i�1

] et g

4

2 [u

i

; v

i�1

]. Consid�erons les

sous-ensembles d'arêtes:

T

4

i

= F n fg

1

; g

2

g;

T

5

i

= F n fg

3

; g

4

g:

Les ensembles T

4

i

et T

5

i

induisent des sous-graphes Steiner connexes. De plus, on a

a

T

x

T

4

i

= a

T

x

T

5

i

= �. D'o�u, b

T

x

T

4

i

= b

T

x

T

5

i

= �. Et en cons�equence, on obtient

b(g

1

) + b(g

2

) = b(g

3

) + b(g

4

):

D'apr�es (2.11), on a �

i�1

+ �

i

= �

i

+ �

i+1

. D'o�u, �

i�1

= �

i+1

. Et par cons�equent,

�

i

= �

j

pour tous i; j 2 f1; : : : ;mg. Ceci implique que b(e) = � pour tout e 2

~

E

m

pour un certain scalaire � 2 IR. D'apr�es le lemme 1.5, on a � � 0. Puisque P �

kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

), il s'en suit que � 6= 0. Ce qui prouve que F est une facette de

kSECSP(

~

G

m

;

~

S

m

). 2

Le probl�eme kSECSP est une relaxation du probl�eme suivant, introduit par Monma

et al. [62]: �etant donn�es un graphe G = (V;E) muni d'un syst�eme de poids sur ses

arêtes, et S � V , trouver un sous-graphe k-arête connexe de G contenant S de poids

minimum. Notons par SkECSP(G;S) le poly�edre associ�e �a ce probl�eme. Dans [6],
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Ba��ou et Mahjoub ont montr�e que si G est s�erie-parall�ele, alors S2ECSP(G;S) est

donn�e par les in�egalit�es triviales, les in�egalit�es de coupes Steiner et les in�egalit�es

x(�(W ))� 2x(e) � 0 8W � V; S �W; e 62 E(W ):

Notre r�e
exion sur ce probl�eme nous motive �a donner la conjecture suivante:

Conjecture 2.1 Soient G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele et S � V . Si k est

pair, alors SkECSP(G;S) est donn�e par les in�egalit�es triviales, les in�egalit�es de coupes

Steiner et les in�egalit�es

x(�(W ))� kx(e) � 0 8W � V; S �W; e 62 E(W ). 2

2.4 Le polytope kESCP(G) dans la classe H

k

Un graphe G = (V; T [C) est dit de Halin, si T est un arbre qui ne contient pas de som-

mets de degr�e deux et C est un cycle dont les sommets sont les sommets pendants de

T . Plusieurs probl�emes d'optimisation combinatoire NP-di�ciles dans le cas g�en�eral,

peuvent se r�esoudre en temps polynomial dans les graphes de Halin [81].

�

Etant donn�e un entier n � 3, une roue de taille n est le graphe (U;E) tel que

U = fw; u

1

; : : : ; u

n

g et E = fe

1

; : : : ; e

n

; f

1

; : : : ; f

n

g, o�u e

i

= (u

i

; u

i+1

) et f

i

= (w; u

i

),

pour i = 1; : : : ; n (mod n). Si on remplace chaque arête f

i

par (k� 1) arêtes parall�eles

(k � 3), le graphe ainsi obtenu sera appel�e une (k � 1)-roue de taille n.

Un graphe de Halin se d�ecompose en roues par des coupes form�ees de trois arêtes.

Dans [9], Barahona et Mahjoub utilisent cette d�ecomposition pour donner une carac-

t�erisation compl�ete du polytope 2ECSP(G) quand G est un graphe de Halin.

Dans cette section, nous �etudions le polytope kECSP(G) dans une classe de graphes

qui g�en�eralise celle des graphes de Halin.

Un graphe G = (V;E) est dit k-arête connexe minimal, si pour toute arête e 2 E il

existe une coupe �(S) � E contenant e telle que j�(S)j = k + 1. Les graphes de Halin

sont 3-arête connexes minimaux.
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Soit H

k

la classe des graphes G

k

= (V; T

k

[ C) tels que G

k

puisse être obtenu �a partir

d'un graphe de Halin G = (V; T [ C) en rempla�cant chaque arête e 2 T par (k � 1)

arêtes parall�eles. Chaque ensemble d'arêtes multiples F (jF j = k�1) est contenu dans

une coupe unique �

F

= F [ ff

1

; f

2

g telle que f

1

; f

2

2 C. On note par V (C) l'ensemble

des sommets induits par C. Les graphes de type H

k

sont donc des graphes k-arêtes

connexes minimaux.

Si u est un sommet de V n V (C), on note par P

u

l'ensemble

S

f�

F

: F � �(u)g n �(u)

et par N(u) le nombre des voisins de u. Soient u

1

; : : : ; u

N(u)

les voisins de u. On

note par F

u

i

l'ensemble d'arêtes [u; u

i

] et par S

u

i

l'ensemble de sommets tel que �

F

u

i

=

�(S

u

i

) et u 62 S

u

i

, pour i = 1; : : : ; N(u). Soit G

0

k

le graphe obtenu �a partir de G

k

en

contractant les ensembles S

u

i

, et soit s

u

i

le sommet r�esultant de la contraction de S

u

i

,

i = 1; : : : ; N(u). Le graphe G

0

k

est une (k � 1)-roue.

�

Etant donn�e un ensemble d'arêtes T qui induit un sous-graphe k-arête connexe de G

k

,

la restriction de T dans G

0

k

induit un sous-graphe k-arête connexe de G

0

k

. Donc, le

vecteur d'incidence de T , x

T

, v�eri�e les in�egalit�es suivantes:

x(�(s

u

i

) n F

u

i

) � 1; i = 1; : : : ; N(u):

En sommant ces N(u) in�egalit�es, on obtient

2x(P

u

) � N(u):

En divisant par deux, et en arrondissant le membre de droite au plus petit entier

sup�erieur, on obtient

x(P

u

) � d

N(u)

2

e: (2.14)

Remarque 2.2 L'in�egalit�e (2.15) est une in�egalit�e de r-recouvrement g�en�eralis�ee.

Dans ce qui suit, nous allons donner une description compl�ete du polytope kECSP(G)

quand G est une (k � 1)-roue avec k � 3.

Soit W

n

= (U

n

; E

n

) une (k � 1)-roue, k � 3, de taille n (n � 3) avec

U

n

= fw; u

1

; : : : ; u

n

g;

E

n

= fe

i

= (u

i

; u

i+1

) : i = 1; : : : ; n mod(n)g [ (

[

i=1;:::;n

F

i

);
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o�u F

i

= [w; u

i

] avec jF

i

j = k � 1, i = 1; : : : ; n. On note par C le cycle e

1

; : : : ; e

n

(voir

�gure 2.3).

Lemme 2.9 Soit P (W

n

) le polytope donn�e par

0 � x(e) � 1 8 e 2 E

n

;

x(�(u

i

)) � k i = 1; : : : ; n;

x(C) � d

n

2

e si n est impair:

Alors P (W

n

) = kECSP (W

n

).

u1
u n-1

u n

u i

u2w

Figure 2.3 : W

n

Preuve. Supposons que n = 2t+1 (le cas o�u n est pair peut être trait�e d'une mani�ere

similaire).

Si P (W

n

) 6= kECSP(W

n

), alors il existe un point extrême fractionnaire x de P (W

n

).

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que x contient le maximum de composantes

enti�eres parmi tous les points extrêmes fractionnaires de P (W

n

). Soit S(x) un syst�eme

de P (W

n

) d�e�nissant x (i.e. x est la solution unique de S(x)). D'apr�es l'hpoth�ese sur

x, on a l'a�rmation suivante:

A�rmation 1. Soit e une arête de E

n

. Si 0 < x(e) < 1, alors x(e) apparait dans au

moins deux �equations de S(x).

Comme cons�equence de cette a�rmation, on a

A�rmation 2. x(e) 2 f0; 1g, 8 e 2 E

n

n C.
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Soit G

f

le graphe induit par E

f

= fe 2 E

n

j 0 < x(e) < 1g. D'apr�es l'a�rmation 2,

E

f

� C.

Preuve. Soit e une arête de F

i

pour un certain i 2 f1; : : : ; ng. Supposons que x(e)

soit fractionnaire. Puisque x(�(u

i

)) � k est la seule contrainte non triviale de P (W

n

)

contenant x(e), il en r�esulte que x(e) apparait au plus dans une �equation de S(x), une

contradiction avec l'a�rmation 1.

A�rmation 3. Le syst�eme S(x) contient l'�equation x(C) = d

n

2

e = t+ 1.

Preuve. Supposons le contraire. Dans ce cas (voir Nemhauser and Wosley [65]), les

composantes connexes de G

f

sont des cycles impairs et x(e) =

1

2

, 8 e 2 E

f

. D'apr�es

l'a�rmation 2 le graphe G

f

est induit par les arêtes de C. Par cons�equent, x(C) = t+

1

2

,

une contradiction.

Maintenant, nous distinguons deux cas:

Cas 1. E

f

� C.

Soit G

1

une composante connexe de G

f

. Si G

1

est une châ�ne paire que l'on peut

supposer, sans perte de g�en�eralit�e, e

1

; : : : ; e

2p

, p � 1, alors la solution y donn�ee par

y(e) =

8

>

<

>

:

x(e) si e 2 E

n

n fe

1

; : : : ; e

2p

g;

x(e) +

1

2

si e 2 fe

1

; e

3

; : : : ; e

2p�1

g;

x(e)�

1

2

si e 2 fe

2

; e

4

; : : : ; e

2p

g;

est une solution de S(x), une contradiction.

Supposons maintenant que G

1

soit une châ�ne impaire. On peut supposer, sans perte

de g�en�eralit�e, que cette châ�ne est constitu�ee des arêtes e

1

; : : : ; e

2p�1

(p � 1). D'apr�es

l'a�rmation 1, x(e

2p�1

) doit apparâ�tre dans au moins deux �equations de S(x). Par

cons�equent, x(�(v

2p�1

)) = k (l'autre �equation qui contient x(e

2p�1

) est x(C) = t+ 1).

Soit ~x 2 IR

E

n

la solution donn�ee par

~x(e) =

8

>

<

>

:

x(e) si e 2 E n fe

1

; : : : ; e

2p�1

g;

1 si e 2 fe

1

; e

3

; : : : ; e

2p�1

g;

0 si e 2 fe

2

; e

4

; : : : ; e

2p�2

g:

Il est clair que ~x 2 P (W

n

). De plus, ~x serre toutes les contraintes serr�ees pour x sauf
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x(C) = t + 1. Nous allons montrer que ~x(e) 2 f0; 1g, 8 e 2 E

n

. En e�et, s'il existe

une arête e 2 E

n

telle que 0 < ~x(e) = x(e) < 1, alors ~x ne peut pas être un point

extrême de P (W

n

); car x contient le maximum de composantes enti�eres parmi tous les

points extrêmes fractionnaires de P (W

n

). Par cons�equent, il existe un point extrême

z 2 P (W

n

) qui serre les mêmes contraintes serr�ees pour ~x. Puisque x est suppos�e

contenir le maximum de composantes enti�eres parmi tous les points extrêmes fraction-

naires de P (W

n

), il en r�esulte que z est entier. Comme ~x(C) < t+ 2, on peut choisir

z tel que l'on ait z(C) < t + 2. Puisque z est entier, il s'en suit que z(C) � t + 1.

Par cons�equent, z(C) = t+ 1. Donc, z serre toutes les contraintes serr�ees pour x, une

contradiction.

Puisque x(e) = ~x(e) 2 f0; 1g, 8 e 2 E

n

n fe

1

; : : : ; e

2p�1

g et E

f

� C, il existe

j 2 f2p + 1; : : : ; 2t + 1g tel que x(�(u

j

)) = k + 1. Dans ce cas, on peut choisir le

syst�eme S(x) de telle mani�ere qu'il ne contienne pas l'�equation x(C) = t + 1, ce qui

est en contradiction avec l'a�rmation 3.

Cas 2. E

f

= C.

Si x(�(u

i

)) = k, i = 1; : : : ; 2t + 1, alors on a x(e) =

1

2

, 8 e 2 C. Par cons�equent,

x(C) = t+

1

2

, une contradiction.

Supposons qu'il existe deux sommets u

i

et u

j

, i; j 2 f1; : : : ; 2t+1g, tels que x(�(u

i

)) > k

et x(�(u

j

)) > k. On peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que i < j et que (j � i)

est pair. Soit ~x 2 IR

E

n

la solution suivante:

~x(e) =

8

>

<

>

:

x(e) si e 2 E

n

n fe

i

; : : : ; e

j�1

g;

x(e) +

1

2

si e 2 fe

i

; e

i+2

; : : : ; e

j�2

g;

x(e)�

1

2

si e 2 fe

i+1

; e

i+3

; : : : ; e

j�1

g:

Il est clair que ~x est une solution de S(x), une contradiction.

Donc, il existe un seul sommet u

i

pour un certain i 2 f1; : : : ; 2t + 1g, tel que k <

x(�(u

i

) < k + 1 et x(�(u

j

)) = k pour j 2 f1; : : : ; 2t + 1g n fig. Ce qui implique que

x(C) < t+ 1, une contradiction. 2

Th�eor�eme 2.10 Soit G

k

= (V;E

k

) = (V; T

k

[ C) un graphe de H

k

(k � 3). Soit

P (G

k

) le polytope donn�e par
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0 � x(e) � 1 8 e 2 E

k

;

x(�

F

) � k 8 F; un ensemble de (k � 1) arêtes multiples de E

k

;

x(P

u

) � d

jN(u)j

2

e 8 u 2 V n V (C) tel que jN(u)j est impair:

Alors P (G

k

) = kECSP(G

k

).

Preuve. La d�emonstration est par r�ecurrence sur jV j. D'apr�es le lemme 2.9, le

th�eor�eme est vrai si G

k

est une (k � 1)-roue. Supposons que le th�eor�eme reste vrai

pour tout graphe de type H

k

ayant au plus m sommets et supposons que G

k

contienne

exactement m+ 1 sommets.

Pour montrer le th�eor�eme, il su�t de montrer que les points extrêmes de P (G

k

) sont

entiers. Pour cela, supposons que P (G

k

) contienne un point extrême fractionnaire x.

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que x contient le maximum de composantes

enti�eres parmi tous les points extrêmes fractionnaires de P (G

k

).

Comme dans l'a�rmation 3 du th�eor�eme 2.5, on a l'a�rmation suivante.

A�rmation 1. Chaque sous-ensemble de (k � 1) arêtes multiples de E

k

contient

au plus une seule arête f telle que 0 < x(f) < 1.

Soit S(x) un syst�eme de P (G

k

) lin�eairement ind�ependant qui d�e�nit x. Comme con-

s�equence de l'hypoth�ese de maximalit�e de x, on a l'a�rmation suivante dont la d�emon-

stration est similaire �a celle de l'a�rmation 2 du th�eor�eme 2.2.

A�rmation 2. Si e 2 E

k

tel que 0 < x(e) < 1, alors x(e) apparait dans au moins

deux �equations de S(x) avec des coe�cients non nuls.

Remarquons que dans un graphe de H

k

qui n'est pas une (k�1)-roue, il existe toujours

un sommet s

0

2 V n V (C) qui est adjacent �a un seul sommet s

1

2 V n V (C). Soient

v

1

; : : : ; v

t

les sommets de V (C) adjacents �a s

0

. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut sup-

poser que le sous-graphe engendr�e par les sommets v

1

; : : : ; v

t

est une châ�ne (v

1

; : : : ; v

t

).

On note W

0

= fs

0

; v

1

; : : : ; v

t

g, F

0

= [s

0

; s

1

] et F

i

= [s

0

; v

i

] pour i = 1; : : : ; t. Soient

f

1

; f

2

2 �

F

0

n F

0

tels que f

1

2 �(v

1

) et f

2

2 �(v

t

) (voir �gure 2.4).
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v 1

v 2

v j
v t-1

v t

f1

S 1

S 0

W0

f2

Figure 2.4 :

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que S(x) contient l'�equation x(P

s

0

) = d

N(s

0

)

2

e

seulement si tous les syst�emes lin�eairement ind�ependants de P (G

k

) qui d�e�nissent x

contiennent cette �equation. Sous cette hypoth�ese, on suppose que S(x) contient le

nombre maximum d'in�egalit�es triviales serr�ees pour x.

Puisque pour toute arête e 2 F

i

, il existe au plus une contrainte non triviale de P (G

k

)

qui contient x(e), en l'occurence x(�

F

i

) = k, d'apr�es l'a�rmation 2 on a x(e) 2 f0; 1g

pour tout e 2 F

i

et pour tout i 2 f1; : : : ; tg. Soit e

i

= (v

i

; v

i+1

), i = 1; : : : ; t� 1. Nous

distinguons les cas suivants:

Cas 1. t = 2p + 1 (p � 1).

Cas 1.1. Supposons que x(e) 2 f0; 1g pour tout e

i

= (v

i

; v

i+1

), i = 1; : : : ; 2p.

Dans ce cas, vu l'hypoth�ese sur S(x) et le fait que x(e) soit entier pour tout e 2 F

i

, le

syst�eme S(x) ne contient aucune �equation de type x(�

F

i

) = k, i = 1; : : : ; t. Par con-

s�equent, la restriction x

0

de x dans le graphe G

0

k

obtenu �a partir de G

k

en contractant

W

0

est un point extrême fractionnaire de P (G

0

k

), une contradiction, car G

0

k

contient

moins de sommets que G

k

.

Cas 1.2. Supposons qu'il existe une arête e

i

= (v

i

; v

i+1

), i 2 f1; : : : ; 2pg, telle que

0 < x(e

1

) < 1.

Comme x(�(v

i

)) = k et x(�(v

i+1

) = k sont les seules �equations contenant x(e

i

) qui
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peuvent appartenir au syst�eme S(x), alors, d'apr�es l'a�rmation 2, il en r�esulte que

x(�(v

i

)) = x(�(v

i+1

)) = k. Puisque x(e) 2 f0; 1g, 8 e 2 F

j

, on en d�eduit que

0 < x(e

j

) < 1 pour j = 1; : : : ; t. Donc d'apr�es l'a�rmation 2, le syst�eme S(x)

contient les �equations x(�(v

j

)) = k, j = 1; : : : ; 2p. Ces �equations impliquent que

x(�(v

j

) n F

j

) = 1, j = 1; : : : ; 2p. D'o�u, x(f

1

) + x(f

2

) = 1 et par cons�equent x(�

F

0

) = k.

Donc, le syst�eme S(x) ne contient pas l'�equation x(�

F

0

) = k. Soit y la solution donn�ee

par

y(e) =

(

x(e) si e 62 fe

i

j i = 1; : : : ; 2pg;

1 si e 2 fe

i

j i = 1; : : : ; 2pg:

La solution y est une solution du syst�eme S

0

(x) obtenu �a partir de S(x) en rempla�cant

les t �equations x(�(v

i

)) = k, i = 1; : : : ; t, par les �equations x(e

i

) = 1, i = 1; : : : ; 2p et

x(�(F

0

)) = k. Puisque S

0

(x) est lin�eairement ind�ependant, il en r�esulte que y est un

point extrême fractionnaire de P (G

k

). Ceci contredit le fait que x contient le maximum

de composantes enti�eres parmi tous les points extrêmes fractionnaires de P (G

k

).

Cas 2. t = 2p.

Le cas o�u le syst�eme S(x) ne contient pas la contrainte serr�ee x(P

s

0

) = p + 1 et le cas

o�u x(e

i

) 2 f0; 1g, i = 1; : : : ; 2p� 1, peuvent être trait�es de la même mani�ere que le cas

1.

Supposons maintenant que le syst�eme S(x) contient l'�equation x(P

s

0

) = p + 1 et qu'il

existe e

i

0

= (v

i

0

; v

i

0

+1

), i

0

2 f1; : : : ; 2p � 1g, tel que 0 < x(e

i

0

) < 1. Nous allons

montrer que 0 < x(e

i

) < 1, i = 1; : : : ; 2p� 1. En e�et, supposons qu'il existe une arête

e

j

= (v

j

; v

j+1

), j 2 f1; : : : ; 2p� 1g n fi

0

g, telle que x(e

j

) = 1. Sans perte de g�en�eralit�e,

on peut supposer que j est pair. Alors on a

x(�(v

i

) n F

i

) � 1; i = 1; 3; : : : ; p� 1;

x(e

j

) = 1;

x(�(v

i

n F

i

)) � 1; i = j + 2; j + 4; : : : ; 2p:

En sommant ces in�egalit�es, on obtient x(P

s

0

) � p + 1. Ce qui implique que l'�equation

x(P

s

0

) = p + 1 est domin�ee par les �equations ci-dessus. Et par cons�equent, il existe

un syst�eme S

0

(x) ne contenant pas l'�equation x(P

s

0

) = p+1, dont x est l'unique solu-

tion, une contradiction avec les hypoth�eses sur S(x). En cons�equence, 0 < x(e

i

) < 1,
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8 i = 1; : : : ; 2p� 1. Donc, d'apr�es l'a�rmation 2, x(�(v

i

)) = k, i = 1; : : : ; 2p.

Puisque x(P

s

0

) = p + 1, on a x(e) = 1, 8 e 2 �

F

0

n F

0

. Comme x(�(v

1

)) = k et x(F

1

)

est entier, il en r�esulte que x(e

1

) est entier. Ceci contredit le fait que 0 < x(e

i

) < 1,

8 i = 1; : : : ; 2p� 1. Ce qui termine la preuve du th�eor�eme. 2

Conjecture 2.3 Soit G = (V;E) un graphe (k + 1)-arête connexe minimal obtenu

�a partir d'un graphe de Halin en ajoutant des arêtes parall�eles. Alors le polytope

kECSP(G) est donn�e par les contraintes triviales, de coupes et de r-recouvrement

g�en�eralis�ees.
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Chapitre 3

Les graphes parfaitement k-arête

connexes

3.1 Introduction

Soient G = (V;E) un graphe et k un entier positif. Soit Q(G; k) le polytope donn�e par

les contraintes triviales et les contraintes de coupe, i.e.

Q(G; k) = fx 2 IR

E

j 0 � x(e) � 1; 8 e 2 E; x(�(W )) � k; 8W � V; W 6= ;g:

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons �a la classe des graphes G pour lesquels

kECSP(G) = Q(G; k). Le probl�eme de s�eparation associ�e au polytope Q(G; k) �etant

polynomial, le probl�eme kECSP peut donc se r�esoudre en temps polynomial dans

cette classe de graphes. Ceci est la motivation principale pour l'�etude de cette classe.

Pour k = 2, Mahjoub [58] a appel�e ces graphes les graphes parfaitement 2-arête

connexes. Dans la suite, on dit qu'un graphe est parfaitement k-arête connexe si

kECSP(G) = Q(G; k). Dans [27], Didi Biha et Mahjoub ont montr�e que les graphes

s�erie-parall�eles font partie de cette classe si k est pair. Dans [58], Mahjoub a donn�e des

conditions su�santes pour qu'un graphe soit parfaitement 2-arête connexe. Il a aussi

d�ecrit certaines op�erations qui pr�eservent la propri�et�e "parfaitement 2-arête connexe".

Dans [32], Fonlupt et Mahjoub ont �etudi�e les points extrêmes de Q(G; 2). Ils ont �etabli

un ordre sur ces points et ils ont caract�eris�e les points extrêmes fractionnaires mini-

maux par rapport �a cet ordre. Comme cons�equence, ils ont obtenu une caract�erisation

69
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des graphes parfaitement 2-arête connexes.

Dans ce qui suit nous allons d�ecrire certaines op�erations qui pr�eservent la propri�et�e

"parfaitement k-arête connexe". Ces op�erations g�en�eralisent les op�erations d�ecrites

par Mahjoub [58] pour k = 2. Par la suite, nous �etudions les points extrêmes de

Q(G; k), et nous g�en�eralisons certains r�esultats obtenus par Fonlupt et Mahjoub [32]

pour k = 2. Nous d�ecrivons aussi des nouvelles classes de graphes parfaitement k-arête

connexes.

3.2 R�eduction de graphes

Dans cette section, nous d�ecrivons quelques op�erations pr�eservant la propri�et�e "par-

faitement k-arête connexe".

Lemme 3.1 Soient G = (V;E) un graphe et f une arête de G. Si G est parfaitement

k-arête connexe et G � f est k-arête connexe, alors G � f est parfaitement k-arête

connexe.

Preuve. Supposons qu'il existe un point extrême fractionnaire x

0

de Q(G�f; k). Soit

x 2 IR

E

la solution donn�ee par

x(e) =

(

x

0

(e) si e 2 E n ffg;

0 si e = f:

Il est clair que x est un point extrême de Q(G; k). Puisque x est fractionnaire, ceci

contredit le fait que G est parfaitement k-arête connexe. 2

Lemme 3.2 Soient G = (V;E) un graphe parfaitement k-arête connexe et W un sous-

ensemble de V tel que G[W ] soit k-arête connexe. Alors G

0

; le graphe obtenu �a partir

de G en contractant W; est parfaitement k-arête connexe.

Preuve. Supposons qu'il existe un point extrême fractionnaire x

0

de Q(G

0

; k). Soit

x 2 IR

E

la solution telle que



3.2. R

�

EDUCTION DE GRAPHES 71

x(e) =

(

x

0

(e) si e 2 E n E(W );

1 si e 2 E(W ):

Il n'est pas di�cile de voir que x est un point extrême fractionnaire de Q(G; k). Ceci

contredit le fait que G soit parfaitement k-arête connexe. 2

Lemme 3.3 Soient G = (V;E) un graphe parfaitement k-arête connexe et W un sous-

ensemble de V tel que jW j � 2. Si j�(W )j = k + t (t � 0) et si le graphe obtenu en

contractant W est (k + t)-arête connexe, alors G

0

; le graphe obtenu �a partir de G en

contractant W; est parfaitement k-arête connexe.

Preuve. Supposons que Q(G

0

; k) poss�ede un point extrême fractionnaire x

0

. Il existe

donc un syst�eme S(x

0

) de Q(G

0

; k) tel que x

0

soit la solution unique de ce syst�eme. Soit

x la solution donn�ee par

x(e) =

(

x

0

(e) si e 2 E n E(W );

1 si e 2 E(W ):

Nous allons montrer que x est un point extrême de Q(G; k).

Montrons d'abord que x est une solution de Q(G; k). Soit U un sous-ensemble de V .

Si U � W ou W � U , alors x(�(U)) = x

0

(�(U)) � k.

Supposons que U � W . On a

x(�(W )) = x

0

([U;W ]) + x

0

([W n U;W ]) � k: (3.1)

Comme

j[W n U;W ]j+ j[U;W ]j = k + t;

j[U;W ]j+ j[W n U;U ]j � k + t;

on obtient j[W nU;U ]j � j[W nU;W ]j. Et puisque x

0

(e) � 1, pour tout e 2 [W nU;W ],

il s'en suit que

j[W n U;U ]j � x

0

([W n U;W ]): (3.2)
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D'apr�es (3.1) et (3.2), on a

x(�(U)) = x

0

([U;W ]) + j[U;W n U ]j

� x

0

([U;W ]) + x

0

([W n U;W ])

� k:

Supposons maintenant que U \ W 6= ;, U \ W 6= ;, W 6� U et W 6� U . Soient

U

1

= U \W et U

2

= U \W (voir �gure 3.1).

U1 U2

W 

W \ U W \ U 

W

Figure 3.1 :

Notons par P

1

et P

2

les ensembles

P

1

= fe 2 [U

1

;W ] j x

0

(e) < 1g;

P

2

= fe 2 [W n U;W ] j x

0

(e) < 1g:

Posons

t

i

= jP

i

j; "

i

=

X

e2P

i

x

0

(e) i = 1; 2

l

1

= j[U

1

; U

2

]j+ j[U

1

;W n U ]j;

l

2

= j[W n U;U

2

]j+ j[W n U;W n U ]j:

On a

l

1

+ l

2

= k + t; (3.3)

x

0

([U

1

; U

2

]) + x

0

([U

1

;W n U ]) = l

1

� t

1

+ "

1

; (3.4)

x

0

([W n U;U

2

]) + x

0

([W n U;W n U ]) = l

2

� t

2

+ "

2

: (3.5)
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D'autre part, on a

x([U

1

; U

2

]) + x([U

1

;W n U ]) + x([U

1

;W n U ]) � k + t+ "

1

� t

1

; (3.6)

x([W n U;U

2

]) + x([W n U;W n U ]) + x([U

1

;W n U ]) � k + t+ "

2

� t

2

; (3.7)

x

0

(�(U

2

)) = x([U

1

; U

2

]) + x([W n U;U

2

]) + x([U

2

;W n U ]) � k; (3.8)

x

0

(�(W n U)) = x([U

1

;W n U ]) + x([W n U;W n U ]) + x([U

2

;W n U ]) � k: (3.9)

D'apr�es (3.3)-(3.9), on a

x([U

1

;W n U ]) + x([U

2

;W n U ]) � k +

(t

1

+ t

2

)� ("

1

� "

2

)

2

� k:

Donc

x(�(U)) � x([U

1

;W n U ]) + x([U

2

;W n U ]) � k:

En cons�equence, x 2 Q(G; k). De plus, x est un point extrême de Q(G; k). En e�et, x

est la solution unique du syst�eme form�e par S(x

0

) et les �equations x(e) = 1 pour tout

e 2 E(W ). Comme x est fractionnaire, ceci contredit le fait que G est parfaitement

k-arête connexe. 2

Notons par �

1

; �

2

les op�erations d�ecrites respectivement par les lemmes 3.1 et 3.2, et par

�

3

, l'op�eration d�ecrite par le lemme 3.3 quand t 2 f0; 1g. Le r�esultat suivant d�ecoule

directement des lemmes 3.1, 3.2 et 3.3.

Lemme 3.4 Soit G un graphe parfaitement k-arête connexe. Si G

0

est un graphe

obtenu �a partir de G en appliquant successivement les op�erations �

1

; �

2

et �

3

, alors G

0

est parfaitement k-arête connexe. 2

3.3 Propri�et�es structurales des points extrêmes de

Q(G; k)

Dans cette section, nous �etudions certaines propri�et�es structurales des points extrêmes

de Q(G; k). Ces propri�et�es seront utiles pour �etudier, par la suite, les graphes parfaite-

ment k-arête connexes.
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Soient G = (V;E) un graphe et x un point extrême de Q(G; k). On note par E

0

(x),

E

1

(x) et E

f

(x) les ensembles d'arêtes

E

0

(x) = fe 2 E j x(e) = 0g;

E

1

(x) = fe 2 E j x(e) = 1g;

E

f

(x) = fe 2 E j 0 < x(e) < 1g:

Soit

C

d

(x) = f�(v) : v 2 V tel que x(�(v)) = k; �(v)\ E

f

(x) 6= ;g:

Soit C

p

(x) l'ensemble des coupes propres de G dont les contraintes associ�ees sont serr�ees

pour x, i.e.

C

p

(x) = f�(W ) : W � V tel que x(�(W )) = k; jW j � 2; jW j � 2g:

Puisque x est un point extrême de Q(G; k), il existe un sous-ensemble C

�

p

(x) de C

p

(x)

tel que x soit la solution unique du syst�eme

S(x)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

x(e) = 0 8 e 2 E

0

(x);

x(e) = 1 8 e 2 E

1

(x);

x(�(v)) = k 8 �(v) 2 C

d

(x):

x(�(W )) = k 8 �(W ) 2 C

�

p

(x);

o�u jE

0

(x)j+ jE

1

(x)j+ jC

d

(x)j+ jC

�

p

(x)j = jEj.

Notons que si �(W ) est une coupe de C

�

p

(x), alors, l'�equation x(�(W )) = k ne peut

pas être obtenue �a partir des �equations x(e) = 0 pour tout e 2 E

0

, x(e) = 1 pour tout

e 2 E

1

et x(�(v)) = k pour tout v 2 V tel que �(v) 2 C

d

(x).

Nous avons le lemme suivant pour lequel nous ne donnons pas de preuve, car elle est

similaire �a celle donn�ee par Cornu�ejols et al. [21] pour un r�esultat similaire.

Lemme 3.5 Soient x un point extrême de Q(G; k) et W un sous-ensemble de V tel

que �(W ) 2 C

p

(x). Alors le syst�eme S(x) peut être choisi de telle mani�ere que si

�(Z) 2 C

�

p

(x), alors soit Z �W , soit Z �W . 2
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Dans ce qui suit, nous allons d�e�nir une fonction d'ordre sur les points extrêmes de

Q(G; k). Cette fonction n'est rien d'autre qu'une extension de la fonction introduite

par Fonlupt et Mahjoub [32] sur les points extrêmes de Q(G; 2).

D�e�nition 3.1 Soient x et y deux points extrêmes de Q(G; k). On dit que x domine

y, si les conditions suivantes sont v�eri��ees:

(1) E

0

(x) � E

0

(y);

(2) E

1

(x) � E

1

(y);

(3) E

0

(x) [ E

1

(x) � E

0

(y) [ E

1

(y).

Cette relation d�e�nit un ordre partiel sur les points extrêmes de Q(G; k). Les points

extrêmes minimaux par rapport �a cette relation (i.e. les points qui sont domin�es par

tous les points fractionnaires) sont les points extrêmes entiers. Ces points sont dits de

rang 0.

D�e�nition 3.2 Un point extrême x de Q(G; k) est dit de rang t (t � 1), si

i) tous les points extrêmes de Q(G; k) de rang � t� 1 sont domin�es par x, et

ii) il existe au moins un point extrême x de Q(G; k) de rang (t� 1).

Notons que les points extrêmes de rang 1 ne dominent que des points extrêmes entiers.

Dans ce qui suit, nous donnons une propri�et�e de ces points qui est une cons�equence

de la d�e�nition 3.2. Pour nous permettre de nous y r�ef�erer facilement, elle est �enonc�ee

sous forme de remarque.

Remarque 3.3 Soient G = (V;E) un graphe et x un point extrême de Q(G; k) de

rang 1. Consid�erons la solution

x

0

(e) =

(

x(e) 8 e 2 E n ffg;

1 si e = f;

o�u f est une arête de E telle que 0 < x(f) < 1. Alors, x

0

peut s'�ecrire comme

combinaison convexe de points extrêmes entiers de Q(G; k).
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Soient G = (V;E) un graphe et x un point extrême de Q(G; k) de rang 1. On consid�ere

les op�erations suivantes:

�

0

1

: supprimer une arête e 2 E telle que x(e) = 0;

�

0

2

: contracter un ensembleW � V tel que G[W ] soit k-arête connexe et x(e) = 1,

pour tout e 2 E(W );

�

0

3

: contracter un ensembleW � V tel que jW j � 2, j�(W )j = k et x(e) = 1 pour

tout e 2 E(W );

�

0

4

: contracter un ensemble W � V tel que G[W ] soit d

k+1

2

e-arête connexe,

j�(W )j = k + 1 et x(e) = 1 pour tout e 2 E(W ).

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.6 Soient G = (V;E) un graphe et x une solution de Q(G; k). Soit G

0

un

graphe obtenu �a partir de G en appliquant l'une des quatre op�erations �

0

1

, �

0

2

, �

0

3

et �

0

4

.

Soit x

0

la restriction de x dans G

0

. Alors x

0

est un point extrême de Q(G

0

; k) de rang

1 si et seulement si x est un point extrême de Q(G; k) de rang 1.

Preuve. On d�emontre ce lemme pour les op�erations �

0

3

et �

0

4

. La preuve pour les

op�erations �

0

1

et �

0

2

est facile.

Consid�erons d'abord l'op�eration �

0

3

.

Supposons que x soit un point extrême de Q(G; k) de rang 1. Soit W � V avec

j�(W )j = k et x(e) = 1 pour tout e 2 E(W ). D'apr�es le lemme 3.5 et les hypoth�eses

ci-dessus, la restriction x

0

de x dans le graphe G

0

est un point extrême de Q(G

0

; k).

Supposons maintenant qu'il existe un point extrême fractionnaire y

0

de Q(G

0

; k) qui

soit domin�e par x

0

. Soit y la solution telle que

y(e) =

(

y

0

(e) si e 2 E n E(W );

1 si e 2 E(W ):

Il est clair que y est une solution de Q(G; k). De plus, y est un point extrême de

Q(G; k). En e�et, y est la solution unique du syst�eme form�e par les contraintes de

S(y

0

) et les �equations y(e) = 1 pour tout e 2 E(W ). Aussi, remarquons que y est
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domin�e par x. Puisque y est fractionnaire, ceci contredit le fait que x est un point

extrême de rang 1.

Supposons maintenant que x

0

soit un point extrême de Q(G

0

; k) de rang 1. Si x n'est

pas de rang 1, alors il existe un point extrême y de Q(G; k) de rang 1 qui est domin�e

par x. La restriction de y dans G

0

est un point extrême fractionnaire domin�e par x

0

,

contredisant le fait que x

0

est de rang 1.

Consid�erons maintenant l'op�eration �

0

4

.

Nous montrons seulement la condition n�ecessaire, la preuve de la condition su�sante

est similaire �a celle donn�ee pour l'op�eration �

0

3

.

Soit W � V tel que G[W ] soit d

k+1

2

e-arête connexe, j�(W )j = k + 1 et x(e) = 1 pour

tout e 2 E(W ). Soit x

0

la restriction de x dans le graphe G

0

obtenu �a partir de G en

contractant W . Il est �evident que x

0

2 Q(G

0

; k). Pour montrer que x

0

est un point

extrême de Q(G

0

; k), il su�t de montrer que l'on peut choisir C

�

p

(x) de telle fa�con que

si �(W

0

) 2 C

�

p

(x), alors W

0

� W . Supposons le contraire. Nous distinguons deux cas:

Cas 1. W

0

� W .

On a

x([W

0

;W ]) + x([W

0

;W nW

0

]) = x([W

0

;W ]) + j[W

0

;W nW

0

]j = k; (3.10)

j[W

0

;W ]j+ j[W nW

0

;W ]j = k + 1: (3.11)

D'apr�es (3.10) et (3.11), on a l'une des deux possibilit�es suivantes:

� x(e) = 1, 8 e 2 [W

0

;W ]. Ce qui implique que j�(W

0

)j = k. Et par cons�equent,

l'�equation x(�(W

0

)) = k est redondante dans le syst�eme S(x) par rapport aux

�equations x(e) = 1 pour tout e 2 �(W

0

).

� x([W n W

0

;W ]) = j[W n W

0

;W ]j = j[W n W

0

;W

0

]j. Par cons�equent, les deux

�equations x(�(W

0

)) = k et x(�(W )) = k sont �equivalentes.

Cas 2. W

1

0

= W

0

\W 6= ;,W

2

0

=W

0

\W 6= ;,W nW

0

6= ;,W nW

0

6= ; (voir �gure 3.2).
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W0W \ W0W \ 

0

1
W W

0

2

W W

Figure 3.2 :

Puisque j�(W )j = k + 1, il s'en suit que

minfj[W;W

2

0

]j; j[W;W nW

0

]jg � d

k

2

e:

Par cons�equent, on a

x([W

2

0

;W nW

0

]) � d

k � 1

2

e;

sinon, on aurait x(�(W

2

0

)) < k ou x(�(W nW

0

)) < k, ce qui est impossible.

D'autre part, on a

k = x(�(W

0

))

� x([W

1

0

;W nW

0

]) + x([W

2

0

;W nW

0

]) + x(j[W

1

0

;W nW

0

]j) + x([W

2

0

;W nW

0

])

� d

k + 1

2

e+ d

k � 1

2

e

� k:

Donc, toutes les in�egalit�es sont v�eri��ees �a l'�egalit�e et en cons�equence, k est impair

(sinon, on aurait d

k+1

2

e+ d

k�1

2

e > k, une contradiction). Aussi, on a

x([W

1

0

;W nW

0

]) = x([W nW

0

;W

2

0

]) = 0;

j[W

1

0

;W nW

0

]j =

k + 1

2

;

x([W

2

0

;W nW

0

]) =

k � 1

2

;

x([W

1

0

;W

2

0

]) = j[W

1

0

;W

2

0

]j =

k + 1

2

:

L'�equation x(�(W

0

)) = k peut donc être obtenue �a partir de l'�equation x(�(W

2

0

)) = k et

des �equations x(e) = 1 pour toute arête e 2 E

1

(x). Par cons�equent, on peut remplacer
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dans le syst�eme S(x) l'�equation x(�(W

0

)) = k par l'�equation x(�(W

2

0

)) = k.

En conclusion, la solution x

0

est un point extrême de Q(G

0

; k). Avec le même raison-

nement que pour l'op�eration �

0

3

, on montrera que x

0

est un point extrême de Q(G

0

; k)

de rang 1. 2

Remarque 3.4 Les op�erations �

0

3

et �

0

4

peuvent être regroup�ees en une seule op�eration,

qui consiste �a contracter un ensemble W � V tel que j�(W )j = k + t, le graphe G[W ]

soit d

k+t

2

e-arête connexe et x(e) = 1, pour tout e 2 E(W ), o�u t 2 f0; 1g.

D�e�nition 3.5 On dit qu'un point extrême fractionnaire x de Q(G; k) est critique si

i) x est de rang 1, et si

ii) on ne peut appliquer sur x aucune des op�erations �

0

1

, �

0

2

, �

0

3

et �

0

4

.

Dans ce qui suit, nous allons nous int�eresser aux sommets critiques de Q(G; k). Le

but est d'�etablir certaines propri�et�es structurales de ces points. Ceci peut être utile

pour d�evelopper des proc�edures de s�eparation qui permettent de couper ces points du

polytope Q(G; k).

Soient G = (V;E) un graphe et x un point extême critique de Q(G; k). Les lemmes

suivants d�ecrivent des propri�et�es structurales du couple (G;x). Les deux premiers

lemmes sont des cons�equences directes de la d�e�nition 3.4 ii).

Lemme 3.7 x(e) > 0, 8 e 2 E. 2

Lemme 3.8 Soit W � V tel que jW j � 2. Si G[W ] est k-arête connexe, alors il existe

une arête f 2 E(W ) telle que x(f) < 1. 2

Lemme 3.9 Si W est un sous-ensemble de V tel que j�(W )j = k, alors soit jW j = 1,

soit jW j = 1.

Preuve. Supposons que jW j � 2 et jW j � 2. Comme j�(W )j = k, il s'en suit que

x(e) = 1 pour tout e 2 �(W ) et x(�(W )) = k. D'apr�es le lemme 3.5, on peut supposer

que pour tout Z � V telle que �(Z) 2 C

�

p

(x), alors soit Z �W soit Z �W .



80 3. LES GRAPHES PARFAITEMENT k-AR

^

ETE CONNEXES

Soit x

1

(resp. x

2

) la restriction de x dans le graphe G

1

(resp. G

2

) obtenu �a partir de

G en contractant W (resp. W ). Alors, x

1

(resp. x

2

) est un point extrême de Q(G

1

; k)

(resp. Q(G

2

; k)). Si x(e) = 1 pour toute arête e 2 E(W ) (resp e 2 E(W )), alors

l'op�eration �

0

3

peut être appliqu�ee. Mais ceci contredit le fait que x soit critique. Donc,

E(W ) \ E

f

(x) 6= ; 6= E(W ) \ E

f

(x).

Soient x

0

1

; x

0

2

2 IR

E

les solutions donn�ees par

x

0

1

(e) =

(

x

1

(e) si e 2 E(W ) [ �(W );

1 si e 2 E(W );

x

0

2

(e) =

(

x

2

(e) si e 2 E(W ) [ �(W );

1 si e 2 E(W ):

Il est clair que x

0

1

et x

0

2

sont des solutions de Q(G; k). D'apr�es la remarque 3.3, elles

peuvent s'�ecrire comme combinaisons convexes de points extrêmes entiers de Q(G; k).

Par cons�equent, il existe deux points extrêmes y

1

et y

2

de Q(G; k) tels que toute con-

trainte de Q(G; k) serr�ee pour x

0

1

(resp. x

0

2

) est aussi serr�ee pour y

1

(resp. y

2

). D'o�u,

y

1

(e) = y

2

(e) = 1 8 e 2 �(W ).

Soit y 2 IR

E

la solution d�e�nie par

y(e) =

8

>

<

>

:

y

1

(e) si e 2 E(W );

y

2

(e) si e 2 E(W );

1 si e 2 �(W ):

Il est �evident que y serre toutes les contraintes triviales serr�ees par x. Soit �(Z) une

coupe de C

�

p

(x). Si Z � W , alors y(�(Z)) = y

2

(�(Z)) = x

2

(�(Z)) = k, et si Z � W ,

alors y(�(Z)) = y

1

(�(Z)) = x

1

(�(Z)) = k. D'une mani�ere similaire, on peut montrer

que si v 2 V tel que �(v)) 2 C

d

(x), alors y(�(v) = k. Par cons�equent, y est une solution

du syst�eme S(x). Comme y 6= x, ceci contredit le fait que x soit l'unique solution du

syst�eme S(x). 2

Lemme 3.10 Si �(W ) 2 C

�

p

(x) avec j�(W )j = k+1, alors l'un des sous-ensembles W

et W est r�eduit �a un seul sommet.

Preuve. Supposons que jW j � 2 et jW j � 2. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut sup-

poser que jW j est minimal (i.e. si Z � W tel que �(Z) 2 C

�

p

(x) avec j�(Z)j = k + 1,
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alors jZj = 1). Nous allons montrer d'abord que les graphes G[W ] et G[W ] sont d

k+1

2

e-

arête connexes. Supposons par exemple, que G[W ] ne soit pas d

k+1

2

e-arête connexe. Il

existe donc W

1

�W tel que j[W

1

;W nW

1

]j � d

k�1

2

e. On peut supposer, sans perte de

g�en�eralit�e, que j[W

1

;W ]j � j[W nW

1

;W ]j. Comme j�(W )j = k + 1, il en r�esulte que

j[W

1

;W ]j = d

k

2

e. Par cons�equent, j�(W

1

)j = k. Si k est impair, alors, j�(W nW

1

)j = k

et l'�equation x(�(W )) = k est donc redondante par rapport aux �equations x(e) = 1

pour tout e 2 E

1

(x), ce qui contredit le fait que �(W ) 2 C

�

p

(x).

Supposons maintenant que k soit pair. Il s'en suit que j�(W nW

1

)j = k + 1 et par

cons�equent, x(�(W nW

1

) = k. D'apr�es l'hypoth�ese de minimalit�e sur W , jW nW

1

j = 1.

Il en r�esulte que l'�equation x(�(W )) = k est redondante par rapport aux �equations

x(e) = 1 pour tout e 2 E

1

(x), et l�equation de degr�e x(�(W nW )) = k, contredisant

ainsi le fait que �(W ) 2 C

�

p

(x).

Par cons�equent, il existe f

1

2 E(W ) et f

2

2 E(W ) tels que 0 < x(f

1

) < 1 et

0 < x(f

2

) < 1, car sinon, on pourrait appliquer l'op�eration �

0

4

, ce qui contredit le

fait que x est critique. Soit �(W ) = fe

1

; : : : ; e

k+1

g. Puisque x(e) > 0 pour tout e 2 E,

x(�(W )) = k et j�(W )j = k+1, il existe alors e 2 �(W ) tel que x(e) < 1. Sans perte de

g�en�eralit�e, on peut supposer que x(e

k+1

) < 1. D'o�u, x(�(W ) n fe

k+1

g) > k � 1. Soient

x

1

et x

2

les solutions donn�ees par

x

1

(e) =

(

x(e) si e 2 E(W ) [ �(W );

1 si e 2 E(W );

x

2

(e) =

(

x(e) si e 2 E(W ) [ �(W );

1 si e 2 E(W ):

Il est clair que x

1

, x

2

2 Q(G; k). Donc, x

1

et x

2

peuvent s'�ecrire comme combinaisons

convexes de points extrêmes de Q(G; k). Comme x est de rang 1 et x

1

et x

2

sont

fractionnaires, d'apr�es la remarque 3.3 les points extrêmes de Q(G; k) intervenant dans

les combinaisons convexes d�ecrivant x

1

et x

2

doivent être entiers. En cons�equence, il

existe un point extrême entier y

1

(resp. y

2

) de Q(G; k) tel que toute contrainte ser-

r�ee pour x

1

(resp. x

2

) soit serr�ee pour y

1

(resp. y

2

). Puisque x

1

(�(W ) n fe

k+1

g) =

x

2

(�(W ) n fe

k+1

g) = x(�(W ) n fe

k+1

g) > k � 1, on peut choisir y

1

(resp. y

2

) de

telle fa�con que y

1

(�(W ) n fe

k+1

g) > k � 1 (resp. y

2

(�(W ) n fe

k+1

g) > k � 1). D'o�u,

y

1

(e) = 1, 8 e 2 �(W ) n fe

k+1

g et y

1

(e

k+1

) = 0 (resp. y

2

(e) = 1, 8 e 2 �(W ) n fe

k+1

g
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et y

2

(e

k+1

) = 0). Soit y 2 IR

E

la solution d�e�nie par

y(e) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

y

1

(e) si e 2 E(W );

y

2

(e) si e 2 E(W );

1 si e 2 fe

1

; : : : ; e

k

g;

0 si e = e

k+1

:

Le point y est une solution du syst�eme S(x). En e�et, il serre les contraintes triviales

serr�ees pour x. D'apr�es le lemme 3.5, on peut supposer que toute coupe �(U) 2 C

�

p

(x)

est telle que U � W ou U � W . Par cons�equent, si U � W , alors y(�(U)) =

y

1

(�(U)) = x

1

(�(U)) = x(�(U)) = k, et si U � W , alors y(�(U)) = y

2

(�(U)) =

x

2

(�(U)) = x(�(U)) = k. D'une mani�ere similaire, on peut montrer que y(�(v)) = k

pour tout v 2 V tel que �(v) 2 C

d

(x). Donc, y est une solution de S(x). Comme

y 6= x, ceci contredit le fait que x est un point extrême de Q(G; k). 2

Lemme 3.11 Soit �(W ) 2 C

�

p

(x) avec j�(W ) \ E

1

(x)j = k � 1, alors

1) ou bien un des ensembles W et W est r�eduit �a un seul sommet;

2) ou bien les arêtes d'un des ensembles E(W ) et E(W ) ont toutes des valeurs �egales

�a 1, i.e. x(e) = 1, pour tout e 2 E(W ) ou x(e) = 1, pour tout e 2 E(W ).

Preuve. Notons d'abord qu'il existe une arête f 2 E(W )[E(W ) telle que 0 < x(f) <

1. Sinon, on aurait C

d

(x) [ C

�

p

(x) = f�(W )g, et par cons�equent, x ne pourrait pas

être un point extrême de Q(G; k). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que

f 2 E(W ). Soient e

1

; : : : ; e

k�1

2 �(W ) avec x(e

i

) = 1, pour i = 1; : : : ; k � 1. Soit

G

1

= (V

1

; E

1

) (resp. G

2

= (V

2

; E

2

)) le graphe obtenu �a partir de G en contractant W

(resp. W ). Soit x

1

(resp. x

2

) la restriction de x dans G

1

(resp. G

2

). Il est �evident

que x

1

est une solution du polytope Q(G

1

; k), mais ce n'est pas un point extrême de

ce polytope. Sinon, la solution y

1

2 IR

E

donn�ee par

y

1

(e) =

(

x

1

(e) si e 2 E

1

;

1 si e 2 E(W );

serait un point extrême fractionnaire de Q(G; k) domin�e par x. Ce qui contredirait le

fait que x est un point extrême de rang 1.
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Puisque x

1

n'est pas un point extrême de Q(G

1

; k), il peut s'�ecrire comme combinaison

convexe de points extrêmes de Q(G

1

; k). Donc, il existe t points extrêmes y

1

1

; : : : ; y

1

t

de

Q(G

1

; k) et t scalaires positifs �

1

; : : : ; �

t

tels que

x

1

=

t

X

i=1

�

i

y

1

i

et

t

X

i=1

�

i

= 1:

Nous allons montrer que les points extrêmes y

1

1

; : : : ; y

1

t

sont entiers. En e�et, supposons

que y

1

j

, pour un certain j 2 f1; : : : ; tg, soit fractionnaire. Soit y

j

2 IR

E

la solution

d�e�nie par

y

j

(e) =

(

y

1

j

(e) si e 2 E

1

;

1 si e 2 E(W ):

La solution y

j

est un point extrême fractionnaire de Q(G; k) domin�e par x, ce qui con-

tredit le fait que x est un point extrême de rang 1. Donc, les points extrêmes y

1

1

; : : : ; y

1

t

sont entiers. Soit e

0

2 �(W )nfe

1

; : : : ; e

k�1

g. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer

que y

1

1

(e

0

) = 1. Par cons�equent, y

1

1

(e) = 0 pour tout e 2 �(W ) n fe

0

; e

1

; : : : ; e

k

g. De

même, on peut trouver un point extrême entier y

2

1

de Q(G

2

; k) qui serre les mêmes

contraintes serr�ees pour x

2

tel que y

2

1

(e) = 1 pour tout e 2 fe

0

; e

1

; : : : ; e

k

g et y

2

1

(e) = 0

pour tout e 2 �(W ) n fe

0

; e

1

; : : : ; e

k

g. Soit y la solution donn�ee par

y(e) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

y

1

1

(e) si e 2 E(W );

y

2

1

(e) si e 2 E(W );

1 si e 2 fe

0

; e

1

; : : : ; e

k�1

g;

0 si e 2 �(W ) n fe

0

; e

1

; : : : ; e

k�1

g:

D'une mani�ere similaire �a celle de la d�emonstration du lemme 3.10, on montrera que y

est une solution de S(x). Puisque y 6= x, ceci est impossible. 2

3.4 Exemples de graphes parfaitement k-arête con-

nexes

Dans cette section, nous allons d�ecrire certaines classes de graphes parfaitement k-arête

connexes.
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D�e�nition 3.6 On dit qu'un graphe G = (V;E) est de type � (voir �gure 3.3), s'il

existe V

1

� V tel que

1) jV

1

j = 3 et E(V n V

1

) = ;;

2) jV n V

1

j � 3 et si jV n V

1

j = 3, alors E(V

1

) = ;;

3) j[v

1

; v

2

]j � b

k

2

c pour tous sommets v

1

et v

2

tels que v

1

2 V

1

et v

2

2 V n V

1

.

k=4k=3

Figure 3.3 : Graphes de type �

Le th�eor�eme suivant g�en�eralise le r�esultat de Mahjoub [58] pour k = 2.

Th�eor�eme 3.12 Si G est un graphe de type �, alors G est parfaitement k-arête con-

nexe.

Preuve. Soit G = (V;E) un graphe de type �. On note V

1

= fs

1

; s

2

; s

3

g et V n V

1

=

fu

1

; : : : ; u

t

g (t � 3). Soit Q(G) le polytope donn�e par les contraintes triviales et les

contraintes de degr�e, i.e.

Q(G) = fx 2 IR

E

j 0 � x(e) � 1; 8 e 2 E; x(�(v)) � k; 8 v 2 V g:

Nous allons montrer que Q(G) = kECSP(G). Supposons que Q(G) 6= kECSP(G). Il

est facile de voir que tout point extrême entier de Q(G) est aussi un point extrême

de kESCP(G). Par cons�equent, il existe un point extrême fractionnaire x de Q(G).

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que x est de rang 1. Puisque x est un point

extrême de Q(G), il existe un sous-ensemble V

�

� V tel que x soit l'unique solution
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du syst�eme S(x) suivant

S(x)

8

>

<

>

:

x(e) = 0 8 e 2 E

0

(x);

x(e) = 1 8 e 2 E

1

(x);

x(�(v)) = k 8 v 2 V

�

:

Soit f = (v

1

; v

2

) une arête telle que 0 < x(f) < 1. Alors v

1

; v

2

2 V

�

. Autrement, si

par exemple v

1

62 V

�

, on pourrait consid�erer la solution y 2 IR

E

telle que

y(e) =

(

x(e) 8 e 2 E n ffg;

1 si e = f;

qui est un point extrême fractionnaire de Q(G) domin�e par x. Ce qui contredit le

fait que x est un point extrême de Q(G) de rang 1. Donc G(E

f

(x)) = (V

�

; E

f

(x)).

Comme dans le lemme 2.9, on obtient que les composantes connexes de G(E

f

(x)) sont

des cycles impairs. Puisque x est de rang 1, il s'en suit que G(E

f

) est un cycle impair.

Donc G n'est pas biparti et par cons�equent, t � 4. Aussi, puisque E(V n V

1

) = ;, ce

cycle doit contenir au moins une arête de E(V

1

). De plus, tout sommet de ce cycle

induit une coupe serr�ee pour x. Donc, il existe deux sommets de V

1

, disons, s

1

et s

2

,

tels que x([s

1

; s

2

]) > 0 et x(�(s

1

)) = x(�(s

2

)) = k. Comme il existe au plus b

k

2

c arêtes

multiples entre chaque paire de sommets v

1

et v

2

telle que v

1

2 V

1

et v

2

2 V n V

1

, il

s'en suit que

x([fs

1

; s

2

g; u

i

]) � d

k

2

e pour i = 1; : : : ; t:

D'o�u

2k = x(�(s

1

)) + x(�(s

2

)) � x([s

1

; s

2

]) +

t

X

i=1

x([fs

1

; s

2

g; u

i

])

>

t

X

i=1

x([fs

1

; s

2

g; u

i

])

� 4d

k

2

e

� 2k;

une contradiction. 2

Th�eor�eme 3.13 Soit G = (V

1

[ V

2

; E) un graphe biparti sans arêtes multiples avec

jV

1

[ V

2

j � 4k � 1. Alors G est parfaitement k-arête connexe.
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Preuve. Supposons qu'il existe un point extrême fractionnaire x de Q(G; k). Sans

perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que x est de rang 1.

Puisque x est un point extrême de Q(G; k), il existe un sous-ensemble C

�

p

(x) de C

p

(x)

tel que x soit la solution unique du syst�eme suivant

S(x)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

x(e) = 0 8 e 2 E

0

(x);

x(e) = 1 8 e 2 E

1

(x);

x(�(v)) = k 8 �(v) 2 C

d

(x);

x(�(W )) = k 8 �(W ) 2 C

�

p

(x);

o�u jE

0

j+ jE

1

j+ jC

d

(x)j+ jC

�

p

(x)j = jEj.

Nous allons montrer C

�

p

(x) = ;. En e�et, supposons qu'il existe une W � V tel que

�(W ) 2 C

�

p

(x). Comme dans la preuve du lemme 3.10, on peut montrer que les graphes

G[W ] et G[W ] sont d

k

2

e-arête connexes. Puisque jV

1

[ V

2

j � 4k � 1, on peut supposer,

sans perte de g�en�eralit�e, que jW j � 2k � 1. Comme G est biparti et les graphes G[W ]

et G[W ] sont d

k

2

e-arête connexes, on a

m

i

= jW \ V

i

j � d

k

2

e i = 1; 2;

m

i

= jW \ V

i

j � d

k

2

e i = 1; 2:

Il en r�esulte que k � jW j � 2k � 1. Et par cons�equent, on peut supposer que m

1

�

k � 1. Si m

2

> k, alors on a k = x(�(W )) � m

2

> k, une contradiction. Supposons

maintenant que m

2

= k. Il s'en suit que k = x(�(W )) � x([W \ V

2

;W ]) � k. D'o�u

x([W \ V

1

;W ]) = 0;

ce qui implique que x(�(v)) = k pour tout v 2 W . Par cons�equent, l'�equation

x(�(W )) = k est redondante par rapport aux �equations x(�(v)) = k pour tout v 2 W .

Supposons mainteneant que m

2

< k. On a

k = x(�(W )) = x([W \ V

1

;W ]) + x([W \ V

2

;W ])

� m

1

(k �m

2

) +m

2

(k �m

1

)

= 2m

1

k � 2m

1

m

2

� k:

La derni�ere in�egalit�e vient du fait que d

k

2

e � m

1

� m

2

< k. D'apr�es les in�equations

ci-dessus, on obtient

x([W \ V

1

;W ]) = m

1

(k �m

2

);
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x([W \ V

2

;W ]) = m

2

(k �m

1

):

D'apr�es les deux derni�eres �equation, on a x(�(v)) = k pour tout v 2 W . Et par con-

s�equent, l'�equation x(�(W )) = k est redondante dans le syst�eme S(x). Donc C

�

p

(x) = ;.

Comme dans le lemme 2.9, on obtient que les composantes connexes du graphe induit

par les arêtes fractionnaires de E sont des cycles impairs. Ceci est impossible, car G

est biparti. 2

Th�eor�eme 3.14 Soit G = (V

1

[ V

2

; E) un graphe biparti sans arêtes multiples. Si

jV

1

j � k + 1, alors G est parfaitement k-arête connexe.

Preuve. Similaire �a celle du th�eor�eme 3.13. 2

3.5 Conclusion

Dans [32], Fonlupt et Mahjoub ont donn�e des conditions n�ecessaires pour qu'un point

extrême fractionnaire de Q(G; 2) soit critique. Ils ont montr�e que si x est un point

extrême critique de Q(G; 2), alors il existe un ensemble V � V tel que x soit l'unique

solution du syst�eme suivant

(S)

8

>

<

>

:

x(e) = 0 8 e 2 E

0

(x);

x(e) = 1 8 e 2 E

1

(x);

x(�(v)) = k 8 v 2 V

�

:

Notre �etude nous laisse penser que ce r�esultat peut être �etendu pour k � 3. Mais

malheureusement, on a pas pu �etablir un tel r�esultat.

Une des raisons de la di�cult�e suppl�ementaire est li�ee �a la structure des coupes propres

serr�ees minimales. En e�et, si W � V avec x(�(W )) = k, alors G[W ] est d

k+1

2

e-arête

connexe. Pour k = 2, cela veut dire que G[W ] est 2-arête connexe.

Tous les points extrêmes critiques que l'on a pu �etudier, sont port�es sur la classe de

graphes suivante, qui est une extension d'une classe d�e�nie par Fonlupt et Mahjoub

[32] pour k = 2.
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D�e�nition 3.7 Soit 
 la classe des graphes G = (V;E) tels que

1) V = V

1

[ V

2

avec V

1

\ V

2

= ;;

2) jV

1

j = 2l + 1 (l � 1) et G(V

1

) contient un cycle hamiltonien C;

3) j�(v)j = k + 1, 8 v 2 V

1

;

4) j�(W ) n Cj � k, 8W � V tel que jW j � 2 et jW j � 2.

La �gure 3.4 montre des exemples de graphes de 


k=3 k=4

Figure 3.4 : Graphes de type 


Si G = (V;E) est un graphe de 
, alors la solution donn�ee par

x(e) =

(

1

2

8 e 2 C;

1 8 e 2 E n C;

est un point extrême de Q(G; k) de rang 1. D'apr�es le lemme 3.6, si G

0

est un graphe

obtenu �a partir d'un graphe G de 
 en appliquant successivement les op�erations �

1

, �

2

et �

3

, alors G

0

n'est pas parfaitement k-arête connexe.

L'�etude des points extrêmes critiques et des graphes non parfaitement k-arête connexes

d'une part et la structure des graphes parfaitement k-arêtes connexes que l'on a pu

caract�eriser d'autre part, nous am�ene �a formuler la conjecture suivante.
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Conjecture 3.8 Un graphe G est parfaitement k-arête connexe, si et seulement si G

ne peut être r�eduit �a un graphe de 
 en appliquant les op�erations �

1

; �

2

; �

3

.
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Chapitre 4

Le polytope des sous-graphes

Steiner connexes

4.1 Introduction

�

Etant donn�es un graphe G = (V;E), un sous-ensemble S de V et un vecteur de poids

w 2 IR

E

associ�e aux arêtes de G, le probl�eme de l'arbre Steiner (STP) consiste �a

trouver un arbre de G de poids minimum couvrant S. Ce probl�eme a re�cu beaucoup

d'attention ces deux derni�eres d�ecennies, vu ses nombreuses applications, en partic-

ulier dans la conception des circuits �electroniques int�egr�es (VLSI) et des r�eseaux de

t�el�ecommunication [17, 18, 38, 48, 49, 54, 59, 60, 69, 70, 83].

L'enveloppe convexe STP(G;S) des vecteurs d'incidence des ensembles d'arêtes de G

induisant des arbres Steiner est appel�e le polytope des arbres Steiner.

Il est clair que toute solution r�ealisable du STP est aussi une solution r�ealisable du prob-

l�eme 1SECSP. Et si w(e) > 0 pour tout e 2 E, alors les deux probl�emes sont identiques.

Dans ce chapitre, nous �etudions les polytopes associ�es �a ces deux probl�emes. Nous

introduisons une nouvelle classe d'in�egalit�es valides pour le polytope 1SECSP(G;S)

appel�ees in�egalit�es de partitions Steiner g�en�eralis�ees. Cette classe est en même temps

valide pour le polytope des arbres Steiner STP(G;S). Elle g�en�eralise aussi les in�egalit�es

de partitions Steiner et les in�egalit�es de trous impairs introduites par Chopra et Rao

[17] pour ce polytope.

91
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Nous �etudions �egalement certaines proc�edures de construction de facettes �a partir

de facettes pour le polytope 1SECSP(G;S). Ces proc�edures seront utilis�ees par la

suite pour in�rmer une conjecture de Chopra et Rao [18] sur le dominant du poly-

tope de l'arbre Steiner dans la classe des 2-arbres. Nous discutons aussi du polytope

1SECSP(G;S) et nous en donnons une caract�erisation compl�ete dans certaines classes

particuli�eres de graphes. En particulier, nous d�ecrivons ce polytope dans les graphes

s�eries-parall�eles quand les sommets terminaux ont une certaine disposition. Ceci nous

permettra de d�ecrire compl�etement le dominant du polytope STP(G;S) dans ces classes

de graphes. Ce travail a �et�e fait en collaboration avec H. Kerivin.

Dans [43] Gr�otschel et Monma ont montr�e le r�esultat suivant:

Lemme 4.1 Si G = (V;E) est un graphe 2-arête connexe et S un ensemble de sommets

terminaux de V , alors le polytope 1SECSP(G;S) est de pleine dimension. 2

�

Etant donn�e que le probl�eme 1SECSP est d�ecomposable dans tout graphe contenant un

sommet d'articulation [74], les graphes que l'on consid�ere dans ce chapitre seront sup-

pos�es 2-sommet connexes. En cons�equence, par le lemme 4.1, le polytope 1SECSP(G;S)

est de pleine dimension.

4.2 Les in�egalit�es de partitions Steiner g�en�eral-

is�ees

Dans [17], Chopra et Rao ont introduit une famille de contraintes valides pour le

dominant du polytope STP(G;S). Cette classe peut être pr�esent�ee de la mani�ere

suivante: soient m un entier impair (m � 3 ) et G

m

= (V

m

; E

m

) un graphe tel que

V

m

= fu

1

; : : : ; u

m

; v

1

; : : : ; v

m

g;

E

m

= f(u

i

; v

i

); (u

i

; v

i�1

); (v

i�1

; v

i

) : i = 1; : : : ;m (mod m)g:

Soit S

m

= fu

1

; : : : ; u

m

g l'ensemble des sommets terminaux de G

m

(voir �gure 4.1).
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v

v

v

1

2

2

3

3 1

u

uu

Figure 4.1 : G

3

La classe des graphes G

m

sera not�ee par 	. Soit la contrainte

x(E

m

) � 2(m� 1): (4.1)

Il n'est pas di�cile de voir que la contrainte (4.1) est valide pour le dominant du

polytope STP (G

m

; S

m

). Les contraintes de type (4.1) sont appel�ees in�egalit�es de trous

impairs. Chopra et Rao [17] ont montr�e que la contrainte (4.1) d�e�nit une facette

du dominant du polytope STP(G

m

; S

m

). Ils ont aussi montr�e que si G = (V

m

; E), o�u

E

m

� E, est un graphe obtenu �a partir de G

m

en ajoutant des arêtes entre des sommets

non adjacents de G

m

, alors l'in�egalit�e (4.1) peut être �etendue en une contrainte valide

pour le dominant du polytope STP(G;S

m

), donn�ee par

x(E

m

) + 2x(E n E

m

) � 2(m � 1): (4.2)

Soient G = (V;E) un graphe et S un sous-ensemble de V . Une partition � =

fV

1

; : : : ; V

p

g de V; p � 2, est appel�ee une partition Steiner, si

V

i

\ S 6= ; pour i = 1; : : : ; p:

Soit � = fV

1

; : : : ; V

p

g une partition de V . On note E

�

=

S

i=1;:::;p

�(V

i

). Si � est une

partition Steiner de V et F � E un ensemble d'arêtes qui induit un sous-graphe Steiner

connexe, alors le vecteur d'incidence de F; x

F

; v�eri�e la contrainte

X

e2E

�

x(e) � p � 1: (4.3)

Les contraintes de type (4.3) sont appel�ees in�egalit�es de partitions Steiner. Consid�erons

maintenant une partition � = fV

1

; : : : ; V

p

g telle que
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� V

i

\ S = ; pour i = 1; : : : ; r;

� V

i

\ S 6= ; pour i = r + 1; : : : ; p,

o�u 1 � r < p. Soient G

�

= (V

�

; E

�

) le graphe obtenu �a partir de G en contractant

chaque ensemble V

i

en un sommet w

i

, i = 1; : : : ; p, et S

�

= fw

i

: i = r + 1; : : : ; pg.

Soit

d = maxfjU j j U � V

�

n S

�

et G

�

n U est Steiner connexe par rapport �a S

�

g:

Consid�erons l'in�egalit�e suivante

x(�(V

1

; : : : ; V

p

)) � p� d� 1: (4.4)

Th�eor�eme 4.2 L'in�egalit�e (4.4) est valide pour 1SECSP(G;S).

Preuve. Si T est un sous-ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner connexe

dans G (par rapport �a S), alors T

0

, la restriction de T dans G

�

, induit un sous-graphe

Steiner connexe dans G

�

(par rapport �a S

�

). Comme le sous-graphe de G

�

induit par

T

0

contient au moins p � d sommets, T

0

doit contenir au moins p� d� 1 arêtes. 2

Les in�egalit�es de type (4.4) seront appel�ees in�egalit�es de partitions Steiner g�en�eralis�ees.

Notons que ces in�egalit�es g�en�eralisent les in�egalit�es (4.1) et (4.3). Pour les in�egali�es

(4.1), d = 1 et p = 2m et pour les in�egalit�es (4.3), d = 0.

Puisque STP(G;S) � 1SECSP(G;S), les in�egalit�es de type (4.4) sont aussi valides

pour STP(G;S). Aussi, pour tout sous-ensemble d'arêtes F � E induisant un arbre

Steiner par rapport �a S, x

F

satisfait l'in�egalit�e (4.4) �a l'�egalit�e.

Exemple.

Soit G = (V;E) le graphe r�epresent�e par la �gure (4.2). Les sommets terminaux sont

repr�esent�es par les cercles noirs. Consid�erons la partition de V o�u chaque ensemble de

la partition est r�eduit �a un seul sommet. Nous avons donc p = 5 et d = 1. L'in�egalit�e

de partition Steiner g�en�eralis�ee correspondante est

X

e2E

x(e) � 3:
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Figure 4.2 : contrainte de partition Steiner g�en�eralis�ee

Dans ce qui suit, nous allons donner des conditions su�santes pour que les in�egalit�es

(4.4) d�e�nissent des facettes du polytope 1SECSP(G;S). Soit m � 3 un entier impair

et soit G

m

= (V

m

; E

m

) un graphe tel que

V

m

= fu

1

; : : : ; u

m

; v

1

; : : : ; v

m

; v

0

1

; : : : ; v

0

m

g;

E

m

= f(u

i

; v

i

); (u

i

; v

i�1

); (v

i

; v

i�1

); (u

i

; v

0

i

); (u

i

; v

0

i�1

); (v

0

i

; v

0

i�1

) : i = 1; : : : ;m (mod m)g:

Soit S

m

= fu

1

; : : : ; u

m

g l'ensemble des sommets terminaux de G

m

(voir �gure 4.3 pour

G

3

). Consid�erons la contrainte suivante

X

e2E

m

x(e) � 2(m� 1): (4.5)

Les contraintes (4.5) sont des in�egalit�es de type (4.4) avec d = m+ 1 et p = 3m.

v v

’ ’

’

3

u

uu

1

2v
3

3

1

2

v v

v2

1

Figure 4.3 : G

3

Th�eor�eme 4.3 L'in�egalit�e (4.5) est valide pour le polytope 1SECSP(G

m

; S

m

).

Preuve. Soit T un sous-ensemble d'arêtes de E

m

induisant un sous-graphe G

T

=

(V

T

; T ) Steiner connexe par rapport �a S

m

. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut sup-

poser que jT j est minimum. Par cons�equent, G

T

est connexe. L'ensemble V

T

in-

tersecte au moins (m � 1) couples parmi les ensembles fv

i

; v

0

i

g, i = 1; : : : ;m, car
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sinon, le sous-graphe G

T

ne serait pas Steiner connexe. Puisque S

m

� V

T

, alors

jV

T

j � m+ (m� 1) = 2m� 1. Et par cons�equent, jT j � jV

T

j � 1 = 2m� 2. 2

Th�eor�eme 4.4 L'in�egalit�e (4.5) d�e�nit une facette de 1SECSP(G

m

; S

m

).

Preuve. La d�emonstration est similaire �a celle de Chopra et Rao [17] pour montrer

que l'in�egalit�e (4.1) d�e�nisse une facette du dominant de STP(G;S).

Notons par a

T

x � �

0

la contrainte (4.5) et par F la face de 1SECSP(G

m

; S

m

) d�e�nie

par cette contrainte. Supposons qu'il existe une contrainte b

T

x � �

0

d�e�nissant une

facette F

0

de 1SECSP(G

m

; S

m

) telle que F � F

0

.

D'apr�es le lemme 4.1, le polytope 1SECSP(G

m

; S

m

) est de pleine dimension et ainsi,

pour montrer que F est une facette, il su�t de montrer qu'il existe � > 0 tel que

b = �a.

Consid�erons les triangles B

i

= f(u

i

; v

i

); (u

i

; v

i�1

); (v

i

; v

i�1

)g; i = 1; : : : ;m. Soit

T

i

= f(u

i+1

; v

i

); (u

i+2

; v

i+2

)g [ f(u

r

; v

r

); (u

r

; v

r�1

); r 6= i; i+ 1; i+ 2g; i = 1; : : : ;m:

Soient

T

1

i

= T

i

[ f(u

i

; v

i�1

); (u

i

; v

i

)g;

T

2

i

= T

i

[ f(u

i

; v

i�1

); (v

i

; v

i�1

)g;

T

3

i

= T

i

[ f(u

i

; v

i

); (v

i

; v

i�1

)g:

Les ensembles T

j

i

, i = 1; : : : ;m et j = 1; 2; 3, induisent des sous-graphes Steiner con-

nexes. De plus, leurs vecteurs d'incidence x

T

j

i

satisfont (4.5) �a l'�egalit�e. D'o�u

b

T

x

T

j

i

= �

0

; i = 1; : : : ;m et j = 1; : : : ; 3:

Donc

b(u

i

; v

i

) + b(u

i

; v

i�1

) = b(u

i

; v

i�1

) + b(v

i

; v

i�1

) = b(u

i

; v

i

) + b(v

i

; v

i�1

):

Et par cons�equent, on obtient

b(u

i

; v

i

) = b(u

i

; v

i�1

) = b(v

i

; v

i�1

) = �

i

8 i = 1; : : : ;m; (4.6)

pour un certain scalaire �

i

2 IR.
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Dans ce qui suit, nous allons montrer que �

i

= �

j

8 i; j 2 f1; : : : ;mg.

Puisque m est impair, il su�t de montrer que �

i�1

= �

i+1

, i = 1; : : : ;m (mod m).

Consid�erons les sous-ensembles d'arêtes:

T

4

i

= f(u

j

; v

j

); (u

j

; v

j�1

); j 6= i; i+ 1g [ f(u

i

; v

i�1

); (u

i+1

; v

i+1

)g;

T

5

i

= f(u

j

; v

j

); (u

j

; v

j�1

); j 6= i� 1; ig [ f(u

i�1

; v

i�2

); (u

i

; v

i

)g:

Les ensembles T

4

i

et T

5

i

induisent des sous-graphes Steiner connexes tels que

a

T

x

T

4

i

= a

T

x

T

5

i

= �

0

:

D'o�u

b

T

x

T

4

i

= b

T

x

T

5

i

= �

0

:

Et par cons�equent, on obtient

b(u

i�1

; v

i�1

) + b(u

i

; v

i�1

) = b(u

i

; v

i

) + b(u

i+1

; v

i

):

D'apr�es (4.6), on a �

i�1

+ �

i

= �

i

+ �

i+1

. Donc �

i�1

= �

i+1

. D'o�u

�

i

= � 8 i 2 f1; : : : ;mg; (4.7)

pour un certain � 2 IR. Consid�erons les triangles B

0

i

= f(u

i

; v

0

i

); (u

i

; v

0

i�1

); (v

0

i

; v

0

i�1

)g,

i = 1; : : : ;m. D'une mani�ere similaire au cas pr�ec�edent, on peut montrer que

b(u

i

; v

0

i

) = b(u

i

; v

0

i�1

) = b(v

0

i

; v

0

i�1

) = �

0

8 i = 1; : : : ;m; (4.8)

pour un certain scalaire �

0

2 IR.

Nous allons montrer que � = �

0

. Soient

T = f(u

i

; v

i

); (u

i

; v

i�1

) : i = 1; : : : ;mg n f(u

1

; v

1

); (u

2

; v

1

)g;

T

0

= (T n f(u

1

; v

m

); (u

m

; v

m

)g) [ f(u

1

; v

0

1

); (u

2

; v

0

1

)g:

Les sous-ensembles T et T

0

induisent des sous-graphes Steiner connexes de G

m

. Par

ailleurs, x

T

2 F et x

T

0

2 F . D'o�u

b(u

1

; v

m

) + b(u

m

; v

m

) = b(u

1

; v

0

1

) + b(u

2

; v

0

1

):
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D'apr�es (4.7) et (4.8), on a � = �

0

= �. Donc, on obtient

b(e) = � 8 e 2 E

m

:

D'apr�es le lemme 1.5, on a � � 0, et comme F

0

� 1SECSP(G

m

; S

m

), il s'en suit que

� > 0. 2

Soient G = (V;E) un graphe et S � V un ensemble de sommets terminaux de V . Soit

G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en contractant un ensemble de sommets

W � V qui induit un sous-graphe 2-arête connexe. On note par w le sommet r�esultant

de cette contraction. Soit S

0

= S si W \ S = ; et S

0

= (S nW ) [ fwg sinon.

Lemme 4.5 Supposons que l'in�egalit�e

X

e2E

0

a

0

(e)x(e) � �

d�e�nisse une facette F

0

de 1SECSP(G

0

; S

0

). Alors l'in�egalit�e

X

e2E

a(e)x(e) � � (4.9)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S), o�u a(e) = a

0

(e) pour tout e 2 E

0

et a(e) = 0 pour

tout e 2 E(W ).

Preuve. Soit F un ensemble d'arêtes de E induisant un sous-graphe Steiner connexe

de G. La restriction F

0

de F dans le graphe G

0

est Steiner connexe. D'o�u

X

e2E

a(e)x

F

(e) =

X

e2E

0

a

0

(e)x

F

0

(e) � �:

Ce qui montre la validit�e de (4.9) pour 1SECSP(G;S).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que l'in�egalit�e (4.9) d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S).

Soit F la face de 1SECSP(G;S) d�e�nie par (4.9). Supposons que F ne soit pas une

facette de 1SECSP(G;S). Il existe alors une contrainte valide

X

e2E

b(e)x(e) � �



4.2. LES IN

�

EGALIT

�

ES DE PARTITIONS STEINER G

�

EN

�

ERALIS

�

EES 99

qui d�e�nit une facette F

1

de 1SECSP(G;S) telle que F � F

1

.

Nous allons montrer que b(e) = 0 pour tout e 2 E(W ).

Soit

~

T un ensemble d'arêtes de E

0

induisant un sous-graphe Steiner connexe de G

0

tel

que x

~

T

2 F

0

. Soient T

1

=

~

T [ E(W ) et T

2

= T

1

n feg. Comme G[W ] est 2-arête

connexe, les ensembles T

1

et T

2

induisent des sous-graphes Steiner connexes de G tels

que x

T

1

2 F et x

T

2

2 F . Et par cons�equent, x

T

1

2 F

1

et x

T

2

2 F

1

. D'o�u, b(e) = 0.

Consid�erons l'in�egalit�e

X

e2E

0

b(e)x(e) � �: (4.10)

Donc, l'in�egalit�e (4.10) d�e�nit une face propre de 1SECSP(G

0

; S

0

), que l'on notera par

F

0

1

. Nous avons F

0

� F

0

1

. En e�et, soit T

0

un ensemble d'arêtes de E

0

induisant un

sous-graphe Steiner connexe de G

0

tel que x

T

0

2 F

0

. Soit T = T

0

[ E(W ). Il est clair

que x

T

2 F . Et par cons�equent, x

T

2 F

1

. D'o�u

X

e2E

b(e)x

T

(e) =

X

e2E

0

b(e)x

T

0

(e) = �:

Donc, x

T

0

2 F

0

1

. Ce qui prouve que F

0

� F

0

1

.

Puisque F � F

1

, il existe un ensemble d'arêtes F

0

� E induisant un sous-graphe

Steiner connexe de G tel que x

F

0

2 F

1

et x

F

0

62 F . La restriction F

0

0

de F

0

est telle que

x

F

0

0

2 F

0

1

et x

F

0

0

62 F

0

. On en d�eduit que F

0

� F

0

1

. Ceci contredit le fait que F

0

d�e�nit

une facette de 1SECSP(G

0

; S

0

). 2

Soient G = (V;E) un graphe et S l'ensemble de sommets terminaux de V . Soient

W

1

; : : : ;W

t

, t � 1, des sous-ensembles de V deux �a deux disjoints tels que G[W

i

]

soit 2-arête connexe par. Consid�erons le graphe obtenu �a partir de G en contractant

W

1

; : : : ;W

t

. Le sommet w

i

, r�esultant de la contraction de W

i

, i = 1; : : : ; t, sera con-

sid�er�e comme un sommet terminal de ce graphe si et seulement si S \W

i

6= ;.

Le lemme 4.5 montre que si le graphe ainsi obtenu est un graphe G

m

= (V

m

; E

m

)

d�ecrit pr�ec�edemment, alors la contrainte

X

e2E

m

x(e) � 2(m� 1)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S).
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4.3 Construction de facettes

Dans cette section, nous allons d�ecrire certaines proc�edures de construction de facettes,

�a partir de facettes, pour le polytope 1SECSP(G). Ces proc�edures seront utilis�ees pour

in�rmer une conjecture de Chopra et Rao [18] sur le dominant du polytope des arbres

Steiner dans les 2-arbres. Par la suite, elles seront utilis�ees pour donner une caract�eri-

sation compl�ete du polytope 1SECSP(G;S) pour les graphes s�erie-parall�eles dont les

sommets terminaux ont une certaine disposition.

La premi�ere proc�edure consiste �a ajouter un sommet.

4.3.1 Ajout d'un sommet

Th�eor�eme 4.6 Soient G = (V;E) un graphe et S � V un ensemble de terminaux.

Supposons que E = E

�

[ ffg, o�u f = (v

1

; v

2

). Soit

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f)x(f) � �; (4.11)

une in�egalit�e qui d�e�nit une facette non triviale de 1SECSP(G;S). Soit G

0

= (V

0

; E

0

)

le graphe obtenu �a partir de G en ajoutant un sommet v

0

de degr�e deux sur l'arête

(v

1

; v

2

). On note f

1

= (v

0

; v

1

) et f

2

= (v

0

; v

2

) (voir �gure 4.4).

(a) Soit S

0

= S. Alors les in�egalit�es suivantes d�e�nissent des facettes du polytope

1SECSP(G

0

; S

0

)

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f)x(f

1

) � �; (4.12)

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f)x(f

2

) � �: (4.13)

(b) Soit S

0

= S [ fv

0

g.

(b1) Si v

1

; v

2

2 S, alors l'in�egalit�e suivante d�e�nit une facette de 1SECSP(G

0

; S

0

)

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f)x(f

1

) + a(f)x(f

2

) � � + a(f): (4.14)
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(b2) Si v

1

2 S et v

2

62 S, alors l'in�egalit�e

X

e2E

�

a(e)x(e) + (�

0

� �)x(f

1

) + a(f)x(f

2

) � �

0

; (4.15)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G

0

; S

0

), o�u

�

0

= minf

X

e2E

�

a(e)x

F

(e) + a(f)x

F

(f

2

) j F induit un sous � graphe

Steiner connexe de G

0

� f

1

par rapport �a S

0

g:

v2v1 f
v2v1 f1 f2

v0

Figure 4.4 : Ajout d'un sommet

Preuve. Soit F la facette de 1SECSP(G;S) d�e�nie par (4.11).

(a) Supposons que S

0

= S. Nous montrons d'abord la validit�e de (4.12) (la preuve

pour (4.13) est similaire).

Soit F

0

� E

0

un sous-ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner connexe de

G

0

. Soit F � E tel que F = (F

0

n ff

1

; f

2

g) [ ffg si f

1

2 F

0

et F = F

0

n ff

2

g sinon.

Il est facile de voir que F induit un sous-graphe Steiner connexe de G. De plus, on a

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) + a(f)x

F

0

(f

1

) =

X

e2E

�

a(e)x

F

(e) + a(f)x

F

(f) � �:

D'o�u la validit�e de (4.12) pour 1SECSP(G

0

; S

0

).

Notons par F

1

et F

2

les faces de 1SECSP(G

0

; S

0

) d�e�nies respectivement par les con-

traintes (4.12) et (4.13).

Soit

�

1

= minf

X

e2E

�

a(e)x

T

(e) + a(f)x

T

(f

1

) j T � E

0

n ff

2

g induit un sous � graphe

Steiner connexe de G

0

� f

2

par rapport �a S

0

g:
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Nous avons �

1

= �. En e�et, consid�erons un sous-ensemble d'arêtes T

0

� E

0

n ff

2

g in-

duisant un sous-graphe Steiner connexe deG

0

�f

2

tel que

P

e2E

�

a(e)x

T

0

(e)+a(f)x

T

0

(f

1

) =

�

1

et jT

0

j soit minumum. On a f

1

62 T

0

. Si ce n'est pas le cas, puisque v

0

62 S

0

, l'ensemble

T

0

1

= T

0

n ff

1

g induit un sous-graphe Steiner connexe de G

0

� f

2

. Comme a(f

1

) � 0,

on a

P

e2E

�
a(e)x

T

0

1

(e) = �

1

. Mais ceci contredit le fait que jT

0

j est minimum.

Puisque f

1

62 T

0

, on en d�eduit que l'ensemble d'arêtes T

0

induit aussi un sous-graphe

Steiner connexe de G. D'o�u

X

e2E

�

a(e)x

T

0

(e) = �

1

� �: (4.16)

CommeF est une facette non triviale de 1SECSP(G;S), il existe T � E tel que x

T

2 F

et f 62 T . Par cons�equent, T induit aussi un sous-graphe Steiner connexe de G

0

� f

2

.

D'o�u

X

e2E

�

a(e)x

T

(e) + a(f)x

T

(f

1

) = � � �

1

: (4.17)

D'apr�es (4.16) et (4.17), on a �

1

= �.

Puisque F est une facette de 1SECSP(G;S), il existe n = jEj sous-ensembles F

1

; : : : ; F

n

de E induisant des sous-graphes Steiner connexes de G dont les vecteurs d'incidence

x

F

1

; : : : ; x

F

n

appartiennent �a F et sont a�nement ind�ependants. Soient F

0

1

; : : : ; F

0

n

� E

0

tels que F

0

i

= (F

i

nffg)[ff

1

; f

2

g si f 2 F

i

et F

0

i

= F

i

[ff

2

g sinon, i = 1; : : : ; n. Les en-

sembles F

0

i

, i = 1; : : : ; n, induisent des sous-graphes Steiner connexes de G

0

et x

F

0

i

2 F

1

,

pour i = 1; : : : ; n.

Soit F

0

0

� E

0

nff

2

g un sous-ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner connexe

de G

0

� f

2

tel que

P

e2E

�

a(e)x

F

0

0

(e) + a(f)x

F

0

0

(f

1

) = �

1

. Remarquons que F

0

0

induit en

même temps un sous-graphe Steiner connexe de G

0

et que x

F

0

0

2 F

1

.

Les vecteurs x

F

0

0

; x

F

0

1

; : : : ; x

F

0

n

forment une famille de n + 1 points de F

1

a�nement

ind�ependants. Ceci prouve que F

1

est une facette de 1ESCSP(G

0

; S

0

). D'une mani�ere

similaire, on d�emontre que F

2

est une facette de 1ESCSP(G

0

; S

0

).

(b) Supposons que S

0

= S [ fv

0

g.

(b1) Supposons que v

1

; v

2

2 S. Nous montrons d'abord que (4.14) est valide pour

1SECSP(G

0

; S

0

).
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Consid�erons un sous-ensemble d'arêtes F

0

� E

0

induisant un sous-graphe Steiner con-

nexe de G

0

. Remarquons que ff

1

; f

2

g \ F

0

6= ;. Soit F = (F

0

n ff

1

; f

2

g) [ ffg si

ff

1

; f

2

g � F

0

et F = F

0

n ff

1

; f

2

g sinon. Comme F induit un sous-graphe Steiner

connexe de G et x

F

0

(f

1

) + x

F

0

(f

2

) = x

F

(f) + 1, on a

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) + a(f)x

F

0

(f

1

) + a(f)x

F

0

(f

2

) =

X

e2E

�

a(e)x

F

(e) + a(f)x

F

(f) + a(f)

� �+ a(f):

D'o�u, la contrainte (4.14) est valide pour 1SECSP(G

0

; S

0

). Notons par F

3

la face de

1SECSP(G

0

; S

0

) d�e�nie par (4.14).

Puisque F est une facette de 1SECSP(G;S), il existe n sous-ensembles T

1

; : : : ; T

n

de E induisant des sous-graphes Steiner connexes de G dont les vecteurs d'incidence

x

T

1

; : : : ; x

T

n

appartiennent �a F et sont a�nement ind�ependants. Soient T

0

1

; : : : ; T

0

n

� E

0

tels que T

0

i

= (T

i

nffg)[ff

1

; f

2

g si f 2 T

i

et T

0

i

= T

i

[ff

2

g sinon, i = 1; : : : ; n. Comme

F est di��erente d'une facette triviale, il existe un sous-ensemble d'arêtes T � E tel

que x

T

2 F et f 62 T . Soit T

0

0

= T [ ff

1

g. Les ensembles T

0

i

; i = 0; 1; : : : ; n, induisent

des sous-graphes Steiner connexes de G

0

tels que x

T

0

i

2 F

3

, i = 0; 1; : : : ; n. De plus,

les vecteurs x

T

0

0

; x

T

0

1

; : : : ; x

T

0

n

forment une famille de n + 1 points de F

3

a�nement in-

d�ependants. Par cons�equent, F

3

est une facette de 1ESCSP(G

0

; S

0

).

(b2) Supposons que v

1

2 S et v

2

62 S. Nous allons montrer que (4.15) est valide pour

1SECSP(G

0

; S

0

). Consid�erons un sous-ensemble d'arêtes F

0

� E

0

induisant un sous-

graphe Steiner connexe de G

0

. Remarquons d'abord que ff

1

; f

2

g \ F

0

6= ;. Si f

1

62 F

0

,

alors F

0

induit aussi un sous-graphe Steiner connexe de G

0

� f

1

. D'o�u

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) + (�

0

� �)x

F

0

(f

1

) + a(f)x

F

0

(f

2

) =

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) + a(f)x

F

0

(f

2

)

� �

0

:

Supposons maintenant que f

1

2 F

0

.

Si f

2

2 F

0

, alors F

1

= (F

0

n ff

1

; f

2

g) [ ffg induit un sous-graphe Steiner connexe de

G. Donc

X

e2E

�

a(e)x

F

1

(e) + a(f) � �:
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Et par cons�equent

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) � � � a(f):

Puisque f

1

; f

2

2 F

0

, on obtient

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) + (�

0

� �)x

F

0

(f

1

) + a(f)x

F

0

(f

2

) � �� a(f) + (�

0

� �) + a(f) = �

0

:

Si f

2

62 F

0

, alors F

2

= F

0

n ff

1

g induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Il en

r�esulte que

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) =

X

e2E

�

a(e)x

F

2

(e) � �:

Comme f

1

2 F

0

et f

2

62 F

0

, on a

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) + (�

0

� �)x

F

0

(f

1

) + a(f)x

F

0

(f

2

) � � + (�

0

� �) = �

0

:

Donc l'in�egalit�e (4.15) est valide pour 1SECSP(G

0

; S

0

). La preuve que (4.15) d�e�nit

une facette de 1SECSP(G

0

; S

0

) est similaire �a celle donn�ee dans (b1). 2

Chopra et Rao [18] (voir aussi Goemans [38]) ont conjectur�e que si G est un 2-arbre,

alors le dominant D(G;S) du polytope des arbres Steiner est d�ecrit par les contraintes

de non-n�egativit�e, les contraintes de partitions Steiner et les contraintes de trous im-

pairs.

En utilisant la proc�edure de construction de facettes d�ecrite dans le th�eor�eme 4.6.(b2),

nous obtenons un contre-exemple de cette conjecture. En e�et, consid�erons le graphe

G

1

repr�esent�e par la �gure (4.5) et soit S

1

= fs

1

; s

2

; s

3

g.

s

s

v

v

v3

1

1

2

2

s3

Figure 4.5 : G

1
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L'in�egalit�e de trou impair

P

e2E

1

x(e) � 4 d�e�nit une facette de 1SECSP(G

1

; S

1

).

En ajoutant un sommet terminal s

4

sur une des arêtes entre les sommets s

1

et v

1

et en

appliquant la proc�edure de construction de facettes d�ecrite dans le th�eor�eme 4.6.(b2),

on obtient l'in�egalit�e

P

e2E

2

x(e) � 5 qui d�e�nit une facette de 1SECSP(G

2

; S

2

), o�u G

2

est le graphe repr�esent�e par la �gure (4.6) et S

2

= S

1

[ fs

4

g.

s

v

s
v

s

v

s1
4

2

2

3

3 1

Figure 4.6 : G

2

En ajoutant un sommet terminal s

5

sur une des arêtes entre les sommets s

1

et v

3

et

en appliquant de nouveau la proc�edure d�ecrite dans le th�eor�eme 4.6.(b2) sur le graphe

G

2

, on obtient l'in�egalit�e

P

e2E

x(e) � 6 qui d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S), o�u G

est le graphe donn�e par la �gure (4.7) et S = S

2

[ fs

5

g.

v

s
v

s

v

s1

2

2

3

3 1

s5 s4

Figure 4.7 : Contre-exemple de la conjecture de Chopra et Rao

L'in�egalit�e

P

e2E

x(e) � 6 d�e�nit aussi une facette de D(G;S). Cette contrainte est une
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in�egalit�e de partition Steiner g�en�eralis�ee. Elle est di��erente d'une in�egalit�e de partition

Steiner et d'une in�egalit�e de trou impair. Ce qui in�rme la conjecture de Chopra et Rao.

Notons que dans cet exemple, la proc�edure de construction de facettes de 1SECSP(G;S)

a permis aussi de construire une facette de D(G;S).

Notre deuxi�eme op�eration est l'inverse de la pr�ec�edente. Elle consiste donc �a remplacer

une châ�ne de longeur deux par une seule arête.

4.3.2 Contraction d'une arête

Avant de pr�esenter notre deuxi�eme op�eration, nous donnons le lemme suivant qui sera

utile par la suite.

Lemme 4.7 Soient G = (V;E) un graphe et S un ensemble de terminaux de G. Sup-

posons qu'il existe un sommet v

0

2 V tel que �(v

0

) = ff

1

; f

2

g, o�u f

1

= (v

0

; v

1

) et

f

2

= (v

0

; v

2

). Soit

a

T

x =

X

e2Enff

1

;f

2

g

a(e)x(e) + a(f

1

)x(f

1

) + a(f

2

)x(f

2

) � � (4.18)

une contrainte qui d�e�nit une facette non triviale de 1SECSP(G;S).

(a) Si v

0

62 S, alors a(f

1

):a(f

2

) = 0.

(b) Supposons que v

0

2 S.

(b1) Si v

1

; v

2

2 S, alors a(f

1

) = a(f

2

).

(b2) Si v

1

2 S et v

2

62 S, alors a(f

1

) � a(f

2

).

Preuve. Soit F la facette de 1SECSP(G;S) d�e�nie par la contrainte (4.18)

(a) Supposons que a(f

1

) 6= 0 6= a(f

2

).

Puisque F est une facette de 1SECSP(G;S), il existe un sous-ensemble d'arêtes F � E

tel que x

F

2 F et jF \ ff

1

; f

2

gj = 1. Sinon, pour tout ensemble T � E tel que G(T )

soit Steiner connexe et x

T

2 F , on a ou bien ff

1

; f

2

g � T ou bien ff

1

; f

2

g \ T = ;.

Mais ceci implique que l'in�egalit�e (4.16) est, �a une multiplication pr�es par un scalaire
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positif, l'�equation x(f

1

)� x(f

2

) = 0. Puisque F est une facette non triviale, ceci con-

tredit le lemme 1.5.

Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que f

1

2 F et f

2

62 F . Soit F

1

= F n ff

1

g.

Puisque v

0

62 S, l'ensemble F

1

induit un sous-graphe Steiner connexe de G. D'o�u,

a(f

1

) = 0, une contradiction.

(b) Supposons que v

0

2 S.

(b1) Supposons que a(f

1

) 6= a(f

2

).

Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que a(f

1

) > a(f

2

). Puisque F est di��erente d'une

facette triviale, il existe un ensemble d'arêtes F � E ne contenant pas f

2

tel que

x

F

2 F . Comme v

0

2 S, il en r�esulte que f

1

2 F . L'ensemble F

0

= (F n ff

1

g) [ ff

2

g

induit un sous-graphe Steiner connexe de G avec a

T

x

F

0

< �, une contradiction.

(b2) Supposons que a(f

1

) < a(f

2

).

Puisque F est di��erente d'une facette triviale, il existe un ensemble d'arêtes F � E

qui ne contient pas f

1

tel que x

F

2 F . Puisque v

0

2 S, il en r�esulte que f

2

2 F .

L'ensemble d'arêtes F

0

= (F n ff

2

g) [ ff

1

g induit un sous-graphe Steiner connexe de

G tel que a

T

x

F

0

< �, une contradiction. 2

Th�eor�eme 4.8 Soient G = (V ;E) un graphe et S � V un ensemble de terminaux de

G. Supposons que E = E

�

[ ff

1

; f

2

g, o�u f

1

= (v

0

; v

1

), f

2

= (v

0

; v

2

) et �(v

0

) = ff

1

; f

2

g

(voir �gure 4.8).

Soit

a

T

x =

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f

1

)x(f

1

) + a(f

2

)x(f

2

) � �; (4.19)

une contrainte qui d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S). Soit G = (V;E) le graphe tel

que V = V n fv

0

g et E = E

�

[ ff = (v

1

; v

2

)g. Soit S = S n fv

0

g.

(a) Si S = S, alors la contrainte

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f)x(f) � �; (4.20)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S), o�u a(f) = maxfa(f

1

); a(f

2

)g.
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(b) Supposons que S 6= S.

(b1) Si v

1

; v

2

2 S, alors la contrainte

X

e2E

�

a(e)x(e) + �x(f) � �� �; (4.21)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S), o�u � = a(f

1

).

(b2) Si v

1

2 S et v

2

62 S, alors la contrainte

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f

2

)x(f) � � � a(f

1

); (4.22)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S).

v2v1 f
v2f1 f2

v0v1

Figure 4.8 : Contraction d'une arête

Preuve. Soit F la facette de 1SECSP(G;S) d�e�nie par la contrainte (4.19).

(a) D'apr�es le lemme 4.7.(a), on a a(f

1

):a(f

2

) = 0. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose

que a(f

2

) = 0. Et par cons�equent a(f) = a(f

1

).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que (4.20) est valide pour 1SECSP(G;S). Soit

F � E un sous-ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G. Soit

F = (F n ffg)[ ff

1

; f

2

g si f 2 F , et F = F [ ff

2

g sinon. Comme v

0

62 S, F induit un

sous-graphe Steiner connexe de G. D'o�u

X

e2E

�

a(e)x

F

(e) + a(f)x

F

(f) =

X

e2E

�

a(e)x

F

(e) + a(f

1

)x

F

(f

1

) + a(f

2

)x

F

(f

2

) � �;

et par cons�equent, la contrainte (4.20) est valide pour 1SECSP(G;S).

Soit

F = fx 2 1SECSP(G;S) j

X

e2E

�

a(e)x(e) + a(f)x(f) = �g:
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Notons que F est une face propre de 1SECSP(G;S). Supposons que F ne soit pas une

facette de 1SECSP(G;S). Alors il existe une facette F

1

de 1SECSP(G;S) telle que

F � F

1

. Supposons que F

1

soit d�e�nie par une contrainte

X

e2E

�

a

0

(e)x(e) + a

0

(f)x(f) � �

0

:

Puisque S = S, d'apr�es le th�eor�eme 4.6.(a), la contrainte

X

e2E

�

a

0

(e)x(e) + a

0

(f)x(f

1

) � �

0

d�e�nit une facette F

1

de 1SECSP(G;S).

Nous allons montrer que F � F

1

.

Soit

~

F un sous-ensemble d'arêtes de E tel que x

~

F

2 F . Donc

X

e2E

�

a(e)x

~

F

(e) + a(f

1

)x

~

F

(f

1

) = �:

Soit F

�

= (

~

F n ff

1

; f

2

g) [ ffg si f

1

2

~

F et F

�

=

~

F n ff

2

g sinon. L'ensemble F

�

induit

un sous-graphe Steiner connexe de G tel que x

F

�

2 F � F

1

. Donc

X

e2E

�

a

0

(e)x

F

�

(e) + a

0

(f)x

F

�

(f

1

) = �

0

:

Et par cons�equent, on obtient

X

e2E

�

a

0

(e)x

~

F

(e) + a

0

(f)x

~

F

(f

1

) = �

0

:

D'o�u, x

~

F

2 F

1

. Ainsi, on a montr�e que F � F

1

.

Puisque F � F

1

, il existe un sous-ensemble T � E tel que x

T

2 F

1

et x

T

62 F , i.e

X

e2E

�

a

0

(e)x

T

(e) + a

0

(f)x

T

(f) = �

0

et

X

e2E

�

a(e)x

T

(e) + a(f

1

)x

T

(f) > �:

Soit T = (T n ffg) [ ff

1

; f

2

g si f 2 T et T = T [ ff

2

g sinon. Il est clair que T induit

un sous-graphe Steiner connexe de G et que x

T

2 F

1

et x

T

62 F . D'o�u F � F

1

. Mais

ceci contredit le fait que F est une facette de 1SECSP(G;S). Par cons�equent, F est

une facette de 1SECSP(G;S).

(b) Supposons que v

0

2 S.
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(b1) Supposons que v

1

; v

2

2 S. D'apr�es le lemme 4.7.(b1), on a a(f

1

) = a(f

2

) =

a(f). Consid�erons un sous-ensemble d'arêtes F de E induisant un sous-graphe Steiner

connexe de G. Soit F

0

= (F n ffg) [ ff

1

; f

2

g si f 2 F , et F

0

= F [ ff

2

g sinon.

L'ensemble F

0

induit un sous-graphe Steiner connexe de G. D'o�u

X

e2E

�

a(e)x

F

0

(e) + a(f

1

)x

F

0

(f

1

) + a(f

2

)x

F

0

(f

2

) � �:

Comme f

2

2 F

0

et x

F

0

(f

1

) = x

F

(f), on obtient

X

e2E

�

a(e)x

F

(e) + a(f)x

F

(f) � � � a(f):

Ce qui implique que la contrainte (4.21) est valide pour 1SECSP(G;S).

Soit F

�

la face de 1SECSP(G;S) d�e�nie par (4.21). Supposons que F

�

ne soit pas une

facette de 1SECSP(G;S). Alors il existe une facette F

�

1

de 1SECSP(G;S) telle que

F

�

� F

�

1

. Supposons que F

�

1

soitl d�e�nie par la contrainte

P

e2E

�

a

0

(e)x(e)+a

0

(f)x(f) �

�

0

. D'apr�es le th�eor�eme 4.6.(b1), la contrainte

X

e2E

�

a

0

(e)x(e) + a

0

(f)x(f

1

) + a

0

(f)x(f

2

) � �

0

+ a

0

(f)

d�e�nit une facette

~

F de 1SECSP(G;S). Nous allons montrer que F �

~

F.

Soit T un sous-ensemble d'arêtes de E tel que x

T

2 F. Soit T = (T n ff

1

; f

2

g) [ ffg

si f

1

; f

2

2 T et T = T n ff

1

; f

2

g sinon. Donc x

T

(f) = x

T

(f

1

) + x

T

(f

2

)� 1. L'ensemble

T induit un sous-graphe Steiner connexe de G tel que x

T

2 F

�

� F

�

1

. Donc

X

e2E

�

a

0

(e)x

T

(e) + a

0

(f)x

T

(f) = �

0

:

Puisque x

T

(f) = x

T

(f

1

) + x

T

(f

2

)� 1, on obtient

X

e2E

�

a

0

(e)x

T

(e) + a

0

(f)x

T

(f

1

) + a

0

(f)x

T

(f

2

) = �

0

+ a

0

(f):

D'o�u, x

T

2

~

F . Ainsi, on a montr�e que F �

~

F .

Puisque F

�

� F

�

1

, il existe un sous-ensemble F

1

� E tel que x

F

1

2 F

�

1

et x

F

1

62 F

�

, i.e

X

e2E

�

a

0

(e)x

F

1

(e) + a

0

(f)x

F

1

(f) = �

0

et

X

e2E

�

a(e)x

F

1

(e) + a(f

1

)x

F

1

(f) > �� a(f):
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Soit F

1

= (F

1

nffg)[ff

1

; f

2

g si f 2 F

1

et F

1

= F

1

[ff

2

g sinon. Il est clair que G(F

1

)

est un sous-graphe Steiner connexe de G. De plus, x

F

1

2

~

F et x

F

1

62 F . D'o�u F �

~

F .

Mais ceci contredit le fait que F est une facette de 1SECSP(G;S). Par cons�equent,

F

�

est une facette de 1SECSP(G;S).

La preuve de (b2) est similaire �a celle de (b1). 2

4.3.3 Explosion d'un sommet

Soient G = (V;E) un graphe et S � V un ensemble de terminaux de G. Soit W � V

un sous-ensemble de sommets tel que W = W

1

[ W

2

, W

1

\W

2

= ;, W

i

\ S 6= ; et

G[W

i

] soit 2-arête connexe, pour i = 1; 2. Supposons que [W

1

;W

2

] = fgg.

Soit G = (V ;E) le graphe obtenu �a partir de G en contractant W . Notons par w

0

le

sommet r�esultant de cette contraction. Soit S = (S nW ) [ fw

0

g (voir �gure 4.9).

Le th�eor�eme suivant montre que toute facette de 1SECSP(G;S) donne lieu �a une facette

gg

W

W1 W2

Figure 4.9 : Explosion d'un sommet

de 1SECSP(G;S).

Th�eor�eme 4.9 Soit

X

e2E

a(e)x(e) � � (4.23)

une contrainte qui d�e�nit une facette F de 1SECSP(G;S). Soit a

T

x � � telle que

a(e) =

8

>

<

>

:

a(e) si e 2 E;

0 si e 2 E(W ) n fgg;

�� � si e = g;
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o�u

� = minf

X

e2E

a(e)x

T

(e) j T � E n fgg induit un sous � graphe Steiner connexe

de G � g par rapport �a Sg:

Alors a

T

x � � d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S).

Preuve. Nous montrons d'abord que a

T

x � � est valide pour 1SECSP(G;S).

Soit F � E un sous-ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G.

Si g 62 F , alors F induit aussi un sous-graphe Steiner connexe de G � g. Donc

X

e2E

a(e)x

F

(e) + (� � �)x

F

(g) +

X

e2E(W )nfgg

a(e)x

F

(e) =

X

e2E

a(e)x

F

(e) � �:

Si g 2 F , alors F n E(W ) induit un sous-graphe Steiner connexe dans G. D'o�u

X

e2E

a(e)x

F

(e) + (�� �)x

F

(g) =

X

e2E

a(e)x

F

(e) + (�� �)x

F

(g)

� � + (�� �) = �:

Donc a

T

x � � est valide pour 1SECSP(G;S).

Notons par F la face de 1SECSP(G;S) d�e�nie par a

T

x � �.

Supposons qu'il existe une contrainte b

T

x � � qui d�e�nit une facetteF

0

de 1SECSP(G;S)

telle que F � F

0

. Puisque le polytope 1SECSP(G;S) est de pleine dimension, pour

montrer que F d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S) il su�t de montrer qu'il existe

� > 0 tel que b = �a.

Nous allons montrer que b(e) = 0, pour tout e 2 E(W ) n fgg.

Soit F � E un ensemble d'arêtes qui induit un sous-graphe Steiner connexe de G tel

que x

F

2 F . Soit F

1

= F [E(W ). Il est clair que G(F

1

) est Steiner connexe. De plus,

x

F

1

2 F � F

0

. Soit e une arête quelconque de E(W ) n fgg. Consid�erons l'ensemble

d'arêtes F

0

= F n feg. Puisque les sous-graphes G[W

1

] et G[W

2

] sont 2-arête con-

nexes, il en r�esulte que G(F

0

) induit un sous-graphe Steiner connexe de G. De plus,

x

F

0

2 F � F

0

. D'o�u, b(e) = 0.
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Soit

F

0

= fx 2 1SECSP(G;S) j

X

e2E

b(e)x(e) = � � b(g)g:

On a F � F

0

. En e�et, soit T � E tel que x

T

2 F . Soit T = T [ E(W ). Alors

x

T

2 F � F

0

, i.e

X

e2E

b(e)x

T

(e) + b(g) = �:

Par cons�equent

X

e2E

b(e)x

T

(e) = � � b(g):

D'o�u, x

T

2 F

0

. Donc, on a F � F

0

. Ce qui implique que F = F

0

(car F est une facette).

Puisque le polytope 1SECSP(G;S) est de pleine dimension, il existe � 2 IR

+

tel que

b(e) = �a(e) = �a(e), 8 e 2 E, et �� b(g) = ��. Nous allons montrer que la facette F

0

est di��erente de la facette d�e�nie par x(g) � 1. En e�et, supposons le contraire. Dans

ce cas, comme � > 0 et b(e) = 0 pour tout e 2 E, il en r�esulte que a(e) = 0 pour tout

e 2 E, contredisant le fait que F d�e�nit une facette de 1SECSP(G;S). Il existe donc

un ensemble d'arêtes T � E n fgg tel que x

T

2 F

0

. Par cons�equent

minf

X

e2E

b(e)x(e) + b(g)x(g) j x 2 1SECSP(G;S)g =

minf

X

e2E

b(e)x(e) j x 2 1SECSP(G � g; S)g = �:

Donc on a

� = minf

X

e2E

a(e)x(e) +

X

e2E(W )nfgg

b(e)x(e) j x 2 1SECSP(G� g; S)g

=

1

�

minf

X

e2E

b(e)x(e) j x 2 1SECSP(G � g; S)g

=

�

�

On en d�eduit que b(g) = � � �� = �� � �� = �(�� �). D'o�u, b = �a. Ce qui termine

la preuve de notre th�eor�eme. 2
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4.4 Le polytope 1SECSP(G;S) dans certaines classes

de graphes

Dans cette section, nous allons �etudier le polytope 1SECSP(G;S) dans deux classes

particuli�eres de graphes. D'abord, nous consid�erons les graphes s�erie-parall�eles avec

une certaine disposition des sommets terminaux. Ensuite, nous discutons du cas o�u G

est un graphe de type 	. Nous donnons dans les deux cas une caract�erisation compl�ete

de 1SECSP(G;S).

4.4.1 Les graphes s�erie-parall�eles

Dans [29], Du�n a montr�e qu'un graphe s�erie-parall�ele, peut être obtenu �a partir d'un

graphe constitu�e de deux sommets li�es par une arête, en appliquant d'une mani�ere

r�ecursive les deux op�erations suivantes:

O1: dupliquer une arête,

O2: subdiviser une arête (i.e. remplacer une arête (u; v) par deux arêtes (u;w) et

(w; v), o�u w est un nouveau sommet).

Soient G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele et S � V un ensemble de terminaux. On

dit que S v�eri�e la propri�et�e P (par rapport �a G), si le graphe G peut être construit

au moyen des op�erations O1 et O2 de telle mani�ere que si un sommet terminal est

ajout�e par l'op�eration O2 entre deux sommets v

1

et v

2

, alors au moins un de ces deux

sommets est un terminal.

Le lemme suivant sera utile par la suite.

Lemme 4.10 Soient G = (V;E) un graphe et S un ensemble de sommets terminaux de

V . Soient g et f deux arêtes parall�eles de E. Supposons que la contrainte

P

e2E

x(e) � �

d�e�nisse une facette de 1SECSP(G;S). Alors la contrainte

X

e2Enfgg

x(e) � � (resp:

X

e2Enffg

x(e) � �)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G � g; S) (resp. 1SECSP(G � f; S)).



4.44. LE 1SECSP(G;S) DANS CERTAINES CLASSES DE GRAPHES 115

Preuve. Similaire �a celle donn�ee pour le th�eor�eme 4.8. 2

Th�eor�eme 4.11 Si G = (V;E) est un graphe s�erie-parall�ele et S � V un ensemble de

terminaux v�eri�ant la propri�et�e P , alors le polytope 1SECSP(G;S) est caract�eris�e par

les contraintes triviales et les contraintes de partitions Steiner.

Preuve. La d�emonstration est par r�ecurrence sur jEj. Le th�eor�eme est vrai pour

tout graphe s�erie-parall�ele ayant au plus 4 sommets et dont l'ensemble des sommets

terminaux v�eri�e la propri�et�e P, i.e. un graphe outerplanaire de 4 sommets avec au

moins un sommet terminal. Supposons que le th�eor�eme reste vrai pour tout graphe

ayant au plus m arêtes et supposons que G contient exactement m+ 1 arêtes.

Nous consid�erons d'abord le cas o�u la derni�ere op�eration dans la construction de G est

l'ajout d'un sommet v

0

. On note �(v

0

) = ff

1

; f

2

g o�u f

1

= (v

0

; v

1

) et f

2

= (v

0

; v

2

). Soit

a

T

x � � une contrainte d�e�nissant une facette F de 1SECSP(G;S). Supposons que

a

T

x � � soit di��erente d'une contrainte triviale et d'une contrainte de coupe Steiner.

Nous allons montrer que a

T

x � � est pr�ecisement une contrainte de partition Steiner.

Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en supprimant v

0

et en rempla�cant

les deux arêtes f

1

et f

2

par une arête f entre v

1

et v

2

. Soit S

0

= S nfv

0

g. On consid�ere

trois cas:

Cas 1. v

0

62 S.

D'apr�es le th�eor�eme 4.8.(a), l'in�egalit�e

X

e2E

0

nffg

a(e)x(e) + a(f)x(f) � �; (4.24)

d�e�nit une facette F

0

de 1SECSP(G

0

; S

0

), o�u a(f) = maxfa(f

1

); a(f

2

)g. Et par le

lemme 4.7.(a), on a a(f

1

):a(f

2

) = 0. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que

a(f

2

) = 0 et donc a(f) = a(f

1

). Comme a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triv-

iale et d'une contrainte de coupe Steiner, alors (4.24) l'est aussi. Puisque jE

0

j < jEj,

d'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence il s'en suit que (4.24) est d�e�nie par une contrainte

de partition Steiner. Donc, il existe une partition Steiner fV

0

1

; : : : ; V

0

p

g de V

0

et un

nombre positif � tels que
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8

>

<

>

:

a(e) = � 8 e 2 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

);

a(e) = 0 si e 62 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

);

� = �(p� 1):

Sans perte de g�en�eralit�e, supposons que v

2

2 V

0

1

. Soit fV

1

; : : : ; V

p

g la partition Steiner

de V donn�ee par

V

1

= V

0

1

[ fv

0

g;

V

i

= V

0

i

; i = 2; : : : ; p:

Soit x 2 F . On a

X

e2E

0

nff

1

;f

2

g

a(e)x(e) + a(f

1

)x(f

1

) + a(f

2

)x(f

2

) = �:

D'o�u

�

X

e2�(V

1

;:::;V

p

)

x(e) = �(p� 1):

Et donc

X

e2�(V

1

;:::;V

p

)

x(e) = p � 1:

Par cons�equent, F � fx 2 1SECSP(G;S) j

P

e2�(V

1

;:::;V

p

)

x(e) = p� 1g.

D'apr�es le lemme 4.1, le polytope 1SECSP(G;S) est de pleine dimension, ce qui im-

plique que a

T

x � � correspond �a la contrainte de partition Steiner

X

e2�(V

1

;:::;V

p

)

x(e) � p� 1:

Cas 2. v

0

; v

1

; v

2

2 S.

D'apr�es le lemme 4.7.(b1), on a a(f

1

) = a(f

2

) = �. Aussi, par le th�eor�eme 4.8.(b1),

l'in�egalit�e

X

e2E

0

nffg

a(e)x(e) + �x(f) � �� � (4.25)

d�e�nit une facette F

�

de 1SECSP(G

0

; S

0

).

Comme a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triviale et d'une contrainte de coupe
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Steiner, alors (4.25) l'est aussi. Puisque jE

0

j < jEj, par l'hypoth�ese de r�ecurrence, il

s'en suit que (4.25) est une contrainte de partition Steiner. D'o�u, il existe une partition

Steiner fV

0

1

; : : : ; V

0

p

g de V

0

et un nombre positif � tels que

8

>

<

>

:

a(e) = � 8 e 2 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

);

a(e) = 0 si e 62 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

);

�� � = �(p� 1):

Supposons que � > 0 (le cas o�u � = 0 est similaire). Il s'en suit que f 2 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

).

Soit fV

1

; : : : ; V

p+1

g la partition Steiner de V telle que

V

i

= V

0

i

; i = 1; : : : ; p;

V

p+1

= fv

0

g:

Soit x 2 F . On a

X

e2Enff

1

;f

2

g

a(e)x(e) + a(f

1

)x(f

1

) + a(f

2

)x(f

2

) = �:

D'o�u

�

X

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) = � + �(p� 1):

Et donc

X

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) = p:

Par cons�equent, F � fx 2 1SECSP(G;S) j

P

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) = pg.

D'une mani�ere analogue �a celle du cas pr�ec�edent, on d�eduit que a

T

x � � n'est rien

d'autre que la contrainte

P

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) � p.

Cas 3. v

0

; v

1

2 S, v

2

62 S (le cas v

0

; v

2

2 S, v

1

62 S est similaire).

Par le lemme 4.7.(b2), on a a(f

1

) � a(f

2

). Et d'apr�es le th�eor�eme 4.8.(b2), l'in�egalit�e

X

e2E

0

a(e)x(e) + a(f

2

)x(f) � � � a(f

1

)

d�e�nit une facette F

0

de 1SECSP(G

0

; S

0

).

Comme pr�ec�edement, d'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence, la facette F

�

est d�e�nie par
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une contrainte de partition Steiner. D'o�u, il existe une partition Steiner fV

0

1

; : : : ; V

0

p

g

de V

0

et un nombre positif � tels que

8

>

<

>

:

a(e) = � 8 e 2 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

);

a(e) = 0 si e 62 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

);

� � a(f

1

) = �(p� 1):

On distingue deux cas:

Cas 3.1. v

1

2 V

0

i

et v

2

2 V

0

j

(i 6= j ).

Ceci implique que a(f

2

) > 0. On peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que v

1

2 V

0

1

et v

2

2 V

0

2

. Soit fV

1

; : : : ; V

p+1

g la partition Steiner de V telle que

V

i

= V

0

i

; i = 1; : : : ; p;

V

p+1

= fv

0

g:

Soit x 2 F . On a

X

e2E

0

nffg

a(e)x(e) + a(f

1

)x(f

1

) + a(f

2

)x(f

2

) = �:

D'o�u

�

X

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) = � + �(p� 1):

Et donc

X

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) = p:

Par cons�equent, F � fx 2 1SECSP(G;S) j

P

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) = pg et donc a

T

x � �

correspond �a la contrainte

P

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) � p.

Cas 3.2 v

1

; v

2

2 V

0

1

.

Puisque f 62 �(V

0

1

; : : : ; V

0

p

), on a a(f

2

) = 0. Nous allons montrer qu'il existe une

partition fW

1

;W

2

g de V

0

1

telle que [W

1

;W

2

] = ffg. En e�et, supposons le contraire,

et soit C une châ�ne de G(V

0

1

) entre v

1

et v

2

qui ne contient pas f .

Puisque F est une facette non triviale, il existe un ensemble d'arêtes F � E tel que
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x

F

2 F et f

1

2 F . Soit F

0

= (F nff

1

g)[ (C [ff

2

g). Comme F

0

induit un sous-graphe

Steiner connexe de G, il en r�esulte que a(f

1

) = 0, une contradiction.

Donc il existe une partition fW

1

;W

2

g de V

0

1

telle que [W

1

;W

2

] = ffg. Sans perte de

g�en�eralit�e, on suppose que v

1

2 W

1

et v

2

2 W

2

. Soit fV

1

; : : : ; V

p+1

g la partition Steiner

de V donn�ee par

V

1

=W

1

;

V

2

=W

2

[ fv

0

g;

V

i+1

= V

0

i

; i = 2; : : : ; p:

D'une mani�ere similaire aux cas pr�ec�edents, on obtient que F = fx 2 1SECSP(G;S) j

P

e2�(V

1

;:::;V

p+1

)

x(e) = pg.

Supposons maintenant que la derni�ere op�eration dans la construction de G consiste �a

ajouter une arête parall�ele g entre deux sommets de V . Soit

P

e2E

x(e) � � une contrainte

di��erente d'une contrainte triviale et d'une contrainte de coupe Steiner et qui d�e�nit

une facette de 1SECSP(G;S). D'apr�es le lemme 4.10, la contrainte

P

e2Enfgg

x(e) � �

d�e�nit une facette de 1SECSP(G � g; S). Cette facette, d'apr�es l'hypoth�ese de r�ecur-

rence, est une facette de partition Steiner. En utilisant la même d�emarche que dans les

cas pr�ec�edents, nous pouvons montrer que

P

e2E

x(e) � � est une contrainte de partition

Steiner. Ce qui termine la preuve de notre th�eor�eme. 2

4.4.2 Le polytope 1SECSP(G;S) dans la classe 	

Consid�erons la classe des graphes 	 introduite dans la section 4.2 et d�e�nie par les

graphes G

m

= (V

m

; E

m

) tels que

V

m

= fu

1

; : : : ; u

m

; v

1

; : : : ; v

m

g;

E

m

= f(u

i

; v

i�1

); (u

i

; v

i

); (v

i�1

; v

i

); i = 1; : : : ;m (mod m)g;

o�u m � 3 est un entier impair. Soit S

m

= fu

1

; : : : ; u

m

g l'ensemble des terminaux de

V

m

. On note e

1

i

= (u

i

; v

i

), e

2

i

= (u

i

; v

i�1

) et e

3

i

= (v

i�1

; v

i

), pour i = 1; : : : ;m (mod m).
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Dans [17], Chopra et Rao ont montr�e que pour un graphe G

m

de 	, la contrainte

x(E

m

) � 2(m � 1) (4.26)

d�e�nit une facette de 1SECSP(G

m

; S

m

). Le th�eor�eme suivant donne une description

compl�ete de 1SECSP(G;S) dans la classe 	.

Th�eor�eme 4.12 Si G

m

= (V

m

; E

m

) est un graphe de type 	 et S

m

= fu

1

; : : : ; u

m

g

l'ensemble des terminaux de V

m

, alors 1SECSP(G

m

; S

m

) est caract�eris�e par les con-

traintes triviales, de partitions Steiner et l'in�egalit�e (4.26).

Preuve. Soit a

T

x � � une contrainte valide qui d�e�nit une facetteF de 1SECSP(G

m

; S

m

)

di��erente d'une facette d�e�nie par une contrainte triviale ou par une contrainte de

coupe Steiner. D'apr�es le lemme 1.5, a(e) � 0, 8 e 2 E

m

. Dans ce qui suit, nous allons

montrer que a

T

x � � est une contrainte de trou impair ou une contrainte de partition

Steiner.

A�rmation 1. a(e

3

i

) = maxfa(e

1

i

); a(e

2

i

)g, pour i = 1; : : : ;m.

Preuve. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que a(e

1

i

) � a(e

2

i

).

Puisque �(u

i

) est une coupe Steiner et F est une facette di��erente d'une facette d�e�nie

par une contrainte de coupe Steiner, il existe un ensemble d'arêtes F � E

m

contenant

fe

1

i

; e

2

i

g tel que x

F

2 F . Si e

3

i

2 F , alors les ensembles F n fe

1

i

g, F n fe

2

i

g et F n fe

3

i

g

induisent des sous-graphes Steiner connexes de G

m

. D'o�u, a(e

1

i

) = a(e

2

i

) = a(e

3

i

) = 0.

Supposons maintenant que e

3

i

62 F . Comme (F n fe

1

i

g) [ fe

3

i

g induit un sous-graphe

Steiner connexe de G

m

, il s'en suit que

a(e

3

i

) � a(e

1

i

) � a(e

2

i

): (4.27)

Puisque F est une facette di��erente d'une facette d�e�nie par une contrainte triviale, il

existe un ensemble d'arêtes F

0

� E

m

contenant e

3

i

tel que x

F

0

2 F .

Si e

1

i

, e

2

i

2 F

0

, alors en consid�erant F

0

�a la place de F , on obtient a(e

1

i

) = a(e

2

i

) =

a(e

3

i

) = 0. Si e

1

i

2 F

0

et e

2

i

62 F

0

, alors l'ensemble d'arêtes F

00

= (F

0

nfe

3

i

g)[fe

2

i

g induit

un sous-graphe Steiner connexe de G

m

. D'o�u, a(e

2

i

) � a(e

3

i

), et donc d'apr�es (4.27), on

a a(e

1

i

) = a(e

2

i

) = a(e

3

i

).

Si e

2

i

2 F

0

et e

1

i

62 F

0

, alors l'ensemble d'arêtes F

000

= (F

0

n fe

3

i

g) [ fe

1

i

g induit un
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sous-graphe Steiner connexe de G

m

. D'o�u, a(e

1

i

) � a(e

3

i

), et d'apr�es (4.27), on a

a(e

3

i

) = a(e

1

i

).

A�rmation 2. Si a(e) > 0 pour tout e 2 E

m

, alors F est la facette d�e�nie par

l'in�egalit�e (4.26).

Preuve. Soit F � E

m

tel que G(F ) soit Steiner connexe et x

F

2 F . Alors F doit

contenir au moins une arête de chaque triangle B

i

= (e

1

i

; e

2

i

; e

3

i

), i = 1; : : : ;m; notam-

ment une arête parmi e

1

i

et e

2

i

. De plus, F ne peut contenir exactement une seule

arête de trois triangles distincts B

j

, B

l

et B

t

, j; l; t 2 f1; : : : ;mg; autrement G(F )

ne serait pas Steiner connexe. Aussi, il doit exister au moins un triangle B

i

tel que

jB

i

\ F j = 1. Sinon, F contiendrait un cycle et l'ensemble d'arêtes F n feg, o�u e est

une arête quelconque de ce cycle, induirait un sous-graphe Steiner connexe de G

m

, ce

qui impliquerait que a(e) = 0, une contradiction. Maintenant, supposons qu'il existe

un seul triangle B

i

0

, i

0

2 f1; : : : ;mg, tel que jB

i

0

\ F j = 1. Donc jfe

1

i

0

; e

2

i

0

g \ F j = 1.

On consid�ere le cas o�u B

i

0

\ F = fe

1

i

0

g (le cas o�u B

i

0

\ F = fe

2

i

0

g peut être trait�e de

la même mani�ere). Notons que dans ce cas jfe

1

i

0

�1

; e

3

i

0

�1

g \ F j � 1. Sinon, l'ensemble

(F n fe

1

i

0

�1

; e

3

i

0

�1

g) [ fe

2

i

0

�1

g induirait un sous-graphe Steiner connexe, ce qui impli-

querait que a(e

1

i

0

�1

) + a(e

3

i

0

�1

) � a(e

2

i

0

�1

), une contradiction avec l'a�rmation 1. Soit

F

0

= F n ffg, o�u f = e

3

i

0

�1

si e

3

i

0

�1

2 F et f = e

1

i

0

�1

sinon. Il est clair que F

0

in-

duit un sous-graphe Steiner connexe. Ceci implique que a(f) = 0, une contradiction.

Comme F ne peut contenir un triangle B

i

(sinon le graphe G(F n fe

3

i

g) serait aussi

Steiner connexe, ce qui impliquerait que a(e

3

i

) = 0, une contradiction), l'ensemble F

contient deux arêtes de (m � 2) triangles parmi les triangles B

i

et exactement une

seule arête des deux autres triangles. D'o�u, jF j = 2(m � 1). Et par cons�equent,

F � fx 2 1SECSP(G

m

; S

m

) j x(E

m

) = 2(m � 1)g. Ce qui implique que F est la

facette d�e�nie par (4.26).

Soient G(W

1

); : : : ; G(W

p

) les composantes connexes de G

m

n fe 2 E

m

j a(e) > 0g.

Alors pour toute arête e 2 �(W

i

), i = 1; : : : ; p, on a a(e) > 0. Si W

i

\ S

m

6= ;,

pour i = 1; : : : ; p, alors fW

1

; : : : ;W

p

g est une partition Steiner de V

m

et F = fx 2

1SECSP(G

m

; S

m

) j x(�(W

1

; : : : ;W

p

)) = p � 1g. En e�et, soit F � E

m

un ensem-

ble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G

m

tel que x

F

2 F . Nous

allons montrer que jF \ �(W

1

; : : : ;W

p

)j = p � 1. Supposons que ceci ne soit pas
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vrai. Soit F

0

= F [ fe 2 E

m

j a(e) = 0g. Il est clair que x

F

0

2 F . Soit G

0

m

le

graphe obtenu �a partir de G

m

en contractant les ensembles W

i

, i = 1; : : : ; p. Puisque

jF

0

\ �(W

1

; : : : ;W

p

)j = jF \ �(W

1

; : : : ;W

p

)j > p� 1, il s'en suit que la restriction de F

0

dans G

0

m

contient un cycle C. Soit F

00

= F

0

n feg o�u e est une arête quelconque de C.

L'ensemble F

00

induit un sous-graphe Steiner connexe de G

m

. Comme a(e) > 0, il en

r�esulte que a

T

x

F

00

< �, une contradiction.

Maintenant, supposons qu'il existe un entier q (1 � q < p) tel que W

i

\ S

m

6=

;; pour i = 1; : : : ; q et W

i

\ S

m

= ;; pour i = q + 1; : : : ; p. Si p � q = m, alors les

ensembles W

i

, i = q + 1; : : : ; p, correspondent aux sommets v

i

, i = 1; : : : ;m. Puisque

a(e) > 0 pour toute arête e 2 �(W

i

), i = 1; : : : ; p, et E

m

=

S

fi=1;:::;mg

�(v

i

), il s'en suit

que a(e) > 0 pour toute arête e 2 E

m

. Et donc par l'a�rmation 2, a

T

x � � est une

contrainte de trou impair.

Maintenant, on suppose que 0 < p � q < m.

A�rmation 3. Les sous-graphes G(W

i

), i = 1; : : : ; q, sont Steiner 2-arête connexes.

Preuve. Supposons qu'il existe une partition fW

1

i

;W

2

i

g de W

i

, pour un certain

i 2 f1; : : : ; qg, telle que W

1

i

\ S

m

6= ; 6= W

2

i

\ S

m

et [W

1

i

;W

2

i

] = fgg. Notons que

a(g) = 0. Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triviale, il existe un ensemble

d'arêtes F � E

m

ne contenant pas g tel que x

F

2 F . Comme l'ensemble F induit un

sous-graphe Steiner connexe de G

m

, il doit exister une châ�ne C = (e

1

; : : : ; e

t

), t � 2,

de F telle que e

1

2 �(W

1

i

) et e

t

2 �(W

2

i

). Remarquons que a(e

1

) > 0 et a(e

t

) > 0. Soit

F

0

= (F n fe

1

g) [ fe 2 E

m

j a(e) = 0g. L'ensemble F

0

induit un sous-graphe Steiner

connexe de G

m

et a

T

x

F

0

< �, une contradiction.

A�rmation 4. jW

j

j = 1 pour j = q + 1; : : : ; p.

Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate du fait que a(e

3

i

) = maxfa(e

1

i

); a(e

2

i

)g.

En e�et, supposons que jW

j

j � 2 pour un certain j 2 fq + 1; : : : ; pg. Comme

W

j

\ S

m

= ; et G(W

j

) est connexe, il en r�esulte que W

j

contient fv

i

; v

i�1

g pour

un certain i 2 f1; : : : ;mg. Ce qui implique que a(e

3

i

) = 0. Puisque u

i

62 W

j

, on en d�e-

duit que a(e

1

i

) > 0. Ceci est en contradiction avec le fait que a(e

3

i

) = maxfa(e

1

i

); a(e

2

i

)g.
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A partir de la partition � = fW

1

; : : : ;W

p

g, nous allons construire une partition Steiner

�

0

= fV

1

; : : : ; V

p

0

g, p

0

� q, de V

m

et nous allons montrer que

F � fx 2 1SECSP(G

m

; S

m

) j

X

e2�(V

1

;:::;V

p

0

)

x(e) = p

0

� 1g:

Soient W

i

et W

j

deux sous-ensembles de la partition � tels que i; j 2 fq + 1; : : : ; pg et

i < j. D'apr�es l'a�rmation 4, on a W

i

= fv

i

0

g et W

j

= fv

j

0

g avec i

0

; j

0

2 f1; : : : ;mg.

D'apr�es la structure du graphe, on peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que i

0

< j

0

.

On note par v

r

i

, r

i

2 f1; : : : ;mg, le sommet Steiner tel que W

i

= fv

r

i

g, pour tout

i 2 fq + 1; : : : ; pg. Puisque a(e) > 0 pour tout e 2 �(v

r

i

), on a a(e

1

r

i

) > 0, a(e

3

r

i

) > 0,

a(e

2

r

i

+1

) > 0 et a(e

3

r

i

+1

) > 0 (voir �gure 4.10).

vr -1i

uu ur r +1 r +2
i i i

v vr +1r i i

vr +2i

e ee

e e e

1 12

3 3 3

r

r

ri i

i
r +1

e2
r +1i

i

e2
r +2r +2

r +2

er +1i

1

i i

i

Figure 4.10 :

A�n de mettre le sommet v

r

i

dans un ensemble de sommets intersectant S

m

, nous dis-

tinguons les quatre cas suivants.

Cas 1. a(e

1

r

i

+1

) = 0.

Dans ce cas, il existe t 2 f1; : : : ; qg tel que fu

r

i

+1

; v

r

i

+1

g � W

t

. D'apr�es l'a�rmation 3,

il s'en suit queW

t

\S

m

= fu

r

i

+1

g. Donc a(e

2

r

i

+2

) > 0 et par l'a�rmation 1, a(e

3

r

i

+2

) > 0.

Et ainsi, on a W

t

= fu

r

i

+1

; v

r

i

+1

g.

Cas 2. a(e

1

r

i

+1

) > 0 et a(e

2

r

i

+2

) > 0 (et par l'a�rmation 1, a(e

3

r

i

+2

) > 0).

Dans ce cas, il existe t 2 f1; : : : ; qg tel que W

t

= fu

r

i

+1

g et s 2 fq + 1; : : : ; pg tel que
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W

s

= fv

r

i

+1

g.

Cas 3. a(e

1

r

i

+1

) > 0, a(e

2

r

i

+2

) = 0 et a(e

3

r

i

+2

) > 0 (et par l'a�rmation 1, a(e

1

r

i

+2

) > 0).

Dans ce cas, il existe t; j 2 f1; : : : ; qg tels que W

t

= fu

r

i

+1

g et W

j

= fv

r

i

+1

; u

r

i

+2

g.

Nous allons montrer que a(e

1

r

i

+1

) > a(e

2

r

i

+1

).

Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triviale, il existe alors un ensemble

d'arêtes F � E

m

ne contenant pas e

2

r

i

+2

tel que x

F

2 F . On peut choisir F tel que

jF \ fe

1

r

i

; e

2

r

i

gj soit maximum.

Puisque e

2

r

i

+2

62 F , on a e

1

r

i

+2

2 F . D'o�u, e

3

r

i

+2

62 F , car sinon, l'ensemble d'arêtes

F

1

= (F n e

3

r

i

+2

) [ fe

2

r

i

+2

g induirait un sous-graphe Steiner connexe de G

m

tel que

a

T

x

F

1

< �, une contradiction.

Comme e

3

r

i

+2

62 F , on a e

2

r

i

+1

2 F . En e�et, si e

2

r

i

+1

62 F , alors e

1

r

i

+1

; e

3

r

i

+1

2 F ,

autrement, le graphe induit par F ne serait pas Steiner connexe. Soit F

2

= (F n

fe

1

r

i

+1

; e

3

r

i

+1

g)[fe

2

r

i

+1

g. L'ensemble F

2

induit un sous-graphe Steiner connexe. Comme

a(e

3

r

i

+1

)+a(e

1

r

i

+1

) > a(e

2

r

i

+1

), on a a

T

x

F

2

< �, une contradition. Donc e

2

r

i

+1

2 F et par

cons�equent F \fe

1

r

i

+1

; e

3

r

i

+1

g = ;, sinon, l'ensemble F

3

= F n fe

1

r

i

+1

; e

3

r

i

+1

g induirait un

sous-graphe Steiner connexe de G

m

tel que a

T

x

F

3

< �, une contradiction.

Nous allons montrer que e

1

r

i

; e

2

r

i

2 F . Si ceci n'est pas le cas, alors e

3

r

i

2 F et

F

0

= (F n fe

3

r

i

g)[fe

1

r

i

; e

2

r

i

g induit un sous-graphe Steiner connexe de G

m

avec a

T

x

F

0

�

a

T

x

F

= �. Donc a

T

x

F

0

= �. Mais ceci contredit le fait que jF \ fe

1

r

i

; e

2

r

i

gj est maxi-

mum.

Soit F

00

= (F nfe

2

r

i

+1

; e

1

r

i

g)[fe

1

r

i

+1

; e

2

r

i

+2

g. L'ensemble F

00

induit un sous-graphe Steiner

connexe de G

m

. Et donc, a(e

1

r

i

+1

) + a(e

2

r

i

+2

) = a(e

1

r

i

+1

) � a(e

2

r

i

+1

) + a(e

1

r

i

) > a(e

2

r

i

+1

).

Ainsi, on a montr�e que a(e

1

r

i

+1

) > a(e

2

r

i

+1

).

Par cons�equent, si T est un sous-ensemble d'arêtes qui induit un sous-graphe Steiner

connexe deG

m

tel que x

T

2 F , alors T contient au plus une seule arête parmi l'ensemble

fe

1

r

i

+1

; e

3

r

i

+1

g. En e�et, si ceci n'est pas le cas, alors l'ensemble T

0

= (T n fe

1

r

i

+1

g) [

fe

2

r

i

+1

g induit un sous-graphe Steiner connexe, et comme a(e

1

r

i

+1

) > a(e

2

r

i

+1

), on a

a

T

x

T

0

< �, une contradiction.

Cas 4. a(e

1

r

i

+1

) > 0, a(e

2

r

i

+2

) = 0 et a(e

3

r

i

+2

) = 0 (et par l'a�rmation 1, a(e

1

r

i

+2

) = 0).

Dans ce cas, il existe t; j 2 f1; : : : ; qg tels queW

t

= fu

r

i

+1

g et fv

r

i

+1

; u

r

i

+2

; v

r

i

+2

g � W

j

.
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Nous allons montrer que a(e

1

r

i

+1

) � a(e

2

r

i

+1

).

Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triviale, il existe un ensemble d'arêtes

F � E

m

ne contenant pas e

1

r

i

+1

tel que a

T

x

F

= �. On peut choisir F tel que

jF \ fe

1

r

i

; e

2

r

i

gj soit maximum.

Si e

3

r

i

+1

62 F , alors e

1

r

i

; e

2

r

i

2 F , sinon, e

3

r

i

2 F et F

0

= (F n fe

3

r

i

g) [ fe

1

r

i

; e

2

r

i

g induirait

un sous-graphe Steiner connexe de G

m

tel que x

F

0

2 F , une contradiction avec le fait

que jF \ fe

1

r

i

; e

2

r

i

gj soit maximum. Soit F

1

= (F n fe

1

r

i

; e

2

r

i

+1

g) [ fe

1

r

i

+1

; e

2

r

i

+2

g. Comme

F

1

induit un sous-graphe Steiner connexe de G

m

, on a a(e

1

r

i

+1

) + a(e

2

r

i

+2

) = a(e

1

r

i

+1

) �

a(e

2

r

i

+1

) + a(e

1

r

i

) > a(e

2

r

i

+1

).

Supposons, maintenant que e

3

r

i

+1

2 F . Alors, l'ensemble F

2

= (F n fe

3

r

i

+1

g) [ fe

1

r

i

+1

g

induit un sous-graphe Steiner connexe de G

m

. D'o�u, a(e

1

r

i

+1

) � a(e

3

r

i

+1

). Et d'apr�es

l'a�rmation 1, on a a(e

1

r

i

+1

) � a(e

2

r

i

+1

).

Maintenant, nous donnons un algorithme permettant de construire la partition Steiner

�

0

�a partir de la partition �.

�

Etape 1.Poser l � 0, N  � ; et J  � ;

�

Etape 2. Tant que N 6= fv

r

q+1

; : : : ; v

r

p

g Faire

i � minfq+1; : : : ; p j v

r

i

=2 Ng;

l � l + 1;

Si a(e

1

r

i

+1

) = 0 Alors /* Cas 1 */

V

l

 �W

t

[ fv

r

i

g;

J  � J [ ftg;

N  � N [ fv

r

i

g;

Sinon

Si a(e

2

r

i

+2

) > 0 Alors /* Cas 2 */

V

l

 � fv

r

i

; v

r

i

+1

; u

r

i

+1

g;

J  � J [ ftg;

N  � N [ fv

r

i

; v

r

i

+1

g;

Sinon

Si a(e

3

r

i

+2

) > 0 Alors /* Cas 3 */

V

l

 � fv

r

i

; u

r

i

+1

g;
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J  � J [ ftg;

N  � N [ fv

r

i

g;

Sinon

Si a(e

1

r

i

+1

) > a(e

2

r

i

+1

) Alors /* Cas 4 */

V

l

 � fv

r

i

; u

r

i

+1

g;

J  � J [ ftg;

N  � N [ fv

r

i

g;

Sinon

V

l

 � W

j

[ fv

r

i

; u

r

i

+1

g;

J  � J [ ft; jg;

N  � N [ fv

r

i

g;

Fin Si;

Fin Si;

Fin Si;

Fin Si;

Fin Tant que

�

Etape 3. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que J = f1; : : : ; jJ jg

Pour i = 1 �a q� jJ j Faire

V

l+i

 �W

jJ j+1

;

La partition fV

1

; : : : ; V

p

0

g, o�u p

0

= l+ q� jJ j, est une partition Steiner de V

m

. D'apr�es

la discussion d�etaill�ee dans les cas 1, 2, 3 et 4, cette partition est construite de telle

mani�ere que si F est un ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner connexe

de G

m

tel que x

F

2 F , alors G(F \ E(V

j

)) est Steiner connexe, pour j = 1; : : : ; p

0

, et

jF \ [V

j

; V

t

]j � 1, 8 j; t 2 f1; : : : ; p

0

g (j 6= t). D'o�u, jF \ �(V

1

; : : : ; V

p

0

)j = p

0

� 1. Et

par cons�equent, F � fx 2 1SECSP (G

m

; S

m

) j x(�(V

1

; : : : ; V

p

0

)) = p

0

� 1g. Donc, la

contrainte a

T

x � � correspond �a la contrainte

P

e2�(V

1

;:::;V

p

0

)

x(e) � p

0

�1. Ce qui termine

la preuve du th�eor�eme. 2

Les r�esultats pr�ec�edents et l'�etude qu'on a faite, nous sugg�erent la conjecture suivante.

Conjecture 4.1 Soient G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele et S � V un ensemble

de terminaux de V . Si G n'est pas contractible �a un graphe de 	, alors le polytope
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1SECSP(G;S) est donn�e par les contraintes triviales et les contraintes de partitions

Steiner. 2

4.5 Le dominant du polytope des arbres Steiner

Plusieurs probl�emes d'optimisation combinatoire consistent (ou peuvent se ramener) �a

minimiser une fonction wx sur un certain poly�edre. Si w � 0, minimiser wx sur un

poly�edre P est �equivalent �a minimiser wx sur le dominant de P . Ceci est la motivation

principale d'�etudier le dominant d'un poly�edre donn�e.

Le th�eor�eme suivant �etablit une relation entre le dominant du polytope des arbres

Steiner D(G;S) et le polytope 1SECSP(G;S).

Th�eor�eme 4.13 Soient G = (V;E) un graphe et S � V l'ensemble des sommets ter-

minaux de V . Si le polytope 1SECSP(G;S) est donn�e par les contraintes triviales et

les contraintes de partitions Steiner g�en�eralis�ees, alors le dominant D(G;S) du poly-

tope STP(G;S) est donn�e par les contraintes de non-n�egativit�e et les contraintes de

partitions Steiner g�en�eralis�ees.

Preuve. Soit P (G) le poly�edre donn�e par les contraintes de non-n�egativit�e et les con-

traintes de partitions Steiner g�en�eralis�ees, et soit x un point extrême de P (G).

A�rmation 1. x(e) � 1, 8 e 2 E.

Preuve. Supposons qu'il existe e 2 E tel que x(e) > 1. L'arête e doit appartenir

�a une partition Steiner g�en�eralis�ee �(W

1

; : : : ;W

p

) serr�ee pour x. Puisque x(e) > 1,

il s'en suit que p � 3. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que e 2 [W

1

;W

2

]. Soit

fW

0

1

; : : : ;W

0

p�1

g la partition d�e�nie comme suit

W

0

1

= W

1

[W

2

;

W

0

i

= W

i+1

; i = 2; : : : ; p� 1:

Soit G

�

(resp. G

0

�

) le graphe obtenu �a partir de G en contractant les ensembles

W

1

; : : : ;W

p

(resp. W

0

1

; : : : ;W

0

p�1

). Le sommet w

i

(resp. w

0

i

) r�esultant de la contraction

deW

i

(resp. W

0

) est un sommet terminal de G

�

(resp. G

0

�

) si et seulement siW

i

\S 6= ;
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(resp. W

0

i

\ S 6= ;). Soit d (resp. d

0

) la cardinalit�e maximum d'un ensemble U (resp.

U

0

) de sommets Steiner de G

�

(resp. G

0

�

) tel que le graphe G

�

nU (resp. G

0

�

nU

0

) soit

Steiner connexe. Il est clair que d

0

� d. On a

x(�(W

0

1

; : : : ;W

0

p�1

)) = x(�(W

1

; : : : ;W

p

))� x([W

1

;W

2

])

= p � d� 1� x([W

1

;W

2

])

� p � d� 1� x(e)

< (p � 1)� d� 1:

Comme d

0

� d, on obtient

x(�(W

0

1

; : : : ;W

0

p�1

)) < (p � 1) � d

0

� 1:

Puisque x 2 P (G), ceci est une contradiction.

Donc x(e) � 1, 8 e 2 E, et par cons�equent, x est �egalement un point extrême de

1SECSP(G;S). Ce qui implique que x est entier.

Soit G

x

le graphe induit par les arêtes e 2 E telles que x(e) = 1. Le graphe G

x

est acy-

clique. En e�et, supposons que G

x

contient un cycleC = f(v

1

; v

2

); (v

2

; v

3

); : : : ; (v

t

; v

1

)g.

Notons par f

i

l'arête (v

i

; v

i+1

), pour i = 1; : : : ; t (mod t). Comme x(f

i

) appartient �a

au moins une contrainte de P (G) serr�ee pour x, il doit exister une partition Steiner

g�en�eralis�ee, fW

1

; : : : ;W

p

g, telle que f

i

2 �(W

1

; : : : ;W

p

) et

P

e2�(W

1

;:::;W

p

)

x(e) = p�d�1.

Supposons que W

i

\ C 6= ;, pour i = 1; : : : ; p

�

(2 � p

�

< p). Soit fW

�

1

; : : : ;W

�

p�p

�

+1

g

la partition Steiner d�e�nie par

W

�

1

=

S

i=1;:::;p

�

W

i

;

W

�

j

=W

p

�

+j�1

; j = 2; : : : ; p� p

�

+ 1:

On d�e�nit d

�

de la même mani�ere que d et d

0

. On a

x(�(W

�

1

; : : : ;W

�

p�p

�

+1

)) = x(�(W

1

; : : : ;W

p

))� x(�(W

1

; : : : ;W

p

�

))

� (p � d� 1)� p

�

< (p � p

�

+ 1)� d � 1:

Comme d

�

� d, on obtient

x(�(W

�

1

; : : : ;W

�

p�p

�

+1

)) < (p� P

�

+ 1) � d

�

� 1:
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Ceci contredit le fait que x 2 P (G). Ce qui termine la preuve du th�eor�eme. 2

Comme cons�equence de ce th�eor�eme, on obtient les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.14 Soient G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele et S � V un ensemble

de terminaux v�eri�ant la proprit�e P (par rapport �a G). Alors D(G;S) est donn�e par

les contraintes de non-n�egativit�e et les contraintes de partitions Steiner. 2

Corollaire 4.15 Soient G

m

= (V

m

; E

m

) un graphe de type 	 et S

m

l'ensemble des

sommets terminaux de V

m

. Alors D(G

m

; S

m

) est caract�eris�e par les contraintes de

non-n�egativit�e, les contraintes de partitions Steiner et les contraintes de trou impair.

2

Nous donnons aussi la conjecture suivante.

Conjecture 4.2 Soient G = (V;E) un graphe s�erie-parall�ele et S � V un ensemble

de terminaux de V . Si G n'est pas contractible �a un graphe de 	, alors D(G;S) est

donn�e par les contraintes triviales et les contraintes de partitions Steiner. 2
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Conclusion

Dans cette th�ese, nous avons consid�er�e une approche poly�edrale pour certains prob-

l�emes de connexit�e dans les graphes.

Nous avons introduit des nouvelles classes d'in�egalit�es valides pour le polytope des sous-

graphes k-arête connexes kECSP(G) et nous avons donn�e des conditions n�ecessaires et

des conditions su�santes pour que ces in�egalit�es d�e�nissent des facettes de ce polytope.

Le probl�eme de s�eparation des contraintes de SP-partitions dans un graphe quelconque

et les contraintes de roue-paires reste ouvert. Il serait donc int�eressant de trouver

un algoritme ou une heuristique e�cace pour s�eparer ces contraintes et d'utiliser ces

contraintes dans un algorithme de coupes pour r�esoudre le probl�eme kECSP pour des

instances r�eelles.

Nous avons donn�e une caract�erisation lin�eaire compl�ete du polytope kECSP(G) dans

les graphes s�erie-parall�eles, ainsi que dans une autre classe de graphes g�en�eralisant la

classe de Halin. Nous avons �egalement donn�e une description compl�ete du polytope des

sous-graphes Steiner k-arête connexes kSECSP(G;S) dans les graphes s�erie-parall�eles

quand k est pair. Il serait toujours int�eressant de donner une caract�erisation compl�ete

de ces deux polytopes dans d'autres classes de graphes. Nous pensons par exemple aux

graphes bipartis (k + 1)-arête connexes minimaux.

Nous nous sommes int�eress�es aux graphes dits parfaitement k-arête connexes, c'est-

�a-dire les graphes pour lesquels le polytope kECSP(G) est donn�e par les contraintes

triviales et les contraintes de coupes. Nous avons �etudi�e la structure des points ex-

trêmes du polytope donn�e par les contraintes triviales et les contraintes de coupes.

Des nouvelles classes de graphes parfaitement k-arête connexes ont �et�e introduites. Le

probl�eme kECSP est polynomial dans les graphes parfaitement k-arête connexes. Une
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question importante est donc de caract�eriser ces graphes.

Vu la relation �etroite entre le probl�eme du sous-graphe Steiner connexe et le probl�eme

de l'arbre Steiner, une attention particuli�ere �a �et�e accord�ee au polytope 1SECSP(G;S).

Nous avons introduit une nouvelle classe d'in�egalit�es valides pour ce polytope. Ces in�e-

galit�es sont en même temps valides pour le polytope des arbres Steiner. Des proc�edures

de construction de facettes de 1SECSP(G;S) ont �et�e introduites. Nous avons donn�e une

caract�erisation compl�ete du polytope 1SECSP(G;S) dans les graphes s�erie-parall�eles

dont les sommets terminaux ont une certaine disposition. Nous avons �etabli une rela-

tion entre le polytope 1SECSP(G;S) et le dominant de l'arbre Steiner. Ce qui nous

a permis de donner une description compl�ete de ce dernier dans certaines classes de

graphes. A la suite de cette �etude, deux questions restent ouvertes et m�eritent d'être

�etudi�ees. La premi�ere consiste �a trouver une heuristique pour s�eparer les contraintes

de partitions Steiner g�en�erali�ees. La deuxi�eme est la carct�erisation des graphes pour

lequels le polytope 1SECSP(G;S) est donn�e par les contraintes triviales et les con-

traintes de partitions Steiner et par cons�equent, le dominant de l'arbre Steiner dans

ces graphes est donn�e par les contraintes de non-n�egativit�e et les contraintes de parti-

tions Steiner g�en�eralis�ees.
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