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RESUME

Dans cette these, nous considérons une approche polyédrale pour certains problemes
de connexité dans les graphes ayant des applications dans la conception des réseaux de

télécommunication fiables.

Dans le premier chapitre, nous introduisons des nouvelles classes d’inégalités valides
pour le polytope des sous-graphes k-aréte connexes kECSP(G). Dans le second chapitre,
nous caractérisons completement le polytope kECSP(G) dans les graphes série-paralléles,
ainsi que dans une autre classe de graphes généralisant la classe de Halin. Nous don-
nons également une description complete du polytope des sous-graphes Steiner k-aréte

connexes kSECSP(G, S) dans les graphes série-paralléeles quand k est pair.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude des graphes dits parfaitement k-aréte con-
nexes, c’est-a-dire les graphes pour lesquels le polytope kECSP(G) est donné par les
contraintes triviales et les contraintes de coupes. Nous étudions la structure des points
extrémes du polytope donné par ces contraintes. Enfin, nous introduisons des nouvelles

classes de graphes parfaitement k-aréte connexes .

Dans le quatrieme chapitre, nous étudions le polytope des sous-graphes Steiner con-
nexe 1SECSP(G, S) et le polytope de l'arbre Steiner STP(G,S). Nous introduisons
une nouvelle classe d’inégaliés valides pour ces deux polytopes. En utilisant des procé-
dures de construction de facettes, nous caractérisons le polytope 1SECSP(G, S) dans
des classes particuliéres de graphes. Par la suite, nous établissons une relation entre le
polytope 1SECSP(G, S) et le dominant de ’arbre Steiner. Ceci nous permet de donner

une description complete de ce dernier dans certaines classes de graphes.

Mots clés: graphe k-aréte connexe, graphe série-parallele, polyedre, polytope, con-

trainte valide, facette.
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ABSTRACT

In this thesis, we consider a polyhedral approch for certain problems relating to the
connectivity in graphs, which have applications to the design of reliable communication

and transportation networks.

In the first chapter, we introduce new classes of valid inequalities for the k-edge con-
nected subgraph polytope kECSP(G) and give the necessary conditions and sufficient
conditions for these inequalities to define facets for this polytope. In the second chap-
ter, we characterize completly the polytope kECSP(G) on series-parallel graphs as
well as another class of graphs generalizing the Halin graphs. We also give a com-
plete description of the Steiner k-edge connected subgraph polytope kSECSP(G, S) on

series-parallel graphs when k is even.

The third chapter is devoted to the study of perfectly k-edge connected graphs which
are graphs for which the polytope kECSP(G) is given by trivial and cut inequalities.
We study the structure of extreme points of the polytope given by these inequalities.

Also we introduce new classes of perfectly k-edge connected graphs.

In the fourth chapter, we study the Steiner edge connected subgraph polytope and the
Steiner tree polytope STP(G,S). We introduce a new class of valid inequalities for
these to polytopes. Using the procedure of construction of facets of ISECSP(G, S), we
characterize the polytope 1SECSP(G, S) in particular classes of graphs. We establish
a relation between the polytope 1SECSP(G, S) and the dominant of Steiner tree poly-
tope. This enable us to give a complete description of the latter in certain classes of

graphs.

Key words: k-edge connected graph, series-parallel graph, polyhedron, polytope,

valid constraint, facet.
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Introduction

Beaucoup de problemes réels peuvent se modéliser comme des problemes d’optimisation
combinatoire. Un coit (ou un poids) ayant été affecté a chaque élément d’un ensemble
fini E, il s’agit de choisir un ”"meilleur” élément (de coiit minimum ou de poids max-
imum) d’une famille de sous-ensembles de E. Vu le nombre exponentiel éventuel de
solutions, il est clair que la procédure triviale de recherche d’une solution par énuméra-

tion de ’ensemble des cas, si elle est théoriquement possible, ne peut étre envisagée.

Plusieurs approches ont, par conséquent, été développées pour ces problemes comme
la programmation linéaire et non linéaire, la programmation en nombres entiers et les
approches polyédrales. L’efficacité d’une méthode de résolution (algorithme) d’un prob-
leme est mesurée par le nombre des opérations nécessaires pour résoudre ce probleme.
Si ce nombre est borné par une fonction polynomiale d’un parametre caractérisant la

taille du probleme, alors la méthode est dite efficace ou polynomiale.

Il existe une large classe de problemes d’optimisation combinatoire qui ont un statut
identique quant a l'existence d’un algorithme polynomial pour les résoudre. C’est-a-dire
que s’il existe un algorithme polynomial permettant de résoudre un de ces probléemes
(dits NP-complets), alors il en existe un pour chacun d’entre eux. Ces problémes sont
réputés les plus difficiles parmi les problemes d’optimisation combinatoire, et il y a peu

d’espoir de trouver une méthode efficace pour les résoudre.

Une approche qui s’est révélée efficace pour ce type de problemes est ’approche polyé-
drale. Cette méthode introduite par J. Edmonds dans le cadre du probleme de couplage
[30], consiste & décrire I’enveloppe convexe des vecteurs caractéristiques des solutions
du probleme (le polyedre associé au probléme) par un systéme d’inégalités linéaires, et

donc a se ramener a la maximisation (ou la minimisation) d’une fonction linéaire sur un
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polyedre. Cette méthde permet donc de transformer un probléme d’optimisation com-
binatoire en un programme linéaire, et de le résoudre, en conséquence, par la méthode
du Simplex. Malheureusemenet, aucune méthode efficace n’est connue pour générer

une description linéaire de I’enveloppe convexe d’un ensemble de points de R™.

Soient P C JR" un polyedre et 7 une classe d’inégalités valides pour P. Le probleme
de séparation de 7 est le probleme suivant: étant donné un point z € R", décider si x
satisfait toutes les inégalités de 7 et, lorsque ce n’est pas le cas, trouver une inégalité
de 7 violée par z. Le probleme de séparation est le point essentielle dans I’approche
polyédrale. En effet, Grotschel et al. [42] (voir aussi Padberg et Rao [67]) ont montré
une équivalence entre la résolution en temps polynomial d’un probleme d’optimisation
combinatoire et ’existence d’un algorithme polynomial pour le probleme de séparation
des inégalités du polyedre associé a ce probleme. Ce résultat implique qu’il y a peu
de chance d’obtenir une description complete des polyedres associés aux problemes
d’optimisation combinatoire NP-complets par un systeme d’inégalités linéaires dont le
probleme de séparation est polynomial. Les deux objectifs principaux de 1’approche
polyédrale sont la détermination des classes d’inéquations définissant des facettes du
polyedre associé au probleme et la caractérisation des polyedres associés aux cas par-
ticuliers du probléme pouvant étre résolus en temps polynomial. C’est dans ce cadre

la que se place le présent travail.

Cette these porte sur certains probléemes de connexité dans les graphes ayant des ap-

plications dans la conception des réseaux de télécommunication fiables.

L’introduction de la technologie des fibres optiques dans le domaine des télécommuni-
cations a provoqué un regain d’intérét pour les problemes de conception de réseaux.
En effet, cette technologie permet d’avoir une fiabilité accrue et une grande capacité de
transmission dans les réseaux. Cependant, vu son cout élévé, la défaillance du réseau
entraine des cotts insupportables. Pour éviter ce probléeme, les réseaux doivent étre
suffisament fiables. Cela veut dire que, si £ — 1 (k > 1) liaisons (ou noeuds) de trans-
mission sont détruites, le réseau continue a fonctionner. Ces conditions de fiabilité

peuvent étre formulées en terme de connexité dans le réseau.



Dans ce qui suit, nous présentons le probléme en terme de graphes.

Un graphe G = (V, E) est dit k-aréte conneze (resp. k-sommet conneze), 1 < k <
|V| — 1, si pour toute paire de sommets u, v € V, il existe au moins k chaines aréte-
disjointes (resp. k chaines sommet-disjointes) reliant u et v dans G. Si G est muni
d’une fonction colit sur ses arétes, le probléme du sous-graphe k-aréte conneze (kECSP)
est de trouver un sous-graphe k-aréte connexe de cotit minimum. Le cott d’un sous-

graphe est la somme des couts de ses arétes.

Le probleme kECSP est NP-complet dans le cas général. En effet, il a été montré dans
[31] que le probléeme du cycle hamiltonien, qui est NP-complet, peut étre ramené au

2ECSP, ce qui implique que ce dernier est NP-complet.

Dans [81, 82], Winter considére le probléeme (PW) suivant: soient G = (V, E) un
graphe, S C V et ¢: E — IR une fonction qui associe a chaque aréte e de £ un cott
c(e). Etant donnée une matrice & |S| lignes et |S| colonnes, R = (Ry,), trouver un
sous-graphe H de colt minimum tel que pour toute paire de sommets u et v de S, il
existe au moins R, chaines aréte-disjointes reliant u et v dans H. Il a montré que
ce probleme peut étre résolu en temps polynomial si le graphe est série-parallele ou
de Halin et R,, € {0,1,2} pour tout (u,v) € E. Le probleme kECSP correspond au
probléme (PW) quand S =V et Ry, = k pour tous u,v € V.

Quand R,, = k, pour tous u,v € 5, le probleme (PW) est appelé le probléme du sous-
graphe Steiner k-aréte conneze (kSECSP). Les sommets de S sont appelés terminauz

et les sommets de V' \ § Steiner.

Grotschel et Monma [43] et Grotschel et al. [44, 45, 46, 47] ont considéré le modele
suivant.

Soit G = (V, E) un graphe. Pour chaque sommet v € V, on associe un entier positif
r(v) et pour chaque aréte e € E, on associe un coit ¢(e). On dit que le sous-graphe
H = (U, F) de G vérifie les conditions de fiabilité, si pour toute paire de sommets

distincts u, v € V, H contient au moins

r(u,v) = min{r(u),r(v)}



4 INTRODUCTION

chaines aréte-disjointes reliant u et v. Soit & = max{r(v) : v € V}. Notons par kECON
le probléeme de déterminer un sous-graphe de G de cout minimum vérifiant les condi-
tions de fiabilité et par kECON(G) le polyedre associé a ce probléme. Les problémes
EECSP et kSECSP correspondent au probleme kECON respectivement dans le cas ou
r(v) = k pour tout v € V et le cas ou 7(v) € {0, k} pour tout v € V.

Plusieurs cas particuliers du probleme ¥ECON peuvent étre résolus en temps polyno-
mial:

e le probleme du plus court k-chemin [75, 76]: r(u) = k pour exactement deux

sommets s et ¢t de V et r(u) = 0 pour tout uw € V' \ {s,t};

e le probléme de ’arbre couvrant de coit minimum [52, 68]: r(u) = 1 pour tout

u € V;

e le probléme de ’arbre Steiner (r(u) € {0,1} pour tout u € V') quand le nombre

de sommets terminaux ou de sommets Steiner est fixé [53];

e le probleme d’augmentation [20, 14, 31, 33, 34, 64] : G est un graphe complet et
c(e) € {0,1} pour tout e € E;

e quand toutes les arétes ont le méme coit et G est un graphe complet [20, 34].

Le probleme kECON a été largement étudié ces derniéres années. On peut distinguer

trois axes principaux d’'investigation pour kECON.

L’établissement des propriétés structurales et heuristiques

La connaissance des propriétés structurales des solutions de problemes d’optimisation
combinatoire joue un réle important dans 1’élaboration des heuristiques eflicaces pour
ces problemes. Pour cette raison, plusieurs travaux ont été menés dans cette direction
[11, 35, 40, 51, 62, 63].

Dans [11], Bienstock et al. ont établi des propriétés structurales pour la solution opti-
male de kECSP quand la fonction cott satisfait les inégalités triangulaires (c’est-a- dire
c(e1) < ¢(ez) + c(e3) pour tout triplet d’arétes (ey, ea, e3) formant un triangle dans G).
Leurs résultats généralisent des résultats déja obtenus par Frederickson et JaJa [35] et

Monma et al. [62] pour £ = 2. Dans [51] Ko et Monma ont élaboré des heuristiques



pour le probléeme KECSP. Dans [40], Goemans et al. ont introduit une heuristique

efficace pour le probleme EECSP quand k est pair ou k£ = 1.

Algorithmes d’approzimation

Un a-algorithme d’approzimation pour un probleme d’optimisation combinatoire est un
algorithme polynomial qui donne une solution dont la valeur est inférieure & aC'(S0),
ou C(SO) est la valeur de la solution optimale de ce probléme. Cette piste a été large-
ment explorée dans les cinq derniéres années pour le probleme kECON [7, 15, 39, 41,
36, 50, 55, 72, 80].

Dans [15], Cheriyan et al. ont donné un %—algorithme d’approximation pour 2ECSP.
Ils ont montré aussi que si la %—conjecture pour le probleme du voyageur de commerce
métrique est vraie, alors il existe un %—algorithme d’approximation pour 2ECSP. Dans
[50], Khuller et Raghvachari ont donné un (1.85)-algorithme d’approximation pour
EECSP quand toutes les arétes ont le méme cout et G est un graphe quelconque. Dans
[80] Williamson et al. ont donné un algorithme d’approximation polynomial pour une

classe de problemes incluant le probleme KkECON.

Approche polyédrale
Dans [45, 46, 47], Grotschel et al. ont étudié le polyedre associé au probleme kECON.

Ils ont introduit des inégalités valides pour ce polyedre. A 'aide de ces inégalités, ils ont
développé des algorithmes de coupes pour résoudre le probleme kECON. Dans [9], Bara-
hona et Mahjoub ont caractérisé le polytope des sous-graphes 2-aréte connexes pour les
graphes de Halin. Mahjoub [57] a donné une description compléte de ce polytope pour
les graphes série-paralleles. Il a aussi introduit une classe d’inégalités définissant des
facettes du polytope des sous-graphes 2-aréte connexes. Dans [13], Boyd et Hao ont
introduit une classe d’inégalités valides pour ce polytope. Cette classe généralise celle
donnée par Mahjoub [57]. Ils ont aussi donné des conditions nécessaires et suffisantes
pour que ces inégalités définissent des facettes de ce polytope.

Dans [16], Chopra a donné une caractérisation compleéte du polyedre associé au prob-
leme KECSP dans les graphes outerplanaires quand chaque aréte peut étre utilisée
plusieurs fois et, ce pour k impair.

Le probléme du sous-graphe 2-sommet connexe a également été étudié en utilisant cette

approche. Dans [22, 23, 24], Coullard et al. discutent du polytope des sous-graphes 2-
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sommet connexes. Dans [22], ils décrivent ce polytope dans les graphes série-paralleles
et dans [24] ils décrivent le dominant de ce polytope dans la classe des graphes non
contractibles a W, (la roue sur 5 sommets). Dans [23], ils développent un algorithme
linéaire pour résoudre ce probleme dans les graphes de Halin et les graphes non con-

tractibles a W,.

Dans cette these, nous nous intéressons aux problemes kECSP et £SECSP d’un point
de vue polyédral.

Dans le chapitre 1, nous décrivons certaines familles de contraintes valides pour le poly-
tope des sous-graphes k-aréte connexes. Nous donnons des conditions nécessaires et
des conditions suffisantes pour que ces familles définissent des facettes de ce polytope.
Dans le chapitre 2, nous donnons une caractérisation complete du polytope des sous-
graphes k-aréte connexes dans les graphes série-paralléles ainsi que dans une classe de
graphe généralisant celle de Halin. Nous donnons aussi une description complete du
polytope des sous-graphes Steiner k-aréte connexes dans les graphes série-paralleles
quand k est pair.

Dans le chapitre 3, nous discutons des graphes dont le polytope des sous-graphes k-
aréte connexes est donné par les contraintes triviales et les contraintes dites de coupes.
Ces graphes seront appelés graphes parfaitement k-aréte connexes. Cette classe de
graphes contient les graphes série-paralleles quand & est pair. Nous décrivons certaines
opérations de réduction qui préservent la propriété de parfaitement k-aréte connexité.
Par la suite, nous étudions la structure des points extrémes du polytope défini par les
contraintes triviales et les contraintes de coupes. Ceci nous permettra de caractériser
de nouvelles classes de graphes parfaitement k-aréte connexes.

Dans le chapitre 4, nous étudions le polytope des sous-graphes Steiner connexes (k = 1)
et le polytope 1ié de 'arbre Steiner. Nous introduisons une nouvelle classe d’inégalités
valides pour ces deux polytopes. Cette classe généralise celles de partitions Steiner et
de trous impairs. Nous étudions également certaines procédures de construction de
facettes. Celles-ci seront utilisées pour infirmer une conjecture de Chopra et Rao [18]
sur le dominant du polytope de ’arbre Steiner dans la classe des 2-arbres. Par la suite,
nous donnons une description complete du polytope des sous-graphes Steiner connexes
dans certaines classes de graphes. Ceci nous permettra de décrire complétement le

dominant du polytope de ’arbre Steiner dans ces classes de graphes.



Dans ce qui suit, nous donnons quelques définitions et notations utilisées dans cette
these. Le lecteur désirant un exposé plus détaillé des définitions utilisées est invité a
se référer a [10] pour la théorie des graphes, a [71] pour la combinatoire polyédrique et

a [37] pour la complexité algorithmique.

On considere des graphes non orientés, finis et pouvant contenir des arétes multiples et
des boucles. On note par G = (V, E) le graphe dont 1’ensemble des sommets est V et
I’ensemble d’arétes est E. Si e est une aréte reliant deux sommets u et v, alors u et v
seront appelés les eztrémités de e, et on écrira e = (u,v). On note par G — e le graphe
obtenu a partir de G en supprimant e.

Soit W un sous-ensemble de V. L’ensemble d’arétes ayant une extrémité dans W
et Pautre extrémité dans W = V \ W est appelé coupe et noté par §(W). On note
par G[W] le sous-graphe de G induit par W, v.e. GIW] = (W, E(W)), ou E(W) est
I’ensemble d’aretes ayant les deux extrémités dans W.

Etant donné F' C E, on désigne par G\ F le graphe (V, E\ F) et par V(F') ’ensemble de
sommets adjacent & F',1.e. V(F)={v € V| Je € F tel que v soit une extrémité de e}.
On note par G(F) le graphe induit par F i.e. G(F) = (V(F), F). Etant donnée une
famille Vi,...,V},, de sous-ensembles deux a deux disjoints de V', I’ensemble d’arétes
ayant une extrémité dans V; et l’autre extrémité dans V;, ¢,7 € {1,...,p} (2 # 7),
sera noté par §(V4,...,V,)sip > 3 et par [3,Vo]sip=2. SiV = U V, alors

1=1,...,p

{W,...,V,} est dit une partition de V.

Une chaine dans un graphe G = (V, E) est une séquence d’arétes ey,...,¢e; telle que
er = (v1,v2), e2 = (va,v3),...,€ = (Vt—1,Vt), OU v1,...,v; sont des sommets distincts

de V. Un cycle est une chaine ey, ..., e; telle que e; = ;.

Un point z € R" est une combinaison conveze des vecteurs z4, ..., z,, € IR", s’il existe
A, Am € RY tels que

m

z=Y XNz, » A=L1
=1

=1
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Les points z1, ..., %, € R" sont affinemnt indépendants si le systeme

m

z:)\Z:IJZ == 0, Z)‘Z =0
=1

=1
a comme unique solution A; =0 pourz=1,...,m.
Soit S = {z1,...,Zm} un ensemble de points de R". L’enveloppe conveze des points
de S, notée conv(5), est 'ensemble de tous les points de R™ pouvant étre obtenus par

des combinaisons convexes de points de S.

Un polyédre P est un ensemble de points de ", obtenu comme intersection d’un

nombre fini de demi-espaces de R", u.e.
P={zec R"| Az > b},

ou A est une matrice a m lignes et n colonnes et b est un vecteur a m composantes.

Un polyedre borné est appelé polytope. Le dominant d’'un polyedre P est le polyedre
Dom(P)={y € R"|dz € P tel que z < y}.

Un polyedre P est de dimension m, dim(P) = m, si le nombre maximum de points de

P affinement indépendants est m + 1.

Un point z € R™ est dit point extréme du polyedre P s’il n’est pas une combinaison
convexe d’autres points de P. Un polyedre dont tous les points extrémes sont entiers
est dit entzer.

Une inégalité (contrainte) az > o est une inégalité valide (contrainte valide) pour un

polyedre P dans R™ si
PC{z e R"|az > a}.

Si az > « est une contrainte valide pour P, on dit que F = {z € P | az = a} est une

face de P induite ou définie par la contrainte az > «. Une facette de P est une face F

de P telle que dim(F) = dim(P) — 1.

Une contrainte az > «a et dite contrainte serrée pour un point z* € K" si az* = a.



Chapitre 1

Contraintes valides pour le
polytope des sous-graphes k-arete
connexes

1.1 Introduction

Soient G = (V, E) un graphe et F' C E. Le vecteur z¥ € R otu zF(e)=1siec F et
z¥(e) = 0 sinon, est appelé le vecteur d’incidence de F. Etant donnés un point z € RF

et un sous-ensemble d’arétes F' C E, on définit z(F) = Y .cr z(e).

Si (V,F) est un sous-graphe k-aréte connexe de G, alors z satisfait les inégalités
suivantes:
z(e) >0 VecE, (1.1)
z(e) <1 VecE, (1.2)
z(6(W)) >k VW CV,W£0,V\W #£0. (1.3)

Les inégalités (1.1) et (1.2) sont appelées inégalités triviales et les inégalités (1.3),
mégalités de coupes.

L’enveloppe convexe kECSP(G) des vecteurs d’incidence des sous-ensembles d’arétes de
E induisant des sous-graphes k-aréte connexes est appelée le polytope des sous-graphes

k-aréte connezes de G, i.e.

kECSP(Q) = conv{z" € RP | (V, F) est k-aréte connexe}.
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Le probleme kECSP est donc équivalent au programme linéaire
min{wz | z € kECSP(G)}.

Le probleme kECSP peut, par conséquent, étre ramené a la résolution d’un programme
linéaire par la description du polytope kECSP(G). Etant donné que le probleme kECSP
est NP-dur, il y a peu d’espoir de trouver une caractérisation complete de kECSP(G)
par un systeme d’inégalités linéaires pour tout graphe G. Mais une description par-
tielle de ce polytope peut étre parfois suffisante pour résoudre le probleme kECSP a
loptimum. Aussi, pour certaines classes de graphes, le polytope kECSP(G) peut étre
décrit par quelques familles d’inégalités linéaires dont le probleme de séparation est
polynomial. Ainsi le probleme ¥kECSP peut se résoudre en temps polynomial dans ces

classes de graphes en utilisant la méthode des ellipsoides [42].

Dans ce chapitre, nous decrivons certaines familles de contraintes valides pour le poly-
tope kECSP(G). Nous donnons des conditions nécessaires (suffisantes) pour que ces
familles définissent des facettes de kECSP(G). Certaines de ces familles seront utilisées
dans le chapitre 2 pour donner une caractérisation compléte du polytope kECSP(G)

dans les graphes série-paralleles.

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un entier k£ > 1, on dit qu'une aréte e € E est
essentielle, si le graphe G — e n’est pas k-aréte connexe. On note par E* I’ensemble

des arétes essentielles de G. Le théoréme suivant donne la dimension du polytope

kECSP(G).
Théoreme 1.1 [{3] Soient G = (V, E) un graphe et k > 1 un entier. Alors

dim(kECSP(G)) = |E| — |E*|.

Comme conséquence de ce théoreme, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.2 [{8] Le polytope kECSP(G) est de pleine dimension st et seulement si
G est (k+1)-aréte conneze. O
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Dans [43], Grotschel et Monma ont donné des conditions nécessaires et suffisantes pour
que les inégalités (1.1)-(1.3) définissent des facettes de kECSP(G). Ces conditions,
données par les deux théorémes suivants, généralisent celles décrites par Mahjoub [57]

pour k = 2.
Théoreme 1.3 [{3] Soient G = (V, E) un graphe et k > 1 un entier. Alors

1. z(e) > 0 définit une facette de kECSP(G) si et seulement si pour toute aréte
f # e, le graphe G\ {e, f} est k-aréte conneze.

2. z(e) < 1 définit une facette de kECSP(QG) st et seulement si e & E*. O

Théoreme 1.4 [{3] Soient G = (V, E) un graphe (k + 1)-aréte conneze, k > 1 un

entier et W un sous-ensemble de V. Soient

defo(S) = max{0,k — |[S, W\ S]\ {e}|}, Yec E\&(W), YSCW, S+0,
def (U) = max{0, k — |[U,(V\ W)\ U]\ {e}}, Vec E\&W), YU C V\W, U #0.

La contrainte de coupe

z(6(W)) >k

définit une facette du polytope kECSP(G) si et seulement si

(a) GIW] et G[W] sont connezes, et

(b) pour toute aréte e € E\ §(W), pour toute famille Si,...,S, de sous-ensembles de
sommets de W deuz d deuz disjoints avec ) # S; # W, pouri=1,...,p (p > 0) et
pour toute famille Uy, ..., U, de sous-ensembles de sommets de W deuz a deuz disjoints

avec ) £ U; # W, pouri=1,...,q (¢ >0), l'inégalité suivante est vérifiée:

> defu(8:) + 3 deto () — U Wi, U Uil < &

=1 =1

a

Le probleme de séparation des inégalités (1.3) se rameéne a un probléme de flot maxi-
mum. Il est donc polynomial. Par conséquent, le probleme kECSP peut se résoudre en

temps polynomial quand le polytope kECSP(G) est donné par les inégalités (1.1)-(1.3).
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Soient G = (V, E) un graphe et {V4,...,V,} une partition de V. Dans [44], Grotschel
et al. ont montré que les inégalités suivantes sont valides pour kECSP(G):
p—1 sik=1,
z(6(Vi,...,Vp)) > (1.4)
Ea sik# 1.
Ils ont aussi donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que les inégalités de
partitions (1.4) définissent des facettes de kECSP(G). Si k = 1, le probléme de sépa-
ration des inégalités de partitions (1.4) peut se résoudre comme une séquence de |V|
problémes de coupe minimum en utilisant I’algorithme de Barahona [8] ou une séquence
de |E| problémes de coupe minimum en utilisant l’algorithme de Cunningham [25]. Si

k est pair, 'inégalité (1.4) est dominée par les inégalités de coupes.

Le lemme suivant sera tres utile pour le reste de ce chapitre et les chapitres qui suivent.

Il montre que si une contrainte
Z a(e)z(e) > b
ecE
définit une facette non triviale (i.e. qui n’est pas définie par une contrainte triviale) de

kECSP(G), alors a(e) > 0 pour toute aréte e de E telle que G — e soit k-aréte connexe.

Lemme 1.5 Soient G = (V, E) un graphe et (P) une propriété sur E telle que st Fy
vérifie (P) et Fy C Fy C E, alors F, vérifie (p). Soit le polyédre

Q = conv{z | F C E vérifie (p)}.
Supposons que la contrainte

Z a(e)z(e) > b

ecE

définisse une facette F de Q) différente d’une facette triviale. Alors a(e) > 0 pour toute
aréte e de E telle que E \ {e} vérifie (P).

Preuve. Soit ey une aréte de E telle que £\ {eo} vérifie (P). Puisque F est une facette

non triviale, il existe ' C E ne contenant pas eg tel que ¥ € F, i.e.

Z a(e)mF(e) = Z a(e)mF(e) = b.

ecE ecE\{eo}
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Comme F' = F U {e} vérifie (P), alors ¥ € Q. Par conséquent, on a

Z a(e)mF’(e) = Z a(e)mF(e) + a(eo) = b+ a(eg) > b.

ecE ecE\{eo}

D’ou, a(eg) > 0. a

1.2 Les contraintes de SP-partitions

Dans [16], Chopra considére le probléeme KECSP dans le cas ou chaque aréte peut
etre utilisée plus d’une fois. Etant donnés un graphe G = (V, E) et un vecteur de
poids, w € RP, associé aux arétes de @, le probléme consiste & déterminer un vecteur
entier z € IN tel que le graphe (V, E(z)) soit k-aréte connexe et ..z w(e)z(e) soit
minimum, ou E(z) est ’ensemble d’arétes obtenu en remplagant chaque aréte e € E

par z(e) arétes. Soit
Pi(G) = conv{z € IN® | (V, E(z)) est k—aréte connexe}

le polyedre associé a ce probleme.

Dans [16], Chopra décrit plusieurs classes de facettes de Pr(G) et donne une description
complete de Pi(G) quand G est outerplanaire (un graphe est dit outerplanaire s’il est
constitué d’un cycle avec des cordes qui ne s’intersectent pas).

Le polyedre Pi(G) a été étudié initialement par Cornuéjols et al. [21]. Ils ont montré
que si G est série-parallele, alors P,(G) est complétement caractérisé par les inégalités

de non-négativité et les inégalités de coupes.

Soient G = (V, E) un graphe et {V4,...,V,} une partition de V telle que G[V;] soit
connexe pour ¢ = 1,...,p. Chopra [16] a montré que les inégalités suivantes sont

valides pour Pi(G) si G est outerplanaire et k est impair:

2(5(Va, ..., V) > (gqp_ 1. (1.5)

Dans ce qui suit, nous allons étendre ce résultat aux graphes série-paralleles.
Un graphe G est dit contractible a un graphe H, si H peut étre obtenu a partir de

G par suppression et/ou contractions d’arétes. Une contraction d’une aréte consiste a
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supprimer cette aréte et a identifier ses extrémités. Un graphe est dit série-parallele
[29] s’il n’est pas contractible & K4 (le graphe complet & 4 sommets).

Dans [29], Duffin a montré qu’un graphe série-parallele, peut étre obtenu a partir d’un
graphe constitué de deux sommets liés par une aréte, en appliquant d’une maniere

récursive les deux opérations suivantes:
O1: dupliquer une arete,

02: subdiviser une aréte (i.e. remplacer une aréte (u,v) par deux arétes (u,w) et

(w,v), ou w est un nouveau sommet).
Tout d’abord, nous donnons la propriété suivante des graphes série-paralleles.

Lemme 1.6 Soit G = (V, E) un graphe série-paralléle 2-aréte conneze avec |V| > 3.

Alors G contient au moins un sommet adjacent o ezactement deuz sommets.

Preuve. Puisque G est série-parallele, il peut étre construit en appliquant d’une
maniere récursive les deux opérations OI et O2. Le dernier sommet ajouté par ’opération

02 est adjacent a exactement deux sommets. a

Théoreme 1.7 Si G = (V, E) est un graphe série-paralléle k-aréte conneze et k est
impair, alors les inégalités (1.5) sont valides pour kECSP(G).

Preuve. Il suffit de montrer que si G = (V, E) est un graphe série-parallele k-aréte

connexe, alors on a
k
B> [S1V] -1 (1.6)

La preuve se fait par récurrence sur |V|. Si [V| =2, alors on a |E| > k = [£]|V] - 1.
Supposons maintenant que (1.6) soit valide pour tout graphe série-parallele k-aréte
connexe qui a au plus n sommets et supposons que G possede n + 1 sommets. D’apres
le lemme 1.6, 1l existe un sommet v € V qui est adjacent a exactement deux sommets
vy et vy de V. Notons par F; (resp. F,) '’ensemble d’arétes entre v et v; (resp. v
et vy). Sans perte de généralité, on peut supposer que |Fi| > |Fy|. Puisque G est
k-aréte connexe, on a |Fy| > [%1 Soit G* = (V*, E*) le graphe obtenu a partir de
G en contractant ’ensemble des arétes de F;. Il est clair que G* est série-parallele et

k-aréte connexe. Comme |V*| < n, d’aprés notre hypothese de récurrence, on a
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|E*| > [E][v*] -1
On en déduit

Bl = [E*[+|F]

> [V -1 e

B+ -1

Evi-1

Les inégalités (1.5) seront appelées les contraintes de SP-partition.
Le probleme de séparation des contraintes (1.5) dans les graphes série-paralleles peut

se résoudre en temps polynomial en utilisant un algorithme de Baiou, Barahona et

Mahjoub [5].

Etant donnés un graphe G = (V,E) et une partition 7 = {V4,...,V,} de V, on
note Gr = (Vq, E;) le graphe obtenu a partir de G en contractant les ensembles V;,
¢t =1,...,p. Le théoreme 1.7 implique que si G = (V, E) est un graphe (pas néces-
sairement série-parallele) et 7 = {Vi,...,V,} est une partition de V telle que G[V}]
soit connexe pour ¢ = 1,...,p et G, soit série-parallele, alors I'inégalité (1.5) est valide
pour kECSP(G).

Malheureusement, ce résultat n’est plus vrai si G, n’est pas série-parallele. En effet,
considérons le cas ou G = K, (le graphe complet sur 4 sommets), k = 3, p = 4 et

Vil =1 pour e =1,...,4. Le graphe K, est 3-aréte connexe et contient 6 arétes, alors

que le second membre de l'inégalité (1.5) correspondante est 7.

Remarque 1.1 Si k est pair, alors les inégalités (1.5) sont dominées par les inégalités
de coupes. Et si k est impair, les inégalités de coupes sont un cas particulier des

inégalités (1.5).

Preuve. En effet, considérons un sous-ensemble d’arétes F' de F induisant un sous-

graphe k-aréte connexe de G. Soit {V4,...,V,} une partition de V telle que G[V}] soit
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connexe, t = 1,...,p. Supposons que k soit pair. Alors on a

eF (V) >k, i=1,...,p.

En sommant ces inégalités, on obtient
25 (6(Va,. .., V) > kp.

D’ou

Si k est impair et p = 2, alors on a

S (6() = o7 (Vi Va]) > [2]2 1 =

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires pour que les inégalités de SP-

partition définissent des facettes de kECSP(G).

Théoreme 1.8 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle et 7 = {Vi,...,V,} une
partition de V telle que G[V;] soit conneze pourt =1,...,p. L’inégalité (1.5) définit
une facette de kECSP(QG) différente d’une facette triviale, ou k > 3 et impair, seulement

s
i) le graphe G = (Vg, E;) est 2-sommet conneze,

it) pour tout e € E, tel que G — e soit k-aréte conneze, G — e est 2-sommet

COMMNETE,

i11) st eq est une aréte de G[V;], v € {1,...,p}, telle que G — ey soit k-aréte
conneze, alors pour toute partition {V:', V2} de V; avec eq € [V}, V2], on a

VLV = 151+ 1.

Preuve. Soit F' C E un ensemble d’arétes qui induit un sous-graphe k-aréte connexe

tel que z vérifie (1.5) a 1'égalité.
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i) Supposons qu’il existe vg € V, tel que le graphe G, \ {vo} ne soit pas connexe. Soient
Gt = (VL EY),1=1,...,5 (s > 2), les composantes connexes de G, \ {vo}. Soit F; la
restriction de F dans le sous-graphe de G, induit par V*U{ve}, 2 =1,...,s. Il est clair

que le sous-graphe de G, induit par F; est k-aréte connexe pourz=1,...,s. D’ou

> z¥i(e) > [g}(ﬂfﬂ—l—l)—l pourz=1,...,s. (1.7)

e€Ex[Viu{vo}]
En sommant les s inégalités (1.7), on obtient

k 8

(B 2 ISV +0) s
= [R(Vel +5 1)~ s
= TR+ TR (s~ 1)~ s
> TR~ L

une contradiction.

it) Sans perte de généralité, on peut supposer que e ¢ F. Sinon, la face définie par
I'inégalité (1.5) serait contenue dans la face définie par z(e) < 1, une contradiction. La

démonstration est donc similaire a celle de i) en considérant le graphe G — e a la place

de G.

i11) Supposons que
k
e val < 8. (18)

On va démontrer que eg € F'. En effet, si ceci n’est pas le cas, alors d’apres (1.8) et les

inégalités triviales, on a
Firl 172 k
(V2 V) < 51

Soit 7' = {V/,...,VJ,,} la partition de V' donnée par
V)=V, pourt=1,...;2—1,
Vi=W,

1 _ Y71
i-l—l_‘/vz;
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V/=Viy pourt=1+2,...,p+ 1.
On a

W () = 2 (B + TV V)
< TR -1+

S (AR

k
= — ‘/7‘,/ — ]_7

ce qui est en contradiction avec le fait que z¥ € KECSP(G). D’ou, e, € F, et par
conséquent, la face définie par (1.5) est contenue dans la face définie par z(ey) < 1. Ce

qui est impossible puisque (1.5) définit une facette non triviale. O

Le théoreme suivant donne des conditions suffisantes pour que les inégalités de SP-

partition définissent des facettes de kECSP(G).

Théoreme 1.9 Soient G = (V, E) un graphe (quelconque), k > 1 un entier impair et

{W1,...,Vp} une partition de V. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées:
i) G[V;] est (k + 1)-aréte conneze, pouri=1,...,p,
i) [[Vi, Viga]| 2 [%1, pourt=1,...,p (mod p),
i11) G est série-paralléle.

Alors la contrainte de SP-partition correspondante définit une facette de kECSP(G).

Preuve. Remarquons d’abord que dans ce cas G est (k + 1)-aréte connexe, et donc
d’aprés le corollaire 1.2, le polytope KECSP(G) est de pleine dimension. Notons
I'inégalité (1.5) par a’z > ay. Soit F la face de kECSP(G) induite par (1.5). Sup-
posons que JF soit contenue dans une facette P de k(ECSP(G) induite par une contrainte
bTz > by. Puisque kECSP(G) est de pleine dimension, pour montrer que F est une
facette, 1l suffit de montrer qu’il existe un scalaire p > 0 tel que b = pa.

On note F; = [V;,Viqa| ={ei;: 7=1,...,|Fi|} pour i =1,...,p (mod p).
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Tout d’abord, on montre que b(e) = b(f), pour tous e, f € [Vi, Vig1] U [Vig1, Viga],
1=1,...,p (mod p).

Soient fi, f» deux arétes quelconques de [V;, V1] et g une aréte de [V;41, V;12] pour un
certain 7 € {1,...,p}. On peut choisir une numérotation des arétes de F; et de F;

de telle maniere que f1 =e;1, fo = ¢, [ et g = e;11,1. Soient
3

Eé = {ei,jijzl,...,[g—l—l}U(U{el,j:jzl;"'7[§—|})U(E\Eﬂ')7

I#4
Ey = (BRU{f:H\{A},
E, = (E;u{f})\{g}

Les ensembles E';'-, 7 = 0,1,2, induisent des sous-graphes k-aréte connexes. Aussi, les
vecteurs #%, § = 0,1,2, vérifient aT@ > ao & égalité. Comme F C P, il en résulte

que
872" = by, j=0,1,2.
D’ou
b(f1) = b(f2) = b(g).
Puisque fi, fa, g sont des arétes quelconques de [V;, V11| U [Viy1, Viia], on en déduit que
ble)=p VeelV,Viul], 1=1,...,p, (1.9)
pour un certain scalaire p € R.

Soit e € [V,,V;] avec s,t € {1,...,p} et t &€ {s — 1,s,5 + 1}. Sans perte de généralité,

on peut supposer que 1 < s < t. Considérons l’ensemble

Ey = (Eg U{e})\ {es}

qui induit un sous-graphe k-aréte connexe de G. Puisque 2 ¢ F C P, on en déduit

que bTzPs = bT2Fo = by. D’ot, b(e) = b(e, 1), et par conséquent
ble)=p VeclV, V] (1.10)
D’apres (1.9) et (1.10), on obtient

ble)=p Ve€E,.
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Maintenant, considerons une aréte fo € E \ E,. Soit Ey = Ej \ {fo}. Puisque G[V}]
est (k + 1)-aréte connexe, il s’en suit que le graphe induit par E4 est k-aréte connexe.

Donc, £ € F et par conséquent, 2% € P. D’ou
b(fo) = b7 — pT 2P = 0,
Ce qui implique que
ble)=0 VeecFE\E,.
Ainsi nous avons

ble) = p Ve€ E,,
ble) = 0 VeecE\E,.

D’apres le lemme 1.5, on a p > 0. Aussi, comme P C kECSP(G), on a p # 0. D’ou
p > 0. O

1.3 Les contraintes de F-partition

Dans [57], Mahjoub a introduit une classe d’inégalités valides pour le polytope 2ECSP(G)
comme suit. Soient G = (V, E) un graphe, {V,,V1,...,V,} une partition de V et
F C §(Vp) avec |[F| = 2t +1 (¢t > 0). Soit A = §(Vo,V1,...,V,) \ F. Le vecteur

d’incidence de toute solution de 2ECSP(G) vérifie les contraintes suivantes:

En sommant ces inégalités, on obtient
2¢(A) > 2p — 2t — 1.

En divisant par 2, et en arrondissant le second membre au plus petit entier supérieur,

on obtient

z(A)>p—t. (1.11)
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Les inégalités du type (1.11) sont appelées les contraintes de F-partition. Il a été
montré dans [9] que les contraintes (1.11) suffisent avec les inégalités triviales et les
inégalités de coupes pour caractériser le polytope 2ECSP(G) dans la classe des graphes
de Halin (un graphe G = (V,T U C) est dit de Halin si T est un arbre ne contenant
pas de sommet de degré deux et C est un cycle dont les sommets sont les sommets
pendants de T').

Dans ce qui suit, nous allons étudier une généralisation de cette classe d’inégalités pour
tout k.

Soient G = (V, E) un graphe, {Vo,V4,...,V,} une partition de V et F C §(V5). Si
k=2q,g>1,et |[F|=2t4+1,t>1 (resp. k=2g+1, ¢ >1et|F|pest impair), alors

on peut montrer d’une maniere similaire & (1.11) que la contrainte
1
z(A) > qp—1t (resp. z(A) > §[pk — | F1]). (1.12)

est valide pour kECSP(G). Les contraintes de type (1.12) seront aussi appelées les
contraintes de F-partition. Si k est impair et |F|p est pair, la contrainte (1.12) est

dominée par les contraintes de coupes.

Dans un premier temps, nous allons discuter de la relation entre ces contraintes et les
contraintes dites de r-recouvrement et étudier le probleme de séparation associé. Dans

un deuxieme temps, nous décrivons des conditions suffisantes pour que ces contraintes

définissent des facettes de kECSP(G).

1.3.1 Relation avec les inégalités de r-recouvrement

Etant donnés un graphe G = (V, E) et une fonction r : V' — IN qui associe a chaque
sommet v € V un entier positif r,, un r-recouvrement de G est un ensemble d’arétes
F C E tel que |[FNé(v)| > 7, pour tout v € V. Si les arétes sont munies d’un systeme
de poids, alors le probléme du r-recouvrement consiste a trouver un r-recouvrement de
poids minimum.

Edmonds [30] a démontré que le probléme du r-recouvrement est polynomial. Il a aussi

démontré que le polytope associé a ce probleme est completement caractérisé par les
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inégalités
0<z(e)<1 Vee E, (1.13)
z(6(v)) > 71y YvelvV, (1.14)
z(E(U))+ z(6(U) er IT|+1) VYUCVet (1.15)
vel
T C 6(U) tels que Y 7, — |T| est impair.

veU

Les inégalités (1.15) sont appelées les contraintes de r-recouvrement.

Toute solution du probléme kECON défini par un graphe G et un vecteurr € {0,1,..., &k}

est aussi une solution du probléme du r-recouvrement. Par conséquent, les inégalités
(1.15) sont aussi valides pour k(ECON(G).

Padberg et Rao [66] ont donné un algorithme polynomial pour séparer les inégalités
(1.15). Grotschel, Monma et Stoer [47] ont étendu la classe des inégalités (1.15) en une
classe plus générale comme suit. Soient G = (V, E) un graphe et r € {0,1,...,k}"I.
Soient U C V et T C §(U). Pour chaque e = (u,v) € T, on note T, = {u,v}. Les
ensembles T,, e € T, sont appelés les dents. Soit {Us,...,U,}, p > 3, une partition de
U telle que:

e max {r, |[veU;}>1,1=1,...,p,

e il existe au plus con(U;) — 1 dents qui intersectent U, pour : = 1,...,p, ou
con(U;) = max{r(u,v) | u € U;,v € U},
e > con(U;) — |T| est impair, ou I, = {¢ | con(U;) > 2}.
iEIQ
Soit I; = {7 | con(U;) = 1}. Considérons l’inégalité suivante
z(6(Uy,...,Up)) +2(6(U) 5 con(U;) — |T|+ 1) + |L1]. (1.16)
ZEIQ
Grotschel, Monma et Stoer [47] ont montré que les contraintes (1.16) sont valides pour le
polytope kECON(G, r) et ont appelé ces contraintes, les contraintes de r-recouvrement
généralisées. Ces contraintes généralisent les contraintes de F-partition. En effet, les
contraintes de F-partitions correspondent aux contraintes (1.16) quand r, = k pour
tout v € V. Dans [45], Grotschel et al. ont montré que le probleme de séparation des
inégalités (1.16) est NP-dur. Ils ont également développé un algorithme de coupe et

branchement utilisant une heuristique pour séparer ces inégalités.
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1.3.2 Séparation des contraintes de F-partition

Dans [3], Baiou a donné une méthode polynomiale pour résoudre le probleme de sé-
paration des inégalités de F-partitions quand l’ensemble F' est fixé et £ = 2. Cette
méthode utilise ’algorithme de Cunningham [25] ou l’algorithme de Barahona [8] pour
séparer les inégalités de partitions z(8(V4,...,V,)) > p— L.

Dans ce qui suit, nous étendons cette méthode au cas ou F' est fixé et k est pair.
Siz € RY et F C E est un ensemble fixé o |F| = 2t + 1, alors le probléme de
séparation des inégalités de F'-partitions associé a z peut étre résolu de la maniere

suivante.

e Poser z' =

¢ (k=2q).
e Choisir Vo C V tel que F' C §(Vp).

e Contracter V; (on note vg le sommet qui résulte de cette contraction) et supprimer

F. Soit G' = (V' E') le nouveau graphe.
e Chercher une inégalité de partition violée dans G’ par z' de type

2(5(V, ..., V) > (p—1) —a, (1.17)

N

ou a = 3 et {V{,...,V,} est une partition de G'.

Soit {Vi,...,Vp} la partition de V obtenue & partir de la partition {V/,...,V } en
éclatant le sommet vo. Si toutes les arétes de F' sont dans 6(V4,...,V}), alors on aura
trouvé une inégalité de F-partition violée par z, sinon on aura juste trouvé une inégal-
ité valide pour kECSP(G).
Pour trouver une inégalité violée (1.17), on utilise l’algorithme de Barahona [8]. Cet
algorithme nous donne la partition {Uj,...,U; } de V la plus violée, i.e. telle que
z'(6(Uy,...,U,,)) = o = min{z'(6(V/,...,V])) — (p — 1)}. Sid' > —a, alors toute
partition de G’ satisfait (1.17). Si o' < —a, alors z'(6(U},...,U, ) < (po — 1) —a et

on aura trouvé une inégalité (1.17) violée.
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1.3.3 Facettes

Dans cette section, nous donnons des conditions suffisantes pour que les contraintes de
F-partitions définissent des facettes de kECSP(G). La premiere classe de facettes est
une généralisation d’une famille de contraintes introduites par Mahjoub [57] pour le
polytope 2ECSP(G). Par la suite, nous donnons d’autres conditions suffisantes pour
que les contraintes de F'-partitions définissent des facettes du polytope kECSP(G) pour
tout k.

Dans [57], Mahjoub a introduit une classe de contraintes définissant des facettes du
polytope 2ECSP(G), appelées inégalités de roue-impaire. Ces inégalités sont un cas
particulier des contraintes de F-partition. Dans ce qui suit, nous donnons une général-
isation de cette classe.

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un entier k = 2(2¢+1), ¢ > 0, une configuration
de roue-impaire généralisée ( voir figure 1.1) est définie par un entier I, des entiers p;,
pour ¢+ = 1,...,2l 4+ 1, et une partition de I’ensemble des sommets V' en V;*, V pour

1=1,...,2l+1et s=0,...,p; tels que

(1) les graphes G[V;’] et G[V;] soient (k + 1)-aréte connexes pour 2 =1,...,20+ 1 et

s=0,...,p;
(2) [V, VE4]| > 2¢+1, pouri=1,...,20+1 (mod (21 + 1));

K]

(3) [V, Vet > 29+ 1etsip >0, |[Ve, Vet ]| =2¢+1pours=1,...,20+ 1 et
s=0,...,p; (on notera V; par VF*' pours=1,...,21 +1);

() [V, Vi =0pour 1 <:<2l+1,0<s,g<p;+1,g#s+1et(s,q)#(0,p,+1);
(5) [V&, Vi =0pour 1 <, <2l4+1,1#t 1<s<petl<qg<p.

Soit r; pour 1 <17 < 2]+ 1, le plus grand entier tel que 0 < r; < p; et [6(V])

> k41,

1.€.

r; = max{j : |6(V7)| > k+1}.



1.3. LES CONTRAINTES DE F-PARTITION 25

Figure 1.1 : Configuration de roue-impaire généralisée

On note par E;, un ensemble d’arétes fixé de [V*, V*t!] tel que |E;,| = 2¢ + 1 pour
1=1,...,2l+1et s=0,...,p;. Soit
T=F—{E,: 1<:<2l+1, r<s<p},
ou
B= U 8.

1<5<20+1
0<s<p;

L’'inégalité de roue-impaire généralisée associée a la configuration de roue-impaire général-
P 7
isée est donnée par

a:(T)2(2q+1)2§n+q(2l+1)+l+1. (1.18)

=1

On a le théoréme suivant.

Théoreme 1.10 Les inégalités de roue-impaire généralisées définissent des facettes du
polytope kECSP(QG).
Preuve. On démontre d’abord la validité de (1.18). Le vecteur d’incidence de tout

sous-graphe k-aréte connexe vérifie les inégalités suivantes:

z(§(V2)) > 2(2¢ + 1) i=1,...,2l+1,
2(8(V7)) > 2(29 + 1) i=1,...,20+1, 5=1,....m — 1,
2(8(VI)\ Eyp,) > 29 + 1 i=1,...,2+1,
z(e) >0 Veecé(Vo)NT.
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En sommant ces inégalités, on obtient

2¢(T) > 2(2¢ + 1) 2§—:1 i+ (2¢+ 1)(20+ 1).

=1
En divisant par 2 et en arrondissant le membre de droite au plus petit entier supérieur,

on obtient

20+1
z(T)>(2q+1) Y ri+q2l+1)+1+1,

=1

ce qui montre que (1.18) est valide pour le polytope kECSP(G).

Notons par a’z > ag I'inégalité (1.18), et soit F la face de kECSP(G) induite par
(1.18). Supposons que F soit contenue dans une facette de kECSP(G) induite par une
contrainte b7z > by.

D’apres le théoreme 1.1, dim(kECSP(G)) = |E| — | E*|. Par conséquent, pour montrer
que (1.18) définit une facette, il suffit de montrer qu’il existe A € RE" et ¢ > 0 tels que
aT = bT + AT B, oi B est une matrice (I,0) a |E*| lignes et |E| colonnes, I est une
(|E*|, |E*|) matrice unité et O est une (|E*|,|E| — |E*|) matrice dont tous les élements
sont nuls.

Considérons les ensembles d’aretes suivants

Eo= U E(V),
1<:i<21+1
0<s<p;+1

By C [Vt VBl 5 = 1,1+ 1 (mod (20 + 1)) avec |Byl = g + 1,
F; C [V, Vgyal, 5 =1,..., Lavec |F;] = g.
Soit
C=Eu( U E)u( U Ful U Ew).

F=1,u0l+1 F=1,.,0 1<5<20+1
0<s<p;

Les ensembles C et C, = C'\ {e} pour tout e € Ey, induisent des sous-graphes k-aréte

c

connexes. De plus, ¢, 2% € F. Par conséquent

b 2C = b7 2% = b,
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D’ou
b(e) =0 Ve € Eo.

Dans la suite, nous allons montrer que b(e;) = b(ez) pour tous e, e € [V, V],
1=1,...,2l4+ 1 (mod (21 + 1)).
Sans perte de généralité, on peut supposer que e; € C et ey & C. Soit C' = (C\{e1})U

{e;}. L’ensemble C’ induit un sous-graphe k-aréte connexe tel que ¢ € F. D’on
bT:IJC _ bT:IJC 7
et par conséquent, b(e;) = b(e;). Donc

b(e) =¢; Vee [V Vil

K]

pour un certain scalaire ¢}, 1 =1,...,2[ + 1.
Maintenant nous allons montrer que ¢; = ¢} pour tous 7,5 € {1,...,20 4 1}.
Solent e; € [V°,V5,] et e € [V3,,V5,], pour un certain ¢ € {1,...,2l + 1} (mod

(20 +1)). Sans perte de généralité, on peut supposer que e; € [V, V)], e € [V, V2],
e1 € C et eg & C. L'ensemble C' = (C \ {e1}) U {e2} induit un sous-graphe k-aréte
connexe dont le vecteur d’incidence z€' vérifie (1.18) a ’égalité. D’ou b(e1) = b(ez).

Ceci implique que p; = ¢} = ¢’ pour tous 7,5 € {1,...,2/ 4+ 1}. Donc

ble)=¢' Vee V2, V3], e=1,...,20+ 1. (1.19)

K]

Soit e € [VO,VP], 0 < s < 755 € {1,...,20 + 1} \ {s}; (s,7) # (0,p), ou p €
{1 —1,4,2+ 1}.

Sans perte de généralité, on peut supposer que 2 = 2. Soit e; € [V?, V,’]NC. L’ensemble
d’arétes C = (C'\ {e1}) U {e} induit un sous-graphe k-aréte connexe. De plus, z¢ € F.
D’ot, bTz¢ = bTzC = by. Ce qui implique que b(e) = b(e;). Et donc

ble)=¢' Vec [V;O,Vjs], Vi,5,s € {1,...,2l4+ 1}, 7 #+, (s,7) #(0,p), (1.20)

oupe{i—1,5,2+ 1}

Soit e € [Vi*, Vit tel que |§(V2)], [6(VET)| >k +1,5€{0,...,m — 1}
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Puisque [§(V)], [6(VT)| > k + 1, il existe 5, 5 € {1,...,20 + 1} \ {i} tels que
[V, VP # 0 # [V, V2], Soent e; € [V, V] et ey € [VH, V).

2 K] 2

Supposons que 7 = j'. Sans perte de généralité, on peut supposer que 7 = j' = 1.

Soient
E = U VLV e},
1<i<2l+1
0<s<p;
E; C [Va_,Vay), 7=1,...,1+1 (mod (21 + 1)) avec | E}| = g,
F; C [Va, Vo), 7=1,...,lavec |Fj|=q+1.
Soit

C*:E'OUEU(. U E';)U( U F;)U{el,eg}.

7=1,...,l+1 7=1,...,l

L’ensemble d’arétes C* induit un sous-graphe k-aréte connexe. De plus, z¢° € F.

D’ou, b(e) = ¢'. De la méme facon, on obtient b(e) = ¢’, si 7 # j'. Donc, on a
ble)=¢ Yec VS,V M), i=1,...,2l+1,s=0,...,7; — 1. (1.21)

Soit e € [Vo, V0], 2 € {1,...,20 + 1}.

Sans perte de généralité, on peut supposer que i = 2. L’ensemble d’arétes C = (C' \
{e1}) U {e}, ot e; € C N [VP,V;], induit un sous-graphe k-aréte connexe de G tel que
z€ € F. D’ou, b(e) = ¢', et par conséquent

ble)=¢' Vec [Vo,V0], i€ {l,...,20+1}. (1.22)
D’apres (1.19)-(1.22), on a

ble)=¢' VeeT)\E",
ble)=0 VeeE\(TnNE").

D’aprés le lemme 1.5, on a ¢’ > 0. Puisque Tz > by induit une facette de kEECSP(G),
on a ¢’ # 0. Soit

1— b stec T NE*,
—% siec E*\T.
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Soit ¢ = %. on a

al = cpr +)\TB.
Ce qui termine la preuve de notre théoréme. a
Remarque 1.2 Les inégalités de roue-impaires généralisées sont des inégalités de

F-partitions (1.12) soumises aux conditions (1)-(5). Pour retrouver la structure des

inégalités (1.12), on peut définir Vo, V4,...,V, et F comme suit:

J— 8
% - U V; )
1<i<204+1
ri+1<s<p;+1
F= | Ei..
1<i<204+1

Les ensembles Vi, ..., V, seront les V. pour s =0,1,...,r,et2=1,...,2l+1, ou

p=0QI+1)+ >

i=1,...,2041
Dans ce qui suit, nous donnons d’autres conditions suffisantes pour que les contraintes

de F-partitions définissent des facettes de kECSP(G) pour tout k& > 2.

Soient G = (V, E) un graphe et k un entier impair. Soit {W,V;,U;: 1 =1,...,2l + 1}
(I>2sik=3etl>15sik>4), une partition de V telle que ( voir figure 1.2 pour
k=3etl=2)

(1) Les graphes G[W], G[Vi] et G[U;] soient (k + 1)-aréte connexes, i = 1,...,21+ 1;
(2) W, V]| >k—2et [W,U;] =0, pour s =1,...,20 + 1;
(3) |[Ui, Uipa]| > 552, e =1,...,20 + 1 (mod (20 + 1));
(4) |[Vi, Vil > 1,i=1,...,21+ 1 (mod (20 + 1));
(5) [[Vi, Uil > 1 et |[Vi,Uiq]| > 1,5 =1,...,21+ 1 (mod (21 + 1)).
Soit F=E\(ByUEy),ou By = U [WVi]etE,=EW)u( U EW))U

i=1,...,21+1 i=1,...,21+1

U E(V;)). Considérons la contrainte de F-partition suivante
P
i=1,...,21+1

o(F) > (k+2)l + [gq 41 (1.23)



30 1. CONTRAINTES VALIDES

P
A9

2

Figure 1.2 :

Théoréme 1.11 La contrainte (1.23) définit une facette de kECSP(G).

Preuve. Nous allons donné la preuve pour k£ = 3. Pour k£ > 4 la preuve est similaire.
Remarquons d’abord que dans ce cas GG est 4-aréte connexe. D’apres le corollaire 1.2,
le polytope 3ECSP(G) est de pleine dimension. Notons ’inégalité (1.23) par az > a,.
Soit F la face de kECSP(G) induite par (1.23). Supposons que F soit contenue dans
une facette P de kECSP(G) induite par une contrainte b7z > b,. Puisque 3ECSP(G)
est de pleine dimension, pour montrer que F est une facette, il suffit de montrer qu’il

existe un scalaire p > 0 tel que b = pa.

Soient €; € [V;',V;'_H], f'L € [Vri)Ui—l]; le € [I/;)U’L] et g; € [U’i7Ui+1] pour 1= 17 s 72l+17
ou Vo = V21+1 et U21+2 = Us.

Soient

Fo = {egq;i=1,...0+1Yu{f;i=1,...;20+1}U{g;; 1 =1,...,2l+ 1},
E* - E1UE2UFO.

Soient e € E; et €' € E,. Nous allons montrer que b(e) = b(e') = 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que e € [W, V;]. Les ensembles E* et E =
E*\ {e, e'} induisent des sous-graphes 3-aréte connexes. De plus, zZ°, %' ¢ F C P.
Par conséquent, on a bTz?" = bTzP’ = b,. 1l en résulte que b(e) + b(e') = 0. D’apres
le lemme 1.5, b(e) > 0 et b(e’) > 0. Donc b(e) = b(e') = 0.
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D’ou
b(e) = 0, Ve € El U Eg. (124:)

Dans ce qui suit, nous allons montrer que b(e) = p, Ve € §(U,...,Uns1) et b(e) = 0/,
Vee d(Vi,...,Varn) U U Vi U U, ou p, p' € R. Pour cela, il suffit de

i=1,,2041  i=1,..,20+1
montrer que b(g;) = b(giy1) et b(e;) = b(e;r1) = b(f!) = b(fiz1) pour 2 =1,...,2[+ 1,

ou eyys = ey et foro = f1. Sans perte de généralité, on peut supposer que = = 2] + 1.

Soit

Bo={fi,fi; 7=1..,204+1} U{gz; 5 = 1,..., 1} U{gars1}.
Les sous-ensembles d’arétes

E - E1UE2UF1,

Ei = (E\{9211})U{g:}

induisent des sous-graphes 3-aréte connexes. Comme mE, 2B e F C P, il s’en suit
que bTzF = TP+ = b,. Donc b(gai+1) = b(g1). Par conséquent, il existe un scalaire p

tel que
b(E):p, VEE 5(U1,...,U2[+1). (125)

D’autre part, les ensembles

E; = (E\{fi})U{e},
E; = (E\{f})U{eas1},
Ey, = (E\ {f£l+1}) U {ea+1}

induisent des sous-graphes 3-aréte connexes tels que z% ¢ F C P, ¢ = 2,3,4. Par
conséquent, b(e1) = b(eat1) = b(f1) = b(f34,). D’ou Pexistance d’un scalaire p' tel

que

be)=p, Vees(W,...,Var)U] U W, U UL (1.26)

i=1,..,21+41  4=1,..,21+1

. oy
Dans ce qui suit, nous allons montrer que p = p'.

Puisque zZ", 2 e F C P, il en résulte que bTz?" = bTzE = by. Et par conséquent,
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onap(2l+1)+p'(31+2) =p(l+1)+p'(4l4+2). D’ou p = p/, et d’apres (1.24), (1.25)
et (1.26), on a b = pa. D’apres le lemme 1.5, on a p > 0. Comme P C 3ECSP(G), il
en résulte que p > 0. O

Soient G = (V, E) un graphe et k un entier pair. Soit {W,V;,U;: i =1,...,20 +1}
(I > 1), une partition de V telle que ( voir figure 1.3 pour k = 4 et [ = 2)
(1) Les graphes G[W], G[Vi] et G[U;] soient (k + 1)-aréte connexes, i = 1,...,21+ 1;
(2) W, V]| >k—1et [W,U;] =0, pouri=1,...,20+1;
(3) |[Ui,Uita]| > %, =1,...,20+ 1 (mod (20 + 1));
(4) |[Vi, Vil > 1,i=1,...,21+ 1 (mod (20 + 1));
(5) [[Vi, Uil > 1 et |[Vi,Uiq]| > 1,5 =1,...,21+ 1 (mod (21 + 1)).

Soit F= E\(EByUE,),o0u By = U [W,Vi]etE=EW)u( U EW)U
1=1,...,20+1 1=1,...,20+1

E(V;)). Considérons la contrainte de F-partition suivante
P
i=1,...,21+1

z(F) > (k+1)l+§+1. (1.27)



1.4. LES INEGALITES DE ROUE-PAIRES 33

Figure 1.3 :

Théoréme 1.12 La contrainte (1.27) définit une facette de kECSP(QG).

Preuve. Similaire a la preuve du théoreme 1.11. a

1.4 Les inégalités de roue-paires

Soit Gg = (V, Eo) le graphe donné dans la figure 1.4. On note e; = (v;_1,vi), © =
1,...,8 (mod 8).

Figure 1.4 :
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Soit zo € R la solution définie par

1 sie € {ey,...,es},
mo(e):{f te o}

sinon.

La solution zo n’appartient pas au polytope 2ECSP(Gy) et elle satisfait toutes les
inégalités triviales, de coupes, de partitions (1.4) et de F-partition.

Il n’est pas difficile de voir que si ’ensemble F' C E; induit un sous-graphe 2-aréte
connexe de Gy, alors F' contient au moins trois arétes parmi les arétes ey, es, eq, €7, €3.

Et par conséquent, la contrainte
z(e1) + z(es) + z(es) + z(er) + z(es) > 3

est valide pour 2ECSP(Gy). Cette contrainte n’est pas vérifiée par zo. Dans ce qui

suit, nous montrons que cette contrainte est un cas particulier d’une classe plus générale

d’inégalités valides pour kECSP(G).
Etant donné un graphe G = (V, E), une configuration de roue-paire est définie par un
entier [ = 2p (p > 4) et une famille W, V4, ..., Va, de sous-ensembles de V' tels que:
(1) inV;=0,4,5 €{1,...,2p}, 1 # J;
2) (V) =k+1,2=1,...,2p

(3) il existe un sous-ensemble d’arétes C = {e1,...,e3} C E avec ¢; € [V;, Vii1],
1=1,...,2p (mod 2p);

(4) il existe I C {1,3,...,2p — 1} avec |I| = 2t, t > 2, tel que e; € §(W), Vi € I,
(5) [6(W)\ Eol =k —2,0u Eg ={e;: 1 € I}.
A une configuration de roue-paire, on associe la famille de contraintes suivantes:
z(C\ {ei-1,€i,€i11}) >p—1, Vi€ L. (1.28)
Les inégalités (1.28) seront appelées les inégalités de roue-paires.

Théoréme 1.13 Les inégalités (1.28) sont valides pour le polytope kECSP(G).
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Preuve. Considérons une contrainte de type (1.28) associée & 20 € I. Soit F un
ensemble d’arétes induisant un sous-graphe k-aréte connexe. Puisque |F' N §(W)| > k,
Eo C6W)et |[6(W)\ Eo| = k—2, il existe 7 € I\ {20} tel que e; € F. On suppose
que 7 =2s+ 1 et ig =2r +1 (s,r > 0). Sans perte de généralité, on peut supposer

que 7 < 1o (si ceci n’est pas le cas, on peut changer la numérotation des V; pour que

cela soit vrai). Puisque |§(V;)| = k+ 1,2 = 1,...,2p, alors le vecteur z vérifie les
contraintes:

z(exy—1)+ z(ex) > 1 t=1,...,s,

$(€25+1) =1

z(exy—2) + z(exn_1) > 1 t=s+2,...,7

z(exy—1)+ z(ex) > 1 t=r+2,...,p.
D’ou

z(C\{ei-1,€i,ei01}) >p— 1.

Théoréeme 1.14 Une inégalité de type (1.25) définit une facette de kECSP(G), st les

conditions sutvantes sont vérifiées ( voir figure 1.5 pour k = 3):
(1) G[Vi] est (k+ 1)-aréte conneze, 1 =1,...,2p;
(2) il eziste deuz ensembles de sommets disjoints Wi, Wy C V tels que

(2.1) V=W, UW,U( U, Vi)
i=1,...,2p
(2.2) G[W;] est (k+ 1)-aréte conneze, 7 = 1,2;
(2.3) Wo CW, Wo CW et|[W,W,]| =k—2;
(2.4) |[[W,Vi]|=k—-2, s V,CW,53=1,...,2p;
(2.5) W, Vi]|=k—2,siV,CW,i=1,...,2p.
Preuve. Notons par a’z > a, I'inégalité (1.25) associée & un certain 3o € I. Soit

F la face du polytope kECSP(G) définie par cette inégalité. Supposons que F soit
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contenue dans une facette P de kECSP(G) définie par une contrainte b7z > by. Puisque
le graphe G est (k + 1)-aréte connexe, d’apres le corollaire 1.2, le polytope kECSP(G)
est de pleine dimension. Donc pour montrer que F est une facette, il suffit de montrer

qu’il existe p > 0 tel que b = pa.

Ve

Figure 1.5 :

Soit F;, = (E\{e; |7 € I})U{eiy—1,¢€iy+2}- Les ensembles d’arétes F; , F;, \ {ei,-1},
F;, \ {e;,} et Fi, \ {€iy+1} induisent des sous-graphes k-aréte connexes. Par ailleurs,

zFio | gFioMeio—1} gFioMeil zFoMeioti ¢ 7 C P Don

bleio—1) = bleis) = bleinta) = 0.

Montrons que b(e;) = b(e,) pour tous 7,5 € {1,...,2p} \ {#0 — 1,%0,%0 + 1}.

Il suffit de montrer que b(e;_1) = b(e;) pour tout j & I U {eo — 1,79+ 1}.

Soit Fi{, = (E \ C) U {e_io—h €ios eio-l-l} U {eio+37 €io+55 -+ ej} U {ej-l-l; €543+ 61'0_2}.
Les ensembles FZ{J et F} = (FZJO \ {e;}) U {e;_1} induisent des sous-graphes k-aréte

connexes. De plus, a:FiJO, zFo € F C P. Il s’en suit que b(e;—1) = b(e;).

Montrons que si e & C, alors b(e) = 0.

Siee E(W,)UEW,)U( U E(V))U[Wi, W], alors zfoMet € F C P. Doy,
be) = 0. i=1,...,2p

Soit e € [W,, V;] pour un certain s € {1,2} et un certain 7 € {1,...,2p}. Supposons

. o . . ~ 7—1 . . ~
que j soit impair. L’ensemble d’arétes F; "~ \ {e} induit un sous-graphe k-aréte connexe
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tel que oo Med € FCP. Doy, be) =0.

Supposons maintenant que j soit pair. Soit
Eijo == (E \ C) U {61’0_1, €iy; 61'0_|_1} U {€i0+2, €ig+4;y -y €j_1} U {Ej, €542, -+, 61'0_3}.
Les ensembles E'fo et E'fo \ {e} induisent des sous-graphes k-aréte connexes tels que

2% 2% M ¢ F C P Diow, ble) = 0.

Ainsi, nous avons

ble) = p VecC\{ei1,e,¢e1}
ble) = 0 Vee(E\C)U{ei 1,661}

D’apres le lemme 1.5, on a p > 0. Aussi, comme P C kECSP(G), il en résulte que
p # 0. 0
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Chapitre 2

Caractérisations polyédrales

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le polytope kECSP(G) dans deux classes de graphes.
Tout d’abord nous considérons la classe des graphes série-paralleles. Nous donnons
une description complete du polytope kECSP(G) pour tout k dans cette classe. Nous
montrons que si G est série-paralléle et k est impair, alors kECSP(G) est compléte-
ment caractérisé par les inégalités triviales et les inégalités de SP-partition. Et si
k est pair, alors kECSP(G) est donné par les inégalités triviales et les inégalités de
coupes. Nous étudions également le probleme du sous-graphe Steiner k-aréte connexe
dans cette classe de graphes et nous y donnons une description complete du polytope
associé quand k est pair.

Par la suite, nous étudions le polytope kECSP(G) dans une classe de graphes (k4 1)-
aréte connexes minimaux qui généralise celle de Halin. Nous montrons que dans cette
classe, le polytope kECSP(G) est donné par les contraintes triviales, les contraintes de

. 7 7 . 7
coupes et les contraintes de r-recouvrement généralisées.

39
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2.2 Le polytope KECSP(() dans les graphes série-
paralleles

Plusieurs problemes d’optimisation combinatoire NP-difficiles dans le cas général, peu-
vent étre résolus en temps polynomial dans les graphes série-paralleles [1, 2, 12, 21,
22, 56, 57, 73, 77, 78, 79]. Etant donnée la relation étroite entre les deux aspects
algorithmique et polyédral en optimisation combinatoire, ceci suggere la possibilité
d’obtenir pour ces problemes des descriptions completes des polytopes associés dans
cette classe de graphes. Plusieurs problémes y ont été étudiés, comme par exemple le
probléme du stable maximum (Boulala et Uhry [12], Mahjoub [56]), le probleme de
I’arbre Steiner orienté (Prodon et al. [70], Goemans [38], Schaffers [73]), le probléme
du sous-graphe 2-sommet connexe et du sous-graphe 2-aréte connexe (Coullard et al.
[23, 22, 24], Mahjoub [57]) et le probleme du voyageur de commerce (Cornuéjols et al.
[21]). Dans [61], Martin et al proposent une technique générale qui, a partir d’un al-
gorithme de programmation dynamique, donne une description complete de la plupart
des polytopes associés aux problemes d’optimisation combinatoire dans les graphes
série-paralleles. Néanmoins, cette description utilise des variables auxiliaires qui ne
sont pas dans ’espace des variables naturelles.

Dans cette section, nous discutons du polytope kECSP(G) dans cette classe de graphes.

Soit G = (V, E) un graphe série-paralléle k aréte-connexe. Notons par P(G, k) le poly-
tope donné par les contraintes (1.1)-(1-3) et (1.5). Pour démontrer le résultat principal

de cette section, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit z une solution de P(G,k).

i) Sim={Vi,...,Vp} est une partition de V serrée pour z, alors

(Vi i) < [5] Vij € {L,..,phi £ (2.1)

De plus, si z vérifie (2.1) a U’égalité pour v et j avec 1 < j, alors la partition

7 =A{V{,...,V,_1} telle que
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V=V pourt=1,...,2—1,2+1,...,7 —1,
ViI:ViUVj7
V! = Vi pour t=7,...,p—1

est aussi serrée pour x.

it) Sim ={V1,...,Vp} (resp. 6(W)) est une partition (resp. une coupe) serrée
pour z et {V;',V:?} une partition de V; pour i € {1,...,p} (resp. W), alors
z([VE,V?P]) = 5],

2
i11) St 6(W1) et §(W3) sont deuz coupes serrées pour z, alors z(6§(W1)N§(W3)) <
i

Preuve.
i) On a
z(6(Vi,.. ., Voo1)) = 2(6(Vi,..., Vp)) — 2([Vi, Vi)
= TP —1-alV V]
> N1 -1

Ce qui implique que z([V;,V;]) < [%1 De plus, si z([Vi, V;]) = [%1, la partition 7' est

serrée pour z.

it) Considérons la partition {Ui, ..., Upt1} donnée par

U; =V, pour g =1,...,2—1,

U; =V,

Ui-l-l = i27

U; =V, pourj =2+4+2,...,p+ 1.
On a

$(5(U1,...,Up_|_1)) = m((s(Vh:VP))—I'm([Vzl:sz])
= [Pl 1 sV V)

> [+ -1

Dot a([V2, V2) > [].
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i17) On note par §(W1)A§(W,) la différence symétrique de §(W1) et §(W2), i.e.
S(W1)A§(Wy) = (6(W1) \ 6(W2)) U (6(W2) \ 6(Wh)).
Puisque la différence symétrique de deux coupes est une coupe, on a

z(6(W1)As(W2)) = 2(6(Wh)) + 2z(6(W2)) — 2x(6(W1) N 6(W2))
= 2k — 22(8(W1) N 6(Wa))
> k.

Ce qui implique que z(§(W1)) N §(W3)) < [%1 O

Théoreme 2.2 Si G = (V, E) est un graphe série-paralléle k-aréte conneze et k est

pair (resp. impair), alors kECSP(G) est complétement caractérisé par les inégalités

(1.1), (1.2) et (1.8) (resp. (1.1), (1.2) et (1.5)).

Preuve. La démonstration est par récurrence sur |E|.

Il est clair que kECSP(G) = P(G,k) si G est constitué de deux sommets liés par k
arétes. Supposons que le théoréme soit vrai pour tout graphe série-parallele ayant au
plus m arétes et supposons que G contienne exactememt m + 1 arétes. Puisque les
inégalités (1.1)-(1.3) et (1.5) sont valides pour kECSP(G), il s’en suit que kECSP(G) C
P(G, k). De plus, toute solution entiere de P(G, k) est aussi une solution de kECSP(G).
Donc si kECSP(G) # P(G,k), alors il existe un point extréme fractionnaire z de
P(G, k).

Affirmation 1. z(e) >0, Ve € E.

Preuve. Si eg est une aréte telle que z(eg) = 0, alors la restriction z’ de z dans le
graphe G —eg est un point extréme fractionnaire de k(ECSP(G —eg). Mais ceci contredit

I’hypothese de récurrence.

Soit E; l’ensemble des arétes e telles que z(e) = 1. Puisque z est un point extréme
de P(G,k), il existe une famille de coupes {§(W;), ¢+ = 1,...,r} et une famille de

partitions {71,...,7,} de V avec |V;| > 3, 7 = 1,...,s, telles que = soit I'unique
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solution du systeme
W,)) =k pouri=1,...,7, (2.2)
our+s—+ |E| =|E|

Affirmation 2. Chaque variable z(e) apparait dans au moins deux équations du

systéme (2.2) avec des coeflicients non nuls.

Preuve. Il est clair que chaque variable z(e) apparait avec un coeflicient non nul
dans au moins une équation du systéme (2.2). Sinon la solution z' € R¥ telle que
z'(f) = z(f) pour tout f € E \ {e} et z'(e) = z(e) + € serait aussi une solution du
systéme (2.2). Comme z # z', ceci contredirait le fait que = est un point extréme de
P(G, k). Maintenant, supposons qu’il existe une aréte eg = (u,v) € E telle que z(ep)
ait un coeflicient non nul dans exactement une équation de (2.2). Soit (2.2)' le systeme
obtenu a partir de (2.2) en supprimant cette équation. On note G' = (V’, E’) le graphe
obtenu a partir de G en contractant eg. Soit z' la restriction de z dans E’. Il est clair
que z' € P(G', k). De plus, z' est la solution unique du systéme (2.2)'. Par ailleurs, les
équations (2.2)’ correspondent toutes & des contraintes de P(G', k). Ceci implique que
z' est un point extréme fractionnaire de P(G', k). Puisque G’ est série-paralléle et con-
tient moins d’arétes que G, ceci contredit ’hypothese de récurrence et par conséquent,

notre affirmation est prouvée.

D’apres le lemme 1.6, il existe un sommet v dans V adjacent a exactement deux
sommets v; et va. On note Fy (resp. Fy) ’ensemble des arétes entre v et vy (resp. v et

v2). On suppose que |Fi| > |Fy|. Puisque G est k-aréte connexe, on a
k
Bl 2. 2.3)

Affirmation 3. Il existe f € Fj telle que 0 < z(f) < 1.

Preuve. Supposons que z(e) = 1 pour tout e € F;. Nous allons montrer que le
systéme (2.2) peut étre choisi de telle maniére que §(W;)N F; =0 pour s =1,...,r et
E..,NF =0 pour j =1,...,s. Supposons qu'il existe une partition m; = {V4,...,Vp}
telle que Er, N Fy # (. Sans perte de généralité, on peut supposer que Fy C [V4, V3]



44 CARACTERISATIONS POLYEDRALES

Puisque z(e) = 1 pour tout e € Fj, d’apres (2.3), on a z([Vi, V2]) > [%1 D’apres
le lemme 2.1.43), on a z([V1, V2]) < [%1, ce qui implique que z([V4, V3]) = [%1 Par

conséquent, la partition 7% = {V{,...,V,_,} ou

Vi=Viul,
V! = Vi pourz=2,...,p— 1,

K]

est serrée pour z. Remarquons aussi que 1’équation définie par la partition 7’ peut étre
obtenue & partir de celle définie par 7, et des équations z(e) = 1 pour tout e € Fj.
Donc, elle ne peut pas figurer parmi les équations du systéme (2.2). Considérons alors
le systéme obtenu & partir du systéme (2.2) en remplagant 1’équation définie par 7; par
celle définie par 7. Il est clair que le nouveau systeme est linéairement indépendant
et que z est la solution unique de ce systeme.

Maintenant, supposons que §(W;) N Fy # () pour un certain z € {1,...,7}. On a donc
Fy C §(W;). On suppose, sans perte de généralité, que v € W; (et v; € V \ W;).
Supposons que vy € V \ W,. Dans ce cas on a W, = {v}. Nous allons alors montrer
que z(e) = 1 pour tout e € Fy. Supposons le contraire. Puisque z(e) = 1, pour tout
e € Fy et z(6(v)) = z(6(W;)) = k, 'ensemble F, doit contenir deux arétes f, g telles

que z(f) et z(g) soient fractionnaires. Soit z’ le point défini par

z(e)+w sie=f,
z'(e) =13 z(e) —w sie=g,
z(e) sie € E\{f, g},
ol w est un scalaire suffisamment petit. Il est facile de voir que z’' est une solu-
tion de (2.2). Puisque z # &', ceci contredit le fait que z est un point extréme de
P(G, k). En conséquence, z(e) = 1 pour tout e € §(v), et donc 1’équation z(é6(v)) = k
est redondante dans le systéme (2.2), ce qui contredit notre hypothése.

Donc vy € W;. Soit W) = W; \ {v}. On a

2(6(W7))

K]

z(6(Wi)) — =(F1) + =(F2)
= k—z(F)+ z(F)
> k

?

ce qui implique que z(F3) > z(F1). Puisque z(e) = 1 pour tout e € F; et |Fy| < |Fy|,

on a z(Fy) = z(Fy), et par conséquent §( W) est serrée pour z. En remplacant la coupe



2.22. LE kECSP(Q) DANS LES GRAPHES SERIE-PARALLELES 45

8(W;) dans le systeme (2.2) par §(W}), on obtient un systéme linéairement indépendant
dont z est la solution unique.

Donc le systéme (2.2) peut étre choisi de telle maniere que §(W,) N F; = () pour
i1=1,...,7et Ex;,NFy =0 pour j =1,...,s. Par conséquent, pour tout e € Fy , z(e)
apparait avec un coefficient non nul dans une seule équation du systéme (2.2), en

loccurrence z(e) = 1. Ceci contredit I’affirmation 2. D’ou, il existe f € F; telle que

0<z(f)<l.
Maintenant, nous distinguons deux cas.

Cas 1. |Fi| = [£].

Dans ce cas, on a aussi [Fy| = [£]. Sinon on aurait |§(v)| = k et z(e) = 1 pour tout
e € I, ce qui contredirait 'affirmation 3.

Par symétrie et d’apres I’affirmation 3, il existe une aréte g € Fj telle que 0 < z(g) < 1.
Nous allons montrer que chaque partition 7;, 7 =1,...,s (coupe §(W;), 1 =1,...,7),
contient soit Fi et Fj, soit ni 'un ni ’autre. En effet, supposons qu’il existe une par-
tition 7; = {V4,...,V,} telle que Fy C E,; et F; N E,;, = 0 (la preuve est similaire
pour une coupe). Sans perte de généralité, on peut supposer que v € V;. Donc on a
z([v, V1 \ {v}]) = 2(F>) < [£]. Mais ceci contredit le lemme 2.1.7).

Soit z la solution donnée par

z(e)+w sie=f,
)—w sie=g,
) sie€ E\{f, g},

ou w est un scalaire suffisamment petit. La solution Z est aussi une solution du systeme

(2.2), ce qui contredit le fait que = est un point extréme.

k
Cas 2. |F1| > [E—I
Remarquons d’abord que f est la seule aréte de F} dont la valeur est fractionnaire.
Sinon, on pourrait construire une autre solution de (2.2) comme ci-dessus, ce qui con-

tredirait le fait que z est la seule solution du systeme (2.2). Ainsi

2(Fy) > (gq. (2.4)

D’apres le lemme 2.1.7), il en résulte que F1 N E,; = 0 pour 7 = 1,...,s. Donc par
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Vaffirmation 2, il existe deux coupes §(W;) et 6(W;), %, j € {1,...,r}, qui contiennent
f. Puisque Fy C §(W,) N 6§(Wj;), d’apres (2.4) on a z(6(W;) N &(W;)) > [%1 Mais ceci

contredit le lemme 2.1.777). Ce qui termine la preuve de notre théoreme. O

Comme conséquence du théoreme 2.2, on obtient le résultat suivant qui a été conjecturé

par Chopra [16] et indépendamment démontré par Chopra et Stoer [19].

Corollaire 2.3 S: G = (V, E) est un graphe série-paralléle conneze (pas nécessaire-
ment k-aréte conneze) et k est impair, alors Pp(G) (voir section 1.2 du chapitre 1) est

donné par les inégalités (1.1) et (1.5).

Preuve. Soit P}(G) = {z € R? | z vérifie (1.1) et (1.5)}. 1l suffit de démontrer que
les points extrémes de P;(G) sont entiers. Supposons le contraire. Soit  un point ex-
tréme fractionnaire de Pf(G). Sans perte de généralité, on peut supposer que z(e) > 0
pour tout e € E. Soit G' = (V', E’) le graphe obtenu a partir de G en remplacant
chaque aréte e de E par [z(e)| arétes ey, ..., e[qg(e)). Soit o’ € R¥' 1a solution donnée

par

pourz=1,...,[z(e)] — 1,

(e) — [a(e) ~ 1] pour i = [a(e)].

——
8 8
PG
OO
~—— —
1l
8 =

Il est clair que z' vérifie les inégalités (1.1), (1.2) et (1.4). De plus, la solution z’ est
un point extréme de P(G', k). En effet, si ceci n’est pas le cas, alors @’ peut s’écrire

sous la forme

t t
g =) Ay, doA=1,
7=1 7=1

ou yi,...,y; sont des points extrémes de P(G’, k) et Aq,..., A: sont des scalaires posi-
tifs.
Soient y1,. ..,y € RE les solutions définies par

[z(e)]
vi(e)= D yi(e;) Ve€ E, i=1,...,t

=1

Il n’est pas difficile de voir que y1,...,y: € Pf(G). On a aussi z = Y

=1 Aj¥5, ce qui

contredit le fait que = est un point extréme de Py (G). Par conséquent, z' est un point
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extréme de P(G', k). Comme z' est fractionnaire et G’ est série-paralléle, ceci contredit

le théoréme 2.2. O

2.3 Le polytope ESECSP(G,S) dans les graphes
série-paralleles

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un sous-ensemble de sommets S C V, un sous-
graphe Steiner de G, par rapport a S, est un sous-graphe contenant S. Les sommets de
S sont appelés terminauz et les sommets de V' \ S sont appelés Steiner. Etant donné
w € RP, un vecteur de poids associé aux arétes de G, le probléme du sous-graphe
Steiner k-aréte conneze (kSECSP) consiste & trouver un sous-graphe Steiner de G de
poids minimum tel que pour toute paire de sommets u et v de §, il existe au moins k
chaines aréte-disjointes reliant v et v. Le poids d’un sous-graphe de G est la somme
des poids de ses arétes. Winter a montré que si k € {0, 1,2}, alors kSSECSP peut se
résoudre en temps polynomial dans les graphes série-paralleles [82] et dans les graphes

de Halin [81].

Dans cette section, nous allons étudier le probleme kSECSP et donner une caractéri-
sation complete du polytope associé dans la classe des graphes série-paralleles quand

k est pair.

Notons par kSECSP(G, S) I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des sous-ensembles

F C E tels que G(F') soit Steiner k-aréte connexe, i.e.
kSECSP(G, S)=conv{zf | G(F) est Steiner k-aréte connexe}.

Soit ¥ C E. Si G(F) est un sous-graphe Steiner k-aréte connexe, alors le vecteur

d’incidence de F, z¥, satisfait les contraintes suivantes

c((WN>k VWCV,S4WnNS+0D (2.5)

Les inégalités (2.5) sont appelées les contraintes de coupes Steiner. Dans la suite, nous
allons montrer que si G est série-parallele et k est pair, alors kSECSP(G, S) est com-

pletement caractérisé par les inégalités triviales et les contraintes de coupes Steiner.
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Ce qui généralise le résultat de Baiou et Mahjoub [6] pour k£ = 2.

Soit P(G, S, k) le polytope défini par les inégalités (1.1), (1.2) et (2.5). Si z est un
point extréeme de P(G, S, k), alors il existe deux sous-ensembles d’arétes Eq, E; C E,
et une famille de coupes Steiner {§(W;); ¢ = 1,...,7} tels que z soit la solution unique

du systeme

z(e)=0 Vec€ E,
z(e) =1 Vec€F, (2.6)
z(6(W,)) =k pouri=1,...,7,

ot 7+ |Eo| + |Ei| = |E|.

Lemme 2.4 Si §(W) est une coupe Steiner serrée pour x, alors le systéme (2.6) peut

étre choist de telle maniére que: soit Wy C W, soit W; CV\W pouri=1,...,r.

Preuve. La preuve utilise les mémes idées que celles développées par Cornuéjols,
Fonlupt et Naddef [21] pour un résultat similaire. Supposons que WiNW #£ 0, Wy ¢ W,
W ¢ Wi. Sans perte de généralité, on peut supposer que (W N W;) N S # 0. Puisque
(VA\W1)N S # 0, alors au moins un des deux ensembles W \ W; et W \ W; intersecte

S. On distingue deux cas :

Cas 1. (W\W)Nn S #0.

Dans ce cas on a

2k = x(6(W)) + z(6(Wh))
= (6(W N W) + 2(6§(W \ Wi)) + 2([W \ Wy, Wy \ W)
> z(6(W NWL)) + 2(§(W \ Wh))
> ok

Les deux derniéres inégalités proviennent du fait que §(W N W;) et §(W \ W1) soient
deux coupes Steiner et que z(e) > 0 pour tout e € E. Par conséquent

z(§(WNWL)) = z(§(W \ Wy)) = &,

z([W\ Wi, W1\ W]) = 0.
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Donc on peut remplacer z(§(W,)) = k par z(§(W N W,)) = k et z(§(W \ W1)) = k.

Cas 2. (W\Wy)Nn S =0.
Puisque WNS # 0 et W1 NS #0, on en déduit que

(W \W)N S #0,
(WA\WL)NS £ 0.

En considérant §(W) a la place de §(W), on peut appliquer le cas 1. O

Maintenant, nous pouvons donner le résultat principal de cette section.

Théoreme 2.5 Si G = (V, E) est série-paralléle k-aréte conneze et k est pair, alors

kSECSP(G, S) = P(G, S, k)

Preuve. La preuve de ce théoréeme utilise les mémes techniques que celles utilisées
pour démontrer le théoreme 2.2. Dans ce qui suit, nous démontrons seulement les
points spécifiques au polytope kSECSP(G, S). Comme pour le théoreme (2.2), nous
procédons par récurrence sur le nombre d’arétes de G. Supposons que le théoreme
soit vral pour tout graphe ayant au plus m aretes et supposons que G contienne
m + 1 arétes. Supposons que kSECSP(G, S) # P(G, S,k). Donc il existe un point
extréme fractionnaire z de P(G, S, k). Supposons aussi que, sous I’hypothése de récur-
rence, |.S| soit maximum, c’est-a-dire que pour tout graphe série-parallele G' = (V', E')
avec |E'| = m + 1 et dont ’ensemble de teminaux S’ est tel que |S'| > |S]|, on a

kSECSP(G', ") = P(G', S', k).

D’apres la minimalité de GG, on obtient
z(e) >0 VeecE. (2.7)

Affirmation 1. Si §(W) est une coupe Steiner serrée pour z, alors G[W] et G[W] sont

connexes.

Preuve. Supposons que G[W] ne soit pas connexe. Soient W' et W? deux sous-

ensembles de W tels que W UW? = W, W' N W?2 = 0 et [W', W?] = 0. Puisque
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G est connexe, il en résulte que [W?!, W] # 0 # [W? W]. D’apres (2.7), on a donc
(WL, W]) > 0 et z([W? W]) > 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que
W'NS # 0 et par conséquent z(§(W*')) > k. On a

k=z(6(W)) = z([W',W])+a((W?, W])
= z2(§(Wh)) + 2([W?, W))
> k+z([WLW])

>k,

une contradiction.

Nous avons aussi ’affirmation suivante dont la preuve est similaire a celle de I’affirmation

2 du théoréme 2.2.

Affirmation 2. Chaque variable z(e) apparait dans au moins deux équations du

systéme (2.6) avec des coeflicients non nuls.

D’apres le lemme 1.6, il existe un somment v adjacent a exactement deux sommets vy
et va. On note Fy (resp. F3) lensemble des arétes entre v et v; (resp. v et vy). On

suppose que |Fi| > |F| et que si |Fi| = |Fa|, alors z(Fy) > z(F).

Affirmation 3. L’ensemble F; (F3) contient au plus une seule aréte e telle que

0<z(e) <1

Preuve. Supposons qu’il existe deux arétes e;, ex € Fi telles que 0 < z(e;) < 1 et

0 < z(e2) < 1. Soit 2’ la solution suivante:

z(e)+w sie = ey,
z'(e) =13 z(e) —w sie = ey,
z(e) sie € E\ {e1,ea},

ol w est un scalaire suffisamment petit. Puisque z’ est une solution du systeme (2.6)

et ¢’ # z, ceci contredit le fait que = est un point extréeme de P(G, S, k).

Affirmation 4. Le systéeme (2.6) peut étre choisi de telle maniere que si |W;| > 2
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et v € W, alors (W \{v})NS#0,:=1,...,r.

Preuve. L’affirmation est évidente si v ¢ S. Supposons qu’il existe W;, pour un
certainz € {1,...,r}, tel que W; NS = {v} et |W;| > 2. D’apres le lemme 2.4, on peut
supposer que W; C W; ou W; C W, pour 5 € {1,...,7}\{2}. Nous avons z(§(W)) > k
pour tout sous-ensemble W C V tel que v; € W et WNS # 0. En effet, si WNS # 0,
alors z(§(W)) > k. Donc supposons que W N S = (. Il en résulte que v € W et par
conséquent Fy C §(W). De plus, §(W U {v}) est une coupe Steiner. Si vy € W, alors
z(§(W)) > z(8(v)) > k. Sivy € W, alors §(W U {v}) = (§(W)\ F1) U F,. Comme
z(Fy) > o(Fy) et z(§(WU{v})) > k, alors z(86(W)) > k. Donc, z est un point extréme
de P(G,S5",k), ou §' = S U{v1}. Puisque z est fractionnaire, par la maximalité de 5,
nous avons vy € S. Etant donné que W;NS = {v}, il s’en suit que v; € W,. Alors nous
avons vy € W;, car sinon, puisque §(W;) est serrée pour z et z(e) > 0 pour tout e € E,
on a W; = {v}, ce qui contredit le fait que |W;| > 2. Si vy € §, alors Iaffirmation est
démontrée. Donc supposons pour la suite que vy &€ S.

Supposons que (W, \ {v,v2}) # 0. Puisque [v, W;\ {v2}] = 0 et par le lemme 2.5, G[W;]
est connexe, il s’en suit que [vy, W; \ {v,v2}] # 0. Soit f € [vy, W; \ {v,v2}]. Comme
z(f) > 0, par Paffirmation 1, f doit appartenir & au moins une coupe Steiner serrée.
Soit 6(T') une telle coupe. D’aprés notre hypothese, il s’en suit que T C W;. Nous

avons

k=axz(8(T)) > a(f)+z(6(v))

>k,

une contradiction. En conséquence, W, = {v,v2} et E(W,) = F,. Par le lemme 2.4 et
notre hypothese ci-dessus, chaque aréte e de F, appartient a au plus deux équations

du systéme (2.6), en 'occurrence z(e) =1 et z(6(v)) = k. Donc on a
z(e)=1 Veed(v). (2.8)

Puisque I’équation z(6(v)) = k est redondante par rapport aux équations (2.8), chaque
aréte de F, apparait dans exactement une équation du systéme (2.6). Ce qui contredit

I’affirmation 2, terminant ainsi la preuve de notre affirmation.

Dans le reste de la démonstration, on suppose que v € W;, 1 =1,...,7.
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Affirmation 5. z(Fy) = z(F,) et |F1| = | Fal.

Preuve. Par l’affirmation 2, il doit exister une coupe W, , 720 € {1,...,r}, telle que
Fy C §(W;,). On peut supposer, sans perte de généralité, que |W; | soit maximum.
Si W, = {v}, alors, par la maximalité de |W,,|, la coupe §(W;,) est 'unique coupe
Steiner contenant F; dans le systéme (2.6). Puisque, par I’affirmation 2, chaque aréte

de F; doit appartenir a au moins une autre contrainte serrée, on a z(e) = 1 pour tout

ec Fi. D'ou
zle)=1 VeedW,).

Par conséquent, ’équation z(6(W;,)) = k est redondante dans le systeme (2.6). Ce
qui contredit le fait que le systeme (2.6) soit nonsingulier. En conséquence, |W,, | > 2
et vy € W;. Puisque, par l'affirmation 4, on a (W, \ {v})N S # 0, il en résulte que
§(W;, \ {v}) est une coupe Steiner. D’ou

k<z(6(Wi, \ {v})) = x(8(Wy))+ 2(F2) — z(F1)
= k+z(F)—z(F)
< k.

Par conséquent, on a

z(8(Wi, \ {v})) = k&,
z(Fy) = z(F1),
|Fi| = [Fy].

Affirmation 6. Le systéme (2.6) ne contient pas ’équation z(é(v)) = k.

Preuve. Supposons le contraire. Donc il existe une aréte e; € F; telle que 0 < z(e1) <
1. Puisque z(Fy) = z(F3), il doit exister une aréte ey € Fj telle que z(ez) = z(e1). Soit
t= |F1| == |F2| OIl a

z(8(v)) = a(F1)+ a(F)
= (t—-1)4+(t—-1)+z(e1) + z(e2)
= 2(¢t —1)+ 2z(eq)
= k.

Comme 0 < z(e1) < 1, ceci implique que k n’est pas pair, une contradiction. Donc

z(e) = 1 pour toute aréte e € §(v) et par conséquent, le systéme (2.6) ne peut contenir
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I’équation z(6(v)) = k.

Soit

F' = {ee F|z(e)=1}, 2€{1,2}.

K]

Soit J = {5 € {1,...,r} | F1 C §(W;)}. Puisque I’équation z(é6(v)) = k n’appartient
pas au systeme (2.6), on a alors |W;| > 2 pour tout j € J. Soit W] = W, \ {v} pour
tout j € J. D’apres 'affirmation 4, la coupe 6(W]) est une coupe Steiner pour tout
j € J. Comme z(F) = z(F3), on a z(§(W))) = k pour tout j € J.

Considérons le systeme (2.6)' obtenu a partir du systéme (2.6) en remplacant les équa-
tions z(6(W;)) = k par z(6(W,)) = k pour tout j € J et en supprimant les équations
z(e) = 1 pour tout e € F}.

Soit G' = (V',E’) le graphe obtenu a partir de G en contractant Fy. Soit S’ =
(S\ {v,v1}) U {vo} si {v,v:} NS # 0 et S" = S sinon, ol vg est le sommet qui ré-
sulte de la contraction de Fj. Soit z' la restriction de z dans G'. 1l est clair que
z' € P(G', 5", k). De plus, ' est une solution du systeme (2.6)'. Comme |E’'| < |E|,
d’apres les hypotheses de récurrence P(G', S', k) est entier. Puisque z’ est fraction-
naire, il existe alors un point extréme entier y’ de P(G', S', k) qui est aussi une solution

du systeme (2.6)". Nous distinguons deux cas:

Cas 1. F} +# Fi.
Donc Fy # F,. Par conséquent, il existe deux arétes e; € F) et e; € Fy telles que

0 < z(e1) = z(ez) < 1. Soit y € R la solution donnée par

y'(e) sie€ E\ Fy,
yle)=¢ 1 sieec Fl,
y'(ea) sle=ej.

Il n’est pas difficile de voir que y est aussi une solution du systéme (2.6). Puisque

y # z, ceci contredit le fait que z est la solution unique du systéme (2.6).

Cas 2. Si F} = F.
Donc F} = F,. Soit y € R la solution donnée par



54 CARACTERISATIONS POLYEDRALES

| y'(e) sie€ E\ F,
y(e)_{l SiEEFl.

Comme dans le cas 1, il est facile de voir que y est une solution du systéme (2.6).
Puisque y; # z, ceci contredit le fait que z est la solution unique du systeme (2.6). Ce

qui acheve la preuve de notre théoreme. a

Soient G = (V, E) un graphe connexe, S C V un ensemble de sommets terminaux, k& un
entier positif et w € R? un vecteur de poids associé aux arétes de G . Considérons le
probléme suivant: déterminer un vecteur entier € IN® tel que G(E(x)) soit Steiner k-
aréte connexe de poids minimum, ou E(z) est ’ensemble d’arétes obtenu en remplagant
chaque aréte e € E par z(e) arétes. On note par Pi(G,S) 'enveloppe convexe des

solutions de ce probleme, i.e.
Pi(@G, S) =conv{z € IN® | G(E(z)) est Steiner k-aréte connexe }.

Comme conséquence du théoréeme 2.5, on obtient le résultat suivant qui généralise le

résultat de Baiou [4] pour k = 2.

Corollaire 2.6 S: G = (V, E) est un graphe série-paralléle conneze (pas nécessaire-
ment k-aréte conneze) et k est pair, alors Pi(G,S) est complétement caractérisé par

les inégalités (1.1) et (2.5).

Preuve. Similaire a celle du corollaire 2.3. O

Soient G = (V, E) un graphe série-paralleleet S C V ’ensemble des sommets terminaux

de V. Soit {W4,...,V,} une partition de V telle que

1) G(V;) soit connexe pouri=1,...,p,
1) V,NS #0pouri=1,...,p.

Alors l'inégalité

o(6(V, -, V5) 2 [elp— 1 (2.9)
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est valide pour kSECSP(G, S). Les inégalités (2.9) seront appelées les inégalités de
SP-partitions Steiner. Elles généralisent les inégalités de SP-partitions données dans
le chapitre 1.

Contrairement au cas ou S = V, les contraintes de SP-partitions Steiner et les con-
traintes triviales ne sont pas suffisantes pour décrire le polytope kSECSP(G, S) quand
G est série-parallele et k est impair et ce méme pour £ = 1. En effet, considérons le
graphe donné par la figureureure 2.1, ou les cercles noirs représentent les sommets ter-
minaux. Et considérons la solution donnée sur les arétes de ce graphe. Cette solution
est un point extréme fractionnaire du polytope défini par les inégalités triviales et les
inégalités de SP-partitions Steiner pour £ = 1.

Cette solution viole I'inégalité de trou impair z(E) > 4 introduite par Chopra et Rao

[17] et qui définit une facette de ISECSP(G, S).

7

Figure 2.1 :

Dans ce qui suit, nous donnons une classe de contraintes valides pour kKSECSP(G, S)
quand k est impair. Cette classe généralise la classe des contraintes de trou impair
pour k = 1.

Soient m > 3 un entier impair, k un entier impair et G, = (Vin, E’m) le graphe tel que

Vi = {u1, .y Um, V1, -, Um}
By = {[ui, vi], [ui, vio1], (vi,vic1) 14 =1,...,m},
ot |[us,v]| = |[wi,viia]| = B2 ;¢ = 1,...,m (les indices sont modulo m). Soit

S, = {u1,...,um} 'ensemble des sommets terminaux de e (voir figure 2.2 pour ég)
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On note v, = vg. Considérons 'inégalité suivante

Z z(e) > (k+1)m — 2. (2.10)

Théoreme 2.7 L’inégalité (2.10) est valide pour le polytope kSECSP(Gp,, Sm.).

Preuve. Il est facile de vérifier le théoreme pour m = 3. Supposons maintenant que
m > 3. Soit F' un ensemble d’arétes de E,, induisant un sous-graphe Steiner k-aréte
connexe de G,,,. Puisque u; est un sommet terminal, il en résulte que |6(u;) N F| > k.
Soit E; l’ensemble d’arétes induit par les sommets {u;,v;,v,_1} pour ¢+ = 1,...,m.
Comme §(u;) C E;,on a |[FNE;| >k pour:=1,...,m. Supposons qu’il existe trois
ensembles E;, E; et Ey, v,5,1 € {1,...,m}, telsque |[E;NF|=|E;NF|=|ENF|=
k. Sans perte de généralité, on peut supposer que : < j et V(E;) N V(E;) = 0.
Puisque |E; N F| = |E; N F| = k, il en résulte que (v;,v;-1),(vj,vj-1) € F. On

peut aussi supposer, sans perte de généralité, que |[v;,u;| N F| = k% Aussi, il existe
un sommet w € {vj,v;_1} tel que |[w,u;] N F| = 5. Soit U = {v;,...,v;_1} U
{wit1,-- - uj_1} si w = {vj_1} et U = {vi,...,vjo1} U {tit1,...,u;} sinon. On a

zF(§(U)) = zF([ui, v U [uj,w]). Donc zF(§(U)) = k — 1. Comme §(U) est une
coupe Steiner, ceci est impossible. Donc, il existe au plus deux ensembles E; et E;,
1,7 €{1,...,m}, tels que |FNE;| = |[FNE;| = k. Il en résulte que |FNE;| > k+1 pour
tout I € {1,...,m}\{3,7}. En conséquence, |F| > k+k+(m—2)(k+1) = (k+1)m—2.
O

Vo

Figure 2.2 : G;

Théoreme 2.8 L’inégalité (2.10) définit une facette du polytope kSECSP(Gp, Sm).
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Preuve. Notons par a’z > a la contrainte (2.10) et par JF la face de kSECSP(@m, Sm)
définie par cette contrainte. Supposons qu’il existe une contrainte b7z > 3 définissant
une facette de kSECSP(ém, S’m) telleque F CP = {z € kSECSP(ém, S’m) | 0Tz = B}.
Puisque le polytope kSECSP(@m, S’m) est de pleine dimension, pour montrer que F
est une facette il suffit de montrer qu’il existe p > 0 tel que b = pa.

Notons a nouveau par E; le sous-ensemble d’arétes induit par les sommets {u;, v;,v;_1},

pour ¢z € {1,...,m}. Dans ce qui suit, nous allons montrer que
ble)=ca; Vec€kE,. (2.11)
Soit F = U 6(u;). Solent e, es € [u;,v;] et f € [u;41,vi]. Considérons les ensembles

1=1,....m

d’arétes C = F\{f,e1} et C' = (CU{e1})\ {e2}. Les deux ensembles C et C’ induisent
deux sous-graphes Steiner k-aréte connexes. De plus, leurs vecteurs d’incidences z€ et

zC" satisfont (2.10) & 1’égalité. D’on
b7 2¢ = b7z = 8.
Donc, on a b(e1) = b(ey). Comme e; et e; sont deux arétes quelconques de [u;, v;], ceci

implique que

b(e) = al

k]

Ve € [us,vl. (2.12)
D’une manieére similaire, on montre que

b(e) = ol

k]

Ve € [u;,vi_1]. (2.13)

Soient f1 € [u;,v], f2 € [ui,vica], fa € [wip1,via] et fa € [uiy2,viq41] pour 7 €
{1,...,m}. Soit

T; :F\{f17f27f37f4}7 1= 17"'7m'

Considérons les sous-ensembles d’aretes suivants:

Til = T;U {f17f2}7
T’i2 = T;U {fz,('Uz';Ui—l)};
TP = T,U{f1,(vi,vi1)}
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Les ensembles Tij, 1 =1,...,met 7 = 1,...,3, induisent des sous-graphes Steiner
k-aréte connexes. Comme leurs vecteurs d’incidences z” satisfont (2.10) a 1’égalité,

on a
J . .
bTmTi:B7 ’1/:]_7‘,,7’)’)’2/; ]:1773
Donc

b(f1) + b(f2) = b(f2) + b(vi, vie1) = b(f1) + b(vi, vi-1).

Et par conséquent, on obtient b(f1) = b(f2) = b(v;,v;—1). D’aprés (2.12) et (2.13), on
obtient (2.11).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que o; = «; pour tous ¢,7 € {1,...,m} (3 # 7).
Puisque m est impair, il suffit de montrer que a;—1 = 441, 2 = 1,...,m (mod m).
Soient g1 € [us,v;], g2 € [wir1,v:], 93 € [wi—1,vi_1] €t ga € [u;,v;_1]. Considérons les

sous-ensembles d’arétes:

Ti4 = F\{91792}7
Ti5 = F\{93;94}-

Les ensembles T* et 77 induisent des sous-graphes Steiner connexes. De plus, on a

4 5 N 4 5 7 .
aTz®i = aT2T7 = a. D'ou, bTzTi = bTz™% = . Et en conséquence, on obtient

b(91) + b(g2) = b(gs) + b(ga).

D’aprés (2.11), on a ;1 + & = a; + a;41. D'ol, ;1 = a;41. Et par conséquent,
a;, = aj pour tous 7,5 € {1,...,m}. Ceci implique que b(e) = p pour tout e € E,
pour un certain scalaire p € R. D’apres le lemme 1.5, on a p > 0. Puisque P C
kSECSP(@m,Sm), il s’en suit que p # 0. Ce qui prouve que F est une facette de

kSECSP(Gom, Som)- O

Le probleme ESECSP est une relaxation du probleme suivant, introduit par Monma
et al. [62]: étant donnés un graphe G = (V, E) muni d’un systéme de poids sur ses
arétes, et S C V, trouver un sous-graphe k-aréte connexe de G contenant S de poids

minimum. Notons par SKECSP(G, S) le polyedre associé a ce probléme. Dans [6],
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Baiou et Mahjoub ont montré que si G est série-parallele, alors S2ECSP(G, S) est

donné par les inégalités triviales, les inégalités de coupes Steiner et les inégalités
z(6(W))—2z(e) >0 VW CV,SCW, ed E(W).
Notre réflexion sur ce probléme nous motive & donner la conjecture suivante:

Conjecture 2.1 Soient G = (V,E) un graphe série-paralléle et S C V. Si k est
pair, alors SkECSP(G, S) est donné par les inégalités triviales, les inégalités de coupes

Steiner et les inégalités

2(§(W)) — kz(e) >0 YW CV, SCW, ed E(W). O

2.4 Le polytope kESCP(() dans la classe H;

Un graphe G = (V,TUC) est dit de Halin, si T est un arbre qui ne contient pas de som-
mets de degré deux et C est un cycle dont les sommets sont les sommets pendants de
T'. Plusieurs probléemes d’optimisation combinatoire NP-difficiles dans le cas général,
peuvent se résoudre en temps polynomial dans les graphes de Halin [81].

Etant donné un entier n > 3, une roue de taille n est le graphe (U, E) tel que
U= {w,u,...,u} et E={e,...,en, f1,-.-, fn}, o0 €& = (Ui, uitr1) et fi = (w,u;),
pour 2 =1,...,n (mod n). Si on remplace chaque aréte f; par (k — 1) arétes paralleles
(k > 3), le graphe ainsi obtenu sera appelé une (k — 1)-roue de taille n.

Un graphe de Halin se décompose en roues par des coupes formées de trois arétes.
Dans [9], Barahona et Mahjoub utilisent cette décomposition pour donner une carac-
térisation complete du polytope 2ECSP(G) quand G est un graphe de Halin.

Dans cette section, nous étudions le polytope kECSP(G) dans une classe de graphes

qui généralise celle des graphes de Halin.

Un graphe G = (V, E) est dit k-aréte connexe minimal, si pour toute aréte e € E il
existe une coupe §(S5) C E contenant e telle que |§(S)| = k+ 1. Les graphes de Halin

sont 3-arete connexes minimaux.
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Soit Hy la classe des graphes Gy = (V, T}, U C) tels que Gy, puisse étre obtenu a partir
d’un graphe de Halin G = (V,T U C) en remplagant chaque aréte e € T par (k — 1)
arétes paralleles. Chaque ensemble d’arétes multiples F' (|F'| = k—1) est contenu dans
une coupe unique ép = F U {f1, fo} telle que fi, fo € C. On note par V(C) ’ensemble
des sommets induits par C. Les graphes de type Hj sont donc des graphes k-arétes
connexes minimaux.

Si u est un sommet de V' \ V(C), on note par P, 'ensemble U{ér : F' C é(u)} \ 6(u)
et par N(u) le nombre des voisins de u. Soient ui,...,un(y) les voisins de u. On
note par F,, 'ensemble d’arétes [u,u,] et par S,, 'ensemble de sommets tel que ér, =
8(Sy;) et u g Sy, pour 2 = 1,...,N(u). Soit G}, le graphe obtenu & partir de Gy en
contractant les ensembles S,,;, et soit s,; le sommet résultant de la contraction de S,;,
t=1,...,N(u). Le graphe G}, est une (k — 1)-roue.

Etant donné un ensemble d’arétes T qui induit un sous-graphe k-aréte connexe de Gy,
la restriction de T dans G} induit un sous-graphe k-aréte connexe de Gj. Donc, le

vecteur d’incidence de T, =7, vérifie les inégalités suivantes:
z(6(su)\ Fy;) > 1, 1=1,...,N(u).
En sommant ces N(u) inégalités, on obtient
2z(P,) > N(u).

En divisant par deux, et en arrondissant le membre de droite au plus petit entier

supérieur, on obtient

(2.14)

Remarque 2.2 L’inégalité (2.15) est une inégalité de r-recouvrement généralisée.
Dans ce qui suit, nous allons donner une description compléte du polytope kECSP(G)
quand G est une (k — 1)-roue avec k > 3.

Soit W,, = (Un, E,) une (k — 1)-roue, k > 3, de taille n (n > 3) avec

Up =A{w,uq,...,un},

E,={e.=(ui,uip1):1=1,...,nmod(n)} U( U F),

1=1,...,n
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ou F; = [w,u;] avec |F;| =k —1,2=1,...,n. On note par C le cycle ey, ..., e, (voir

figure 2.3).
Lemme 2.9 Soit P(W,,) le polytope donné par

0<z(e)<1 Vec E,,

uj

Figure 2.3 : W,

Preuve. Supposons que n = 2t+ 1 (le cas ou n est pair peut étre traité d’une maniére
similaire).

Si P(W,) # kECSP(W,,), alors il existe un point extréme fractionnaire T de P(W,,).
Sans perte de généralité, on peut supposer que T contient le maximum de composantes
entiéres parmi tous les points extrémes fractionnaires de P(W,,). Soit S(Z) un systéme
de P(W,,) définissant Z (i.e. T est la solution unique de S(Z)). D’apres 'hpothese sur

Z, on a ’affirmation suivante:

Affirmation 1. Soit e une aréte de E,,. Si 0 < Z(e) < 1, alors Z(e) apparait dans au

moins deux équations de S(T).
Comme conséquence de cette affirmation, on a

Affirmation 2. z(e) € {0,1}, Ve € E, \ C.
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Soit Gy le graphe induit par Ef = {e € E, | 0 < Z(e) < 1}. D’apres laffirmation 2,
E;CC.

Preuve. Soit e une aréte de F; pour un certain ¢ € {1,...,n}. Supposons que Z(e)
soit fractionnaire. Puisque z(8(u;)) > k est la seule contrainte non triviale de P(W,,)
contenant Z(e), il en résulte que Z(e) apparait au plus dans une équation de S(Z), une

contradiction avec 'affirmation 1.
Affirmation 3. Le systeme S(Z) contient I'équation z(C') = [5] = ¢ + 1.

Preuve. Supposons le contraire. Dans ce cas (voir Nemhauser and Wosley [65]), les
composantes connexes de Gy sont des cycles impairs et Z(e) = %, Ve € E4. D’apres
Iaffirmation 2 le graphe Gy est induit par les arétes de C'. Par conséquent, Z(C) = t+ %,

une contradiction.

Maintenant, nous distinguons deux cas:

Cas 1. E; C C.
Soit G; une composante connexe de Gy. Si (7 est une chaine paire que l'on peut
supposer, sans perte de généralité, ey,..., ez, p > 1, alors la solution y donnée par
z(e) sie€ E,\{e1,... e},
y(e) =4 z(e) + % siec€{enes..., e 1},
z(e) — % sie€ {eeq... e}

est une solution de S(Z), une contradiction.

Supposons maintenant que (G; soit une chaine impaire. On peut supposer, sans perte
de généralité, que cette chaine est constituée des arétes eq,...,ex_1 (p > 1). D’apres
Vaffirmation 1, Z(egp—1) doit apparaitre dans au moins deux équations de S(Z). Par
conséquent, Z(6(vep-1)) = k (l’autre équation qui contient Z(ezp—1) est Z(C) =t + 1).

Soit & € R la solution donnée par

z(e) sie€ E\{e1,...,exp 1},
z(e)=< 1 siec€{enes...,ep 1},
0 sie€ {ees,...,€0p 2}

Il est clair que Z € P(W,,). De plus, & serre toutes les contraintes serrées pour T sauf



2.4. LE POLYTOPE KESCP(G) DANS LA CLASSE Hg 63

z(C) = t + 1. Nous allons montrer que Z(e) € {0,1}, Ve € E,. En effet, s’il existe
une aréte e € E, telle que 0 < &(e) = Z(e) < 1, alors Z ne peut pas étre un point
extréme de P(W,,); car Z contient le maximum de composantes entiéres parmi tous les
points extrémes fractionnaires de P(W,,). Par conséquent, il existe un point extréme
z € P(W,) qui serre les mémes contraintes serrées pour &. Puisque T est supposé
contenir le maximum de composantes entieres parmi tous les points extrémes fraction-
naires de P(W,,), il en résulte que z est entier. Comme Z(C) < ¢ + 2, on peut choisir
z tel que 'on ait 2(C) < t + 2. Puisque z est entier, il s’en suit que 2(C) < t + 1.
Par conséquent, 2(C) = ¢t + 1. Donc, z serre toutes les contraintes serrées pour T, une
contradiction.

Puisque z(e) = Z(e) € {0,1}, V e € E, \ {e1,...,e2p1} et Ef C C, il existe
7€ {2p+1,...,2t + 1} tel que Z(é(u;)) = k + 1. Dans ce cas, on peut choisir le
systéme S(Z) de telle maniére qu’il ne contienne pas ’équation z(C) = t + 1, ce qui

est en contradiction avec ’affirmation 3.

Cas 2. E;=C.

Si z(8(u;)) = k, 1 =1,...,2t + 1, alors on a Z(e) = 3, V e € C. Par conséquent,
zZ(C)=t+ %, une contradiction.

Supposons qu’il existe deux sommets u; et u;, ¢,7 € {1,...,2t+1}, tels que z(6(w;)) > k
et Z(6(u;)) > k. On peut supposer, sans perte de généralité, que ¢ < j et que (5 — 1)

est pair. Soit Z € RP" la solution suivante:

z(e) sie€ E,\{e,...,ej-1},
i(e) =< z(e)+ 3 sie€ {e,eits, ..., 2},
z(e) — % sie€{ei1,€i13,-..,€5-1}

Il est clair que & est une solution de S(Z), une contradiction.

Dong, il existe un seul sommet u; pour un certain ¢ € {1,...,2t + 1}, tel que k <
Z(6(ui) < k+ 1 et z(6(u;)) = k pour 5 € {1,...,2t + 1} \ {¢}. Ce qui implique que
zZ(C) < t+ 1, une contradiction. O

Théoreme 2.10 Soit Gy, = (V,Ex) = (V,Tx U C) un graphe de Hy (k > 3). Soit
P(Gk) le polytope donné par
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0<z(e)<1 Vece Eg,
z(ép) > k V F, un ensemble de (k — 1) arétes multiples de Ej,
z(P,) > |'|Ngu)|'| Vue V\V(C)tel que |[N(u)| est impair.

Alors P(Gy) = kECSP(Gy).

Preuve. La démonstration est par récurrence sur |V|. D’apreés le lemme 2.9, le
théoréme est vrai si Gy est une (k — 1)-roue. Supposons que le théoréme reste vrai
pour tout graphe de type Hy ayant au plus m sommets et supposons que Gy, contienne
exactement m + 1 sommets.

Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que les points extrémes de P(GYy) sont
entiers. Pour cela, supposons que P(Gy) contienne un point extréme fractionnaire z.
Sans perte de généralité, on peut supposer que z contient le maximum de composantes
entiéres parmi tous les points extrémes fractionnaires de P(GY).

Comme dans 'affirmation 3 du théoréme 2.5, on a ’affirmation suivante.

Affirmation 1. Chaque sous-ensemble de (k — 1) arétes multiples de Ej contient

au plus une seule aréte f telle que 0 < z(f) < 1.

Soit S(z) un systéme de P(Gg) linéairement indépendant qui définit z. Comme con-
séquence de I’hypotheése de maximalité de z, on a I’affirmation suivante dont la démon-

stration est similaire a celle de ’affirmation 2 du théoréme 2.2.

Affirmation 2. Sie € Ej tel que 0 < z(e) < 1, alors z(e) apparait dans au moins

deux équations de S(z) avec des coeflicients non nuls.

Remarquons que dans un graphe de Hj, qui n’est pas une (k—1)-roue, il existe toujours

un sommet so € V \ V(C) qui est adjacent a un seul sommet s; € V' \ V(C). Soient

v1,...,0; les sommets de V(C') adjacents & so. Sans perte de généralité, on peut sup-
poser que le sous-graphe engendré par les sommets vy, . .., v; est une chaine (vy, ..., v¢).
On note Wy = {so,v1,...,vt}, Fo = [s0,51] et F; = [so,v;] pour 2 = 1,...,t. Soient

f1, f2 € b, \ Fy tels que fi1 € 8(v1) et fo € 6(ve) (voir figure 2.4).
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Figure 2.4 :

Sans perte de généralité, on peut supposer que S(z) contient I’équation z( Py, ) = [M;—OH
seulement si tous les systémes linéairement indépendants de P(Gy) qui définissent
contiennent cette équation. Sous cette hypothese, on suppose que S(z) contient le

nombre maximum d’inégalités triviales serrées pour z.

Puisque pour toute aréte e € Fj, il existe au plus une contrainte non triviale de P(G})
qui contient z(e), en l'occurence z(6r, ) = k, d’apres I’affirmation 2 on a z(e) € {0,1}
pour tout e € F; et pour tout ¢ € {1,...,t}. Soit e; = (v;,vi41),2=1,...,t — 1. Nous

distinguons les cas suivants:
Cas 1. t=2p+1(p>1).

Cas 1.1. Supposons que z(e) € {0,1} pour tout e; = (v;,v541),2 = 1,...,2p.

Dans ce cas, vu ’hypothese sur S(z) et le fait que z(e) soit entier pour tout e € F;, le
systéme S(z) ne contient aucune équation de type z(ép,) = k, ¢ = 1,...,t. Par con-
séquent, la restriction z’ de z dans le graphe G}, obtenu a partir de Gy en contractant
Wo est un point extréme fractionnaire de P(GY}), une contradiction, car G}, contient

moins de sommets que Gj.

Cas 1.2. Supposons qu'il existe une aréte e; = (v;,viq1), ¢ € {1,...,2p}, telle que
0< z(er) <L

Comme z(6(v;)) = k et z(6(viy1) = k sont les seules équations contenant z(e;) qui
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peuvent appartenir au systéme S(z), alors, d’apres 'affirmation 2, il en résulte que
z(6(v;)) = z(6(viy1)) = k. Puisque z(e) € {0,1}, V e € Fj, on en déduit que
0 < z(ej) < 1 pour 5 = 1,...,t. Donc d’apres l'affirmation 2, le systéme S(z)
contient les équations z(6(v;)) = k, 7 = 1,...,2p. Ces équations impliquent que
z(6(v))\ F;)=1,7=1,...,2p. D’ou, z(f1)+ z(f2) = 1 et par conséquent z(ép,) = k.
Donc, le systéeme S(z) ne contient pas I’équation z(ér,) = k. Soit y la solution donnée

par

y(e):{m(e) s%e€{6¢|z::1,...,2p},
1 siec{e|1=1,...,2p}.
La solution y est une solution du systéme S’(z) obtenu a partir de S(z) en remplagant
les ¢t équations z(é(v;)) = k, 1 = 1,...,t, par les équations z(e;) = 1,2 =1,...,2p et
z(6(Fo)) = k. Puisque S'(z) est linéairement indépendant, il en résulte que y est un
point extréme fractionnaire de P(Gy). Ceci contredit le fait que z contient le maximum

de composantes entiéres parmi tous les points extrémes fractionnaires de P(GY).

Cas 2. t = 2p.

Le cas ou le systéme S(z) ne contient pas la contrainte serrée z(Ps,) = p + 1 et le cas
ou z(e;) € {0,1},2=1,...,2p— 1, peuvent étre traités de la méme maniere que le cas
1.

Supposons maintenant que le systéeme S(z) contient ’équation z(Ps,) = p+ 1 et qu’il
existe e;;, = (viy,Vig41), 20 € {1,...,2p — 1}, tel que 0 < z(e;;) < 1. Nous allons
montrer que 0 < z(e;) < 1,2=1,...,2p—1. En effet, supposons qu’il existe une aréte

e; = (vj,v541), 7 € {1,...,2p — 1} \ {i0}, telle que z(e;) = 1. Sans perte de généralité,

on peut supposer que j est pair. Alors on a

z(6(v;)\ F;)>1, :=13,...,p—1,

z(6(v; \ F;))>1, 1=354+2,7+4+4,...,2p.

En sommant ces inégalités, on obtient z(Ps,) > p 4+ 1. Ce qui implique que ’équation

z(P,

) = P+ 1 est dominée par les équations ci-dessus. Et par conséquent, il existe

un systéme S’(z) ne contenant pas ’équation z(Ps,) = p + 1, dont z est 'unique solu-

tion, une contradiction avec les hypotheses sur S(z). En conséquence, 0 < z(e;) < 1,
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Vi=1,...,2p— 1. Donc, d’apres l’affirmation 2, z(é6(v;)) = k,2=1,...,2p.
Puisque z(P,,) =p+1,ona z(e) =1, Ve € b, \ Fo. Comme z(6(v1)) = k et z(F1)
est entier, il en résulte que z(e;) est entier. Ceci contredit le fait que 0 < z(e;) < 1,

Vi=1,...,2p — 1. Ce qui termine la preuve du théoreme. a

Conjecture 2.3 Soit G = (V,E) un graphe (k + 1)-aréte conneze minimal obtenu
a partir d’un graphe de Halin en ajoutant des arétes paralleles. Alors le polytope
kECSP(G) est donné par les contraintes triviales, de coupes et de r-recouvrement

généralisées.
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Chapitre 3

Les graphes parfaitement k-arete
connexes

3.1 Introduction

Soient G = (V, E) un graphe et k un entier positif. Soit Q(G, k) le polytope donné par

les contraintes triviales et les contraintes de coupe, 1.e.
QG kE)={zc R¥|0<z(e)<1,VecE; «(6(W))>k, VW CV, W #0}.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la classe des graphes G pour lesquels

kECSP(G) = Q(G, k). Le probléeme de séparation associé au polytope Q(G, k) étant
polynomial, le probleme EECSP peut donc se résoudre en temps polynomial dans
cette classe de graphes. Ceci est la motivation principale pour 1’étude de cette classe.
Pour & = 2, Mahjoub [58] a appelé ces graphes les graphes parfaitement 2-aréte
connezes. Dans la suite, on dit qu’un graphe est parfaitement k-aréte conneze si
kECSP(G) = Q(G, k). Dans [27], Didi Biha et Mahjoub ont montré que les graphes
série-paralleles font partie de cette classe si k est pair. Dans [58], Mahjoub a donné des
conditions suffisantes pour qu’'un graphe soit parfaitement 2-aréte connexe. Il a aussi
décrit certaines opérations qui préservent la propriété ”parfaitement 2-aréte connexe”.
Dans [32], Fonlupt et Mahjoub ont étudié les points extrémes de Q(G, 2). Ils ont établi
un ordre sur ces points et ils ont caractérisé les points extrémes fractionnaires mini-

N 4 . ’ . .
maux par rapport a cet ordre. Comme conséquence, ils ont obtenu une caractérisation

69
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des graphes parfaitement 2-aréte connexes.

Dans ce qui suit nous allons décrire certaines opérations qui préservent la propriété
"parfaitement k-aréte connexe”. Ces opérations généralisent les opérations décrites
par Mahjoub [58] pour & = 2. Par la suite, nous étudions les points extrémes de
Q(G, k), et nous généralisons certains résultats obtenus par Fonlupt et Mahjoub [32]
pour k = 2. Nous décrivons aussi des nouvelles classes de graphes parfaitement k-arete

connexes.

3.2 Réduction de graphes

Dans cette section, nous décrivons quelques opérations préservant la propriété "par-

faitement k-aréte connexe”.

Lemme 3.1 Soient G = (V, E) un graphe et f une aréte de G. Si G est parfaitement
k-aréte conneze et G — [ est k-aréte conneze, alors G — f est parfaitement k-aréte

connezre.

Preuve. Supposons qu’il existe un point extréme fractionnaire z’ de Q(G — f, k). Soit

z € RF la solution donnée par

z(e) = { z'(e) S% e€ E\{f},
0 sie=f.
Il est clair que z est un point extréme de Q(G, k). Puisque z est fractionnaire, ceci

contredit le fait que G est parfaitement k-aréte connexe. O

Lemme 3.2 Soient G = (V, E) un graphe parfaitement k-aréte conneze et W un sous-
ensemble de V tel que G[W] soit k-aréte conneze. Alors G', le graphe obtenu d partir

de G en contractant W, est parfaitement k-aréte conneze.

Preuve. Supposons qu’il existe un point extréme fractionnaire z’ de Q@(G', k). Soit

z € R la solution telle que



3.2. REDUCTION DE GRAPHES 71

z'(e) sie€ E\ E(W),
2(e) = { 1 si e € E(W).

Il n’est pas difficile de voir que z est un point extréme fractionnaire de Q(G, k). Ceci

contredit le fait que G soit parfaitement k-aréte connexe. O

Lemme 3.3 Soient G = (V, E) un graphe parfaitement k-aréte conneze et W un sous-
ensemble de V tel que |W| > 2. Si |6(W)| =k 4+t (t >0) et si le graphe obtenu en
contractant W est (k + t)-aréte conneze, alors G, le graphe obtenu d& partir de G en

contractant W, est parfaitement k-aréte conneze.

Preuve. Supposons que Q(G’, k) posséde un point extréme fractionnaire z'. Il existe
donc un systeme S(z') de Q(G', k) tel que z’ soit la solution unique de ce systéme. Soit

z la solution donnée par

] Z'(e) sie€ E\ E(W),
2(e) = { 1 si e € E(W).

Nous allons montrer que z est un point extréme de Q(G, k).

Montrons d’abord que z est une solution de Q(G, k). Soit U un sous-ensemble de V.
SiUCW ouW CU, alors z(§(U)) = z'(6(U)) > k.

Supposons que U C W. On a

z(§(W)) = 2'([U, W]) + &'((W\ U, W]) > k. (3.1)

Comme

WA\UWI+|[U,W]|=k+¢,

U, WII+WA\U U] = k+1,

on obtient |[W\ U, U]| > |[W\ U, W]|. Et puisque z'(e) < 1, pour tout e € [W\ U, W],

il s’en suit que

WA\ U, U] > <'((W\U,W)). (3.2)
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D’apres (3.1) et (3.2), on a

z(6(U)) W)+ |[U, W\ U]

U7
U, W) +a'((W\ U, W)

(I
(I

!
T

!
T

Y

Y

k.

Supposons maintenant que UNW # 0, UNW # 0, W ¢ U et W ¢ U. Soient
Uy=UnWetU,=UNW (voir figure 3.1).

Figure 3.1 :

Notons par P; et P, les ensembles

P = {ee|U,W]|d'(e) <1},
P, = {ec[W\UW]|z'(e) <1}

Posons
ti: |f’1|7 &, = Zaz'(e) i:1,2
ecP;
h = |[U1, Us]| + [[U, W\ U],
L= |W\U,U + [[W\UW\UJ.
On a
:IJI([Ul,Ug]) + IIJI([Ul,W\ U]) = l1 — t1 + &1, (34)

(WU, U + &' ((W\U,WN\U]) =l —ts + 5. (3.5)
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D’autre part, on a

U1, U)) + 2([U, W\ U)) + (U, W\ U]) > b+t + &1 —

2((W\U,Us)) + 2((W\ U, W\ U)) + 2([Us, W\U)) > k+t+e5— s,
2'(6(0s)) = 2([Ur, Ua]) + 2((W\ U, Ua]) + 2([U2, W\ U]) 2 &,
(W) = ([0, WA\ U]) + 2((W\U, W\ UJ) + 2([U:, W\ T]) > k.

Z

(I
(I

D’apres (3.3)-(3.9), on a

2([Uy, W\ U)) + ([Us, W\ U]) > k +

Donc
z(6(U)) > z([U, W\ U)) + a:([Ug,W\ Ul) > k.

En conséquence, z € Q(G, k). De plus, z est un point extréme de Q(G, k). En effet, =
est la solution unique du systéme formé par S(z') et les équations z(e) = 1 pour tout
e € E(W). Comme z est fractionnaire, ceci contredit le fait que G est parfaitement

k-aréte connexe. O

Notons par 81, 05 les opérations décrites respectivement par les lemmes 3.1 et 3.2, et par
63, Uopération décrite par le lemme 3.3 quand ¢t € {0,1}. Le résultat suivant découle

directement des lemmes 3.1, 3.2 et 3.3.

Lemme 3.4 Soit G un graphe parfaitement k-aréte conneze. Si G' est un graphe
obtenu d partir de G en appliquant successivement les opérations 61,0, et 03, alors G’

est parfaitement k-aréte conneze. a

3.3 Propriétés structurales des points extrémes de

Q(G, k)

Dans cette section, nous étudions certaines propriétés structurales des points extrémes
de Q(G, k). Ces propriétés seront utiles pour étudier, par la suite, les graphes parfaite-

ment k-arete connexes.
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Soient G = (V, E) un graphe et z un point extréme de Q(G, k). On note par Ey(z),
Ei(z) et Ef(z) les ensembles d’arétes

Eo(z) ={e € E | z(e) = 0},
Ey(z) ={ec E|z(e) = 1},
Eifz)={ec E|0<z(e) <1}

Soit
Ca(z) = {6(v): v eV tel que z(6(v)) =k, 6(v)N Es(z) # 0}.

Soit Cp(z) ’ensemble des coupes propres de G dont les contraintes associées sont serrées

pour z, i.e.
Co(z) = {6§(W): W CV tel que z(6(W)) =k, |[W| > 2, |W| > 2}.

Puisque z est un point extréme de Q(G, k), il existe un sous-ensemble C}(z) de Cp(z)

tel que z soit la solution unique du systeme

z(e)=0 Ve € Eo(z),
g z(e) =1 Vee€ Eiz),
(@) 2(s(v)) = & ¥ §(v) € Cula).
z(8(W)) = k V(W) e Cp(=),

ot |Eo(z)| + [En(z)] + [Ca(z)| + |C(2)| = |E|.
Notons que si §(W') est une coupe de C(z), alors, I’équation z(6(W)) = k ne peut
pas étre obtenue a partir des équations z(e) = 0 pour tout e € Ey, z(e) = 1 pour tout

e € E; et z(6(v)) = k pour tout v € V tel que §(v) € Cy(z).

Nous avons le lemme suivant pour lequel nous ne donnons pas de preuve, car elle est

similaire a celle donnée par Cornuéjols et al. [21] pour un résultat similaire.

Lemme 3.5 Soient z un point extréme de Q(G, k) et W un sous-ensemble de V' tel

que §(W) € Cp(z). Alors le systéme S(z) peut étre choisi de telle maniére que st
§(Z) € Cx(z), alors soit Z CW, soit Z CW. O
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Dans ce qui suit, nous allons définir une fonction d’ordre sur les points extrémes de
Q(G, k). Cette fonction n’est rien d’autre qu’une extension de la fonction introduite

par Fonlupt et Mahjoub [32] sur les points extrémes de Q(G, 2).

Définition 3.1 Soient z ety deuz points eztrémes de Q(G, k). On dit que z domine

y, si les conditions suivantes sont vérifices:
(1) Eo(z) C Eo(y);
(2) Ei(z) C Ei(y);
(8) Eo(z) U Ei(z) C Eo(y) U Eu(y).

Cette relation définit un ordre partiel sur les points extrémes de Q(G, k). Les points
extrémes minimaux par rapport a cette relation (i.e. les points qui sont dominés par
tous les points fractionnaires) sont les points extrémes entiers. Ces points sont dits de

rang 0.

Définition 3.2 Un point extréme z de Q(G, k) est dit de rang ¢t (t > 1), st
i) tous les points extrémes de Q(G, k) de rang <t — 1 sont dominés par z, et
it) 1l existe au moins un point extréme T de Q(G, k) de rang (t —1).

Notons que les points extrémes de rang 1 ne dominent que des points extrémes entiers.
Dans ce qui suit, nous donnons une propriété de ces points qui est une conséquence
de la définition 3.2. Pour nous permettre de nous y référer facilement, elle est énoncée

sous forme de remarque.

Remarque 3.3 Soient G = (V, E) un graphe et z un point extréme de Q(G, k) de

rang 1. Considérons la solution

oy — | @(e) Vee E\{f},
az(e)—{l sie=f,

ou f est une aréte de E telle que 0 < z(f) < 1. Alors, ' peut s’écrire comme

combinaison convexe de points extrémes entiers de Q(G, k).
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Soient G = (V, E) un graphe et z un point extréme de Q(G, k) de rang 1. On considere

les opérations suivantes:
g7: supprimer une aréte e € E telle que z(e) = 0;

g}: contracter un ensemble W C V tel que G[W] soit k-aréte connexe et z(e) = 1,

pour tout e € E(W);

g5: contracter un ensemble W C V tel que |W| > 2, |§(W)| = k et z(e) = 1 pour
tout e € E(W);

0,: contracter un ensemble W C V tel que G[W] soit [EEl]-aréte connexe,

|6(W)| =k +1et z(e) =1 pour tout e € E(W).
Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.6 Soient G = (V, E) un graphe et z une solution de Q(G, k). Soit G' un
graphe obtenu d partir de G en appliquant 'une des quatre opérations 67, 8, 05 et 6.
Soit &' la restriction de z dans G'. Alors ¢ est un point extréme de Q(G', k) de rang

1 s1 et seulement si © est un point extréme de Q(G, k) de rang 1.

Preuve. On démontre ce lemme pour les opérations 05 et ;. La preuve pour les

opérations 6] et 8, est facile.

Considérons d’abord ’opération 65.

Supposons que z soit un point extréme de Q(G, k) de rang 1. Soit W C V avec
|6(W)| = k et z(e) = 1 pour tout e € E(W). D’apres le lemme 3.5 et les hypotheses
ci-dessus, la restriction 2’ de z dans le graphe G’ est un point extréme de Q(G', k).
Supposons maintenant qu’il existe un point extréme fractionnaire y’ de Q(G', k) qui

soit dominé par z’. Soit y la solution telle que

(e sie€e E\ E(W),
o= {1 aee R

Il est clair que y est une solution de Q(G,k). De plus, y est un point extréme de
Q(G, k). En effet, y est la solution unique du systéme formé par les contraintes de

S(y') et les équations y(e) = 1 pour tout e € E(W). Aussi, remarquons que y est



3.3. PROPRIETES STRUCTURALES DES POINTS EXTREMES DE Q(G, K) 77

dominé par xz. Puisque y est fractionnaire, ceci contredit le fait que = est un point

extréme de rang 1.

Supposons maintenant que &’ soit un point extréme de Q(G', k) de rang 1. Si z n’est
pas de rang 1, alors il existe un point extréme y de Q(G, k) de rang 1 qui est dominé
par z. La restriction de y dans G’ est un point extréme fractionnaire dominé par z’,

contredisant le fait que z’ est de rang 1.

Considérons maintenant ['opération 6.
Nous montrons seulement la condition nécessaire, la preuve de la condition suffisante
est similaire & celle donnée pour 'opération 65.

Soit W C V tel que G[W] soit [%f1]-aréte connexe, |§(W)| = k + 1 et z(e) = 1 pour
tout e € E(W). Soit &' la restriction de z dans le graphe G’ obtenu a partir de G en
contractant W. Il est évident que @’ € Q(G', k). Pour montrer que z' est un point
extréme de Q(G', k), il suffit de montrer que I’on peut choisir C}(z) de telle fagon que

si 6(Wo) € Cy(z), alors Wy C W. Supposons le contraire. Nous distinguons deux cas:

Cas 1. Wo C W.
On a

z([Wo, W1) + z([Wo, W \ Wo)) = «([Wo, W]) + |[Wo, W \ Wo| = &, (3.10)
|[Wo, W[+ |[W \ Wo, W]| = &+ 1. (3.11)

D’apres (3.10) et (3.11), on a 'une des deux possibilités suivantes:

e z(e) =1,V e € [Wy, W]. Ce qui implique que |§(W,)| = k. Et par conséquent,
Iéquation z(6(Ws)) = k est redondante dans le systeme S(z) par rapport aux
équations z(e) = 1 pour tout e € §(Wp).

o z([W\ Wo,W)) = |[W\ Wo, W]| = |[W \ Wy, Wo]|. Par conséquent, les deux
équations z(8(Wy)) = k et z(6(W)) = k sont équivalentes.

Cas 2. W}l = WonW £ 0, W2 = WonW £ 0, W\W, # 0, W\W, # 0 (voir figure 3.2).
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Figure 3.2 :

Puisque |§(W)| = k + 1, il s’en suit que
- — k
min{|[W, Wg], [W, W\ Wol[} < [3].

Par conséquent, on a

_ k—1
z([Ws, W \ Wol) > et
sinon, on aurait z(6(W2)) < k ou z(§(W \ Ws)) < k, ce qui est impossible.

D’autre part, on a

o= (W)
> a[W3, W\ Wol) + 2([WE, W \ Wal) + a([We, W\ Woll) + a([W3, W \ Wa])
E+1 E—1
SRR R
> k.

Donc, toutes les inégalités sont vérifiées a 1’égalité et en conséquence, k est impair

(sinon, on aurait [k%l} + [k%} > k, une contradiction). Aussi, on a

z([Wo, W\ Wol) = =([W \ Wo, W5]) =0,

E+1
W8, WA\ Wel| = =,
— E—1
o((WE, T\ Wel) = ==,
E+1
(W3, W21) = (W3, Wl = =~

L’équation z(8§(W,)) = k peut donc étre obtenue a partir de I’équation z(§(W2)) = k et

des équations z(e) = 1 pour toute aréte e € Ey(z). Par conséquent, on peut remplacer
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dans le systeme S(z) ’équation z(8(Wos)) = k par ’équation z(8§(W¢)) = k.

En conclusion, la solution z’ est un point extréme de Q(G’, k). Avec le méme raison-
nement que pour l'opération 3, on montrera que z’ est un point extréme de Q(G', k)

de rang 1. O

Remarque 3.4 Les opérations 05 et §; peuvent étre regroupées en une seule opération,
qui consiste a contracter un ensemble W C V tel que |§(W)| = k + ¢, le graphe G[W]
soit [®1]-aréte connexe et z(e) = 1, pour tout e € E(W), ou t € {0,1}.

Définition 3.5 On dit qu’un point eztréme fractionnaire z de Q(G, k) est critique st
i) z est de rang 1, et si

it) on me peut appliquer sur z aucune des opérations 0y, 8,, 05 et 0.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser aux sommets critiques de Q(G, k). Le
but est d’établir certaines propriétés structurales de ces points. Ceci peut étre utile
pour développer des procédures de séparation qui permettent de couper ces points du
polytope Q(G, k).

Soient G = (V, E) un graphe et z un point extéme critique de Q(G, k). Les lemmes
suivants décrivent des propriétés structurales du couple (G, z). Les deux premiers

lemmes sont des conséquences directes de la définition 3.4 ii).

Lemme 3.7 z(e) >0, Ve€ E. 0

Lemme 3.8 Soit W C V tel que |W| > 2. St G[W] est k-aréte conneze, alors il existe
une aréte f € E(W) telle que z(f) < 1. O

Lemme 3.9 S W est un sous-ensemble de V tel que |6(W)| = k, alors soit |W| =1,
soit [W| = 1.

Preuve. Supposons que |W| > 2 et [W| > 2. Comme |§(W)| = k, il s’en suit que
z(e) = 1 pour tout e € §(W) et z(6§(W)) = k. D’apres le lemme 3.5, on peut supposer
que pour tout Z C V telle que §(Z) € C;(z), alors soit Z C W soit Z C w.
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Soit z; (resp. ©3) la restriction de = dans le graphe G; (resp. GG») obtenu a partir de
G en contractant W (resp. W). Alors, z; (resp. z3) est un point extréme de Q(G1, k)
(resp. Q(Ga,k)). Si z(e) = 1 pour toute aréte e € E(W) (resp e € E(W)), alors
I’opération 65 peut étre appliquée. Mais ceci contredit le fait que z soit critique. Donc,

EW)N E¢(z) # 0 # E(W)N E¢(z).

Soient z, z} € R¥ les solutions données par

N I 7103 siec E(W)U§(W),
7(e) =1 1 si e € E(W),

vy | ma(e) siee E(W)U§W),
7€) = 1 sie€ E(W).

Il est clair que z} et @}, sont des solutions de Q(G, k). D’apres la remarque 3.3, elles
peuvent s’écrire comme combinaisons convexes de points extrémes entiers de Q(G, k).
Par conséquent, il existe deux points extrémes y; et y, de Q(G, k) tels que toute con-
trainte de Q(G, k) serrée pour z; (resp. zj) est aussi serrée pour y; (resp. y2). D’ou,
yi(e) = ya(e) =1 Ve e §(W).

Soit y € R” la solution définie par

{ y1(e) sie€ E(W),
ya(e) siee E(W),
1 siec §(W).

Il est évident que y serre toutes les contraintes triviales serrées par z. Soit §(Z) une
coupe de C3(x). Si Z C W, alors y(6(Z)) = y2(6(2)) = z2(6(Z)) = k, et si Z C W,
alors y(6(Z)) = y1(6(Z)) = 21(6(Z)) = k. D’une maniére similaire, on peut montrer
que siv € V tel que 6§(v)) € Cy(z), alors y(8(v) = k. Par conséquent, y est une solution
du systéeme S(z). Comme y # z, ceci contredit le fait que z soit I’unique solution du

systéme S(z). O

Lemme 3.10 S: §(W) € C;(a:) avec |6§(W)| = k+ 1, alors l'un des sous-ensembles W

et W est réduit & un seul sommet.

Preuve. Supposons que |W| > 2 et [W| > 2. Sans perte de généralité, on peut sup-
poser que |W| est minimal (i.e. si Z C W tel que §(Z) € C}(z) avec |6(Z)| = k + 1,
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alors |Z| = 1). Nous allons montrer d’abord que les graphes G[W] et G[W] sont [%1]-

aréte connexes. Supposons par exemple, que G[W] ne soit pas [k%l}—aréte connexe. Il

existe donc Wy C W tel que |[Wy, W\ W;]| < [k%} On peut supposer, sans perte de
généralité, que |[W1, W]| < |[[W \ Wi, W]|. Comme |§(W)| = k + 1, il en résulte que
(W1, W]| = [%]. Par conséquent, |§(W;)| = k. Si k est impair, alors, [§(W \ W1)| = k
et I’équation z(6(W)) = k est donc redondante par rapport aux équations z(e) = 1
pour tout e € Fy(z), ce qui contredit le fait que §(W) € C}(z).

Supposons maintenant que k soit pair. Il s’en suit que |§(W \ W1)| = &+ 1 et par
conséquent, z(6§(W \ W1) = k. D’apres ’hypotheése de minimalité sur W, |[W\ Wy| = 1.
Il en résulte que ’équation z(§(W)) = k est redondante par rapport aux équations
z(e) = 1 pour tout e € Ei(z), et léquation de degré z(6(W \ W)) = k, contredisant
ainsi le fait que §(W) € Cy(z).

Par conséquent, il existe fi € E(W) et f, € E(W) tels que 0 < z(f1) < 1 et
0 < z(f2) < 1, car sinon, on pourrait appliquer 'opération 6, ce qui contredit le
fait que z est critique. Soit §( W) = {e, ..., ext1}. Puisque z(e) > 0 pour tout e € E,
z(6(W)) =ket |6§(W)| = k+1, il existe alors e € §(W) tel que z(e) < 1. Sans perte de
généralité, on peut supposer que z(egy1) < 1. D’ou, z(6(W)\ {ex+1}) > k — 1. Soient

z1 et z, les solutions données par

sie€ E(

z(e) W)u §(W),
m(e) = { | si e € E(W),

| z(e) sie€c E(W)U§W),
(€)= 1 si e € E(W).

Il est clair que 1, 3 € Q(G, k). Donc, z; et z, peuvent s’écrire comme combinaisons
convexes de points extrémes de Q(G, k). Comme z est de rang 1 et z; et z, sont
fractionnaires, d’apres la remarque 3.3 les points extrémes de Q(G, k) intervenant dans
les combinaisons convexes décrivant z; et z, doivent étre entiers. En conséquence, il
existe un point extréme entier y; (resp. ya2) de Q(G, k) tel que toute contrainte ser-
rée pour z; (resp. z) soit serrée pour y; (resp. y2). Puisque z1(6(W)\ {ex+1}) =
a(6(W) \ {er+1}) = z(6(W) \ {er+1}) > k& — 1, on peut choisir y; (resp. ya) de
telle fagon que y1(6(W) \ {ex41}) > k& — 1 (resp. y2(6(W) \ {ex+1}) > k£ —1). D'on,
yi(e) =1, Ve € §(W)\ {ert1} et yi(err1) = 0 (resp. ya(e) = 1, Ve € §(W)\ {ers1}
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et ya(ers1) = 0). Soit y € R la solution définie par

yi(e) si e € E(W),
] ya(e) si e € E(W),
y(e) = 1 siec {e,...,ex},
0 1€ = €ky1.

Le point y est une solution du systeme S(z). En effet, il serre les contraintes triviales
serrées pour z. D’apres le lemme 3.5, on peut supposer que toute coupe §(U) € C;(z)
est telle que U C W ou U C W. Par conséquent, si U C W, alors y(6(U)) =
11(8(0)) = z,(6(U)) = z(6(U)) = k, et si U C W, alors y(§(U)) = y2(6(U)) =
z2(6(U)) = z(6(U)) = k. D’une maniere similaire, on peut montrer que y(6(v)) = k
pour tout v € V tel que §(v) € Cq(z). Donc, y est une solution de S(z). Comme
y # z, ceci contredit le fait que z est un point extréme de Q(G, k). O

Lemme 3.11 Soit §(W) € C}(x) avec [§(W) N Ey(z)| = k — 1, alors

1) ou bien un des ensembles W et W est réduit a un seul sommet;

2) ou bien les arétes d’un des ensembles E(W) et E(W) ont toutes des valeurs égales

a1, ie z(e) =1, pour tout e € E(W) ou z(e) =1, pour tout e € E(W).

Preuve. Notons d’abord qu’il existe une aréte f € E(W)UE(W) telle que 0 < z(f) <
1. Sinon, on aurait Cq(z) U Cj(z) = {§(W)}, et par conséquent, z ne pourrait pas
étre un point extréme de Q(G, k). Sans perte de généralité, on peut supposer que
f € E(W). Soient eq,...,ex_1 € §(W) avec z(e;) = 1, pour 2 = 1,...,k — 1. Soit
Gy = (Wi, Ey) (resp. Gy = (Va, Es)) le graphe obtenu a partir de G en contractant W
(resp. W). Soit z; (resp. ) la restriction de =z dans Gy (resp. Gs). Il est évident
que z; est une solution du polytope Q(G4, k), mais ce n’est pas un point extréme de

ce polytope. Sinon, la solution y; € R” donnée par

] zi(e) sie€ Ey,
y(e) = { 1 si e € E(W),

serait un point extréme fractionnaire de Q(G, k) dominé par z. Ce qui contredirait le

fait que z est un point extréme de rang 1.
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Puisque z; n’est pas un point extréme de Q(Gh1, k), il peut s’écrire comme combinaison
convexe de points extrémes de Q(G1, k). Donc, il existe ¢ points extrémes yi, ..., y; de

Q(Gi, k) et ¢t scalaires positifs ay, ..., a; tels que

t t
T, = Zaiy} et Zai =1.

Nous allons montrer que les points extrémes y7, . .., y; sont entiers. En effet, supposons
que yjl- , pour un certain j € {1,...,t}, soit fractionnaire. Soit y; € RF 1la solution

définie par

1 :
) ys(e) sie€ Ey,
ys(e) {1 si e € B(W).

La solution y; est un point extréme fractionnaire de Q(G, k) dominé par z, ce qui con-
tredit le fait que z est un point extréme de rang 1. Donc, les points extrémes y;,. .., y;
sont entiers. Soit eg € §(W)\{e1,...,ex—1}. Sans perte de généralité, on peut supposer
que yi(eo) = 1. Par conséquent, yi(e) = 0 pour tout e € §(W) \ {eo,€1,...,€r}. De
méme, on peut trouver un point extréme entier y? de Q(Gs, k) qui serre les mémes
contraintes serrées pour z, tel que y2(e) = 1 pour tout e € {eg, e1,...,exr} et yi(e) =0

pour tout e € §(W) \ {eo, €1,...,ex}. Soit y la solution donnée par

yi(e) si e € E(W),
2 .
_ ) yile) si e € BE(W),
y(e) = 1 sie€ {ep,e1,.--,€k_1},
0 sie€ §(W)\ {eo,€1,...,€r-1}

D’une maniere similaire a celle de la démonstration du lemme 3.10, on montrera que y

est une solution de S(z). Puisque y # =, ceci est impossible. O

3.4 Exemples de graphes parfaitement k-aréte con-
nexes

Dans cette section, nous allons décrire certaines classes de graphes parfaitement k-aréte

connexes.
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Définition 3.6 On dit qu’un graphe G = (V, E) est de type I' (voir figure 3.8), s’il
existe Vi CV tel que

1) \Vi| =3 et E(V\ V) =0;
2) [V\Vi| >3 et si |V \ Vi| =3, alors B(V;) =0;

3) |[v1,va]| < L%J pour tous sommets vy et vy tels que vy € Vi et vy € V \ 1.

k=3 k=4
Figure 3.3 : Graphes de type T’

Le théoréme suivant généralise le résultat de Mahjoub [58] pour k& = 2.

Théoreme 3.12 Si G est un graphe de type I, alors G est parfaitement k-aréte con-

nexe.

Preuve. Soit G = (V, E) un graphe de type I'. On note Vi = {s1,52,s3} et V\ 1} =
{u1,...,ut} (¢t > 3). Soit Q(G) le polytope donné par les contraintes triviales et les

contraintes de degré, z.e.
QG) = {o € R®|0<a(e) <1, Ve e B, a(8()) > b, Yo eV}

Nous allons montrer que Q(G) = kECSP(G). Supposons que Q(G) # kECSP(G). 11
est facile de voir que tout point extréme entier de Q(G) est aussi un point extréme
de kESCP(G). Par conséquent, il existe un point extréme fractionnaire z de Q(G).
Sans perte de généralité, on peut supposer que z est de rang 1. Puisque z est un point

extréme de Q(G), il existe un sous-ensemble V* C V tel que z soit 'unique solution
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du systéme S(z) suivant

z(e)=0 Vee Ey(z),
S(z) z(e) =1 Vee€ Eiz),
z(6(v)) =k VveV

Soit f = (v1,vs) une aréte telle que 0 < z(f) < 1. Alors vy,vs € V*. Autrement, si

par exemple v; ¢ V*, on pourrait considérer la solution y € R” telle que

y(e) = { :f(e) SViZEZ?’\ {/},

qui est un point extréme fractionnaire de Q(G) dominé par z. Ce qui contredit le
fait que = est un point extréme de Q(G) de rang 1. Donc G(E¢(z)) = (V*, E¢(z)).
Comme dans le lemme 2.9, on obtient que les composantes connexes de G(E¢(z)) sont
des cycles impairs. Puisque z est de rang 1, il s’en suit que G(Ey) est un cycle impair.
Donc G n’est pas biparti et par conséquent, ¢t > 4. Aussi, puisque E(V \ V1) = 0, ce
cycle doit contenir au moins une aréte de E(V;). De plus, tout sommet de ce cycle
induit une coupe serrée pour . Donc, il existe deux sommets de V;, disons, s; et s3,
tels que z([s1, s2]) > 0 et z(8(s1)) = z(8(s2)) = k. Comme il existe au plus L%J arétes
multiples entre chaque paire de sommets v; et v, telle que v; € V) et vy € V' \ 17, il

s’en suit que

z([{s1, 52}, w)) > [21 pouri=1,...,t.

D’ou
2k = z(8(s1)) + z(8(s2)) = m([ShSz])+2$([{31732},uz’])
> Y all{sn,sihui)
> 4[]
> 2k7
une contradiction. O

Théoreme 3.13 Soit G = (V4 U V,, E) un graphe biparti sans arétes multiples avec
ViUV, <4k — 1. Alors G est parfaitement k-aréte conneze.
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Preuve. Supposons qu’il existe un point extréme fractionnaire z de Q(G, k). Sans
perte de généralité, on peut supposer que z est de rang 1.
Puisque z est un point extréme de Q(G, k), il existe un sous-ensemble C3(z) de Cp(z)

tel que z soit la solution unique du systéme suivant

z(e)=0 Ve € Eo(z),
g z(e) =1 Vee€ Eiz),
@)\ a(6()) = & ¥ 6(v) € Cul),
z(6(W)) =k V6(W) e C)(z),

ou |Eo| + |Er| + [Ca(z)| + |C5 ()| = | E|.

Nous allons montrer Cj(z) = 0. En effet, supposons qu'’il existe une W C V tel que
§(W) € C;(z). Comme dans la preuve du lemme 3.10, on peut montrer que les graphes
G[W] et G[W]| sont [%]-aréte connexes. Puisque |V; U V3| < 4k — 1, on peut supposer,
sans perte de généralité, que |W| < 2k — 1. Comme G est biparti et les graphes G[W]

et G[W] sont [%]-aréte connexes, on a

m; = |WnNV]| > (;1 1=1,2,

m; = |WnNV| > [21 1=1,2.
Il en résulte que k < |W| < 2k — 1. Et par conséquent, on peut supposer que m; <
k—1. Simy > k, alors on a k = z(6(W)) > my > k, une contradiction. Supposons

maintenant que my = k. Il s’en suit que k = z(§(W)) > z([W NV, W]) > k. D’ou

z([Wn W, Wj) =0,

ce qui implique que z(é6(v)) = k pour tout v € W. Par conséquent, I’équation
z(6(W)) = k est redondante par rapport aux équations z(é(v)) = k pour tout v € W.

Supposons mainteneant que my < k. On a

k=ax(8(W)) = z([WNV,W)) + (W n Vs, W)

> my(k —my) + ma(k — my)
= 2m1k — 2m1m2
> k.

La derniéere inégalité vient du fait que [%1 < m; < my < k. D’apres les inéquations

ci-dessus, on obtient

z([W NV, W) = mi(k — my),
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z([W N Vo, W]) = ma(k — mq).

D’apres les deux dernieres équation, on a z(8(v)) = k pour tout v € W. Et par con-
séquent, ’équation (6(WW')) = k est redondante dans le systeme S(z). Donc C}(z) = 0.
Comme dans le lemme 2.9, on obtient que les composantes connexes du graphe induit
par les arétes fractionnaires de E sont des cycles impairs. Ceci est impossible, car G

est biparti. a

Théoreme 3.14 Soit G = (V4 U Va, E) un graphe biparti sans arétes multiples. Si

[Vi| < k+1, alors G est parfaitement k-aréte conneze.

Preuve. Similaire a celle du théoréme 3.13. O

3.5 Conclusion

Dans [32], Fonlupt et Mahjoub ont donné des conditions nécessaires pour qu’un point
extréme fractionnaire de Q(G,2) soit critique. Ils ont montré que si z est un point
extréme critique de Q(G, 2), alors il existe un ensemble V' C V tel que z soit l'unique

solution du systéeme suivant

z(e)=0 Vee Ey(z),
(S) z(e) =1 Vee Ei(z),
z(6(v)) =k VveV™

Notre étude nous laisse penser que ce résultat peut étre étendu pour k& > 3. Mais

malheureusement, on a pas pu établir un tel résultat.

Une des raisons de la difficulté supplémentaire est liée a la structure des coupes propres
serrées minimales. En effet, si W C V avec z(6(W)) = k, alors G[W] est [%11]-aréte
connexe. Pour k = 2, cela veut dire que G[W] est 2-aréte connexe.

Tous les points extrémes critiques que l'on a pu étudier, sont portés sur la classe de
graphes suivante, qui est une extension d’une classe définie par Fonlupt et Mahjoub

[32] pour k = 2.
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Définition 3.7 Soit Q la classe des graphes G = (V, E) tels que
1) V=ViUV; avec V; NV, = 0;
2) |[Vi|=20+1 (1>1) et G(V1) contient un cycle hamiltonien C;
3) 6(v)|=k+1, Vvel;

4) |6(WI\NC| >k, VW CV tel que |W|>2 et |[W|>2.

La figure 3.4 montre des exemples de graphes de {2

k=3 =4

Figure 3.4 : Graphes de type Q

Si G = (V, E) est un graphe de 2, alors la solution donnée par

2(e) = 3 VeecC,
11 Vee E\C,

est un point extréme de Q(G, k) de rang 1. D’apres le lemme 3.6, si G’ est un graphe
obtenu a partir d’un graphe G de ) en appliquant successivement les opérations 6;, 0,

et 63, alors G’ n’est pas parfaitement k-aréte connexe.

L’étude des points extrémes critiques et des graphes non parfaitement k-aréete connexes
d’une part et la structure des graphes parfaitement k-arétes connexes que l’'on a pu

;o ) s . .
caractériser d’autre part, nous amene a formuler la conjecture suivante.
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Conjecture 3.8 Un graphe G est parfaitement k-aréte conneze, si et seulement si G

ne peut €tre réduit a un graphe de Q en appliguant les opérations 64,0,,03.
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Chapitre 4

Le polytope des sous-graphes
Steiner connexes

4.1 Introduction

Etant donnés un graphe G = (V, E), un sous-ensemble S de V et un vecteur de poids
w € R associé aux arétes de G, le probléme de ’arbre Steiner (STP) consiste a
trouver un arbre de G de poids minimum couvrant S. Ce probléme a recu beaucoup
d’attention ces deux dernieres décennies, vu ses nombreuses applications, en partic-
ulier dans la conception des circuits électroniques intégrés (VLSI) et des réseaux de
télécommunication [17, 18, 38, 48, 49, 54, 59, 60, 69, 70, 83].

L’enveloppe convexe STP(G, S) des vecteurs d’incidence des ensembles d’arétes de G
induisant des arbres Steiner est appelé le polytope des arbres Steiner.

Il est clair que toute solution réalisable du STP est aussi une solution réalisable du prob-

leme 1SECSP. Et si w(e) > 0 pour tout e € E, alors les deux problémes sont identiques.

Dans ce chapitre, nous étudions les polytopes associés a ces deux problemes. Nous
introduisons une nouvelle classe d’inégalités valides pour le polytope 1SECSP(G, S)
appelées inégalités de partitions Steiner généralisées. Cette classe est en méme temps
valide pour le polytope des arbres Steiner STP(G, S). Elle généralise aussi les inégalités
de partitions Steiner et les inégalités de trous impairs introduites par Chopra et Rao

[17] pour ce polytope.

91
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Nous étudions également certaines procédures de construction de facettes a partir
de facettes pour le polytope 1ISECSP(G, S). Ces procédures seront utilisées par la
suite pour infirmer une conjecture de Chopra et Rao [18] sur le dominant du poly-
tope de l'arbre Steiner dans la classe des 2-arbres. Nous discutons aussi du polytope
ISECSP(G, S) et nous en donnons une caractérisation complete dans certaines classes
particulieres de graphes. En particulier, nous décrivons ce polytope dans les graphes
séries-paralleles quand les sommets terminaux ont une certaine disposition. Ceci nous
permettra de décrire complétement le dominant du polytope STP(G, S) dans ces classes

de graphes. Ce travail a été fait en collaboration avec H. Kerivin.

Dans [43] Grotschel et Monma ont montré le résultat suivant:

Lemme 4.1 SiG = (V, E) est un graphe 2-aréte conneze et S un ensemble de sommets

terminauz de V', alors le polytope 1ISECSP(G, S) est de pleine dimension. O

Etant donné que le probléeme 1SECSP est décomposable dans tout graphe contenant un
sommet d’articulation [74], les graphes que ’on considere dans ce chapitre seront sup-
posés 2-sommet connexes. En conséquence, par le lemme 4.1, le polytope ISECSP(G, S)

est de pleine dimension.

4.2 Les inégalités de partitions Steiner général-
isées

Dans [17], Chopra et Rao ont introduit une famille de contraintes valides pour le
dominant du polytope STP(G, S). Cette classe peut étre présentée de la maniére

suivante: soient m un entier impair (m > 3 ) et Gy, = (Vin, Er) un graphe tel que

Vin = {u1, .-, Um, V1, -+, Um by

Em = {(’U@,’Ui), (uhvi—l); (U'i—17v’i) r1= 17 s, MM (mOd m)}

Soit Spm = {u1,...,um} 'ensemble des sommets terminaux de G, (voir figure 4.1).
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Figure 4.1 : G5

La classe des graphes G,, sera notée par U. Soit la contrainte
z(En) > 2(m —1). (4.1)

Il n’est pas difficile de voir que la contrainte (4.1) est valide pour le dominant du
polytope ST P(Gp, Sm). Les contraintes de type (4.1) sont appelées inégalités de trous
impairs. Chopra et Rao [17] ont montré que la contrainte (4.1) définit une facette
du dominant du polytope STP(Gy,, Sm). Ils ont aussi montré que si G = (V,, E), ou
E,, C E, est un graphe obtenu a partir de G,, en ajoutant des arétes entre des sommets
non adjacents de Gy, alors I'inégalité (4.1) peut étre étendue en une contrainte valide

pour le dominant du polytope STP(G, Sy, ), donnée par

2(Em) + 22(E\ Ep) > 2(m —1). (4.2)

Soient G = (V,E) un graphe et S un sous-ensemble de V. Une partition 7 =
{W,...,Vp} de V, p > 2, est appelée une partition Steiner, si

VinS#0pouri=1,...,p.

Soit # = {W1,...,V,} une partition de V. On note E, = U 6(Vi). Si 7 est une

1=1,...,p
partition Steiner de V et F' C E un ensemble d’arétes qui induit un sous-graphe Steiner

connexe, alors le vecteur d’incidence de F, =%, vérifie la contrainte
> z(e)>p—1. (4.3)
ecE,

Les contraintes de type (4.3) sont appelées inégalités de partitions Steiner. Considérons

maintenant une partition 7 = {V;,...,V,} telle que
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e V,NS=0pourzi=1,...,r,
e VNS #0Dpouri=r+1,...,p,

ou 1 <r < p. Soient G = (Vi, E;) le graphe obtenu a partir de G en contractant
chaque ensemble V; en un sommet w;, 1 = 1,...,p, et Sp ={w; : 1 =r+1,...,p}.

Soit
d=max{|U| |U C V; \ Sr et G\ U est Steiner connexe par rapport a S;}.
Considérons l'inégalité suivante
z(6(Vi,...,Vp))>p—d—1. (4.4)
Théoreme 4.2 L’inégalité (4.4) est valide pour 1ISECSP(G, S).

Preuve. Si T est un sous-ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe
dans G (par rapport a §), alors 7", la restriction de T' dans G, induit un sous-graphe
Steiner connexe dans G, (par rapport a Sr). Comme le sous-graphe de G, induit par

T' contient au moins p — d sommets, T’ doit contenir au moins p — d — 1 arétes. O

Les inégalités de type (4.4) seront appelées inégalités de partitions Steiner généralisées.
Notons que ces inégalités généralisent les inégalités (4.1) et (4.3). Pour les inégaliés
(4.1), d =1 et p = 2m et pour les inégalités (4.3), d = 0.

Puisque STP(G, S) C 1SECSP(G, S), les inégalités de type (4.4) sont aussi valides
pour STP(G, S). Aussi, pour tout sous-ensemble d’arétes F' C E induisant un arbre

Steiner par rapport a S, ¥ satisfait I'inégalité (4.4) a 1'égalité.

Exemple.

Soit G = (V, E) le graphe répresenté par la figure (4.2). Les sommets terminaux sont
représentés par les cercles noirs. Considérons la partition de V ou chaque ensemble de
la partition est réduit a un seul sommet. Nous avons donc p = 5 et d = 1. L’inégalité

de partition Steiner généralisée correspondante est

Z z(e) > 3.
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Figure 4.2 : contrainte de partition Steiner généralisée

Dans ce qui suit, nous allons donner des conditions suffisantes pour que les inégalités
(4.4) définissent des facettes du polytope ISECSP(G, S). Soit m > 3 un entier impair
et soit Gy = (Vm, En) un graphe tel que

Vi = {u1, oy Um, V1, ooy Uy U5, - o, U b,
Em = {(uhvi)) (uhvi—l); (U'hv'i—l); (’U,,L',’U,Z), (u’hv;—l)) (,U'£7,U'£—1) 11 = 17 cee, M (mOd m)}
Soit Sp, = {u1,...,um} 'ensemble des sommets terminaux de G,, (voir figure 4.3 pour

@3). Considérons la contrainte suivante
Z z(e) > 2(m —1). (4.5)
eEEm

Les contraintes (4.5) sont des inégalités de type (4.4) avecd =m + 1 et p = 3m.

Figure 4.3 : G3

Théoréme 4.3 L’négalité ({.5) est valide pour le polytope 1SECSP(G,, Sm).

Preuve. Soit T un sous-ensemble d’arétes de E,, induisant un sous-graphe Gp =
(Vr,T) Steiner connexe par rapport & S,. Sans perte de généralité, on peut sup-
poser que |T'| est minimum. Par conséquent, Gt est connexe. L’ensemble V7 in-

tersecte au moins (m — 1) couples parmi les ensembles {v;, v/}, = = 1,...,m, car
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sinon, le sous-graphe Gr ne serait pas Steiner connexe. Puisque S,, C V7, alors

\Vr| > m+ (m —1) = 2m — 1. Et par conséquent, |T| > |Vr| — 1 =2m — 2. O

Théoréme 4.4 L’inégalité ({.5) définit une facette de 1SECSP(Gpm, Sm).

Preuve. La démonstration est similaire & celle de Chopra et Rao [17] pour montrer
que l'inégalité (4.1) définisse une facette du dominant de STP(G, S).

Notons par a’z > a; la contrainte (4.5) et par F la face de 1ISECSP(G,,, S,,) définie
par cette contrainte. Supposons qu’il existe une contrainte 4Tz > B, définissant une
facette F' de 1ISECSP(G,n, Sp) telle que F C F'.

D’aprés le lemme 4.1, le polytope 1SECSP(Gp, Sm) est de pleine dimension et ainsi,
pour montrer que F est une facette, il suffit de montrer qu’il existe p > 0 tel que
b = pa.

Considérons les triangles B; = {(u;, v;), (us,vi—1), (vi,vi—1)}; 2 = 1,...,m. Soit

T: = {(wit1,9:), Wiz, vig2)} U {(ur,vp), (Ur,vr1); 7 #1,0+ 1,2+ 2}, 0 =1,...,m.

Soient
Til = T;U {(’u,i,’l)i_1),(ui,'0i)},
T? = T;U {(ui,vie1), (vi,vic1)},
Ti3 = TZ U {(’u,i,’l)i),('l)i,vi—l)}-
Les ensembles T/, i = 1,...,m et j = 1,2,3, induisent des sous-graphes Steiner con-

nexes. De plus, leurs vecteurs d’incidence z7¢ satisfont (4.5) a égalité. D’ou
e =6y, i=1,....met j=1,...,3.
Donc
b(wi, v;) + b(us, vic1) = b(us, vim1) + b(vs, vic1) = b(us, vi) + b(vs, vie1).
Et par conséquent, on obtient
b(ui,v;) = b(us,vic1) = b(vi,vim1) = Ye=1,...,m, (4.6)

pour un certain scalaire a; € R.
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Dans ce qui suit, nous allons montrer que a; = a; V4,75 € {1,...,m}.
Puisque m est impair, il suffit de montrer que a;—1 = 441, 2 = 1,...,m (mod m).

Considérons les sous-ensembles d’aretes:

T¢ = {(uj,v;), (uj,v51); 7 # 1,5+ 13U {(us,vim1), (wig1,vi41)},
TP = {(uj,v;), (uj,v51); 7 £ 1 — 1,33 U{(uii1,via), (us, )}

Les ensembles T/ et T induisent des sous-graphes Steiner connexes tels que
aTa:Ti4 = aTa:Ti5 = «g.
D’ou
b zT = T2 = B,
Et par conséquent, on obtient
b(wi—1,vi—1) + b(ws, vim1) = b, vi) + b(ui1, vi).
D’apres (4.6), on a ;1 + ¢&; = & + a;41. Donc a1 = ¢441. Do

a;=a YVie{l,...,m}, (4.7)

pour un certain e € R. Considérons les triangles B! = {(u;,v}), (ui,vl_,), (v, vl 1)},

i1 =1,...,m. D’une maniére similaire au cas précédent, on peut montrer que
! ! ! ! ! :
b(ui,v,) = b(us,vi_y) = b(vj,v_;)=a'Vi=1,...,m, (4.8)

pour un certain scalaire o’ € R.

Nous allons montrer que a = &'. Soient

T = {(wi,v:), (ws,vic1) s 2=1,...,m}\ {(u1,v1), (us,v1)},
T' = (T \ {(uhUM): (UM7UM)}) U {(uhvi): (u27vi)}'

Les sous-ensembles 7 et 7’ induisent des sous-graphes Steiner connexes de G,,. Par

ailleurs, 27 € F et 27 € F. D’ou

b(uhvm) + b(um,vm) = b(uhvi) + b(u27vi)‘
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D’apres (4.7) et (4.8), on a @ = &' = p. Donc, on obtient

ble)=p Ve€En.

D’apres le lemme 1.5, on a p > 0, et comme F' C 1SECSP(G,,, Sm), il s’en suit que
p > 0. O

Soient G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de sommets terminaux de V. Soit
G = (V', E') le graphe obtenu a partir de G en contractant un ensemble de sommets

W C V qui induit un sous-graphe 2-aréte connexe. On note par w le sommet résultant

de cette contraction. Soit S'=SsiWNS=0et S =(S\W)U{w} sinon.

Lemme 4.5 Supposons que linégalité

Z a'(e)z(e) > a

ecE’

définisse une facette F' de 1SECSP(G',S"). Alors l'inégalité

Z a(e)z(e) > a (4.9)

ecE

définit une facette de 1ISECSP(G, S), ot a(e) = a'(e) pour tout e € E' et a(e) = 0 pour
tout e € E(W).

Preuve. Soit F' un ensemble d’arétes de E induisant un sous-graphe Steiner connexe

de G. La restriction F' de F' dans le graphe G’ est Steiner connexe. D’ou

!

Y a(e)e(e) = Y d'(e)a’(e) > a.

ecE ecE’

Ce qui montre la validité de (4.9) pour ISECSP(G, S).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que ’inégalité (4.9) définit une facette de ISECSP(G, S).
Soit F la face de 1SECSP(G, S) définie par (4.9). Supposons que F ne soit pas une
facette de ISECSP(G, S). 1l existe alors une contrainte valide

Z b(e)z(e) > B

ecE
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qui définit une facette F; de ISECSP(G, S) telle que F C Fi.

Nous allons montrer que b(e) = 0 pour tout e € E(W).

Soit T un ensemble d’arétes de E’ induisant un sous-graphe Steiner connexe de @' tel
que 27 € F'. Soient Ty = T U E(W)et Ty, = T1 \ {e}. Comme G[W] est 2-aréte
connexe, les ensembles T et T3 induisent des sous-graphes Steiner connexes de G tels

que z1* € F et 72 € F. Et par conséquent, z7t € F; et 272 € F;. Do, b(e) = 0.

Considérons 'inégalité
> ble)z(e) > B. (4.10)
ecE'’
Donc, l'inégalité (4.10) définit une face propre de 1ISECSP(G’, S'), que ’on notera par
F,. Nous avons F' C F|. En effet, soit 7’ un ensemble d’arétes de E’ induisant un
sous-graphe Steiner connexe de @' tel que 7 € F'. Soit T = T' U E(W). 1l est clair
que z¥ € F. Et par conséquent, z7 € F;. D’ou
> b(e)zT(e) = > b(e)mT,(e) = 0.
ecE ecE
Donc, 27" € F!. Ce qui prouve que F' C F!.
Puisque F C JFi, il existe un ensemble d’arétes Fy C E induisant un sous-graphe
Steiner connexe de G tel que ™ € F; et zf* ¢ F. La restriction Fj de Fy est telle que
2% € F! et %o ¢ F'. On en déduit que F' C F!. Ceci contredit le fait que F' définit
une facette de 1ISECSP(G', S"). O

Soient G = (V, E) un graphe et S l’ensemble de sommets terminaux de V. Soient
Wi,...,Ws, t > 1, des sous-ensembles de V deux a deux disjoints tels que G[W;]
soit 2-aréte connexe par. Considérons le graphe obtenu a partir de G en contractant
Wi,...,W;. Le sommet w;, résultant de la contraction de W;, 2 = 1,...,t, sera con-
sidéré comme un sommet terminal de ce graphe si et seulement si S N W; # 0.
Le lemme 4.5 montre que si le graphe ainsi obtenu est un graphe G, = (Vp, En)
décrit précédemment, alors la contrainte

Z z(e) > 2(m — 1)

e€Em,

définit une facette de ISECSP(G, 5).
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4.3 Construction de facettes

Dans cette section, nous allons décrire certaines procédures de construction de facettes,
a partir de facettes, pour le polytope ISECSP(G). Ces procédures seront utilisées pour
infirmer une conjecture de Chopra et Rao [18] sur le dominant du polytope des arbres
Steiner dans les 2-arbres. Par la suite, elles seront utilisées pour donner une caractéri-
sation complete du polytope 1SECSP(G, S) pour les graphes série-paralleles dont les

sommets terminaux ont une certaine disposition.

La premiere procédure consiste a ajouter un sommet.

4.3.1 Ajout d’un sommet

Théoreme 4.6 Soient G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de terminauz.
Supposons que E = E* U {f}, ou f = (v1,v2). Soit
3 a(e)e(e) + alfal(f) > o (111)
ecE*
une négalité qui définit une facette non triviale de 1ISECSP(G,S). Soit G' = (V', E')
le graphe obtenu a partir de G en ajoutant un sommet vy de degré deuz sur l'aréte

(v1,v2). On note fi = (vo,v1) et fo = (vo,v2) (voir figure 4.4).

(a) Soit S' = 5. Alors les inégalités suivantes définissent des facettes du polytope
1SECSP(G', S")

> a(e)a(e) + a(f)a(f) > e, (4.12)

ecE*
> a(e)a(e) + a(fla(f2) > e (4.13)
ecE*
(b) Soit S" =5 U {vo}.
(b1) Sivi, vy € S, alors l'inégalité suivante définit une facette de 1SECSP(G', S")

3" ale)ae) + alfalf) + a(fe(f2) > a+ a(f). (4.14)

ecE*
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(b2) Sivy € S et vy & S, alors l'inégalité
E}; a(e)z(e) + (a0 — a)z(f1) + a(f)z(f2) > an, (4.15)
o
définit une facette de 1SECSP(G',S"), o
oo = min{ Y a(e)z”(e) + a(f)z"(f2) | F induit un sous — graphe

ecE*
Steiner connexe de G' — f; par rapport a S'}.

Figure 4.4 : Ajout d’un sommet

Preuve. Soit F la facette de ISECSP(G, S) définie par (4.11).

(a) Supposons que S’ = S. Nous montrons d’abord la validité de (4.12) (la preuve
pour (4.13) est similaire).

Soit F' C E’ un sous-ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe de
G. Soit F C E tel que F = (F'\{f1,fo})U{f}si fi € F' et F = F'\ {f2} sinon.

Il est facile de voir que F' induit un sous-graphe Steiner connexe de G. De plus, on a

3 ae)e™(e) + a(f)e”'(f1) = 3 ale)a’(e) + alf)e"(f) > o

ecE* ecE*
D’ou la validité de (4.12) pour ISECSP(&H, S").
Notons par F; et F; les faces de ISECSP(G’, S’") définies respectivement par les con-
traintes (4.12) et (4.13).

Soit

o = min{ Y _ a(e)z”(e) + a(f)z"(f1) | T € E'\ {fo} induit un sous — graphe

ecE*
Steiner connexe de G' — f, par rapport a S'}.
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Nous avons a; = a. En effet, considérons un sous-ensemble d’arétes 7' C E'\ {f2} in-
duisant un sous-graphe Steiner connexe de G'— f, tel que E* a(e)z™ (e)+a(fzT (f) =
a; et |T'] soit minumum. On a f; & T". Sicen’est pas le ceaesE7 puisque vg € S', ’ensemble
T) = T'\ {f1} induit un sous-graphe Steiner connexe de G' — f,. Comme a(f1) > 0,
on a ¥,cp- a(e)zTi(e) = a;. Mais ceci contredit le fait que |7”| est minimum.
Puisque f; € T', on en déduit que ’ensemble d’arétes 7" induit aussi un sous-graphe
Steiner connexe de G. D’ou
Z a(e)azT’(e) =a; > a. (4.16)
ecE*
Comme F est une facette non triviale de ISECSP(G, §), il existe T C E tel que z7 € F

et f € T. Par conséquent, T induit aussi un sous-graphe Steiner connexe de G' — f5.

D’ou

> a(e)a’(e) + a(HaT(f1) = a > ai. (4.17)

ecE*

D’apres (4.16) et (4.17), on a oy = .

Puisque F est une facette de ISECSP(G, S), il existe n = | E| sous-ensembles Fi, ..., F,

de E induisant des sous-graphes Steiner connexes de G dont les vecteurs d’incidence

21, ..., zf~ appartiennent & F et sont affinement indépendants. Soient F,...,F! C E'
tels que F/ = (F;\{f}HU{f1, fo} si f € F; et F/ = F;U{f>} sinon,2=1,...,n. Les en-
sembles F/, i = 1,...,n, induisent des sous-graphes Steiner connexes de G’ et % € F,
pourz=1,...,n.

Soit Fy C E'\{f>} un sous-ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe
de G' — f, tel que E* a(e)z®(e) + a(f)z™(f1) = 1. Remarquons que F} induit en
meéme temps un sozi—i{raphe Steiner connexe de & et que z0 € F.

Les vecteurs z%0, 21, . .. zF» forment une famille de n 4 1 points de F; affinement
indépendants. Ceci prouve que JF; est une facette de 1IESCSP(G’, S’). D’une maniere

similaire, on démontre que F, est une facette de IESCSP(G’, S").
(b) Supposons que S’ = S U {vo}.

(b1) Supposons que vy,vs € S. Nous montrons d’abord que (4.14) est valide pour
ISECSP(G, S").
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Considérons un sous-ensemble d’arétes F' C E’ induisant un sous-graphe Steiner con-
nexe de G'. Remarquons que {f1, fo} N F' # 0. Soit F = (F'\ {f1, fa}) U {f} si
{fi,fo} C F' et F = F'\ {f1, f2} sinon. Comme F induit un sous-graphe Steiner
connexe de G et =¥ (f1) +z¥ () = zF(f) +1,0n a

3" a(e)z™ (e) + a(f)z" (f) + a(f)z" (f2) = D a(e)z"(e) + a(f)z"(f) + a(f)

ecE” ecE*

> a+a(f).

D’ou, la contrainte (4.14) est valide pour 1SECSP(G’, S'). Notons par F3 la face de
ISECSP(G', S') définie par (4.14).

Puisque F est une facette de 1SECSP(G,S), il existe n sous-ensembles Ty,...,T,
de E induisant des sous-graphes Steiner connexes de G dont les vecteurs d’incidence

zTi ... T appartiennent & F et sont affinement indépendants. Soient 7%,...,T" C E'

tels que T/ = (T,\{fHU{f1, fo} si f € T, et T] = T;U{f>} sinon, s = 1,...,n. Comme
F est différente d’une facette triviale, il existe un sous-ensemble d’aretes T' C E tel
que zf € Fet fgT. Soit Ty = T U{f1}. Les ensembles T/, 1 = 0,1,...,n, induisent
des sous-graphes Steiner connexes de G’ tels que z¥ € F3, i = 0,1,...,n. De plus,
To,2Ti ...

les vecteurs z ,zT» forment une famille de n + 1 points de F3 affinement in-

dépendants. Par conséquent, F3 est une facette de 1IESCSP(G’, S').

(b2) Supposons que v; € S et vy ¢ S. Nous allons montrer que (4.15) est valide pour
ISECSP(G", S"). Considérons un sous-ensemble d’arétes F' C E’ induisant un sous-
graphe Steiner connexe de G'. Remarquons d’abord que {fi, o} N F' #0. Si f; € F,

alors F' induit aussi un sous-graphe Steiner connexe de G' — f;. D’ou

% a(e)e” (0) + (o0~ @ (1) +alf)e" (1) = 3 ale)o”(e) + (" ()
> .

Supposons maintenant que f; € F'.
Si fy € F', alors F1 = (F'\ {f1, f}) U {f} induit un sous-graphe Steiner connexe de
G. Donc
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Et par conséquent

> a(e)a™(€) > a —a(f).

ecE*

Puisque fi, fo € F', on obtient

> ae)z™(e) + (a0 — @)z (f1) + a(£)2" (f2) > @ — a(f) + (20 — @) + a(f) = cw.

ecE*

Si fo & F', alors F = F'\ {f1} induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Il en

résulte que

Z a(e)mF’(e) = Z a(e)mFZ(e) > a.

ecE* ecE*

Comme f; € F' et fo & F',on a

> ae)z”(e) + (a0 — a)z™ (f1) + a(f)z" (f2) > @+ (a0 — @) = .

ecE*

Donc 'inégalité (4.15) est valide pour ISECSP(G’, S'). La preuve que (4.15) définit
une facette de ISECSP(G', S') est similaire a celle donnée dans (bl). O

Chopra et Rao [18] (voir aussi Goemans [38]) ont conjecturé que si G est un 2-arbre,
alors le dominant D(G, S) du polytope des arbres Steiner est décrit par les contraintes
de non-négativité, les contraintes de partitions Steiner et les contraintes de trous im-
pairs.

En utilisant la procédure de construction de facettes décrite dans le théoreme 4.6.(b2),
nous obtenons un contre-exemple de cette conjecture. En effet, considérons le graphe

G, représenté par la figure (4.5) et soit 51 = {s1, 52, 53}

Figure 4.5 : G,
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L’inégalité de trou impair > z(e) > 4 définit une facette de ISECSP(G, S1).
EEE]_

En ajoutant un sommet terminal s, sur une des arétes entre les sommets s; et vy et en

appliquant la procédure de construction de facettes décrite dans le théoréme 4.6.(b2),

on obtient I'inégalité Y z(e) > 5 qui définit une facette de ISECSP(G,, S,), ou G,
ecEs

est le graphe représenté par la figure (4.6) et Sy = S7 U {sa4}.

Figure 4.6 : G,

En ajoutant un sommet terminal s5 sur une des arétes entre les sommets s; et v et
en appliquant de nouveau la procédure décrite dans le théoreme 4.6.(b2) sur le graphe
(32, on obtient 'inégalité > z(e) > 6 qui définit une facette de ISECSP(G, S), ou G
est le graphe donné par lae?iZure (4.7) et S =Sy U{ss}.

Figure 4.7 : Contre-exemple de la conjecture de Chopra et Rao

L’inégalité Y- z(e) > 6 définit aussi une facette de D(G, S). Cette contrainte est une
ecE
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inégalité de partition Steiner généralisée. Elle est différente d’une inégalité de partition
Steiner et d’une inégalité de trou impair. Ce qui infirme la conjecture de Chopra et Rao.
Notons que dans cet exemple, la procédure de construction de facettes de ISECSP(G, 5)

a permis aussi de construire une facette de D(G, 5).

Notre deuxieme opération est I'inverse de la précédente. Elle consiste donc a remplacer

une chaine de longeur deux par une seule aréte.

4.3.2 Contraction d’une aréte

Avant de présenter notre deuxieme opération, nous donnons le lemme suivant qui sera

utile par la suite.

Lemme 4.7 Soient G = (V, E) un graphe et S un ensemble de terminauz de G. Sup-

posons qu’il existe un sommet vg € V tel que 6(vo) = {f1, fo}, o¢ fi = (vo,v1) et

fg == (’Uo,’Ug). SO’Lt

ofz = Z a(e)z(e) + a( f1)z(f1) + a(f2)z(f2) > o (4.18)

e€E\{f1,f2}

une contrainte qui définit une facette non triviale de 1ISECSP(G, S).

(a) Stve & S, alors a(f1).a(f2) = 0.

(b) Supposons que vy € S.

(b1) Sivi,vy € S, alors a(f1) = a(fa).
(b2) Sivi € S etvy & S, alors a(f1) > a(fa).

Preuve. Soit F la facette de 1ISECSP(G, S) définie par la contrainte (4.18)

(a) Supposons que a(f1) # 0 # a(fa).

Puisque F est une facette de ISECSP(G, S), il existe un sous-ensemble d’arétes I C E
tel que z¥ € F et |[F N {f1, fo}| = 1. Sinon, pour tout ensemble T C E tel que G(T')
soit Steiner connexe et z7 € F, on a ou bien {fi, fo} C T ou bien {f1, o} NT = 0.

Mais ceci implique que I'inégalité (4.16) est, a une multiplication prés par un scalaire
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positif, I’équation z(f1) — z(f2) = 0. Puisque F est une facette non triviale, ceci con-
tredit le lemme 1.5.

Sans perte de généralité, on peut supposer que f; € F et fo & F. Soit F; = F\ {f1}.
Puisque vy ¢ S, l'ensemble F; induit un sous-graphe Steiner connexe de G. D’ou,

a(fi1) = 0, une contradiction.

(b) Supposons que vo € S.

(b1) Supposons que a(f1) # a(fa).
Sans perte de généralité, on suppose que a(f1) > a(f2). Puisque F est différente d’une

facette triviale, il existe un ensemble d’arétes F' C E ne contenant pas f, tel que

z¥ € F. Comme v € S, il en résulte que f; € F. L’ensemble F' = (F\ {f1}) U {f2}

. . . ! . .
induit un sous-graphe Steiner connexe de G avec a’z? < a, une contradiction.

(b2) Supposons que a(f1) < a(fa).

Puisque F est différente d’une facette triviale, il existe un ensemble d’arétes F' C E
qui ne contient pas f; tel que zf € F. Puisque vy € §, il en résulte que f, € F.
L’ensemble d’arétes F' = (F'\ {f2}) U {f1} induit un sous-graphe Steiner connexe de
T F'
z

G tel que a < @, une contradiction. a

Théoréme 4.8 Soient G = (V,E) un graphe et S C V un ensemble de terminauz de
G. Supposons que E = E* U {f1, f2}, ot f1 = (vo,v1), fo = (vo,v2) et 8(vo) = {f1, fo}
(voir figure 4.8).
Sozt

oTe = > a(e)z(e) + a(f1)z(f1) + a( fo)z(f2) > o, (4.19)

ecE*

une contrainte qui définit une facette de 1ISECSP(G,S). Soit G = (V, E) le graphe tel
que V=V \{vw} et E=E*U{f = (v1,v2)}. Soit S =85\ {wo}.

(a) Si S =S5, alors la contrainte

- ale)z(e) + a(f)z(f) > o, (4.20)

ecE*

définit une facette de 1ISECSP(G, S), ot a(f) = max{a(f1),a(f2)}.
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(b) Supposons que S # S.
(b1) Sivi,vy €S, alors la contrainte

> a(e)z(e) + dz(f) > a— 6, (4.21)

ecE*

définit une facette de 1ISECSP(G,S), ot 6 = a(f1).

(b2) Siv; € S et vy & S, alors la contrainte

> ale)z(e) + a(f2)z(f) > @ — a(f1), (4.22)

ecE*

définit une facette de 1ISECSP(G, S).

Figure 4.8 : Contraction d’une aréte

Preuve. Soit F la facette de 1ISECSP(G, S) définie par la contrainte (4.19).

(a) D’apres le lemme 4.7.(a), on a a( f1).a(f2) = 0. Sans perte de généralité, on suppose
que a(f2) = 0. Et par conséquent a(f) = a(f1).
Dans ce qui suit, nous allons montrer que (4.20) est valide pour ISECSP(G, S). Soit
F C FE un sous-ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G. Soit
F=(F\{fHU{fi,fo}si f€ F,et F = FU{f,} sinon. Comme vy ¢ S, F induit un
sous-graphe Steiner connexe de G. D’ou

> ale)a™(e) +a(£)e"(f) = 3 ale)e () + a( )" (1) + al2)2" (f2) > e,

ecE* ecE*

et par conséquent, la contrainte (4.20) est valide pour ISECSP(G, S).

Soit

F ={z € 1SECSP(G, S) | 3 a(e)x(e) + a(f)z(f) = a}.

ecE*
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Notons que F est une face propre de ISECSP(G, S). Supposons que F ne soit pas une
facette de 1ISECSP(G, S). Alors il existe une facette F; de 1SECSP(G, S) telle que

F C Fi. Supposons que F; soit définie par une contrainte
> d(e)z(e) +a'(fla(f) = o
ecE*

Puisque S = S, d’aprés le théoreme 4.6.(a), la contrainte

Y d(e)x(e) + d'(fz(fr) > o

ecE*

définit une facette F; de 1SECSP(G, S).
Nous allons montrer que F C Fj.

Soit F' un sous-ensemble d’arétes de E tel que zF € F. Donc

> a(e)z"(e) + a(fi)a (f1) = .

ecE*
Soit F* = (F\{f1, o) U{f}si fr € F et F* = '\ {f>} sinon. L’ensemble F* induit
un sous-graphe Steiner connexe de G tel que zf” € F C F;. Donc
> d(e)e” () + o' ()" (fr) = o
ecE*
Et par conséquent, on obtient

3 d(e)ef(e) + ' (f)zf () = o

ecE*
D’ou, zF e F,. Ainsi, on a montré que F C F;.
Puisque F C JFi, il existe un sous-ensemble T C E tel que 27 ¢ F; et 2T ¢ F, i.e

> d(e)z’(e) +a'(f)z" (f) =o' et Y ale)z’(e) +a(fi)z" (f) > e

ecE* ecE*

Soit T = (T\{fHU{f1,fo}si fET et T =TU{fo} sinon. Il est clair que T induit
un sous-graphe Steiner connexe de G et que 2T € Fy et o7 ¢ F. Dot F C Fy. Mais
ceci contredit le fait que F est une facette de 1ISECSP(G, S). Par conséquent, F est
une facette de 1ISECSP(G, S).

(b) Supposons que vy € S.
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(b1) Supposons que vi,v; € S. D’apres le lemme 4.7.(b1), on a a(f1) = a(fz) =
a(f). Considérons un sous-ensemble d’arétes F' de E induisant un sous-graphe Steiner
connexe de G. Soit F' = (F\ {f})U{f1,fo} si f € F, et F' = F U {f2} sinon.
L’ensemble F' induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Dot

3 a(e)z™ (e) + a(f)ef (f1) + a(fo)eT (f2) > @

ecE*

Comme f, € F' et ¥ (f1) = zF(f), on obtient

>_ a(e)z(e) +a(f)z"(f) = a — a(f).

ecE*

Ce qui implique que la contrainte (4.21) est valide pour 1ISECSP(G, S).

Soit F* la face de ISECSP(G, S) définie par (4.21). Supposons que F* ne soit pas une
facette de 1SECSP(G, S). Alors il existe une facette F; de 1SECSP(G, S) telle que
F* C Ff. Supposons que F; soitl définie par la contrainte E* a'(e)z(e)+a'(flz(f) >
a'. D’apres le théoreme 4.6.(b1), la contrainte "<

> d(e)z(e) + d'(fla(fr) + a'(flz(f2) > o +a'(f)

ecE*

définit une facette F de 1SECSP(G, S). Nous allons montrer que F C F.

Soit T un sous-ensemble d’arétes de E tel que z7 € F. Soit T = (T \ {f1, f2}) U {f}
si fi,fa €T et T=TN\{f,f2} sinon. Donc z7(f) ==z (fl) +z (fg) — 1. L’ensemble
T induit un sous-graphe Steiner connexe de G tel que z7 € F* C F;. Donc

> d(e)z"(e) +a'(f)z" (f) = o

ecE*

Puisque zT(f) = mT(fl) + fET(fg) — 1, on obtient

S d(e)z(e) + ()2t (fr) + a'(f)aT(fo) = & + d'(f).

ecE*
D’ou, 27 € F. Ainsi, on a montré que F C F.

Puisque F* C JF7, il existe un sous-ensemble Fy C E tel que zf* € F} et 21 & F*, i.e

> d(e)e™(e) +a/(flz"(f) = o et 3 af e) +a(f1)e" (f) > o — a(f).

eckE* ecE*
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Soit F'y = (F\{f}HU{f1, fo} si f € Fy et F; = FyU{f>} sinon. Il est clair que G(F;)
est un sous-graphe Steiner connexe de G. De plus, 2 € F et o ¢ F. Dou F C F.
Mais ceci contredit le fait que F est une facette de 1SECSP(G, S). Par conséquent,
F* est une facette de 1ISECSP(G, S).

La preuve de (b2) est similaire a celle de (bl). O

4.3.3 Explosion d’un sommet

Soient G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de terminaux de G. Soit W C V
un sous-ensemble de sommets tel que W = Wy UW,, Wi NW, =0, W; NS # 0 et
G[W;] soit 2-aréte connexe, pour ¢ = 1,2. Supposons que [Wi, W] = {g}.

Soit G = (V, E) le graphe obtenu & partir de G en contractant W. Notons par wp le
sommet résultant de cette contraction. Soit S = (S\ W)U {wo} (voir figure 4.9).

Le théoréme suivant montre que toute facette de ISECSP(G, S) donne lieu & une facette

Figure 4.9 : Explosion d’un sommet

de 1SECSP(G, ).

Théoreme 4.9 Soit
Z ale)z(e) > @ (4.23)
ecE
une contrainte qui définit une facette F de 1SECSP(G,S). Soit aTz > « telle que
a(e) sie€ E,
0 sie€ E(W)\ {g},

a—a sie=g,
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A\
oU

a =min{)_ a(e)z”(e) | T C E \ {g} induit un sous — graphe Steiner connexe
ecE
de G — g par rapport a S}.

Alors aTz > o définit une facette de 1SECSP(G, S).

Preuve. Nous montrons d’abord que a’z > « est valide pour 1SECSP(G, S).
Soit F' C E un sous-ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G.

Sig € F, alors F induit aussi un sous-graphe Steiner connexe de G — g. Donc

Y ale)e(e) + (a—aa(g) + X a(e)e"(e) = X ale)e’(e) > a

ecE e€ E(W)\{g} ecE

Sig € F,alors F'\ E(W) induit un sous-graphe Steiner connexe dans G. D’ou

> a+(a—a)=-q

Donc a’z > a est valide pour 1ISECSP(G, S).

Notons par F la face de 1SECSP(G, S) définie par a’z > a.

Supposons qu’il existe une contrainte bYz > B qui définit une facette 7’ de ISECSP(G, S)
telle que F C F'. Puisque le polytope 1SECSP(G, S) est de pleine dimension, pour
montrer que F définit une facette de 1SECSP(G, S) il suffit de montrer qu’il existe
p > 0 tel que b = pa.

Nous allons montrer que b(e) = 0, pour tout e € E(W) \ {g}.

Soit FF C E un ensemble d’arétes qui induit un sous-graphe Steiner connexe de G tel
que zF € F. Soit F; = F U E(W). 1l est clair que G(F}) est Steiner connexe. De plus,
i € F C F'. Soit e une aréte quelconque de E(W)\ {g}. Considérons I’ensemble
d’arétes F' = F \ {e}. Puisque les sous-graphes G[W;] et G[W,] sont 2-aréte con-
nexes, il en résulte que G(F") induit un sous-graphe Steiner connexe de G. De plus,

2 € F C F'. Doy, b(e) = 0.
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Soit

F = {z € 1ISECSP(G, 5) | > d(e)a(e) = 5 b(g)}-

ecE

Ona F C F. En effet, soit T C E tel que 27 € F. Soit T = T U E(W). Alors
T c FCF e

Par conséquent
> b(e)z"(e) = B~ b(g).

D’ou, T e F. Donc, ona F C F. Ce qui implique que F = F (car F est une facette).
Puisque le polytope 1ISECSP(G, S) est de pleine dimension, il existe p € R tel que
b(e) = pa(e) = pa(e),Ve € E, et —b(g) = pa. Nous allons montrer que la facette F’
est différente de la facette définie par z(g) < 1. En effet, supposons le contraire. Dans
ce cas, comme p > 0 et b(e) = 0 pour tout e € E, il en résulte que a(e) = 0 pour tout
e € E, contredisant le fait que F définit une facette de ISECSP(G, S). 1l existe donc
un ensemble d’arétes T' C E \ {g} tel que T € F'. Par conséquent

min{z;b(e)az(e) + b(g)z(g) | z € ISECSP(G, S)} =
min{ ) _ b(e)z(e) | z € ISECSP(G — ¢, 9)} = 6.

eEE

Donc on a

a = min{z a(e)z(e) + Z b(e)z(e) | z € ISECSP(G — g, 5)}

ecE ecE(W)\{g}
1
= —min{) _ b(e)z(e) | z € ISECSP(G — ¢, 5)}
p ecE
_F
p

On en déduit que b(g) = B — pa = pa — pa = p(a — @). D’ou, b = pa. Ce qui termine

la preuve de notre théoreme. a
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4.4 Le polytope 1ISECSP(G, S) dans certaines classes
de graphes

Dans cette section, nous allons étudier le polytope 1ISECSP(G, S) dans deux classes
particulieres de graphes. D’abord, nous considérons les graphes série-paralléles avec
une certaine disposition des sommets terminaux. Ensuite, nous discutons du cas ou G

est un graphe de type ¥. Nous donnons dans les deux cas une caractérisation complete

de 1SECSP(G, ).

4.4.1 Les graphes série-paralleles

Dans [29], Duffin a montré qu’un graphe série-parallele, peut étre obtenu a partir d’un
graphe constitué de deux sommets liés par une aréte, en appliquant d’une maniere

récursive les deux opérations suivantes:

O1: dupliquer une arete,

02: subdiviser une aréte (i.e. remplacer une aréte (u,v) par deux arétes (u,w) et

(w,v), ou w est un nouveau sommet).

Soient G = (V, E) un graphe série-parallele et S C V un ensemble de terminaux. On
dit que S vérifie la propriété P (par rapport & G), si le graphe G peut étre construit
au moyen des opérations OI et O2 de telle maniere que si un sommet terminal est
ajouté par 'opération O2 entre deux sommets v; et vy, alors au moins un de ces deux

sommets est un terminal.

Le lemme suivant sera utile par la suite.

Lemme 4.10 Soient G = (V, E) un graphe et S un ensemble de sommets terminauz de

V. Soient g et f deuz arétes paralléles de E. Supposons que la contrainte Y z(e) > «
ecE
définisse une facette de 1ISECSP(G, S). Alors la contrainte
Z z(e) > a (resp. Z z(e) > a)
e€E\{g} ecE\{f}
définit une facette de ISECSP(G — g, S) (resp. 1SECSP(G — f,S)).
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Preuve. Similaire a celle donnée pour le théoreme 4.8. O

Théoreme 4.11 Si G = (V, E) est un graphe série-paralléle et S C V un ensemble de
terminauz vérifiant la propriété P, alors le polytope 1SECSP(G, S) est caractérisé par

les contraintes triviales et les contraintes de partitions Steiner.

Preuve. La démonstration est par récurrence sur |E|. Le théoréme est vrai pour
tout graphe série-parallele ayant au plus 4 sommets et dont I’ensemble des sommets
terminaux vérifie la propriété P, i.e. un graphe outerplanaire de 4 sommets avec au
moins un sommet terminal. Supposons que le théoreme reste vrai pour tout graphe
ayant au plus m arétes et supposons que G contient exactement m + 1 arétes.

Nous considérons d’abord le cas ou la derniere opération dans la construction de G est
I’ajout d’un sommet vo. On note 8(vo) = {f1, fa} ot f1 = (vo,v1) et fo = (vo,v2). Soit
aTz > a une contrainte définissant une facette F de 1SECSP(G, S). Supposons que
aTz > a soit différente d’une contrainte triviale et d’une contrainte de coupe Steiner.
Nous allons montrer que a’z > « est précisement une contrainte de partition Steiner.
Soit G’ = (V', E') le graphe obtenu a partir de G en supprimant vy et en remplacant
les deux arétes f; et f par une aréte f entre v; et vy. Soit §' = S\ {vg}. On considere

trois cas:

Cas 1. vg ¢ S.

D’apres le théoreme 4.8.(a), 'inégalité

> a(e)a(e) + o(f)e(f) > @ (420
e€E{f}

définit une facette F' de 1SECSP(G',S’), ou a(f) = max{a(f1),a(f2)}. Et par le
lemme 4.7.(a), on a a(f1).a(f2) = 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que
a(f;) = 0 et donc a(f) = a(f1). Comme a¥z > « est différente d’une contrainte triv-
iale et d’une contrainte de coupe Steiner, alors (4.24) ’est aussi. Puisque |E'| < |E|,
d’aprés 'hypothese de récurrence il s’en suit que (4.24) est définie par une contrainte
de partition Steiner. Donc, il existe une partition Steiner {V{,...,V]} de V' et un

nombre positif 3 tels que
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ale) = Veecs(V/,...,V)),
{a(e)O sie g 6(V/,..., V),
a=0B(p—1).

Sans perte de généralité, supposons que vy € V/. Soit {V4,...,V,} la partition Steiner

de V donnée par

Vvl = Vvllu{voh
Vi =V

2

1=2,...,p.
Soit z € F. On a
Z a(e)z(e) + a( fr)z(f1) + a(f2)z(f2) = e
ecE\{f1,f2}
D’ou
B Y. z(e)=pB(p-1)
e€é(V1,...,Vp)

Et donc

Par conséquent, F C {z € ISECSP(G, 5) | > z(e)=p—1}.
e€8(Vi,-,Vp)
D’apres le lemme 4.1, le polytope 1SECSP(G, S) est de pleine dimension, ce qui im-

plique que a’z > « correspond & la contrainte de partition Steiner
Y. z(e)=p-L

Cas 2. vg,vy,vy € S.
D’apres le lemme 4.7.(bl), on a a(f1) = a(f2) = 6. Aussi, par le théoreme 4.8.(b1),

I’inégalité
> ale)z(e)+8z(f) > a—6 (4.25)
e€E\{f}

définit une facette F* de 1ISECSP(G, S").

Comme a¥z > « est différente d’une contrainte triviale et d’une contrainte de coupe
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Steiner, alors (4.25) l’est aussi. Puisque |E'| < |E|, par I’hypothése de récurrence, il
s’en suit que (4.25) est une contrainte de partition Steiner. D’ou, il existe une partition

Steiner {V/,...,V,} de V' et un nombre positif 3 tels que

a(e) = B Vecs(V/,..., V),
{ ): Siegé(vvllr'wv;)’);

Supposons que § > 0 (le cas out § = 0 est similaire). Il s’en suit que f € §(V,...,V}).
Soit {Vi,...,Vpi1} la partition Steiner de V telle que

Vri:V;'I; 7::17"'7p7
Vo1 = {vo}

Soitze€ F. On a

> a(e)a(e) + alf)e(fi) + alfo)e(f2) = o

e€E\{f1,f2}

D’ou
B Y z(e)=B+p(-1)
EE(S(V]_ ..... Vp+1)
Et donc
>, z(e)=p
EE(S(V]_ ..... Vp+1)
Par conséquent, F C {z € ISECSP(G, 5) | > z(e) = p}.

EE(S(V]_ ..... Vp+1)
D’une maniere analogue & celle du cas précédent, on déduit que a¥z > o n’est rien

d’autre que la contrainte 3 z(e) > p.
EE(S(V]_ ..... Vp+1)
Cas 3. vo,v1 € S, v3 € S (le cas vo,v2 € S, v1 € S est similaire).
Par le lemme 4.7.(b2), on a a(f1) > a(f2). Et d’apres le théoreme 4.8.(b2), I’'inégalité

2 ale)ale) + alfo)a(f) > o —alf)

définit une facette ' de ISECSP(F, S").

Comme précédement, d’apres I’hypothese de récurrence, la facette F* est définie par
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une contrainte de partition Steiner. D’ot, il existe une partition Steiner {V/,...,V}

de V' et un nombre positif G tels que

a(e) =4 Vecs(V/,..., V),
{ )=10 sied 8(VY,..., V),

On distingue deux cas:

Cas 3.1. vy € Vet € V) (1 #7 ).
Ceci implique que a(f3) > 0. On peut supposer, sans perte de généralité, que v; € V/
et vy € V. Soit {V1,..., Vp11} la partition Steiner de V telle que

WZX/;'I; 7::17"'7p7
Vo1 = {vo}

Soitze€ F. On a

Z a(e)z(e) + a(fr)z(f1) + a(f2)z(f2) = .

e€E'\{f}

D’ou

B Y z(e)=B+p(-1)

eG&(Vl ..... Vp+1)
Et donc
> z(e)=p
eG&(Vl ..... Vp+1)
Par conséquent, 7 C {z € 1SECSP(G, S) | > z(e) = p} et donc aTz > «a
eG&(Vl ..... Vp+1)

correspond & la contrainte 3 z(e) > p.

Cas 3.2 vy,v, € V.

Puisque f & 6(V{,...,V]), on a a(fa) = 0. Nous allons montrer qu'il existe une
partition {Wy, Wy} de V/ telle que [W1, Ws] = {f}. En effet, supposons le contraire,
et soit C une chaine de G(V}) entre v; et vy qui ne contient pas f.

Puisque F est une facette non triviale, il existe un ensemble d’arétes F' C E tel que
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zf € Fet fi € F. Soit F' = (F\{fi})U(CU{f:}). Comme F’ induit un sous-graphe
Steiner connexe de G, il en résulte que a(f1) = 0, une contradiction.

Donc il existe une partition {Wy, W} de V/ telle que [W1, W,] = {f}. Sans perte de
généralité, on suppose que v; € Wy et vy € W,. Soit {V4,..., Vpi1} la partition Steiner

de V donnée par

I/]. :W17
% :W2U{’Uo},
m+1:VI, ’1/:2,,])

K]

D’une maniére similaire aux cas précédents, on obtient que F = {z € 1SECSP(G, 5) |
e€8(Vi ey Vipr1) wle) =pk

Supposons maintenant que la derniere opération dans la construction de G consiste a
ajouter une aréte parallele g entre deux sommetsde V. Soit }° z(e) > « une contrainte
différente d’une contrainte triviale et d’une contrainte de cegfpe Steiner et qui définit

une facette de 1ISECSP(G, S). D’aprés le lemme 4.10, la contrainte > z(e) > «
e€E\{g}
définit une facette de 1ISECSP(G — g, 5). Cette facette, d’apres I’hypotheése de récur-

rence, est une facette de partition Steiner. En utilisant la méme démarche que dans les

cas précédents, nous pouvons montrer que >, z(e) > «a est une contrainte de partition
. . . EGE/ N
Steiner. Ce qui termine la preuve de notre théoreme. a

4.4.2 Le polytope 1ISECSP(G, S) dans la classe ¥

Considérons la classe des graphes ¥ introduite dans la section 4.2 et définie par les

graphes G,, = (Viu, Ey) tels que

Vin = {1, -+, Um, V1, -+, Um by

En = {(wiyvic1), (ui, vi), (vie1,vi); 2= 1,...,m (mod m)},

ou m > 3 est un entier impair. Soit S,, = {ui,...,un} 'ensemble des terminaux de

Vin. On note e} = (us,v;), €2 = (us,vi_1) et € = (vi_1,v;), pour ¢t = 1,...,m (mod m).
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Dans [17], Chopra et Rao ont montré que pour un graphe G,, de ¥, la contrainte
z(Eny) > 2(m —1) (4.26)

définit une facette de 1SECSP(G,y, Sim). Le théoréme suivant donne une description
complete de ISECSP(G, S) dans la classe 0.

Théoreme 4.12 Si G,, = (Viu, E) est un graphe de type ¥ et S, = {u1,...,um}
Pensemble des terminauz de V,,, alors 1SECSP(G,,, Sm) est caractérisé par les con-

traintes triviales, de partitions Steiner et linégalité (4.26).

Preuve. Soit a”z > o une contrainte valide qui définit une facette F de 1SECSP(Gpm, Sm)
différente d’une facette définie par une contrainte triviale ou par une contrainte de
coupe Steiner. D’apres le lemme 1.5, a(e) > 0, V e € E,,. Dans ce qui suit, nous allons
montrer que a’z > o est une contrainte de trou impair ou une contrainte de partition

Steiner.

Affirmation 1. a(e?) = max{a(e}),a(e?)}, pour s =1,...,m.

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que a(e}) > a(e?).
Puisque é(u;) est une coupe Steiner et F est une facette différente d’une facette définie
par une contrainte de coupe Steiner, il existe un ensemble d’arétes F' C E,, contenant

{el, e?} tel que z¥ € F. Si € € F, alors les ensembles F'\ {e}}, F'\ {€?} et F\ {e3}

27 -1
induisent des sous-graphes Steiner connexes de G,. D'ot, a(e}) = a(€?) = a(e?) = 0.

Supposons maintenant que €} ¢ F. Comme (F \ {e}}) U {e?} induit un sous-graphe

Steiner connexe de G,,, il s’en suit que
a(e?) > a(e}) > a(€?). (4.27)

Puisque F est une facette différente d’une facette définie par une contrainte triviale, il
existe un ensemble d’arétes F' C E,, contenant e} tel que o7 e F.

Si e}, e2 € F', alors en considérant F' & la place de F, on obtient a(e}) = a(e?) =
a(e3) =0. Siel € F'et €2 ¢ F', alors ’ensemble d’arétes F" = (F'\ {e3})U{e?} induit
un sous-graphe Steiner connexe de G,,. D’oti, a(e?) > a(e?), et donc d’apres (4.27), on
2 a(el) = a(?) = o(e?).

Sie? € F' et e} ¢ F', alors ’ensemble d’arétes F"' = (F'\ {e}}) U {e}} induit un
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sous-graphe Steiner connexe de G,,. D’ou, a(e}) > a(e?), et d’aprés (4.27), on a

a(e?) = afe).

Affirmation 2. Si a(e) > 0 pour tout e € E,,, alors F est la facette définie par
I'inégalité (4.26).

Preuve. Soit F' C E,, tel que G(F) soit Steiner connexe et zf € F. Alors F doit

contenir au moins une aréte de chaque triangle B; = (e}, e?,e?), 7 = 1,...,m; notam-

2

1

aréte de trois triangles distincts Bj, By et By, 7,0,t € {1,...,m}; autrement G(F)

ment une aréte parmi e; et e?. De plus, F' ne peut contenir exactement une seule
ne serait pas Steiner connexe. Aussi, il doit exister au moins un triangle B; tel que
|B; N F| = 1. Sinon, F' contiendrait un cycle et ’ensemble d’arétes F' \ {e}, ou e est
une aréte quelconque de ce cycle, induirait un sous-graphe Steiner connexe de G,,, ce
qui impliquerait que a(e) = 0, une contradiction. Maintenant, supposons qu’il existe
un seul triangle By, io € {1,...,m}, tel que |B;, N F| = 1. Donc [{e] ,el } N F| = 1.
On considere le cas ot By, N F = {e] } (le cas ou B, N F = {e} } peut étre traité de
la méme maniére). Notons que dans ce cas |{ej _;,e} ;} N F| < 1. Sinon, 'ensemble

(F\ {ei,_1,el _1}) U{el _;} induirait un sous-graphe Steiner connexe, ce qui impli-

querait que a(ej _,)+ a(el ;) < a(el _,), une contradiction avec ’affirmation 1. Soit
F'=F\{f},on f=¢_ sie , € Fetf=e _,sinon Ilest clair que F’ in-

duit un sous-graphe Steiner connexe. Ceci implique que a(f) = 0, une contradiction.

Comme F ne peut contenir un triangle B; (sinon le graphe G(F' \ {e3}) serait aussi
3

Steiner connexe, ce qui impliquerait que a(e}) = 0, une contradiction), I’ensemble F
contient deux arétes de (m — 2) triangles parmi les triangles B; et exactement une
seule aréte des deux autres triangles. D’ou, |F| = 2(m — 1). Et par conséquent,

F C {z € 1SECSP(Gn, Sm) | z(En) = 2(m — 1)}. Ce qui implique que F est la
facette définie par (4.26).

Soient G(W1),...,G(W,) les composantes connexes de G,, \ {e € E,, | a(e) > 0}.
Alors pour toute aréte e € §(W;), ¢ = 1,...,p, on a a(e) > 0. Si W; N S,, # 0,
pour 1 = 1,...,p, alors {Wy,...,W,} est une partition Steiner de V,, et F = {z €
ISECSP(Gm, Sm) | z(6(W1,...,Wp)) = p — 1}. En effet, soit F C E,, un ensem-
ble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G,, tel que zf € F. Nous

allons montrer que |F' N §(Wy,...,W,)| = p — 1. Supposons que ceci ne soit pas
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vrai. Soit F/ = FU{e € E,, | a(e) = 0}. 1l est clair que z¥" € F. Soit G', le
graphe obtenu a partir de GG, en contractant les ensembles W;, 2 = 1,...,p. Puisque
|F'Né6(Wh,...,W,)| = |FN§Wh,...,W,)| > p—1, il s’en suit que la restriction de F”
dans G!, contient un cycle C. Soit F"" = F'\ {e} ou e est une aréte quelconque de C.
L’ensemble F" induit un sous-graphe Steiner connexe de G,,. Comme a(e) > 0, il en
résulte que o’z < a, une contradiction.

Maintenant, supposons qu’il existe un entier ¢ (1 < ¢ < p) tel que W; N S,, #
0, pourts=1,...,get W;NS,, =0, pourt:=¢q+1,...,p. Sip—q=m, alors les
ensembles W;, 1 = ¢+ 1,...,p, correspondent aux sommets v;, 2 = 1,...,m. Puisque

a(e) > 0 pour toute aréte e € §(W,), 1 =1,...,p,et E,, = U  6(v;), il s’en suit

{z=1,...,m}

que a(e) > 0 pour toute aréte e € E,,. Et donc par 'affirmation 2, a’z > a est une

contrainte de trou impair.
Maintenant, on suppose que 0 < p — g < m.

Affirmation 3. Les sous-graphes G(W,), 1 =1,...,q, sont Steiner 2-aréte connexes.

Preuve. Supposons qu’il existe une partition {W} W2} de W;, pour un certain
1€ {1,...,q}, telle que W' N S,, # 0 # W2 N S et [W}E,W2] = {g}. Notons que
a(g) = 0. Puisque a’z > « est différente d’une contrainte triviale, il existe un ensemble
d’arétes F' C E,, ne contenant pas g tel que zf € F. Comme I’ensemble F induit un
sous-graphe Steiner connexe de G,,, il doit exister une chaine C = (eq,...,e), t > 2,
de F telle que e; € §(W}) et e; € §(W2). Remarquons que a(e;) > 0 et a(e;) > 0. Soit
F'=(F\{ei})U{e € E,, | a(e) = 0}. L’ensemble F’ induit un sous-graphe Steiner

FI

connexe de G, et a¥z" < a, une contradiction.

Affirmation 4. |W;|=1pourj=q¢+1,...,p.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du fait que a(e}) = max{a(e}),a(e?)}.
En effet, supposons que |W;| > 2 pour un certain 7 € {¢ + 1,...,p}. Comme
W; N Sm = 0 et G(W;) est connexe, il en résulte que W; contient {v;,v;_1} pour

un certain z € {1,...,m}. Ce qui implique que a(e3) = 0. Puisque u; ¢ W;, on en dé-
3

;) = max{a(e;), a(€f)}

duit que a(e}) > 0. Ceci est en contradiction avec le fait que a(e
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A partir de la partition 7 = {W7y,..., W,}, nous allons construire une partition Steiner
' ={Vi,...,Vu}, p' < gq, de V,, et nous allons montrer que
F C {z € ISECSP(Gm, Sm) | > z(e)=p' —1}
e€8(Vi,..., V)
Soient W; et W, deux sous-ensembles de la partition 7 tels que 2,7 € {¢+1,...,p} et
t < j. D’aprés laffirmation 4, on a W; = {v;,} et W; = {v;,} avec 20,70 € {1,...,m}.
D’apres la structure du graphe, on peut supposer, sans perte de généralité, que 2o < Jo.
On note par v,, r; € {1,...,m}, le sommet Steiner tel que W, = {v,.}, pour tout
i€ {q+1,...,p}. Puisque a(e) > 0 pour tout e € §(vr,), on a a(e;,) > 0, a(e.) > 0,

%

a(e? ) > 0et a(el ) > 0 (voir figure 4.10).

r ur +1 r+2

Figure 4.10 :

Afin de mettre le sommet v,; dans un ensemble de sommets intersectant Sy,, nous dis-

tinguons les quatre cas suivants.

Cas 1. a(e;.,) = 0.
Dans ce cas, il existe t € {1, ..., q} tel que {ur,41,vr,41} C W;. D’apres affirmation 3,
il s’en suit que W;NS,, = {ur,41}. Donc a(efi”) > 0 et par I’affirmation 1, a(e;’fi_l_z) > 0.

Et ainsi, on a Wy = {41, Vr,41}-

Cas 2. a(e;. ;) > 0 et a(e. ;) > 0 (et par I'affirmation 1, a(el.,,) > 0).
Dans ce cas, il existe t € {1,...,q} tel que W; = {u,, 11} et s € {g+1,...,p} tel que
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W, = {'Un'-l-l}'

Cas 3. a(e}. ;) > 0, a(e?.,,) =0 et a(el.,,) > 0 (et par 'affirmation 1, a(e;,,,) > 0).
Dans ce cas, il existe t,7 € {1,...,q} tels que W; = {ur 41} et W; = {vr,41,%r, 42}
Nous allons montrer que a(e; ) > a(e?, ;).

Puisque a’z > a est différente d’une contrainte triviale, il existe alors un ensemble
d’aréetes F' C E,, ne contenant pas e$i+2 tel que z¥ € F. On peut choisir F' tel que
|F N {el

Puisque €2, ¢ F,on a e, ., € F. D'on, el , ¢ F, car sinon, '’ensemble d’arétes

r. €2 }| soit maximum.

Fy = (F\ e},,)U{e .} induirait un sous-graphe Steiner connexe de G, tel que

aTz™ < a, une contradiction.

Comme €}, ¢ F,on a e’ , € F. En effet, si e, ¢ F, alors e, ,,el., € F,

autrement, le graphe induit par F' ne serait pas Steiner connexe. Soit Fy = (F\

{e;.41,€2..1})U{€el 1} L'ensemble F, induit un sous-graphe Steiner connexe. Comme
a(e n-l—l) +af(e n-l—l) > a(ef -|—1) on a a’zf® < a, une contradition. Donc ef +1 € F et par

conséquent F'N{e; ,1,e2 1} =0, sinon, ensemble F3 = F'\ {e}.,, €., } induirait un

sous-graphe Steiner connexe de G,, tel que a’z™ < «, une contradiction.

1 2

Nous allons montrer que e;.,e. € F. Si ceci n'est pas le cas, alors e} € F et

= (F\{e})U{el, e} induit un sous-graphe Steiner connexe de G,, avec aTzf" <

!
aTz¥ = a. Donc aTzf =

= a. Mais ceci contredit le fait que [F N {e;,, €2 }| est maxi-
mum.

Soit F" = (F\{eZ 1, €. })U{er 11,€.,,}. L'ensemble F” induit un sous-graphe Steiner
connexe de G,,. Et donc, a(e”_l_l) + a(e”_l_z) = a(e”_l_l) > a(e”_l_l) + a(el ) > a(€?, _|_1).

Ainsi, on a montré que a(e; ;) > a(e?. ;).

Par conséquent, si T' est un sous-ensemble d’arétes qui induit un sous-graphe Steiner
connexe de G,, tel que 7 € F, alors T contient au plus une seule aréte parmi ’ensemble
{e;.41,€2..1}. En effet, si ceci n’est pas le cas, alors 'ensemble T = (T'\ {e}.,,}) U
{€Z.,1} induit un sous-graphe Steiner connexe, et comme a(e;. ;) > a(e? ), on a
aTzT' < o, une contradiction.

Cas 4. a(e}, ;) > 0, a(e?.,,) = 0 et a(el.,,) = 0 (et par 'affirmation 1, a(e;,,,) = 0).
Dans ce cas, il existe t,7 € {1,...,q} tels que Wi = {ur,41} et {vr;41, Urit2,Vr42} C Wi
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Nous allons montrer que a(e;, 1) > a(e? ).

Puisque a”z > o est différente d’une contrainte triviale, il existe un ensemble d’arétes

F C E, ne contenant pas e}, tel que a2 = a. On peut choisir F tel que

|FF'N{el,e?}| soit maximum.

R

Siel,, & F,alorsel e € F, sinon, el € Fet F' = (F\ {e})U{e}, e} induirait

Ti? T (R ]
! . . .
F' ¢ F, une contradiction avec le fait

que |F N {e;,, e }| soit maximum. Soit Fy = (F \ {e;,, e _1}) U{er 1,€ . ,}. Comme

LR 1

un sous-graphe Steiner connexe de G, tel que z

Fy induit un sous-graphe Steiner connexe de G, on a a(e; ) +a(el.,,) = a(e) 1) >

a(€$i+1) —I_ a’(e}"i) > a(€$i+1).

Supposons, maintenant que e, € F. Alors, 'ensemble F = (F \ {e2. ., }) U {el. 1}
induit un sous-graphe Steiner connexe de Gn,. D'ou, a(e} ;) > a(el ;). Et d’apres

Paffirmation 1, on a a(e; ;) > a(eZ. ;).

Maintenant, nous donnons un algorithme permettant de construire la partition Steiner

7' a partir de la partition .

Etape 1.Poser [ «— 0, N «— QD et J «— 0
Etape 2. Tant que N # {Vrg41s- - - Vr, t Faire
1 «— min{q+1,...,p | v, &€ N};
[ —1+1,;
Si a(e}, ;) =0 Alors /* Cas 1 */
Vi e— Wi U {v, };
J — JU{t}
N «—— N U {v};
Sinon
Si a(e?,,) > 0 Alors /* Cas 2 */
Vi e— {r;, Vrit1, Uri41 5
J — JU{t}
N «—— N U {vr;,vr;41};
Sinon
Si a(ed.,) > 0 Alors /* Cas 3 */

Vi — {'Un': un'-l-l};
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J — Ju{t}
N «— N U {v};
Sinon
Si a(e;, ) > a(e?,,) Alors /* Cas 4 */
Vi — {vr, unia b5
J — Ju{t}
N «— N U {v};
Sinon
Vi e— W; U{vr;, Urga };
Je— JU{t,j}
N «— N U {v};
Fin Si;
Fin Si;
Fin Si;
Fin Si;
Fin Tant que
Etape 3. Sans perte de généralité, on peut supposer que J ={1,...,|J|}
Pour =1 a g— | J| Faire

Vi I/V|J|-|-1;

La partition {V4,...,Vp}, ou p' = {4 ¢ — |J|, est une partition Steiner de V},. D’apres
la discussion détaillée dans les cas 1, 2, 3 et 4, cette partition est construite de telle
maniere que si F' est un ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe
de G, tel que zf € F, alors G(F N E(V;)) est Steiner connexe, pour j = 1,...,p, et
IFN[Viu, Vil <1, Vgted{l,...,p'} (j #¢). Dou, |[FNé&WV,..., V) =p —1. Et
par conséquent, F C {z € 1SECSP(Gm,Sm) | z(6(V1,...,Vy)) = p' —1}. Donc, la

contrainte a’z > «a correspond & la contrainte > z(e) > p' — 1. Ce qui termine

EE(S(V]_ ..... Vp’)

la preuve du théoreme. a

Les résultats précédents et 1’étude qu’on a faite, nous suggerent la conjecture suivante.

Conjecture 4.1 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle et S C V un ensemble

de termainauz de V. Si G n’est pas contractible a un graphe de U, alors le polytope
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1SECSP(G, S) est donné par les contraintes triviales et les contraintes de partitions

Steiner. O

4.5 Le dominant du polytope des arbres Steiner

Plusieurs problémes d’optimisation combinatoire consistent (ou peuvent se ramener) a
minimiser une fonction wz sur un certain polyedre. Si w > 0, minimiser wz sur un
polyedre P est équivalent a minimiser wz sur le dominant de P. Ceci est la motivation
principale d’étudier le dominant d’un polyedre donné.

Le théoreme suivant établit une relation entre le dominant du polytope des arbres

Steiner D(G, S) et le polytope 1SECSP(G, S).

Théoreme 4.13 Soient G = (V, E) un graphe et S C V ’ensemble des sommets ter-
minauz de V. Si le polytope 1SECSP(G, S) est donné par les contraintes triviales et
les contraintes de partitions Steiner généralisées, alors le dominant D(G,S) du poly-
tope STP(G,S) est donné par les contraintes de non-négativité et les contraintes de

partitions Steiner généralisées.

Preuve. Soit P(G) le polyedre donné par les contraintes de non-négativité et les con-

traintes de partitions Steiner généralisées, et soit z un point extréme de P(G).

Affirmation 1. z(e) < 1,Ve€ E.

Preuve. Supposons qu’il existe e € E tel que z(e) > 1. L’aréte e doit appartenir
a une partition Steiner généralisée 6(Wi,...,W,) serrée pour z. Puisque z(e) > 1,
il s’en suit que p > 3. Sans perte de généralité, on suppose que e € [Wy, W,]. Soit

{Wi,...,W,_,} la partition définie comme suit

W{:W1UW2,
W!'=Wi, i=2,...,p—1.

Soit G, (resp. G.) le graphe obtenu a partir de G en contractant les ensembles
Wi,...,Wp (resp. Wi,..., W] ;). Le sommet w; (resp. w;) résultant de la contraction

de W; (resp. W') est un sommet terminal de G, (resp. G ) si et seulement si W;NS #£ ()
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(resp. W/ NS # 0). Soit d (resp. d') la cardinalité maximum d’un ensemble U (resp.
U’) de sommets Steiner de G, (resp. G ) tel que le graphe G, \ U (resp. G \ U’) soit

Steiner connexe. Il est clair que d' < d. On a

c(6(W/,...,W!_ ) = z(§(Wi,...,Wp)) — z([W1, W2])
p—d—1—z([W,W,])
p—d—1—z(e)

(p—1)—d-1.

IA

A

Comme d' < d, on obtient

o(§(W!,... W' )< (p—1)—d — 1.

p

Puisque z € P(G), ceci est une contradiction.

Donc z(e) < 1, V e € E, et par conséquent, z est également un point extréme de
ISECSP(G, S). Ce qui implique que z est entier.

Soit G le graphe induit par les arétes e € E telles que z(e) = 1. Le graphe G, est acy-
clique. En effet, supposons que G, contient un cycle C = {(v1,v2), (v2,v3), ..., (ve,v1)}-
Notons par f; 'aréte (v;,v;41), pour ¢ = 1,...,¢ (mod t). Comme z(f;) appartient a
au moins une contrainte de P(G) serrée pour z, il doit exister une partition Steiner
généralisée, {W1,...,W,}, telle que f; € 6(Wq,...,W,) et > z(e)=p—d—1.
Supposons que W; N C # 0, pour i = 1,...,p* (2 < p* < p). Soit {Wy,..., Wy . ,}
la partition Steiner définie par

wr= U W,

1=1,...,p*

W)'.(:Wp*-l—j—l;j:27"'7p_p*+1'

7

On définit d* de la méme maniére que d et d’. On a
$(5(W1*7 SRR W;—p*-l—l)) = m(é(Wh R WP)) - $(5(W17 BRI WP*))

< (p—-d-1)-p°
< (p—p"+1)—-d-1

Comme d* < d, on obtient

e(6(We,..., Wy o)) <(p—P*+1)—d" — L
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Ceci contredit le fait que z € P(G). Ce qui termine la preuve du théoréme. a

Comme conséquence de ce théoreme, on obtient les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.14 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle et S C V un ensemble
de terminauz vérifiant la proprité P (par rapport ¢ G). Alors D(G,S) est donné par

les contraintes de non-négativité et les contraintes de partitions Steiner. O

Corollaire 4.15 Soient G, = (Vin, Exn) un graphe de type U et S,, l’ensemble des
sommets terminauz de V,,. Alors D(Gm,Sm) est caractérisé par les contraintes de

non-négativité, les contraintes de partitions Steiner et les contraintes de trou impair.

O
Nous donnons aussi la conjecture suivante.
Conjecture 4.2 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle et S C V un ensemble

de terminauz de V. Si G n'est pas contractible ¢ un graphe de ¥, alors D(G,S) est

donné par les contraintes triviales et les contraintes de partitions Steiner. O
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Conclusion

Dans cette these, nous avons considéré une approche polyédrale pour certains prob-
lemes de connexité dans les graphes.

Nous avons introduit des nouvelles classes d’inégalités valides pour le polytope des sous-
graphes k-aréte connexes kECSP(G) et nous avons donné des conditions nécessaires et
des conditions suffisantes pour que ces inégalités définissent des facettes de ce polytope.
Le probléme de séparation des contraintes de SP-partitions dans un graphe quelconque
et les contraintes de roue-paires reste ouvert. Il serait donc intéressant de trouver
un algoritme ou une heuristique efficace pour séparer ces contraintes et d’utiliser ces
contraintes dans un algorithme de coupes pour résoudre le probleme kECSP pour des

instances réelles.

Nous avons donné une caractérisation linéaire complete du polytope kECSP(G) dans
les graphes série-paralleles, ainsi que dans une autre classe de graphes généralisant la
classe de Halin. Nous avons également donné une description complete du polytope des
sous-graphes Steiner k-aréte connexes kSECSP(G, S) dans les graphes série-paralléles
quand k est pair. Il serait toujours intéressant de donner une caractérisation complete
de ces deux polytopes dans d’autres classes de graphes. Nous pensons par exemple aux

graphes bipartis (k + 1)-aréte connexes minimaux.

Nous nous sommes intéressés aux graphes dits parfaitement k-aréte connexes, c’est-
a-dire les graphes pour lesquels le polytope kECSP(G) est donné par les contraintes
triviales et les contraintes de coupes. Nous avons étudié la structure des points ex-
trémes du polytope donné par les contraintes triviales et les contraintes de coupes.
Des nouvelles classes de graphes parfaitement k-aréte connexes ont été introduites. Le

probleme KECSP est polynomial dans les graphes parfaitement k-aréte connexes. Une
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question importante est donc de caractériser ces graphes.

Vu la relation étroite entre le probleme du sous-graphe Steiner connexe et le probleme
de I’arbre Steiner, une attention particuliere & été accordée au polytope 1ISECSP(G, S).
Nous avons introduit une nouvelle classe d’inégalités valides pour ce polytope. Ces iné-
galités sont en méme temps valides pour le polytope des arbres Steiner. Des procédures
de construction de facettes de ISECSP(G, S) ont été introduites. Nous avons donné une
caractérisation compléte du polytope 1SECSP(G, S) dans les graphes série-paralléles
dont les sommets terminaux ont une certaine disposition. Nous avons établi une rela-
tion entre le polytope 1SECSP(G, S) et le dominant de l’arbre Steiner. Ce qui nous
a permis de donner une description complete de ce dernier dans certaines classes de
graphes. A la suite de cette étude, deux questions restent ouvertes et méritent d’etre
étudiées. La premiere consiste a trouver une heuristique pour séparer les contraintes
de partitions Steiner généraliées. La deuxiéme est la carctérisation des graphes pour
lequels le polytope 1SECSP(G, S) est donné par les contraintes triviales et les con-
traintes de partitions Steiner et par conséquent, le dominant de 1’arbre Steiner dans
ces graphes est donné par les contraintes de non-négativité et les contraintes de parti-

tions Steiner généralisées.
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