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������� � ����� �������'��) � � ���&�'� �������'� �')���� ����� � (*��)��') � � ( � ����) �

� ������� �  	�<7 �87 ��� / �=7 - ���@��Â� � �¢� G = (V,E) �5> V ������ � �������¿ � ������� 3 �8020 �=-13��@�
E� � ���!�
��¿ � �������@� ����=- �F32�©��� e ���� � ��� � 	 /@�
� 	����� � ���#��� � ×�� � ¿�¿��@�
� u �2� v ��� � � 	� u �@� v �
��	 � ����+��� �������P����� �
	?- � �=02/1- �F3���� e � �2�#� �*� �K��£@	
��	 � ��� e = uv �*� e = {u, v}

� ���
u
���� � ���5�9×��
	
�@¿��¤�¢����

e ��� � � 	
� u ) 	
�@� � � e -Í�@��¶����� /17 D=/ � �=7 -*� e ) 	��� � � u -9���Í��¿ /@¿�� � ��� � × � � ¿�¿��@�
� u �@� v� � 	¿ � ��� � ��� � 	0/@�
��� � ���Ä�����
� ����� �JD��=7 - 32�
� � ����� �  	� ��� / �=7 - �����%�¶� � �¢� D = (V,A) �?> V ���%�¶� �Ê�@���
�@¿ � �����!� 3 �8020 �=-13��@�

A
� � ���pÑ�
�@¿ � �������@� ��� DF32���p�

a
�@�� � � � 	
£ � ��� � ��� � � � � ¿�¿��@� u �+� � � ¿�¿��2� v ��� � � 	
� u �@� v �
��	 � ����+��� ��������	��� � ��£2�¢�¤Ã*��¿������Ä��� 3 �8020 �=- ��� / �5/17 �D�@�´��� 3 �8020 �=- � �F3=-,/17 �5-6/ �87g���

a � �@�´� �*� �´��£@	
�¤Ñ	 � ��� a = (u, v)
�

� � ��� G = (V,E) � �s *	 �+�!Ì �0� � � � 	�������
�+����� F ⊆ E
���� � � � �*� �%Ñ �������¿ � ���0��� � 	0/2�¢�@� �� � � 	
� V (F )

	� � 	���
�@���¢�R� � �������¿ � ���^���@�M�2×p�¢	��¿����¢�@�M����� � 	 /@�
���M��� F �#��� W ⊆ V
���%� � �� �+� �%Ñ �������¿ � ��������� � ¿�¿��@�
� � � � � 	
� E(W )

����� � �¢��� � �������¿ � ���¶�!��� � 	0/2�¢��� � Ç � ������� � 	�´��� � ×�2×p�
	
��¿����
���´� � �!� W �
� � ��� W ⊆ V � H = (W,E(W ))

�@��¶�����D� �*� �%Ñ  *	 � ��Ì �f��� G /17 �5HJ/1- �(� 	 W �2���
��	 � � � �¢��(� 	 G(W )
�



� � � � ������� ��� � ������������ ����	� �	� �	��� � � �	��
�� � �

� � ������� u �2� v ��� � ×�� � ¿�¿��2�¢�f��� V ��� ��� D  ���17 �1) 	
�@� � ��HJ7 D  	�=02/17 -
P
�����
	
�

u
�@�
v) 	��� � � � ��� � �����!� u � v -´�@�� � ���¶�
��¾ � �@��£�� � ���
��	
�!�������¶� � ¿�¿��2�¢�´�@�Ä��� � 	0/2�¢��� ) 	��� � � ��� � 	£�� -

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , vk−1, ek, vk)
) 	
�@� � � (v0, a1, v1, a2, v2, . . . , vk−1, ak, vk)

- �?> v0 = u �
vk = v � ei = vi−1vi

) 	
��� � � ai = (vi−1, vi)
- ���*� 	 i = 1, . . . , k

�2�
v0, . . . , vk

� � ���0������ � ¿�¿��@�¢�´������
����£2�¢�´��� V � � �Ê�������ÒÇ ���(� � ����£ � � � � �
� � � ��� �
�� � ��� �(� � � � � �Ä��  � ����¿������ � � �
��	
P �(� 	´� � ���¾ � �@��£��Â� � � 	 /@�
��� (e1, . . . , ep)

) 	
�@� � � � � ���¾ � ���!£��Â��� � 	£�� (a1, . . . , ap)
- �+� � � ��2Ñ¾ � ����£@������� � ¿�¿��@�
� (v1, . . . , vp+1)

���Í� � ×0£ Ì(� 6 ���@�5�����¢	� u �@� v � � ���������
��� ����=- �=@ �5/43 � �8/17 - �F3) 	��� � �.3 �8020 �=-6@ �5/43 � �8/17 - �F3 -��@�Ê��� ��� �2×�����¢� �(� �5��� � 	 /@�¢� ) 	
�@� � ������� � ¿�¿��@�m����� ��	�����5�!� u �@� v -�+���(� 	 � ���
� � �©�´� � ���´���@� �!� � ×z£ Ì��$6 ���@���
� �V *	 �+�!Ì � G �@�� D��87 7 �
	 �O�
� �K���*� 	�� �*� �¢� �(� ��	�^���^� � ¿�¿��2�¢� u � v ��� V � ���Æ�2×����%�¢� � �¿ � ����� � ���D£ Ì(�$6 �!���@���¢	
� u �2� v �
� � ��� ; � �D��� � �} +	 �+��Ì � G = (V,E)

���%� � �X� �*� �%Ñ  *	 � ��Ì �D£ � �!���2×����@� � � �!� £2Çp£���� �
���
F ⊂ E �7� �s� � �¢��	 �g�(� 	 G\F ���^ *	 �+��Ì � �*� �¢��� � � �(� 	%�¢��	���� G �@��� ����� 	��¿ � ���M���@�� 	0/2�¢�@� �!� F ����� F �@�� 	
�@� � �¤��� � ���D�
� � ��� � 	0/2�¢� e � � �+� �´��£�	��	 � ��� G\e �+� ����� � ��� G\{e} �

W V \W

δ(W )

�Æ®��	���*� * 
^� ���D£ �*��� � δ(W )

� � ��� W ⊆ V � W 6= ∅ �P� �s� �*� �%ÑÔ�@���
�@¿ � ���R�!�0� � ¿�¿��2�¢�M��� V � �#�Ê�@���
�@¿ � ���R�!��� � 	0/2�¢�@�� Ç � ��� � �!���2×p�¢	��¿����¢�Ä� � ��� W �2��� � �+� �
	
�Ä� � ��� V \W ���%� �+��� ����� D��8H �	�Í�@�5� � �¢� δ(W )
) Ã � ��	

�(  � 	�¶�+�,* -9�p��� � � � � ��� W = V \W � � �*� � � Ã � ��� δ(W ) = δ(W )
�����

W
����m	
�@� � ��� � � �O�� � �� � ¿�¿��@� v � � �*� � �@£�	��	 � ��� δ(v) �+� ����� � ��� δ({v}) �

�7� � �©��� � �����@� W �@�
W ′ ��� � ×D� �*� �%Ñ �������¿ � ����������� Å � �����¢����� V ��� � � 	
� δG(W,W ′)

	
� � 	
�@�
�����
�� � �������¿ � �������@� � 	 /@�
��� ��� G ¾ � � � ��� � ���D�2×p�¢	��¿����¢�D� � ��� W �@� � � �+� �
	
��� � ��� W ′ � � � 	
�
¾ � �
W
�2�
W ′ � � ���Ä	��� � ���¢��� � �R�
� � ��� � ¿�¿��2� ��� �X� � �¢�@	 � [u, u′]

�M� �M� � � £������ δG({u}, {u′})
�

���
V1, . . . , Vp

� (p ≥ 2)
���%� � ��� �(� 	%�¢���
� � ����� V ��� � � 	
� δ(V1, . . . , Vp)

	
� � 	
��������¢�Ä� � �������¿ � �������� � 	0/@�
��� � Ç � �©����� � 	�7�2×p�
	
��¿����
���7� � ���#���@�#�����@¿��@���¢�7��� � �@	
�@�©�
�#���5� �Í�(� 	%�¢���
� � � )�/�� � e = uv�¢�@�����@��¾ � � u ∈ Vi � v ∈ Vj �2� i 6= j
-2�
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�
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��  �� !#� � � ) � �*����� �') ( � ��) ���(�

� � ��� £��@��¢�Ä�
��£2�¢� � � � � �*� �Æ�����
£ � � � �!�Æ��� � � � �
��� � 	� � 	 �*� � Î ¿���� � Ç � ���Æ�¢	 � �����D� � £ � �!£�� � �¢� � �����	
�@�
� �+� × � �+� �����@��� �*� � � 	
�������� � ���P� �*� ����� �+��� 	
� � � � 	 �*� � Î ¿��7 *�@����	 � ������£ � ��£�� � �¢� � �¶���
� �� � � � ¿ � �����#�!�����¢������£ � ¿�¿ � ����£ � �¢� � �����2�P� �*� �³�@� � ��� � �!� � �!� � � 	¿ � � � �¢� � ��¿ � � Ì �@¿ � �
��¾ � �#���£�� � 	 �*� � Î ¿�� �©�Í�Í� � ¿ � 	� � ����ÆÃ � 	� � ���
��� ���Ä£@�Í¿ � � Î ��� � �©�Æ�@�
� �
	 � �¤�¢�@��� � � ��� � � ���¤�
�¢�@	 � � � 	
� � � 	 � � � � �¤�¢� � � �*� � �@� � ��� � ��������� ��	�����¢��¿ � � Î ���@�#����£ �*� � � �©� ���´£@� � 	 �*� � Î ¿��� *���!��	 � �(� � �¤Ã � �©����R�ÔÇ � �g�!�}£ � �©�
	 � �����¢���O����� �+� �����¤�¢�0��¿ ��� �
�@���@� + �*� �^£@��� � 	 �*� � Î ¿������
�g� � ��� � Ã*��	���^�
	 Î ���� � �@	
�����
�Æ�2�Æ�!��£��@�
���� � �©� � ���´�@� � ��� �(� 	%�¢��£ � ��� Î 	�+�� � 	
¿��(£��@� � 	 �*� � Î ¿���� ��� ��£ � ¿ � �¢�´����£ � 	
����D� � ¿ � 	
� � × � 	 �*� � Î ¿��@� �*� Ã+��	�
���

��� / ������� 	 ! ��� ��� ��� � ! � � 
 �2����� ��! � ��
 �7!2� 
�����
 ��! ����1!2����3 �6� � ��!��

� � ��� G = (V,E) � �f *	 � ��Ì � �(��� � � � � � 	���@�©�
� �*�5> V 	� � 	��������¢�Ä�����K��
 � ���&) �*� £@�����¢	��� ���£ � ¿�¿ � ����£ � �¢� � � -P�2� E ����� ��� � ��� � ��� ��� �
�� � �����������
	
�Í£@���5��
 � ����� ���Ä *	 �+��Ì � G � � � �Æ£ � ���
������	���@� � 	0/2�¢�@� �(� 	 � ��� Î ���@� � ¿ � ��� �(� �5�!� ���*� £����+�!$ Ì(� ¾ � � � 	 /@�
� e ∈ E ���%��¿ � �!���Í� � � �0£ ��� � c(e)	
� � 	
�@�
�@�©� � ���Í����£ ��� �´���Ê������ � ��� � �¢� � �O�!��� � ��� � ��� � �^����	
�@£@�¢� � ����£ ��� � � � � � � ��� � �R� �*� �oÑÔ *	 �+��Ì �
H = (U, F )

���
G
����

c(F ) =
∑

e∈F c(e)
�

È £ Ì(� ¾ � �5� � ¿�¿��2� v ∈ V �@�� � �
� � £���� � �Â�����¢����	 � � ����
� � r(v) � �+��� �������ÔÇ � �Æ���5£ � �����9×!�¤�¢�Æ���
v � ¾ � � 	
� � 	
��������¢�����Í� � ¿ � 	
�Í¿�������¿ � ¿>��� � 	0/2�¢���m¾ � ��� � �¤Ã*�����������@	 v �+� 	
���%�¢��� � 	���� �+� � ���Ã*�@£@�
� � 	 r = (r(v) ! v ∈ V )

���%� �+�!� �@��� ���FD=- �=H � - ���	�F3 � ��D��87 7 �
	?/1- � � �� � £���� �+� ×�� � ¿�¿��2�¢� �*�
���FD=- �=H � - ���	�F3 � � 3 �8020 �=-132�����5£ � ��£@� � �#�!�&- ���	� � ��D��87 7 �
	?/1- � � �@�
�5�����
	 � � � ��� �(� 	#ÖD	��+�¢�£ Ì ����@�ÍË � ��¿ � � )�� � �
� �^� �+� �%Ñ  *	 �+�!Ì � H = (U, F )

���
G
Ã+��	
� �(�������
D��87 �5/1-6/ �87*3 � � � � ;�/ 
I/1- ���=7 ����=- �F33) 	��� � � �=73 �8020 �=-13 - � �
� ���*� 	5� �+� �¢� �(� ��	
�����D��
 � �!� u, v ∈ V � �����9×!����
� � � ¿ � �����

r(u, v) = min {r(u), r(v)}

£ Ì(�$6 ����� � 	 /@�¢�9ÑÔ����� Å � �����¢����) 	
�@� � � � � ¿�¿��@�Ñ �����°Å � �����
��� -������¢	� u �2� v � ���@�P£ � �����¤�¢� � ������� � �+� �����¤�¢���� � 	0/@�
���3) 	
�@� � � ���_� � ¿�¿��@�
� -��
��	 � ��� �+� ��
� � ��� �@���@���<D��87 �5/1-6/ �87*3 �CB ����=- �=@ D��87 7 �
	?/1- � ) 	
�@� � �D��87 �5/1-6/ �87*3�� �&3 �8020 �=-6@ D��87 7 �
	?/1- � -2��$m��� £ � ���!���¢� � ��� � �
� � 	
�����Ä� � ��£ �*� ���@¿��@���´� � �
	 � ��£������¢	�
u
�2�
v
��� ����Ç ���+��� � � � r(u, v)−1

��� � ��� � ��� �*� ��
 � ����� � ¿ �(� ��� ��� ��� ����� � � ��� ���@�Æ£ Ì �@¿�����������
	
�
u
�@�
v
�



��� � � ������� ��� � ������������ ����	� �	� �	��� � � �	��
�� � �

� � ������� � �z *	 �+��Ì � G = (V,E) ��� �zÃ+��£2�¢� � 	 �ÔÇ � ���!��� � ¿�¿��2�¢� r = (r(v) ! v ∈ V )
�@� � ���

� � ��£2�¢� � ��£ ��� � c : E → IR
��� �*� ��� ������� � � ��� � � � ��� � �@	�
�#���� *�����@	 � �����
� � ¾ � � ���+�2×����%�¢� �+� ¿ � �������� � ×�� � ¿�¿��2�¢� � Ç � �©� � ������ *	�´���Ä£ � �����9×����¢� k ���?> k = max {r(v) ! v ∈ V } � ��� � ���5; 
4A=0 �

� �=7 � ����
 � � D��87 D�� �.-,/ �87 � ��� �F3 ���5H 	 � �����¢	 � � � ��� �(� 	 � �����
��	��Ê�+'�� £ � ������%�¢� �X���2�¢��	¿�������	 � �� �*� �%ÑÔ +	 �+��Ì ����� G �!��£ ��� �5¿�������¿ � ¿>Ã*��	��� � �©�´�����5£ � �����¤�¢� � ���5��� � 	 /@�¢�9ÑÔ£ � �����9×!�¤�¢� ) 	
��� � ������ � ¿�¿��@�Ñ £ � �!���2×����
� -�) Ã � ��	 �+� �
�� �+*A)�� -2� $m� � 	 �*� � Î ¿����
�@	 � � � �¢��� � ����� � � � ���¢� �(� 	 k � $��D�) 	��� � � k ��$����*-2�
�#�f�@� �+� �����
� � ��� � ����	��� � �¢� � �������
	
�´���@�7£ Ì(�$6 �����#�2�������K£ �*��� ��� � ���Æ� Ì � � 	 Î ¿��5�!� ËX���� +��	 �Ê)*� �� � �¤Ã � ��� � �@	
¿��@� ���D� � ���!��	 � ��� � � 	¿ � � � �¢� � �^¿ � � Ì �@¿ � �
��¾ � � ���*� 	���� � 	 �+� � Î ¿�� k � $��D���

� 9 � ��� � � ! � ��� 	��57*3 H�7 ����� �  	�
G
�C/ 
 7 B �
	?/43=- � � �83 � � D��8H �	� � �&D������5/17 ��
I/1- � /17�$ � � / �=H � � �8H

������
����
k−1

3 � � �����57 - � �=H 	 3 �8020 �=- 3 � �87 7 �F3
u

�=-
v
� 3=/ �=-C3 �=H 
��=0 �=7 -C3 B / 
 �
	?/43=- � �5HG0 �8/17*3

k
D  ���17 �F3 ���
�=- �=@ �5/43 � �8/17 - �F3 �=7 - � �

u
�=-
v
�

� � �������
r(W ) = max {r(u) ! u ∈ W} ∀W ⊆ V,

con(W ) = max {r(u, v) ! u ∈ W, v ∈ V \W}
= min {r(W ), r(V \W )} ∀W ⊆ V, ∅ 6= W 6= V.� � �¤� x ∈ IR|E| � ��Ã+��£2�¢� � 	 �
����¾ � � x(e) = 1

�
�(� � � 	 /@�¢� e �+����� 	�
����������� � � � � � �¢� � �Â�@�ÆÁ��
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�
� � 	 �+Ì!� � � �2��Ë �+Ì Å �*��� �+.�� � ���Ä�@� � �����¶��� � 	 �*� � Î ¿���+´� $��! � � ���Ä� � £�� � �
�
�¶�����Ä *	 � ��Ì ������fØ � �������%) �Ä�_ +	 �+��Ì �M���MØ � �����}���� � �_ *	 �+�!Ì � G = (V, T ∪ C) �?> T ���%� � � � 	 � 	
�M� � ���� � ¿�¿��@�P���m�!�� *	��À �2� C ���%� � �Â£2Çp£����Æ� � ���7�����³� � ¿�¿��@�¢�³� � �©�K���@�K� � ¿�¿��@�
� � ����� � ���¢�7��� T � -"Ô��� � ���Æ¿ � �©�
	
�´¾ � �Í���������!��  � �����
���#��� F Ñ �(� 	%�¢���
� � �7)%�*�¤��Á - � �� � £����@��� �+� ×�������  � �����
���#��� £ �+��� �)%�+��) - � Ã*�@£ k = 2

�@� �+� ×�������  � �����
���7�
	
��Ãp� � ���@��)%�*��� - � )o�*�Ê� -7� � ���
�@��� � �+� 	Æ�!��£�	��	�Ä��� ��� �¤Çp� �*� �
+´� $��! �)

G
- � � ���m£@�@��¢�Í£@� � ��
� ���Í +	 �+��Ì �����p�Í� � � � � � ���@�Æ������  � �����
���#��� F Ñ �(� 	%�¢�¤�¢� � � � � � ���m£@�£ � � � ��� �(������
�@�©� � �+� �¢�@� �!��� � � £��2�
�¢�@���



� � � � ������� ��� � ������������ ����	� �	� �	��� � � �	��
�� � �

��� � 	 �+� � Î ¿���� � � �*� �%Ñ  *	 � ��Ì �¶À�Ñ � 	0/@�
��£ � �!���2×�� � �@  � ����¿������´�@�
���2� � �!���D��� � Å �*� � � ���´�����£ � ���
	 � ���©�
���´��� ��� 	
�!��� � � � ���´� � 	´� � � � ��  � � � 	5���@�Ä£2Çp£����@� � � � ����� � 	´� � � � ��  � � � 	����@� £ Ì ��¿������
��Àp� � '=) � )�� � )?. � �+Á�� �
� � 	 �+Ì�� � � �@��Ë �+Ì Å �+��� � .�� � ���Í�@� � �����¶��� � 	 �*� � Î ¿��¶� � � �*� �%ÑÔ +	 �+��Ì � 2

Ñ � � ¿�¿��2�Í£ � �����9×��
) +´�Í$��! �-2�Æ$m� � 	 �*� � Î ¿��^£ � ���
����
���_���2�¢�@	
¿������@	 � �s� �*� �oÑÔ *	 �+��Ì � 2

ÑÔ� � ¿�¿��@�M£ � �����9×��X���� � ������¿�������¿ � ¿ £ �+� Ãp	 � ��� V ��Ë �+Ì Å �*��� �@�Ä� � £�¾ � ���Ä�@  � ����¿��������@� � ������£@� � 	 �*� � Î ¿�� � )*)�� �
� � ����� ��� 	 � �¢��¾ � � � � �*� � � Ã � ����� �+� Ã*�@�©� � ��� � ���}���Ê��¿ ��� ���	Í�!� � � 	%�¢���Í£ � ���!���¢� � ��� ���Â£ � ��Ñ���2×��¤�¢� � £ �Ê�@��%Ñ � Ñ ����	���������ÔÇ � �@�Ä�!��£ � �����9×����¢����
	
��£@�¢�@¿��@���´� ��� ��	��� � 	
���OÀp�
$ Ì��+� 	 � � ��) � � �@� � ����� � ���O	��� � × � �¢� � �\� � k � $��! ³�K"Ô� � £ � ���
������	�O��� � 	 �*� � Î ¿�� k � $��! �?> £ Ì(� ¾ � � � 	 /@�¢�f�@�� �+� � � 	
���
�@�3� /2�¢	� � �¢���������� � � � ����� � ��� � � ����� ��� � 	 �*� � Î ¿��Â���%�D� � ��£f������@�
��	¿�������	 � �ÂÃ*�@£@�
� � 	#�@�©�
���@	 x ∈ INE �
���p¾ � �5���  *	 �+��Ì � (V,E(x)) �?> E(x)

�@��#� �Ê�@���
�@¿ � ������ � 	0/2�¢��� �+� �¢�@� � �@�z	
��¿ � � �  � ���m£ Ì(� ¾ � � � 	 /@�¢� e ∈ E �(� 	 x(e) � 	 /@�¢�@� � �@�� k Ñ � 	 /@�
��£ � �!���2×���@� ��� ��� ������¿����!��¿ � ¿R� ��� ��� �¤Çp� �*� � � �
� � £@�����M£�� � 	 �*� � Î ¿����@�� ��� ��� �¤Ç Î �!	
�
Pk(G) = conv{x ∈ INE ! (V,E(x)) k

Ñ � 	0/2�¢��£ � �����2×�� }.
$ Ì��+� 	 �´� �����¢	 � � � ��� � ����� �*� Ã+������� � � ¿��������P�!�#£ � ���¢	 � �����
����Ã � ��������� ���*� 	�£@� � 	 �*� � Î ¿��#¾ �(� ������M *	 �+��Ì �M�@�� �*� �
��	 � � � � � ��	�+� ) �Ä�  *	 �+��Ì �f���%� �*� �
��	 � � � � � ��	
����� ���7�@�� � � � � � ��	�Â�@�D�@�Ê��� � � � �

/@�
	
��	
� � 	
��������¢�O� � ������� � � � �\�!���
�������f¿ � �!� Î 	�M¾ � ��� �*� ��������� � ¿�¿��@�
��� � ���@���¶� � 	�� � � � £���2×p�¢�@	
��� � 	�+�����@�# *	 �+�!Ì ��� �+� �¢�@	 � � � � � ��	
���³� � �©�7�
��	���9Ñ �(� 	 � ��� Î ������� -³� � ��� V1, . . . , Vp (p ≥ 2) � �!��(� 	%�¢���
� � �f��� V �
�������´¾ � �Í���Ä� �*� �%Ñ  *	 � ��Ì � ����� � ��� G[Vi]
� � �¤�m£ � �����9×�� � �+� 	 i = 1, . . . , p

�p� � ���� � �����@  � �����¢�
x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥

⌈
k

2

⌉
p− 1.

)%�*�¤�*� -
$ Ì��*� 	 � � ��)�� � ¿ � ���¢	�Æ¾ � �5�����³£ � ���
	 � ���©�
��� )%�*�¤�*� -�� � ���PÃ � �����!��� � �+� 	 Pk(G)

�����@�K£ � �©�
	 � �����¢���
)%�*�¤�*� -m� � ��� �+��� �����@��� /17 ������
I/1- �F3�� � � ��� -,/1-6/ �87 �8HJ- � � � 
��57 �5/ � �2�
$ Ì��+� 	 �V� ¿ � ���¢	�g¾ � �g� � �!�0���}£ � � �?> G

���%� �*� �
��	 � � � � � ��	
�X�@� k �@��z��¿ �(� ��	 � Pk(G)���%�^£ � ¿ � � Î �
��¿������O£ � 	 � £@�¢�@	
���
� �(� 	O������£ � ���
	 � ���©�
�����¢	
�¤Ãp� � �����#)%�+� � -M�@�O���@��£ � ���¢	 � �����¢�@�O����(� 	%�¢���
� � � �*� �¢�@	 � � � � � ��	
�3)o�*�¤�*� -2�
Ï �(� �!� G ���%� � �O +	 �+��Ì �Í�
�@	
���2Ñ ��� 	 � ��� Î �����@� k ���%� �(� ��	 � $ � 	
� � �oÅ � ���m�2� � � � �¤��� � � �©�m¿ � �©�
	
�¾ � � Pk(G)

�������� �(���#�@�©�
� Î 	
��¿������ �(� 	������D£ � �©�
	 � �����¢�����!��£ �*��� ��)%�*�Ê) -Í�@��������£ � �©�
	 � �����¢������D� � �R����  � �¢�¤Ã��¤�¢�3)o�*��� -2�
�Í����� �m� Ì�� �2��Ë � Ì Å �*��� �ÊÀ7* � � ���Ä�@�
����� � � � Ã � �����!���¢���!���Í£ � ���¢	 � �����¢�@�Ä�!� �(� 	%�¢�¤�¢� � � �+� �¢�@	%Ñ� � � � � ��	� �+� ×� *	 � ��Ì ���Æ�
�@	
���9Ñ �(� 	 � ��� Î �����#�2�5���@� � ��� �+��� ��������� D��87 - ���5/17 - �F3 � ��� ' @�� ��� -,/1-6/ �87(�p"Ô���

� ����¿ � ���¢	�¶¾ � �¶¾ ��� ��� G ���%� � �} *	 �+�!Ì �����	
���2Ñ �(� 	 � ��� Î ����£ � �����9×��M�@� k ���%����¿ �(� ��	 � Pk(G)
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���%��£ � ¿ � � Î �¢��¿������D���@£�	��� �(� 	D���@�D£ � ���¢	 � �����
���D����� � �u����  � �¢��Ãp�¤�¢�#)%�+� � -��2�¶�����D£ � �©�
	 � �����¢������¶�! KÑ ��� 	�
���¢� � � )o�*���+� - � £@�D¾ � �³ +�����@	 � �����
������	
�@� � �¤� � �´���¶$ Ì��+� 	 � � ��)�� �
�p�
G
���� � �  +	 �+��Ì �g�
�@	
���9Ñ �(� 	 � ��� Î ��� � �Í�����"�Æ� Ì(� �2�XË �+Ì Å �+��� ��À=*�� � ���0¿ � ���¢	�g¾ � �_������ ��Ç©� �+� � k � $5 &) G -��@��D���@£�	
�¤� �(� 	�������������  � �����
��� �¢	
�¤Ãp� � ����� )o�*��� - � )%�*�Ê� -Ä�2�D���f£ �*��� �#)%�+��) -) 	��� � �!�����5������  � �����
���#�¢	��Ãp� � �����*)%�+� � - � )o�*�Ê� - �2�����D�! KÑ �(� 	�
���
� � ��)%�*�¤�*� - - �� k �@�� ��� ��	") 	
�@� � � k���%� ��¿ �(� ��	 -*)°Ã � ��	 �+� �
�� ��À:)����@� �ÊÀ+)�� -2�

� �*� � � ��� � ����� � 	���������£ � ���
������	��	Í�!��� � 	 �*� � Î ¿���� ��� �+� �¢��¿���� � �
� � �0� � ���Í����� 	
���� �+� ×g� � �� � � �O��� � � ��� ���������}Ã � �g� �+� � � �  *���R�2�^���£ � 	
��� � �¢� � � ¿ � ����� � £ �+�¢�g�!��¿������� � ���!��¿������^���	
�@�
� �+� × �

��  � � ����) ���������'��) ��) � � �') ( � �J) � � �

���@� � 	 �*� � Î ¿��@�Ä�!������¿��@���
� � �����@¿��@�©�Ä���¶	
���� �+� × � �©�Í����� � ¿ � 	� � ���� �+�!� ����£ � �
� � ��� � 	 � Ñ�¢��¾ � � � £ � ¿�¿�� �(� 	��2×���¿ � ��� ���*� 	f���@��	���� �+� × ���z�¢�@���@£ � ¿�¿ � ����£ � �
� � �!���7"Ô����£ � �������
�����7����2�¢��	¿�������	m������£ �+�(� £@���
�����M���!�� � �����@	Æ� � 	����@����� � ��� � ��� ��� � �X	���
� �+�z� �+� 	�¾ � ��£��@� � � ÑÔ£�� ��� ���
�
���£ �*� ����	Í� � ���@¿ � �!���¶�
	 � ������ � ����� � 	�£��Â	���� �+� �����}� ������� ��M¾ � �Â�������!��¿ � �����@�������¢	�Â���@��(� ��	
�@����� � 	
�� *���!���%Ñ �����%�¢��� � �¢� � ������� � �V£��@	� � ���a	���
� �+� � � ���M� � �����@����� ���@�M£ �+��� £��¤�¢���¶� � 	M������ 	 /@�¢�@�Ä� � ��������¿����¢�@��� � �������@� �@���¢	 � 6 ���@�©� � ���}£ � �����¾ � ���!£�� � � �}£ ��� � ��� �����%� � ��� � �
� � � �!�+� ¿ /@¿���¢�¤�¢	��¾ � �����@�Ä��� � ��� � �!��� ��� � 	 �+� � Î ¿��D���%�Í� � ��£����¶�!�@�¢�@	
¿������@	 � �}	���
� �+� ���D�¢�@������� � 	%�¢��¾ � ����@�#����¿ � ���!���������¢	�´����� � 	
�� +�����@�%ÑÔ�!����
��� � �¢� � ��� �!� ����
������/@�
	
�´��£ �*� ���������2�����5£ ��� �#� � � � ��� �Ê�����%Ñ� � ��� � �¢� � �O� � ���´¿�������¿ � ¿R��� �*� � � 	���
�@��� � ���Ä��£@� � � � �
��� � 	
� � 	 �*� � Î ¿��������D����¿��@���
� � �����@¿��@��� �

��� / � / ��� 	 ! ��� ��� ��� � ! � 	 C

 �*� 	R��� � � �5; 
4A=0 � � � D  ��� � �=0 �=7 - � � � �F3 ���5H ) ���� � �Ä�2��� � 	 ' � �*� �����!   #	 �*� ���@¿ - � � ����@¿ � �!��� � � �����Ñ ��Ñ ��� �����7�@���¢	
� ���@����
 � ����� � 	���� �+� �
� Ì � � 	�¢�&��� � �����%� � ��� � �
� � �¶���´£ �+��� £��¤�¢������ �
�� � ������� � � £ �+�(� £@���
��� � ���4/@�
	
� � �z¿ � �¤�¢� � ��� ��� � ����� � ������� �!×�� C � ��� � 	 �*� � Î ¿���£ � ���
����
� ����2�¢��	¿�������	´� � £ �+�(� £@���
� �f���!�� � �����@	5� � 	Ä£ Ì(� ¾ � � � 	 /@�¢� ���*� 	´� � �
��� � � ��	��� � ����¿ � ���!� � Ã+��£ � �£ ��� � ¿�������¿ � ¿X��$m� � 	 �+� � Î ¿����@��Ä�Í KÑÔ�!����£������ � )*��� �
� � ��� G = (V,E) � �a +	 �+��Ì � �(�!� � � � � � 	
���@���¢� ���?> V 	
� � 	
�@�
�@�©�
�0���@�¶��
 � �!�Â� � 	���� �+��@�
E
� � �������¿ � ���z����� � 	 /@�¢�@���Æ��� � � �¢� Q � � ���!�
��¿ � ���z���@�����@¿ � �������@�Æ� � ���@��� k ∈ Q �#� �� � �
� O(k)

� � � 	�� *����������� � ���@¿ � �!��� � D(k)
� � ���@��¢��� � �
� � ���@� uk ��� Ã � � � ¿��+��� � �¤� bij ��� £ ��� ���� �����%� � ��� � �
� � �M� � � �!�Í�
� � ��� £ � �(� £��¤�¢� C � � 	Æ� � � 	0/2�¢� {i, j} ��� � � � ��� ��� 	 f kij ��� " � �Æ� �O� 	 � � � ���

k
� � 	�� � � 	 /@�¢� {i, j} ��� i Ã*�@	
� j � �2� �(� 	 yij ����� � ¿ � 	
�Â�!�Â£ �+��� £��¤�¢���Í���Â� � ������� C �����%� � �����@���� � 	 � � � 	0/@�
� {i, j} �



� � � � ������� ��� � ������������ ����	� �	� �	��� � � �	��
�� � �

��� � 	 �+� � Î ¿������� ���%�Í�@¾ � ��Ã � ���@��� �+�z� 	 �  +	 � ¿�¿��Í�����!� � ��	
�Í¿��¤×p�
��� � �¤Ã � �©�D�
ËX������¿����
�@	 ∑

{i,j}∈E

bijyij

∑

j∈V

fkij −
∑

j∈V

fkji =





−uk
�
�
i = O(k),

uk
�
�
i = D(k),

0
���� � � � ∀ i ∈ V, ∀k ∈ Q,

)%�*�¤��À -
∑

k∈Q

(f kij + f kji) ≤ Cyij ∀ i, j ∈ E,
)%�*�¤��' -

yij ≥ 0 ∀ i, j ∈ E,
)%�*�¤� ) -

yij
�@�©�
���@	

∀ i, j ∈ E,
)%�*�¤��* -

fkij, f
k
ji ≥ 0 ∀ i, j ∈ E, ∀ k ∈ Q.
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���4)%�*�¤� ) -��@� )%�*�¤��) -�� � ���#����� D��87 - ���5/17 - �F3
� � 7 �87 7 �����5-6/�� /1- �D�2� ������������  � ���¤�¢���5)%�*�¤��* -m� � ���Ä����� D��87 - ���5/17 - �F3��CB /17 - ����� /1- �2�
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� ���*� 	m� �*� � e ∈ E2 � £ Ì�� £ � �!����@��£ �*�!� �@����� G1\Fe
£ � ���¢���@��� �+� ¿ � ����� � ��� � 	 /@�¢�¶��� F � � � � 	�Ä���¶� �*� �oÑÔ *	 �+��Ì � F\Fe ���

G1\Fe
�@�� £ � �!���2×����@� � � ��£ F �@�� � ����� � � � �
� � �0� �z� 	 �*� � Î ¿��+�

È �
� � £@� � ���´¿ � �����
��� � �����f£ Ì(� ¾ � � F ⊆ E1 � ����Ã+��£@�
� � 	 ��� ����£@�����@��£������ F � xF ∈ IR|E1| �
���¾ � � xF (f) = 1
��
f ∈ F

�2�5Á��
��� � ����� � �¤� W ⊂ V 1 � W 6= ∅ �@� W 6= V 1 �©� �O� �*� �oÑÔ�@���
�@¿ � ������´� � ¿�¿��@�
�#��� V 1 ���#�O£ � ���
������	 � ��� � � £ �+��� � δG1\Fe
(W )

����� � �¤�¢� �(� 	 W � � �!� G1\Fe
���*� 	� �R£��@	� � ��� e ∈ E2 )°Ã � ��	 �(  � 	��'!�,*�- �(� � � 	
� xF � � ����Ã*�@	
� �(��	´� � £ � ���¢	 � �����¢�

xF (δG1\Fe
(W )) ≥ 1.

���@� £ � ���¢	 � �����¢�@�´���D£��D�ÔÇ � �D� � ��� �+��� �������@�2D��87 - ���5/17 - �F3 � �2D��8H �	�2�



� � 
���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

G1\Fe

δG1\Fe
(W )

W V \W

�Æ®��	� '!� * 
0$ �*��� �
��� � � � �f�@  � ���@¿��@����Ã � ��	Â¾ � �^� �*� �ÂÃ+��£@�
� � 	f�@� Á�Ñ �OÃ+��	
� � � ���M�����Â£ � ���¢	 � �����¢�@�M���0£ �*�!� �� �+� 	5� �*� � W ⊂ V 1 � ∅ 6= W 6= V 1 � �2� � �*� � e ∈ E2 � ����� � �¤� � ����� � � � �
� � �0� �z� 	 �*� � Î ¿��+�
 � 	�£ � �!�
��¾ � �@��� � ��� � 	 �*� � Î ¿���Ëg��"o ��Ä���@��³��¾ � �¤Ã � ������� � ��� 	 �  *	 � ¿�¿��P�����!� � ��	
�³����� � ¿ � 	��������¢����	� � � ��Ã � ���

ËX������¿����
�@	 ∑

f∈E1

c(f)x(f)

x(δG1\Fe
(W )) ≥ 1 ∀W ⊂ V 1, ∅ 6= W 6= V 1, ∀ e ∈ E2,

) '!�¤� -
0 ≤ x(f) ≤ 1 ∀ f ∈ E1,

) '!��À -
x(f) ∈ {0, 1} ∀ f ∈ E1.

) '!�Ê' -
�����´£ � ���¢	 � �����¢�@� ) '!��À -m� � ��� �+��� �������@� ����� D��87 - ���5/17 - �F3 - � /�� / ��
��F32�
��� 	��¿ � 	
¾ � �X¾ � �g�
� |Fe| = 1 � ���*� 	�� �*� � e ∈ E2 �2� ⋃

e∈E2 Fe = E1 � ��� � 	 �*� � Î ¿��Ëg��"o ��Í� ��� ���� 	�����f��� �+� �
	
�´¾ � �´��� � 	 �*� � Î ¿�� � ���@�f£ � ��� � � � � �*� �� *	 �+��Ì �ÄÀ�Ñ � 	0/2�¢��£ � �����9×!�
) Ã � ��	D� � ���£@�
� � � �*��À���� -2�³$m������	�����@	 � �@�
��� � 	
 *�@¿��@���D�@� � ������£��@�¶��� × ���@	
��� Î 	
�@� � �!�����@� � . �
)�� � * ' � *7* � )*'�� ��$m� � 	 �*� � Î ¿����@� � ���Ä�Í KÑÔ��� ��£������ � ��� � 	 �*� � Î ¿���Ë}��"o ��Í�y� �Ê�@�� ��  � ���@¿��@�©���

�K	 � A L¶= � ¼´Q^4P3 ?�6�6�L�CÆ/@:�358·CmL¶-f8�4K?D/�-M8�3´6 1�?D=2/�Q03´6

� ��� � � ��� ����(*) � �J�J� � � �

� �*� �K£ � ��������@	 � ���P� � ���³� � � � �¤�¢� � �� +	 �+��Ì � G = (V,E)
�@� � ��� � � ¿��������K���Æ� �*� �oÑÔ�@���
�@¿ � ���@���� � 	0/2�¢���f��� E ¾ � �z� � � �V� � �¢��	 �

F = {F1, . . . , Ft} ⊆ 2E � Ã+��£ t ≥ 2
�#� �*� �f� � � � ��� �(� 	



� � � � � ��� � � ���	� ����� 
���� �	� 
 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� � �

Gi = (V,Ei)
���Í� �+� �%Ñ  *	 �+�!Ì ����� G �*� �
��� � ���0� ����� 	��¿ � ���5����� � 	 /@�
���5��� Fi � i ∈ {1, . . . , t} ���� ��� � � 	� Ei = E\Fi

� � � ���ÍËg��"o ��Ä� ) G,F -´� �Ê�@�©Ã+��� �*��� �¶£ � ��Ã*�2×��M���@�Í� � � � �
� � �!�������¢� Î 	
�@�� � �Çp�� Î ¿��

x(δGi
(W )) ≥ 1 ∀W ⊆ V, ∅ 6= W 6= V, i = 1, . . . , t,

) '��+) -
0 ≤ x(f) ≤ 1 ∀ f ∈ E.

) '!� * -
��� � � � �D	��¿ � 	
¾ � �@	�¾ � �M�
� G = G1 �@� F = {Fe, e ∈ E

2} � Ëg��"o ��Í� ) G,F -Í��� ���%�¶	���@���� �+� �
	
��¾ � ����� � � �¤Ç©� �*� � � �� � £���� �+�z� 	 �*� � Î ¿���Ë}��"o ��Í��� ��� �+��� ������	 � Ë}��"o ��Í� ) G,F -m����	��
�8- ���	� � �F3 � �F3 ���5H 	
02H 
I-6/ D��8H D  	�F3 � � ; 
��F34) � H 
I-6/ 
������ � � H � � /���� ; 
�� � ' & �=-
�
����� 	 �F3=/ �57 ' �8@


�8- ���	�0-9� ���0� ������� ���	 � ¾ � � � ���D� � � � �¢� � �^� �z� 	 �*� � Î ¿��DËg��"o ��Í� ���%� � �z�������¿ � ������� � 	0/2�¢�@�
T ⊆ E

�
���(¾ � � G[T\Fi]
�@�� £ � �����2×�� � �*� 	 i = 1, . . . , t

�p����� � �
��	 ���(� 	
S(G,F)

� � �������¿ � ������@�K� � � � �
� � ���³� �¶� 	 �*� � Î ¿��mËg��"o ��Í� � �� � £���� �+�  *	 �+�!Ì � G �2� � � ��� � ¿�������� F
� ����� ������� �
�@	 ���  � ���@¿��@�©�´¾ � � E ∈ S(G,F)

�
� ��� � 	 /@�¢� e ��� G ���%�f�����
� �F3F3 �=7 -6/ � 
 
������ ���m�9×�����
�

i ∈ {1, . . . , t}
�
���Æ¾ � � e � � 	
¿�� � ���£ �+��� ��� � ��� Gi

�7��� � � � �Â� � �¢�@	�¾ � � e �@������
������¢���������O��m�2�Â�
� � ���@¿��@���Â�
� e �+����� 	�
������� �� �+� �¢�Æ� � � � �¢� � � T ∈ S(G,F)
�+� � �¤� E∗ � � �������¿ � ���m���@� � 	 /@�¢�@�7����
�@�©�
���@�����@�7��� G � ���Æ� Ì � � 	 Î ¿��� � ��Ã � ���´� � ���!�¶� � ����¿������� � �0� �X��� ��Ç©� �*� � �

� 9 � �<� � � ! (���� �5/10 � � � � ' & 	 �
G,F

� ���
|E| − |E∗|

�

C �:! � ��! �·���
e ∈ E∗ � £ � ¿�¿�� e ∈ T � �*� 	Ä� �+� � T ∈ S(G,F) � � � £ � ���¢	 � �����
� x(e) = 1

�@��
� ���m��¾ �(� �
� � �Â� � �Çp�� Î ¿��������!� � ��	
������£@	
�¤Ã � �©�#Ëg��"o ��Í� ) G,F -9�*� � ��£5����¿ ) Ëg��"o ��Í� ) G,F))

≤ |E| − |E∗|
��Í� � � � � � �
� e ∈ E\E∗ � Te = E\{e} ∈ S(G,F)

�K�#�V£ � ���
������	 � ���M���@���@���
�@¿ � ���@� Te, e ∈
E\E∗ �@� E �!� � �*� �
������� |E| − |E∗|+ 1

� � � � �¢� � ��� � � ���������ÆÃ+��£2�¢� � 	
����� ����£@�����@��£�� xE �2� xTe �
e ∈ E\E∗ � � ��� � ������¿������D������� � ���!� � ���¢�@��� � ��£M����¿ ) Ëg��"o ��Í� ) G,F)) ≥ |E| − |E∗| � �@��(� 	�£ � �����¾ � ����� � ����¿ ) Ëg��"o ��Í� ) G,F)) = |E| − |E∗|

�
�

$ � ¿�¿���£ � �!�
��¾ � �@��£��¶� � � Ì � � 	 Î ¿���'!�¤� � � �+� � � Ã � ��� ����£ � 	 � ��� � ��	
� � � �¤Ã � ��� �

� �<� � ����� ����! (�� / � � � ' & 	 �
G,F

� �F3=- � � � 
��=/17 � �5/10 �=7*3=/ �87 3=/ �=-�3 �=H 
��=0 �=7 - 3=/
Gi

�F3=- � @
����=- �2D��87 7 �
	 � �	�8H �

i = 1, . . . , t
�
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���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

� � ���Æ� � � � ���
� ��� ��� ���!� � ��Í¾ � �ÍËg��"o ��Í� ) G,F -#���%�5��� � �������!� �!��¿������� � ��������� �!��� � �
��	 ���  � ����¿�������¾ � � G = (V,E)
�@�� � �  *	 �+��Ì �R£ � ¿ � ���@��� $m�@�
�
�}���@	
��� Î 	�X� ������� �
�¤�¢� � � ��� ���%��(� �D	
�@��
	
��£2�¢�¤Ã*� ��� ���
¾ � �f��� � 	 �*� � Î ¿���� � ��� � �u *	 �+�!Ì �M����£ � ¿ � ���2� � � � ��/@�
	
�f	
�@� � �����@� � �� 	 �+� � Î ¿��f� � 	 � �\ *	 � ��Ì ��£ � ¿ � ���2�����F� � ��� � ��� � �a£ ��� �¶� � ��� � ¿�¿������¶ *	 � �!� �+� × � 	0/@�
��������9×����� � ���¢�@��� ��� � ������� ���	 � ��  � ���@¿��@�©�z¾ � �_� �*� �¢�@�z����� � 	0/@�
���z��� G � ���(� 	%�¢���@�����@�©� � �¿ � ������� � �z���!�
��¿ � ��� Fi ∈ F
�

� �*� �´�����¢	 � � � ��� � ����¿ � �����¢�@� � ������� � ×R��� �(�����
� � �!��¾ � ��� � ��� � �¢�����@� � �*� 	�� � � � �¤�¢� �
��� � 
�� 
�� ��
@(�� ( � 7 3 �8H 3=@������ �  	�

H = (W,F )
� �

G = (V,E)
�F3=- �5/1-

F
@ D��87 7 �
	 � � ���

��� ���	���=- �
F = {F1, . . . , Ft}

3=/ �	�8H �
- �8HJ-
i ∈ {1, . . . , t}

� 
�������� �  	�
H\Fi

�F3=-�D��87 7 �
	 � �

�#� �(� 	%�¢��£ � ������	 � � � � �*� �oÑÔ *	 �+��Ì � � � 	¿��}��� 'a� � ¿�¿��@�¢�O	
�������@� �(� 	0' � 	0/@�
���0�¢�@�������O¾ � �£ Ì(� ¾ � � �������¿ � ��� Fi ∈ F
���´£ � ���¢�������!� ��� � � � � �#��� � ���´���´£���� ' � 	 /@�¢�@� � �@�� � ��� �*� �oÑÔ *	 �+��Ì �

F
Ñ £ � ���!�2×��+�

��� � 
�� 
�� ��
@(�� E � 7 3 �8H 3=@������ �  	�
H = (W,F )

� �
G = (V,E)

�F3=- �5/1- � @
F
@ D��87 7 �
	 � � ���

��� ���	���=- �
F = {F1, . . . , Ft}

3=/ �	�8H �
- �8HJ-
e ∈ F

� 
��(����� �  	�
H\e

�F3=-
F
@ D��87 7 �
	 � �

� � ���M� � � � ���
� � � �*� �M���©�
	 � � � ��� � ���¶�¢	 � ����£@� � ��
�@�M���Ê������  � ���¤�¢����Ã � ��������� � �*� 	Â��� � 	 �*� � Î ¿��Ëg��"o ��Í�¶��� �*� ��� � ��� � �!���!����£ � �������
� � �!������£@���� � ��	
���D�2�D�����D£ � �������
� � �!��� � ��� � ���¢��� ���*� 	¾ � �D£���� ���!��  � �����
���5��� �(�����
�
�@���Í���@� � � £��2�
�¢�@���

� �� !#��� �J(*� ��� ��) � �') �&� (���� �������

� � � � ¿������������M£ � ���¢	 � �����¢�@�ÍÃ � ���������Ä¾ � �M� �*� � � ��� � �!� � 	��������¢�@	�� � ����� � � � �¤�¢�Â�@�������� � �¤�¢��(� 	 � �!� �(� 	�¢�¤�¢� � �^���D� � ���!�
��¿ � �������@�Ä��
 � ���´� �  +	 �+��Ì �+�
C"��<� � � � 
�����
 (�� ; � �8/ �=7 -

V1, . . . , Vp
�
p ≥ 2

� HJ7 � � ��� -,/1-6/ �87 � �
V

�=-
Fi ∈ F

��� 
����F3
x(δGi

(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1
) '!��) -

�F3=- ����
I/ � � �	�8H � � � � ' & 	 �
G,F

���

C"��! � �8! �·$ � ¿�¿�� Gi

� � �¤��/@�¢	�Í£ � �����9×!� � � �+� �m +	 �+��Ì � �*� �¢��� � � �(� 	�
��	���� Gi

���^£ � ���¢	 � £2Ñ� � ��������� � 	 /@�
����� � �¤� �+� �
�
� /2�¢	�M£ � ���!�2×�� � �2�D� � ���Í� � ��£M£ � ���¢�@����	 � � � 	 � 	�M£ �*� Ãp	 � ��� �����K���� � ¿ � 	
�����D� � ¿�¿��@�
��� �  +	 �+��Ì ��£ � ���¢	 � £@�
���@�� p ��� � � 	��£��D *	 �+��Ì ��� � ���´£ � �©�
������	 �+� ¿ � �����
p− 1 � 	0/2�¢�@��� �



� � � � � ��� � � ���	� ����� 
���� �	� 
 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� � �

V1

V3

V2

V4

V5

V6
∈ Fi

�Æ®��	��'���) 
0 � 	%�¢���
� � �
���@� ������  � ���¤�¢���5) '!�Ê) -m� � �©� �+�!� �@�����@� D��87 - ���5/17 - �F3�� � � ��� -,/1-6/ �87(�
 � 	��2×��@¿ � ��� � � �^�(� 	%�¢���
� � �X���f� � ��  � 	
��'!�Ê) � ����Ãp����M� � �������¿ � ���Â���@�D� � ¿�¿��2�¢���@�\��¤×}����Ñ�
�@¿ � ������� ����� � 	0/2�¢�@�Ä����� � ���!�
��¿ � ��� Fi �+����� 	 � ���
������Í�@� ��� �����¢�����������! �*� 	Ä¾ � �����D *	 �+��Ì � Gi	
�@��
��£ � ���!�2×�� � ��� � �+� ��¾ � ��� � � � � ��� �+� ¿ � ����� * � 	0/@�
���5�@�^�¢	 � ���
� � �������!�5)�/�� � �!� � �+�!�(� 	�
��� � �©��(� ���M� � ���!�
��¿ � ��� Fi -m�����¢	�¶��������� � �@	
�@�©�
�´�����@¿��@���¢�´���D� �Â�(� 	�¢�¤�¢� � ���
�p�
G = (V,E)

���%� � �Â +	 �+��Ì �m�@� V1, . . . , Vp
� p ≥ 2 � ���� � ��� ��� 	�
���¢� � ����� V � � �Â� � �¢�@	 �Í�(� 	

G̃ = (Ṽ , Ẽ)
���´� �*� �%ÑÔ +	 �+��Ì � �!� G �*� �
��� � �@�O£ � ���¢	 � £@� � �©�Æ���@��� � ¿�¿��2�¢����� Vj � j = 1, . . . , p

� � 	¶�9×��
������ � � �P� �\� � �
��	 � G̃i = (Ṽ , Ẽi)
���� *	 �+�!Ì � �+� �¢�@� � � �(� 	%�¢��	���� Gi

� i = 1, . . . , t ����z£ � ���¢	 � £@� � �©�5�������@���
�@¿ � ����� V1, . . . , Vp
���Í��¿ /�¿�� � �0� � �¢�@	 �Â�(� 	 F̃i � � 	
�@��¢	��£2�¢� � �^��� Fi� � �!� Ẽ �

� 9 � �<� � � ! (�� � � B /17 ������
I/1- � ��� ��� � � ����7 /1-�HJ7 � $ �JD��=-,- � � � � � � ' & 	 �
G,F

� 3 �=H 
��=0 �=7 -�3=/
� �

Gi(Vj)
�F3=- � @ ����=- � D��87 7 �
	 ��� �	�8H �

j = 1, . . . , p
�

� �
G(Vj)

�F3=-
F
@ D��87 7 �
	 � �	�8H �

j = 1, . . . , p
� 3=/

Ẽ ∩ Fi = ∅
�

� � �	�8H � - �8HJ-
j ∈ {1, . . . , t}\{i}

- � 
 ��H �
Fj ∩ Ẽi 6= ∅

� / 
 �
	?/43=- � HJ7 �=7*3 �=0<; 
����CB ����=- �F3
T̃ ⊆ Ẽi

- � 
 ��H	�
� � � �

Fj ∩ T̃ 6= ∅
�

� � � �
G̃i[T̃ ]

�F3=- HJ7 ����; � ���
� ��� � - �8HJ- � D��8H �	�

δ eG(W )
/17 - � � 3 �FD=- �

Fi
� 3=/

W ⊂ Ṽ
�=-
δ eGi

(W ) = Fj ∩ T̃
�

� � / 
 �
	?/43=- � HJ7 �=7*3 �=0<; 
�� �CB ����=- �F3
T̃ ⊂ Ẽi

/17 �5H�/43 �57 - HJ7 ����; � �����57*3
G̃i

� - � 
 ��H	�
T0 = T̃ ∪ Fi ∪ (∪pj=1EG(Vj))

�F3=- H�7 � 3 ��
IHJ-6/ �87 � �
S(G,F)

�



� � 
���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

C"��! � �8! � � -Â� �!��� � � � ��� ��� 	Â�2×��@¿ � ���^¾ � � Gi(V1)
� �Ê�@�� �(� �MÀ�Ñ � 	 /@�
�^£ � �!���2×��+�K"Ô�5�2×����%�¢�� � � 	
� � ��� �(� 	�¢�¤�¢� � � V 1

1 , V
2
1

�!�
V1

�¢��������¾ � � |δG(V 1
1 , V

2
1 )\Fi| ≤ 1

�©$ � ��������@	 � �!�Æ� �D��� 	�
���¢� � �
V ′

1 , . . . , V
′
p+1

�¢�@�����Í¾ � �
V ′

1 = V 1
1 ,

V ′
2 = V 2

1 ,

V ′
j = Vj−1

� �+� 	 j = 3, . . . , p+ 1.

∈ Fi

V2

V3

V4

V 2

1

V 1

1

V1

��	 � ��� �

∈ Fi

V2

V3

V4

V 2

1

V 1

1

f

V1

Vp Vp

�Æ®��	��'!��� 

���
δG(V 1

1 , V
2
1 )\Fi = ∅

)°Ã � ��	 �(  � 	
�O'!� ��) � - - �³� � � 	
��� � �����@  � ���¤�¢� ) '!�Ê) -D�@��M� � ¿�������� �(� 	¶� �£ � ���
	 � ���©�
��£ � 	
	��� � � �!� � ��� �R� �z�(� 	�
���
� � � V ′
1 , . . . , V

′
p+1

�K�p� £@��£@�m��� ���%� �(� ������£ � � � �@�¶� � ��£
δG(V 1

1 , V
2
1 )\Fi = {f} ���*� 	 � ��� � 	 /@�
� f ) Ã � ��	 �(  � 	�Â'!���!) � -0- � � � � 	
�´� � ���!��  � �����
� ) '!�Ê) - � � � �/@�
	
�M��£@	
�¤�¢�Â£ � ¿�¿��Â� � � � ¿�¿������ −x(f) ≥ −1

�2�����M� � £ � ���
	 � ���©�
�M��� �(� 	%�¢�¤�¢� � � � �� � £����@�
�M� �Â�(� 	%�¢�¤�¢� � � V ′

1 , . . . , V
′
p+1

�!"Ô����� ����� � ��� ¾ � �D� � ���´��������� � ×z£ � � � � � ���!��  � �����
� ) '!��) -m����������������(� � � ��� � � £@�@��¢�+�
À -f� ������� � � ���O¾ � � G(V1)

��� ���%� �(� �
F
ÑÔ£ � �����9×!� � È � � 	
�������2×�����¢� k ∈ {1, . . . , t} �
���´¾ � �

Gk(V1)
��� ���� �(� ��£ � �����2×�� �K�#�F£ � �����¾ � ���!£�� � ���#�9×!����
� � �!� �(� 	�¢�¤�¢� � � V 1

1
� V 2

1

���
V1
� Ã*��£

δG(V 1
1 , V

2
1 )\Fk = ∅

�7���
Ẽ ∩ Fi = ∅ �7� � � 	
��� �*� �¢�^� � � � �
� � �F��� S(G,F)

� � ����£ � ���¢�@����	 �+�¿ � ����� p � 	0/2�¢�@����� Ẽi ��$m��£@����¿ � ����¾ � �Ä¾ � ��� �Ê������  � �����
� ) '!�Ê) -Æ��� ���%� �(� �����	
	��� �(� 	m���ÍÃ+��£@�
� � 	��� ����£@�����@��£��Ä���Ä� �*� �¢�Ä� � � � �¢� � �����
S(G,F)

��"Ô�����0	��� � ���
�Í¾ � � ) '!�Ê) - ��� � � � � ��� �m��� �(����	 � ���
� � £��2�
�
�+�
' -Í� ������� � � �!�����¶£ � ���¢	 � ��	�+� � � �¤� j ∈ {1, . . . , p}\{i} � Ã*��£ Fj ∩ Ẽi 6= ∅ �¢���³¾ � � ���*� 	Ä� �*� �
T̃ ⊆ Ẽi

�*� � ¿ � ����� � �!������� � ��
��	%�¢� � ����'!�¤� -K'!��À -P�2��'!�Ê' -P��� ���%� �(� �#� � �¢��� � � ���
�+�+���ÂÃ � ¿ � ���¢	��	¾ � � ) '���) -���� � � � � �(� �������(�!��	 � ��� � � £@�@��¢�+�7$ � ¿�¿�� Fj ∩ Ẽi 6= ∅ � � � ��� f ∈ Fj ∩ Ẽi
�K���� � �����@  � �����¢�") '!�Ê) -7��� �(����� � �!� � � £@�@��¢� � £ � ¿�¿���) '���) -7�@��Æ����� ��	�����¢�´��� � � �����@  � �����¢� x(f) ≥ 0 � ���



� � � � � ��� � � ���	� ����� 
���� �	� 
 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� ���

V2

V3

V4

V1

Gi

δ eGi
(W )

V5

f

∈ Fj\T̃

∈ T̃\Fj

∈ T̃ ∩ Fj

� ®��	� '!�Ê� 

� � �¤���2×����%�¢�@	 � ���Ä� � � � �¢� � � � � � �¢��� T ∈ S(G,F) � £ � ���¢�@� � ��� f �2�Æ� � ���Æ���5Ã*�@£@�¢� � 	m� �Ê����£���������£@�� � �¢��� � � ���Æ� � ���!��  � �����
��) '!�Ê) - �¶� � ��  � �����
�+��$ � ¿�¿�� T ∈ S(G,F) � G[T\Fi]

�@���£ � �����9×�� � �2��� � ��£
T̃ = T ∩Ẽi

����� � �¤� � �Â� �*� �%ÑÔ +	 �+��Ì �5£ � �!���2×��5��� G̃i

�+�Í� � � � � � £ � ¿�¿�� |T̃ | = |T ∩Ẽi| = p−1 �
T̃
� � ��� /@�
	
� � � � 	 � 	�D� � ��� G̃i

)°Ã � ��	��(  � 	�¶'���� -9� � � � � ���´¾ � � f ∈ T̃ �2�
f ∈ Fj ∩ Ẽi

� � � ��£
T̃ ∩ Fj 6= ∅

�³�#�F£ � �����¾ � ���!£�� � T̃ � � �¢��� � � �¤�¶'!��� -��2�M'!��À -9����� � � 	 Î �Â� � �
	
� Ì Ç ��� � Ì!Î �
� � T̃ ���
� � � �´� � ��£ �(� ��� � �¢��� � � ��	��'!�Ê' -2�(� � ��� W ⊆ Ṽ � �R�������¿ � �������D� � ¿�¿��@�¢�m����� � ��� � �©�´� � � ����¾ � �£ �+��� � δ eGi

(W )
� � �!� G̃i

�¢�@�����^¾ � � δ eGi
(W ) = T̃ ∩ Fj

� ) $m�@�
�
�z£ �*��� � � � � �3/@�
	
�z���2�¢��£2�¢�@��(� 	 � �a���¿ � ���f�@�
��¾ � �2� �  *��������� � ¿�¿��2�¢�@� -� �*� 	¶� � �2×���¿ � �������O� � ��  � 	
�O'!�Ê� �P� � � � � �M	�2Ñ¿ � 	
¾ � �@	�¾ � �0� � £ �*�!� � δ eGi
(W )

£ � ���¢�������Â��� � × � 	0/@�
���Â�!� T̃ �7$ � ¿�¿�� T̃ ���^� � �¢��� � � ��� �(� �'!�Ê' - � δ eG(W ) ∩ Fi = ∅
�K � ���
¾ � � δ eGi

(W ) = T̃ ∩ Fj
�P� � � δ eG(W ) ∩ T ⊆ Fj

� �2�M� � ��£����� �+� �%Ñ  *	 �+�!Ì �^���!� � ��� �(� 	 T\Fj ���Ê�@�� �(� �Â£ � �!���2×��+�#$m��£��Æ£ � ���
	
���!���M��� � � �¤��¾ � � T �@�� � ���� � � � �
� � �0���
S(G,F)

�
) -¶���m� � � ��
�@	�¢� � �a��� ���%� �(� �¶Ã*��	���(�@� �#� � � 	�¶� �+� �¢��� � � � �¢� � �a���

S(G,F)
£ � �©�
���@�©� �+� ¿ � �����

p � 	0/@�
���Â�!� Ẽi �K� � ��£O� �#� � £@�O��� �(����� �(� 	�� �Ê������  � ���¤�¢� ) '!��) -����%��Ãp���!� � �2�Â�@�a£ � �!�
��¾ � �@��£�� �� � ���!��  � �����
�Ä��� � � � � ��� �(����	 �!� � � £��@��¢� �
�

� 9 � �<� � � ! (�� " � B /17 ������
I/1- � ��� ��� � � ����7 /1-�HJ7 � $ �JD��=-,- � � � � � � ' & 	 �
G,F

� 3=/
� � 
��F3 D��87 �5/1-6/ �87*3 � � ��� � � � ���5H -  	����� A=0 � � ���23 �87 -�3 �5-,/43!$ �5/1- �F3��
� �

G(Vi)
�F3=- � @

F
@ D��87 7 �
	 � �	�8H �

i = 1, . . . , p
�

� � / 
 �
	?/43=- �
T̃ ⊆ Ẽi

3 �5-6/43!$ �5/43 �57 - 
��#D��87 �5/1-,/ �87 � � �5H -! 	����� A=0 � � ��� � - � 
 ��H	� �	�8H �<- �8H�-
W ⊂ Ṽ

�=-
Fj

�
j 6= i

�C3=/
δ eG(W )∩ (F̃i\F̃j) = ∅

� � �F3 � �
|δ eG(W )∩ (F̃i\F̃j)| = 1

� � ��
���� 3
|δ eG(W ) ∩ (T̃\F̃j)| ≥ 2

� � �F3 � �
|δ eG(W ) ∩ (T̃\F̃j)| ≥ 1

� �
� �

G̃i

/43 � @ 3 �8020 �=- D��87 7 �
	 � �

C �:! � ��! � � � � � ��� �(� 	 ax ≥ α
� � ���!��  � �����
� ) '���) - � �@� � � ��� bx ≥ β � ���������@  � �����¢�Ä������������ � ���� ��� � � £@�@�
�
�F���FËg��"o ��Ä� ) G,F -0�
�����z¾ � � {x ∈ Ëg��"o ��Í�

(G,F) ! ax = α} ⊆ {x ∈



� � 
���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

Ë}��"o ��Í�
(G,F) ! bx = β}

�! �*� 	m¾ � � ax ≥ α
��� �(�����
�
� � ��� � � £��2�
�
� � ��� � � �f�´����¿ � ���¢	
�@	¾ � �Ê���7�2×�����¢� ρ > 0

�¢���#¾ � � b = ρa
�� �*� 	D£��@� ��� � �*� �D¿ � �©�
	 � �!��� �*� �D� � �+��� 	�u¾ � � ���#�9×�����
�

ρ ∈ IR
�¢�@��¾ � �

b(e) = ρ ���*� 	�� �+� � e ∈ Ẽi. ) '!��� -
 � 	Í� � £ � �����¤�¢� � �}£ - ���³�2×����%�¢� � � �@���
�@¿ � ������� � 	0/@�
��� T̃ ⊆ Ẽi

���!� � ��� � ��� � � � 	 � 	�Â� � ��� G̃i�¢�@�P¾ � � T0 = T̃ ∪ Fi ∪ (∪j=1,...,pEG(Vj))
�+���(� 	%�¢�������5�

S(G,F)
� � � �¤� T̃0 = T̃ ∪ F̃i

�
T̃0

�@��� � � � �¢� � �D���
S(G̃, F̃)

� $ � ¿�¿�� T̃ �@�� � � � 	 � 	
� £ �*� Ã�	 � ���K� � ��� G̃i
�����*� 	�� �+� � � 	0/2�¢� e ∈ Ẽi\T̃ �

e

f

∈ T̃\Ce

∈ Ce ∩ T̃

∈ Ce\T̃

G̃i

�Æ®��	��'!�+. 


�����2×����%�¢� � � � ����¾ � ��£2Ç�£@����� � ��� G̃i
� � 	
¿�� �(� 	 e �@� � �0£ Ì �@¿����0��� T̃ �(���z� � �
��	 �Â�(� 	 Ce

� Ve�@�
Pe
� £@��£2Ç�£@��� � � � �u�������¿ � ���f����� � ¿�¿��2�¢���2�¶���M£ Ì ��¿���� ��� T̃ � � ���

Ce
� 	��� � �@£@�¢�¤Ã*�@¿��@�©�

) Ã � ��	 �(  � 	
��'!�+. -2�� � �¤� e ∈ Ẽi\T̃
�³� � ��� f ∈ Ce\{e}

�³� � ��� Te = (T0\{f}) ∪ {e}
�³���uÃ � ¿ � ���
	
��	D¾ � � Te ∈

S(G,F)
�³$ � ¿�¿�� T0 ∈ S(G,F) � ���#� � ��������¿ � ���
	
��	�¾ � � T̃e = (T̃0\{f}) ∪ {e}

�@�� � ���� � � � �¢� � �����
S(G̃, F̃)

�!� � � � ���Æ� �*� �Æ��� � � � 	�^¾ � � � £ � ¿�¿�� (T̃\{f})∪{e}
�@�� � � � 	 � 	
�Í� � ���

G̃i
��� � � 	
� T̃e\F̃i ����� � �¤� � � � �*� �%Ñ  *	 � ��Ì �R£ � ���!�2×��X� � ��� G̃i

�mË � �����¢�@� � ����£ � �!�
���!��	 � ����������������¿ � ����� F̃j � j 6= i
� ���

f ∈ F̃j
� £ � ¿�¿�� T̃0 ∈ S(G̃, F̃)

�@�Í� � ��£ G̃[T̃0\F̃j]
�����£ � ���!�2×�� � ������ ����� � ���³¾ � � G̃[T̃e\F̃j]

���%�P£ � �����9×��+� � ���!� � � � ����¾ � � f 6∈ F̃j ����� G̃[T̃e\F̃j]
��� ���%� ��� ��£ � ���!�2×�� �� � � 	
�������9×�����
� W ⊆ Ṽ

�¢����¾ � � δ eG(W ) ∩ (T̃e\F̃j) = ∅
��$ � ¿�¿�� G̃[T̃0\F̃j]

����Ä£ � �����2×�� � � �� δ eG(W ) ∩ (T̃0\F̃j) = {f}
��� � ��£ δ eG(W ) ∩ (F̃i\F̃j) = ∅

�@�
|δ eG(W ) ∩ (T̃\F̃j)| < 2

� Ë � ���£��@£��³���� � ����£ � �©�
	 � �!��£@�
� � � � È �����
� G̃[T̃e\F̃j]
�@��Ä£ � �!���2×��+� �#�}£ � ���
�@¾ � ����£@� � T̃e ∈ S(G̃, F̃) ��@� � � �!£ Te ∈ S(G,F)

�
$ � ¿�¿�� axT0 = axTe = α �#� � � bxT0 = bxTe = β

�@�f����£ � ���
�@¾ � ����£@� b(e) = b(f)
�$ � ¿�¿�� f ���%� � ��� � 	0/2�¢�D¾ � ����£ � �!¾ � �¶�!� Ce

�2�
e
���%� ¾ � ����£ � ��¾ � ��� � ��� Ẽi\T̃ �(� � �

b(e) = b(f) � �+� 	5� �*� � f ∈ Ce,
���*� 	5� �*� � e ∈ Ẽi\T̃ . ) '!�Ê� -

���
Ce
£ � ���
������� � ���¶£ � 	��� h = uv

��� �+���(� 	�¢�@� � ��� �(� �"� Fi ��� � � 	
� h ∈ Ẽi\T̃ � � � � � ���Ä¾ � �



� � � � � ��� � � ���	� ����� 
���� �	� 
 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� � �

Ch

e

G̃i

h

u

ve

G̃i

∈ T̃

Ce

��	 � � � �

�Æ®��	� '!�¤��Á 

Ch\{h} ⊂ Ce

� ) � � ��  � 	
��'!�¤��ÁO	
� � 	
�@���_� � �2×��@¿ � ���¶�!��� � �(  � 	�Â'!�+.!� � � 	Ä� � ��  � 	
��'!�¤��Á ) � - �� � � � � �´	��¿ � 	
¾ � �@	�¾ � ������£@Çp£@���
Ce
��� � ¾ � � � �!���� � ����£ � 	���+� � � �(  � 	
�D'!�¤��Á ) � -Æ	
� � 	
�@�
�@�©�
����¶£@Çp£���� � �� � £���� �O£��2�
�¢�M£ � 	
�!�Â� � �
��� h � -Í��� �+� 	 Î � ) '!�Ê� - �(� 	Í	 �+����� 	�"� e �@� Ce

�@�
h
�@�

Ch� � � b(e′) = ρ ���*� 	 � �0£���	%� � ��� ρ � �+� 	Æ� �*� �¢� � 	0/2�¢� e′ ∈ Ce ∪ Ch
�($ � ¿�¿�� h ���%� � ����£ � 	
���¾ � ����£ � �!¾ � �¶���

Ce
��� � �*� �
�������

b(e′) = ρ � �+� 	5� �*� � e′ ∈ E eGi
(Ve).

) '!�+. -
$ � ¿�¿�� �(� 	Ä� - � G̃i

�@��¶À�Ñ � � ¿�¿��@�Ä£ � ���!�2×�� � Ẽi\T̃ 6= ∅ � �¶� �?> ���(� 	Ä��� � 	
��£@�����@���¶�!�@Ã*�@� �*� Ñ� ��¿������ �P� ���!�
� ¾ � � ) '!�+. - �P� � � � � �M� �!��� � �
��	�¾ � �Ê���Æ�9×!����
� � �a� �*� �%Ñ �������¿ � ���^���O� � ¿�¿��2�¢�
U ⊂ Ṽ

�¢����¾ � ��� � 	����
	
��£@�¢� � �z��� T̃ � � 	 U � � � �
��� T̃U � ���� � � � 	 � 	
�D£ �*� Ã�	 � ���Í� � ��� G̃i(U) ��@�
b(e) = ρ ���*� 	5� �*� � e ∈ E eGi

(U).
) '!�¤��Á -

���
U = Ṽ ��� � � 	
�#) '!� ��-������� � �¢��� � � �¤�¢�^�2��� �_� 	
� � Ã*�R���%���
��	
¿����!���+�#� ������� � � ����¾ � �R£��z���� � ��� �(� �5���Ä£ � ���! �*� 	 � 	 �*� Ã*��	5) '!��� - � ��� � � �f�����Í¿ � ���¢	��	Æ¾ � �Ê��� �9×!����
� � �0� �*� �%Ñ �������¿ � �������� � ¿�¿��@�
� U ′ �%�¢	��£@�
��¿������´£ � �©�
��� � � � ��� U �2� � �*� 	5���@¾ � ��� ) '!��� Á -m���%�´� � �
��� � � ���¢� �($ � ¿�¿�� T̃���%� � � � 	 � 	
��£ �+� Ãp	 � ���´� � �!� G̃i

� �����2×����%�¢� � �!� � 	0/@�
��� � �
��� g = uw
���

T̃ �+���(� 	�¢�@� � �����M� �£ �+��� � δ eGi
(U) � Ã*�@£ u ∈ U �@�

w ∈ Ṽ \U
� $ � ¿�¿�� T̃U �@�� � � � 	 � 	
��£ �+� Ãp	 � ���Ä� � ��� G̃i(U) ������ � ���Ä�2×����%�¢��	 � �g� � ¿�¿��@� u′ ∈ U �
���³¾ � � g′ = uu′

�@�� � �!� � 	 /@�¢�¶��� T̃U � $ � ¿�¿�� G̃i

����À�Ñ � � ¿�¿��2�5£ � �����9×!� � ��� � � �����9×�����
��	 � �z£ Ì �@¿���� P �����
	
�
u′
�@�
w
��� ��¿ � 	 � ��� � ��� �(� � u �(� � ���

C
���M£@Çp£���� � � 	
¿�� �(� 	 g � g′ �@� P �����\¿ � ���¢	��¾ � � ���K�2×����%�¢� �+� ¿ � ����� � ��� � 	 /@�
� � � � �
��� e′ �� � �!�

C\T̃
�¢�������Â¾ � �����M£ Ì ��¿���� Pe′ ��� Ce′

£ � ���¢���@��� �0� �7� � �������@� � 	0/2�¢��� g �@� g′ ���#�\� � �2� ��
� £��O���Ê�@�� �(� ������£ � � �K� � � 	
�D� � �������¿ � ���O� � � 	 /@�
��� T ∗ = {g, g′} ∪ {
⋃
e∈C\ eT Pe} ∪ (T̃ ∩ C)£ � �©�
���@�©� � �u£@Çp£@���+�³$ � ¿�¿�� T ∗ ⊂ T̃ ��� � �*� �¢������� � ����£ � �©�
	 � �!��£@�
� � � ���#�\£ � �����¾ � ���!£�� � ���£@Çp£@���

Ce′
£ � ���¢������� g �@� g′ � ) � � �(  � 	�f'!���+�M����� � ��
	
�¶£��@��¢�f£ � �©�
	 � �!��£@�
� � � � ��� � � �2� � � � 	D£��@��2×��@¿ � ��� �P� �a� �!��� � �
�0¾ � �^���O£ Ì �@¿���� Pe′ ���O£ � ���¢�������M��� g � �!� g′ � È � � 	
� � £@� � ��	
��¿������ �³� �
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�� � � � � ��� ���� ���

u′

g′

w
U

e′

u
g

∈ T̃\P

∈ T̃ ∩ P

∈ P\T̃
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� � � ��Ã � ��	#¾ � �´����� � 	 /@�
�������f�¢	 � ���
�7� �(� ���&) � ��������� �*��� � �����¢�������@� - � � 	
¿������ � ��£@Çp£@��� � £@�´¾ � ���@����¿ � � �
�
� � ��� � -´ � 	3) '!�¤��Á - � � � � b(e) = ρ′ � �*� 	 ρ′ ∈ IR �@� � �*� 	Í� �*� �¢� � 	 /@�
� e ∈ E eGi
(Ve′)

�$ � ¿�¿�� g �@� g′ � ���(� 	%�¢���@�����@�©��� Ce′
� ��� � � 	 Î � ) '!�Ê� - � � � ρ = ρ′ � �2�D� � ��£ b(e) = ρ ���*� 	� �*� � e ∈ E eGi

(U ∪ Ve′)
��$ � ¿�¿�� w ∈ Ve′ � U ′ = U ∪ Ve′

£ � �©�
���@�©�Ä��
	
��£@�¢�@¿��@��� U ���Í� � � � � �� � � b(e) = ρ ���*� 	�� �*� � e ∈ E eGi
(U ′) � £���¾ � �#£ � ¿ � � Î �¢�M� �z� 	
� � Ã*������) '!��� -2�³��� � � � ��£¿ � �©�
	
��¾ � � b(e) = ρ ���*� 	�� �*� � e ∈ Ẽi �

���
e
���� � ��� � 	 /@�¢����� δG(V1, . . . , Vp) ∩ Fi

� � � � � � ��¿ � ���¢	
�@	�¾ � � T̃ ′
0 = T̃0\{e}

�@�� � �!�� � � � �¢� � �V���
S(G,F)

��$ � ¿�¿�� ax eT ′
0 = ax

eT0 = α
�@�
bx
eT ′
0 = bx

eT0 = β �#� � � 	
� b(e) = 0
��Í� � � � � � �
� f ���%� � ��� � 	0/@�
�g��� EG(Vi)

� £ � ¿�¿�� �(� 	 � - G(Vi)
�@��RÀ�Ñ

F
Ñ £ � �!���2×�� �Æ� � � 	
�

T̃0\{f} ∈ S(G,F) � �@� � � �!£��!��� � ¿ /@¿���¿ � ��� Î 	� b(f) = 0
�

 � 	´£ � �����¾ � �@�©� �
b(e) =

{
ρ � �*� 	5� �*� � e ∈ δGi

(V1, . . . , Vp),

0 ���*� 	�� �*� � e ∈ ∪(∪j=1,...,pEG(Vj)).

� � ��£ b = ρa
�K$ � ¿�¿��M� � � � £�������� � ���¢� �(� 	 bx ≥ β

���� � ��� � � £��2�
�
�����^Ëg��"o ��Í� ) G,F - �
b ≥ 0

� �#�R£ � �!�
��¾ � �@��£�� ρ > 0 � £@��¾ � ���
��	
¿����!��� �Â� 	� � Ã+��� � � Ì ��	 � 	 Î ¿��+� �

É´��¿ � 	
¾ ��� ���Í¾ � �¶����� £ � �©�
	 � �����¢���Ä��� ��� 	�
���¢� � � � ��� � �!��¾ � ��¿������Í�����Ä£ � ����£��������¢��Á��@���*�� � �
	
�0���£ � �����z£�� � �
��0���z£ � ���¢	 � �����
��� � ����£@	
���
�0� � ���M� � �
�@£@�¢� � �s� � �¤Ã � ���¢� �K� � � � � Ã � ��	Â�����£ � ����£��������¢� ��� � �@	
�����
� �!�¶ÁM�2�Ä�!���+�
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� �� !#� � ��(*����� �*) � �') � ����� )�� � � ����)

� � ���M£��2�
�
� ���£@�
� � � � � �*� �M�����¢	 � � � ��� � �!� � ���0� �*� Ã*�������<£@� � ��
� ���Ê������  � ���¤�¢��� Ã � ������������*� 	´Ëg�p"o �Ä� ) G,F -2��$m���´�����@  � �����¢�@�Æ� � ���´����� � ���
��� ��� 	 � �0� �*� �%Ñ �������¿ � ������� � 	0/2�¢�@����� � ���£ �+��� � � �@� � � � Ã+����� � Ã � ��	����@�Ä£ � � ��£����@���¢� � 	 � �¤�¢	 � ��	��� � � �
��³ +	 � ���!� ¾ � �D� � � �0Ã+� � ���
� � ���@�©� W ⊂ V

�@�
T1 = {e1, . . . , es}

� s ≥ 3 �(� �X�@���
�@¿ � ������� � 	0/2�¢�@�Ä����� � £ �*��� � δG(W )
�� � �¤� 1 ≤ q < s � �0�@���¢���@	������0� ������� �
��¾ � � ���*� 	Æ� �*� � i = 1, . . . , s � �����2×����%�¢� ji ∈ {1, . . . t}�¢�@��¾ � � Fji ∩ T1 = {ei, . . . , ei+q−1}

) �����´���!����£@���´� � ���Ä¿ � � � � � s -9��� � �¤� T2 = δG(W )\(T1 ∪

(
⋂
i=1,...,s Fji))

��� ���0�¢�������0£ � ���(  � 	 � �
� � �V���	 �\�+��� ������� � ��� D��87 � �5H ���5-6/ �87 � � D��8H �	�=@ D � D 
��
) Ã � ��	 ��  � 	
��'!�¤��À -9�

e1

e2

e6

f

g1

g2

g3

W V \W

∈ T1

∈ ∩si=1Fji

∈ T2

� ®��	� '!�¤��À 
^�Ä���D£ � ���(  � 	 � �¢� � �z���D£ �*�!� �9ÑÔ£@Çp£@���
$ � ���
������	 � ��� �p�(� 	Æ�2×���¿ � ��� � � � £ � � �(  � 	 � �¢� � �O���Ä£ �*�!� �9ÑÔ£@Çp£@���Í� � �����@�Í� � �!�m� � �(  � 	
��'�����À�?> δ(W ) = {e1, e2, . . . , e6, f, g1, g2, g3}

�5� � ��� T1 = {e1, e2, . . . , e6}
�m��� 	��¿ � 	
¾ � �X¾ � �

T1 ⊂ δ(W )
�#���V� �!��� � �
�z¾ � �Ê���m�9×!����
� � �s� �*� �oÑÔ�@���
�@¿ � ���0� � � 	 /@�
��� Fji � i = 1, . . . , 6

�
�����¾ � � {ei, ei+1, f} = Fji ∩ δ(W ) ���*� 	 i = 1, . . . , 6
) �����m��������£��@�m� � �©�´¿ � � � � � ) -2����� �M� � � 	�

Fji ∩ T1 = {ei, ei+1}
���*� 	 i = 1, . . . , 6

� ���_	
�@¿ � 	¾ � �Â¾ � � f ∈ ∩6
i=1Fji

�2��� � ��£ f 6∈ T2
��#� � � ��� � T2 = {g1, g2, g3}

�
� 9 � �<� � � ! (�� � � �8/1-

(W,T1, T2)
HJ7 � D��87 � �5H ���5-6/ �87 � � D��8H �	�=@ D � D 
�� � ' �8H �

e ∈ δG(W )
�

3 �8/ �=7 -
re = |{i ∈ {1, . . . , s} | e ∈ δG(W )\Fji}|

� �=-
r

�� � 
IH 3 �	�=-,/1- �=7 -,/ � ��- � 
���H �

r(s−q) ≥

maxe∈T2{re}
��� 
���� 3�� 
 B /17 ������
I/1- �

x(T1) + rx(T2) ≥

⌈
s

s− q

⌉ ) '!�¤�*� -
�F3=- ����
I/ � � �	�8H � � � � ' & 	 �

G,F
���
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���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

C"��! � �8! � �����´�����@  � �����¢�@�5� � ��Ã � ���¢�@� � � ���´Ã � �����!��� ���*� 	 Ëg��"o ��Ä� ) G,F -2�
x(δGji

(W )) ≥ 1 � �*� 	5� �*� � i = 1, . . . , s,
) '!����À -

(r(s− q)− re)x(e) ≥ 0 � �*� 	5� �*� � e ∈ T2.
) '!�¤��' -

�#�X� � ¿�¿ � ����£@��� �����@  � ���¤�¢�@� �!� � �+� �¢�������
(s− q)x(T1) + r(s− q)x(T2) ≥ s.

�#�g����Ãp��� � ���Ä£��@��¢�¶�����@  � ���¤�¢� �(� 	 s− q �2����� � 	
	 � �������
� � �©�Ä����¿���¿ � 	�¶�!�¶��	 � ���
� ��� � �����¢����	� ��� ��	��� � 	 �(� � �*� �¢���@���Ä� �Ê������  � ���¤�¢� ) '!�¤�*� -9�
�

�����´£ � ���¢	 � �����¢�@� ) '!�¤�*� -m�
�@	 � ��� �+��� �������@�2D��87 - ���5/17 - �F3 � � D��8H �	�=@ D � D 
��2�
 �*� 	�� � �2×��@¿ � ���Â���f� � �(  � 	�f'!����À ��� �_	��¿ � 	
¾ � �M¾ � � g1, g2, g3 6∈ ∪

6
i=1Fji

�@� �(� 	�£ � ����2Ñ¾ � ����� � r = 2
��� � £ � ���
	 � ���©�
�5����£ �*��� �2ÑÔ£2Çp£����m£ � 		
��� � � ��� � ������£��2�
�
�5£ � � �(  � 	 � �¢� � �Â���%��� � ��£� � ���!��� �(� 	D�

x(T1) + 2x(T2) ≥ 2.

1
e2

e3

e4

f

e5

e1

w

1
3

�Æ®��	� '!�¤��' 

�Í�_¿ /�¿�� � £ � ���
������	 � ���0���X *	 � ��Ì � G = (V,E)

� � ����� ��� 	^� � �(  � 	�_'!�¤��'!��� � ���
F =

{F1, . . . , F5}
�¢�@�³¾ � � Fi = {f, ei, ei+1}

) �����´��������£@���´� � �©�Ä¿ � � � � � * -9��� � ��� W = {w}
� � � �¤�

T1 = {e1, . . . , e5}
�����X	��¿ � 	
¾ � ��¾ � � Fi ⊂ δ(W ) � �+� 	 i = 1, . . . , 5

�@�
T2 = ∅

� ��� �+� 	 Î � ���� Ì � � 	 Î ¿��Í'!�Ê� � � �Ê������  � ���¤�¢� x(T1) ≥ 2
�@��5Ã � ������� � �+� 	�Ëg�p"o �Ä� ) G,F -2����� � � � ����  � ���@¿��@�©�Ã � ��	�¾ � �^£@�@��¢�0£ � �©�
	 � �����¢�O�!�^£ �*�!� �9ÑÔ£@Çp£@���^£ �*��� �^��� � � ����� x̄ � � ����� �(� 	 x̄(ei) = 1

3
���*� 	

i = 1, . . . , 5 � x̄(f) = 1
�2�
x̄(e) = 1

�
��� � � � ¾ � �K�@�� � � ��� �����Í�2×p�¢	 /�¿��Â� �_��� ��Ç©� �+� �¶�����(�!��(� 	������´£ � ���
	 � ���©�
���´���D£ �+��� �D�2�Ä������£ � ���¢	 � �����¢�@� �!� ��� 	�
���¢� � ���
� � ����£���¾ � �K� � ��� � � �*� ��� �*� �Í	
���%�¢	�����!��	 � �!� �+� £ � � �?> q = 1

�@�
δG(W )\(T1 ∪ T2) = ∅

�� �*� �M� � ��� � ���M�����M£ � �����¤�¢� � �����!��£��@�
� � ��	���f�@�M� � ��� � ���
��� � �*� 	Â¾ � �0���@�Â�����@  � �����¢�@� ) '!�¤�*� -
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 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� � �

��� �(������
�@�©�Ä���@� � � £��@��¢�@�Ä� � ���´£��D£ � �@� �#�X	��� � ��Ã � ���´���DË}��"o ��Í� ) G,F) �(� 	 � � � ��  � 	
�¤� Ì ¿�����¶£ �*��� ��� � � �+� � � Ã � ����	
�@¿ � 	
¾ � ��¾ � �¶� ��� � ����� 	�Ä�����Ä£ � ���
	 � ���©�
���Ä���Â£ �+��� �9ÑÔ£2Ç�£@����Ã�� � ���@���� � �©� ���D£@�D�ÔÇ � �+�

� 9 � �<� � � ! (�� 	 � H ���	� 3 �87*3 ��H	�
q = 1

�=-
δG(W )\(T1 ∪ T2) = ∅

��� 
���� 3 
 B /17 ������
I/1- ����� � � � �
� ����7 /1-�H�7 � $ �JD��=-,- � � � � � � ' & 	 �

G,F
�K3=/ �=-�3 �=H 
��=0 �=7 - 3=/ 
��F3 D��87 �5/1-6/ �87*3 3=H�/����57 - �F3 3 �87 -

3 �5-6/43!$ �5/1- �F3 �
� �

T1

�F3=- 0���	?/10���
 � D B �F3=-6@ �5@ �5/ � ����H � �	�8H � - �8HJ- � ����=- �
e
� �
T2

� / 
 �
	?/43=- �
i ∈ {1, . . . , s}- � 
 ��H �

e ∈ Fji
� �F+ 7 �	�=H�- 7 �8- � ����H	�����57*3 D��2D��83 �87 �

r = 1
� �

� �
G(W )

�=-
G(W )

3 �87 -
F
@ D��87 7 �
	 �F3 �

� � � /
G(W )

� � �F3 � �
G(W )

� 7 B �F3=- � �83 � @
F
@ D��87 7 �
	 ��� ��
����F3 �	�8H �'- �8HJ- � ���
�=- �

e ∈ EG(W )- � 
 
�� ��H	�
G(W )\e

� ���F3 � �
G(W )\e

� 7 B �F3=- � �83
F
@ D��87 7 �
	 ��� / 
 �
	?/43=- ��� �=H 	 ����=- �F3

g1

�

g2 ∈ δG(W )
- � 
 
��F3 ��H	�

� � � �
g1, g2 6∈ Fi

� �	�8H � - �8H�-
i ∈ Ie

�
� � � �

|Fj ∩ {g1, g2}| ≤ 1
�	�8H � - �8HJ-

j ∈ {1, . . . , t}\Ie
�

� ��� � �	�8H � - �8HJ- 3 �8H 3=@��=7*3 �=0<; 
��
W1

� �
W

� � �F3 � �
W ′

1

� �
W
�&- � 
 ��H �

δG(W1,W\W1) ⊂

Fi ∪ {e}
� � �F3 � �

δG(W ′
1,W\W

′
1) ⊂ Fi ∪ {e}

� �	�8H � HJ7 D�� � - �5/17
i ∈ Ie

� �87 �

|δG(W1,W ) ∩ {g1, g2}| = 1
� ���F3 � �

|δG(W ′
1,W ) ∩ {g1, g2}| = 1

���

� D=/
Ie

� � � � �F3 �=7 - � 
 B �=7*3 �=0<; 
��
{i ∈ {1, . . . , t} |Gi(W )\e

7 B �F3=- � �83 D��87 7 �
	 �
}
� � �F3 � �

{i ∈

{1, . . . , t} | Gi(W )\e
7 B �F3=- � �832D��87 7 �
	 �

}
�

C �:! � ��! � 9 �87 �5/1-6/ �87*3:7 �FD��F3F3 �5/ ���F30�Ä� -�� ������� � � ���^¾ � � ��� �2×����%�¢� � ��� � 	 /@�
� f �!� T2

¾ � ���� �+���(� 	�¢������� � �+� £ � ���@���
�@¿ � ��� Fji � i = 1, . . . , s
�+� � ��£ rf = s

����� � � � ��£ maxe∈T2{re} =

rf = s
��$ � ¿�¿�� q = 1 � � � � r ��� � � � � � �2�¢���Í�����¢����	 �¢���P¾ � � r(s− 1) ≥ s

��"Ô�K��� ���!� � �¤��¾ � �
r = 2

�2�´� � ��£�� � £ � ���
	 � ���©�
�����D£ �*�!� �9ÑÔ£@Çp£@����£ � 	
	
�@� ��� ��� � �©�&� T1
�2�
T2
� � � ���´£���£ � � �(� � � �

/@�
	
�D��£@	
�¤�¢�D���D� � � �  � �z� � �¤Ã � ���¢�+�
x(T1) + 2x(T2) ≥ 2.

) '!�¤� ) -
$ � ¿�¿��´� �+� �¢�@�5���@� � 	 /@�
���5��� E �+����� 	�
�����!��������� � �^���!�
��¿ � ��� Fi � ��� �2×�����¢� l ∈ {1, . . . , t}\
{j1, . . . , js}

�
���K¾ � � f ∈ Fl ��$ � ��������@	 � ���Í�����Ä�������¿ � ����� T ′
1 = T1 ∪ {f}

�2�
T ′

2 = T2\{f}
�$ � ��������@	 � �!� �����´���!��  � �����
���ÆÃ � �������@�

x(δGl
(W )) ≥ 1,

x(e) ≥ 0 � �+� 	5� �*� � e ∈ (T1 ∩ Fl),

2x(e) ≥ 0 � �+� 	5� �+� � e ∈ (T2 ∩ Fl)\{f},

x(f) ≥ 0.



� � 
���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

�#�\� � ¿�¿ � ���D£��@�¶������  � ���¤�¢��� � ���������!��  � �����
���3) '!����À -Í�@�����@�D�����@  � ���¤�¢�@� ) '�����' - � �*� 	D� �*� � e ∈
T2\{f}

�!� � �*� �¢���@���
sx(T ′

1) + 2sx(T ′
2) ≥ s + 1.

) ��� 	 �+�!� �@�����¶¾ � � r = 2
� -��#� ���¤Ã���� � ��� ��� 	 s �@�D��� � 		 � �!������ � �������Â¿��@¿ � 	�M���M��	 � ���¢� �� � �����¢����	�� ��� �@	
��� � 	 �(� � �*� �¢�������´� � ���!��  � �����
�

x(T ′
1) + 2x(T ′

2) ≥ 2,
) '!�¤��* -

¾ � �����%�X� � ��£gÃ � ������� ���*� 	RËg�p"o �Ä� ) G,F -2� $ � ¿�¿��g£��2�
�¢� ������  � �����
�}� � ¿������g� � ���!��  � �����
�) '!�¤� ) - � � � £ � ���¢	 � �����¢� ) '!���* -Æ��� � � � � �(� �´��� �(����	 �!� � � £��@��¢� � � � ��£ T1
� � ��� /@�
	
�D¿ � ×���¿ � � � �*� 	m� �*� � e ∈ T2

� �����2×����%�¢� � � � 	
� i ∈ {1, . . . , s} �
��� ¾ � � e ∈ Fji �!��� �?> re ≤ s− 1
�!$ � ¿�¿��

q = 1 ��� � � r(s− 1) ≥ s− 1
��"Ô����� ����� � ��� ¾ � � r = 1

�
À -´� ������� � � ���Í¾ � � � �+� 	 i ∈ {1, . . . , t} ��� � ���(� 	´�2×���¿ � ��� � Gi(W )

� � �}£ � �����9×!� � È � � 	�´����2×����%�¢� � ��� �(� 	�¢�¤�¢� � � W1
� W2

���
W
�
��������¾ � � δGi

(W1,W2) = ∅
) Ã � ��	 �(  � 	
��'!�¤� ) -9�

W2

W W

W1

Gi

�Æ®��	� '!�¤� ) 


� � ��£ δGi
(W1) = δGi

(W1,W )
�@�
δGi

(W2) = δGi
(W2,W )

�("Ô� ���R	
��� � ���
�D¾ � �
x(δGi

(W )) = x(δGi
(W1,W )) + x(δGi

(W2,W ))

= x(δGi
(W1)) + x(δGi

(W2))

≥ 2.

$ � ¿�¿�� δGi
(W ) ⊆ T1 ∪ T2

�2�
x(e) ≥ 0 � �+� 	0� �*� � e ∈ E �´� � � � �@�w£ � ���
�@¾ � ����£@� �

x(T1)+x(T2) ≥ 2
��Ë � ����£��2�
�¢�Ä�����@  � �����¢��� � ¿�������) '���� ) - � �@�Æ� � ��£ ) '���� ) -#�!�Í��� �(����� �(� � � ���

� � £��2�
�
�+�
' -�� �*� � � ��� � �!� � 	 �+� Ã*�@	�� � � ��
��	%�¢� � � � �*� 	 G(W ) � � �0� 	� � Ã+� � �+� 	 G(W )

�@� � �������¿���� � ��	
� �� ������� � � ���´� � ��£�¾ � � G(W )
���Ê�@�� �(� � À�Ñ

F
ÑÔ£ � �����2×�� �(� ���!� � � � ���´¾ � �D� � � �
���	%�¢� � �^��� ���� �(� �Ã*�@	
������� � �*� 	 � �!� � 	 /@�
� e ∈ EG(W )

��� �*� � � ��� � ����¿ � ���¢	��	³¾ � � � �*� �
�Æ� � � � �
� � � T �!� S(G,F)�¢�@����� ¾ � � |T ∩δG(W )| = 2
£ � �©�
���@�©� e �*�#�M��� �@� � � �!��� � � � ���#���m£ � ���¢	 � ��	
� � £ �Ê�@��Ñ � ÑÔ�!��	
� e 6∈ T �



� � � � � ��� � � ���	� ����� 
���� �	� 
 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� � �

� � ������� g1, g2
����� � 	 /@�¢�@����� δG(W )

� � ��� T � È � � 	
� g1, g2
���O� � �¢��� � � ��� �(� � �+� ¿ � ����� � ������@�Ä£ � �����¤�¢� � ����'!�¤� - � '!� À�- � '!�Ê' -9�Ñm���

g1, g2
�!��� � �¢��� � � ��� �(� � '!�¤� - �(� � � 	
����� �2×����%�¢� i ∈ Ie �
����¾ � � � ����� � �!� � g1 ∈ Fi

� � � ��£D���

e∈ Fi

W2

g1

W

g2

W1

e∈ Fi

W2

g1

g2

W

W1

W W

�Æ®��	� '!�¤��* 


�2×�����¢�
W1 ⊂ W

�
����¾ � � δG(W1,W\W1) ∩ T ⊆ Fi ∪ {e}
� � � � � ���  �� � � � � � � � � �!��� � �
��	 ¾ � �

g1 ∈ δG(W1,W )
� ���

g2 ∈ δG(W\W1,W )
) 	
��� � � g2 ∈ δG(W1,W )

- �(� � � 	
� δGi
(W1) ∩ T = ∅) 	��� � � δGi

(W\W1)∩T = ∅
- ) Ã � ��	 �(  � 	
�Ä'!�¤��*�¾ � � � 	
��������¢�Ä£��@�Æ��� � ×�£ � � �!���(  � 	
�@� -2�p� � ��£���� +	 �+��Ì ������� � �¤� �(� 	 T\Fi � �Ê�@�� �(� �´£ � �����2×�� ��� ���D£ � ���¢	 � ����£@�¢� � ���Ñ � �Ê���7�2×�����¢�

j ∈ {1, . . . , t}\Ie
�¢�@�7¾ � � g1, g2 ∈ Fj

� � � 	
�����K���%�D£�� � ��	Ä¾ � � T\Fj ��� ����� � ����(� � � �R *	 �+��Ì ��£ � �����9×!� � � ���D£ � ���¢	 � ����£@�¢� � ���ÑÂË � �����¢�@� � ��� � � �!��� � � � ����¾ � � g1, g2

���R� � �¢��� � � ��� �(� ��'!��' -2� È � � 	
� ��� � � � � �O� ������� �
�@	¾ � � �����2×����%�¢� � ��� �(� 	�
���
� � � (W1,W\W1)
���

W
�2�

i ∈ Ie
�¢���¶¾ � � δG(W1,W\W1) ⊂

Fi ∪ {e}
�2�

δG(W1,W )
� � ���z£ � ���¢���@��� {g1, g2}

� � � ���z� �Ê���©�
��	�
��£2�¢� �(� �z£��2�R�������¿ � ���+� ���
{g1, g2} ⊂ δG(W1,W )

) 	
��� � � {g1, g2} ∩ δG(W1,W ) = ∅
- ��� � � 	
� δGi

(W1) ∩ T = ∅
) 	��� � �

δGi
(W\W1) ∩ T = ∅

-2� � � �!£ T 6∈ S(G,F) �!� ���D£ � ���
	 � ����£@�
� � ���È �����
� ���*� 	Ä� �*� � T ∈ S(G,F)
�¢�@�K¾ � � |T ∩ δG(W )| = 2 � � � � e ∈ T ��$m�@£��K��¿ � ����¾ � �D¾ � �� � � � £@�D�����(�!��� �(� 	 ) '���� ) -m���� £ � ���¢��� � �¶� � ��� {x ∈ Ëg�p"o �Ä�

(G,F) ! x(e) = 1}
� $ � ¿�¿��

) '���� ) -���� ���%� �(� � � ���Ä£ � ���¢	 � �����
�Ä�¢	��Ãp� � ��� � ��� ��� ����� � ���5¾ � �3) '!�¤� ) -7���Í�����(�!��� �(� � � ��� � � £@�@�
�
�+�
9 �87 �5/1-6/ �87*3 3=H ��3 �57 - �F3z�5� ������� � � �!�^¾ � � δG(W )\(T1 ∪ T2) = ∅

�@�
q = 1

�Æ� ���!� � � � �����  � ���@¿��@�©� ¾ � �����@� £ � �����¤�¢� � ����� - � À -5�@�Í' -5� � ���Ä� � �
��� � � ���¢�@���( � 	�� -5� � �����@  � ���¤�¢� ) '!�¤�*� - � � � �
/@�
	
�D��£@	
�¤�¢�D� �*� � � � � � 	
¿��

x(T1) + x(T2) ≥ 2.� � � � ���K� � �����@  � ���¤�¢�&) '����*� - �(� 	 ax ≥ α � �@�#� � ��� bx ≥ β � �������!��  � �����
� �!���(�����
� � ��� � ��� � � £@�@�
�
���� Ëg�p"o �Ä� )
G,F

- �¢�@�����K¾ � � {x ∈ Ëg��"o ��Í�
(G,F) ! ax = α} ⊆ {x ∈

Ë}��"o ��Í�
(G,F) !

bx = β}
�³ �+� 	Â¿ � ���¢	
�@	¶¾ � � ax ≥ α

�!���(���¤� � �!� � � £@�@�
�
� � � �*� � � ��� � ����¿ � ���
	
��	�£ � ¿�¿��� 	��£��@����¿�¿������ ¾ � �Ê�����2×����%�¢� ρ > 0
�¢����¾ � � b = ρa

�$ � ¿�¿�� s ≥ 3 � � � ���@�©� e1
� e2 ��� � × � 	0/2�¢�@�Ä��� T1

��� � �¤�
Γ0 = {e1, e2} ∪ EG(W ) ∪ EG(W ).



� � 
���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

$ � ¿�¿�� e1 �@� e2 �+�!�(� 	�
���@��������� � T1
�@�
q = 1 � e1

�2�
e2
�+�!�(� 	�
���@��������� �¶���@�5�������¿ � ����� Fi����� ��	�����¢� � �2��£ � ¿�¿��¶� � �+� 	 Î �Í� � £ � �����¤�¢� � �gÀ�- ���@�Í��� � ×} *	 �+�!Ì ��� G(W )

�@�
G(W )

� � ���
F
Ñ£ � �!���2×���� � ���*��� ���!� � �¤�K¾ � � Γ0 ∈ S(G,F)

��$ � �!�
���!��	 � ����� � �������¿ � ������� � 	0/@�
��� Γi = (Γ0\{e1})∪

{ei}
� �+� 	 i = 3, . . . , s

��"Ô� ���%�m£@� � ��	7¾ � � � £ � ¿�¿������@� � 	0/@�
��� ei � i = 1, . . . , s �+����� 	�
�����!�������4������´�@���
�@¿ � ���@� Fj ��� � �@	
�����
� ��� � � 	
� Γi ∈ S(G,F) ���*� 	 i = 3, . . . , s
� �Í� � � � � ��� � � axΓ0 =

axΓi = α
�(� � ��£ bxΓi = bxΓ0 = β

�2�Ä�@�z£ � �����¾ � �@��£�� b(ei) = b(e1)
���*� 	 i = 3, . . . , s

�( � 	�Çp¿��@�¢	��� ��� � � � � ��£
b(e) = ρ ���*� 	 ρ ∈ IR, � �*� 	´� �*� � e ∈ T1.

) '!�¤��) -
Ë � ���©�
��� � �©� � £ � ���
������	 � ��� � �!� � 	0/2�¢� f ∈ T2

�Í��� � � 	 Î �u� � £ � �����¤�¢� � �>� - � �����2×����%�¢� i ∈
{1, . . . , s}

�¢�@��¾ � � f ∈ Fji
�P$ � ��������@	 � �!�¶� �Ê�@���
�@¿ � ��� Γf = (Γi\{ei}) ∪ {f}

) 	
�@� � � Γf =

(Γ0\{ei}) ∪ {f}
-M��

i ∈ {3, . . . , s}
) 	
��� � � i ∈ {1, 2} - �5> Γ0

�@�
Γi
� � ���O�����f�������¿ � �������� � 	0/2�¢���O�����¢	 � � � ���¢� � 	��£��@����¿�¿������ �Æ"Ô�Ä�@��^£@� � ��	f¾ � � axΓf = axΓi = axΓ0 = α

�Æ� � ��£
bxΓf = bxΓi = bxΓ0 = β � �@� � � ��£ b(f) = b(ei)

� $m��£@� � Å �*� �
� �#) '!��� ) -m� � ���!�
b(e) = ρ ���*� 	5� �+� � e ∈ T1 ∪ T2.

) '!�¤��� -
$ � ��������@	 � ��� � �!� � 	 /@�
� e ∈ EG(W )

�©���
G(W )\e

�@��
F
Ñ £ � ���!�2×�� �©� � � 	
� Γ0\{e}

���� � � � � �
� � ����
S(G,F) � �@�Í� � ��£ b(e) = 0

� ����� � � � ��� �+� 	 Î ��' - � �����9×!����
����� � × � 	0/2�¢��� g1, g2

� � �¢��� � � ��� � ������@�Ä£ � �����¤�¢� � ���Í'���� - � '!� À�- � '!��' -2� � � �¤� Γ′
0 = (Γ0\{e1, e2, e}) ∪ {g1, g2}

� ���}Ã � ¿ � ���¢	��	 ¾ � �
Γ′

0 ∈ S(G,F)
��� � ���D� � � � ���¢� � � �*� ��� � �¢�@	 � ��� Hi

���M� �*� �%Ñ  *	 � ��Ì �M��� G ����� � �¤� �(� 	 Γ′
0\Fi

�� �+� 	 i ∈ {1, . . . , t} �� � �¤� Fi �¢����¾ � � i ∈ Ie
) �5> Ie �������� �(��� � � ���f� � £ � �������
� � �s' -0-2�� � 	�'!��� - � g1, g2 6∈ Fi

�$ � ¿�¿�� G(W )
���%�

F
ÑÔ£ � �����9×!� � �� Hi

���Ê�@�� �(� � £ � �!���2×�� �!� � � 	
�#���(� � ��� �2×�����¢�@	 W1 ⊂ W � �
���¾ � � δHi
(W1) = ∅

� $ � ¿�¿�� EG(W )\{e} ⊂ Γ′
0
� ��� ��� ����� � ���Ä¾ � � δG(W1,W\W1) ⊂ Fi ∪ {e}�@�

g1, g2 ∈ δG(W\W1,W )
��Ë � ����£���� � £ � ���¢	�����¤� '!�Ê' -2�Ë � ���©�
��� � �©� � £ � ���
������	 � ��� � � �������¿ � ��� Fi � Ã*��£ i ∈ {1, . . . , t}\Ie � È � � 	
� Gi(W )\e

���%�£ � �!���2×��+� $ � ¿�¿��7��� �+� 	 Î �³'!��À - � {g1, g2}\Fi 6= ∅
� �2� G(W )

���%�
F
Ñ £ � �!���2×�� ��� � � Hi

£ � ���!�2×��+�� � ��£ Γ′
0 ∈ S(G,F)

���� � �+� �
�
� axΓ′
0 = α

�#� � ��£ bxΓ′
0 = β

��$ � ¿�¿�� bxΓ0 = β
�@�f� � �+� 	 Î ��) '!����� - � b(g1) =

b(g2) = b(e1) = b(e2)
��� � �*� �
������� b(e) = 0

�� � ��£ b(e) = 0 ���*� 	�� �+� � e ∈ EG(W )
����� � ��� � �  � �\���¿���� � ��	
� � �u¿ � ���
	
�f¾ � � b(e) = 0� �+� 	7� �*� � e ∈ EG(W )

�� � 	�£ � �����¾ � �@�©� � ��� � � 	 Î �*) '!�¤��� - � �����@�f	
��� � ���
��¾ � � b = ρa
�©�Í� � � � � �� � � ρ > 0 � �@�´� � ��£D� �M� 	
� � Ã*�����%� £ � ¿ � � Î �¢� � �

$ � �!�
���!��	 � �������� *	 �+��Ì ������� � �(  � 	�^'!�¤��)z�@�Â�������������¿ � �����¶��� � 	0/2�¢��� Fi = {ei+5}
���*� 	

i = 1, . . . , 5
�P� � ��� x̄ � � � � � � �¢� � �\� � �����@� �(� 	 x̄(ei) = 1

2
� �+� 	 i = 1, . . . , 5

�2�
x̄(ei) = 1� �+� 	 i = 6, . . . , 10

��"Ô�����%�Í£@� � ��	5¾ � � x̄ � � �
��� � � ���������´£ � �©�
	 � �����¢�����
	
��Ãp� � ���@���@� ���@� £ � ���¢	 � �����¢�@����D£ �*�!� � �(� 	�	 �+����� 	��� F1, . . . , F5

� � � � � � � �
� � � x̄ � � �¢��� � � �¤����  � ����¿������´������£ � �©�
	 � �����¢���´���
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1
2

1

e5

e6

e10

e2

e1

e9
e4

e8

e7

e3

�Æ®��	� '�����) 
^�Ä� ��� �����´�2×p�
	0/�¿�� � 	 � £2�¢� � ��� � ��	
�
�(� 	%�¢�¤�¢� � ���@�7�����K£ � ���¢	 � �����
���7����£ �*��� �2Ñ £@Çp£����+���Í� � � � � � ���!��� ���%� �(� �7��� ��£������Æ�!�5Ã � ��	K¾ � � x̄ ���%�� � � � �����´�2×p�¢	 /�¿��D� �X��� �¤Çp� �*� ��� � ���!� ��� 	´£����´������  � �����
���@���Ä� � ��¿ � ���!� � x̄ Ãp� � ����� � �����@  � �����¢�

x(e1) + x(e2) + x(e3) + x(e4) + x(e5) ≥ 3,¾ � � �@��5Ã � ������� ���*� 	Æ��� ��� �¤Çp� �*� � � �� � £����+��� � ���5£@��¾ � � � � ��� � � �*� � � ��� � ���Æ¿ � ���¢	��	 ¾ � ��£��2�
�¢����!��  � �����
� � � ��� �(� 	%�¢��� ��� � ���5£@� � ��
� � � � �P *���!��	 � ���m� �Ê������  � �����
����Ã � ��������� ���*� 	#Ë}��"o ��Í� ) G,F -2�

� ��� !#� � ��(*����� �*) � ���!� ����� ��)�� �'� (���� �*�����

� � ���@�©� G = (V,E) � �D *	 � ��Ì ���@� F = {F1, . . . , Ft}
� t ≥ 2 � � ��� � � ¿�������������� �*� �%ÑÔ�@���
�@¿ � �������� � 	0/2�¢�@� �!� E �©� � �¤� V0, V1, . . . , Vp

� ��� �(� 	�
���
� � �Â�!� V � Ã+��£ p ��¿ �(� ��	��+� ������� � � ����¾ � � ���*� 	� �+� � i = 1, . . . , p � ���7�2×�����¢� ji ∈ {1, . . . , t} �
���#¾ � � Fji ∩ δG(Vi, V0) 6= ∅
�³� � �¤� Λ = {e ∈

E | e ∈ δG(Vk, Vl)∩Fjk ∩Fjl
�+� �*� 	 k, l ∈ {1, . . . , p}} ��� � ��� F =

⋃p
i=1(Fji∩δG(Vi, V0))∪Λ

��Ä�!�g�¢�������g£ � ���(  � 	 � �
� � � ���	 ��� ��� �@���@� � ���ED��87 � �5H ���5-6/ �87 �CB �=- �8/ 
��=@�� ��� -,/1-6/ �87 ) Ã � ��	 ��  � 	
�'!�¤��� -9�
 � 	#�2×��@¿ � ��� � £ � ��������@	 � ���#� � £ � ���(  � 	 � �¢� � �M��� �@� � �����2Ñ ��� 	�
���¢� � ��� � �����@� �(� 	#� � �(  � 	�´'!�¤�����

� �0�(� 	�
���
� � �_£ � 	
	��� ��� ��� � ���¢� � ��¤× �@���@¿��@�©�
� V0, V1, . . . , V5

� È £ Ì(� ¾ � � Vi ���� � �� � £���� � ����!�
��¿ � ���R��� � 	0/2�¢��� Fji �¢�@��¾ � � Fji ∩ δG(Vi, V0) 6= ∅
� �*� 	 i = 1, . . . , 5

�#$m�����������¿ � ������ � �©��	
� � 	
�@�
�@�©�
��� �(� 	f����� ��	�����¢�f�ÔÇ � �@���!�X���� *���@���#�#����� �@� � e1 ∈ Fj1 ∩ δG(V1, V0)
� e6 ∈

Fj2 ∩ δG(V2, V0)
� e5 ∈ Fj3 ∩ δG(V3, V0)

� e3, e4 ∈ Fj4 ∩ δG(V4, V0)
�2�
e2 ∈ Fj5 ∩ δG(V5, V0)

�� � � � ����¾ � �Ä� � � 	0/2�¢� e7 �@���¢	
� V1

�@�
V2
�+�!�(� 	�
���@�©� �D� �"� � ��� �D� � ���!�
��¿ � ��� Fj1 �2� �D� � ���!�
��¿ � ���

Fj2
� �@� � � ��£ e7 ∈ Λ

����� � � � �´Ã � ��	���� � � � ��¾ � � Λ = {e7}
�

$ � ���
������	 � ���´� � �����@  � �����¢�
x(δG(V0, . . . , Vp)\F ) ≥

⌈p
2

⌉
.

) '!�¤��� -
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Fj1

Fj2

Fj3

Fj4

Fj5

Fj1 ∩ Fj2

e5

e6

e7

e4

e1

V5 V3

V0

V4

V1 V2

e2

e3

�Æ®��	��'!����� 
^� ���D£ � ����  � 	 � �¢� � �R� �Ê�2� � �����2Ñ �(� 	%�¢���
� � �
� 9 � ��� � � ! ( ��� ! � B /17 ������
I/1- � ��� � ��� � �F3=- ����
I/ � � �	�8H � � � � ' & 	 �

G,F
���

C"��! � �8! ��"Ô�����%�Ä£@� � ��	5¾ � �D���@� ������  � ���¤�¢���Æ� � �¤Ã � ���¢��� � � �©�´Ã � �������@� � �+� 	 Ëg��"o ��Í� ) G,F -9�
x(δG\Fji

(Vi)) ≥ 1 ���*� 	�� �*� � i = 1, . . . , p,

x(e) ≥ 0 ���*� 	�� �*� � e ∈ δ(V0)\F,

x(e) ≥ 0 ���*� 	�� �*� � e ∈ (δG(Vk, Vl) ∩ Fjk)\Fjl, k = 1, . . . , p, l = 1, . . . , p, k 6= l.

�#�X� � ¿�¿ � ����£@��� �����@  � ���¤�¢�@� �!� � �+� �¢�������´� � �����@  � �����¢�
2x(δ(V0, . . . , Vp)\F ) ≥ p.

�#�M����Ãp��� � ��� �(� 	7ÀÍ�@�#�@� � 	
	 � �������
� � �©�K���5¿���¿ � 	
�Æ������	 � ���¢�4�Í� � �����
����	K� ��� ��	��� � 	 �+� � �*� �¢�������� � �����@  � �����¢� ) '������ -2�
�

�����´������  � �����
��� ) '!�¤��� -m�
�@	 � ��� �+��� �������@�2D��87 - ���5/17 - �F3 �CB �=- �8/ 
��=@�� ��� -6/1-,/ �87(�
 � 	D�2×���¿ � ��� � � � £ � �©�
	 � �����¢�f��� �@� � �����9Ñ �(� 	�¢�¤�¢� � �}£ � 	
	��� ��� ��� � ��� �z� � £ � ���(  � 	 � �¢� � � ����� �

�(  � 	��'!�����M�@�� � � �!����� �(� 	
x(δ(V0, V1, ..., V5)\F ) ≥ 3,

�?> F = {e1, . . . , e6, e7}
�
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 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� � �

�Ä����������  � ���¤�¢���D���¿���� � ��	
�@�"� ) '!�¤��� - �+��� ����������£ � �©�
	 � �����¢���¶��� F Ñ �(� 	�
���
� � � � ���¶�@�¢�������¢	 � Ñ� � �¤�¢�@�#� � ��� � )*'�� ���*� 	#��� � 	 �*� � Î ¿��5� � � �+� �%Ñ  *	 �+�!Ì � À�Ñ � 	0/@�
��£ � �!���2×�� ) Ã � ��	#�
�@£@�
� � �z�*��À��¤�*� À�-2�
���M��� �(���¤� � � 	
�@�
�@�©� ¾ � �@��¾ � ����� � � � �
� � ���P¾ � �!Ã � �©� /2�¢	� � �¢������� � �+� 	7��� �(����	K�����K£ � ���!���¢� � ������@£����� � ��	
�@���2�����@��£ � �������
� � �!��� � ��� � ���¢��� ���*� 	�¾ � �M������£ � ���¢	 � �����¢�@� ) '!�¤��� - �����(�!���
������D���@�

� � £@�@�
�
���@��� � ������� Rji = Fji ∩ δG(Vi, V0)
���*� 	 i = 1, . . . , p

�@�
∆ = F ∪ (

⋃
i=0,...,pEG(Vi))

� � 	Æ�9×!�@¿ � ��� �©���*� 	�� � £ � ���(  � 	 � �¢� � �����Ê�2� � �����9Ñ �(� 	%�¢�¤�¢� � �Â��� � � �(  � 	�Í'!�¤��� ��� � � Rj1 = {e1}
�

Rj2 = {e6}
� Rj3 = {e5}

� Rj4 = {e3, e4}
�@�
Rj5 = {e2}

�
� 9 � �<� � � ! (����<� � B /17 ������
I/1- ����� � ��� � � ����7 /1- H�7 � $ �JD��=-6- � � � � � � ' & 	 �

G,F
� 3 �=H 
��=0 �=7 - 3=/


��F3��83F3 � � -6/ �87*3&3=H�/����57 - �F3 3 �87 - ��� � / � ���F3 �
� � � 
 �
	?/43=- � H�7 �=7*3 �=0<; 
�� �CB ���
�=- �F3

T̃ ⊆ δG(V1, . . . , Vp)
- � 
 ��H	�

T̃ ∪ ∆ ∈ S(G,F)
�=-

|T̃ | = p+1
2

�

� � ' �8H �'- �8H�- � ����=- �
e ∈ δG(Vi, V

′
i )

�
i, i′ ∈ {1, . . . , p}

� / 
 7 B �
	?/43=- � � �83
i0 ∈ {1, . . . , t}

- � 

��H	�

(Rji ∪ Rji′
∪ {e}) ⊆ Fi0

�

C �:! � ��! �·� ���!� � � � ���Æ¾ � � ) '!��� � -7�����(�!��� � ��� � � £��2�
�¢� ���ÍËg��"o ��Í� ) G,F -9�©"Ô���@��Æ£�� � ��	7¾ � � ����2×�����¢� � �!�R� � � � �¢� � � T ∈ S(G,F)
�¢�@�����O¾ � � |T ∩ (δG(V0, . . . , Vp)\F )| = p+1

2

� �p��� � � � � �
� � £@����� �(����� �(� 	 ) '!�¤��� -��
��	 � ���ÄÃp����� � �2��� � ��£¶��� ���*� 		 � �¤� �(� �*/@�
	
� � ��� � � £@�@�
�
�+� � � �¤� T ′ =

T ∩(δG(V0, . . . , Vp)\F )
�*� �!��� � � � ���K¾ � � T ′∩δG(V0) 6= ∅

�+����¿ � ���
	
�m¾ � � |T ′∩δG(V0)| = 1

V5 V3

V4

V1 V2

V0

T ′

F

�Æ®��	� '!�¤��� 

) Ã � ��	 ��  � 	
� '!�¤��� -9���#�O� � �2� � � �!��� � � � ��� ¾ � � £��´��� ���� �(� ������£ � � �@� � � ������� f1, f2

��� � × � 	0/2�¢������
T ′ ∩ δG(V0)

�³� � ���@�©� i1, i2 ∈ {1, . . . , p} �¢�@���D¾ � � f1 ∈ δG(Vi1 , V0)
�2�
f2 ∈ δG(Vi2, V0)

��@� � ������� � � �!� � ��� � � ���Ê !� � ¾ � � i1 6= i2
� $ � ¿�¿�� T ∈ S(G,F) � �@� � � ��£ G[T\Fji]

���%�Í£ � �����9×�����*� 	 i = 1, . . . , p ��� � � T ∩ (δG(Vi)\Fji) 6= ∅
���*� 	´� �*� � i ∈ {1, . . . , p}\{i1, i2} � $ � ¿�¿��

T ∩ (δG(Vi)\Fji) = T ′ ∩ (δG(Vi)\Fji)
�´� � � � � ��£ T ′ ∩ (δG(Vi)\Fji) 6= ∅

���*� 	z� �*� �
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 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

i ∈ {1, . . . , p}\{i1, i2}
����� � � � ��£ |T ′| ≥ 2 + p−2

2

��$ � ¿�¿�� p ���%�D��¿ �(� ��	 � £���� � ��¿ � ����¾ � �¾ � � |T ′| ≥ p+3
2
�(� ���D£ � ���¢	 � ����£2�¢� � ����#�}£ � ���
�@¾ � ����£@� � � �*� �
�¶� � � � �
� � �z���

S(G,F) � � � ���Í����Ã*��£2�¢� � 	���� ����£@�����@��£��D� � �¢��� � � �¤� ) '!�¤��� -�F� � ��  � ���¤�¢� � £ � ���¢������� �+� � � � � � ��� � 	0/@�
�g��� δG(V0)\F
�m����� -�� �Ê�@�� �(� �O� � �¢��� � � ���
� � � � � 	
�� �*� �¢�´� � � � �¢� � �f���

S(G,F)
� � ���m����Ã*��£2�¢� � 	m��� ���!£����!����£@�Ä� � �¢��� � � �¤��) '!�¤��� - �D� � ��  � �����
�5£ � �©�
���@�©��2× � £2�¢��¿������ � ��� � 	 /@�
� �!� δG(V0)\F

�*Ë � ���#£@��� � ��¿ � ����¾ � �Æ¾ � �Ä� �*� � £����!���(����� �(� 	�) '������ -K����£ � ���
��� � ��� � ��� � � Ì Ç � ��	 � � � � ∑
e∈δG(V0)\F x(e) = 1

��Ë � ��� � £���£@��£ � ���¢	�����¤�Í��� � � ���´¾ � � ) '!�¤��� -����������� � �!� � � £@�@��¢�+�Ë � ���©�
��� � �©� £ � ���
������	 � ��� � ��� � 	0/2�¢� e ∈ δG(Vi, Vi′)
� �+� 	 i, i′ ∈ {1, . . . , p} ��$ � ¿�¿�� ) '!�¤��� -���%����� � �@	
�����
�¶���@�Í������  � �����
��� x(e) ≥ 0 � ����� � ��� �2×����%�¢�@	 � �!��� � � � �
� � � � � � �¢�@� T1

� �!�
S(G,F)£ � ���
��� � ��� e �2��� � �������¶Ã+��£@�
� � 	�� �Ê����£���������£@�Â� � �¢��� � � ��� ) '������ -&�O� �Ê�@  � ���¤�¢� ��� � ��� T̃1 = T1\∆

�$ � ¿�¿�� |T̃1| =
p+1
2
� e � � � ��/@�¢	� � � Å � £@�����"� �+�R� � � � � ��� � 	0/2�¢����� T̃1\{e}

�2�
δG(Vi, Vi′) ∩

T̃1 = {e}
�Æ���

Rji ∪ Rji′
∪ {e} ⊆ Fi0

� �+� 	 i0 ∈ {1, . . . , t} � � � � 	� G[T1\Fi0 ]
��� ���� �(� �£ � �!���2×�� � £@��¾ � ���@�� ��¿ � � �
�
� � ��� �

�

� 9 � ��� � � ! ( ��� / � B /17 ������
I/1- � ��� � ��� � � ����7 /1-�H�7 � $ �JD��=-6- � � � � � � ' & 	 �
G,F

� 3=/
� � 
�� D��87 �5/1-6/ �87 � � �5H:-! 	����� A=0 � � � � � �F3=- 3 �5-6/43!$ �5/1- ���
� �

G(Vi)
�F3=-�� @

F
@ D��87 7 �
	 � �	�8H �

i = 0, 1, . . . , p
�

� � �	�8H �
- �8HJ-
i, i′ ∈ {1, . . . , p}

�
e ∈ Rji

�=-
l ∈ {1, . . . , t}

�
(Rji ∪Rji′

)\(Fl ∪ {e}) 6= ∅
�

� � �	�8H �
- �8HJ-
e ∈ δG(Vi, Vi′)

�
i, i′ ∈ {1, . . . , p}

��/ 
 7 B �
	?/43=- � � �83
i0 ∈ {1, . . . , t}

� ���FD&3 �8/1-
Fji ∪ {e} ⊆ Fi0

� 3 �8/1-
Fji′ ∪ {e} ⊆ Fi0

�

C"��! � �8! � � � � � ���Â� �Ê������  � ���¤�¢�#) '������ - �(� 	 ax ≥ α
�@�Â� � �¤� bx ≥ β � ���^������  � ���¤�¢�f�����������oÑ� � ��� � ��� � � £@�@��¢�Â���MËg��"o ��Í� ) G,F -��¢��������¾ � � {x ∈ Ëg��"o ��Í�

(G,F) ! ax = α} ⊆ {x ∈Ë}��"o ��Í�
(G,F) ! bx = β}

�!$ � ¿�¿��´� �*� �Æ� � � Ã � ��� � � ��� � 	��£@�����@¿�¿������ � � �*� � � ��� � �!� ¿ � ��Ñ�¢	��	´¾ � � b = ρa � �*� 	 ρ > 0
�� � �¤� G̃ = (Ṽ , Ẽ)

���  *	 �+��Ì � �*� �¢�@� � ���w£ � ���¢	 � £@� � ���}�����R�������¿ � ����� V0, . . . , Vp
�Í� � �������

p = 2k + 1 � k ≥ 1
�K��� �+� 	 Î �M� � £ � �������
� � � � -¶� � � Ì � � 	 Î ¿��0'����*� � ���Æ�9×!����
� � �V���!�
��¿ � ������ � 	0/2�¢��� T̃ ⊆ δG(V1, . . . , Vp)

�
���Ä¾ � � |T̃ | = k + 1
�@�
T0 = T̃ ∪ ∆ ∈ S(G,F)

�Æ� � �!£
T̃ ∩ δG(Vi) 6= ∅

� �+� 	 i = 1, . . . , 2k + 1
� È � 	 Î � � �Ê�2Ã*����� � ��������� � ��	
¿ � � � �
� � �!�5���D� � �������¿ � ���

V1, . . . , V2k+1
��� � � � � �¶� ���!� � ���	Â¾ � � T̃ = {e1, e2, . . . , ek+1}

�
��� ¾ � � ei ∈ δG(V2i−1, V2i)� �+� 	 i = 1, 2, . . . , k + 1
) �?> ���@�������!��£��@��� � ��� � 	����¿ � � � � � 2k + 1

-9����� � � � �D	
�@¿ � 	¾ � ��	¾ � � T̃ ∩ δ(V1) = {e1, ek+1}
�2������� � 	0/2�¢���¶��� T̃\{e1}

� � ���¶��� � × �X�!� � ×F� � � � � Å � £@�����¢�@�
) Ã � ��	��(  � 	�0'!�¤�. -2�7� � �¤� e � ��� � 	0/@�
�^��� δG(V2)\Fj2

�@�©�
	
�
V2

�@�
Vl
� l 6= 2

�7$ � ��������@	 � ���� � �������¿ � ������� � 	0/2�¢�@� Te = (T0\{e1}) ∪ {e}
�����0Ã � ¿ � ���¢	��	�¾ � � Te ∈ S(G,F)

�$ � ¿�¿�� �(� 	�À - G(Vi)
���%�ÆÀ�Ñ

F
ÑÔ£ � �����9×!�m�@��� � �!£

F
Ñ £ � ���!�2×�� ��� � � 	� ���*� 	 i = 0, 1, . . . , 2k+1 ������ � �f� ���D¿ � ���
	
��	�¾ � � G̃[Te\Fj]

���� £ � �����9×!� ���*� 	 j = 1, . . . , t
�



� � � � � ��� � � ���	� ����� 
���� �	� 
 ����� � � ����� ��� � � ����� �	� � �

V1 V2

V3

V4

V5

V5

V0

e2

e1

e3

V2k+1 e

ek+1

F

T̃

�Æ®��	� '!�¤�. 


$ � ��������@	 � �!� � � � � ¿�¿��2� Vi � i ∈ {1, . . . , p} �Í� � ��� f � �!� � 	 /@�¢�\��� Te\∆ ���!£����!�����¢� �
Vi
�7� � � � ���Â¾ � � f ∈ (T̃\{e1}) ∪ {e}

�#� � ��� i′ �¢���m¾ � � f ∈ δG(Vi, Vi′)
�7��� �+� 	 Î �f' - �K� � �

(Rji ∪ Rji′
)\Fj 6= ∅

� �#� � ��� 	 ) - � � � (Fji ∪ {f})\Fj 6= ∅ 6= (Fji′ ∪ {f})\Fj
��� � �!£Â� � ���

G̃[Te\Fj]
� Vi ���� 	�������5� V0

�(� 	 � �!��£ Ì ��¿����z£ � �!�
���%� � ��� ��� � ��� �*� ��� � × � 	0/2�¢�@����#�^£ � ���
�@¾ � ����£@� � � � �!� G̃[Te\Fj]
� �+� �m�����m� � ¿�¿��2�¢� Vi � i = 1, . . . , p

� � ����	
�@������� � V0

��� � ��£
G̃[Te\Fj]

���� £ � �����9×!� � �2� Te �@�� � � � � �
� � �0��� S(G,F)
�$ � ¿�¿�� axT0 = axTe ��� � � bxT0 = bxTe

�@� � � ��£ b(e1) = b(e)
��$ � ¿�¿�� e �@�� � ��� � 	 /@�
�����

δG(V2)\Fj2
£ Ì�� ������ � 	 � ���
	 � ��	
�@¿��@�©� � ������� ����� � ��� ¾ � � �����9×�����
� ρ2

�¢�@��¾ � �
b(e) = ρ2

���*� 	5� �*� � e ∈ δG(V2)\Fj2.
) '!�¤�. -

$ � ��������@	 � �!� � �B� � ¿�¿��@� Vi � i ∈ {1, . . . , p}\{2} � �@�R� � �¤� i′ ∈ {1, . . . , p}\{i} �
����¾ � �
δG(Vi, Vi′) ∩ (T̃\{e1}) 6= ∅

�³� � � � ����¾ � ��� � �¤� i′ = i + 1 � � � ��� i′ = i − 1
�³$ � ¿�¿�� G ���%�£ � ¿ � ���@� � δG(Vi′ , V2) 6= ∅

��� � �¤� g � �!� � 	 /@�
� �!� δ(Vi′, V2)
� �@�³£ � ���
������	 � ���³� � �������¿ � ���#��� � 	0/2�¢�@�

Tg = (T0\{e1}) ∪ {g}
�� � 	���� � 	��£��@�������0�!�@Ã*�@� �*�!� �@¿��@�©� � Tg ∈ S(G,F)

�#É´��¿ � 	
¾ ��� �����  � ���@¿��@�©��¾ � � Tg �^� ���f��
	 � £2� � 	�M�
��¿���� � ��	���z£@�������Â��� T0
� £ �Ê�@��%Ñ � Ñ ����	� |Tg\∆| = k + 1

��Í�D� � ¿ /�¿�� � �  � �X¾ � � � 	��£@�����@¿�¿������ � � � � � � � ¿ � ���¢	��	�¾ � � �����2×�����¢� ρi �¢�@��¾ � �
b(e) = ρi

� �*� 	5� �*� � e ∈ δG(Vi)\Fji.
) '!��À+Á -

�Í��) '!�¤�. -Í�2� ) '!��À+Á - ��� � � � � ������� � ��	
�f¾ � � ρi = ρ � �+� 	 i = 1, . . . , p
�@�
ρ ∈ IR � �2��� � ��£

b(e) = ρ ���*� 	5� �+� � e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F
����

e
�@�� � ��� � 	0/2�¢�u��� EG(Vi)

�´� �+� 	 i ∈ {0, . . . , p} � £ � ¿�¿�� G(Vi)
���%� À�Ñ

F
Ñ £ � ���!�2×�� �

T ′
0 = T0\{e}

���%� � � � � �¢� � �0���
S(G,F)

�@� � � ��£ b(e) = 0
�Ë � �����¢��� � ���´� � �¤� e � ��� � 	 /@�¢���!� Rji

� �*� 	 i ∈ {1, . . . , p} �(���0¿ � ���¢	��¾ � � T 0 = T0\{e} ∈

S(G,F)
�p� � ��� i′ ∈ {1, . . . , p}\{i} �
��� ¾ � � δG(Vi, Vi′)∩ T̃ 6= ∅

��� � ��� j ∈ {1, . . . , t} �p��� �+� 	 Î �£ - � � � (Rji ∪ Rji′
)\Fj 6= ∅

�����
e ∈ Fj

��� � � 	
� G(T 0\Fj) = G(T0\Fj)
� �2��� � �!£ G(T 0\Fj)���%��£ � ���!�2×��+� � �!��� � � � ����¾ � � e 6∈ Fj

�# � 	f£ - (Rji ∪ Rji′
)\(Fj ∪ {e}) 6= ∅

� È � � 	
�M� � ���



� � 
���
 � ������ � � � � � ���� ��
 � � 
�� � � � � ��� ���� ���

G̃[T̃0\Fj]
���@�M��� � ×s� � ¿�¿��@�¢� Vi �@� Vi′ � � ����	
�@�����@� � V0

��$ � ¿�¿�� T0 ∈ S(G,F)
�@�f� � �!£� �*� �m���@� �+� �¢	
�@�5� � ¿�¿��@�
�m� � �©�m	
�@�����@� � V0

�p� � � G̃[T 0\Fj]
£ � �����9×!� �(�#�^£ � ���
�@¾ � ����£@� � � � �

b(e) = 0
�(��� � ��� � �  � �z���¿���� � ��	
� � �z¿ � ���¢	
�D¾ � � b(e) = 0 � �*� 	5� �*� � e ∈ Λ

���� � � � �!£�¿ � ���¢	��¾ � �

b(e) =

{
ρ ���*� 	�� �*� � e ∈ δG(V1, . . . , Vp)\F,

0 � �*� 	5� �*� � e ∈ ∆.

��� �?> b = ρa
��$ � ¿�¿�� bx ≥ β

��� �(���¤� � ��� � � £��2�
�¢� �(� � � �@  � ����¿������ ρ > 0
�

�

�K	�� � ½_:54K?D8�/2L�-z6jQ03�4K:´QzµzCÆ8�/2L�-

� � ������� G = (V,E) � �  *	 � ��Ì �}�2� F = {F1, . . . , Ft} ⊆ 2E � Ã+��£ t ≥ 2 � ��� � � ¿����������� �������¿ � ������� � � 	 /@�
���Í�!� E � $ � ��������@	 � �!�Í��� ��� ��Ç©� �+� � P (G,F)
�!���(��� �(� 	Ä���@�Ä£ � ���¢	 � �����¢�@��¢	��Ãp� � �����5�2�´���@� £ � ���¢	 � �����¢�@�´���D£ �*��� �f�

x(e) ≥ 0 ���*� 	5� �*� � e ∈ E, ) '�� À�� -
x(e) ≤ 1 ���*� 	5� �*� � e ∈ E, ) '�� À*À�-

x(δGi
(W )) ≥ 1 ���*� 	5� �*� � W ⊆ V, ∅ 6= W 6= V, i = 1, . . . , t.

) '!��À+' -
 � ���
¾ � �Â��� � 	 �*� � Î ¿��¶�!���
� �(� 	 � �¢� � �}���@�Í������  � �����
���´��� P (G,F)

���%� ��� ��Çp� � ¿�� � � � ��� � 	 � Ñ� � Î ¿��OËg��"o ��Ä� � � � �Â��O	
�@� �*� ��	
�^�@�F�¢�@¿ � � ��� ��Çp� � ¿�� � �7� � �!��� � £�� � �
��O���@�� *	 �+��Ì �@� G� �+� 	����@�
¾ � �����ÄËg��"o ��Í� ) G,F -
� P (G,F)
�

� � ���}£@�@�
�
�F���£@�
� � � � � �*� �}�!��£�	��Ã � ���}¾ � �@��¾ � �@� �*� ��	 � �¢� � ���R���\	��� � £@�¢� � �w�!�F *	 �+��Ì �@���$m��� �*� ��	 � �¢� � ��� � ¾ � � � 	���
�@	Ã+������� ��� 	 �*� 	���@�
�ÄËg��"o ��Í� ) G,F -
� P (G,F) �*� � � Ã*�����4/@�¢	� �
	 Î �� �¢�����@��� � ����� � 	
�@� � � � �¢� � �_� �\� 	 �*� � Î ¿�� �(� 	 � �!��¿��@� Ì�� �!���!��£ �*��� ���@�P�#������� � �
�������
�@��������������@���D�
��¿���� � ��	
�@�"�0£��@�����@�D���@Ã+��� �+��� �@��� �(� 	�Ù���	��Ãp��� �@� � � � � � ��� �+*7* � � �*� 	���� � 	 �+� � Î ¿��M� �� �*� �%ÑÔ +	 �+��Ì ��À�Ñ � 	 /@�¢��£ � �����9×��+�
�7� � �©� � � ������� � �!�¶� � � � �
� � � x ��� P (G,F) � � � � � ��� ��� 	

E0(x)

� � �������¿ � �������@� � 	 /@�
��� e ∈ E �
���������m¾ � � x(e) = 0 �

E1(x)

� � �������¿ � �������@� � 	 /@�
��� e ∈ E �
���������m¾ � � x(e) = 1 �

Ef(x)

� � �������¿ � ��������� � 	 /@�¢�@� e ∈ E �
����������¾ � � 0 < x(e) < 1 �

Vi(x)

� �Ê�@���
�@¿ � ���D���@�´� � ¿�¿��2�¢� v ∈ V �
������¾ � � x(δGi
(v)) = 1 �(���*� 	 i = 1, . . . , t �


τi(x)
� � ���!�
��¿ � �������@�Ä£ �*��� ���´� � �!� Gi

�
��		
�@��� � �*� 	 x �(� �*� 	 i = 1, . . . , t
�



� ����� � �	� � ������� � � � � � � � 
�� � � � � �

� � ��� x � � ��� ���©�m�2×p�¢	 /�¿������ P (G,F)
� È � � 	
�Æ�����2×����%�¢�����@���������¿ � ����� τ ′i(x) ⊂ τi(x)

���*� 	
i = 1, . . . , t

�
������¾ � � x � � �¤�´� � � ����¾ � ��� � � � �¢� � �0� � �%Çp�� Î ¿��

S(x) =






x(e) = 0 ���*� 	5� �+� � e ∈ E0(x),

x(e) = 1 ���*� 	5� �+� � e ∈ E1(x),

x(δG\Fi
(v)) = 1 ���*� 	5� �+� � v ∈ Vi(x), i = 1, . . . , t,

x(δG\Fi
(W )) = 1 ���*� 	5� �+� � δG\Fi

(W ) ∈ τ ′i(x), i = 1, . . . , t,

�?> |E0(x)|+ |E1(x)|+
∑

i=1,...,t |τ
′
i(x)| = |E|

�

� � �� ��� � (*���*�����'����) ( ��� ��� �*����� ) � � ����� ��� )�� ��(�� ��) �

$ � ���
������	 � ��� � ���#� � � � �
� � � x ��� P(G,F)
� � �+� ��� � ��� � ����� � �!� � � � 	
��¿����@	 �¢�@¿ � � � ¾ � �@��¾ � ������@¿�¿����#�
��£ Ì ����¾ � ���@�($m���Æ���@¿�¿������
�@	 � ��� � �¢�������
��� �(� 	Æ� � � � ���
� ���*� 	�£ � 	 � £2�¢��	�����	 ����� ��	�����¢�@��*� ��	 � �¢� � �������D	
�@� � £2�¢� � �R�!�� +	 �+��Ì �����

	 ! � � ! (���� ( � �8/1-
f ∈ E

HJ7 � ����=- �2- � 
 
�� ��H	�
x(f) = 0

� � �8/1-
G′ = (V ′, E ′)


�� ����� �  	�
�5;�- �=7 H ��� ��� -,/ � � �

G
�=7 3=H ��� � /10��57 -

f
� � �8/1-

F′ = {F ′
1, . . . , F

′
t}

� ���FD
F ′
i = Fi\{f}

�	�8H �
i = 1, . . . , t

� � �8/1-
x′


�� � �F3=- � / D=-,/ �87 � �
x
���57*3

E ′ � � 
���� 3 x �F3=- HJ7��	�8/17 - �
	?- ��=0 � � �
P(G,F)3=/ �=- 3 �=H 
��=0 �=7 -�3=/

x′
�F3=- HJ7 �	�8/17 - �
	?- ��=0 � � �

P(G′,F′)
�

C �:! � ��! � +³	
��Ãp� � ��� �
�

	 ! � � ! (����?E � �8/1-
W ⊆ V

HJ7 �=7*3 �=0<; 
�� � � 3 �8020 �=- 3 � �
V

� ���FD
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C �:! � ��! �·� � �¤� x � � � � �������2×p�¢	 /�¿������ P(G,F)
����� � � � ��	��¿ � 	
¾ � �@	�¾ � ��£ � ¿�¿�� δG(W ) =

{f, g} � f, g �!� � � � Ã+����� �(� � �+���(� 	%�¢�@����	 �+� ¿ /�¿����������¿ � ��� Fi ���#�_��� �@� � � � �+� 	 � ���Ä� � ���£��´£ � � x(δGi
(W )) = 0 < 1 � £@��¾ � �(£ � ���¢	�����¤����� � � ���7¾ � � x ���� � ���´� � � � �¢� � �Â��� P(G,F)

�+���Ã*� � ��¿ � �©�
	
�@	�¾ � �M���@��£ �*��� ����� � �%Çp�� Î ¿�� S(x)
� � ��� �+� �
�
�#�!����£ �+��� �@��� � ��� G′ �@� � � � ��£�
�@	
	����� � �+� 	 x′ �p �*� 	 £��@� ��� ���(� � �f�m���Ä¿ � ���¢	��	�¾ � � ���*� 	#� �*� �¢� £ �+��� � δGi

(U)
���
S(x) ��� �� δGi

(U) = δG′
j
(U ′) ���*� 	 U ′ ⊂ V ′ �2� j ∈ {1, ..., t} � �?> G′

j

�@��Ä���D *	 �+��Ì � �*� �
��� � � ��� 	�
��	���
G′ �@�0� ����� 	
��¿ � ��� F ′

j

���#�R� � �2� � � � � � ���5¾ � � � £ � ¿�¿�� x(f) = x(g) = 1
�@�
S(x)

���%��� � ��
����  � ��� Î 	
� � f, g 6∈ δGi
(U)

� ���
f �+�!�(� 	�
���@�©�*� EG(U)

) 	��� � � f ∈ EG(U)) ��� � � 	
�´�����@��Ä£�� � ��	
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¾ � � δGi

(U) = δG′
i
(U ′) �(�5> U ′ = U

) 	
�@� � � U ′ = U
-2� ��� � � � �Í	��¿ � 	
¾ � �@	´¾ � ��£���£ � �Ä�����
�� 	 � � � �¤��¾ � ���
� i 6= i0

�
� �!��� � � � ���Æ¾ � � i = i0

� �2�5¾ � � f ∈ δG(U)
��� � ��� J ⊂ {1, . . . , t} �¢�@� ¾ � � g ∈ Fj � �+� 	Æ� �*� �

j ∈ J
�©� � �¤� U1 = U ∩W � U2 = W \U � U3 = W ∩U

�2�
U4 = W ∩U

�p$ � ¿�¿�� g 6∈ δGi0
(U) �� � � � � ��� ���!� � ���	 � ��� � � ���  �� � ¾ � � g ∈ δG(U2, U3)

�K�Ä�^¿ /@¿�� � � � � � �M� ���!� � ���	Â¾ � � f ∈
δG(U1, U3)

) Ã � ��	 �(  � 	
�¶'!� À Á -2� � � ��� D = δGi0
(U)

� ��� � � � �Ä� � �¢�@	 ¾ � � � £ � ¿�¿�� Fi0 = {f} �
δG(U) = D ∪ {f}

� ���
δG(U3, U4) 6= ∅

��� � � 	
�Ä� � �¤� δGi0
(U1)

� � � ��� δGi0
(U4)

�������¢	��£2�¢��¿������£ � ���
��� � ��� � ��� δGi0
(U)

�³$ � ¿�¿�� δGi0
(U)

���%�¶���		
��� ���*� 	 x � £��@� � ��¿ � ����¾ � ��¾ � � �+� ¿ � ������ � � ���������¶��� � ×F£ �+��� �@� δGi0
(U1)

�2�
δGi0

(U4)
���%��Ãp� � ����� �(� 	 x �K� ���O£ � ���¢	 � ����£2�¢� � ���³� � ��£

δG(U3, U4) = ∅ � �@�Í���_£ � ���
�@¾ � ����� U4 = ∅
��"Ô�K�@�Ê�@��� � ����¾ � � D = δG(U1, U2)

� �2� δG(U2) =

D∪{g}
��$ � ¿�¿�� x(D) = x(δGi0

(U)) = 1 � �����@��	��� � ���¢��¾ � � � �*� �
� � 	0/@�
�Æ�!� D ��� ���(� 	%�¢��� � ���� � � £��@	� � ��� Fj, j ∈ J � � � �¤� � Ã � ��	 � �+� 	ÍÃ � ��� � 	 � ��	 � ������� � � � � � �+� 	 � ��� x(δGj
(U2)) < 1 �£��D¾ � �����%�Í��¿ ��� ��
� � ���+�!� � �¤� U ′ = U2

����� � δGi0
(U) = δG′

j
(U ′)

�Ë � ���©�
��� � �©� � � � ��� S ′(x)
���O�%Çp�� Î ¿�� �+� �¢�@� � � �(� 	�
��	¶��� S(x)

���V� �!��� 	
��¿ � �©��� � ��¾ �(� �
� � �
x(f) = 1

�
x′
���%� � ���R� � � � �
� � �s��� S ′(x)

�Æ$ � ¿�¿�� S(x)
���%�O� � � �����  � ��� Î 	
� � �����@���£�� � ��	¾ � � S ′(x)

���� �+� ��
�³� � �}�����  � ��� Î 	
� ��$ � ¿�¿��D���@�Ä�@¾ �(� �¢� � ��� ��� S ′(x)
£ � 		
��� � � ��������� �f���@�£ � ���
	 � ���©�
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C �:! � ��! ��"Ô�p����7£�� � ��	�¾ � � x′ ∈ P(G′,F′)
�*� � ��� δGi

(U) � ���Æ£ �*��� �5��� τ ′i(x) �+���Â¿ � �©�
	
� ¾ � �
δGi

(U) ∩ [u, v] = ∅
��� ������� � � �!��¾ � �M£��Â��� ���%� �(� �����Â£ � � � £ �Ê�@��%Ñ � Ñ ����	� [u, v]\Fi ⊂ δGi

(U)
�$ � ¿�¿�� ��� �+� 	 Î �´À - f �2� g ��� �+����� 	�
�����!������� �(� � �+� ¿ /�¿�� �������¿ � ��� Fi ��� � � � � �5� ������� �
�@	��� � � ���   � ¾ � � f 6∈ Fi ��$ � ¿�¿�� x(f) = 1

�@�
x(g) > 0 � ���K�@�Ê�@��� � ����¾ � � g ∈ Fi �@� x(e) = 0���*� 	Í� �*� � e ∈ [u, v]\(Fi ∪ {f})

��Ë � ����£@��� � ��¿ � ����¾ � ��¾ � � x(δGi
(U)) = 1

�@���	��� � ��� � ���¢�� � �!� S(x) � £@��¾ � ��£ � ���¢	�����¤�Ä��� � � ���5¾ � � S(x)
�@�� � � �R�
����  � ��� Î 	
�+�� � �!£ � δG(U) ∩ [u, v] = ∅

�5�#� £ � �!�
��¾ � �@��£�� � δG′
i
(U) = δGi

(U)
�2�z� � ��£ x′(δG′

i
(U)) =

x(δGi
(U)) = 1

� � � �¤� S̃(x)
���#�Çp�� Î ¿�� �+� �¢�@� � � ��� 	�
��	���� S(x)

���¶� ���!� 	
��¿ � ������������¾ �(� �
� � �!�
x(f) = 1 � x(g) = 1

�2�
x(e) = 0 � Ã+��£ e ∈ [u, v]

� ���R� � �¤� � � � 	��¾ � � x′ ���� � ���D� � � � �
� � �z���
S̃(x)

����� � � � �Ä�@  � ����¿������´	
�@¿ � 	¾ � ��	´¾ � ��� �*� �¢��� ���@����¾ �(� �
� � �!� �!� S̃(x)
£ � 	
	��� � � �!�������*����@�K£ � �©�
	 � �����¢���³���

P(G′,F′)
�+$ � ¿�¿�� S(x)

����P� � �¶�
����  � ������	 � S̃(x)
���%� �+� �
�
�©� � ���
����  � �����@	 �£��D¾ � ����¿ � ����¾ � ��¾ � � x′ ���%� � � ��� �������9×p�¢	0/@¿��D��� P(G′,F′)
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C �:! � ��! �·$ � ¿�¿�� x′ ∈ P(G′,F′) � £ � ¿�¿���� �*� �´� � � Ã � ��� � � ��� � 	��£@�����@¿�¿������ �(� �zÃ � ¿ � ��Ñ�¢	��	�¾ � � x′ �@���� � � ����¾ � �Â� � � � �¢� � �}��� � � � �*� �%ÑÔ�%Çp�� Î ¿��M�!� S(x)
£ � ���¢��� � ���D������£ � ���¢	 � �����¢�@����

P(G′,F′)
�� � �¤� δGi

(U) ∈ τ ′i(x)
� �+� 	 U ⊆ V

�@�
i ∈ {1, . . . , t}

�P���a¿ � �©�
	
��¾ � �^� � ��� W ⊆ U
� � ���

W ⊆ V \U
�P���F��� �@� � � ���!� � � � ��� � � £ � �©�
	 � ��	
��¾ � � U ∩W 6= ∅ 6= (V \U) ∩W

�7� � ���@�©�
u ∈ U ∩W

�2�
u′ ∈ (V \U)∩W

�p$ � ¿�¿�� G(W )
����

F
ÑÔ£ � �����2×�� ��� �f� � �¤�#¾ � � G[EG(W )\Fi]���%�D£ � �!���2×��+����� £ � ���
�@¾ � ����£@� � u �@� v � � ��Ã*�@��� /@�¢	�Â	
�@������� ��� 	 � �_£ Ì �@¿����_��� EG(W )\Fi

�� � �!£ � £ � ¿�¿�� x(e) = 1 ���*� 	�� �*� � e ∈ EG(W ) � δGi
(U) ∩ E1(x) 6= ∅

��Ë � ����£@��� � ��¿ � ����¾ � �¾ � � x(δGi
(U)) = 1

�@��P	
�@� � ��� � �©�
�m� � ��� S(x) ��� ���Æ£ � ���¢	 � ����£@�¢� � ����� � ��£ � � �*� �¢���³���@�P£ �*��� ����
�@	
	�����Æ���
S(x)

£ � 		
�@� ��� �����@�©� ���!��� £ � ���¢	 � �����
��� ���´£ �*��� � ���
P(G′,F′)

�p� � �¤� S̄(x)
�����%Ç��oÑ� Î ¿�� �*� �
��� � � �(� 	%�¢��	Æ��� S(x)

�@�^� ���!� 	
��¿ � ���m�����Æ��¾ �(� �
� � �!� x(e) = 1 � e ∈ EG(W )
�
x′
����

� ����� � � � �¢� � �O��� S̄(x)
�($ � ¿�¿�� S̄(x)

�@���� � �z�
���!  � ������	 � £@��£@����¿ � ����¾ � �Ä¾ � � x′ �@�� � � ��� ������2×p�
	0/�¿��D���
P(G′,F′)

�
�

� � ���@�©� θ1, . . . , θ4 ���@� �*� ��	 � �¢� � ���K�����¢	 � � � �¤�¢�@� �(� 	P���@�7���@¿�¿����P'!�¤��' Ñ³'!�¤��) � 	
�@� � ��£2�¢��Ã+��¿������ �/�� � �

θ1
�(� ����� 	
��¿���	 � ��� � 	0/2�¢� e0 ∈ E0(x)

�
θ2
��£ � �©�
	 � £2�¢�@	 � ��� � 	0/2�¢� f �
�������Í¾ � � f �+�!�(� 	�
���@�©��� � ����£ �*�!� ��£ � ���¢��� � ���Ä�9× � £@�
��¿������ÍÀ� 	 /@�¢�@�5�@� f �+�!�(� 	�
���@�©� � � �O�
� � � ���!�
��¿ � ���Ä��� F

�@�5£@�@���@���
�@¿ � ���Í£ � �©�
���@�©� � ����¾ � ��¿������ f �
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 � � 
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θ3
� £ � ���¢	 � £@�¢�@	 � �_�@���
�@¿ � ������� � 	0/@�
��� ��� 	 � ��� Î ����� [u, v]

�
���P¾ � �Ê���P�9×!����
�Â��� � × � 	 /@�¢�@� f, g ∈
[u, v] ∩ E1(x)

��� �+���(� 	�¢�@� � ��� �(� � �+� ¿ /@¿����@���
�@¿ � ��� Fi ∈ F
�

θ4
�Æ£ � ���¢	 � £@�
��	 � � � �*� �oÑÔ�@���
�@¿ � ���}���g� � ¿�¿��@�
� W ⊆ V

�
���Ä¾ � � |W | ≥ 2 � G(W )
�@��

F
Ñ £ � ���!�2×��D�@� EG(W ) ∩ E1(x) = EG(W )

�
�������(  � 	���m'!� Àp�@Ño'!��À+' � 	
�@�
�@�©�
�����´£��@� �*� ��	 � �¢� � ��� ��� 	
��� � £@�
� � ���@��� � 	m� � �(  � 	
�Í'!� Àp� � � �*� �� Ã � ��� � �O�@���
�@¿ � ���Í��� � � ¿�¿��@�¢� W ��� �(�����
� � �©� � ���Ä£ �*��� � � Ç � ���5�9× � £@�¢�@¿��@���5��� � × � 	0/@�
���� � �
����� f �@� g �³���u� �!��� � �
��¾ � �O� � � 	 /@�¢� f ∈ Fi0

���*� 	 � � � ����¾ � � i0 ∈ {1, . . . , t} �@��¾ � �
Fi0 = {f}

�#��� � � � � � � � 	
� �+�!� ����¾ � ��	Â� � �*� ��	 � �¢� � � θ2

�@�f£ � �©�
	 � £2�¢�@	�� � � 	0/@�
� f � �#� � 	0/2�¢� f����� �(� 	 � �����2� ������� � ¿�¿��2�¢� u �2� v ���	�oÅ � �� *���@�©� �@� � �z�� � ��� � ¿�¿��@���
W W

u vf

G

θ2

W\u W\v
G′

u = v

g g

�Æ®��	� '!� Àp� 
0� � ��	 � �¢� � � θ2
� � 	7� � ��  � 	
�5'!� À+À � � � � � � �#	
�@¿ � 	
¾ � ��	K¾ � ��� � � � � ¾ �(� �
	
� � 	 /@�
��� �(� 	 � ��� Î �����³�����¢	�������P� � ¿MÑ¿��2�¢�

u
�@�
v
�� � 	
¿�� £��@� � 	 /@�¢�@� �p� �O� � ���Æ¾ � �Í����� � 	0/2�¢�@� f �2� g � 	
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G′ ���� �*� �
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���#� ��� �@� � � �!��� � � � ��� �(� 	��2×���¿ � ���M¾ � � f = uv ∈
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Ṽ1
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�m� � �*� �¢�������z���} *	 �+�!Ì � 	
��� � ��� G′ ��� � � ��  � 	
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�Ä¾ � � � � � � � � �
� � �

� 	 � £@�¢� � ��� � ��	
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x(e1) + x(e2) + x(e3) ≥ 2,

x(e4) + x(e5) + x(e6) ≥ 2,
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� � ����� Ḡ′ �?> Vi = {vi}
�!���*� 	 i = 0, . . . , 3 �� � �*� �
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�m�����@����� � �R£2Çp£�������¿ ��� ��	 � Ç � �����¢	 � ��� � 	0/2�¢���@�(�Í�D¿ /�¿�� � �����£ � �©�
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c(f)x(f)

x(δGi
(v)) ≥ 1 � �+� 	�� �*� � v ∈ V, ���*� 	5� �+� � i = 1, . . . , t,

0 ≤ x(f) ≤ 1 ���*� 	�� �*� � f ∈ E.
� � � � � � �¢� � � �*� �
��¿ � ��� y ∈ IRE
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�
�¤�¢�Ä� � 	
��£ Ì ��	
£ Ì ����� |E ′|
£ �*��� ���Æ¿�������¿ � ¿��@�

� � 	 �+Ì�� � � � ��� � 	
�@� � ����£����¢��¿ � �¶���O£ � ��£ � �4� |V ′|
	��£ Ì �@	
£ Ì �@�f���O£ �*��� ���Â¿�������¿ � ¿R��$m�@���� � × � ��  � 	��� Ì ¿��@� � £��@� � � ���D$ � �!������  Ì(� ¿ �@��£@��� � � ���"� � 	 � Ì�� � � � � �����@�©�´� � £ �*��� ��� ��� � � �Ãp� � ����� �� �*� 	 � � � ��� �Ê� ��£ � £��¤�¢� � � �+� � � Ã � ���^��¿ � ����¿������¢�0� � � ��  � 	��� Ì ¿�������� � 	 � Ì�� � ��� ¾ � ��^� ����£ � ¿ � ���9×����¢�¶��� O(m′n′3tlog n

′2

m′ )
�
� ��� �*� � � � 	 �+Ì�� � � �@��Ë �+Ì Å �*��� �Ê��� � ������  � ����¿������� � �!��� � � � ��  � 	
��� Ì ¿�� � � ��Çp� � ¿�� � � � �*� 	Ä	��� �+� ��	
�¶£�� � 	 �*� � Î ¿��D������ �(� 	 � �
� � � �(� �
�¶� � 	Ä� �¿�������¿���� � �
� � ����� � ��� � � ��£2�¢� � �R� �*� �oÑÔ¿ � � � � � ��	
�Í�%Çp¿��2�¢	
��¾ � �+�

� ����� � � �&� (*� ������� ��) ��� ��� �J( ����� ��) � �')�� � � � )�� ��� � ��)

� �*� � � Ã � ���f�@� � �����0� � �
� �(� 	 � �¢� � ���!���M£ � �©�
	 � �����¢���M�!�R£ �*��� �2Ñ £@Çp£����1) '!�¤�*� - � ����¾ � �@¿��@�©�� � �!�����R£ � � �?> q = 1
���#� ��� �@� � � �+� � � Ã � ����	��¿ � 	
¾ � �R¾ � �}�����f£ � �©�
	 � �����¢�������R£ �*�!� �9Ñ£@Çp£@���DÃ�� � ���@�����¢	 �*� Ã+����� � � 	
�´����� � �¢	�D	
��� � � � �¢� � �R� � ���Í��� � � � � � �*� Ã+����������£��D�ÔÇ � � ����� � � 	 Î ������ Ì � � 	 Î ¿��O'!�+.F� - � ���0£ � ���
	 � ���©�
�O���O£ �*��� �2Ñ £@Çp£���� � Ã*�@£ q = 1 � ����� � ���¢� �(� 	 � ���^£ �*��� �

δG(W )
�@� ¾ � ����� �(���¤� � ��� � � £��2�
�¢� ���*� 	 Ëg�p"o �Ä� ) G,F - � �@��Ä���D� � � � 	¿��

x(T1) + x(T2) ≥ 2,
)�)!��� -

�?> T1 ∩ T2 = ∅ � T1 ∪ T2 ⊂ δG(W )
�2�
T1
� T2

� � �¢��� � � ��� ����� Ì � � 	 Î ¿���'!�Ê�!�� �+� 	Ä�� �(� 	
��	Ä£��@�£ � �©�
	 � �����¢��� � � �*� � � Ã � �!�Í���2Ã*��� �*��� � � ��� Ì � � 	���%�¢��¾ � � �(� �
���¶� � 	´� � �+� 	
�D���¶Ö � ¿ � 	%Ç�ÑoØ � ¾ � �
� � ��£2�¢� � ������£ � ¿�¿���� � ��� �
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� � ��� � � � 	��¿����@	7�¢��¿ � � ��� ��£ � ���¢	 � £@�
�´� �*� �
��� ����� � 	0/@�
��� ����Ã � ��� � 	��*�©�#��� � ���¢� � ��£ � ��£ � ���� � � 	 � 	
�����0Ö � ¿ � 	Ç�ÑoØ � � � 	����� +	 �+��Ì �O	
�@� � �¤� � ��� � ¾ � ��� � � �F� � �¢� G̃′ �K$ Ì(� ¾ � �O£ �*��� �O� � ��Ñ����� �(� 	Ä� � � 	 � 	�¶�!�MÖ � ¿ � 	Ç�ÑoØ �
� � Ç � ��� � �!�¶Ã � ��� � 	 ��¢	��£2�¢��¿������Í��� � �@	
��� � 	
� �^Àf� � ���!� � ��������@  � �����¢�D���¶�ÔÇ � � ) )���� -´Ãp� � ����� �(� 	 y′ ����� δ eG′(W ) = {f1, . . . , fm}
� � � � 	
� � �g���2�¢�@	
¿������¶������������¿ � ����� T1

�2�
T2

���D�¢��������� � 	�
�D¾ � � T1

� � �¤�´¿ � ×���¿ � � � ��� � �¢������� � ���5� � � ��  � 	
�¤� Ì ¿�� )�� Àp�
����� �<�:� 
96� ! E�� /
T1 ← ∅ � T2 ← ∅ � F̄ ← ∅ �� �����

i = 1
�
m � � ����!

� �
fi ∈ Fj0

���*� 	 j0 ∈ {1, . . . , t} �2� fi 6∈ Fj ���*� 	�� �*� � Fj ∈ F̄
� ���<� �

T1 ← T1 ∪ {fi} �
F̄ ← F̄ ∪ {Fj0} �

� ��
 ��

T2 ← T2 ∪ {fi} �� ����� 
 ��� 


fi ∈ T2 � ��� ��!
� �
fi ∈ Fj

���*� 	5� �*� � Fj ∈ F̄
�����<� �

T2 ← T2\{fi} �

$ � ¿�¿��g� � � ��  � 	
�¤� Ì ¿��X�!�uÖ � ¿ � 	%Ç©ÑÔØ � � �*� 	
�!� � Ã+��£ � ��� £ � ¿ � ���2×����
�}�¢	 �*� ��¿ � � 	� � �©�
�� �+� 	�� � � �¢���������	³�¢	 �+� � 	��¾ � ��¿�¿������ � � ��� � ���´�
� �(� 	 � �¢� � � ) O(|V ′|4)
- � � �*� � £ � ��������@	 � �!� � �*� ���� �+� � 	
�R������£ �*��� ��� � � 	´�����´� � ¿�¿��@�¢� δ eG′(v)

� v ∈ V ′ � ���D£ � ��£ � ���!��� � � 	 � 	���!��Ö � ¿ � 	Ç�ÑÔØ �� � 	Ä���� *	 � ��Ì � G̃′ �@���£ � ��������@	
� � ����¾ � �@¿��@�©�Í� � 	�
¾ � � �+� £ � ���Â£ �*��� �����Â£@�¶�ÔÇ � � ��� Ç � ��� � ���Ã � ��� � 	���
	
��£2�¢�@¿��@�©�´��� � ��	��� � 	
� ��À � ��� � �@�
�D�
	 �*� Ã*��� �

� ����� � � �&� ( ��������� ��) ��� ��� �J( ����� ��) � � ��� ����� ��)�� �&� (���� ����� �

� � �¢	� � ��  � 	
�¤� Ì ¿������Ä�
� ��� 	 � �
� � �������m£ � ���¢	 � �����
���m� �Ê�2� � �����2Ñ �(� 	%�¢���
� � �#) '!�¤��� -#£ � ������%�¢�Í� �*� ���� �+� � 	
� �^���2�¢��	¿�������	 � � £@Çp£����Â��¿ �(� ��	 � Ç � �©�D�!����Ã � ��� � 	
� � 	 � £@�
� � �!� � ��	���Ä� � �������Â *	 �+��Ì �� ���!� � 	%� � � � �¢��� � � ��� � ��� � �B£@��	� � ��� � � ¿ � 	�_��� £ � ���!���¢� � ���@�5�#� ��� �@� � £ � ¿�¿�� � � � � � �z���	
�@¿ � 	¾ � ��	 � ���z *	 �+�!Ì �X����� � �¤� �(� 	 δ(V1, . . . , Vp)\F
�5> V0, . . . , Vp

����� � ��� � �!�X£ � ���¢	 � �����¢���� �@� � �����9Ñ �(� 	�¢�¤�¢� � � � �� � £�������� F �#� � � ��	
� � 	
�@�
�����
��	 � ��£@Çp£@���R��¿ �(� ��	@�#$Í� ���%� �(� 	��9×���¿ � ������R£ � � ���*� 	�� � �2×���¿ � ���R��� �@� � �����2Ñ ��� 	�
���¢� � �a���X� � �(  � 	�g'!��À*�_� -2�m$m�@��¢� �*� �
�@	Ã � �
� � � � �*� ��u� ��	¿����M���R� � �����@	�� � �
� ��� 	 � �
� � � Ì � � 	
����
��¾ � �R� � �¤Ã � �©�
�+�Æ��� £ Ì ��	
£ Ì �X� �+� ����� � � � 	� �����£@Çp£������#��¿ �(� ��	
�P� � ��� G′ ¾ � ��� � ��� � � 	
¿����7� � � 	 /@�
��� � Ç � ��� ���@�7Ã � ��� � 	
� � 	 � £@�¢� � ��� � ��	
�@�K� � ��� y′ � � ��� �p���*� 	 £ Ì(� ¾ � �Í£@Çp£����Í��¿ �(� ��	7���2�¢��£2�¢�3) v1, . . . , vp
- �©� �O�@�
� � Ç+����� �
	 �*� Ã*��	Æ�����Æ�������¿ � �����

Fji
� ji ∈ {1, . . . , t} � i = 1, . . . , p �(� 	
¿�������� � 	 /@�¢�@���!� δG(vi, V

′\{v1, . . . , vp})
�¢�����f¾ � �� � £ � ���¢	 � �����
����� �@� � �����2Ñ �(� 	�
���
� � �_����� � �¤�¢� �(� 	 V ′\{v1, . . . , vp}, {v1}, . . . , {vp}

� �@� Fji � i =

1, . . . , p
� � ���#Ãp� � ���@� �(� 	 y′ �©$m�2�
�¢� Ì � � 	
����¢��¾ � � � � � ��/@�
	
�´��¿ � ���@¿��@���¢��� � Ã+��£ � ���´£ � ¿ � ���2×����
�

O(|V ′|2)
�
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�   �� !#� � �*)�� �*) ��� �F� ( ��������� �')

È Ã � ���R��� � 	
�@�
�����
��	R� � �0��� � �@	
�����
�R	��� � ��� � �¢�z�2× � ��	��¿������ �+� × � � �*� �z� � ��� � ��� � � � 	
� ����@�
£�	� � �
� � �����´� �  *��£@���@���m�2� � � ¿ � �
��	
����� ��� � � 	¿ � �¢��¾ � �Ä¾ � �¶� �*� � � Ã � ��� � �
�������
�@���
�#� � ��  � 	
�¤� Ì ¿��¶�!�M£ �*��� �����2� � 	 � ��£ Ì ��¿������
�¶���@£�	��� � 	��£@�����@¿�¿������ � �@�
�M��¿ � ���@¿��@�©�
���@�� �
������� � ������� � �  *��£����@� È � È $5��� ) È �m	 � ��£ Ì Ñ È ���pÑ%$5� �#�pÇp��
��¿ - � Ã*�@	
�
� � �fÀ�� ) � � ��Ì�� � � � '*Á � �!� � � �+� 	�� � 	
�@� � � � �¢� � �}���@� � 	 �  *	 � ¿�¿���� ������� � ��	
�@� � È � È $5�Í� � � ��� �+��� ��� �+� � �  *��£@���@�³$5 ��� � �Ã*�@	
�� � �X�!�¤� �ÊÀ�� � ¾ � �����%� � ���D��¿ � ���@¿��@�©� � �¢� � �O�
	 Î �´	 �+� ���!�����D� � � ��  � 	
��� Ì ¿��Ä� � �
��¿ � ���2×�� �
$m� �¢	 � Ã � �����2× � ��	
��¿��@��� � � � ��¿ � ���@¿��@�©�
�����Â� � ��  �  +� $���� � � �2�¢�m	� � ������ � � 	 � �M P�@���¢� � ¿I" 2£ � ������£@�"�¶À � )ÂÖ Ì � � Ã*��£¶��Á�ÀA)¶Ë � ��� ¿��@¿ � ��	
�mÃp�¤Ã*�+�p� �*� � � Ã � ��� �!×�� � �f�¢�@¿ � �Æ¿ � ×���¿ � ¿��� �2×���£ � �¢� � � � * Ì � � 	
���@��� � �!�Í� � �
�@£@�¢� � �}� � ��Ã � ���
� � � �*� � � ��� � ��� � 	
�@�
�����
��	 � 	� Î Ã*��¿���������������!�� � ��£��@� � � 	´���@�
¾ � �������@� � �*� � � Ã � ��� ��� ��£2� � ��� � �5�
���%�¢���

�   � � ) � � (*� ������� � �') �����'� ������� ) � �J( ��� ��� ) �

���@��	��� � ��� � �¢�M¾ � �5� � ��� � 	
�@�
�����
������£�� � ���f�@�¢� �+� �¢�@� � � � �(� 	�¢��	Â��� �����%� � �!£���� � 	 � Ã*��� � ������ �+��� ����£ � �¢� � ��� 	
���@�������5�2�´���Ê������ � ��£@��� � ��� � � � ��	������ �+� 	5� �*� �¢���������5������ � ��£@��� � ���Í *	 �+��Ì � G1 �	
� � 	
�@�
�@�©� � ��������	
���� �+� "o � �@�� £ � ���
������	�¶£ � ¿ � ���@���
���@�Æ������ � ��£��@� � ��� � � � ��	
��� � 	 � Ãp�����!�������5�!� � � + �� ��� � 	 � 	Ç �Ê�+)�� � ���  +	 �+��Ì � G1 �@�� �*� �¢�@� ����O£ � ��������@	 � ��� � �^� �+� �%Ñ �������¿ � ���Í���Ä� � ¿�¿��@�¢� ��� �����%� � �!£����m���Ä���&+ �� ��� � 	 � 	%Ç*� ���Ä *	 �+��Ì �

G1 �@��f£ � ¿ � ���@��� ���0£ ��� �M��� �����%� � ��� � �
� � �u��� � ��� � 	 /@�¢�0�@��f�@  � ���g� � �����%� � �!£��0� � £����������@����������
	
���
������� � ×u�2×p�¢	��¿����
����� �����D�@���
�@¿ � ���@�¶� � � 	 /@�
��� Fe � � �©�¶ *�@����	��� � ��� � � � ��	
�@¿��@�©����$m�@����!�� � ��£��@�Í� � �©�Í *���!��	
�@��� � Ã+��£O� Á �#)?*�� � ¿�¿��@�
�Ä�2� |F| = 10, 15, 20, 30
�!� �*� � � Ã � �!�Ä�¢�@��
�£�����¾a������ � ��£��@� ���*� 	f£ Ì(� ¾ � �R� � �������^�2��£ Ì�� ¾ � � |F| �7� �*� �f£ � ���
������	 � �������@��¿ � Ç*�@�����������@�	
�@� � �¤� � �
� �*� �¢�@� � � � �*� 	 £@��� *M�����%� � ��£@���@�

���@�5�����%� � �!£����m	
���@�������m� � �����2×p�
	 � �¤�¢���m���Í	���
� �+� × �*� �@	 � �
� � �!������� � �*� 	
����� �(� 	mÓ(	 � ��£@�"+������2Ñ£ � ¿X�*$m���������%� � �!£���� � �����@�©�
	
�D�����2�´��À+Á�� � ¿�¿��@�
�7�@� ���@�7���!�
��¿ � ���@�
F
� �
� � £@�����#£ � ���¢���������@�������'!� ��ÀA)�'M�������¿ � ����� ��� � 	0/2�¢�@�����#� � � �¤� � Ó(	 � ��£�� +��@����£ � ¿�� �+� � � � �*� 	
����� � � �*��� � �  +���Í� �	
�@�
� �+�X�+� �¢��¾ � ���@�´���Í	 �*� � �  *���@�©�
	
��£ Ì(� ¾ � � �(� ��	
�Í������
 � ���´� � 	
�@�
� �+� � È £ Ì(� ¾ � � � 	 /@�¢� f� � 	���
� �+� "o � � � � �
� � £@���Â���Â£ Ì ��¿����}���M	 �*� � �  *��� � �������Â	
�@�
� �+� �*� �¢��¾ � �Â	
�@��� � �������@� � 	 � �%Ñ�
� � 	
��£ � 	
	
�@� ��� ��� � �©� �+� ×u	 �*� �
� � 	��"o �9×p�¢	
�@¿��¤�¢�@���!� f ���#� � �
������� � ����£@����£ Ì ��¿����!� � � �*� �� Ã � �!�m *�@����	�

F = {Fe ⊆ E1, e ∈ E2} �?> Fe �@��m� � �������¿ � ���´����� � 	0/2�¢��� f ��� E1 �¢�@�����@��¾ � �
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� � ����� 4 2����¢��¾ � 2�� � ¿ � ��� 4 ��� � 1 2����¢� 4 2 Gx∗
- 9 2�� � �
�� *��� � 2Ä¾ � 2

F2 ∩ Ex∗ = F9 ∩ Ex∗
-

� � ��  �.1 2 ).-�� �.1 ���2�����2 � �.2������� � ��£!2 � Ã?2@£�)�Áf� � ¿�¿ 22�¢�)2@�
|F| = 10

- 9 2@�
��2������� � ��£!2 2��%��¢� 1 �!2 4 2 � = ���!�� � ��£!252���� * /8- �
� � 4 2 � � +��	�KÑ ��� �.1
�81 Ç �
����� 4�� ���m�:2���£ ��� �¢�Æ� �.1 �32@� �%1 /@��2�� � � ��� 4 2��
4 ���%� � �!£!2���2 � £@��� 4 �32��!�.2�� 2@��� 1 2M�:2�� Ã������:2��!- 9 22�
��2M������ � ��£�2 � �@�
� 1 �@� � � � 2 �O� =Ê�*� �¢��¿ � ¿ 2�� � �� 2 � ¿ � ����� 4 2 /�ÀR¿���� � ��2���-���� � 2 � � 1 2�¿ �81 ¾ � 2 1 ¾ � 2^� � � � � � �¢� � �\� = 2��%� �(� � � �.2�� � � � �¢� � �
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F1 = {(1, 7)} �
F2 = {(0, 9), (2, 8), (4, 8), (5, 8), (6, 7), (7, 8)} �
F3 = {(0, 1), (0, 7), (0, 8), (2, 6), (4, 8), (8, 9)} �
F4 = {(0, 4), (2, 3), (2, 9), (4, 6), (4, 9), (6, 8), (7, 8)} �
F5 = {(0, 4), (0, 5), (0, 7), (1, 6), (2, 6), (3, 7), (3, 9), (5, 6)} �
F6 = {(0, 4), (2, 6), (2, 7), (3, 4), (3, 7), (5, 9)} �
F7 = {(0, 7), (1, 9), (4, 7)} �
F8 = {(0, 2), (0, 7), (1, 2), (1, 7), (1, 9), (2, 9), (4, 8), (4, 9)} �
F9 = {(2, 8), (2, 9), (7, 8)} �
F10 = {(0, 1), (3, 8)} �
��� (i, j) �����	��
���������������������������������������� ����� ����� i ��� j �
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��Ô�!�� � ��£!2 � ��� � � � � 1 2"� )*Áf� � ¿�¿ 22�¢� 2@�
|F| = 10

4�� �.1
�+� � Î ¿ 2 4�� � �*� �%Ñ   1¢� ��Ì 2\À�Ñ �%1 /@��2g£ � ���.22× 2%- 9 2@� � Ãp�32@�©� 4!� � � �¤�^¾ � 2 �32@� 2����2�¿ � �32��
Fi, i = 1, . . . , 10

� � ���Í *�@��� 1 ��� � ��� � � � � 1 2@¿ 2@�©�'2@�Ä¾ �<=Ê� �@2 �81 /@��2 � 2 � �Ä� =Ê�+���(�%1 ��2@��� 1 � �+� £ � �
4 2�£�2��#2����2�¿ � �:2���- 9 2�� � ��� *��� � 2D¾ � 2�£�2@�
��2 �81 /@��2��.2�� � ¿ � 2 1
� Å � ¿ � ��� 2�� �(� ���.28- 9 = 2��� �(�81
22× 2�¿ � �:2��:2�£ � � 4 2D� =��81 /@��2 2���� 1 2��:2��´� � ¿�¿A2@�
� . 22� ��À -

�   �� 	5�'� ��� � � ) ��( � )�� ��) �

�
2��D� � � �32@� )@- À � )@-+) �.1 ����2@����2����M�:2�� 1 �@� � �¤� � �
� � �*�@1 �:2��D���!�� � ��£!2@� 1 �!2����32@� �+� ��2@� � � ���*�.1
4 ��� � 1 2�����2@� � � ��£2�¢� � ����£ ��� �!- �
2^£ ��� � � �� � £���� �g£ Ì(� ¾ � 20���32@� 4(� �!�Â�32 1 �@��2 � � £@���:2���� 2@�� 4 � Ñ
1 2@£@��2@¿ 2@��������� �+� £ Ì 2@¿���� 4 2 1
�+� � �  82¶£ �?1�1 2�� ��� � 4�� ��� 4(� �!�Í�32 1 ����2 �+� 4 2�� 1
� ��� ���?1 � � 2@� �(�81£ � �!�
��¾ � 2@��� � ��� 4 � � 2�� 4 4�� £ ��� � 4 2Í£�2Í£ Ì 2@¿����>- � 2Ä£ ��� � c(f) 4>= � �^���32�� f 4�� ���m�:2 1 ���2 �+� � �
2��%� 4!� ����� �(�81

c(f) = c + ω(f),

�?> c 2@�� � �z£ ��� ���!× 2 1 2 �@1 ���2���� � �©�Ä� � £ � ���%� 1� £@�
� � � 4 2 f 4(� �����32 1 ���2 �+� � � 22�´�32����@¾ � � � 22Ñ¿ 2@���¢�7���@£!2@�
� � � 1 2@����£!2@���2������� � ��� � �¢� � � � 22� ω(f)
2��%� � �M£ ��� � 4 � � 2�� 4(� ��� 4�� 1 �@��2 �+�f�*� �¢��¾ � 28-
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c1(.)

� = �����%� � ��� � �
� � � 4>= � � �2� *¿A2���� �*� �¢��¾ � 2}��¿ � ����¾ � 2 � � £ ��� � �!× 2 �a£ Ì(� ¾ � 2 29×�� 1 �@¿��¤�¢� 4!���2@ *¿A2�����- ; � ��£ ��� �@2 �@1 2�¿�� Î�1 2 2@��
��¿ � �¢� � � ��� �
�� � �:2 4�� £ ��� � �+� �¢��¾ � 2 ω(f)
2����� � � � ¿�¿ 2

4 2@�¶£ ��� �¢�5�!× 2@� � �� � £������ �+� × �2� *¿A2����
� �*� �¢��¾ � 2@� 4 2 Pf - 9 � ¿�¿ 2�£!2���£ ��� �¢� � 2 � Ã82���� /2� 1 2£ � ���
� 4 � 1 ���M£ � ¿�¿A2�� 4 2����
��¾ � 2�� � �*�@1�� � 1 ����2 �+�s�*� �
��¾ � 2O£ � ���� 4 � 1 � �K� �.2 ��� ���.2 �+���.1� £ Ì 2��2 1¢� �¤� 4 2�£ � �!�
� 4 � 1 2 1Â� �a£ ��� � ω(f) �.1�*� �81 �¢� � ���.2@� �+� � � ¿ �.1 2 4 2O�2� *¿A2����¢� �*� �¢��¾ � 2�� 4 2
Pf

-

|V 1| |F| � � � � � ����� � � ��� �� � � 	 	 � �
��� ���  �� � � ��� � ����� ��� ��� � � ���#�"�����$ ��
��� ��� �!� � � ��� � ����� ��� ��� � � ���#���&��� ���
��� ��� ��� � �� ��� ��� ���&� ��� ��� � � ��� �"����� ���
��� �!� ����� ��� �  ���� � ����� ��� ��� � � ���)���&���"�� 
��� ��� �� �� �� �� ����� � �& �� ��� ��� � � ��� � �!��� ���
��� ��� �� �� �(� �� ����� � ����� ��� ��� � � ���)� ���������
��� ��� ���� � � ��� � ����� ��� ��� � � ���#������� ���
��� ��� ���� �� ��� ������ �� ����� ��� ��� � �"��#� ����� ���
��� �&�  &� � � �&� � ����� ��� ��� � � ���)������� ���
��� ��� ��� � � ��� � ����� ��� ��� � � ��� � �����$ &�
��� ��� ���� �� ���� ���! &�  ���� ����� ���"�(� ��� ���#� ����� ���
��� ��� ����� ��� � ��� � ���� ��� ��� � � �! 5�"���� ���
��� ��� ����� �� �� ����� ��� ����� ��� ��� � �"���)���� �� ���
���  &� ���!� �&� ��� ������� ��� ���!� ��� ��� � � ���#������� ���
���  &� �!��� ��� �!� �� � �� ����� ��� ��� � � ���#�����������
�!�  &� �&�!� ��� � ���! � ���&� ��� ��� � � ���)� ���������
���  �� ���!� ��� ��� ����� ��� ����� ��� ��� � � ��� ������� ���
�!�  &� ����� �&�  ���� � �! �� ��� ��� � � ���#���&������ 
�!� ��� ����� �� �� ����� � �! �� ��� ��� � � ���#�"����� �� 
��� ��� ����� ��� ��� �!��� �! ����� ��� ��� � �"��� �����������
�� ��� �! �� �� � ��� � ����� ��� ��� � �����)������� ���
��� ��� ����� ��� ��� �!��� ��� ����� ��� ��� � �����)� ���������
��� ��� ����� ��� �&� �����  ����� ��� ��� � � �! 5�������"���
��� ���  ���� ��� ��� ������� �! ����� ��� ��� �������#�"�(��� ���
��� ��� ����� ��� �� �����  ����� ��� ��� � �����#������� ���
��� ���  &��� ��� �(� ������� � ����� ��� ��� �������#������� ���
��� ����� ����� �! ��� ������� �� 
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* ¬�+ ��).-�À 
0É´��� � ��� � �¢� ���*�.1 �:2������!�� � ��£!2@� 1 �!2����32@� � Ã82�£�� � � � �!£@�¢� � �z£ ��� � c1(.)

� �81 £ � �����¾ � 2���� � � �*� � � Ã � ��� 4 � �(��� � �.2 �@1 2�¿�� Î�1 2 � � ��£@�
� � ��£ ��� � ω(f)
¾ � � £ � �!�
���%��2#2��0�32� � ¿ �.1 2 4 2f���:2���� 4�� £ Ì 2@¿���� �*� �¢��¾ � 2 2@��� 1 2��32@� �.1¢� ���2 �.1 �¶£ �?11 2�� � � � 4(� ��� �+� × 29×�� 1 �@¿��¤�¢���
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4 2f� =Ê�81 /2��2 f - �Ô£�� � � �*� �D� ������� � � ���¶¾ �>= ���PÇ �0� �u£ ��� �5��×@2 � �� � £����3�0£ Ì(� ¾ � 2����32@� �*� �¢��¾ � 28-9 2�£ ��� � 2��%��£ � ���
� 4 � 1 � ��£ Ì(� ¾ � 2 � � ���m¾ � 2��:2Í���32�� �*� �
��¾ � 2�£ �?1�1 2�� ��� � 4�� ��� 2��%� � �¢��������8- ; � ��£ ��32�£ ��� � c(f)
2@�� 4�� ���!� 4�� ���´£!2D£ � � �(�%1 c1(f) = c+ |Pf |

-

� � � �+� �32 ).-�À 1¢� ��� �81 ��2_�:2�� 1 ��� � ��� � �¢� �*� ��2�� � �z¾ �(� � 4 �32_£ ��� �z� �.1 £ Ì(� ¾ � 2 �81 /2��2 f 4 2� � £ �*� £ Ì 2 � � 2��%� 4�� �!��� �(�81 c1(f)
- ��� � 2 � � 1 2�¿ �81 ¾ � 2 1 ¾ � 2g� �*� ��2��O�32��O�����%� � ��£�2�� � �©��@�
� 1 ��� � � � 2@� �_� =Ê�*� �¢��¿ � ¿ 29×�£!2 � �¢�}£�2����32��3� �?* 2@� �*Á � � ¿�¿A2@�
�!-�� �*�.1 � �_� � ���(�81 � 4 2z£!2�������%� � �!£!2�� � �32�  �+� 2@��Æ��  � �!�¶Á@-��Ä� � ��¿ � ����� � � =Ê�   �?1 ��� Ì ¿ 2 � 2 ��� 2�� � ��� 4>= 2�� 2�£2� � 2 1Æ� �@2 �!Ì(� ��2�.1¢� ��£ Ì 2�¿A2���� � �+�.1��*� ��2���� 1�� �.2D� � � � �¢� � � �*� �
��¿ � �32 1 � � ����� �+� �:28-

+ �*� ��2�� �32�� ���!�� � ��£!2@� � Ã?2@£�¿ � ���!� 4 2 ����� � ¿�¿A2@�
� � 22×�£�2 � �
��£!2@���:2 � �?*M� � ¿�¿A2@�¢� �(� ���Í�2�¢�
1 �@� � � � 2��4�¶� = �*� �
��¿ � ¿ 2��O¿ � ����� 4 2�À Á¶¿���� � ��2@�!- �
2 1 2����2 4 2@�5���!�� � ��£!2@� � 22×�£!2 � �¢��£�2����32&� �*Á� � ¿�¿A2@�¢� ��� ��� ��� /@� 1 2 1 ��� � � � 2��52��R¿ � ����� 4 2 � Ì 2 �.1 2@�!-
� �*�.1 � = ������ � ��£!2 � �?*�� � ¿�¿A2@�
� ��� �.2M� � � � �
� � � 1 � � ����� �+� �:2 4 2�Ã � �32 �.1 À*À � ) 4�� �����!2 2@�_��� � Ñ����¾ � 2 - � �@�¢� �*� ��2�� � 2 � 2@� � � �*� �¢�:2���� � �0  �+� 1 2�� � �¢��Ã82�¿A2���� � 22�¢��� 4 2 �@-0/ )�� - � �*�@1 � = �����%� � �!£!2

� �*Á}� � ¿�¿A2@�
� � � �*� �M� =Ê� Ã � �!� �(� � �*� ��2�� � 4 2 ���?1 �@20� ��� � 1 �32 �@1 2 ) � � � � �¢� � � 1 � � ����� �+� �32 - 2��¿ � ����� 4 2 * Ì 2 �.1 2@�!-
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c2(.)

�
2�� �*� � 1¢� ��2 �.1 � 4 2Í�
������£ � ¿�¿ � ����£ � �¢� � ����£ � �!�
� 4!Î!1 2@����� �*� Ã?2���� ¾ � 2�� � � � ��  � 2 �.1 4>= � �0�2�  Ñ¿ 2@��� �*� �
��¾ � 2 4!� ��� /@� 1 2^£ � ���
� 4 � 1 �!2 4(� ���Â�32�£ ��� � 4�� �2� *¿A2�����-�� �81 £ � �����¾ � 2@�©� � ����� �.1� Ñ� � ��2���� � �R¿ � 4 �@�32 4 2�£ ��� � � �@1 �:2���£ Ì 2@¿�������������� � � 1 2@¿ 2@��� 4 � � 2@� 4(� ��� 4 2D� � � � ��  � 2 �.1 '©��� � Ñ¿��2� 1 ��¾ � 2 4�� £ Ì 2�¿����<- ; � ��� £!2D£ � � � c(f) � 2 � ��/@� 1 2 4 ���(�!� �(�81
c2(f) = c+

∑

e∈Pf

l(e),

�?> l(e)
2���^� � � � ��  � 2 �.1 4 2 e - � �+�.1 � � � 22× � � 1 ��¿ 2@�©� � �¢� � ��� � � �+� � � Ã � ���0£ � ���� 4 � 1 � l(e)£ � ¿�¿A2��@� � ���Ä� � 4 ���%� � ��£�2 1 �!2@���:2 2��#'©��� � ¿ Î � 1 2@�'2���� 1 2��32�� 29×p� 1 �@¿��¤�¢�@� 4 2 e -

� � � �+� �32 ).-�� 4�� ���.2D�:2�� 1 �@� � �¤� � �
� � �*�@1 �32��´������ � ��£!2@� 1 �!2@���:2�� � Ã?2@£¶� � � � ��£@�
� � �0£ ��� � c2(.) -
��� � 2 � �Ä� � ��2 1 ¾ � 2D� �*� ��2�� �32@� ������ � ��£�2�� � 29×!£�2 � �
�Â£!2@���:2 � �*Áf� � ¿�¿A2@�
� �(� ��� �@�
� 1 ��� � � � 2@�*�� = �*� �
��¿ � ¿ 22� 2@��¿ � ����� 4 2ÄÀ Ì 2 �@1 2���- � ��� � ���(�81 � 4 2��������� � ��£!2@� � Ã82�£ ¿ � ����� 4 2 )*ÁD� � ¿�¿ 22�¢�
� ���Í�2�¢� 1 ��� � � � 2���2@�}¿ � ���!� 4 2 /�Áf¿���� � ��2@�!- ��� � 2 � �Í��  � �:2�¿A2���� 1 2@¿ �81 ¾ � 2 1 ¾ � 2Â�32D  � � �.2
4 � ��� �
�2 �(� � /8-,*�� � �*�@1 � �Â� � ���(�81 � 4 2��´���!�� � ��£!2@�!-
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|V 1| |F| � � � � � �,��� � � ��� �� � � 	 	 � �
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∑

P∈Pe
k
| (u,v)∈P

yek(P ) ≤ µ2 + ε ∀(u, v) ∈ A1\F e, ∀e ∈ E
2,

yek(P ) ≥ 0 ∀e ∈ E2, ∀k ∈ K, ∀P ∈ P
e
k,

ε ≥ 0.



��� � �����	��� 	��� ������
 � �	� 
�� ��� � � ����
 ����� ������� �� ������� � � � 	 ����� � 
 �����

r �  ��� 3 � � ��� � Ss ��	 � ����� � � � ! �� �����'� � �
 ��� 3 � � ��� � Ps � � h>= �#� � � ��	 $ � ��� � ��� �%	 xluv! - 	 � l = 1 � � ! ��	 � l = 2
� ! � � � � � $

� � � � !  � � � ��� � ��� 3 � �� - � � ���  � � � � $ � � � �@ � � 	3 � ��� � � �%��"��� ����+ � � - .:�����0_ 	 �<� � 	 � � ����+ ��	 � � � - � G � � � � 0�� � �7r ��	 � � � �(� � � � � �%	 � &�� ��� � � �>� &�� ��� �
	 � � �?��� � � � �%	  � � ��+ �%	 �J* �  � � 	 l�� � $ � ��� � ��� � ε � �  ��+ 	 � � � � ��� � �#� 3 � � � � � ����� �! � 	�	 ����� � � � � �
�.�#"��� ����+ � ��	 � � 0�� �%	 �

- � � � ��+ 	 � � ��� � � �  ��������1�� � l � � � 	 � ������� 	 � � 	 ��� � �!+*��-��#� � � ��3 + � +M� � ����� � � � � ����� ��� ��	 ��r �
$ �
� � � �/�  ����� � � � � � ε � �  ��+ 	"� � � � � � �.��"�#� ����+ � ��� G ����� � � � O5� ε = 0 � ����� 	 � �  ��������1�� � � � � �(� �

� ��� � � ��� �9	 ��� � ����� � ��+ � ��� 	 � ��� �.� �-� L � � 	"� �2��� � � ��	 � - � ��� � 	 ��� � �-� �%	 $ �
��� � ��� ��	)	 � � 	 � � �7!����� � � ��� ε = 0 � 	�	 � � � ��� �-	 ��� � ����� � ��+ � ��� 	 � ��� � � � ��+ "� � � ���@ ��������1%� � � � � �"� � � O�� � � � L ��	 �

"� 	 � � �.� 	 l"� �  ��������1�� � ' !�O���- ��*
s �

L � ��� � � �����%��� �-	 ��� � ����� � ��+ � ��� 	 � ��� � �

� ����� � 	 G � � � �  ��� 3 � � ��� � Ss  � �
�60��"� � ��+�+ � �����$� � � � � ��� ��1N� �)	 � � $ ��� � � [

S ′
s

[O'@� � ����� 	 � � ε
∑

P∈Pe
k

yek(P ) = ωk ∀k ∈ K, ∀e ∈ E2,
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−
∑

k∈K

∑
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k
| (u,v)∈P

yek(P ) + ε ≥ −µ2 ∀(u, v) ∈ A1\F e, ∀e ∈ E
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yek(P ) ≥ 0 ∀e ∈ E2, ∀k ∈ K, ∀P ∈ P
e
k,

ε ≥ 0.
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G1\Fe 

� � � ��� � � � ������ � e ∈ E2 �
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� � O��
r
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k\J
l
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∑
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cluvx
l
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∑

P∈Pe
k

yek(P ) = ωk ∀k ∈ K, ∀e ∈ E2,
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−
∑

k∈K

∑

P∈Pe
k
| (u,v)∈P

yek(P ) +
∑

l=1,2

µlxluv ≥ 0 ∀uv ∈ E1, ∀e ∈ E2,
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−
∑

k∈K

∑

P∈Pe
k
| (v,u)∈P

yek(P ) +
∑

l=1,2

µlxluv ≥ 0 ∀uv ∈ E1, ∀e ∈ E2,
� &��8* *`�

yek(P ) ≥ 0 ∀e ∈ E2, ∀k ∈ K, ∀P ∈ P
e
k,

xluv ≥ 0 � � � � ��� � � ∀uv ∈ E1, l = 1, 2.
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∑
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fk,iuv −
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fk,ivu = bvk ∀v ∈ V, ∀k ∈ K, i = 1, . . . , t,
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∑

k∈K

fk,iuv ≤ 2.5x1
uv + 10x2

uv ∀uv ∈ E, i = 1, . . . , t,
� &��,* #��



� � � ���������	��
 �� ��������� 	�� ����������� ������� ��� � � � ��� � ��
������	��
 ��� �� ��

∑

k∈K

fk,ivu ≤ 2.5x1
uv + 10x2

uv ∀uv ∈ E, i = 1, . . . , t,
� &#�,* &��

xluv ≥ 0 ∀uv ∈ E, l = 1, 2,
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� L�+ 	 � ������+ � � � � � 	 ��� � � � � � � � � � � �?� � ��+  � � � �#� � 	 �6! � � � ���  ����� � � � � � � &�� � � � � �  � � �
"� 	 ��+�h � ��� ��� � i ��� � ��� � �O ��� � 	 � � 	 l "� � � � � 	 + � � � � ��l � � � δGi

(W ) = {e = uv} � $ � � u ∈ W � � v ∈ W �
p������ 	 � ��� 	 ��� � � �7	 ��� � ����� � $ +N����h ��� � � �;� � � �(� � � � � � � &�� � � �+!;� L0+�	 � ������+�l5� � ������� � $

���'�

x1(e) = DW ,

x2(e) = 0.

p � 	�	 � l � ��� 	 ��� � � �-	 ��� � ����� � $ +N����h �#� � � &�� � � � !9� L0+�	 � ������+�l5� � �������?+ 	 � � � � � � � � $
�����

fk,iuv =

{
ωk + εk 	 � k ∈ γ+(W )

εk 	 � k ∈ γ−(W )

fk,ivu =

{
ωk + εk 	 � k ∈ γ−(W )

εk 	 � k ∈ γ+(W )

�`b
εk, k ∈ γ(W ) �%	 � 	 �"��� � � � � � � �  � 	 ������i � � 	 � � 	 � ��� � � �  � ������� � � � k � ��l�� �  � � �

$
���'� � � � � �%	 $ �

��� � ��� ��	 f � L0� � � � � $
� � ��� � � � "� 	 � ��� 	 � �7� � � �(� � � � � � � &�� � � � �#* �  � � 	 l4� �i � ����� � � "� �:� �(� � � ��������� � #��5l DW > � ���

{P
k∈γ+(W ) ωk

2.5
,

P
k∈γ−(W ) ωk

2.5

} l � �6�.�#"��� ����+� � 	 � � ����+ � �%	 �2��� � 	�� � � 	 	 �"��� � � � � � � � 	 �� +N��� � � � � ! � � � � � �#� � � �"� � $ �
� 	 ��� �9� �@� � �� � l� �#� 	 ��� 	"� � 	 � ���!� � � ��� 	 � L ��� �"� � �#! � � �J��� ��� � � �7 � 	�	 ������������+�� � i � �'� � �� 	�	 � � ��� �"���

��+�	��M� � � � � � 	 �� +N��� � � � !6� � � � � ��� � � �2! � � � � � �� ����� � � � L � 	�� � �E� � εk � ��� 	 � �%	 � � ���
	 � � 	 �O������ � � � � �"��� � � � ��� 	 � � � � � ��� � � ��	 � ����� ��� ��	 � ��� � ��	  � � � � � � ����� 	 ��� � ����� � 	 	 � ��� 	 i � � 	 ��� �� &�� � � � !-� L�+ 	 � ������+ � � � �%	 ����	 � ��	 	 � � � � 	�	 � � ��+ ��	 ! x1(e)

l
x2(e)

l � � 	 ����� � � ��	 $ �
��� � ��� �%	

fk,iuv 
� � � k ∈ γ(W ) � �2� � 	 ���!� � � �%	 $ �

��� � ��� ��	 f k,ivu 
� � � k ∈ γ(W )

� Q �
� ��� � p� � � ���2��� � � � 	 ��� � ����� � 	 $
+N����h �#� �J� &#� � � � !9� L0+�	 � ������+%��! � ��� � � � �"��� � � � ��� ��� � � i ����� �

	 � � $ ���
� � [

x1(e)

x2(e)∑

k∈γ(W )

fk,iuv

∑

k∈γ(W )

fk,ivu




DW · · · DW

0 · · · 0∑

k∈γ+(W )

ωk +
∑

k∈γ(W )

εk1 · · ·
∑

k∈γ+(W )

ωk +
∑

k∈γ(W )

εkp

∑

k∈γ−(W )

ωk +
∑

k∈γ(W )

εk1 · · ·
∑

k∈γ−(W )

ωk +
∑

k∈γ(W )

εkp




.

� � 	 � � 	 �(� � ( ��� �(� � � �"� �"�����%� � ����	 � � ! � � �(����� 	 ���%� � l4� � ������� � � � ��� � ����	 � � � � � �%	 �� � �����  � � � � � �) � � �����M� � ����	 � � � ! ����� � � � 	"� � � � � � ����	 � � �%	 � � ���  � 	 + �?	"� � � � � � � � � �



��� � ���������	��
 �� ��������� 	�� ����������� ������� ��� � � � ��� � ��
������	��
 ��� �� ��

�
+M��� 	 l � �3� �  � � � "� 	 � $ ���'� 	 � � 	 � �!� � � � � � 	 ��� � ����� � 	 � � � � � � � �:� � ��+  � � � ��� � �%	
 � � � � � � � &�� � � � �� � 	�	"� ��+�h � �'� ��� � i ��� � ��� � �

�

/.021436587#9;:,<>=@? � 
 � /A5 *4XO1��9/A2B* ��� � �� �W&'* �K5</A2K-.5 % � 1',�%$232B% &'%�D I M�FDE P)V
as
m

�
G,F, K

� ($/
� � �"%�(J,��65�&�/A23/4�65@( � � C � � C � � C � ��&�-72A;<*��6�D!$#�% � � � � (+�65<2 ( 1�2T/"( � 1�/A2 %�( C
� �

G(W )
%$2
G(W )

(+�65<2
F
L?,��65<5 %+*.%�( �

G 58:#H>IJ:K= r �� � � � $ � � ������� 	"� � �%	 �'��+ �%	 	 ������� � �'� �%	 ! � � ��� �%	 ��+ $ �
��� � + ��	 � ��� 	 � ��� � � ������� � 	� L0� � + 	 � ������+ � &#� � � � "� �

a1x1 + a2x2 ≥ α,
� &�� # � �

� � 	 �����

b1x1 + b2x2 + λf ≥ β,
� &�� # *`�

��� � � � +�	 � ������+ ��+�h � � 	�	 ��� � ��� � i ��� � ��� � � � � !�O ��- ��*
as
m

�
G,F, K

�;� � ��� �%	 � � � � � i ��� � ��+	�
h � � � �� � � &�� # � � ��	 � � � � � � � � � � ��� 	 � � ��� � ��+�h � � � "� � � &�� # *`�T� O������

L = {(x1, x2, f) ∈
� !�O���- ��* as

m (G,F, K) | a1x1 + a2x2 = α}
�

� � � 	 � ����� � 	 ��� � ��� L � � ���"� � � � 	 �(� � �'� � ��� � 	 ��� � ����� � ��+ � ��� 	 � ��� � 	 � ��� 	 i � � 	 ��� � � &�� # � � !7� L0+�	 � �������+%�4- � � � ��� � � � � ��� � � k � � ��� � � � � ok � � dk 	
� � �B� ��� 	 W l � ����� � G(W ) �%	 �

F
� � � ��� � � � l

 � � �-��� � � j ∈ {1, . . . , t} l1��� � � � 	 � � ��� � ��"� � � � P k
j

� ��� 	 Gj(W )
� � ��� �#� � ok � � dk

� O�� � �� � 	 � � ��� � ⌈
ωk

10

⌉ 	�� ��� � ��	 �.������ ������+ 	:	 � � ���� � � � � � 0�� � ����� ��� � �"��� ��! ��� ����� � 	 ��� � ��"� � � �
P k
j

l
j = 1, . . . , t

l � ����� 	 � � $ ��� � � � ωk  � �
��0*�(� � + � � � ��+ � � ok $ �

� 	 dk
l � � � ��� � � � ��	 �����7� �

"����� � j ��p�� � 	 ��� �� � � � � � $ �( � � ��� ������� � $ �
� � � � ωk 	 �

�
P k
j

� � ��� 	�� � � ��� � 	 ���%� ��	�	 � $ �
� � � �� � � � � 0�� � i � 9%� � � � �%��"��� ����+ � + � �%	�	 � ��� �  � � � ������%��� � � �%	 � � � �#� � �%	 l�� � ������� � � � ��� �����

� � � 	 ��� ��� � � � � ����+ � ��� 	 � ��� �  � � ��� �%	 � �20�� �%	 � � E(W ) � � ��� � � �"�#� �(� ��	 � � � ��� � ��	 � � W �
-4� � �&� �%	 � � 0�� �%	 � � E(W )

l�� �> � � � � 	�	 � � � � ��� L ��� � � ��� ���N� �)	 ���!��� � ��� � l ! ���� � � � � � � ��� � �
k
� � ��� � � � � ok � � dk ∈ W � � ���� � � � j ∈ {1, . . . , t} l ��� � ��"� � � � P k

j
� � �"� � ok � � dk

� Q ������ � � 	 ��� ��� � � ��	 ��"� � � �%	 � � � � � 0%� � � ��� ���N� � � � � � ��� 	 G(W )
�

� � � � � � �"��� ��l � � � 	 �'��+N��� � 	 ��� � � �20�� � uivi � � δGi
(W )

� � ��� � � � � ui ∈ W � � vi ∈ W
� O5�����

Ii = {j ∈ {1, . . . , t}\{i} | uivi ∈ Fj}
�Fp������ 	  � � �?��� � � j ∈ Ii l ��� � � � 	 � � ��� � � �20�� � ��� 	 � � 	

ujvj
� ��� 	 δ(W ) ∩ Fi

� � ��� � � � � ujvj 6∈ Fj
� � � � k � ��l 	 � � � � L �%	 � "� 	 � � �.� 	 l � ����� 	 ��� � � � 	 � �

j ∈ Ii
� � � � � � δ(W ) ∩ Fi ⊆ δ(W ) ∩ Fj

�6! ����� � �� � ��+�h � ������� � � � Ii
l
uivi ∈ Fj\Fi

l � � �
δ(W ) ∩ Fi ⊂ Fj

l � � � � � � � � �(� � �����?� �;� � � ��������� � *`� � � �  +%��� �%� � &�� �%� �
$
���'��h 	 � � � &�� � &`� �



��� � � ��� � � � ��� �2� 
 � � 	 ��� � 
 � ���

∈ Fi

dk

ui vi

ok

W W

Qk
i

Q
k

i

dk

ok

W W

Qk
j

∈ Fj , j ∈ Ii

uj vj

Q
k

j

>%$@?�A &�� � &4B

O5�����
k ∈ γ(W ) ��� � � � � ��� � � �(� � $ �

� 	 ��� �!� � � � �� � � ! ���!� � � � 	�� ��  � G(W )
� � ��	  �

G(W )
� �%	 �

F
� � � ��� � � � l  � � �)��� � � j ∈ {1, . . . , t}\Ii l ��� � � � 	 � � ��� � ��"� � � � Qk

j

� � ��	  � Qk

j

�
� � �"� � ok � � ui

�@� �%	  � vi �
�
dk

� � ��� 	 Gj(W )
�@� ��	  � Gj(W )

� ��-4� � � j ∈ Ii
l "� � � � � � � � � � � �

� ��� � ��	�	 � 	 l#��� � � � 	 � � ��� � � �20�� � ujvj � � (δ(W )∩Fi)\Fj
� Q � 	 ��� � 	"� � � � uj ∈ W � � vj ∈ W

�
-4� � �:� � � � � �#� � � k l � �  � � �)��� � � j ∈ Ii l � L ��� � � �#� ���M� �2	 ������� � �'� � l"��� � � � 	 � � ��� � ���� � � �
Qk
j

�@� ��	  � Qk

j

� � � �"� � ok � � uj
�@� �%	  � vj � � dk

� � ��� 	 Gj(W )
�@� �%	  � Gj(W )

�T�

� � � � � � �"��� ��l5� �6 � � � � ���  ��+�� � �=� � ����� � � 	 ��� ��� � � � � � �� ����� � �6��+ 	 ! � k � � � � + ! � L0� � ��+M��� � � �� ��	�� � 	 � �2��� �%	 W � � W � Q � � � 	 � � ��� �  � � �2� � � � � ��� � � k l ⌈ωk

10

⌉ 	�� ��� � �%	 �%��"��� ����+ 	;	 � �

��"� � � � � � 0�� � ���"� ��� � �"��� ��! ��� ����� � 	 ��� � ��"� � � � Qk
j

l
Q
k

j

l
j = 1 . . . , t

� Q � � 	�� � � �2	 ��� �
� ��	�	 � $ �

� � � � "� �-� � 	 � ��� � � ��	 �%��"��� ����+ 	  � � � ��"� � � � � � � ��� � � � � γ(W )
� ! ��	 � � � $ �

��� ��	
�.�#"��� ����+ 	 � � 	�� � ��+ ��	 ! � � ��� �%	 ��+ 	 !;� � 	 � � ����+ �%	  � � �&+ � � � � � �&� �%	 � � � ��� � ��	 � � W � � W � � � 	
 � ��� � ��� � � � � L � $

����� ��� ����� � � 	 ��� ��� � � � � � ��+ � ��� 	 � ��� �  � � ����� � � �%	 � ��	 � � � ��� � ��	 � � � �%	
� �20�� ��	 � � E(W ) ∪ E(W )

�6! � ����� � � 	 ��� ��� � � � � ��� �%	 � � 0*� �%	 � � E(W ) ∪ E(W )  � � �=0*�(� ���� ��� + � ����� �:	 � ���

x1
uv = 0  � � � ��� � � uv ∈ E(W ) ∪ E(W ),

x2
uv =

∑

k | ok, dk ∈ W

uv ∈ ∪jP
k
j

⌈ωk
10

⌉
+

∑

k ∈ γ(W )

uv ∈ ∪jQ
k
j

⌈ωk
10

⌉
 � � � ��� � � uv ∈ E(W ),

x2
uv =

∑

k | ok, dk ∈ W

uv ∈ ∪jP
k

j

⌈ωk
10

⌉
+

∑

k ∈ γ(W )

uv ∈ ∪jQ
k

j

⌈ωk
10

⌉
 � � � ��� � � uv ∈ E(W ).

� &�� # � �

! ����� � DW ≥ 4
l  � � �!� �%	 � � 0*� ��	 � � δ(W )

l � �  � � � � � � 	 �'��+M� � �(� � ����� � � 	 ��� ��� � � � � �



� ��� ���������	��
 �� ��������� 	�� ����������� ������� ��� � � � ��� � ��
������	��
 ��� �� ��

	 � � $ ���
�

x1
ujvj

= DW

�!�#�
4  � � �&��� � � j ∈ Ii ∪ {i},

x1
uv = 0  � � �&��� � � uv ∈ δ(W )\ ∪j∈Ii∪{i} {ujvj},

x2
ujvj

=
⌊
DW

4

⌋
 � � �&��� � � j ∈ Ii ∪ {i},

x2
uv = 0  � � �&��� � � uv ∈ δ(W )\ ∪j∈Ii∪{i} {ujvj}.

� &�� # #��

� � � � � � � � � ��� � � � � � �%	 ����� 	 l ��� 	 � �9��� � � �%	 � � $
�( � � 	 � �2� �%	 �� � ��� � 	 P k

j

l
P
k

j

l
Qk
j

l
Q
k

j

l
j = 1, . . . , t

� Q �8 � � � � ��	 ��+�h � �'� � ���!� �:	 � ���

fk,iuv = ωk  � � � ��� � � k � � ��� � � ok, dk ∈ W (
� �%	  � ok, dk ∈ W ),

j = 1, . . . , t, uv ∈ P k
j , (

� �%	  � uv ∈ P k

j )
� � uv �(� � $ �

� 	 + � � u
$ �

� 	 v � ��� 	 P k
j (

� ��	  � P k

j ),

fk,iuv = ωk  � � � ��� � � k ∈ γ(W ) j = 1, . . . , t, uv ∈ Qk
j , (

� ��	  � uv ∈ Qk

j )� � uv �(� � $ �
� 	 + � � u $ �

� 	 v � �#� 	 Qk
j (

� �%	  � Qk

j ),

fk,iuv = ωk  � � � ��� � � k ∈ γ+(W ) (
� �%	  � γ−(W )),

u = uj (vj), v = vj (uj) j ∈ Ii ∪ {i},

fk,iuv = 0 	 � � � � �

� &�� # &`�

p�� � 	 � l � � 	 ��� � ����� � (x1, x2, f)
��� ��� + � "� � � &�� # � � lR� &�� # #�� � � � &�� # &`� �%	 � ��+ � ��� 	 � ��� �  � � �

� !�O���- ��*
as
m (G,F, K)

�

O������
pq ∈ E(W ) ∪ E(W ) ∪ (Fi ∩ δ(W ))

� � � 	 ����� (x1′ , x2′ , f ′)
� � ��� � � � �

x1′

uv = x1
uv  � � � ��� � � uv 6= pq,

x1′

pq = x1
pq + 1,

x2′ = x2,

f
′

= f.

(x1′ , x2′ , f ′) �%	 � ��+ � ��� 	 � ��� �  � � � � !�O ��- ��*
as
m (G,F, K)

�8* �  � � 	 l (x1, x2, f) � � (x1′ , x2′ , f ′)
	 � ��� 	 i � � �;� �3� � � �(� � � � � � � &�� # � � ! � L0+�	 � ������+%� - � � � � � 	 +�� � � � ��l � ��� �%	2	 � ��� 	 i � � �;+ 	 � � � � � � �9� �
� � � �"� � � � � � � &�� # *`� !6� L0+�	 � ������+%� � � 	 � � 	 �"� � ( �#� � � ��	 +�� �"� ����� � 	 � ��� � ��	  � � � ��� � �%	 � � ������� � � �
b1pq = 0

��* L ��� � � ��� ���N� �3	 ���!��� � ��� � l � � �!� � �"� � � � � b2pq = 0
� ! ����� � pq � +*��+ �� ��� 	 �

� �������(� � �'� � � � � � � ��� 	 E(W ) ∪ E(W ) ∪ (Fi ∩ δ(W ))
l � � � b1uv = b2uv = 0  � � �6��� � �

uv ∈ E(W ) ∪ E(W ) ∪ (Fi ∩ δ(W ))
�

! � � 	 �'��+N��� � 	 � L � �20�� � uivi
� � � �"���#� � ��� �  ��+ � +M� � ��� � � �0� � � � � 	 ��� � ����� � (x̃1, x̃2, f̃)

� � ��� � � � �

x̃1
uivi

= x1
uivi

+ 4,

x̃1
uv = x1

uv  � � � ��� � � uv ∈ E � � ��� � � uv 6= uivi,

x̃2
uivi

= x2
uivi
− 1,

x̃2
uv = x2

uv  � � � ��� � � uv ∈ E � � ��� � � uv 6= uivi,

f̃ = f.



��� � � ��� � � � ��� �2� 
 � � 	 ��� � 
 ���.�

r � 	 ��� � ����� � (x̃1, x̃2, f̃) �%	 �,��+5h � � � ! "� ������� � � (x1, x2, f) � � � � �  � � 9 ��� � ��� � 	%� ��� � �
�.�#"��� ����+ 	 � � uivi "�

� #  � ����� �%	 � � ��� � ��	 � ��� ��� ��+ � ��� 	 � ��� � ��* �  � � 	 (x̃1, x̃2, f̃) 	 � ��� 	 i � ���� &#� # � ��! � L�+ 	 � ������+;l � � ��� ��� +�	 � � � � � � �>� � � � � �"� � � � � � � &�� # *`�T��� � 	 � � 	 �"� � ( �#� �@� ��	 +�� �"� ������ � 	 ��� ��� + �%	 "� � � � ��� � � � � � ���M� �  � � � � ��	�	 ��� � ����� � 	 (x1, x2, f) � � (x̃1, x̃2, f̃)
l � � ������� � � �

4b1uivi
= b2uivi

��! ����� � uivi ��	
� � �������"� � ��� � � ��� 	 δGi

(W )
l5��� � � ��+ 	 � ��� � � � � b2uv = 4b1uv 

� � ���� � � uv ∈ δ(W )\Fi
�

! � � 	 ����+N��� � 	 � � � � � $ � ���@��� � �
� 0*� � pq ∈ E(W ) ∪ E(W ) ∪ Fi

� � � � 	 ��� � ����� � (x1, x2, f)� � �"���#� � ��� � � � � � �%	�	 � 	 �KO���� � � � ��� � � � � ��� � � k′ ∈ K � � ��� � "����� � j ′ ∈ {1, . . . , t} � � 	 ����� � �
	 ��� � ����� � (x̂1, x̂2, f̂)

� � ��� � � � �

x̂1 = x1,

x̂2 = x2,

f̂k
′,j′

pq = f k
′,j′

pq + ε,

f̂k
′,j′

qp = f k
′,j′

qp + ε,

f̂k,juv = f k,juv 
� � � ��� � � uv ∈ E\{pq},  � � � ��� � � k ∈ K,  � � � ��� � � j ∈ {1, . . . , t}.

�`b
0 < ε < 1

2

� � ��� � � � � � � ����� � � L � � 0�� � pq �%	 � 	 � �"����� � � 	 ��� ��� + � l ���>� �%	 � � � � � ���%��"��� ����+��+ 	 ��� � � ��� �  � � � � � $
�( � � � � �"����� � � � � � 	 +�� � � ��� � l (x̂1, x̂2, f̂) �%	 � ��+ � ��� 	 � ��� � �6! ����� �.� ��� �

$
+M���Ah � � �:� � � �(� � � � � � � &�� # � � !-� L�+ 	 � ������+;l � ��� � $ +N���Ah � +�	 � � � � � � �^� &�� # *`� !7� L0+�	 � ������+%��! ���!� � � �� � 	 ��� � ����� � (x1, x2, f) 	 � ��� 	 i � ���J� &�� # *`�6!6� L0+�	 � ������+�l � � 	 � � 	 �(� � ( ��� � � �%	 + 	 � ������+ 	 � ���"� �%	  � � �� ��� � �%	 l�� � ������� � � � λk′,j′pq ε+ λk

′,j′

qp ε = 0
��! ����� � ε > 0

l � � � � ���  ����� � � � � � λk′,j′pq = −λk
′,j′

qp

�
! ����� � pq �%	 � � �������"� � ��� � � ��� 	 E(W ) ∪ E(W ) ∪ Fi

l � � k′ � � j ′ 	 � � � + 	 � � � � � � � �� ��� 	 � 	� � i � 9�� �8� �������(� � �'� � � ��� 	 K � � {1, . . . , t} l�� �%	  � � ��� $ � � � � ��l ��� � � ��+ 	 � ��� � � � � λk,juv = −λk,jvu
 � � � ��� � � uv ∈ E(W ) ∪ E(W ) ∪ Fi

l  � � � ��� � � k ∈ K � �?��� � � j ∈ {1, . . . , t} �

! � � 	 ����+N��� � 	 � � � � � $ � ���
� L � �20�� � uivi

� � δ(W )\Fi
� - � � � � � � � ��������� � #�� � � �  +���� � � �

&�� ��� � �)� � ��+�h � ������� � � � � � 	 ��� � ����� � (x1, x2, f)
l
uivi

�%	 � 	 � � ����� � � 	 ��� ��� + � � *�� ��� � �3 � � �
� 	�� � � � �+� � �"��� 	 � � � � ��� � � � 0�� � � *.L ��� � � ��� ���N� � 	 ������� � �'� � � �  � � � ��� ��� ��� � �(� � � � � �
λk

′,j′

uivi
= −λk

′,j′

viui

� � � ����� � uivi �%	 � � �������"� � ��� � � � � � �� ��� 	 � � � ��� 	 δGi
(W )

l ��� � � � ����� � k′
� � j ′ � ��� 	 K � � {1, . . . , t} l � � ������� � � � λk,juv = −λk,jvu 

� � ����� � � uv ∈ δGi
(W )

l  � � ����� � �
k ∈ K � �&��� � � j ∈ {1, . . . , t} � Q � �9� � � 	 ���!� � �"��+ � � �

λk,iuv = −λk,ivu 
� � � ��� � � uv ∈ E,  � � � ��� � � k ∈ K � �  � � �?��� � � j ∈ {1, . . . , t}. � &�� # � �

Q � �!� � �"� � !  ��+ 	"� � � � � � ∑
k∈K

∑
uv∈E(λk,juv f

k,j
uv + λk,jvu f

k,j
vu ) �%	 � ��� � � � � 	 � ��� � �  � � ���� � � � "����� � j = 1, . . . , t

l � � ��� � �(� ��� � � � � � � 	 ����� � � ��	 � � � � � � � � � 	 � ��� � �%	  � � � ��� �
����� � � � 	 � L ��� � ( � � � ��	 �9+�	 � � � !

�
+M����� O������

∆
� L � � 	"� �2��� � � �%	 � ( � � �%	 � ��� 	 D = (V,A)

�
! � � 	 �'��+M��� � 	 ��� � "����� � j ∈ {1, . . . , t} � � ��� � ( � � � ξ ∈ ∆

� O������
λ
k,j
ξ =

∑
(u,v)∈ξ λ

k,j
uv

�



� � � ���������	��
 �� ��������� 	�� ����������� ������� ��� � � � ��� � ��
������	��
 ��� �� ��

Q � $ �
��� � �(� � � � � � λk,jξ = 0  � � �)��� � � � ( � � � ξ ∈ ∆

� : �
� ( � � � ξ ��	 � �����
s
L /A5<2 %$�D(+%�,$2 1�5<2

"� � � �#� �%��� !�� �;� � �� � δG(W ) 	 � ξ � � � ��� � � � � ����� � � � � � � s � � � 	 � � � �;� � �� � δG(W )
� Q �� � � � � � � � � � � s �%	 �Li ��� � +�� � � � "� �'�N�

O��
ξ �%	 � ���6� ( � � � - � � � � � � 	"� � � ��� ��l � � � � 	 ��	 � �Ah � � � � ξ �%	 � � ���  ����� � � � � � � � � � � � � � ��� 	 W� � W � Q � 	 ��� � 	 � 	 �  � � � 	�� � � � ξ ��	 ��� ��� 	 W � Q � � � � 	 ��� �N� � ��� � � � � ��� � � k ∈ K �6O������

� � 	 ��� � ����� � (x̌1, x̌2, f̌)
��+�h � � � � ���!� �:	 � ����l

x̌1
uv = x1

uv + 1  � � � ��� � � uv ∈ E(W )
� � ��� � � (u, v)

� � (v, u) ∈ ξ,

x̌1
uv = x1

uv  � � � ��� � � uv ∈ E(W )
� � ��� � � (u, v)

� � (v, u) 6∈ ξ,

x̌2
uv = x2

uv  � � � ��� � � uv ∈ E,
f̌k,juv = f k,juv + 1  � � � ��� � � (u, v) ∈ ξ,

f̌k,juv = f k,juv  � � � ��� � � (u, v) 6∈ ξ,

f̌k,huv = f k,huv  � � � ��� � � (u, v) ∈ A,  � � � ��� � � h ∈ {1, . . . , t}\{j}.
p � �"� � � � � ��������l"� �8� � � 	 �(� � ����� � 	 ��� � ����� � (x̌1, x̌2, f̌)

! "� � ���'��� � � � 	 ��� � ����� � (x1, x2, f) � �� � 	 � � ��� ��� � ��� �  � ����� � �.�#"��� ����+ 	 � � ��� � � � � � 0*� � � � ξ � � � � � � $
�( ��� � ��� � ��� ����+ � ����������� ��� � ��� �� � �"��� 	 � � ξ �7r � 	 ��� � ����� � � �%	 � � ��+ � ��� 	 � ��� �E� � 	 � ��� 	 i � ���&� �2� � � �(� � � � � � � &�� # � �+!;� L0+�	 � ������+%��r �

	 ��� � ����� � (x̌1, x̌2, f̌) ���"� ����� � � ����� ��� ! L � � $
+N����h � � � � � � �"� � � � � � � &�� # *`�4! � L0+�	 � ������+%� � �

	 � � 	 �(� � ( ��� �!� �%	 +�� �"� ����� � 	 ��� ��� + �%	 "� � � � ��� � � � � � ���M� �  � � �;� ��	;	 ��� � ����� � 	 (x1, x2, f) � �
(x̌1, x̌2, f̌)

l�� � ������� � � �
∑

uv∈E(W )

b1uvx
1
uv −

∑

uv∈E(W )

b1uvx̌
1
uv +

∑

(u,v)∈ξ

(λk,juv f
k,j
uv − λ

k,j
vu f

k,j
vu ) = 0,

� � � ����� � b1uv = 0  � � �1��� � � uv ∈ E(W )
l � � ������� � � � ∑(u,v)∈ξ −λ

k,j
uv = 0 � � � ����� 	 λk,jξ = 0

�
! ����� � � � � ( � � � ξ l�� � � � � ��� � � k � �?� �2������ � j � � �?+*��+ �� ��� 	 � 	 � � i � 9%� �@� �������(� � �'� � l�� �@��!� � �"��+ � � �

λ
k,j
ξ = 0  � � � ��� � � � ( � � � - �'� � � � � 	"� � � �#� � ξ ∈ ∆

l���� � � � � � � ��� � � k ∈ K
� � ��� � � � ������ � j ∈ {1, . . . , t}.

� &�� # � �

O ��� � 	 � � 	 � � � ξ �%	 � ��� � ( � � � * �'� � � � � 	"� � � ��� � � � 	 ��� � 	 � � 	 ��� 	�	 � � � � (p, p̄) � � (q, q̄)
	 � � � � ��	 � � ���>� � 0*� �%	 ���"� ��� � �"�#� � ! δG(W ) ∩ ξ � $ � � p, q ∈ W � � p̄, q̄ ∈ W �
O��
p = q � � p̄ = q̄

l
ξ  � � �%0��"� � ��+ � ���  � 	 + � � �(����� 	 � ( � � �%	 [ ���(� ( � � � - �'� � � � � 	 � � � ��� � ��� 	 � � 	

ξ1 �
� � � � � � � ��� 	 W l ���6�#� �(� � � ( � � � - �'� � � � � 	"� � � �#� � ��� 	 � � 	 ξ2 � � � � � � � � �#� 	 W � � ���(� ( � � �i ������+ "� �-� ��	 � � � 	 (p, p̄) � � (p̄, p) = (q̄, q)

� Q � �8� ����� 	 λk,jξ = λ
k,j
ξ1

+ λ
k,j
ξ2

+ λ
k,j
pp̄ + λ

k,j
p̄p

�
! ����� � ξ1 � � ξ2 	

� � ��� �%	 � ( � � ��	 - � � � � � � 	 � � � ��� � 	 l λk,jξ1 = λ
k,j
ξ2

= 0 � � "� � � &�� # � �5l � � �
λ
k,j
pp̄ = −λk,jp̄p

��*�� ��� λk,jξ = 0
�

O ��� � 	 � � 	 � � � � � � �"�#� � � � � pp̄ 6= qq̄ � ��� L ��� � � �%	 � � � �3� � 0�� �%	 pp̄ � � qq̄ ����� ����� � � � ! Fi
�

Q � 	 ��� � 	 � l 	 �  � � � 	���l � � � qq̄ ∈ Fi � � pp̄ 6∈ Fi � O5����� � L � � 0*� � pp̄ � � � ���"� ����� � � � ! δGi
(W )

l�� �



��� � � ��� � � � ��� �2� 
 � � 	 ��� � 
 ��� �

� � � 	 �"� � ��� ��� ��	 ��� � ����� � ��+ � ��� 	 � ��� � (x̆1, x̆2, f̆)
� � � � � 0%� � i � 9%� � � � � (x1, x2, f)

� � � � 	 �(� � ��� �
 ��+ � +M� � ��� � � �  � � � � L � � 0*� � uivi

� � Q � � � � � � � � � "� � � � � �  � � � � � � L0� �>� x̆1
pp̄ = DW

�����
# � � x̆2

pp̄ =
⌊
DW

4

⌋ � Q ��� � � 	 �(� � ��� ��� � � � � $ �
��� �?	 ��� � ����� � ! "� �����'� � � (x̆1, x̆2, f̆) � � � � 	 � � ��� ��� �

��� �  � ����� � �.��"�#� ����+ 	 � �?��� � � � � � 0*� � � � ξ ∩ (E(W ) ∪E(W ) ∪ Fi)
� � � � � � $

�( ��� � ε ��� ����+� � �"��� 	 � � ξ �  � � � ���(� � ��� � � � ε > 0
�T��r�L � 	�� � � � � � � �"�#� � ����������� ��� � � ��	 �  � 	�	 ����� � l �.� � "� �� �7� � � ��������� � #�� � � �  +���� � � � &�� ��� l � � 	 � ��� � � � � L0� � ��� 	  � 	"� � L ��� � �%��"��� ����+ ��+ 	 ��� � � ��� � � � �

� � ��� � � � ��� � 	&� � � L � � 0�� � pp̄ � ! � ��� � � � � $ �
��� � 	 ��� � ����� � �%	 �E��+ � ��� 	 � ��� � � Q � � � � � � � � � � � L ��� �

 � ����� � �.������ ����+ � +*��+ � � 	 � � ����+ � 	 � � qq̄ � � � � 	 � ����� � qq̄ ∈ Fi
l � � ��� �=	 ��� � ����� � $ +N����h � ��� � 	�� � � 	� �!� � � �(� � � � � � � &�� # � �6!6� L0+�	 � ������+ � � ��� ��� +�	 � � � � � � �:� �(� � � �"� � � � � � � &�� # *`� � � � 	 � � 	 �(� � ( ��� �� ��	 + � ��� ����� � 	 � ���"� �%	  � � � ��� � ! � � � � � �(� � � � � � � &�� # *`�  � � � (x̆1, x̆2, f̆) � � � � ��� � � � � $ �

��� �
	 ��� � ����� � l�� � �!� � �"� � � � � λk,jξ = 0

�
O�� !  ��+ 	"� � ��l � � � 	 � $ � � 	 ��� � 	�� � � 	 pp̄ = qq̄

l � � � 	 � � � pp̄, qq̄ 6∈ Fi
� Q � � � � 	 �(� � ��� ��� �

	 ��� � ����� � (ẋ1, ẋ2, ḟ) � �8 � 	 ��� �  � � �&� �%	 � �20�� �%	 � � � �2� � �� � δGi
(W )

ẋ1
pp̄ = DW

�!�#�
4,

ẋ1
uv = 0  � � �&��� � � uv ∈ δGi

(W ),

ẋ2
pp̄ =

⌊
DW

4

⌋
− 1,

ẋ2
qq̄ = 1,

ẋ2
uv = 0  � � �&��� � � uv ∈ δGi

(W )\{pp̄, qq̄}.

-4� � �=� � ����� � � 	 ��� ��� � � � � � � � E(W ) � � E(W )
l � � 	 ��� � 	 � � � � � L�� � � � 	 � � ��� � ��� � �%��"��� ����+

	 � � 	 ��� � �  � ��� � ��� �#� ��� � i � �'� � "� 	�	"� �)� ��	 � � � �#� � �%	 � � W � � W 	 � ��� ��	 �� � ��� � 	�� � �����	�� � � � � � � � � � � �5� 	 � ��� 	 G(W ) � � G(W )
� ! ��	 �%��"��� ����+ 	  � � $ � �

� 0��"� � � � i � ���  ��� 	 � ��� 	�	 �	�� ��� � � � � � � L�� � $ � �
���fp � 	�	 � l "� �2� � � � � ��������� � #�� � � �  +���� � � � &#� ��� l � ��	 � � � ��� � �%	 � �

γ(W )  � � $ � �
�70��"� � ��� � ��+ �%	 � � � � ��� �9	 ��� � � � � � pp̄ � � qq̄ � � � ��� � ��� � � � ��� ����� � 	 ε �  � � �

���@� � � � � � � ε ,
-O� ��� ����+ 	 � � �%��"��� ����+ ��+ 	 �'� � � ��� � �6! � ��� �-	 ��� � ����� � �%	 ����+ � ��� 	 � ��� �E� � $

+N����h � � �
� � � �"� � � � � � � &�� # � �$��� ��� � ��� � � �"� � � � � � � &#� # *�� !6� L0+�	 � ������+%�6! ���!� � � � ��� 	  � 	 � � L ��� � �%��"� �
� ����+���+ 	 ��� � � ��� � ε 	 � � pp̄ � � qq̄ l � �  � � � ��+*� � ����� � � � ��� � � � � $ �

��� �;	 ��� � ����� � ��+ � ��� 	 � ��� � � � ����Ak��M� � � � � � 	 ��� � ����� � (ẋ1, ẋ2, ḟ) "� �E� � ���  ��� � � 	 [  � � �:� � � � � ��� � � k ∈ K l�� � � 	�� � � �
��� ����� � ����������� ��� � � ε � � ��� � 	&� � ξ � �)� � � � 	 � � ��� � ��� �  � ����� � �.�#"��� ����+ 	 � ��� �%	 � � 0*� ��	 � � ξ� � � � �2	 � � � "� 	 � ��� 	 δGi

(W )
�>! � ��� � � � � $ �

��� � 	 ��� � ����� � �%	 �:��� � 	�� � � 	 ��+ � ��� 	 � ��� � � � $
+M����h �

� ��	 � � � �(� � � � � ��	 � &�� # � � � �J� &�� # *`� !!� L�+ 	 � ������+�� � � 	 � � 	 �"� � ( ��� �:� �%	 +�� �"� ����� � 	 � ���"� �%	  � � � ��� �!(� �!� � � �"� � � � � � � &�� # *`�  � � � � ��	 � � � � 	 ��� � ����� � 	�� � � ���!� � � � � � � �#� � � k ∈ K l�� ��"����� �
j ∈ {1, . . . , t} � �=� � � ( � � � * � � � � � � 	 � � � ��� � ξ ∈ ∆

� � � +*��+ �� ��� 	 � 	 � �������"� � ��� � � � � ��l�� � ��� � �(� �� � �

λ
k,j
ξ = 0  � � � ��� � � � ( � � � * � � � � � � 	"� � � ��� � ξ ∈ ∆

l���� � � � � � � ��� � � k ∈ K
� �?��� � � � "����� � j ∈ {1, . . . , t}.

� &�� # RO�

O ��� � 	 � 	 � 	 !  ��+ 	 � � � � � � ξ ��	 � ��� � ( � � � s �'� � � � � 	 � � � ��� ��� O5��� � � � k ��� � � � � �#� � � � � j
��� � "����� � �>O������ ξ ��+5h � � �� � {(s1, s2), (s2, s3), . . . , (sT , s1)} � $ � � s1 ∈ W

� O������
(st1 , st2)



� � � ���������	��
 �� ��������� 	�� ����������� ������� ��� � � � ��� � ��
������	��
 ��� �� ��

� �  � � ��� � � � � � � � � ( � � � ξ � � � � � � � � ��� 	 � � � � �� � δ(W ) � � (st3 , st4) � �
� � � � � � � � $

� � � �

$ �
� 	 W � Q � 	 � ��� � ����� 	 � � � � � � ( � � � ξ′ = {(st1 , st2), . . . , (st3 , st4), (st4 , st1)}

�%	 � ���
� ( � � �* �'� � � � � 	"� � � �#� �N� Q � �(� ����� 	 λk,jξ′\(st1 ,st4) = λk,jst1st4

� �'� � � � �%	 � ��� � � � � � L0� �  � � ��� � �  � ��� � � � �
�� � ��� � ξ′\(st1 , st4) "�

�<� L � � � (st1 , st4)
� � � ��+  +�� �#� � � � � � � 	 � � � � ��l � �! � � � � � � 	 �(� � �'� � ���

� ( � � � - �'� � � � � 	"� � � �#� � ψ � � � 	 � ��� 	 i � ��� λk,jξ = λ
k,j
ψ

� ! ���!� � � � � � � ��� � � k � �?� �2"�#��� � j � � �+���+ �� ��� 	 � 	 � �������"� � ��� � � � � ��l � � � 	 � $ � � 	 �!� � �"��+ � � �

λ
k,j
ξ = 0  � � � ��� � � � ( � � � ξ ∈ ∆

l���� � � � � � � ��� � � k ∈ K
� �?��� � � � "�#��� � j ∈ {1, . . . , t}.

� &�� # �O�

Q � �8� ����� 	 ��� � �(��+ � � � ∑
k∈K

∑
uv∈E(λk,juv f

k,j
uv + λk,jvu f

k,j
vu ) �%	 � ��� � � � � 	 � ��� � � � � � � L0� �

� ��� � � � λj 
� � �&��� � � � "����� � j ∈ {1, . . . , t} �

Q �  � � �(� � � � � � �"��� �(��� � �(� � � � � � b1uv = ρ1 � � b2uv = ρ2  � � �9��� � � uv ∈ δGi
(W )

�
Q �
� � � 	 ��� �N� � � � 	 ��� � ����� � (x1, x2, f)

��� ��� + ��� ��+%� � ��l ��� � � �20�� � pq ∈ δGi
(W )

� � ��� � � � �
pq 6= uivi

l ��� � � � � ��� � � k′ ∈ K � � ��� � "����� � j ∈ {1, . . . , t} �>O������ P (ui, p) ��� �� �
��� �

� ��� ��� � � � ui
!
p
� ��� 	 W � � P (q, vi) ������ �

�!� ��� ��� ��� � � � q ! vi
� ��� 	 W � Q �6� � � 	 �(� � ��� � �

	 ��� � ����� � (ẍ1, ẍ2, f̈) � ����� �:	 � ���

ẍ1
uivi

= x1
uivi
− 1 = DW

�!�#�
4− 1,

ẍ1
pq = 1,

ẍ1
uv = x1

uv  � � � ��� � � uv ∈ δG(W )\{uivi, pq},

ẍ1
uv = x1

uv + 1  � � � ��� � � (u, v) ∈ P (ui, p) ∪ P (q, vi),

ẍ1
uv = x1

uv  � � � ��� � � (u, v) ∈ E(W ) ∪ E(W )\(P (ui, p) ∪ P (q, vi)),

ẍ2
uv = x2

uv  � � � ��� � � uv ∈ E.
Q � ��+�h � ��� +�	 � � � � � � �?� � ����� � ����� �:	 � ���

f̈k
′,j

uv = f k
′,j

uv + 1  � � � ��� � � (u, v) ∈ P (ui, p) ∪ P (q, vi),

f̈k
′,j

uivi
= f k

′,j
uivi
− 1,

f̈k
′,j

pq = 1,

f̈k
′,j

uv = f k
′,j

uv  � � �&��� � � uv ∈ E\(P (ui, p) ∪ P (q, vi) ∪ {uivi, pq}),

f̈k,huv = f k,huv  � � � ��� � � uv ∈ E,  � � � ��� � � k ∈ K\{k′},  � � � ��� � � h ∈ {1, . . . , t}\{j}.
r �%	?	 ��� � ����� � 	 (x1, x2, f) � � (ẍ1, ẍ2, f̈) 	 � � �$��+ � ��� 	 � ��� �%	B� � 	 � ��� 	 i � � �?� �2� � � �"� � � � � � � &�� # � �+!
� L0+�	 � ������+%�#- � � � � � 	 +�� � � � ��l � ��� �%	 	 � ��� 	 i � � �>� &�� # *`� !2� L0+�	 � ������+%� � � 	 � � 	 �(� � ( ��� ��� �%	 + � �"� ����� � 	
� ��� � ��	  � � � ��� � ! � &�� # *`�  � � �?� �%	&	 ��� � ����� � 	 (x1, x2, f) � � (ẍ1, ẍ2, f̈)

l"� � ������� � � �

b1uivi
− b1pq −

∑

uv∈P (ui,p)∪P (q,vi)

ρ1
uv −

∑

(u,v)∈P (ui ,p)

λk
′,j
uv −

∑

(u,v)∈P (q,vi)

λk
′,j
uv + λk

′,j
uivi
− λk

′,j
pq = 0.



��� � � ��� � � � ��� �2� 
 � � 	 ��� � 
 ���O�

! ����� � b1uv = 0  � � �?��� � � uv ∈ E(W ) ∪ E(w) � � "� �R� &�� # � � λk′,juivi
= −λk

′,j
viui

l�� � �
b1uivi
− b1pq −

∑

(u,v)∈P (ui,p)

λk
′,j
uv − λ

k′,j
pq −

∑

(u,v)∈P (q,vi)

λk
′,j
uv − λ

k′,j
viui

= 0.

P (ui, p)
l
pq
l
P (q, vi)

� � viui
i �%��� � � � ��� � ( � � � ��� ��� � � � b1uivi

− b1pq = 0
�6! ����� � pq �%	 �

� �������"� � ��� � l ��� 	 L � � 	 � ��� � � � b1uv = ρ1  � � �)��� � � uv ∈ δGi
(W ) � � � ���!� � b2uv = 4b1uv 

� � ���� � � uv ∈ δGi
(W )

l�� � � +�	 � � � � � � � b2uv = 4ρ1  � � � ��� � � uv ∈ δGi
(W )

�

r �;� � � �"� � � � � � � &�� # *`� ��	 �$��� ��� + � � � $ �
� � � � � !

ρ1x1(δGi
(W )) + 4ρ1x2(δGi

(W )) +

t∑

j=1

λj = λ.

! � � � �1���  ����� � � � � �
ρ1x1(δGi

(W )) + 4ρ1x2(δGi
(W )) = λ′

�`b
λ′ = λ−

∑t

j=1 λj
� ! ���!� � � � i ��� � ��+�h � � � "� � � ��� � � �(� � � � � � � &�� # *`� ��	 � � � � $

��� � l ρ1 6= 0
� � � � ������� � � �

x1(δGi
(W )) + 4x2(δGi

(W )) =
λ′

ρ1
= DW ,

�.� � � &�� # *`� ��	 � $
+N����h"+ � !9� L�+ 	 � ������+ "� �&��� � � �:	 ��� � ����� � � � L �

�

* ��� 	 � ��� � l � � 	 �"��� ��� l � �'� ��"��� � ��� � � � � �������� � � � �&� � �(����� � ��� � ��	 � � � �"� � � � � �%	 � � � � �� �
� $ � �8�%��"���

����+ 	  � � �2� �  ����������� � ) �gr - �
$
���'� �� 	 � *�-O�T��! ��	 � � � �(� � � � � ��	  � � $ � �

�50*�(� �
+�� � � � � �%	 �����  ���������%� �%	 � !�O���- ��*

m
� � � !�O���- ��*

s

�>! ���!� � ��� 	 L � $
�N� � � ��� 	 � � 	 � ��� � l

� ��� ��	:	 � � � � �%	 �%� 	 �� ����� �%� ��� � � 	 � �%	 � � � �"� � � � � �%	 � � � � �� � � $ � �!�%��"���
����+ 	 � � � (  � � &#� � � �5l

� &#� � R`�5l � &�� � �O� � � � &�� # -O� �

/.02143K5 7#9;:,< = ? � M �6/4%$5<2
Fi ∈ F

%$2
W ⊆ V C ∅ 6= W 6= V

%$2�(+�6/A2

rW =

{
4

($/
DW

#�� &
4 = 0,

DW

#�� &
4

($/A5 �65
.

	^�"�6�D(>� � /A5 *4XO1��9/A2 *

∑

e∈δGji
(W )

(x1
e + rWx

2
e) ≥ rW

⌈
DW

4

⌉ � &��8&�-O�

%�($2 =61��9/3&'% �<�6-.�ED I M�F�EKP)V
m

�
G,F, K

�W%$2�D I M�F�EKP)V
s

�
G,F, K

� �

G 5 :#H>I6:6= BPO��
rW = 1

l"� L�� � +�	 � ������+ � &��8&�-O� � L �%	 �$��� � � � L �#� �(� � � � � � �2� � � �(� � � � � � � &�� � RO� �



� �%� ���������	��
 �� ��������� 	�� ����������� ������� ��� � � � ��� � ��
������	��
 ��� �� ��

BPO��
rW = 2

l ⌈DW

2

⌉
+ 1 = 2

⌈
DW

4

⌉ � ����� ��� � L0� � + 	 � ������+8� &��8&�-O� � L �%	 �E��� � � � L ��� �(� � � � � � �
� � � �(� � � � � � � &�� # -O�T�

BPO��
rW = 3

l ⌈3DW

4

⌉
= 3

⌈
DW

4

⌉ � � ��� ��� � L0� � +�	 � ������+Y� &��,&�-O� � L �%	 �&��� � � � L ��� �(� � � � � � �
� � � �(� � � � � � � &�� � �O�T�

BPO��
rW = 4

l
DW = 4

⌈
DW

4

⌉ � � ��� ��� � L0� � + 	 � ������+ � &��8&�-O� � L ��	 � ��� � � � L ��� �(� � � � � � �
� � � �(� � � � � � � &�� � � �T�

�


���
��  � � " � � �# �" ��� $���� $!���!�%� ���! �� "

! � ��� � � � � $ �
��� � � � � 	�	"� � � � � � �(� � � � � ��	 � L � ������� 	"� � � � � ��	 $ �

��� � ��� �%	 � 	�	 � � ��+ �%	 �����(� � 0*� ��	 � �	�� �#� � � �%��"��� ����+J� � - .7�����0_ 	 � ��! �%	 � � � �(� � � � � ��	&	 � � � $ �
���'� ��	 ��� ��� � � � � � �  � � �=� �  ���������%� �

� !�O���- ��*
s

� � ��� �%	 	 � � ��� � 	 + �%	 	 � �&� L�����+ � � � �7	 � ��� � � �%	 � ��	 � � 0*� ��	 � �  � ����� � �.������ ����+ � *#�,&
.7�����0_ 	 � 	 � � � 	 � � � ��+ �%	+� � 	 � � � � � � ��� � � � �  � � �(��� � 	�� � � 	 "� 	 0*�(� � + � � � ��+ � l ����i ��� ��� �� � 	 � � ��� � � ��� �!��� � 	 ��� � � � 0*� � � � 	�� �#� � � �.������ ����+%�

/.021436587#9;:,<>=@? � M �6/4%$5<2
Fi ∈ F

%$2
W ⊆ V C ∅ 6= W 6= V

� 	^�"�6�D(>� � /A5 *4XO1��9/A2 *

x2(δGi
(W )) ≥




D 1(* {∑
k∈γ+(W ) ωk,

∑
k∈γ−(W ) ωk

}
− |δGi

(W )| × 2.5

7.5




� &��8& � �
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∑

l=1,2

((s− q)xl(T1) + r(s− q)xl(T2)) ≥ s.
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⌈
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� :#9 ��5 � H2: < =@? � * ��� 	 � � �.� 	 �`b � ��	 � � � �"� � � � � �%	 � � � � �� �;	 � � ����� � � �%	 � ��	 � � � �"� � � � � �%	� � � � �� � ���  ������	���� � �%	 � /��3% �
α1
i = α2

i = βi = 1  � � ����� � � i = 1, . . . , p
� l � � � rle = s − q

 � � �&��� � � l = 1, 2 � � e ∈ T1
� �'� 	 L � � 	 � ��� � � � R = PGCD(rle, l = 1, 2, e ∈ T1) = s− q � �

rl ��	 ��� �  � � 	  � ����� � � ��� � � � � � � � � rl(s− q) ≥ maxe∈T2{r
l
e}

�J! ����� � � �  � � 	 l βi = 1
l � �

�
∑s

i=1 βi = s
� Q � ������� � � � � ����� 	 � L0� � + 	 � ����+

∑

e∈T1

(
s− q

s− q
x1
e +

s− q

s− q
x2
e

)
+

∑

e∈T2

(r1x1
e + r2x2

e) ≥

⌈
s

s− q

⌉
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r ��	 � � � �(� � � � � ��	 � � �(���#� � ��� ��	 � ��� 	 � � ��� � 	"� � ����� � 	 � � �
� � 	 + �%	 	 � � ��� � � � � h 	 � � � ����� �� L0+�������� � � �� ����������� � ��+5h � � � � �#� 	 � � 	 � � ����� � &��8&�� #F� �� 	 � � � � � : � � � � � h 	 � � � ����� � � L0+�������� � �
"� � ��������� � (V0, V1, . . . , Vp, F ) �%	 �B��+5h � � �  � � � ��� 	%� ��  � G = (V,E) � �

F = {F1, . . . , Ft}
l

t ≥ 2 ��� � i � ������� � � �@	 � � 	 � � � 	"� �2��� �%	 � L � �20�� ��	 � � E l "� � ��� � "� � ��������� � V0, V1, . . . , Vp� � V � � ��� � � 	"� � ��� � � L � � 0*� ��	 F � � �(� � � �%	 +���+%� � � � 	 � � � �6"� � ��������� � � � � 	 � � �  � � �)��� � �
i = 1, . . . , p

l ��� � � � 	 � � ji ∈ {1, . . . , t} � � � � � � Fji ∩ δG(Vi, V0) 6= ∅
l
Λ = {e ∈ E | e ∈

δG(Vk, Vl) ∩ Fjk ∩ Fjl
l  � � �&��� � � k, l ∈ {1, . . . , p}} � � F =

⋃p
i=1(Fji ∩ δG(Vi, V0)) ∪ Λ

�

< =�<>= �2=@? � 3��	 5�������	 : ' ��� 1 	 3���@:�� ����5�	��)	�� 3� 	�3��3� 3������ H2: '

/.02143K5 7#9;:,< = � � M �6/A2�-.5 % ,��65 � X�-'��1�2T/4�658&�� *$2B�6/A�"%$L"�@1��023/A2T/4�65J1�=�%�,
p
/A#^�@1�/A��2 %$�A�"% � -:%

γ(W ) 6=

∅
�	
 � /A5 *4XO1��9/A2 *

∑

l=1,2

xl(δG(V0, . . . , Vp)\F ) ≥
⌈p
2

⌉ � &��8& � �

%�($2 =61��9/3&'% �<�6-.�ED I M�F�EKP)V
m

�
G,F, K

�W%$2�D I M�F�EKP)V
s

�
G,F, K

� �

G 5 :#H>I6:6= �'� ��	 � � � � �'��� � � � �%	 � � +�	 � ������+ 	 	 � � $ ���
� ��	 	 � � � $ �

����� �%	  � � � � !�O���- ��*
m

�
G,F, K

�
� � � !�O ��- ��*

s

�
G,F, K

�T�
∑

l=1,2

xl(δG\Fji
(Vi)) ≥ 1  � � � i = 1, . . . , p,

xl(e) ≥ 0  � � � ��� � � e ∈ δ(V0)\F, l = 1, 2,

xl(e) ≥ 0  � � � ��� � � e ∈ (δG(Vk, Vm) ∩ Fjk)\Fjm,

k = 1, . . . , p, m = 1, . . . , p, k 6= m, l = 1, 2.

� � 	 ����� ��� � � �%	 � � + 	 � ������+ 	 l�� � ������� � � � � L0� � + 	 � ������+

2
∑

l=1,2

xl(δ(V0, . . . , Vp)\F ) ≥ p.

� � ���
$
� 	 ��� � "� � * � � � ��� �"��� � ��� 	�	 ��� � � � � � �2��� � � � ��������� � !�� L � � ��� � � 	 �� +N��� � � ��l#� � ������� � � �� L0� � +�	 � ������+J� &��,& � � �
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/.021436587#9;:,<>=��>? M �6/A2
(V0, V1, . . . , Vp, F )

-'5 %8,��65 � X�-.��1�23/4�65 &�� *$2 �6/A�"%$L"�@1��02T/A23/4�65 �

M �6/A2
rVi

=

{
4

($/
DVi

#�� &
4 = 0,

DVi

#�� &
4

($/A5 �65
,

�<�6-'�
i = 1, . . . , p

�

P �62 �65@(

re =
∑

i = 1, . . . , p �

e ∈ δG\Fji
(Vi)

rVi

%$2
λe =

{
re

($/
re

%�($2 �@1�/A�
,

re + 1
($/A5 �65

,
e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F.

	^�"�6�D(>� � /A5 *4XO1��9/A2B*

∑

e∈δG(V0,...,Vp)\F

(
x1
e +

λe

2
x2
e

)
≥




∑p

i=1 rVi

⌈
DVi

4

⌉
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m

�
G,F, K

� � �
� !�O���- ��*

s

�
G,F, K

� �
∑

e∈δG\Fji
(Vi)

(x1
e + rVi

x2
e) ≥ rVi

⌈
DVi

4

⌉
 � � � i = 1, . . . , p,

x1
e ≥ 0  � � � ��� � � e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F,

x2
e ≥ 0  � � � i = 1, . . . , p,

 � � � ��� � � e ∈ δG(Vi, V0)\F,� � ��� � � rVi

�%	 ����� �� �'� ,
x2
e ≥ 0  � � � ��� � � e ∈ δG(Vk, Vm)\(Fjk ∩ Fjm),� � ��� � � re �%	 ����� "� �'� ,

k = 1, . . . , p, m = 1, . . . , p, k 6= m,

x1
e ≥ 0  � � � ��� � � e ∈ (δG(Vk, Vm) ∩ Fjk)\Fjm ,

k = 1, . . . , p, m = 1, . . . , p, k 6= m,

x2
e ≥ 0  � � � ��� � � e ∈ (δG(Vk, Vm) ∩ Fjk)\Fjm ,� � ��� � � rVm

��	 ����� "� ��� ,
k = 1, . . . , p, m = 1, . . . , p, k 6= m.
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∑

e∈δG(V0,...,Vp)\F

(2x1
e + λex

2
e) ≥

s∑

i=1

rVi

⌈
DVi

4

⌉
.

- � � 	 � � � � �%	 λe
l
e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F

	 � � � ��� � 	 "� ��� 	 l � � ���
$
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∑

e∈δG(V0,...,Vp)\F

(
x1
e +

λe

2
x2
e

)
≥




∑s

i=1 rVi

⌈
DVi
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= 1 � � ⌈

DVi

4

⌉
= 1  � � � i = 1, . . . , p

l�� � ������� � � ��� �
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(V0, V1, . . . , Vp, F )

-'5 % ,��65 � X�-.��1�23/4�65 &�� *$2 �6/A�"%$L"�@1��$23/A23/4�65 �8M �6/A2
∑

l=1,2 α
l
ix
l(δG\Fji

(W )) ≥ βi
-'5 %Y,��65<2T��1�/A5<2 % &'%Y,��6-+�<%N2 ���<�6�"�?X�/�� -:% ��� �  � � �6- &'%Y,��6-+�<%

1�=�%�, ,?1$�@1',$/A2 *�( ��� � �� � C ��� � �� � C ��� � �� � C ��� � ��� � 16(�(+�+,$/4*�% ,
δG\Fji

(W ) C i = 1, . . . , s
� PR�62B�65@(

rle =
∑

i = 1, . . . , s �

e ∈ δG\Fji
(Vi)

αli

%$2

λle =

{
rle

($/
rle

%�($2 �@1�/A�
,

rle + 1
($/A5 �65

,
l = 1, 2, e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F.

M �6/A2
R

�"%�E	��I V &'%�(J%$5<23/4%$��(
λle

C l = 1, 2 C e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F
�
	^�"�6�D(R� � /A5 *4XO1��9/A2B*

∑

l=1,2

∑

e∈δG(V0,...,Vp)\F

λle
R
xle ≥

⌈∑s

i=1 βi

R
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� � �
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s

�
G,F, K

� �

∑

e∈δG\Fji
(Vi)

(α1
ix

1 + α2
ix

2) ≥ βi  � � � i = 1, . . . , s,

xle ≥ 0  � � � ��� � � l = 1, 2, � � e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F,� � � 	 � � � λle = rle + 1.

� � 	 ���!� ��� � � �%	 � � + 	 � ������+ 	 l�� � ������� � � �

∑

e∈δG(V0,...,Vp)\F

(λ1
ex

1
e + λ2

ex
2
e) ≥

s∑

i=1

βi.

- � � 	 � � � � ��	 λle
l
l = 1, 2

l
e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F

	 � � �)��� � 	 "� �'� 	 l R ≥ 2
� � � ���

$
� 	 ��� � �� �

R � � � �@� �"��� � ��� 	�	 �#� � � � � � �2��� � � � ��������� � !;� L � � ��� � � 	 �� +N��� � � ��l"� � ������� � � �?� L�� � +�	 � ������+

∑

e∈δG(V0,...,Vp)\F

(
λ1
e

R
x1
e +

λ2
e

R
x2
e

)
≥

⌈∑s
i=1 βi

R

⌉
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α1
i = α2

i = βi = 1  � � � i = 1, . . . , p
� l � � � λle = 2 �.� �∑

i=1,...,s
�
e∈δG\Fji

(Vi)
αli = 2  � � � ��� � � e ∈ δG(V0, . . . , Vp)\F )

� *�� ��� R = 2
� * �  � � 	 l

∑s
i=1 βi = p �.� � βi = 1  � � � i = 1, . . . , p

�
Q �@��� ����� 	 � �;� � � �(� � � � � �

∑

l=1,2

∑

e∈δG(V0,...,Vp)\F

2

2
xle ≥

⌈p
2

⌉
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*�r ! ��# r ŷ(f) = 1
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c(f)ŷ(f) +
∑

f∈E3

c(f)ẑ(f)
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∀W ⊂ V 2 ∪ vp ∪ vq, vp ∈ W, vq ∈ W,

∀ k ∈ K, i = 1, 2,

7 �
��� � 9

∑

e∈δ
G(E1)(u)

(x1,k(e) + x2,k(e)) ≤ 2 ∀u ∈ V 1\{Ok, Dk}, ∀k ∈ K,
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k∈K

∑

i=1,2
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∑

k∈K

∑

i=1,2

zi,k(e) ≤Mẑ(f) ∀ f ∈ E3,
7 �
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x̂(e) ∈ {0, 1} ∀ e ∈ E1,
7 �
� �
� 9

ŷ(f) ∈ {0, 1} ∀ f ∈ E2,
7 �
� � � 9

ẑ(f) ∈ {0, 1} ∀ f ∈ E3,
7 �
� � � 9

xi,k(e) ∈ {0, 1} ∀ e ∈ E1, ∀k ∈ K, i = 1, 2,
7 �
� �
� 9

yi,k(f) ∈ {0, 1} ∀ f ∈ E2, ∀k ∈ K, i = 1, 2,
7 �
� �

� 9

zi,k(f) ∈ {0, 1} ∀ f ∈ E3, ∀k ∈ K, i = 1, 2.
7 �
� � � 9
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