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RESUME

Cette these est composée de deux parties:

La premiere partie porte sur le probleme des absorbants de poids minimum. Nous
nous intéressons au polytope associé a ce probleme. Dans un premier temps, nous
décrivons certaines facettes de base de ce polytope et nous discutons de certaines
propriétés structurales.

Par la suite, nous considérons ce polytope dans les graphes décomposables par des
sommets d’articulation. Si G est un graphe qui se décompose en deux graphes G; et
(1, alors on montre que le polytope des absorbants dans G peut étre décrit a partir de
deux systemes linéaires liés a G; et (5. Ceci donne lieu a une technique permettant
de caractériser le polytope des absorbants dans les classes de graphes qui sont récur-
sivement décomposables. nous obtenons également une procédure de composition de
facettes dans ce type de graphes. Nous montrons que le probleme de ’absorbant peut
étre aussi décomposé. Des applications de cette technique sont discutées pour la classe

des cactus. Nous étudions aussi des procédures générales de construction de facettes.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions le probléeme du flot quand des couts fixes et
des cotts variables sont associés aux arcs du graphe. Nous développons une approche
polyédrale pour ce probleme. Nous introduisons des nouvelles contraintes valides pour
le polyedre associé, appelées contraintes de coupes. Ces contraintes sont utilisées par
la suite dans une méthode de coupes pour résoudre des instances du probleme. Les

7 7 . . ~ . 7
résultats expérimentaux montrent que ces contraintes peuvent étre utiles pour la réso-

lution du probléeme dans les graphes peu denses.

Mots clés: Composition de polyedres, sommet d’articulation, probleme de ’absorbant,

facettes, cactus, probleme du flot, contrainte de coupes, méthode de coupes.
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ABSTRACT

This thesis is divided into two parts:

In the first part, we consider the dominating set polytope. We describe basic facets
of this polytope and we study some structural properties. These properties are used
to discuss this polytope in graphs which are decomposable by one node cutsets. If G
decomposes into G; and (5, we show that the dominating set polytope of G can be de-
scribed from two linear systems related to G; and G5. This gives a way to characterize
this polytope for classes of graphs that can be recursively decomposed. This also gives
a procedure to describe facets for this polytope. We also show that the dominating
set problem can be decomposed. Applications of this composition ( decomposition )
technique are discussed for the class of the cactus. Some procedures of construction of

facets from facets are also discussed.

In the second part of the thesis, we study a polyedral approach for the fixed charge
network flow problem. We introduce new valid inequalities for the associated polyhe-
dron, called cut inequalities. These inequalities are used in the framework of a cutting
plane algorithm for solving instances of that problem. Experiment results show that

the cut inequalities can be efficient for sparse graphs.

Key words: Composition of polyhedra, one-node cutset, dominating set polytope,

facets, cactus, network flow problem, cut inequalities, cutting plane algorithm.
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Préambule

Plusieurs problemes réels se modélisent comme des problemes d’optimisation com-
binatoire (les problémes dont la structure sous jacente est discrete et généralement
caractérisée par un graphe). la résolution de ces problémes, qui sont généralement
difficiles, a suscité des méthodes d’optimisation efficaces. Plusieurs approches ont ainsi
7 7 7 7 7 7 7 7 . . . 7 .
été développées et se sont révélées trés puissantes comme la programmation linéaire et
non linéaire, la programmation en nombres entiers, les techniques d’optimisation dans

les réseaux et les approches algorithmiques et polyédrales d’optimisation combinatoire.

Une des méthodes récentes et puissantes pour les problemes d’optimisation com-
binatoire est la méthode dite polyédrale. Cette méthode introduite par J. Edmonds
dans le cadre du probléme du couplage [34], cherche a décrire I’enveloppe convexe des
solutions du probléme par un systeme d’inégalités linéaires et donc a se ramener a la
résolution d’un programme linéaire. Dantzig est le premier a avoir proposé un algo-
rithme, la méthode du simplexe, pour résoudre de tels programmes [32]. Ce passage
de l'optimisation sur un ensemble discret a 1’optimisation sur un domaine convexe
(généralement plus facile) a permis un nouvel essor de ’optimisation combinatoire et

a propulsé en puissance 'approche polyédrale.

Dans cette these, nous discutons de cette approche pour deux problemes d’optimisation

combinatoire :

Le premier est celui de ’absorbant de poids minimum. Nous nous intéressons en
particulier au polyedre associé a ce probleme dans les graphes décomposables par des
sommets d’articulation. Nous montrons que si un graphe G peut étre décomposé en
deux graphes G; et G,, alors le polytope des absorbants de G peut étre obtenu a par-

tir des polytopes des absorbants dans deux graphes liés a G; et G;. Nous montrons



2 PREAMBULE

également que le probleme de l’absorbant de poids minimum peut étre décomposé.
Ceci donne lieu a une technique de composition de polyedres dans les graphes qui sont

récursivement décomposables.

Le deuxieme probleme est celui du flot généralisé ou des couts fixes et des cotts
variables sont associés aux arcs du graphe. Nous étudions le polytope associé a ce
probleme. Nous décrivons des nouvelles contraintes valides pour ce polytope. Ces
contraintes sont utilisées, par la suite, dans une méthode de coupes pour résoudre
certaines instances de ce probleme. Les résultats expérimentaux montrent que ces con-

traintes peuvent étre utiles pour la résolution du probléeme dans les graphes peu denses.



Partie 1

Composition de graphes et le
polytope des absorbants






Introduction

Soit G = (V, E) un graphe ou V est ’ensemble des sommets et E l’ensemble des
arétes. Un sous ensemble S de V est dit Absorbant (ou Dominant) de G si tout som-
met dans V' \ S est adjacent & au moins un sommet de S. Etant donné un systéme
de poids ¢(c(v),v € V) sur les sommets, le probléme de l’absorbant de poids minimum
(PAPM ) est de trouver un absorbant S dans G tel que > ,c5¢(v) soit minimum. Ce
probléme est un des problémes classiques de la théorie des graphes. Ore [64] et Berge
[13] sont parmi les premiers & avoir discuté de ce probleme.

La notion d’absorbant apparait naturellement dans plusieurs situations relevant de la
stratégie de placement d’hommes (ou d’appareils) aux sommets d’un graphe. Un des
problemes classiques qui illustre ce type de situation est le probleme des reines, men-
tionné par Ore [64]: quel est le nombre minimum de reines nécessaires sur un échiquier
pour que chaque case soit couverte (controlée) par au moins une reine (une case est
couverte par une reine si elle est dans la ligne, la colonne ou la diagonale dans laquelle
se trouve la reine). Un probléme similaire mentionné par Berge [14] concerne le controle
des sommets du réseau par un ensemble de stations radars. Une autre application du
probleme de 1’absorbant minimum se trouve dans le domaine des télécommunications
ou les sommets représentent des cités qui doivent étre liées par des centres de trans-
mission, et les arétes, les connexions possibles entre ces cités. L’ensemble absorbant
dans ce cas représente les cités a munir d’un centre de transmission afin de pouvoir
communiquer avec [’ensemble des cités du réseau [55]. Le probléeme PAPM a aussi des

applications dans la théorie des couplages [13].

Un autre concept tres lié a celui de ’absorbant dans les graphes est celui de
I'indépendant. Un indépendant (ou stable ) dans un graphe est un sous-ensemble de
sommets deux a deux non adjacents. La relation entre ces deux notions a été largement

explorée [1, 2, 28, 37, 53]. Certains problémes d’optimisation combinatoire (en théorie
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des jeux et en analyse multicritére) se rameénent a la recherche d’un sous-ensemble de
sommets dans un graphe G qui soit a la fois absorbant et indépendant de G. Un tel

ensemble est dit noyau.

Le probléeme PAPM est NP-dur dans le cas général [46]. Il a été montré polynomial
dans plusieurs classes particuliéres de graphes comme les cactus [50] et les graphes
série-paralleles [52]. Une synthése compléte sur la complexité du PAPM peut étre con-

sultée dans Corneil et Stewart [28].

Une des approches qui s’est avérée puissante pour ce type de probleme est ’approche
polyedrale. Le but de cette approche est de ramener le probleme a la résolution d’un
programme linéaire par la description complete du polyedre, enveloppe convexe de ses
solutions, par un systeme d’inégalités linéaires. Un tel systeme est généralement diffi-
cile a obtenir pour un graphe G donné. Mais en décomposant le graphe en blocs (des
sous graphes qui ne sont plus décomposables par rapport a certaines opérations de
décomposition), il est parfois possible de décrire le polyedre associé & G & partir des
systemes linéaires qui caractérisent les polyedres associés aux blocs. Cette partie de la
these discute de cette approche pour le probleme de ’absorbant.

Des techniques de composition/décomposition ont été étudiées pour plusieurs prob-
lemes d’optimisation combinatoire [6, 9, 10, 11, 49, 58].

Dans [6], Barahona, Fonlupt et Mahjoub décrivent une technique de composition pour
le polyedre des sous graphes acycliques. En utilisant cette technique, ils donnent
une caractérisation complete de ce polyedre dans les graphes non contractibles a K33
(les graphes qui ne peuvent pas se ramener a K33 par contractions et suppressions
d’arétes ). Dans [9] Barahona et Mahjoub étudient des compositions similaires pour le
polytope des graphes équilibrés. Dans [10, 11] ils considerent le polytope du stable et
donnent une description complete de ce polytope dans les graphes non contractibles a
Wy (la roue sur 5 sommets ). Margot [58] étudie une approche générale de composition
de polyedres basée sur les techniques de projection. Dans [49], Hadjar discute d’une
approche similaire. En particulier, il introduit la notion de polyedres parfaitement
composables par rapport a un certain mariage de solutions. Si deux polyedres sont
parfaitement composables, alors ils engendrent une formulation étendue du probleme

et, en conséquence, un systeme linéaire décrivant les solutions du probleme peut étre
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obtenu par projection. il donne une condition nécessaire et suffisante pour que deux

polyedres soient parfaitement composables.

Le probléme de I’absorbant a été largement étudié sur le plan algorithmique [14, 16,
25, 26, 28, 37, 38, 39]. Mais contrairement & plusieurs problémes d’optimisation combi-
natoire NP-durs, ’approche polyédrale pour ce probleme n’a pas été tres explorée. A
notre connaissance, le polytope des absorbants a été seulement étudié dans les graphes
a seuil par Mahjoub [57] et les graphes fortement a corde par Farber [37] dans le cadre

des matrices totalement équilibrées.

Dans cette partie de la these, nous nous intéressons a certains aspects polyédraux
du PAPM. Dans un premier temps, nous caractérisons certaines classes de facettes de
ce polyedre et nous décrivons des procédures de construction de facettes. Par la suite
nous étudions le probleme PAPM dans les graphes décomposables par des sommets
d’articulation. Si G est un graphe qui se décompose en GG et G alors nous montrons
que le systeme décrivant le polyedre des absorbants associé a G peut étre obtenu a
partir de deux systémes linéaires décrivant les polyedres des absorbants de certains
graphes liés a G; et G;. Nous montrons que le probleme PAPM peut étre, également,
décomposé. Par la suite nous étudions les applications de cette approche dans les

cactus. Enfin nous donnons quelques procédures de constructions de facettes.



INTRODUCTION



Chapitre 1

Etude faciale du polytope des
absorbants

1.1 Introduction

Soit G = (V, E) un graphe. Si S C V alors le vecteur % € {0,1}V] ot z(i) = 1
sit € S et z(z) = 0 sinon, est appelée le vecteur d’incidence de S. L’enveloppe
convexe Pp(G) des vecteurs d’incidence des absorbants de G est appelée le polytope

des absorbants de G, 1.e.
Pp(@) = conv{z® € R"! | § C V est un absorbant de G}.
Le probleme PAPM est donc équivalent au programme linéaire
main{cz; z € Pp(G)}.

Le probleme PAPM peut donc étre ramené a la résolution d’un programme linéaire
par la description du polytope Pp(G). Etant donné que le probléeme PAPM est NP-dur,
il y a peu d’espoir de trouver une caractérisation complete de Pp(G) pour tout graphe.
Mais une description partielle de ce polytope peut étre suffisante pour résoudre le prob-
leme PAPM & optimalité. Aussi, pour certaines classes de graphes, le polytope Pp(G)
peut étre décrit par quelques familles d’inégalités linéaires dont le probleme de sépa-
ration est polynomial. Par conséquent le probleme PAPM peut étre résolu en temps

polynomial dans ces classes de graphes en utilisant la méthode des ellipsoides [47].

Dans le reste de cette section, nous donnons quelques définitions de base et nota-

tions qui seront utilisées dans ce mémoire. Nous commengons par quelques notions
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relatives aux polyeédres. Pour plus de détails, on pourra consulter [72].

Un vecteur z € R™ est une combinaison linéaire des vecteurs z*,z?,..., z* ¢ R™
k
si pour un certain vecteur A € R¥, z = Z)\iaz’.
=1
k k
De plus, si Z)‘i =1 (resp. A>0et Z A = 1), alors que z est une combinaison affine
=1 =1
(resp. conveze) des vecteurs z!,z?, ..., zF.

Soit un sous ensemble S C R™ non vide. L’enveloppe conveze de S, notée conuv(S),

est I’ensemble des points, combinaisons convexes des éléments de S.

Un ensemble fini de points S C R™ est dit linéairement indépendant (resp. affine-
ment indépendant) si aucun de ses éléments n’est combinaison linéaire (resp. affine)
des autres points avec au moins deux coefficients positifs non nuls. Sinon, § est dit

linéairement (resp. affinement) dépendant.

Un polyedre P de R™ est I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces de R™.
Un polyedre P peut étre aussi défini comme ’ensemble des solutions d’un systeme

d’inéquations linéaires, i.e.
P={ze R"| Az < b}.

On dit que ce systéeme caractérise le polyedre P

Un polyedre borné est dit polytope. Un polytope est également 1’enveloppe convexe
d’un ensemble fini de points.

La dimension d’un polyedre P, notée dim(P), est le nombre maximum de points
affinement indépendants de P. Si dim(P) = m, alors P est dit de pleine dimension.
Dans ce cas, il existe un systeme linéaire unique, a une multiplication pres par un

scalaire positif, définissant P.

Soit @ € R™ — {0} et ap € R™. L’inéquation aTz < ao est dite contrainte valide
pour le polyedre P C R™,si PC {z ¢ R™ | aTz < ao}.
La contrainte valide a”z < ao définit une face de Psi®) # PN{z ¢ R™ |aTz = a0} # P.
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Dans ce cas, le polyedre PN{z € R™ | a¥z = ao} est dit la face associée & la contrainte
aTz < aq.

Une contrainte valide a’z < ag définit une facette de P si elle est une face de P et, si
elle est de dimension dim(P) — 1.

Les sommets (ou points extrémes) de P sont des faces de dimension nulle.

Soit G = (V, E) un graphe. Si e € E est une aréte ayant pour extrémités les som-
mets u et v, alors nous écrivons e = uv. Siu € V est un sommet non adjacent a aucun

autre sommet de V, alors u est dit isolé.

Une chaine P de G = (V, E) est une séquence de sommets vg, vy, ..., v; telle que
pour tout 2 = 0,...,k—1, v;u;41 est une aréete de E. Les sommets vy et vg sont appelés
les extrémités de la chaine P. De plus, si vour € E, alors la séquence vg, vy, ..., Uk

forme un cycle.

Soit G = (V, E) un graphe. L’ensemble des voisins d’un sommet v € V dans G,
noté Ng(u), est ’ensemble formé de u et de tous les sommets de G adjacents & u. Cet
ensemble sera noté N(u) s’il n’y a pas nécessité de préciser le graphe.

Nous notons par N*(u) ’ensemble N(u) \ {u}.

Etant donnée une application b : V — R, b(S) représente »_ b(u)
u€eS
Nous notons aussi par D(G) I’ensemble de tous les absorbants dans G.

1.2 Facettes et propriétés structurales

Dans cette section, nous décrivons certaines facettes de base de Pp(G) et présentons

quelques propriétés structurales de ce polytope.

Si § C V est un sous ensemble de V, alors le vecteur d’incidence de S, =5, vérifie

les contraintes suivantes

z(w)>0  VueV, (1.1)
z(w)<1  VueV, (1.2)
(Nw)>1 VueV. (1.3)
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Les inéquations (1.1) et (1.2) seront appelées contraintes triviales. Et les inéquations

(1.3) seront appelées contraintes de voisinage.

Dans la suite nous allons donner des conditions nécéssaires et suffisantes pour que
les contraintes (1.1) - (1.3) définnissent des facettes. Mais d’abord nous discutons de

certaines propriétés de Pp(G).

Lemme 1.1 Si G n’a pas de sommets isolés alors Pp(G) est de pleine dimension.

Preuve. Il est simple de voir que lorsque G n’a pas de sommets isolés, les ensembles
V\{u}, Yu €V et ’ensemble V forment une famille de n+ 1 absorbants affinement
indépendants. O

Donc si G = (V, E) ne contient pas de sommets isolés, un systéme linéaire Az > b
qui définit Pp(G) est minimal si et seulement si il existe une bijection entre les iné-
galités du systéme et les facettes de Pp(G). Si G = (V, E) contient un sous ensemble
Vo C V de sommets isolés, alors tout absorbant de G contient V;. L’étude de PAPM
peut se ramener alors au graphe G' = (V' \ Vg, E).

On supposera dans la suite que G ne contient pas de sommets isolés.

Lemme 1.2 Toute facette de Pp(G), différente d’une contrainte triviale de type

z(u) <1, est de la forme Z a;x; > ag avec a; >0 Ve=1,... k.
1=1,...,k

Preuve. Supposons que a;, < 0 pour un certainig € {1,...,k}. Comme Z a;T; > Qo
1=1,...,k
est différente de 'inéquation z;, <1, il doit donc exister un absorbant S ne contenant

pas ¢ et tel que Z a;z; = ag. Soit §' = SU{io}. Ilest clair que S’ est un absorbant,
1=1,...,k

mals on a E a;x; < ag, une contradiction. O
1=1,...,k

Théoreme 1.3 i) L’inéquation (1.2) définit une facette de Pp(G).

ii) L’%néquation (1.1) définit une facette de Pp(G) si et seulement si |[N(v)| > 3
pour tout v € N(u).
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Preuve. i) Etant donné que le graphe G est sans sommets isolés, les ensembles V
et V' \ {v}, v # u forment une famille de |V'| absorbants dont les vecteurs d’incidence

serrent la contrainte (1.2) et sont affinement indépendants.

ii) Supposons qu’il existe un sommet v de N(u) tel que |[N(v)| < 2. Comme G n’a pas de
sommets isolés, il doit alors exister un sommet u', différent de u, tel que N(v) = {u,u'}
ou v est représenté soit par u, soit par u'. Ainsi pour tout absorbant S de G, nous
aurons

ugS = Jes.

Mais ceci implique que la face {z € Pp(G) | z(u) = 0} est contenue dans la face
{z € Pp(G) | z(u') = 1}. En conséquence, (1.1) ne peut définir une facette.

Inversement, supposons que |N(v)| > 3 pour tout sommet v € N(u). Donc, les en-
sembles V' \ {u} et V \ {u,v} pour tout v € V' \ {u} constituent une famille de |V|
absorbants dont les vecteurs d’incidence vérifient a 1’égalité ’inéquation (1.1) et sont

affinement indépendants. Il s’ensuit que (1.1) induit une facette. O

Théoréeme 1.4 Une contrainte de type (1.8) définit une facette de Pp(G) si et seule-

ment si les deuz conditions sutvantes sont vérifiées :
i) Il n’eziste pas de sommet u' tel que N(u') C N(u).

it) Pour tout sommet w € V \ N(u) tel que N*(w) C N*(u), il eziste au moins un
sommet z € N*(w) tel que tout sommety € N*(w) \ {z} soit adjacent soit d z,
sott 4 un sommet de V \ (N(u)U {w}).

Preuve. S’il existe un sommet u’ tel que N(u') C N(u), alors 'inéquation associée a
N(u) pourrait étre obtenue en combinant celle associée a N(u') et des contraintes de
type (1.1). Ainsi elle ne peut définir une facette.

Si la condition ii) n’est pas vérifiée pour un sommet w € V' \ N(u), alors pour tout

absorbant S de G, nous avons
ISONwu)|=1=weS. (1.4)

En effet, supposons que SN N(u) = {z}. Si SNN*(w) = 0, alors il est clair que w € S.

Si cela n’est pas le cas alors SN N*(w) = {z}, et comme ii) n’est pas vérifiée pour w,
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il doit exister un sommet y € N*(w) \ {2z} qui ne soit adjacent ni & z ni & un sommet
de V'\ (N(u) U {w}). Puisque N(y)N S # 0, on doit avoir w € S et donc (1.4) est
vérifiée.

Donc tout absorbant contenant exactement un sommet de N(u) doit aussi contenir
w. On déduit alors que la face {z € Pp(G) | (N (u)) = 1} est contenue dans la face
{z € Pp(G) | z(w) = 1}, d’ou (1.2) ne peut induire une facette.

Supposons maintenant que les deux conditions du théoreme sont vérifiées. Nous
noterons la contrainte (1.3) par a’z > ag et supposons qu'il existe une facette induite

par une contrainte b7z > by telle que
{z € Pp(@) | a¥z = a0} C {z € Pp(G) | Tz = by}.

Pour montrer que (1.3) définit une facette, il suffit de montrer qu’il existe un scalaire
p > 0 tel que b = pa.
Pour cela nous allons d’abord établir que b(u) = b(v), Yv € N*(u). Pour ce faire,
considérons les ensembles

§1 =V \ N*(u),

Se = (V\ N(u))U{v}, Vve N*(u),
qui définissent des absorbants de G. Il est clair que ceci est le cas pour S;. Si S, n’est
pas un absorbant de G, alors il existe un sommet u' € N*(u) \ {v} qui n’est adjacent
a aucun sommet de (V' \ N(u)) U {v}. Il en résulte donc que N(u') C N(u), ce qui
contredit la condition i).
De plus, les vecteurs d’incidence de S; et S,, vérifient a 1’égalité la contrainte (1.3).

Donc
0= bz — bz = b(u) — b(v).
D’ou
b(u)=bv)=pVveEN"(u)et p€ R.

Maintenant, montrons que b(w) =0, Yw € V \ N(u).
Nous considérons d’abord le cas ott N*(w)N(V\N(u)) # 0. Soit § = V\(N*(u)U{w}).

S est un absorbant de G. Comme a7z = ag, 1l s’ensuit que pTzS = by, et donc

0= bz% —bz®
= b(w)
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ou 57 est ’absorbant précédemment défini.

Si N*(w) N (V' \ N(u)) = 0, par la condition ii) il existe un sommet z € N*(w) tel que
tout sommet y € N*(w) \ {2} soit adjacent & z ou & un sommet de V' \ (N(u) U {w}).
Soit $ = S, \{w}, ot S, = (V\ N(u))U{z}. Il est facile de voir que S est un absorbant

de G. De plus, nous avons a’z® = ay. Ceci implique que aTz® = ag, et par conséquent

0= bxS> — bzgS
= b(w)

Ainsi nous avons

bv)=p YvéE N(u),

bv)=0 VYveV\N(u).
Comme pour tout v € V il existe un absorbant S tel que a?z® = ag et v € S, cela
implique que la facette définie par b7z > by n’est contenue dans aucune des facettes
triviales {z € Pp(G) | z(w) =1; w € V}. D’apres le lemme 1.2, on a donc b > 0 et

par conséquent p > 0. Ce qui termine la preuve de notre théoreme. O

Lemme 1.5 Soit C,, un cycle sans corde a n sommets. L inéquation

o(Ca) > m—ﬂ (1.5)

est valide pour Pp(Cy). De plus, elle définit une facette de Pp(Cy) si et seulement si

Cr n’est pas un multiple de 3.

Preuve. Il n’est pas difficile de voir que (1.5) est valide pour Pp(C,).

Sin = 3k, k € IN, la contrainte (1.5) peut étre obtenue en sommant les contraintes de
voisinage z (N(u;)), ¢ multiple de 3. Donc (1.5) ne définit pas une facette.
Maintenant, supposons que n # 3k et C, = {uy, us,...,un}. Considérons les sous

ensembles de C,, suivants:

S = {ussap, =00, | 2]} Vi=1,0,m,

ou les indices sont pris modulo n.
Les ensembles S; forment une famille de n absorbants de C,, dont les vecteurs d’incidence

vérifient (1.5) a 1’égalité et sont affinement indépendants. O

Nous passons maintenant a 1’étude de quelques propriétés structurales des facettes

de Pp(G). Ces propriétés vont nous étre utiles lors de ’étude de la composition de
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polyedres dans le chapitre suivant.

Soit aTz > ao une contrainte non triviale qui définit une facette de Pp(G). D’apres

le lemme 1.2, nous avons a > 0 et ag > 0. Nous notons par V, I’ensemble
Vo={veV]alv) >0}

L’ensemble V, est appelé le support de la contrainte a’z > ao, et le graphe G, =
(Va, E(V,)) est appelé le graphe induit par la contrainte a’z > ao. Nous représentons
par D, I’ensemble des absorbants de G dont les vecteurs d’incidence vérifient a”z > aq

\ 194 ey 7 -
a ’égalité, z.e.

D,={SCV|SeDQG) et az = ap}.
Nous avons les lemmes suivants.

Lemme 1.6 Le graphe G, est conneze.

Preuve. Supposons que G, est constitué de deux composantes disjointes G; = (V4, Ey)
et Gy = (Va, Ez). Solent a; et ay les restrictions de a dans V; et V; respectivement.
Soit

@t = min{a¥z5\V S € D(@)}, i=1,2,

ou ¢/ = {1,2} \ {#}. Nous avons alors que ag = a} + a2, et la contrainte alz > a
est valide pour Pp(G;), 1 = 1,2. Ainsi a’z > ao peut étre obtenue comme la somme
de deux contraintes valides. Mais ceci est en contradiction avec le fait que a”z > aqg

induit une facette. O

Lemme 1.7 Soit G le graphe obtenu & partir d’un graphe Gi = (Vi, E1) et d’un cycle
C, ou C = {u,w;,wy, w3, ws} et u = CNVy (voir la figure. 1.1). Si a¥z > ag est
différente des contraintes de voisinage et de l'inéquation (1.5) associée au cycle C
alors, nous avons

1) a(w) = a(w,) <
2) a(ws) = a(ws) =

afu),
0.
Preuve. D’abord nous montrons que a(w;) = a(ws). Pour ce faire, nous allons montrer

que a(ws) > a(w;). L’égalité est alors établie par symétrie. Sans perte de généralité,
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G

Figure 1.1 :

Ty > ag est différente de ’inéquation

on peut supposer que a(w;) > 0. Comme a
z(C) > 2, il doit exister un absorbant S* € D, avec |S* N C| > 3. Nous distinguons 3

cas.

Cas 1. wy,ws € S*. Ainsi {u, ws, w3} C S*. Puisque S*\ {w>} et S*\ {ws} sont des
absorbants de G, il en résulte que a(w,) = a(ws) = 0.

Maintenant, comme a”z > ag est différente des contraintes triviales, il doit exister un
absorbant S% € D, avec w; € §2. Soit §% = (52\ {w1}) U{ws, w3, ws}. Il est clair que
S2 ¢ D(@G). Comme a(ws) = a(wsz) = 0, il s’ensuit que a(w,) > a(w).

Cas 2. wy,ws € S*. Supposons d’abord que {w;, w3} N S* £ 0.

- Siw, € S, alors ensemble S*\ {w;} € D(G). Mais ceci implique que a(w;) = 0, ce
qui est impossible.

- Si w3 € St alors les ensembles S* \ {wa} et S*\ {ws} sont des absorbants de G, et
donc nous avons a(ws) = a(ws) = 0. Considérons I’ensemble S? € D, introduit dans le
cas 1. Notons que w; € S?. Comme I’ensemble (52 \ {w;})U{ws, ws} est un absorbant
de G et a(ws) = a(ws) = 0, nous obtenons a(w;) = 0, une contradiction.

En conséquence, {w,,ws} N S* = 0 et donc {u,w;,ws} C S*'. Ainsi les ensembles
(S*\ {wi}) U {ws} et (S*\ {wa}) U {ws} sont des absorbants de G. Nous obtenons

donc
a(wsz) > a(wy), a(wa). (1.6)

Comme a”z > ag est différente de la contrainte de voisinage associée au sommet ws, il

existe un absorbant 3 € D, tel que |S® N {wy, wq, w3}| > 2.
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- Si {wy,ws} C S3, alors 'ensemble (53 \ {w;}) U {w4} est un absorbant de G et donc
a(ws) > a(wy).

- Si {wy, w3} C 53 ou {wy, w3z} C 3, alors 'ensemble (52 \ {wz}) U {ws} est un ab-
sorbant de G et donc a(ws) > a(ws). De (1.6), nous déduisons que a(ws) > a(wy).

Cas 3. |{w;,ws} N S| = 1. Considérons d’abord le cas ot wy € S*. Siu € S*, comme
S*N{wz, w3} # 0, il s’ensuit que S*\{w; } est un absorbant de G. Donc a(w;) = 0, une
contradiction. Comme conséquence, nous avons {wy, ws, ws} C S*. Puisque S*\ {w,}
appartient & D(G), il en résulte que a(wz) = 0. Maintenant considérons de nouveau
I’ensemble S? défini dans le cas 1. Comme (52 \ {w;}) U {ws,ws} est un absorbant, il
s’ensuit que a(ws) > a(w).

Si ws € ST nous obtenons, de maniére similaire, que a(ws) > a(wy).

Dans tous les cas, nous avons a(wy) > a(w;). Par symétrie, nous avons également

a(wy) > a(w,), et par conséquent a(w;) = a(ws).

Maintenant nous montrons que a(wz) = a(ws) = 0. Pour cela, nous considérons
deux cas.

Tz > ao est une contrainte non triviale,

Cas 1. a(w;) = a(ws) = 0. Comme a
il existe deux absorbants S et T de D, tels que wy, € S et w3 € T. Soient
S' = (S\{w2})U{wi,wa} et T = (T'\ {ws})U{w1, was}. Il est évident que S’ et T" sont

des absorbants de G, ce qui nous donne a(w;) < a(w;)+a(wa) et a(ws) < a(wq)+a(wa).

Comme, par hypothese, a(wz) > 0 et a(ws) > 0, on a alors a(wy) = a(ws) = 0.

Cas 2'. a(w;) = a(ws) > 0. Considérons ’absorbant S* introduit dans le Cas 1.
Notons que |[S*NC| > 3.

D’abord supposons que {wq, w3} N S' = 0. Ainsi S* N C = {u,w;,ws}. Soient
T = (S*\ {wi}) U {ws} et T? = (S*\ {ws}) U {ws}. T' et T? sont dans D(G).

En conséquence

o) > o), w

wy) > a(w;
ws) > a(wy).

Nous montrons dans ce qui suit qu’il existe ¢ € {2,3} tel que a(w;) = a(ws) = a(w;).
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En effet, considérons ’absorbant S® € D,, vérifiant |S® N {wy, ws, w3}| > 2.

- Si {wy,wy} € S3, alors (53 \ {wy}) U{ws} € D(G), et donc a(ws) > a(w,). Comme
a(wy) = a(ws), de (1.7) nous avons que a(w;) = a(ws) = a(wz).

- Si {wy,ws} C 83, alors (52 \ {ws}) U {ws} € D(G) et, de facon similaire, nous
obtenons a(w;) = a(ws) = a(ws).

- Si {ws, w3} C S3, alors les ensembles (52 \ {wa}) U {w1} et (52 \ {w3z}) U {ws} sont
dans D(G). Ainsi a(w;) > a(ws) et a(ws) > a(ws), ce qui nous donne, par (1.7),

a(wr) = a(ws) = a(wz) = a(ws).

Ainsi, I’égalité posée est vérifiée. Supposons maintenant, par exemple, que a(w;) =
a(wy) = a(wy). Soit ST = (S*\ {w1,ws}) U {wy}. 1l est évident que §* € D(G). D’ott
a(wy) > a(wy) + a(ws). Puisque a(ws) = a(wa), il en découle que a(w;) = 0, ce qui est

une contradiction.

Maintenant supposons que |[{ws,w3} N S*| = 1. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que S* N {wq, ws} = {wz}. Si wy € S' (resp. wy € S'), comme
ISt N C| >3 et donc S* N {u,ws} #0 (resp. S'N{u, w1} #0), 'ensemble S* \ {w;}
(resp. S'\ {wa4}) est un absorbant de G. Mais ceci implique que a(w;) = 0 (resp.

a(ws) = 0), une contradiction.

En conséquence, {w,, w3} C S*. Siu € S, alors les ensembles S*\ {w,} et S*\{ws}
sont dans D(G), d’ot a(ws) = a(ws) = 0. Sinon on aura {w;, wa} N S* # B. Nous
pouvons supposer, sans perte de généralité, que wy € S*. Il est clair que les ensembles
ST\ {ws} et (S*\ {w1,ws}) U {ws} sont dans D(G). Puisque a(w;) = a(ws), on a donc

a(wy) = a(ws) = 0.

Maintenant il nous reste a montrer que a(w;) (= a(ws)) < a(u). Considérons
I’absorbant S? € D, introduit dans le Cas 1. Notons que w; € S%2. Comme ’ensemble
(52\ {w1})U{u,w>} est aussi un absorbant et a(w;) = 0, il s’ensuit que a(w;) < a(u),

ce qui complete notre preuve. O
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Chapitre 2

Composition de polyedres:
l-sommes

Une approche classique pour la description par un systeme d’inéquations linéaires de
I’enveloppe convexe des solutions d’un probléeme d’optimisation combinatoire donné en
est la composition. Elle réside en la décomposition d’un probleme en sous-problemes
dont est connue la caractérisation des enveloppes convexes associées. Une recomposi-
tion de ces polyedres nous permet d’aboutir & la description recherchée.

Pour un probleme d’optimisation défini sur un graphe GG, étant posées des opérations
de décomposition (composition) appropriées, cette approche s’interpréte par une dé-
composition de G en graphes indécomposables par ces opérations. Ces graphes sont
dits blocs (ou graphes primitifs), et le graphe G est dit obtenu par composition a partir
des blocs. Avec les descriptions des enveloppes convexes des structures combinatoires
associées aux graphes primitifs, on compose successivement les polyedres dans ’ordre
inverse de la décomposition de G, afin de caractériser ’enveloppe convexe des struc-

tures combinatoires associées au graphe G.

L’état de l’art répertorie plusieurs travaux sur (ou ayant trait a) la composition de
polyedres qui ont été réalisés pour des problemes d’optimisation combinatoire. Nous
citons par exemple: les polytopes des stables [10, 21, 24, 71, 78], des systémes indépen-
dants [31, 45, 63], des sous-graphes bipartis [41, 40], des sous-graphes acycliques [6, 9],
des sous-graphes équilibrés [9], des sous-graphes deux-connexes [8], des partitions [27],
des coupes [3, 4], du voyageur de commerce [29, 30, 49, 60|, des sous-graphes fortement

connexes et des arbres enracinés [58].

21
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Un graphe G = (V, E) est dit k-somme (k € IN) de deux graphes G; = (V4, E;) et
Gy = (Va, E2)siV = ViUV;; |[ViNVa| = ket le sous graphe (ViNVa, E1NE,) est complet.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléeme de I’absorbant dans les graphes
décomposables par des opérations de 1-sommes. Dans un premier temps, nous mon-
trons que si G est la 1-somme de deux graphes G; et 3, alors un systeme linéaire
décrivant le polytope Pp(G) peut étre obtenu a partir des systémes décrivant les poly-
topes des absorbants associés a deux graphes liés a G et G3. Par la suite, nous étudions
des aspects algorithmiques de cette composition et nous présentons certaines applica-

tions de cette approche a la classe des cactus.

2.1 1-somme et le polyédre des absorbants

Considérons un graphe G = (V, E), la 1-somme de deux graphes Gy = (14, E;) et
Gy = (Va, E). Soit {u} = V4 N V,. Remarquons que u est un sommet d’articulation
dans G.

Soit G = (Vi,Ey) (resp. Gy = (Va, E;)) le graphe obtenu a partir de Gy =
(V1, E1) (resp. Gy = (Va, E3)) en ajoutant les sommets wy, wa, w3 et wy, et les arétes
{vw;, wiw,y, waws, waws, wau}. Ces arétes forment un cycle que ’on notera par C.

Le graphe G; (resp. G;) peut étre également vu comme la 1-somme de G; (resp. Gs)

et du cycle C (figure 2.1).

Dans la suite nous allons montrer qu’un systéme caractérisant le polytope Pp(G)

peut étre obtenu a partir de deux systémes caractérisant les polytopes Pp(Gi) et

Pp(G,)

2.1.1 Contraintes mixées

D’apres les lemmes 1.5 et 1.7, un polytope Pp(Gy) pour k = 1, 2 peut étre décrit par

un systeme linéaire minimal ayant la forme suivante:
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G
@1 Wy w3 W3 Wy @2
Figure 2.1 :
> ai(§)z(s) = of, i€ IF, (2.1)
ZV a;(7)2(7) + @(w1) + z(ws) > of, i€ I, (2.2)
z(u) + z(wr) + z(ws) > 1, (2.3)
Pp(Gy) z(wy) + z(ws) + z(wsz) > 1, (2.4)
z(ws) + z(ws) + z(wa) > 1, (2.5)
z(u) + z(ws) + z(ws) > 1, (2.6)
z(u) + z(w1) + z(ws) + z(wsz) + z(ws) > 2, ) (2.7)
z(s) <1, VjeW, (2.8)
z(5) >0, Vi€ . (2.9)

L’ensemble d’indices I est associé aux contraintes non triviales dont le support n’a
aucune intersection avec les sommets de C. Et ’ensemble I¥ est associé aux contraintes
dont le support contient les sommets w; et w,, mais aucun des deux autres sommets
wq et ws.

Notons par [i,k] la contrainte de type (2.2) qui correspond & 1 € I%.

Définissons alors ce qui est une contrainte mixée et montrons qu’elle est valide pour le

polyedre associé a G.

Définition 2.1 Etant données deux contraintes [i,1] et [1,2], nous appellons contrainte

mizée de [i,1] et [1,2], notée par < i,1 >, la contrainte donnée par
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Y. ai(B)e() + Do af(i)z(d) + (ai(u) + af(w) — Dz(u) > o) +of =1 (2.10)
JeViN{u} J€Va\{u}

Lemme 2.1 Les contraintes mizées sont valides pour Pp(G).

Preuve. Soit S un absorbant de G. Nous distinguons deux cas.

Cas 1. u € §. Solent S; = (SNV) U {we} et So = (SN V2)U{ws}. Il est facile

de voir que S; et S, sont des absorbants de G; et G, respectivement. Ainsi nous avons

> ai(f)e™(5) = o, (2.11)

JEVL

> ai(j)e®(5) > of. (2.12)

JEVS

Des inégalités (2.11), (2.12) et du fait que =51 (u) = z%2(u) = 1, il s’ensuit que (2.10)

est vérifiée par z° .

Cas 2. wu ¢ S. Donc il existe un sommet v € N*(u) qui appartient a S. Sans

perte de généralité, on peut supposer que v € V;. Soit
53 == (S N Vi) U {’wg,’wg},

54 == (S N %) U {wl,wg}.
Les ensembles S5 et S, sont respectivement des absorbants de Gy et G5. Alors

> ai(5)z™() = a, (2.13)
JeViN{u} s
af(7)z™(j) = o — 1, (2.14)
7€V \{u}

En additionnant (2.13) et (2.14) nous obtenons que (2.10) est bien vérifiée par z°. O

2.1.2 Propriétés structurales

Maintenant nous donnons certaines propriétés structurales des polytopes Pp(Gi),

k = 1,2. Ces propriétés seront tres utiles pour donner une description du polyedre

Po(Q).



2.1. 1-SOMME ET LE POLYEDRE DES ABSORBANTS 25

Définition 2.2 Soit un graphe G = (V, E). Supposons que Pp(G) est défini par un
systéeme {Az > b, z > 0} ou A est une matrice de R™*" et b€ R™, m, n € IN.
Si a{az > oy et agm > ay sont deux contraintes valides pour Pp(G), alors on dit que
agaz > ay domine a{az >y si
i) 11 existe un vecteur y € RT tel que a; = yTA, ay = yTb (ie. alz > ay est une
combinaison linéaire des contraintes du systeme Az > b), et
i) ax < ay,

Qs > aj.

Lemme 2.2 Soit af

z > a une contrainte valide pour PD(@k) ke {1,2} avec
a(wy) = a(ws) = 0 et a(wy) = a(wy). Alors, il existe une contrainte a¥z > @& valide
pour Pp(Gy), qui domine aTz > o avec a(wy) = a(ws) = 0 et a(w;) = a(w,).

De plus, si a(w;) # 0 # a(w,), (resp. a(w) = a(ws) = 0) alors a¥z > & peut étre
considérée comme combinaison linéaire des contraintes (2.1), (2.2) (resp. (2.1)) et des

contraintes z(j) < 1 pour tout j € Vj.

Preuve.Supposons que a’z > a est valide pour Pp(G;). Nous montrons le lemme
pour k = 1. Soit Az > b; le systéme donné par les contraintes (2.1) et (2.2). Puisque

aTz > a est valide pour Pp(G1), le programme linéaire
min{aTz; z € Pp(G1)}, (2.15)

admet une solution optimale z, telle que a’zy > a. (Remarquons que z, peut étre
considérée ici comme le vecteur d’incidence d’un absorbant de Gy, ce que nous sup-
posons par la suite.) Par la dualité en programmation linéaire, il doit exister une
solution optimale duale (y,z,t) > 0, ot y = (y(z), ¢ € I; U I}) est associé aux con-
traintes (2.1) et (2.2), z = (2(j), 7 € Vi) aux contraintes z(j) > 1, 7 € V; et,
t = (t(w1),...,t(ws), t(C)) aux contraintes (2.3) - (2.7), telle que

gAY — 2(3) < as), Vie i\ C,

y A — 2(w) + twy) + t(ws) + 1(C) < a(uw),

y AP 4 t(wy) + t(ws) + £(C) — 2(wr) < a(wy), (2.16)
y AT 4 t(ws) + t(ws) + 4(C) — 2(ws) < alws), (2.17)
t(wr) + t(ws) + t(wz) + t(C) — 2(ws) <0, (2.18)
t(wa) + t(ws) + t(wa) + ¢(C) — 2(ws) <0, (2.19)
yb — ey, 2(2) + t(wr) + t(we) + t(ws) + t(ws) + 2¢(C) = afzo > a,
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ou A&") est la colonne de la matrice Ay, associé au sommet 3.
Le dual étant un programme linéaire & maximiser, les contraintes (2.18) et (2.19)

impliquent que

De plus, nous avons z(w;) = z(ws) = 0. Pour montrer cela, notons d’abord qu’il
existe au moins un sommet de {wy, wa} pour lequel zo(w;) = 0. En effet, si zo(wq) =

zo(ws) = 1, alors soit Zg € R tel que

zo(7) siz € Vi,
Zo(i) = ¢ 1 sit € {wy,ws},
0 sit € {wa,ws}.

Zo induit un absorbant de Gj. Ainsi Zo est une solution du programme (2.15). Mais

comme aTZo < aTzo, cela contredit le fait que zo soit une solution optimale pour ce
) q p p

programme.

En conséquence, nous pouvons supposer, par exemple, que zo(w;) = 0. Par les con-

ditions des écarts complémentaires, on obtient z(w;) = 0. Si zg(ws) = 0, alors d’une

maniére similaire on aura z(w,) = 0. Si ceci n’est pas le cas, alors on peut considérer

T T

encore la solution Z, déja définie. Comme a(w;) = a(w,), nous avons a’ o = a” zo.

Donc Zo est une solution optimale du programme linéaire (2.15), ce qui nous donne
z(wq) = 0.

Soit alors

a(i) = yAY —2(3), VieW,

ai) = yA®, Vi € {wy,ws},
a(wy) = a(ws) = 0, (2.20)
a = yb— Y 2(4).
iEV]_

Ainsi aTz > @ est la contrainte desirée.

Maintenant si a(w;) # 0 # a(ws), il est clair, au vu du systeme (2.20), que
alz > a est une combinaison linéaire des contraintes (2.1), (2.2) et des contraintes
z(1) <1, VieW.

Si a(wy) = a(ws) = 0, comme z(w;1) = z(ws) = 0, il s’ensuit des contraintes (2.16) et
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(2.17) que

yAgwl) — yAgwx;) = Z y(z) < 0.

1el}
Puisque y(z) > 0 pour 7 € I3, nous obtenons y(2) = 0 pour tout 7 € I;. De plus, par le
systeme (2.20), il en résulte que a¥z > & est une combinaison linéaire des contraintes

(2.1) et z(2) <1, VieV;. O

Lemme 2.3 Soit les deuz contraintes

Z; o' (1)a(s) + a'(wi)a(wr) + o' (wa)a(ws) > o (2.21)
.Z; a®(3)2(3) + a®(w1)z(w1) + *(wa)z(ws) > @ (2.22)

respectivement valides pour Pp(G1) et Pp(G), telles que

a'(wr) = a*(wy) = a*(wy) = a®(wy) = o # 0.
Supposons que la contrainte (2.21) (resp. (2.22)) est une combinaison linéaire des
contraintes (2.1), (2.2) et des contraintes (1) < 1, pour tout ¢ € Vi (resp. 1 € V,).
Alors la contrainte mizée
Z al(i)m(i) + Z az(i)m(i) + (al(u) + az(u) —o)z(u) > a1 +az—o (2.23)
1€Vi\{u} 1€Va\{u}

est redondante par rapport au systéme défini par les contraintes triviales et les con-

traintes (2.1) et (2.2).

Preuve. La contrainte (2.21) (resp. (2.22)) peut étre écrite comme la somme de trois
inéquations

cz > o, bz + b(wy)z(wr) + b (wa)z(ws) > B et d'z > &' (resp. c*z > o?,
b’z + b*(wy)z(wy) + b*(wa)z(ws) > B2 et d*z > §%) qui sont respectivements des
combinaisons linéaires des contraintes (2.1), (2.2) et des contraintes z(z) < 1,7 € W
(resp. 7 € V). Soit y' = (y7, ¢ € 1) (resp. y? = (y2, 7 € I2)) le vecteur impliquant la

contrainte dont le support contient les sommets w; et w,y. Nous avons

D S

el jel?
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Ainsi, il existe |I;| x |IZ| valeurs z;; > 0 qui forment une solution du systéme de

transport suivant

Zmij:y?ﬁ Vjejzza
i€l}
Zmij:y}, V’LEIzl
JEI2

Maintenant, pour toute paire (,7) € I3 X I? telle que z;; # 0, mixons les contraintes
[i,1] et [3,2] et multiplions la contrainte ainsi obtenue par z;;. Soit a‘z > & la somme

de toutes les contraintes mixées ainsi obtenues. Nous avons alors

) = Y 4lal(v), v et ful,
o) = Y yial(o), sive Vs )\ {ul,
a(u) = iyila}(u) + Z y?a?(u) — o,

iely je2

a = Zy}a}—l—nya?—U.

icl; jel?
En additionnant les contraintes afz > &, cfz > oF et d¥z > 6%, pour k = 1,2, nous

obtenons la contrainte (2.23). O

Nous allons maintenant nous intéresser a la caractérisation du polytope des ab-

sorbants du graphe G a partir des polytopes associés a G et Gs.

2.1.3 Le polytope Pp(G)

Remarquons tout d’abord que les contraintes (2.1), pour k = 1,2, sont valides pour
Pp(G).
Soit Py(@G) le polytope dans RVl décrit par les contraintes triviales et les contraintes
(2.1) et (2.10). Nous allons montrer dans ce qui suit que le polytope Po(G) est pré-
cisement le polytope Pp(G). Pour démontrer ce résultat nous avons besoin des deux

lemmes suivants.

Lemme 2.4 Les contraintes de voisinage sont redondantes par rapport au systeéme

définissant Po(G).
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Preuve. Soit v € V. Nous pouvons supposer que v € V;. Nous considérons deux cas.

Cas 1. v # u. Alors la contrainte

Yienw) (1) > 1, (2.24)

est valide pour Pp(G;). D’aprés le lemme 2.2, la contrainte (2.24) est dominée par
une contrainte valide de Pp(G;), combinaison linéaire des contraintes (2.1) et z(z) < 1,

pour 7 € V3. Donc (2.24) est redondante par rapport a Py(G).

Cas 2. v = u. Les contraintes suivantes

| Z( )m(i) +o(w) + o(ws) 2 1, (2.25)
| Z( )m(i) +o(w) + o(ws) 2 1, (2.26)

associées aux ensembles des voisins de u respectivement dans Gy et G, sont valides
pour Pp(G) et Pp(Gs). Ainsi du lemme 2.2, il existe une contrainte valide atz > ol
(resp. a2’z > a?) de Pp(G1) (resp. Pp(Gs)), qui domine (2.25) (resp. (2.26)). De
plus cette contrainte est combinaison linéaire des contraintes (2.1), (2.2) et z(z) < 1,

1 € Vi (resp. © € V3). D’ou, nous avons le systéme suivant

al(wy) = a'(wy) < 1,

a®(wy) = a*(wq) < 1,

ak(i) <1 Vie Vi N N(u), k=1,2,
ak(3) =0 Vie i\ Nu), k=1,2,
al>1, a?>1

Soit p' =1 —a*(wy), p> =1 — a®*(w;). Notons que p* >0et p? > 0. Soit bz > B,
pour k& = 1,2, la contrainte obtenue en additionnant a* "z > of et les contraintes
pP(wy) > 0 et p*(ws) > 0. Donc b*(w;) = b*(wy) = 1, for k = 1,2. Par le lemme 2.3 la

contrainte mixée

> @@+ >0 BG)e() + (0'(w) + 8 (u) — Dz(u) 2 51 + 6”7 — 1

i€Vi\{u} 7€Va\{u}

est redondante par rapport au systéme définissant Po(G). Il est simple de constater

maintenant que cette contrainte domine (2.24). O
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Lemme 2.5 Sout

Z a()z(z) + z(wy) + z(ws) >

iEVk
une contrainte valide de Pp(Gy). Alors la contrainte
Z a(t)z(z) + (a(u) — Dz(u) > a—1 (2.27)
1€V \{u}

est valide pour Pp(QG).

Preuve. Posons & = 1. Soit S un absorbant de G. Si u € §, alors soit S’ =
(SN Vi) U {ws}. Comme S’ € D(G;), nous avons alors Yien, a(i)msl(i) > a. Ceci
implique que (2.27) est vérifiée par z°. Si au contraire u € S, alors il existe un sommet
w # utel quew € N(u)NS. Siw € V;\{u}, alors soit S* = (SNV;)U {w,,ws}. Ainsi
S' € D(G,) et, en conséquence, Y ey, a(i)msl (1) > a. Ce qui implique que (2.27) est
vérifiée par z°. Et si w € V5 \ {u}, alors soit S% = (SN V1) U {wy,ws}. Il est évident
que S? € D(G,), et donc Yievi\{u} a(i)azSZ(i) + z(wq) > a. 1l s’ensuit donc que
S a@eSi) = Y oS >a1,
i€Vi\{u} i€Vi\{u}

et par conséquent (2.27) est vérifiée par z°, ce qui termine notre démonstration. O

A ce niveau, nous avons mis en évidence les ingrédients nécessaires pour pouvoir
montrer le principal résultat de ce chapitre. Ce résultat est donné par le théoreme

suivant.
Théoréme 2.6 Py(G) = Pp(G).

Preuve. D’apres le lemme 2.4, toute solution réalisable entiére de Py(G) constitue
un vecteur d’incidence d’un absorbant de G. Comme Pp(G) C Py(G), il suffit, pour
démonter notre résultat, de vérifier que tout point extréme de Po(G) est entier. Sup-
posons le contraire et considérons un point extréme fractionnaire z de Po(G). Deux

cas peuvent se présenter.

Cas 1. z(u) = 1. Soit Zx € RV pour k= 1,2, la solution définie comme suit

z(7) si 1€ Vg,
(i) =14 1 si 1= ws,
0 si 1 € {wy,wy,wa}.
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Assertion 1. z; € Pp(Gy).

Preuve. Nous montrons cette assertion pour Zi, (la preuve étant similaire pour Z, ).
Il est simple de voir que toutes les contraintes de Pp(G;) dont le support n’intersecte
pas {wy, ws} sont vérifiées par Z;. Considérons alors la contrainte
> a;(7)2(G) + z(wr) + z(ws) > o (2.28)
JEV
de type (2.2) (i.e. le support contient {wq,w,} mais pas {wy,ws}). D’apres le lemme
2.5, la contrainte
> a(9)z() + (ag(w) — Da(u) > o; — 1
7€Vi\{u}
est valide pour Pp(G). Comme z(u) = 1, il s’ensuit que la contrainte (2.28) est vérifiée

par z.

Ainsi Z; € Pp(G,) et , € Pp(G;). Donc % et &, peuvent s’écrire comme deux

combinaisons convexes de sommets de Pp(G;) et Pp(Gs) respectivement, i.e.

511: Z )\iyi; (229)

1=1,...,8
A (2.30)
7=1,...,t

ou Z A =1, Z p; =1, X >0, p; >0 et,y; et z; sont des points extremes
1=1,...,8 7=1,...,t

entiers respectivement de Pp(G1) et Pp(G,), pour s = 1,...,s, et 5 = 1,...,¢. Ici
nous remarquons que toute contrainte de Pp(Gy) (resp. Pp(G,)) qui est serrée pour
Z; (resp. Z,) est aussi serrée pour y;, ¢ = 1,...,s (resp. z;, 7 = 1,...,t). En partic-
ulier, comme Z;(u) = Z3(u) = 1, nous devons avoir y;(u) = 1 et z;(u) = 1, pour tout
1=1,...,8,et7=1,... %

Soit z* € R!"! la solution telle que

I 7103 si 1€V,
z*(2) _{ z1(7) si 1€ Vo {u}.
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Assertion 2. Toute contrainte de Py(G) serrée pour z est aussi serrée pour z*.

Preuve. Comme nous ’avons déja noté, toute contrainte de type (2.1), (2.8) ou (2.9)
qui est serrée pour z et donc pour Z; est aussi serrée pour z*. Considérons alors une

contrainte mixée <i,1> qui est serrée pour z. Etant donnée z(u) = 1, nous avons

> a2+ X @(5)2() = o + o —ai(u) —aj(u).

7€Vi\{u} 7€Va\{u}

Au vu du lemme 2.5, nous avons aussi

> a(9)2() = o — a;(u),

JeViN{u}
> a(j)z(j) = of — aj(u).
J€Va\{u}
Il en résulte que les contraintes ci dessus sont serrées pour z et donc pour Z; et Z,,
respectivement. Ce qui implique que la contrainte mixée <i,I> est aussi vérifiée a

I’égalité par z*.

En conséquence, toute contrainte de Po(G), serrée pour z est aussi serrée pour z*.

Comme z # z*, ceci contredit le fait que z est un point extréme de Py(G).

Cas 2. z(u) < 1. Deux éventualités se présentent pour ce cas. En effet, soit il y

a, au moins, une contrainte mixée qui est serrée pour z, soit aucune ne 1’est.

Cas 2.1. z ne serre aucune contrainte mixée.
Toute contrainte non triviale de Po(G) qui est serrée pour z fait partie des contraintes

de type (2.1). Soient Z; € R" et , € R™ les deux solutions définies comme suit

z(7) si g €W,
Zi(j) =4 1 si j € {w1,wa},
0 Si _] € {’wg,’wg},
et
z(7) si j €V,
Zo(5) =4 1 si j € {wi,wa},

si J € {ws, ws}.
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Il est facile de voir que Z; et %, appartiennent & Pp(G;) et Pp(G;) respectivement.
Ainsi Z; et Z, peuvent s’écrire sous la forme donnée par (2.29) et (2.30). Comme
z(u) < 1 et par conséquent Zi(u) < 1 et Zy(u) < 1, il doit exister 39 € {1,...,s} et
Jo € {1,...,t} tels que y;,(u) = 2z;,(u) = 0.
Soit z € R la solution donnée par

. i (J si 7 €W

0-{ 00 5w (231
Il en résulte donc, que toute contrainte serrée pour z est en méme temps serrée pour

Z. Puisque z # Z, nous avons une contradiction.

Cas 2.2. Il existe une contrainte mixée serrée pour z.
Soient 7 € I} et s € I2 tels que la contrainte mixée < r,s > soit serrée pour z. Nous
avons alors
> ax(@)e(@) + Y ai(Ra(k) + (a(w) + ad(w) —1)a(u) = o} + i —1 (232)
F€EV \{u} keV2\{u}

Posons € = z(u).

Assertion 3. Il existe 0 < XA <1 tel que

> a(@e() =0 — 1+, (2.33)
JZ ai(k)m(k) =al-)d+e (2.34)

Preuve. En effet, notons d’abord que du lemme 2.5 et de ’égalité (2.32), il existe A,
A > €> 0, pour lequel (2.33) et (2.34) sont vérifiées. Si A > 1, alors de 1’égalité (2.32)

on obtient

Z ai(k)m(k) + ai(u)m(u) < ai —1+e
keV2\{u}

Comme z(u) = €, ceci contredit le lemme 2.5.

Soient Z; € R et Ty € R!"2| les solutions définies comme suit

z(7) si jeW,
1—2A si 7 =wi,
j1(.7): 1 s1 j:w37
A—¢€ si 7 = wa,

0 sl J = wy,
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et
z(7) si j €V,
A—¢€ si 7 =wi,
j2(.7) = 1 s1 j:w37
1—2A si 7 = wa,
0 sl 7 = ws.

Nous allons vérifier que Z; et Z, appartiennent respectivemment & Pp(G1) et Pp(G2).
Nous montrons que Z; € Pp(G;) (la démonstration étant similaire pour Z, € Pp(G3)).
Il est évident que Z; (Z) vérifie les contraintes (2.1) et les contraintes triviales. Con-
sidérons donc une inéquation de type
S al(§)a() + o) + alws) > o (23)
jevt
Assertion 4. Il existe A’ > A, tel que
Yo ai(1NZ() = Y ai()e(f) =i —1+ X, (2.36)
JeEV?! JEV!
Preuve. En effet, du lemme 2.5, il existe A’ > 0 tel que (2.36) soit vérifiée. Si ' < A,

alors il est simple de voir qu’en mixant les contraintes (2.35) et [s,2], nous obtenons

une inéquation non vérifiée par x, une contradiction. O

Par 1’assertion 4, Z; vérifie 'inéquation (2.35). Donc, Z; € Pp(G1) et Z, € Pp(G-)
et par conséquent, Z; et Z, peuvent s’écrire respectivement sous les formes données par
(2.29) et (2.30). Comme 0 < A < 1ete< 1, nousavons alors 0 = maz(l—X, A—¢) >
0. Sans perte de généralité, on suppose que ¢ = 1 — A > 0. Donc, il doit exister
w0 €{L,...,s}etjo € {1,...,t} tels que y;,(w1) = 2zj,(ws) = 1. Puisque y,, (resp. z;, )
vérifie a 1’égalité les contraintes de Pp(Gy) (resp. Pp(G:)) qui sont serrées pour %

(resp. Z), nous avons alors

Yio(u) = 2z5(w) =0,
Yio (w3) = Zj (w3) = 17
yio(C = zjo(C =2.

Soit z € R!"! la solution définie par (2.31). Alors toute contrainte serrée pour

est aussi serrée pour Z. En effet, toute contrainte de type (2.1), serrée pour z et donc
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pour Z; (resp. ), est aussi serrée pour y;, (resp. z;, ) et donc ’est aussi pour Z.

En outre, considérons une contrainte mixée <i,1> vérifiée a 1’égalité par z,

> al(i)z(G) + Y af(k)z(k) + (al(u) + af(u) — 1) z(u) = o + o} —1. (237)
JeVI\{u} kev2\{u}

Alors, on a les égalités suivantes

> ai(i)e() = o — 1+, (2.38)
> @ (kak) = of — A+ (2.39)

En effet, d’apres ’assertion 4, il existe un A" > A tel que (2.36) soit vérifiée. Si X' > A,
alors (2.37) implique que

Z a(k)z(k) < af — X +e. (2.40)

keV?2

En additionnant (2.33) et (2.40) et en posant ag = al(u) + a?(u) — 1, on obtient

Yo oalz()+ Y af(k)z(k) + aoz(u) < ol =1+ X+ of
FEVI\{u} kcV2\{u}
<al+af -1,

une contradiction. Ainsi A’ = X et donc les égalités (2.38) et (2.39) sont vérifiées.

En conséqgence, les solutions Z; et &, vérifient les contraintes [1,1] et [1,2] & ’égalité.
Donc les contraintes [i,1] et [1,2] sont serrées respectivement pour y;, et z,. Ceci im-
plique que la contrainte mixée <i,1> est serrée pour z. Ce qui termine la preuve de

notre théoréme. O

Le théoréme 2.6 nous permet de donner un systéme linéaire caractérisant Pp(G),
le polytope des absorbants d’un graphe G qui est la 1-somme de deux graphes G et
G, & partir des systemes linéaires caractérisant les polytopes Pp(Gy) et Pp(Gs). Dans
ce qui suit nous allons montrer que ce systéme est aussi minimal. Mais tout d’abord,

nous donnons quelques lemmes techniques.

Lemme 2.7 Si le vecteur d’incidence d’un absorbant A de G vérifie a l’égalité une

contrainte a¥z > o, de type (2.2) alors |A N {u,wy, ws}| < 1.
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Preuve. Si |AN {u,w,ws}| > 2, alors il existe un sommet z € {u,w;, ws} tel que
A" = (A\ {z}) U {w,, w3} soit un absorbant de G. Ceci implique que

Al kA

afz4 < afz4 = o;, ce qui est une contradiction. O

Lemme 2.8 Soit F(Gy) le polytope défini par les contraintes (2.1)-(2.9) et la con-
trainte

—z(u) — z(wy) — z(ws) — z(w3) — z(ws) > —2.

Alors les inégalités (2.2) définissent des facettes de F(Gy,).

Preuve. Puisque (2.2) définit une facette de Pp(Gy) alors il existe |Vi| absorbants
S1,.--, 5y, de G, dont les vecteurs d’incidence vérifient (2.2) & 1’égalité. De plus,
d’apres le lemme 2.7 ces absorbants vérifient |S; N {u, w1, ws}| <1 Vi=1,...,|Vil.
Maintenant, on va ordonner les ensembles S; de telle maniére que Sy, ..., S, soient tels
que |S; N {u,wy,ws}| =1 et |S; N {wy,ws}| =1Vi=1,...,7, Spi1,...,Sr+s soient
tels que |S; N {u,wi,wa}| =1et ,wy, wz € S; Vi=r+1,...,r+5 et Spia1,..., 7y
soien t tels que S; N {u,wi,ws} =0Vi=r+s+1,...,|Vi|. Notons que wy, ws € S;,
Vi=r+s+1,...,|Vk|. Notons aussi que pour chaque ensemble S;, 7 =r+1,...,7+s
il existe un sommet ¥ € {w,, w3} tel que S; \ {#} est un absorbant de Gj. On suppose
quev =wypourt=r+1,...,r+p etv =wzpourt =r+p+1,...,7r+s. Considérons
les ensembles suivants
Sl =5 pouri=1,...,reti=r+s+1,...,|Vi,
S =85, \{wy} pourz=r+1,...,7+p,

\{ws} pouri=r+p+1,...;7+s.
Il est évident que les ensembles S/, 2 = 1,...,|Vi| sont des absorbants de Gj dont les
vecteurs d’incidence sont des solutions de F(Gj). Maintenant il suffit de montrer que

la matrice donnée par ces vecteurs est de rang |Vi| — 1.

Supposons que pour ¢ = 1,...,0, I < 7, S N{wsy, w3} = {w3} et pour 7 =
I+1,...,r, S;N {wy, w3} = {wz}. Puisque (2.2) est une contrainte non triviale, il
existe un absorbant S; contenant w. On peut supposer que les ensembles S; et Si44
sont respectivement (5, \ {w2}) U {ws}) et (S;\ {ws}) U {ws}).

Soit M (resp. M') la matrice dont les colonnes sont les vecteurs ', ..

S 5
., 1%l (resp.
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5. a:s|,‘7k|). La matrice M a la forme suivante
M,
M =
wy| 0---0 1---1 1---1 1---1 1---1
wsl 1--+1 0---0 1--+1 1--+1 1---1 |
S—— =
l r—l P s—p |Vi|—r—s

Soit M la matrice obtenue de M en retranchant la premiére colonne de M de la colonne
[+ 1 et en ajoutant le vecteur résultant a chacune des colonnes r+p+1,...,7+ s.
La matrice M’ peut étre obtenue en modifiant une ligne de M (la ligne correspondante

& wsy). Puisque M est non singuliere alors M’ est de rang |V3| — 1. O

Théoréme 2.9 Les contraintes (2.10) définissent des facettes de Pp(G).

Preuve. Pour ce faire, nous montrons qu’il existe un vecteur z € Pp(G) qui vérifie

a 1’égalité une contrainte (2.10) et avec inégalité stricte toutes les autres contraintes.
Soit S = {S1,...,Sn} (resp. T = {T,...,Tm}) 'ensemble des absorbants de G; (resp.

G1) dont les vecteurs d’incidence vérifient & ’égalité la contrainte [i,1] (resp [1,2]) et la

Si..,2% (resp. zT ,zT™ ) sont

contrainte z(C) > 2. Notons que les vecteurs z
des points extremes de F(G;) (resp. F(G;)). Pour chaque contrainte de F(Gl) (resp.
F(G;)) différente de [i,1] (resp. [1,2]), il existe un S; (resp. T} ) tel que z% (resp. =)
vérifie cette contrainte avec inégalité stricte.

Par le lemme 2.7, nous avons |S; N {u,wy,ws}| < 1, pour ¢ = 1,...,n (resp. |T; N

{u,wi,wa}| <1, pour 7 =1,...,m). Comme (2.2) est différente des contraintes triv-

Si

1ales, il doit exister S;,, S;,,

21

Siy € S telsqueuw € S;,, wy €5;, et wy € °5;5.

Assertion. Il existe un absorbant S;, € S tel que S;, N {u, w1, ws} = 0.

Preuve. En effet, si un tel absorbant n’existe pas alors pour tout absorbant S; nous
devons avoir |S; N {u,w;,wa}| = 1. Or ceci implique que la facette définie par (2.2)
est contenue dans I’hyperplan défini par l’équation z(u) + z(w;1) + z(ws) = 1. Ce
T,

qui est impossible. De la méme maniere, il existe T}, T},, T,

72

T;,, € T tels que
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weT;, w €Ty, wy € Ty, et T;, N {u,wy,wa} =0. 0

En conséquence, pour tout absorbant S;, 2 = 1,...,n, on peut associer un absorbant
T;, tel que Z; = (S; UT;,) \ {w,...,ws} soit un absorbant de G dont le vecteur
d’incidence vérifie a 1’égalité la contrainte (2.10). De méme, a chaque absorbant T}, 7 =
1,...,m, on peut associer un absorbant S;; tel que Zn; = (S;; U Tj) \ {w1,..., wa}
soit un absorbant de G dont le vecteur d’incidence serre aussi la contrainte (2.10).
Soit {Zi,...,Z,}, avec r = n + m, l’ensemble de tous les absorbants ainsi construits.

Alors

T =

1
- (@™ 4t a®)
sera le vecteur désiré. O

Aussi, il n’est pas difficile de voir que les contraintes (2.1) définissent des facettes
pour Pp(G). En conséquence, d’apres les théoremes 1.3 et 2.9 toute contrainte non triv-
iale de Py(@G) définit une facette de Pp(G), et par conséquent Po(G) est une description
minimale de Pp(G).

Remarque 2.3 Une contrainte mixée obtenue a partir de deux contraintes de voisi-

nage associées a u est une contrainte de voisinage.

Corollaire 2.10 Si les systémes décrivant Pp(G1) et Pp(G3) sont minimauz alors le

systéme décrivant Pp(G) est minimal.

Corollaire 2.11 Si les contraintes de Pp(G1) et Pp(Ga) non triviales et différentes de
la contrainte du cycle C = {u, wy, wy, w3, wa} sont toutes des contraintes de voisinage,
alors les contraintes non triviales de Pp(G) sont également toutes des contraintes de

voisinage.

Un exemple de polytopes vérifiant le corollaire ci-dessus est le polytope des absorbants

des arbres.

Soit G (resp. él) obtenu & partir de G (resp. G;) en ajoutant les sommets
U, Up, U3, Us et les arétes uuy, uiUsa, UsUs, Usls, Ust . 1l est & noter que G (resp. él )

est la 1-somme de G (resp. Gy ) et du cycle (u1,us, us,us) (voir figure 2.2).
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w1 Wa
U
U
Uy U4 Uy u4w4 ws
U2 us U2 us

Figure 2.2 :

Si on connait une description des polytopes Pp(él) et Pp(G3), une caractérisation
complete du polytope Pp(G) peut étre obtenue par les procédures du théoreme 2.6.

Dans ce qui suit, nous allons montrer qu’une description de Pp(G) peut étre obtenue

d’une maniere tres simple & partir de celle de Pp(G). Ceci est basé sur le lemme suivant.

Lemme 2.12 Les contraintes définissant des facettes de Pp(él) dont le support inter-
secte {wy,ws,us,us} et qui sont différentes des contraintes triviales, des contraintes
de voisinage et des deuz contraintes de cycles de type (1.5) sont de la forme

; a;(7)z(j) + @(w1) + (wa) + (w1) + 2(us) > o7, 1€ I

ou I} est l'ensemble d’indices des contraintes (2.2).

Preuve. Soit a¥’z > « une telle contrainte. D’apres le lemme 1.7 on a

a(wy) = a(ws) = a(uz) = a(uz) =0, a(wi) = a(ws) et a(ur) = a(uq).

Puisque a¥z > a est non triviale, il existe un absorbant S, tel que wy € Sy et a¥z5 =

a. Soit 81 = (81 \ {wi}) U {ws,us}. Il est clair que S} € D(Gy).
Puisque a(wz) = 0, ceci implique que a(u;) > a(w). Par symétrie on obtient a(w;) >
a(uy) et donc

a(u1) = a(us) = a(wi) = a(wa)
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Donc aTz > « est bien de la forme
> a;(7)z(5) + e(w) + z(wa) + 2(ur) + 2(us) > @
JEVI
Ainsi, pour montrer ce lemme il suffit de montrer que la contrainte
> 4 (7)z(5) + z(w) + z(ws) > o (2.41)
JEVI

définit une facette de Pp(G1).

Il est simple de voir que (2.41) est valide pour Pp(G;). Maintenant, puisque a’z >
a définit une facette de Pp(él), il existe |T71| = r absorbants Si,...,S, dont les

vecteurs d’incidence vérifient aTz > a & 1'égalité et sont linéairement indépendants.

On peut ordonner les ensembles S; de telle maniere que Si,...,S, contiennent wuq,
Sri+1,- -, 9r, contiennent uy et Sp,41,..., 5, ne contiennent ni u; ni ua.
Notons que |S; N {u1,us, wi,wa}| < 1Ve=1,...,7. En effet, si ceci n’est pas le cas

alors il existerait pour un certain ensemble S;, un sommet 4 € {uy,us, wy, ws} tel que
’ensemble S; = (S; \ {@}) U {u2,us, ws, w3} serait un absorbant de G.. De plus, on
aurait aTz% < o, une contradiction. En conséquence, {wy, w3} C S, Vi=1,...,75.

Soient les ensembles

S; = (Si\{uy, ..., u})U{wn}, Vi=1,...,m,

Si=(Si\{us,..,ua}) U{wa}, Vi=ri+1,...,m,
S’L{:Si\{u17-"7u4}7 V’I;Z’f‘2+1,---,7’,
5;

qui sont des absorbants de G;. De plus, les vecteurs z%, ¢ = 1,...,r, vérifient tous

(2.41) a 1égalité. Soit M la matrice donnée par les vecteurs z°,...,z5. M peut

°?

s’écrire sous la forme suivante
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ou My, ..., Mg sont des matricesen 0 — 1. Soit M’ la matrice obtenue de M en ajoutant
la ligne correspondant a wu; (resp. wua4) a celle corespondant a wy (resp. ws). Et soit
M" la matrice obtenue de M' en supprimant les 4 derniéres lignes correspondant a
Uy, ...,us. On remarque que M" n’est rien d’autre que la matrice formée des vecteurs
d’incidence des ensembles S],...,S.. Puisque M’ est non singuliére alors M” est de

rang 7 — 4 et par conséquent (2.41) définit une facette de Pp(G;). O

Corollaire 2.13 Le polytope Pp(G) est défini par les contraintes triviales, les con-
traintes (2.1), les contraintes a¥z +z(uy) + z(us) > a ot a¥'z > o est une contrainte

de type (2.10) et les contraintes de la forme (2.8) - (2.7) lides au cycle {u, w1, uz, uz, ua}.

2.2 Aspects algorithmiques

Les aspects polyédraux et algorithmiques pour les problemes d’optimisation com-
binatoire sont généralement tres liés. Dans cette section nous allons examiner les
conséquences algorithmiques de la décomposition étudiée dans la section précédente.
Nous allons montrer que le probleme de ’absorbant minimum peut étre lui aussi dé-
composé quand le graphe G = (V, E) est la 1-somme de deux graphes G; = (V4, E;)
et Gy = (V4, Ez). Nous allons montrer que le calcul d’un absorbant minimum dans G
peut se ramener au calcul d’un absorbant minimum dans G, en associant des poids

appropriés aux sommets du cycle C.

Soit ¢ € RLY' un systéme de poids associé aux sommets de G. Soient c! et c? les
restrictions de ¢ dans V; et V5. Notons par wy (resp. @y ) le poids d’un absorbant
minimum dans Gj contenant u (resp. ne contenant pas w). Soit @y le poids d’un
absorbant minimum du graphe G \ u ne contenant aucun des sommets adjacents a
u. Soient S, Sp et §k les ensembles dont les poids sont respectivement wy, @i et
&, . Remarquons que ces absorbants peuvent étre calculés dans Gy en considérant un

systeme de poids approprié sur les sommets u, wy, wq,ws et wy .
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Théoreme 2.14 Soit ¢, € BL?Z' le systéme de poids associé a V défini par:

e(v) =e(v), Yve W\ {u}
é(u) =wr,

e(wy) = 0311;

e2(wy) = w1,

&2(ws) =0,

e(ws) =M,

ot M est un scalaire suffisamment grand. Soit S5 un absorbant de poids minimum
dans G, par rapport a ¢, et soit wi son poids. Si &y < @y (resp. @1 > @) alors
l’ensemble S* tel que

S*= ¢ (S3\C)US: st Nu)nsS; =0,

{(Sg\C)USl si ueSy,
(S3\CIYUS; si ug Sy et (Nu)\{uh)NS;#£0.

resp.
Gr (S3\C)US si ueS;,
(5;\C)US; sinon.
est un absorbant de poids minimum dans G dont le poids w* est égal a wj .
Preuve. On a

w* = mzn(wl + Wy — C(’U,), (Dl + (:Jg, (Dl + (Tjg, (TJl + (Dg) (24:2)

On distingue deux cas.
Cas 1. (f)l S wq :

Par (2.42), on a

w* =man(wy + wy — c(u), &1 + 0a, &1 + ws)
= min(wy + &2(u) + Ca(ws) — c(u), Wy + C(w1) + Ca(wa), W + E2(w2) + C2(ws)
=w;.

Cas 2. w; > @ :

Par (2.42), on a

w* =main(wy + wy — c(u), w1 + @2, @1 + w2) .
= min(wy + &(u) + Ca(ws) — c(u), @y + Ca(wi) + E2(ws), W2 + E2(w1) + C2(ws)

Le théoreme 2.14 décrit une procédure de décomposition dans le calcul d’un ab-

sorbant minimum dans un graphe G ou G est obtenu par des opérations de 1-sommes
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a partir d’au moins deux graphes. En effet, considérons un graphe G = (V, E) obtenu
par des opérations de 1-sommes a partir des graphes Gy, ..., G,. Supposons que G est
construit en composant dans ’ordre les graphes GGy, ..., G,. Posons H; = Gy, H, = G.
Et soit H;,; le graphe, la 1-somme de H; et G;4; pourz=1,...,n—1.

D’apres le lemme précédent, un absorbant minimum dans G peut étre déterminé en
calculant un absorbant minimum dans H,,_; par rapport & un systéme de poids appro-
prié, déduit de G,,. Ce probleme peut maintenant étre décomposé de la méme maniere

et ainsi de suite.

Soit Gi, i=1,...,n le graphe obtenu a partir de G; en ajoutant un 5-cycle C (un
cycle sur 5 sommets ) adjacent a chaque sommet v € V;NVj;, 7 # 1. En d’autre terme,

G, est le graphe obtenu par des opérations de 1-sommes a partir des graphes G; et les

cycles Cy,...,Cp ot C;=CVj=1,...,k; C;NV; =vjet {vy,..., v} = | J{Vin V;}.
IF
Nous considérons la séquence de graphes suivante

GC"=G, T,=G", M, , =H, 1,

G* est la 1-somme de T, et M;_;,pour 1=n—1,...,1, G = M,_,.
OuT,=Gpouri=1,...,n.

Un absorbant de poids minimum dans G* peut étre calculé dans G*~! en considérant un
systéme de poids approprié déduit de T;. Donc, un absorbant munimum dans G peut
etre déterminé d’une maniere récursive a partir des graphes G;,i=1,...,n. Pour
ce faire on a besoin de calculer dans chaque graphe G;, i =1,...,n, 3 absorbants

minimums. Donc on a le corollaire suivant

Corollaire 2.15 Soit G un graphe obtenu par des opérations de 1-sommes a partir
des graphes Gq,...,Gp. St le probleme de l'absorbant minimum est polynomial dans

G1,...,Gy, alors il est polynomial dans G.

Dans la section suivante, nous discutons des applications des résultats présentés

ci-dessus dans la classe des cactus.

2.3 Applications aux cactus

La technique discutée dans la section 2.1 est tres utile pour les graphes qui se

décomposent par des sommets d’articulation. Ceci est le cas des cactus.
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Un cactus est un graphe ou chaque composante connexe maximale ne contenant pas
de sommets d’articulation est soit une aréte, soit un cycle sans corde (voir figure 2.3 ).
Pour décrire le polytope Pp(G) quand G est un cactus, nous devons décomposer d’une
maniere récursive le graphe. Pour chaque sommet d’articulation nous devons ajouter
un cycle a 5 sommets a chaque composante. On peut étre obligé d’ajouter plus d’un
cycle a 5 sommets pour le méme sommet. S’il y a p composantes qui contiennent
toutes un méme sommet d’articulation alors a chacune d’elles on ajoute p — 1 cycles

a 5 sommets.

Figure 2.3 : un cactus

2.3.1 Les classes IT' et T

Soit I' (resp. I') la classe des graphes G qui peuvent étre obtenus par des opérations
de 1-sommes a partir d’un cycle sans corde C (resp. une aréte e) et une famille de
cycles a b sommets de telle maniere que les sommets d’articulation appartiennent tous
a C (resp. e). Pour donner une caractérisation compléte du polytope Pp(G) quand G
est un cactus, nous avons besoin de connaitre de telles caractérisations pour les graphes
de T' et I".

Si G est un graphe de I", il n’est pas difficile de voir que le polytope Pp(G)

est donné par les contraintes (1.1) - (1.3) et les contraintes associées aux cycles. Par
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conséquent d’apres le corollaire 2.11, si G est un arbre alors le polytope Pp(G) est com-
pletement décrit par les contraintes triviales et les contraintes de voisinage. Ceci peut
etre également obtenu comme un cas particulier d’un résultat plus général concernant
les graphes fortement a cordes[37].

Un ordre d’élimination fort d’'un graphe G = (V, E) est un ordre wvy,...,v, des
sommets tel que
a) Pour tout triplet (2, j, k), sl 1 <7 <k et vj, vp € N(v;) alors v € N(v,).
b) Pour chaque quadruplet (z, 7, k, 1), si : <7 < k<, vg, vi € N(v;) et v € N(v;)
alors v; € N(v;).

Un graphe est dit fortement & cordes ( strongly chordal ) s’il admet un ordre d’élimination
fort. La classe des graphes fortement a cordes contient par exemple les arbres.

Une matrice en 0 — 1 est dite équilibrée [15] si elle ne contient pas comme sous
matrice, la matrice d’incidence d’un cycle impair (une matrice d’incidence d’un cycle
est telle que la somme des coefficients dans chaque ligne et chaque colonne est égale a
2). Et elle est dite totalement équilibrée [43] si elle ne contient pas comme sous matrice
une matrice d’incidence d’un cycle de longueur > 3.

Dans [43] Fulkerson, Hoffman et Oppenheim ont démontré le résultat suivant.

Théoréme 2.16 ([43]) Si A est une matrice équilibrée, alors le polytope

Az > 1
0<z<1

a tous ses points extremes en 0 — 1.

La matrice de voisinage d’un graphe G = (V, E) est la matrice carrée d’ordre |V|
donnée par les inégalités de voisinage associées aux sommets de G. Dans [37] Farber
a étudié la relation entre les graphes fortement a cordes et les matrices totalement
équilibrées. En particulier, il a montré qu’un graphe G est fortement a cordes si et
seulement si la matrice de voisinage de G est totalement équilibrée. Ce résultat et le

théoreme 2.16 nous permettent d’établir le théoreme suivant.

Théoreme 2.17 Si G = (V, E) est fortement d cordes alors Pp(G) est défini par les
inégalités (2.1) - (2.8).

L’inverse de ce théoreme n’est pas vrai. En effet, considérons le cycle a 6 sommets

(numérotés de 1 a 6). Il est simple de voir que la contrainte (1.5) associé & ce cycle est
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redondante par rapport aux contraintes de voisinages. Et en conséquence le polytope
des absorbants de ce cycle est caractérisé par les contraintes (1.1) - (1.3). Par contre la
matrice de voisinage de ce graphe, donnée ci dessous, contient une sous matrice d’un

cycle a 4 sommets et donc le graphe n’est pas fortement a cordes.

123 456
111
111
111
111
1 11
11 1]

Il serait intéréssant de caractériser les graphes dans lesquels Pp(G) peut étre décrit
par les contraintes (1.1) - (1.3). A la lumiere des remarques ci-dessus, une telle carac-
térisation devrait considérer la structure de la matrice de voisinage du graphe. D’apres
le théoreme 2.15, si cette matrice est équilibrée, alors le polytope Pp(G) est donnée
par (1.1) - (1.3). L’exemple suivant montre que l'inverse de cette assertion n’est pas

aussi vral. En effet considérons le graphe G de la figure 2.4.

3

Figure 2.4 :

Il n’est pas difficile de voir que le polytope des absorbants dans ce graphe est donné par
les contraintes (1.1) - (1.3). Cependant la matrice de voisinage de ce graphe, donnée

ci dessous n’est pas équilibrée.
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1 2 3 45
11
111 1
1 11
1 11
1 11

En général, si G est un cactus contenant des cycles, les contraintes (1.1) - (1.3)

En effet,

peuvent ne pas suffir pour caractériser complétement le polytope Pp(G).

considérons par exemple le cactus G = (V, E) de la figure 2.5.

Figure 2.5 :

Pour caractériser Pp(G), nous avons besoin de connaitre les descriptions des polytopes

Pp(Hy) et Pp(H,) ou Hy et H, sont les graphes de la figure 2.6.

H,

Figure 2.6 :

Il est simple de voir qu’un systéeme minimal décrivant Pp(H;) est donné par les con-

traintes (1.1) - (1.3) et les contraintes de type (1.5) associées aux 5-cycles du graphe.
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Le systéme minimal caractérisant Pp(H>) est donné par les mémes types de contraintes

et la contrainte

Z z(u) > 2.

u=3,...,10
Des théoremes 2.6 et 2.9, il s’ensuit qu’une description minimale de Pp(G) est définie

par le systéeme de contraintes suivant.

0<z(u)<l1, pour tout u € V',
z(N(u))>1, pour u € V' \ {2,16},

2.3.2 Pp(G) dans les cactus

Dans cette section nous allons discuter du polytope Pp(G) dans les cactus. Nous
décrivons quelques propriétés structurales des facettes de Pp(G) quand G est un graphe
de I'. Et nous identifions certaines familles de ces facettes. Comme conséquence, nous
obtenons une description compléte du polytope Pp(G) quand G est un cycle. Aussi en
utilisant la technique de composition présentée ci-dessus, nous montrons que pour tout
entier p > 0 fixé, il existe un graphe G qui est un cactus et une contrainte définissant

une facette de Pp(G) avec les coeflicients 0, 1,..., p.

Soit G = (V, E) un graphe de I' obtenu par des opérations de 1-somme a partir
d’un cycle sans corde C = {ug, u1,...,Un_1}, n > 3 et une famille de r 5-cycles,
T,....,T.,r>1 ou Tj = {uy, w!,wl, wl,wi} pour j=1,...,r. Id u; € C et w
et wi sont les sommets de T, adjacents a u;;. On suppose 1; <15 < ... <14,. Pour
deux sommets u; et uj, ¢ < 7, de C, on dénote par C(u;,u;) la chaine u;, uit1,..., u;

de C. D’abord nous décrivons une famille de facettes de Pp(C).

Théoréeme 2.18 Soit W = {uj,,...,u;,} un ensemble de p sommets de C ou p est
impair et j1 < Ja,...,< Jp st t < j. Supposons que |C(uj, uj )| = 3k, ki > 1
pour i =1,...,p (modulo p). Alors la contrainte

2 a(o)+ Y a(v)> Skt 2] (2.43)

veW veC\W =1
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définit une facette de Pp(C).

Preuve. Nous montrons d’abord que (2.43) est valide pour Pp(C). Puisque les con-

traintes de voisinage sont valides pour Pp(C) alors nous avons

m(u.h)

(N (uj; )) >1,

fII(N(’U, —|—3t—|—1)2 s Vt:0,,k1—1,
(N (ujqaeez) > 1, VE=0,... k1,

pour 2 =1,...,p.

En sommant ces contraintes, on obtient

43 z(v)+2 ) = ZZXP:/CZ-—I—p. (2.44)

veW veC\W =1

Comme p est impair, en divisant la contrainte (2.44) par deux et en arrondissant a la

valeur entiére supérieure nous obtenons la validité de (2.43).

Maintenant notons par a’z > a la contrainte (2.43) et supposons qu’il existe une
contrainte bz > B qui définit une facette de Pp(C) telle que
{z € Pp(C) | aTz =a} C{z € Pp(C)| b7z = B}.
Nous allons montrer qu’il existe p > 0 tel que b= pa.
Nous allons montrer dans un premier temps que

_ A. Vv € C(uj«n u’ji+1) \ {u’ji7 u’ji+1}7
bw)=6 ;1 oethcR. (2.45)

Soit t; = k; + ki1 + ke . Considérons les ensembles suivants

S}Z{u‘ji,u‘ji+3t; t:1,,tz}U U Rl )
[=24+2s+1
s=1,..,|52]-1

512 = (Szl \ {uji}) U {u’ji—17 uji+1}
S) = (57 \{wsi}) U{uji-1, ujira}

ol Rl == {ujl_l, Ug+243t ) t= 0, .. kl + kl_|_1 — 1} .
Il n’est pas difficile de vérifier que S}, S? et S? sont des absorbants de C' dont les
vecteurs d’incidence vérifient oz > o & 1’égalité, ceci implique que b7z% = 3,

Vj=1,...,3. Dol
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b(uj;) = b(uji-1) + b(uji11) (2.46)
) = usera) (2.47)
Maintenant, nous allons établir (2.45) d’une maniere récursive. Considérons les

trois ensembles suivants.

Ai = (Szl \ C(u’ji) uji-l'l)) U ({uji+3l+2 ; 1=0,1,...,t— 1} U {uji+3q; g=t,..., k’})’
Al = (AT \ {ujiqae}) U {uji13e41}
Al = (AT \ {ujirae}) U {ujitaes2}

On peut facilement vérifier que ces ensembles sont des absorbants de C' dont les vecteurs

T

. . 7 . N 7 7 z t .
d’incidence vérifient aTz > o & 1’égalité. Par conséquent on a bTz% = B, Vj =

1,...,3. Dela, on déduit
b(wjrar) = b(ujiraer1) = b(ujipaesa), VE=1,... ki — 1. (2.48)
Maintenant si on inverse les roles de uj et uj_ , on obtient par symétrie

b(uji+3ki) = b(uji+3ki—1)7 (2‘49)
b(ujar—2) = b(ujtar-3) = b(ugiqaw-a), Vt'=1,...k —1
En combinant (2.47), (2.48) et (2.49) on obtient (2.45).
Comme bTz% =8 Vi=1,...,p, d’aprés (2.45) et (2.46) on obtient
> Bitae=X Vi=1,...,p (modulo p),
t:O,...,LgJ
pour un certain A € JR. Puisque p est impair, le systeme ci-dessus est non singulier

et il admet, par conséquent, une solution unique. Ceci implique que

Bi=08; Yi,7€{l,...,p};1#7. (2.50)
De (2.46) et (2.50) il en résulte qu’il existe p € R tel que
bv)=p YveC\W,
bv)=2p YveW.
Puisque a’z > o n’est pas une contrainte triviale, alors bz > 8 ne définit pas une
facette triviale. D’apres le lemme 1.2, il en résulte que les coeflicients de & sont tous
non négatifs et au moins un est positif. Cela implique que p > 0. Ce qui termine la

preuve du théoreme. O

Considérons maintenant un graphe G = (V,E) de I'. Soit Ay = {wl,wli; j =

1,...,7}. Dans ce qui suit nous décrivons certaines familles de facettes de Pp(G).
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Théoreme 2.19 Si |C| =3k + 1 od k est un entier positif, alors la contrainte

Sa(@)+ Y (z(wl) +z(wl) > k+1 (2.51)

jec G=1,.,r

définit une facette de Pp(G).

Preuve. Notons par a’z > a la contrainte (2.51) et montrons d’abord qu’elle est

valide pour Pp(G). Soit S € D(G). Soit R C {l,...,7} lensemble des indices

tels que {w!, wi} NS #0. Soit §' =5\ U{w{,wi}) U {us;, w), wh, Vj € R}. 1l
JER

est clair que S’ € D(G). D’apres le lemme 1.5 on a Tz > k+ 1. Or comme

aTzS > aTz% | il en résulte que z° vérifie (2.51).

Maintenant soit b7z > 8 une contrainte définissant une facette de Pp(G) telle que
{z € Pp(G) | aTz = a} C {z € Pp(G) | bTz = B} . Pour montrer que a¥z > o définit
une facette de Pp(@G), il suffit de montrer qu’il existe p > 0 tel que pa =b.
Puisque »_ z(j) > k + 1 définit une facette de Pp(C), il existe |C| absorbants,

jec
S1,-.., 8¢ tels que a’z% = a Vi =1,...,|C| et z,...,25¢l sont linéairement
indépendants. Puisque les ensembles S! = S; U Ag, 2 = 1,...,|C| sont aussi des
! . . .
absorbants de G, on a bT2% =8 Vi =1,...,|C|. Soit M la matrice dont les colonnes
1 51 Sio ; id "écri la fi i
sont les vecteurs z7', ...,z . Le systeme ci dessus peut s’écrire sous la forme suivante

' = (8,...,8),

ou B =p8-— Z b(j). Comme M est non singuliére, ce systéme admet une solution
J€Ao
unique donnée par
BI
Tkt

b(v)

Maintenant considérons un sommet u;; € C'. Soit S; = {uij, Uiiqoq3; T =0,...,k —

1}. Il est simple de vérifier que S; € D(G). Soient

Yo e C. (2.52)

Sz = (5 \ {ui;}) U {wi}, Sa = 51U {w}},
3 = (51 \ {u;;}) U {wi}, S5 = 51U {ws}.

Comme S; € D(G) et aTz% =a Vi =1,...,5, alors bTz% =8 Vi=1,...,5. Ceci

implique que
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b(w]) = b(w]) = b(us;),
b(w3) = b(wy) = 0. } (2.53)

Puisque u;; est arbitraire, d’apres (2.52) et (2.53) on déduit qu’il existe p € R tel que
pa =b. De plus nous avons p > 0. O

Théoréme 2.20 Supposons que |C| = 4k + 2, pour un certain entier k > 1. Sup-

posons que les sommets u;,...,u;, sont tels que r = 2k +1 et u;,, = u;;12 pour
7=0,...,7r—1. Alors la contrainte
Z z(j) > k+1 (2.54)
jec

définit une facette de Pp(G).

Preuve. Supposons, sans perte de généralité, que u; = uo, Ui, = Uz ..., Ui, = Un_2.
On montre d’abord que (2.54) est valide pour Pp(G). Considérons, pour ce faire, les
contraintes de voisinage et triviales suivantes

z(N(u;))>1, Vj=1,3,...,n—1.

z(u;) >0, Vi=1,3,...,n—1.
En sommant ces contraintes, on obtient

2 z(j) >2k+1.
jec

En divisant par deux et en arrondissant le second membre a la partie entiére supérieure,
on obtient la validité de (2.54).
Notons maintenant la contrainte (2.54) par a’z > a. Et supposons qu’il existe une
contrainte bTz > B définissant une facette de Pp(G) telle que
{z € Pp(G) | aTz = a} C {z € Pp(G) | b7z = B}.
Nous allons montrer qu’il existe p > 0 tel que b= pa.

Soit Vo =V \ C. Considérons les ensembles suivants.

Sl = {’U,(), Ug, UGy ... y, Un—s6, ’U,n_4} U %,
Sz = (51 \ {un-4}) U {un-s},
S3 = (51 \ {tn-a}) U{un-2}.

Il est simple de voir que ces ensembles définissent des absorbants de G et leurs vecteurs
d’incidence vérifient a’z > a & ’égalité. D’ott bTz% = B,Vj =1, 2, 3. Il en résulte
que

b(tun—4) = b(tn-3) = b(un_2).
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Puisque les sommets wug, Uz, ...,Un_2 jouent le méme role, on obtient par symétrie

b(uj) = b(uj) 7 #73"- (2.55)

Puisque pour j € Vp, 'ensemble S = S, \ {7} est un absorbant de G dont le vecteur

d’incidence vérifie a2z > a & ’égalité, il en résulte que
b(7)=0 Vj5€Vh. (2.56)

Par (2.55) et (2.56), il existe p € R, tel que b = pa. De plus, comme dans les démon-

strations précédentes, nous avons p > 0. O

Nous allons donner maintenant quelques propriétés structurales des facettes de

Pp(G) quand G est un graphe de I'.

Soit a’z > a une contrainte définissant une facette de Pp(G), différente d’une
contrainte triviale, de voisinage et de cycle a 5 sommets. Par le lemme 1.7, il s’ensuit

que

=1,...,r,
)=0 Vj= ,...,7‘.} (2.57)
Soit
Ay ={A € D(G) | a¥z? = o},

D’apres (2.57),s1 A € A, alors AU Ag € D(G). Pour le reste de cette section tous les
absorbants de A, qui seront considérés sont supposés contenant Ag.

Puisque G ne contient pas de sommets isolés, par le lemme 1.1, Pp(G) est de pleine
dimension. Ceci implique que Pp(G) posséde une description minimale unique (a
des coefficients multiplicateurs prés ) par des contraintes linéaires. Par conséquent, les
seules inégalités satisfaites a 1’égalité par les vecteurs d’incidence de tous les membres
de A, sont des multiples, par des coefficients positifs, de a¥z > «.

Soit C* 'ensemble des sommets v de C tel que v soit de degré 2 ou v = u,;; pour un

certain j € {1,...,r} ou a(w{) > 0. Nous avons les lemmes suivants.

Lemme 2.21 Si v € C*, alors il eziste un absorbant A € A, tel que |AN N(v)| > 2
et (ANN(w))CC.
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Preuve. Puisque a’z > « est différente des contraintes de voisinage, il doit exister
un absorbant A € A, tel que |[ANN(v)| > 2. Si v est de degré 2, alors il est clair que
(AN N(v)) € C. Maintenant supposons que v = u;; et (AN N(v)) € C. Donc on
peut supposer, sans perte de généralité, que w? € A. Soit A’ = (A\{w{}) U {wg, wé}
Puisque AN (N(uy;)\ {w{}) # 0, il en résulte que A’ est un absorbant de G. Puisque
T 4/

a(w{ >0 et a(wg) = a(wg) = 0, celaimplique que a < a, ce qui est impossible. O

Lemme 2.22 57 a(u;) < a(uit1), a(uir2) (resp. a(u;) < a(ui-1), a(u;—2) ) pour un
certain 1 et u;ia € C* (resp.u;_o € C* ) alors, on a l'une des deuz égalités suivantes.
o) = auisr) ov a(u) = a(uiss)

(resp. a(u;) = a(u;i—1) ou a(u;) = a(u,—2) ).

( Les indices sont considérés modulo r.)

Preuve. Nous montrons le lemme pour wu;;5. Le résultat s’établit par symétrie pour
u;_3. Considérons u; 5 € C*. Par le lemme 2.21, il existe un absorbant A € A, tel
que |[AN N(uiz2)| >2 et (AN N(wit2)) € {whit1, Wit2, Uirs}-

- Si{uit1, vit2} € A ou {uit1, uips} € A, alors soit A’ = (A\ {wit1})U{u;}. Comme
A" € D(G), il s’ensuit que a(u;) > a(uit1). Puisque a(w;) < a(u;41) alors on a
a(u;) = a(uip1) .

- Si {uita, uirs} € A, alors considérons l'ensemble A" = (A \ {u;32}) U {w;}. Puisque
A" € D(G) on a a(u;) > a(u;42) et par conséquent a(u;) = a(u;42). O

Lemme 2.23 Soient u;; et u;,, k> j, deuz sommets de C tels que a(w.

— 1
p—
Il

. N
g
Lot
p—
Il

0. Supposons que la chaine C(ui41, usy-1) C C* et |C(ugq1, Uip—1)
ao = min{a(w), l=1;+1,...,5, — 1}. Alors

i) a(ui;41) = a(ug;—1) = ao .

) St |C(ti;41, Uip—1)] > 3 et a(w) > ao pour un certain 1 € {i;+1,...,1 — 1}, tel
que [ —22>1;+1 et [+2< 1, —1, alors

a(ui—2) = a(ui—1) = ag et a(uira2) = a(u41) = ao (2.58)

Preuve. i) Puisque a’z > o est différente d’une contrainte triviale, il existe deux

absorbants A; et A, de A, tels que u;; 11 € A1 et u; 1 € Ay ( Les deux absorbants
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A; et A, peuvent étre les mémes. )
Considérons les ensembles

AL = (A {uia}) U{wd, w0}
Ay = (A2 \ {ui—1}) U {wf, us o}

Il est clair que A3, A} € D(G). Comme a(w{) = a(wk) = 0, il en résulte que
a(ui;12) > a(ug11) et a(ug,_2) > alug,—1). (2.59)
Maintenant, on montre que
Vie{i;+1,...,u — 1}, a(w)=ao ou a(ui41) = ao. (2.60)

En effet, si ceci n’est pas le cas alors il existerait une chaine wug, ujyq, ..., uige, telle
que [ >2;+1,t>1, I+t <1, a(up) >ao pour p=1,...,1+1t et a(u_1) = ao ou
a(urye1) = ao.-

Si a(uiyeq1) = ao, (dans ce cas [+ ¢+ 1 <1 ) puisque w441 € C*, ceci contredit
le lemme 2.22 par rapport & Uiys—1, Uits, Yire+1. O a(ui—1) = ag on obtient une con-
tradiction d’une maniere similaire. En conséquence, par (2.59) et (2.60), on obtient
a(ui;11) = a(us—1) = ao.

De plus si |C(ui;41, us—1)| = 3 (resp. [C(ui;11, ui,—1)| = 4) alors pour aux moins

deux (resp. trois ) sommets dans C(u;;41, %i,—1) on a a(u;) = ag.

ii) Maintenant, supposons pour un certain I € {uj41, us—1}, ot 1 —2 > 4; +1 et

[4+2 <1 —1 quel’on a a(u;) > ao. Alors par (2.60), on a
a(ui—1) = a(uip1) = ao.

Sil—2=4;+1et [+2=14,—1,alors d’aprési) on a a(ui_2) = a(ui42) = ao et donc
(2.58) est vérifiée.
Supposons par exemple que [ +2 < i — 1 et a(uiy2) > ao. Par (2.60) on a

Tz > a est différente d’une contrainte de voisinage et

a(ui4s) = ag. Puisque a
w41 € C*, par le lemme 2.21, il existe un absorbant A € A, tel que |[ANN(uy1)| > 2
et ANN(ui41) CC. Si uy € A (resp. wia € A), alors A" = (A\{wi})U{wi—1} (resp.
A" = (A\{wis2}) U {uiy3} ) est un absorbant de G. Ceci implique que a(ui—1) > a(w)

(resp. a(uiy3) > a(uiy2) ) ce qui est impossible. O
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Lemme 2.24 Si u;; € C\ C* et uj;_1, u;41 € C* alors

a(u;;) = a(ug;—1) = aug;41) - (2.61)
Preuve. D’abord nous montrons que

a(uy;) > a(ui;-1), } (2.62)
a(ui;) > a(tg41) -

Comme afz > a est une contrainte non triviale, il existe un absorbant A € A, con-
tenant Uj;—1 -
Si uy;—p & C* alors soit A" = (A \ {ug;-1})U {wl™?, ui; } . Puisque A’ € D(G) on a
a(ui;—1) < a(w{_z) + a(u;;). Comme a(w{_z) =0, il en résulte que a(us;-1) < a(uy;).
Maintenant, supposons que u;;_y € C*. Soit A" = (A\{ui;_1})U{us;_2, w{} Puisque
A" € D(G), on a a(u;;—2) > a(ui;—1). D’autre part, comme aTz > a est différente
de la contrainte de voisinage associée au sommet wu,,_», par le lemme 2.21, il existe un
ensemble A € A, tel que |AN N(ug;—2)] > 2 et AN N(ug;—2) € C.
Si u;;_1 € A, alors 'ensemble (A \ {u;;_1}) U {u;;} est un absorbant de G. Ce qui
implique que a(u;;) > a(u;—1).
S1 g1 ¢ A, alors u;; -3 et u; o € A et par conséquent l’ensemble de sommets
(A\ {ui;—2}) U {u;;} est un absorbant de G. D’ou a(u;;) > a(us;—2). Puisque
a(ui;—2) > a(u;—1) il en résulte que a(u;;) > a(u;;—1). Par conséquent, nous avons
a(u;;) > a(ui;—1). Maintenant, par symétrie, nous obtenons aussi a(u;;) > a(ui;41).
Ce qui établit (2.62).
Puisque aT
le lemme 2.21, il existe un ensemble A; € A, tel que |[A; N N(u;11)| > 2 et
A1 N N(ug;41) €C.

z > a est différente d’une contrainte de voisinage et wu;;11 € C, par

Cas 1. ug41, Ui;42 € Ay . Alors les ensembles (A \ {ui;41})U{us; } et (Ar\{ui;41})U

u;,_1} sont tous les deux des absorbants de G. Ce qui implique que
; t tous les deux des absorbants de G. Ce qui implique q

o) > afuis ),
2.63
a(ti;—1) > a(Ui;41) .- (2.63)
Puisque u;;_1 € C*, par le lemme 2.22, on doit avoir soit a(us41) = a(u;;) soit
a(ui;+1) = a(ui;—1), on peut supposer, sans perte de généralité, que a(u;41) = aluy;).

D’ou par (2.63), a(ui;—1) > a(u;;). D’apres (2.62), on obtient a(u;—1) = a(u;;) =
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a(ui;41) -
(Si a(ui;—1) = a(ui;41), on peut montrer d’une maniere similaire, en considérant un
absorbant A, € A, tel que [As N N(uj;—1)| > 2 et Ay N N(uy;—1) € C, que (2.61) est

vérifiée. )

Cas 2. u;; € A;. Puisque (A; \ {ug;}) U {u;;—1} est un absorbant de G on obtient
a(ui;—1) > a(uy;) . Et par (2.62), on a a(ui;—1) = a(uy;).
Maintenant en considérant I’absorbant A, introduit ci dessus, on peut montrer d’une

maniere similaire que a(u;;) = a(u;;11) et par conséquent (2.61) est vérifiée. O

Lemme 2.25 Soit G € T'. Pourtout i € {1,...,n}, au moins une des deuz assertions
sutvantes est vérifice.

o) ous) < alussa),

b) a(uit1) < a(uisa),

Preuve. Nous distinguons deux cas:

Cas 1. u; € C*. Puisque aTz > « est différente d’une contrainte de voisinage, par
le lemme 2.21 il existe A tel que |A N {wi_1,u;, w1} > 2.

- Si u;, uipr € A, soit A" = (A N\ {uit1}) U {ui42}. Comme A’ € D(G) alors on a
a(uir1) < auirz) .

- Si wi_1, u; € A, alors considérons ’ensemble A’ = (A \ {u;}) U {u;41}. Il est clair
que A' € D(G). D’ou a(u;) < a(ut1) .

Cas 2. u, € C*

Cas 2.1. u;_1,u;+1 € C*. D’apres le lemme 2.24 on a a(u;) = a(u;41) et donc a) est
vérifiée.

Cas 2.2. w;—y ¢ C*. 1l existe un absorbant A € A, tel que v, € A. D’ou
(A\ {w;})U {w’i_l,wi_l,ui+1} est un absorbant de G et donc a(u;) < a(uiy1).

Cas 2.3. u;—1 € C* et u;41 € C*. 1l existe un absorbant A € A, tel que u;4; € A.
Soit I’ensemble A’ = (A\ {u;1}) U {wt, wi, u;12}. Ona A’ € D(G) et donc a(u;ys) >

a(tipr). O
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Lemme 2.26 [l n’eziste pas de sommet u; € C tel que min(a(u;), a(uir1)) > min(a(ui—1), a(uiy2))

Preuve. Supposons qu’il existe un sommet u; € C' qui contredit le lemme. Sans perte

de généralité on peut supposer que a(u;—1) < a(uita).

Cas 1. u;y1 € C*.

D’apres le lemme 2.21, il existe un absorbant A € A, tel que |[{u;, w11, usp2}NA| > 2.
- Si u; € A alors soit A" = (A\ {w;}) U{u;_1}. Puisque A’ € D(G), il en résulte que
a(u;) < a(u;—1), une contradiction.

- Si u; € A alors u;pq € A. Soit A" = (a\ {vit1}) U {ui—1}. Comme A" € D(G), on

doit avoir a(u;41) < a(u;—1), ce qui est impossible.

Cas 2. u;41 € C*.
Puisque a’z > o est différente d’une contrainte triviale, il doit exister un absorbant
Ac A, telque u; € A. Soit A’ = (A\ {w;})U{ui_q,wi™, wit'}. Puisque A’ € D(G)

et a(wit!) = a(wi™) =0, il s’ensuit que a(u;_1) > a(w;), ce qui est impossible. O

Lemme 2.27 Si pour un sommet u;, € C on a a(u;) > a(u;41), alors
aui2) = ofus 1) = a(uisn) = a(uir2) (2.64)

Preuve. Par le lemme 2.25, il en résulte que a(u;11) < a(u;42). Supposons que
a(uir1) < a(uiya). Alors par le lemme 2.26 on a a(u;1+3) = a(uiy1). Aussi par le méme

lemme, on déduit que a(u;—1) = a(uit1).

Cas 1. u;y1 € C*.

Par le lemme 2.21, il existe un absorbant A € A, tel que |[{u;,uir1,uita} N Al > 2.
Donc AN {u;,uira} #0. Si u; € A (resp. uzp € A) alors A" = (A\ {u;}) U {ui_1}
(resp. A’ = (A\ {uiy2}) U {uiss}) est un absorbant de G. Mais on a a¥z% < a, ce

qui est impossible.

Cas 2. u;41 € C*.

T

Puisque a’z > o est une contrainte non triviale, il existe un absorbant A € A,

tel que u;y3 € A. Soit A’ = (A \ {u;y2}) U {tiys, wit? wi?}. Ona A’ € D(@G).
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Puisque a(wi*?) = a(wi™®) = 0 et a(uiys) > a(wiya), il en résulte que o”z* < a,
ce qui est une contradiction. Dot a(u;41) = a(u;42). Les égalités (2.64) s’obtiennent

donc par symétrie. O

Remarque 2.4 D’apres les lemmes 2.26 et 2.27, une des assertions suivantes est véri-
fiée.

i) a(u;) = a(u;) ¥i,5 € {0,...,n — 1},

i) Il existe p sommets vy,...,v, de C tels que a(v;) > ao Vi=1,...,p et a(u;) = ao

Vu; € C\ {v1,...,vp} ou ao = min{a(u;), 1 =0,...,n—1}.

Lemme 2.28 Soit o’z > a une contrainte valide pour Pp(G). Soient u; et uj,

1 < 7 deuz sommets de C tels que

1) a(ui—1) = a(w) Vu; € C(uit1, j-1),
w)  aui-1) < a(w), a(u;),
112) w soit de degré 2, Vup € C(uiy1, ujo1)-

Alors |C(uig1, uj—1)| = 3t o t est un entier positif.

Preuve. Supposons le contraire.Considérons un absorbant A de G tel que a’z4 = «.

Assertion 1. Si |C(ui1, uj—1)| = 3t'+2, t' > 0 alors u, € A si et seulement si
uU; € A.

Preuve. En effet, si A contient wu; alors A doit contenir les sommets u; i35, s =
0,...,t" + 1. Supposons que ceci n’est pas le cas, et que A contient par exemple
U;43s,—1 pour un certain sg € {0,...,t'+1}. On peut supposer, sans perte de général-
ité, que u;43s,—1 est le premier sommet rencontré en allant de u; a u; qui ne soit pas
de type u;43, et qui appartienne a A. Donc uiy3,...,%i43(s,-1) € A. Maintenant,
considérons I'ensemble A’ = (A\{u;, Uits, .- -, Uita(so—1)}) U{Uiz1, Uita, - Uit3so—a) -
Il est simple de voir que A est un absorbant de G. Puisque a(u;—1) = a(w) Yy €
C(uiy1, uj—1) et a(u;—1) < a(u;) il en résulte que aTz4 < a, ce qui est impossible.
Par conséquent, u;43, € A, Vs =0,...,t'+1. D'ou u; € A. Si u; € A, alors par

symétrie u; € A.

Assertion 2. Si |C(uitq, uj—1)| =3t"+1, ¢’ >0 alors
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AN C(ui, uj)| =t + 1. (2.65)

Preuve. Supposons d’abord que u; € A. Alors comme on a vu dans 1’assertion 1, A
doit contenir les sommets u;43, s =1,...,¢' + 1 (notez ici que 14+ 3(¢'+1)=7+1).
Alors (2.65) est vérifiée. Si u; ¢ A, alors on peut supposer par symétrie que u; & A.
Il n’est pas difficile de voir dans ce cas qu’exactement t'+1 sommets de C(u;t1, uj_1)

sont nécessaires pour absorber cette chaine. D’ou (2.65) est vérifiée.

D’apres ’assertion 1 (resp. ’assertion 2 ) tout absorbant A € A, vérifie I’équation

z(u;) — z(u;) =0 (2.66)
(resp. oo oz(g)=t+ 1) (2.67)
7€0(ui, uj)
Puisque a’z = a n’est ni un multiple de (2.66) ni un multiple de (2.67) alors le fait

que a’z > a définisse une facette est contredit. O

Théoreme 2.29 Pp(C) est défini par les contraintes triviales, de voisinage et les con-

traintes (1.5) et (2.43)

Preuve. Soit a¥z > « une contrainte qui définit une facette de Pp(C) différente

d’une facette triviale et d’une facette de voisinage. Si a(u) = a(v) Yu, v € V, alors

aTz > a est de la forme de (1.5) (i.e > z(5) > [g-‘ ) . Maintenant supposons

jec

quil existe p sommets uj,...,u;, de V tels que a(uj) > ao, Vo = 1,...,p ou
ao = min{a(v); v € V} et 51 < ja < ... < jJp. D’apreés la remarque 2.4, nous
avons a(u) = a0 Yv € V \ {u;,...,u;,}. Et d’apreés le lemme 2.28, nous avons

|C(Ujyt1,Ujpyr—1)| = 3tk, t > 0,Ve=1,...,p (modulo p).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que a(u;,) = 2a0 Vk=1,...,p. Puisque a’z >
a est différente d’une contrainte triviale, il existe un absorbant A € A, contenant

uj, . Soit A" = (A\ {u;, }) U{uj,—1,uj,+1}. Il est évident que A’ € D(G). D’ou
a(uz) < auje-1) + a(ujes1) (2.68)

D’autre part on peut voir, comme cela est fait dans la démonstration du théoreme

2.18, que tout absorbant A € A, contient dans ce cas, au plus un sommet parmi
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{uj,,...,u;}. Et il doit exister au moins un absorbant A € A, ne contenant aucun
u;, . Pour tout k € {1,...,p}, on peut construire un absorbant A’ de telle maniere
que uj, ¢ A, et

{1, Wjp—a, Wjpr1, ujral © Ao Soit A" = (A\ {uj-1, uje}) U {uj,}. Puisque
A’ € D(C) il en résulte que

a(uz) > auje-1) + a(ujes1) (2.69)

Par (2.68) et (2.69), on a a(u;,) = 2a0. Ceci implique que a¥z > a est de la forme
(2.43). O

Le dominant d’un polyedre P C IR} est donnée par Do(P) = P + R} . Etant
donné un vecteur ¢ € R} de poids non négatif le probleme min{cz, z € P} est
équivalent au programme min{cz, z € Do(P)}. En conséquence, étant donné un
probléme d’optimisation combinatoire de la forme min{c(F), F € F C 2%} ou E est
un ensemble fini donné et ¢ > 0, pour ramener le probleme a un programme linéaire,
il suffit d’avoir une description du dominant du polyedre des solutions. Une telle de-
scription est généralement plus simple a obtenir que celle du polyédre lui méme. Dans
certains cas, une caractérisation du polyedre peut étre obtenue de celle du dominant

en ajoutant les contraintes de bornes.

Etant donné un ensemble fini E , un ensemble F C 2% est dit fermé si étant donnés
FeF et FFCFE avec F C F' alors F' € F. Dans [67], Rais montre que F est
fermé si et seulement si P = Do(P)N{z(e) <1, Ye€ E} ou P = conv{zf, F € F}.

Etant donné un graphe G = (V, E), les absorbants de G forment un ensemble

fermé. Donc d’apres le résultat de Rais
Pp(G) = Do(Pp(G))N{z(z) <1, Vie V}.

Ceci montre que déterminer le dominant du polytope des absorbants est un probleme
aussi difficile que déterminer le polyedre lui méme.
Remarquons ici que si F est fermé, le polyedre obtenu a partir de P en supprimant

les contraintes z(e) <1, e € E ne difinit pas nécessairement le dominant de P.
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Dans la suite nous étudions la relation entre les facettes de Pp(G) et celles de Pp(G)
ot G est la l-somme du graphe G est du 5-cycle. Ici le graphe G est quelconque. Le

théoréme suivant décrit une procédure de construction de facettes de Pp(G).

Théoréme 2.30 Soient G = (V, E) un graphe et a¥z > a une contrainte définissant
une facette de Pp(G). Soient uw € V et § = min{a(v), v € N(u)}. Soit G = (V, E)
un graphe obtenu comme la 1-somme de G et un 5—cycle C = {u, wy, ws, w3, ws} o2
{u}=CnV.

i) Si aTz > a est valide pour Pp(G) alors aTz > a définit une facette de Pp(G).

i) Si aTxz > an’est pas valide pour Pp(G) et s’il existe un absorbant A* de G tel que
aTz?" = a, A*N Ng(u) = {a} # {u} et A* N Ng(a) # 0 ou 4 est un sommet de
Ng(u) tel que a(u)=6. Alors

aTz + 8(z(w; + z(wy)) > . (2.70)

définit une facette de Pp(G).

Preuve. i) Puisque a’z > o est valide pour Pp(G), il suffit d’exhiber |V| = |V]|+4
absorbants de G = (V, E), dont les vecteurs d’incidence vérifient a¥z > o a 1’égalité
et ils sont linéairement indépendants. Comme a’z > o définit une facette de Pp(G),

il existe |V| absorbants de G, Si,...,Sy| tels que a¥z% = a, Vi = 1,...,|V] et

S1

25, ..., 25" sont linéairement indépendants. Considérons les ensembles suivants

S! = 5, U {w,, wz}, pourz=1,...,|V],
i1 = S1U{wi},
itz = 51U {wa},

Ships = (51 \ {wa}) U {wi},
ita = (51 \ {ws}) U{wa}.

Il est clair que S € D(G) et TzS5i=a Vi=1,..., |V|. De plus, il n’est pas difficile

. ’ S/_ . . .
de vérifier que z51,...,2" 17! sont linéairement indépendants.

ii) Notons la contrainte (2.70) par o"z > o . Montrons d’abord que o'’z > o
est valide pour Pp(G). Soient S un absorbant de G et S = S\ {wy,...,ws}. Si S est
un absorbant de G, alors o 5> aTz5 > a. Si S nlest pas un absorbant de G alors
SN {wy,ws} #0 et SN Ng(u) = 0. Supposons que w; € § et soit §' = S U {a}. Il
est clair que S’ € D(G). D’ou o 25 > oTa" + a(wy) > a¥z% > a. Ce qui implique
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que o'z > o est valide pour Pp(G).
Maintenant considérons les ensembles suivants

A; =85!, pouri=1,...,|V],

K]

A|V|+1 = (A* \ {ﬂ’}) U {w17w27w3} )

A|V|+2 = (A* \ {ﬂ’}) U {’LU4,’LU2,’LU3} )

A|V|+3 = (A* \ {ﬂ’}) U {w17w3} ’

Apyia = (A" \ {u}) U {ws, wa} .
Il est simple de voir que A; € D(G) et o"z4 = o Vj =1,...,|V|]. De plus
g4 ... z" sont linéairement indépendants. O

Le théoreme suivant décrit la procédure inverse du théoreme 2.30.

Théoréme 2.31 Soit G = (V,E) un graphe qui est la 1-somme d’un graphe G =

(V,E) et un cycle C = {u, wi,wy, w3, wa} ot {u} = CNV. Soit o"z > o une

contrainte définissant une facette de Pp(G) telle que a'(7) = a'(w1) = a'(wy) > 0 ou

u est un sommet de Ng(u) tel que a'(4) = min{a'(v); v € Ng(u)}. Soit
a(v)=d'(w) YweV,

a=ca.
Alors aTz > a définit une facette de Pp(G).

Preuve. Il est évident que a¥z > a est valide pour Pp(G). Puisque o'"z > o définit
une facette de Pp(G), alors il existe |V| absorbants S, ..., S|V| de G = (V, E) dont les
vecteurs d’incidence vérifient o'’z > o' & I’égalité et sont linéairement indépendants.

On peut supposer que les ensembles S, ..., §|V| de G = (V, E) sont ordonnés de telle

maniere que Ng(u)NS; # 0 pour i =1,...,t et Ng(u)NS; =0 pour 1 = t+1,...,|V].

Comme a'(w;) = a/(wy) > 0,0onaalors wy, wy € S;Vi=1,...,t et |[{wy, wa}NG;| =1

Vi=t+1,...,|V].

Soient A; = S; \ {wy, ws, ws,wa} Vi =1,...,|V|. Considérons les ensembles suivants
S; = A; Vi=1,...,t,

Si:AiU{’l_l,} V’i:t+1,...,|V|.

Soit M (resp. M) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d’incidence de
S1,..., S|V| (resp. S1,...,8|p)). Soit M’ la matrice obtenue de M en sommant les

lignes correspondant a w; et wy et en ajoutant la ligne obtenue a celle qui correspond
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4 %. On peut remarquer que M est la sous matrice de M’ obtenue en supprimant les
lignes correspondant a wy,...,ws. Ceci implique que M est de rang |V, et par con-
séquent il existe |V| absorbants de G parmi S, ..., Sy dont les vecteurs d’incidence
vérifient a I’égalité a¥z > « et sont linéairement indépendants. D’ott a¥z > o définit

une facette de Pp(G). O

2.3.3 Exemples

Dans cette section nous appliquons les procédures ci-dessus pour construire des
facettes de Pp(G) ou G est un cactus. Ces procédures vont permettre de construire
des facettes avec des coefficients 1, 2,..., p ou p est un entier fixé. Considérons les

graphes (a) et (b) de la figure 2.7.

10 11

Figure 2.7 :
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D’apres les théoremes 2.18 et 2.30, la contrainte
2 ) e+ Y =()>5
J=1,2,3 j=1,...,16
définit une facette pour le polytope des absorbants du premier graphe, et par le

théoréme 2.19 la contrainte

> xz(j) >3

7=1,...,9

définit une facette pour le polytope des absorbants du deuxieme graphe.
En identifiant le sommet 1 de chaque graphe et en supprimant les 5-cycles correspon-

dants, on obtient le graphe de la figure 2.8.

Figure 2.8 :

Le théoreme 2.9 permet de construire une facette pour le polytope des absorbants

du graphe de la figure 2.8. Cette contrainte a pour second membre 7 et pour support,
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tous les sommets du graphes. Seuls les coeflicients différents de 1 sont mentionnés sur

la figure.

Considérons maintenant le graphe de la figure 2.9. Ce graphe est obtenu comme
une 1-somme du graphe de la figure 2.8 et du graphe H apres suppression des 5-cycles.
Ici H est le graphe obtenu & partir du graphe (a) de la figure 2.7 en supprimant les
sommets {15,...,18}.

Figure 2.9 :
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D’apres le théoreme 2.31, la contrainte

2 > a(i)+ X w(j)>5

3=1,2,3 j=1,...,14

définit une facette pour le polytope Pp(H).

Par le théoreme 2.9, le graphe G de la figure 2.9 est le support d’une facette du poly-
tope Pp(G). Les coefficients différents de 1 de la contrainte définissant cette facette,
sont mentionnés sur la figure. Notons qu’un des coefficients est 3. Ceci nous permet

de donner la remarque suivante.

Remarque 2.5 Etant donné un entier p > 0, il existe un graphe G € C (C est la

classe des cactus) tel que Pp(G) ait une facette avec les coefficients 1, 2,...,p.

Bien que le probleme de 1’absorbant minimum dans un cactus soit linéaire, le poly-
tope associé ne parait pas avoir une description simple. Une telle description doit
utiliser la procédure décrite par le théoreme 2.9 ainsi qu’une description complete du
polytope Pp(G) dans la classe I'. Pour cette classe les résultats donnés ci dessus nous

motivent a donner la conjecture suivante.

Conjecture 2.6 Si G est un graphe de T', alors une contrainte différente des con-
traintes triviales et des contraintes de voisinage définit une facette de Pp(G) si et
seulement si elle peut étre obtenue d partir d’une contrainte de Pp(C) par application

répétitive de la procédure du théoréme 2.30.

La caractérisation de plusieurs polytopes associés a des problemes d’optimisation
combinatoire ( comme les problémes du stable, du voyageur de commerce, du sous
graphe biparti et de ’absorbant ) dans un graphe G décomposable en G; et G, suiv-
ant une certaine opération de décomposition, dépend des systemes caractérisant les
poly&dres associés 3 deux graphes Gy et G, liés & Gy et Go. Si ces systémes sont
simples a déterminer pour les briques de G, la procédure de composition des polyedres

permettrait d’avoir une description complete du polyedre dans G.

Dans le cas du polytope des absorbants, les graphes augmentés G; et G, sont défi-

nis en ajoutant un cycle a b sommets adjacent au sommet d’articulation. Pour définir
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de tels graphes, on peut également penser a une opération plus simple qui consisterait
a ajouter une aréte adjacente au sommet d’articulation ( au lieu d’ajouter un 5-cycle ).
Les graphes Gy et G, ainsi définis ne peuvent donner lieu & des opérations de mixage
de contraintes qui permettraient d’avoir une description complete du polytope Pp(G).

Par exemple considérons le graphe G de la figure 2.10.

2
8 6
1
3
7 5
4
G
2
9 1
H I 4
7 2
1
6 3
5 4
J
Figure 2.10 :

Le polytope Pp(G) ne peut pas étre décrit ( par des opérations de mixage simples ) a

partir des systémes décrivant les polytopes Pp(H) et Pp(I). En effet, il est facile de
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voir que les contraintes

> #(j) =2

7=1,...,6

z(N(1))>1
définissent des facettes de Pp(G). Par contre aucune de ces contraintes ne peut étre
obtenue en mixant des contraintes définissant des facettes de Pp(H) et Pp(I), respec-
tivement. Ici le polytope Pp(I) est donné par les contraintes de voisinage associées
aux sommets {2, 3, 4, 9}.
Aussi pour le graphe J de la figure 2.10, la contrainte

> xz(j) >3

7=1,...,7

définit une facette de Pp(J). Par contre cette contrainte ne peut pas étre générée a

partir des facettes de Pp(7).

Nous concluons ce chapitre en mentionnant deux généralisations du probleme de
I’absorbant qui méritent d’étre étudiées.
La premiere généralisation possible est la suivante: Soit G = (V, E) un graphe. Soit
T C V un sous ensemble donné de V. Un sous ensemble § C V est dit T'—absorbant
si pour tout 7 € T'\ §, il existe au moins un sommet de S adjacent & 7. Le probléme

considéré correspond au casou T =V .

A notre connaissance, cette version généralisée du probleme de I’absorbant n’a pas
été considérée dans la littérature. Il serait donc intéressant d’avoir des résultats ( méme

préliminaires ) sur cette généralisation.

La deuxieme généralisation consiste a considérer le probleme de I’absorbant dans
les graphes orientés. Etant donné un graphe orienté G = (V, E), un sous ensemble
S CV est dit absorbant si pour tout : € V' \ S, il existe au moins un sommet j € S
tel que (7,7) soit un arc de E. Ainsi le probléeme de I’absorbant dans un graphe G
non orienté peut étre ramené au probleme de ’absorbant dans un graphe orienté en
considérant deux arcs (z,7) et (,2) pour toute aréte 75 du graphe G.

Le probleme de l’absorbant dans les graphes orientés est tres lié au probleme dit du

mariage.
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Le probléme de mariage ( cf. Gale et Shapley [44] ) consiste a former des couples a
partir de deux ensembles M et W (hommes et femmes ) ou chaque élément d’un en-
semble a un ordre de préférence sur les éléments de 'autre ensemble. Chaque élément

d’un ensemble doit se trouver dans un nombre déterminé de couples.

Un couple (z,y) est dit acceptable si = (y) appartient a la liste des éléments
préférés par y (z). Un mariage est un ensemble de couples acceptables ou chaque
élément est marié ou resté célibataire.

Un probleme de mariage peut étre modélisé par un graphe orienté ou les sommets
représentent les couples accéptables et les arcs représentent les ordres de préférence. 11
y a un arc entre deux sommets si et seulement si un individu x est présent dans les
deux sommets. L’orientation de 1’arc est fixée par la préférence de z entre les deux
autres individus présents dans ces sommets.

Un mariage est dit stable (cf. Gale et Shapley [44]) est un mariage dans lequel il
n’existe pas deux éléments qui, en réalisant ensemble un nouveau couple, obtiendraient
tous deux un meilleur résultat. En d’autres termes, il n’existe pas un couple (z,y) du
mariage et deux éléments =’ € M et y' € W tel que 2’ soit préférable a y de z et
y' soit préférable & z de y. Gale et Shapley [44] ont donné un algorithme permettant

de calculer un mariage stable.

Etant donné un graphe orienté G = (V| E), un ensemble de sommets S C V est
dit stable si pour tout s € S, il n’existe pas de successeurs a s dans S. S est dit
noyau de G si S est a la fois un stable et un absorbant de G.

Le résultat suivant établi par Maffray [56] caractérise les sommets d’un graphe corre-

spondant aux mariages stables.

Théoréeme 2.32 ([56]) Un ensemble de sommets S de G (définissant un probléme
de mariage ) est l’ensemble des sommets réalisés par un mariage stable si et seulement

st S est un noyau de G.

Dans [68] Ratier introduit des simplifications sur les graphes du mariage, qui ont
permis de mieux clarifier certains résultats et propriétés connus sur les mariages stables.
Il a également étudié le polytope dont les points extrémes sont les vecteurs représentat-

ifs des mariages stables. Il a donné une caractérisation des faces de ce polytope. Une
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description compléte de ce polytope est obtenue par Vande Vate [76] et Rothblum [70].
Pour plus de détails sur ce sujet le lecteur peut consulter [2, 48, 68, 69].
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Chapitre 3

Construction de facettes

Dans ce chapitre, nous allons étudier certaines procédures qui permettent de con-
struire des facettes de Pp(G) & partir de facettes ou G est obtenu a partir d’un autre

graphe.

Un sommet u dans un graphe est dit universel si u est adjacent a tous les sommets
du graphe G.

Une paire de sommets (u, v) dans un graphe G = (V, E) est dite une paire de
poles, si u (resp. v ) est universel dans G\ v (resp. G\ u) et u et v ne sont pas
adjacents. Ici G\ u (resp. G \ v) est le graphe obtenu de G en supprimant u (resp.

v ) et toutes les arétes adjacentes a u (resp. v).

3.1 Ajout d’un sommet universel

Soit G = (V, E) un graphe et soit G, = (V', E’) le graphe obtenu de G en ajoutant
un sommet universel u. Par conséquent G, est obtenu en ajoutant le sommet u et les
arétes uv ,pour tout v € V. L’objet de ce paragraphe est d’examiner la relation qui

existe entre les facettes de Pp(G) et celles de Pp(G,,).

Lemme 3.1 Soit aTz > o une contrainte non triviale définissant une facette pour

Pp(Gy). Alors a(u) = a.

Preuve. D’abord il est clair que a(u) > a. Sinon, pour 'ensemble A = {u}, qui est

un absorbant de Gy, on aurait a’2# < a, une contradiction.

73
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Maintenant supposons que a(u) > a. Alors tout absorbant A’ dont le vecteur d’incidence
vérifie alz > o & ’égalité ne contient pas u. Mais dans ce cas, a’z > « serait équiva-

lente & la contrainte z(u) > 0. Ceci contredit le fait que aTz > « est non triviale. O

Théoréme 3.2 Soit a’z + a(u)z(u) > a une contrainte non triviale qui définit une
facette de Pp(G,). Et soient les deuz conditions suivantes :

i) Il existe un absorbant Sy de G tel que So N (V\V,) =0 et aTz™ = a.

i) V="V,

Si une des conditions i) et ii) est vérifiée alors a¥xz > a définit une facette de Pp(G).

Preuve. Il n’est pas difficile de voir que a’z > « est valide pour Pp(G). Dans la
suite, nous allons montrer qu’il existe |V| absorbants de G dont les vecteurs d’incidence
vérifient a’z > a a 1’égalité et sont linéairement indépendants.

Supposons que i) est vérifiée. Puisque a’z + a(u)z(u) > o définit une facette de
Pp(G.), il existe |V| +1 absorbants de G, S1,. .., Sjy|+1 dont les vecteurs d’incidence
vérifient aTz + a(u)z(u) > a a I’égalité et sont linéairement indépendants. Sans perte
de généralité, on peut supposer que les absorbants Sy, ..., Sjy|4+1 sont ordonnés de telle
maniere que Sy, ..., S, contiennent u et Sy41,..., S|v|4+1 ne contiennent pas u. Puisque
les ensembles Sy et {u} ont des vecteurs d’incidence qui vérifient aTz > a & I'égalité

et sont linéairement indépendants, on peut poser Sy = S,11 et S; = {u}.

Soit M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs z5t,...,z5V1+1. Supposons que
la derniere ligne de M est associée a u. M peut étre écrite de la maniere suivante
0

: M, M,

0
u 1 1 ....1 0 ...0
ou M; et M, sont des matricesen 0 — 1. Maintenant faisons les remarques suivantes :
Tout ensemble S;, 2 € {r +1,...,|V|+ 1}, est aussi un absorbant de G. Et pour tout
absorbant S;,2 € {1,...,7},on a

a(v)=0 Yve S\ {u}. (3.1)

Considérons maintenant les ensembles suivants.
Sl=85 1 U(Si\{u}), :=2,...,7,
S/ =35, t=r+1,..,|V|+1.

K]
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Il est évident que les S! sont des absorbants dans G. De plus, par (3.1) on a aTz = a,

pourz=1,...,|V|+ 1.
Si M’ est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d’incidence des absorbants S,

1=2,...,|V| 41, alors M’ peut étre obtenue a partir de la matrice
M” — M1 M2

par des opérations élémentaires sur les colonnes. Puisque la matrice M” est non sin-

guliere alors M’ ’est aussi.

Si V. =V, alors dans ce cas » = 1, et les restrictions des ensembles S;, = =
2,...,|V|+1 sont des absorbants dans G dont les vecteurs d’incidence vérifient a’z > «

a 1’égalité et sont linéairement indépendants. O

Théoréme 3.3 Soit a’z > o une contrainte qui définit une facette de Pp(G). Alors

aTz + az(u) > a définit une facette de Pp(G,,).

Preuve. Il est évident que a’z + az(u) > a est valide pour Pp(G,). Maintenant,
puisque a’z > o définit une facette de Pp(G) alors il existe |V| absorbants Si, ..., Sy

dont les vecteurs d’incidence vérifient afz

= a pour 1 = 1,...,|V| et sont linéaire-
ment indépendants.
Les ensembles S1,..., S|y, Sjvj4+1 = {u} sont des absorbants de G, et leurs vecteurs

d’incidence vérifient aTx + az(u) > o al’égalité et sont linéairement indépendants. O

La procédure décrite par le théoréeme 3.2 permet de construire des facettes de G a
partir des facettes de G, si les conditions i) et/ou ii) sont vérifiées. Les conditions i)
et ii) ne peuvent étre vérifiées si le graphe G contient des sommets isolés. Mais méme
dans ce cas, la contrainte a’z > « peut définir une facette de G, comme le montre
I’exemple suivant :

Considérons le graphe G, donné par la figure 3.1

Le sommet 5 est universel dans G,,. La contrainte de voisinage z(1) + z(2) + z(5) > 1

associée au sommet 2 (et au sommet 1) définit une facette de Pp(G,). Et la contrainte
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Figure 3.1 :

z(1) + z(2) > 1 définit une facette dans Pp(G), alors que les sommets 3 et 4 sont des
sommets isolés dans G.

Cette discussion motive la conjecture suivante.

Conjecture : Si aTz + az(u) > o définit une facette de Pp(G,) alors az > «

définit une facette de Pp(G).

3.2 Ajout d’une paire de podles

Soit G’ = (V', E') le graphe obtenu de G = (V, E) en ajoutant une paire de poles
(u, v). Par conséquent G’ est obtenu de G en ajoutant les sommet u et v, et les
arétes uj, vy pour tout 7 € V. Nous donnons dans ce paragraphe une procédure de

construction de facettes pour Pp(G').

Théoréme 3.4 (a) Soit a¥z > a une contrainte non triviale qui définit une facette de
Pp(G). Supposons que G ne contient pas de sommet universel. Soit ag = min{a(j), j €
V}. Soit G' = (V', E') le graphe obtenu de G en ajoutant une paire de pdles (u1,us)
G. Souent . . .

a(j)=aly) VieV,

a'(j) =a—ao Vj € {u,ua},

o =a.

Alors o'z > o définit une facette de Pp(G").

(b) Soit G' = (V', E') un graphe et a"z > o une contrainte non triviale définissant
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une facette de Pp(G'). Supposons qu’il eziste deur sommets (u1,us) formant une paire
de poles dans G'. Alors
i) a'(u1) = a'(ug) > 0,
it) Sl existe un absorbant Sy € D(G') contenant uy, us dont le vecteur d’incidence
vérifie o’z > o & Uégalité, alors o’z > o est la contrainte
> a(j)>2. (3.2)
jev’
Preuve. (a) Montrons d’abord que a"z > o est valide pour Pp(G"). Soit S €
D(G"). Si uj,us ¢ S alors il est clair que a"z5 > o'. Maintenant supposons que
SN|{u1,us}| = 1. Puisque S doit contenir au moins un sommet de V pour absorber u,
ou usq, on doit avoir a5 > o Siug ,Ug € § alors a5 > 20— 2ay. Puisque a7z > o
définit une facette non triviale de Pp(G), il doit exister un absorbant A € D(G) con-
tenant un sommet jo tel que a(jo) = ao et dont le vecteur d’incidence vérifie afz > a
a l’égalité. Puisque G ne contient pas de sommets universels, A doit contenir au moins
un autre sommet différent de 7o. Mais cela implique que 2a9 < a. Et par conséquent,

T . T .
on a a" % > ', ce qui montre que @’ = > o' est valide pour Pp(G").

Maintenant, puisque a’z > a définit une facette non triviale de Pp(G), il doit exister
|V| absorbants Si,. .., S| tels que a’z% = a pours=1,...,|V]et 2%,...,2°VI sont
linéairement indépendants. Soient les ensembles
Sl=25; 1=1,...,|V],
Sivi+1 = {1, jo},
itz = {ue, jo}-

11 est évident que les S; définissent des absorbants dans G’. De plus on a o 5% = o

pour i =1,...,|V|+2et 2% i=1,...,|V| + 2 sont linéairement indépendants.

(b) i) Comme a'"z > o définit une facette non triviale de Pp(G'"), il doit exister un
absorbant S contenant u; tel que a’ 25 = o',

Si S = {u1,us} alors a'(u1) = a'(uz). En effet si ce n’etait pas le cas, nous pou-
vons supposer, sans perte de généralité, que a’(u1) > a'(uz), et nous aurons a'(y) >
a'(u1), V7 € V. Comme G ne contient pas de sommet isolé alors ceci contredit le fait
qu’il doit aussi exister un absorbant ne contenant pas u; et dont le vecteur d’incidence

. T .
vérifie a z > o a I'égalité.
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Siuy ¢ S alors soit S' = (S \ {u1}) U {us}. Puisque §' € D(G'), on doit avoir
a'(uz) > a'(uq).

Par symétrie, on obtient a'(u;) > a'(u2) et donc a'(u1) = a'(ua).

Maintenant si a'(u;) = a’(u2) = 0, puisque {u1,us} est un absorbant de G, il en résulte
que o = 0 et a/(yj) = 0, V5 € V. Nous avons une contradiction. Cela implique que
a'(ur) = a'(uz) > 0.

ii) Supposons qu’il existe un absorbant So € D(G') contenant uq, u, tel que o % =
o'. Comme {u1,us} est un absorbant et par i) a’(u;) = a’(u2), on a a'(u1) = a'(u2) =
a'/2. Pour montrer l'assertion, il suffit de montrer que a'(j) = o'/2 V5 € V. Il est
clair que a'(3) > &//2 V5 € V. Si pour un certain 7 € V, a'(j) < &'/2, ensemble
{7, u1} serait un absorbant de G’ dont le vecteur d’incidence ne vérifie pas oz > o,

une contradiction.

Maintenant, supposons que a/(j) > a'/2 pour un certain j € V. Comme "z > o

est différente d’une contrainte triviale, il doit exister un absorbant S’ contenant j tel
! . . . . .
5" = o!. Puisque G’ est sans sommet universel, S’ doit contenir au moins un

Sl

T
que o’ z

autre sommet différent de 5. Mais ceci implique que a’” z° > «, une contradiction.

Par conséquent a'(j) = &'/2 et donc a'"z > o est de la forme donnée par (3.2). O

Remarque 3.1 Si aTz + a(u;)z(u;) + a(uz)z(uz) > o est une contrainte qui définit
une facette de Pp(G'), u; et u, étant une paire de poles de G, alors aTz > « est valide
pour Pp(G) ou G est le graphe obtenu en supprimant u; et up. Mais elle peut ne pas

définir une facette.

En effet, considérons le graphe G' = (V', E') de la figure 3.2.

Il est facile de voir que la contrainte 28: z(7) > 2 définit une facette de Pp(G'). Par
6 =
contre la contrainte »_ z(j) > 2, qui est valide pour Pp(G) out G est le cycle sur les
sommets {1,..., 6},J;éut etre obtenue a partir des contraintes de voisinage associées
aux sommets 3 et 6 dans G. Nous remarquons cependant que la contrainte 28: z(j) > 2
j=1
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Figure 3.2 :

de Pp(G') a la méme forme que la contrainte donnée par (3.2).

3.3 Substitution d’une aréte par une chaine

Dans cette section, nous donnons une procédure de construction de facettes pour
Pp(G') lorsque G’ est obtenu & partir d’un graphe G, en remplagant une aréte de G

par une chaine de longueur 3.

Théoréme 3.5 Soit G = (V, E) un graphe et e = uv une aréte de E. Soit a’z > «
une contrainte qui définit une facette de Pp(G).

Supposons que a(u) = a(v) = a* —a > 0 ou o = min{aTz’ | S soit un absorbant
contenant u et v}. Supposons aussi que a’z > a est valide pour Pp(G \ u) et
Pp(G\v)).

Soit G = (V' E'") le graphe obtenu a partir de G en remplacant laréte uv par la
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chaine (u, w, z, v) (voir figure 3.8). Soient

a'(y) = a(y) VieV,
d'(w) =a'(z) = a* — a,
o =a*.

Alors "z > o définit une facette de Pp(@).

Figure 3.3 :

Preuve. Montrons d’abord que a’" z > o est valide pour Pp(G"). Soit §' € D(@G).

TS > o* par définition de o*.

Siu, v € S alors a
SiueSetvdg S (veSetuds), alors {w, 2} NS #£0. De plus §' = S\ {w, z} est
un absorbant de G. Dot o 25 = o725 + (a* — a) > a*.

Donc supposons que u,v ¢ S. Siw, z € §, alors 8" = (5 \ {w, z}) U {u} est un

absorbant de G. D’ou

o 25 = oS — a(u) + d'(w) + a'(2),
> a—(af—a)+2(e —a),
> a*.

SiwecSetzg S(w¢gSetze§)alorssoit S =5\ {w}. Puisque S est un absorbant

de G \ v, alors par notre hypothese on a aTz% > a. Dot o 25 = aT25 + a'(w) > a*.

Maintenant pour montrer que a’" z > o' définit une facette de Pp(G'"), il reste a exhiber
|V|+2 absorbants de @’ dont les vecteurs d’incidence vérifient o’z > o' & I’égalité et
sont linéairement indépendants. Puisque a’z > o définit une facette de Pp(G), il existe

|V| absorbants de G, Si, ..., S| tels que a”z% = apours =1,...,|V|et %, .. 25V
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sont linéairement indépendants. On peut supposer que les S; sont ordonnés de telle
maniere que Sy, ..., S, contiennent v mais pas v, Sry1,..., 5 contiennent v mais pas
u et Sii1,..., 5y ne contiennent ni u, ni v.

Remarquons ici que puisque a* > «, aucun des ensembles 5; ne peut contenir les
sommets u et v en méme temps. De plus, nous avons ¢t < |V|. En effet, si ceci n’est
pas le cas alors on a % (u)+ 2% (v) = 1, V2 = 1,...,|V|. Mais dans ce cas, a’z > a ne

peut pas définir une facette, une contradiction. Enfin dénotons par S* un absorbant

de G contenant u et v et tel que a¥z* = o.
Examinons les ensembles suivants.
S{ZSZ'U{Z} V’i:1,...,T,
SI =5, U {w} Vi=r+1,...,t,
SI =5, U {w} Vi=t+1,...,|V],
it = Ser1 U{z},

! _ *
Il est facile de voir que ces ensembles sont des absorbants de G’ dont les vecteurs

d’incidence vérifient aTz®" > o* & I’égalité. Notons par M la matrice dont les colonnes

sont les vecteurs 5, ¢ = 1,...,|V], et par M’ la matrice dont les colonnes sont les
vecteurs S!, 1 =1,...,|V|+2. M’ peut s’ecrire comme suit :
My M;
M = ul 1--- ... 1 0 v --- 0 0--- --- 0 01
ol 00 ... 0 1--- --- 1 0 v --- 0 01
wl 0.+ . 0 1--- --- 1 1--v --- 1 00
Z| 1o e 1 0 v --- 0 0--- --- 0 10 |
r t—r V|-t

ou M] et M, sont des matricesen 0—1. Notons ici que la sous matrice de M’ donnée par
les |V| premieres lignes et les |V| premieres colonnes n’est rien d’autre que la matrice
M. Notons aussi que la premiere colonne de M, coincide avec la colonne ¢ + 1 de Mj.
Soit M" la matrice obtenue de M’ en multipliant la derniére ligne par —1 et en lui
ajoutant la ligne associée a u. Remarquons que M” contient uniquement des zéros dans
les |V| premieres colonnes de sa derniére ligne.

Puisque a¥z% = o, 1 = 1,...,|V]| et a¥25 = a*, alors en multipliant chaque ligne
de M" associée & un sommet 7 € V par a(j) et en sommant toutes les lignes ainsi

obtenues on obtient une ligne ayant la forme suivante
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(a7 ...... a,a,a*), (3‘3)

En ajoutant a la ligne de M” associée au sommet w la ligne (3.3) divisée par —a et

la ligne associée & u, on obtient une matrice M" ayant la forme suivante.

M m —

Puisque M est non singuliere, il en résulte que M" l’est aussi et donc M’ est non

singuliere. Ce qui termine la démonstration du théoréme. O

3.4 Duplication de sommets

Nous allons décrire dans la suite une procédure qui permet de construire des facettes
de Pp(G) quand G est obtenu par des opérations de duplication de sommets. Nous

décrivons également une procédure inverse.

Théoréme 3.6 (Duplication d’un sommet) Soit G = (V, E) un graphe et a’z >
a une contrainte non triviale définissant une facette de Pp(G). Soit v € V. Soit
G = (V',E') un graphe obtenu de G en ajoutant un sommet v’ et les arétes v'j pour

7 € N(v). Soient

]

(7)) =a(s), Vi€V,
(V') = a(v),

!

R 8
I
Q

Alors "z > o définit une facette de Pp(@).

Preuve. Il est simple de voir que @’ z > o est valide pour Pp(G"). Puisque a’z > o
définit une facette de Pp(G), il existe |V| absorbants Si,..., Sy tels que a’2% =
a,Vi=1,...,|V|et 25, ..., 25" sont linéairement indépendants. Puisque a’z > «
est non triviale, il doit exister un absorbant parmi Si,..., S|y|, contenant v. On peut
supposer que v € 5;. Considérons les ensembles
Sl=5; Vi=1,...,|V],
i = (51 \ {v}) U{v'}
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. ;. T !
qui sont tous des absorbants dans G'. Ces ensembles vérifient a’ 2% = «, pour

. ’ S/ ., . ,
i=1,...,|V|+1etz5,... 2 Ivitt sont linéairement indépendants. O

De ce théoréeme, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.7 (Remplacement d’un sommet par une clique) Soit G = (V, E)
un graphe et a¥z > o une contrainte non triviale définissant une facette de Pp(G).
Soitv € V. Soit G' = (V', E') le graphe obtenu d partir de G en ajoutant k sommets
V1,...,Vk, oU k est quelconque, et les arétes v;j, Ve =1,...,k; pour tout j € N(v)U
{v1, .., Vi—1,%it1,. ..,V (le sous graphe induit par vy, ...,vi est une clique). Soient
a(j)=alj), Vi€V,
( N=av) Ve=1,...,k,

a:a

SN

Alors "z > o définit une facette de Pp(@).

L’inverse de ce corollaire est aussi vrai comme le montre le théoréme suivant.

Théoréeme 3.8 Soient G' = (V', E') un graphe et o'z > o une contrainte qui définit
une facette de Pp(G'). Soient vy,...,vk, k> 2 des sommets de G'.

Supposons que le sous graphe induit par vy, ..., v; est une clique et que N(v;) = N(v;),
Vi,7 =1,...,k; 1 # 7. Alors

(a) o'(vi) =a'(vj), Vi,7 =1,...,k; 1 # 7.

(b) Sia(v;) >0, Vi =1,...,k, et si G = (V,E) est le graphe obtenu de G' en

supprimant les sommets vy, ..., vy alors la contrainte ¥z > a ou
a(j) =d'(5), Vi€V,
a=dao

définit une facette de Pp(G).

Preuve. (a) Soit A = man {a'(v;), 1 = 1,...,k}. Supposons qu’il existe un sommet
vy, 7 € {1,...,k}, tel que v, > A. Alors tout absorbant dont le vecteur d’incidence
vérifie a’" z > o & I’égalité ne peut contenir v,, une contradiction.

Par conséquent, on a a'(v;) = a'(v;), Vi, 5 =1,...,k; 1 # 7.
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(b) D’abord, comme tout absorbant dans G est aussi absorbant dans G’, il en découle
que a’z > a est valide pour Pp(G).

Comme o’z > o définit une facette de Pp(('), il existe |V’| absorbants 5!, ..., v
dont les vecteurs d’incidence vérifient la contrainte a’" z > o & I’égalité et sont linéaire-
ment indépendants. Sans perte de généralité, on peut supposer que les S} sont ordonnés
de telle maniere que S!N{vi,...,vx} #Z O pour i =1,...,p et SIN{vy,...,vx} = 0 pour
1=p+1,...,|V’|. Puisque a'" z > o est une contrainte non trivialeona 0 < p < |V'].

Soient les ensembles

Si=(SI\ {va,...,ueH) U{v1} Vi=1,...,p,
S, = 8! Vi=p+1,...,|V].

Les ensembles S; définissent des absorbants dans G. En effet, ceci est clair pour les
Si,i=p+1,...,|V']. St S!N{v,...,ve} # 0, puisque N(v;) = N(v;), il en découle

que S; est un absorbant dans G.

Maintenant, comme a'(v;) > 0 Vi = 1,...,k, et les sommets v;, = = 1,...,k ont le
meéme ensemble voisinage, les ensembles S!, : = 1,...,p contiennent exactement un
seul sommet parmi {vy,...,vx}. Par conséquent,ona p==%.

Soit M’ la matrice dont les colonnes sont les vecteurs des ensembles S}, 7 =1,...,|V’|.

M’ peut se présenter sous la forme ci-dessous.
! !
M, M,
o
M = vy

M, 0

Vr L _
—— N —
E V| -k
ou M;, M, et Mj sont des matrices en 0 — 1. Mj; est, & des permutations de colonnes

pres, la matrice diagonale.

Soit M" la matrice obtenue de M’ en ajoutant a la ligne associée a wv; les lignes
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correspondant & vs,...,vg. M" peut s’ecrire comme suit
! !
M M;
M = wvi|1...... 1 Q- --- 0
V2
Yii
M; 0
Vg L J
ou Mj est la sous matrice formée par les lignes correspondant a vy, ..., v.

Soit M la matrice formée par les |V'| premiéres lignes de M". On peut remarquer que les
colonnes de M correspondent aux vecteurs d’incidence des ensembles S;, 2 = 1,...,|V’].

De plus, il est clair que M est de rang |V|. O

Théoréme 3.9 Soit G = (V, E) un graphe et a’z > o une contrainte définissant une
facette de Pp(G). Soit v € V. Soit N*(v) = {v1,...,vk}. Supposons que pour tout
absorbant A € D(G), aTz*\W) > o — aoq, pour un certain ¢ € IN ou k et q sont
premiers entre euz. Supposons que pour tout absorbant S € D(G) tel que v & S et
aTz® = a, on a |[N*(v)N S| = q. Supposons que a(v;) = a(v;) = ao Yv;, v; € N*(v)
et a(v) = aoq. Supposons que pour tout v;, il eziste un absorbant A; € D(G) tel que
v & A, aTzdi = a et AN {vr,...,ve} = {vi, Vi1, .., Virq1} ou les indices sont
modulo k.

Soit G' = (V', E') le graphe obtenu de G en ajoutant sur chaque aréte vv;, 1 =1,...,k,

un sommet v; de degré 2. Soient

a'(7) = al(s), Vi€ V\{v},
a”(v'f):a’fh Vi:l;"wp;

o(v) = aolk — )
o' =a+ak—q).

Alors "z > o définit une facette de Pp(@).

Preuve. Montrons d’abord que '’z > o est valide pour Pp(G"). Soit S§' € D(G").
Supposons que v € S'. Soit § = (5'\ Ner(v)) U {w; | v} € S'}. Rappelons que Ng:/(v)
désigne ’ensemble de voisinage de v dans G’ (i.e Neo(v) ={v, v}, 2 =1,...,k}). 1l
n’est pas difficile de voir que S constitue un absorbant de G. De plus

g aT 2% +a'(v),
+ ao(k —q),

a

VIV

a
al
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Siv ¢ §', considérons I’ensemble § = (S'\ Ng/(v))U{v; | v} € S'}. Notons que N*(v)
S. T est évident que S € D(G). D’apres ’hypothese ci-dessus on a aT g5\ (v)

vV 1N

b \
a— agq. D'ou
8 oTgN'() 4 g7 S\ ()
kag+ o — aoq ,

o .

a

VIV

Supposons maintenant qu’il existe une contrainte b7z > B qui définit une facette de

Pp(G') telle que

{z € Pp(G) | "z =0d'} C{z € Pp(G) | bz = B}

Pour montrer que o’ z > o définit une facette de Pp(G'") il suffit de montrer qu’il
existe p > 0 tel que a’ = pb.
On montre d’abord que b(v)) = b(v;) Ve = 1,...,k. Pour ce faire, considérons les

ensembles
S'LI =AU {'Ui-l-q; Vitqt1y .- - 7U'i+k—1} Vi = 17 .. '7k7
Si=A,U{v} Vi=1,... k.
Il est clair que S, 5’1' € D(G') Vi =1,...,k. Puisque o/ 2% = o 25 = o Vi =
1,...,k, il en résulte que b7z% = pTz5 = B Y. =1,..

. .
systeme suivant

., k. D’ou nous avons le

LT =4
ou

01 1
: 0

g |0 1

L = g+1 1 7
|
0

11 1

b = (b(vy),...,b(v;)) et B = (b(v),...,b(v)). Puisque k et g sont premiers entre
eux, il s’ensuit que L est non singuliére et le systeme ci-dessus a comme solution

b(v)

b(v)) = k—q:)\ pour 2 =1,...,k et un certain A € R".

Dans ce qui suit nous montrons que b(v;) = A Vi =1,..., k. En effet, considérons de
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nouveau les ensembles S/ introduits ci-dessus. Soit 5] = (5! \ {v,,}) U{vit¢}. Puisque
S! et S! sont des absorbants de G et o’ 25 = ¢/ 2% = o’ on a

0=b"25% — 725 = b(vi,,) — b(vitq)

D’ou
b(v;) =b(v))=AVe=1,...,k
et b(v)=(k—q)A.
Maintenant puisque a’z > o définit une facette de Pp(G), il existe |V| absorbants
Si,...,Sy| de G, tels que az% = a pour 1+ = 1,...,|V| et les 2%,...,25VI sont
linéairement indépendants. Considérons les ensembles suivants
S{ZSZU{U;|U1€SZ} Si’UQ/SZ',
S!=(S\{vHu{vy,...,v} sivedsS;.

Notons que d’apres les hypotheses, S; NV N*(v) =0 si v € S;. Il est simple de voir que

Sl € D(G') et o' 25 = o pour i = 1,...,|V|]. Ainsi bT2% = B pouri=1,...,|V]|.
D’ot on a le systeme suivant

¥YM =p4'
ou M est la matrice dont les lignes sont les vecteurs d’incidence de Sj,..., |'V|,

b =(b3), 5eV)et f'=(8—-(k=g)A....0—(k—q)A)
Puisque M est non singuliere, le systeme ci-dessus admet une solution unique donnée

par
. a(7)(8—(k—q)A .

b(j) = I EZDD 5 vy gy
B—(k—q)
. o
Puisque a’ z = o est une contrainte non triviale, il s’ensuit que bz > B est aussi non

Sion pose p = ,ona b= pad.
triviale. Et d’apres le lemme 1.2 b > 0 et on a au moins un des b; qui est stricte-

ment positif. Ceciimplique que p > 0, ce qui termine la démonstration du théoreme. O

3.5 2-somme et facettes

Dans cette section, nous allons étudier des procédures de composition de facettes
quand le graphe G = (V, E) est une 2-somme de deux graphes G; = (Vi,E;) et
Gy = (Va, E,). Nous allons montrer que des contraintes définissant des facettes pour
le polytope des absorbants dans les graphes G; et G5 peuvent engendrer des facettes
de Pp(G).
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3.5.1 Graphes auxiliaires et contraintes mixées

Soient G = (V, E) un graphe, la 2-somme de deux graphes G; = (V1, E;) et Gy =
(Va, E3), et uv 'aréte commune & Gy et Ga. Soit Gy = (Vi, Ex), k = 1,2, le graphe
obtenu a partir de G, en ajoutant deux sommets w; et ws, et les arétes uwy, wiw,, vw;.
Et soit G = (f/k, E’k), k =1,2, le graphe obtenu a partir de G en ajoutant un sommet
w et les arétes uw et vw (voir figure 3.4). Les graphes Gy et Gi, k = 1,2 seront dits

graphes auziliaires.

U
v
Gy
U Wy U
w
v Wao v
ék Gk
Figure 3.4 :

Le théoréme suivant établit la relation entre les contraintes non triviales définissant
des facettes de Pp(Gg) et dont le support ne contient pas u et v a la fois et celles

ayant la méme structure et définissant des facettes de Pp(ék).

Théoréme 3.10 Une contrainte a’z > o dont le support V, est tel que |V,N{u, v}| <
1 définit une facette de Pp(Gy) si et seulement si elle définit une facette de Pp(Gy).

Preuve. Nous allons supposer que a’z > « est de la forme
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> a(9)z2(s) + 2(u) > @ (3.4)

jer\{u7v}

La démonstration pour les autres cas est similaire.

(=) Montrons d’abord que aTz > o reste valide pour Pp(ék). Considérons un ab-
sorbant S € D(ék) Siw ¢ S, alors S € D(Gi) et par conséquent a’z > o est
vérifiée par 5. Siw € S et {u,v} NS # 0, alors ensemble §’ = S\ {w} est
TS T

un absorbant de Gg. D’ou « = aTz% > a. Maintenant supposons que w € S

et {u,v}NS =0. Soit S* = (5 \ {w})U {v}. Puisque S* est un absorbant de Gy
et a(v) =0, alors a¥2° = aTz5" > a. Par consquent a’z > a est valide pour Pp(ék).
Comme a’z > a définit une facette pour Pp(Gy), il existe |V;| absorbants Si, . . ., S|

de G} dont les vecteurs d’incidence vérifient a¥z > o a 1’égalité et sont linéairement
indépendants. On peut supposer que les ensembles 51, ..., Sy,| sont ordonnés de telle
maniere que Si,...,S; intersectent {u, v} et Si11,..., S|y, ne contiennent ni w ni
v. Notons que t > 0, puisque a’z > o est différente d’une contrainte triviale. Con-
sidérons les ensembles suivants

Sl= 5 Vi=1,...,t,

Sl= S;U{w}, Ve=t+1,...,|Vil,

S|'Vk|_|_1 = S U{w}.

Il est évident que ces ensembles définissent des absorbants dans Gy . De plus leurs

vecteurs d’incidence vérifient a¥z > o a 1’égalité et sont linéairement indépendants.

(<=) Supposons maintenant que a¥z > a définit une facette de Pp(ék). Il est clair

que aTz > a est valide pour Pp(Gy). Il suffit donc de montrer qu'il existe |Vj|

absorbants de G} dont les vecteurs d’incidence vérifient a¥z > a & 1'egalité et sont
linéairement indépendants.

Puisque a’z > o définit une facette de Pp(ék), alors il existe |T~/k| absorbants 51, ..., Sm|

S;

~ . ~ S5 ., .
de Gy tels que a7z = a, pour i = 1,...,|Vi| et °,...,2° %! sont linéairement in-

dépendants. On peut supposer que les ensembles S; sont ordonnés de telle maniere

St
y - -

que z z5" ne contiennent pas w, £+, ... 2% contiennent w et au moins un

°?
. S5 . .
sommet parmi {u, v}, et xS+ .. "% contiennent w, mais aucun des sommets

u, v. Soit M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d’incidence de S;. M a
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donc la forme suivante:

|f};€| - 3{ Ml M3 M5
M = U
0 --v --- 0
v M, M, 0 oo e 0
0 - .- 0 1 -« --- 1 1 cee ons 1]
r s—r |f/k| _ s
ou My, ..., Ms sont des matricesen 0, 1. Les trois dernieres lignes de M corespondent

aux sommets u, v, w.
Soient les ensembles suivants

S = 8\ {w}, Vi=1,..,s, _
Si= (S \{wh) Ufo}, Vi=s+1,...,|l.

Il est simple de voir que les ensembles S/, : = 1,..., |T~/k| définissent des absorbants
dans Gg et les vecteurs z% vérifient aTz > o 3 I’égalité. Soit A la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs d’incidence des S, 2 = 1,..., |T~/k| . A peut s’ecrire comme
suit :
M,  M; My
A=
0 --v --- 0
M. M.
v 2 4 1

Maintenant pour montrer que a¥z > a définit une facette de Pp(Gy), il suffit de
montrer que A est de rang |Vi| = |Vi| — 1.

Puisque a®z > a est une contrainte non triviale, il doit exister un absorbant S €
D(Gy) tel que v ¢ Set az% = a. Soient §' = SU{w} et §" = SU{v, w}. Comme
S, 8" D(Gy), aTz® = aT2%" = a et 25 et 2% sont linéairement indépendants, on
peut supposer que S’ = 5,1 et 5" =5,.5.

Maintenant soit M’ la matrice obtenue de M en retranchant la colonne r +1 de la

colonne r + 2 et en ajoutant la colonne ainsi obtenue a chacune des colonnes s +
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1,...,|Vi|. Alors M’ a la forme suivante:
M, Ms; My
M =
u 0 v ven 0
v M, M, 1
wl 0 e e 0 1 oo .- 1T 1 cvn oen 1

En supprimant la derniére ligne de M’ on obtient la matrice A. Puisque M’ est non

singuliére et de rang |Vi| + 1, il en résulte que A est de rang |Vi|. O

Le lemme suivant établit des relations entre des facettes de Pp(ék) et PD(Gk)

Lemme 3.11 Soit o’z > a une contrainte définissant une facette de Pp(ék) telle

que a(u) =a(v) =ao >0 et a(w) =0. Alors a¥z > a définit une facette de Pp(Gy).

Preuve. Soit S € D(G). Comme S’ = (S \ {wi, wa}) U {w} est un absorbant de
Gy alors aTz5% = aTz% > a. Cela montre la validité de o7z > « pour PD(Gk).
Puisque a’z > o définit une facette de PD(@k), il doit exister |T~/k| absorbants Si,..., Sm|

dans G dont les vecteurs d’incidence vérifient aTx > « a 1’égalité et sont linéairement

indépendants. Comme cette contrainte est non triviale , on peut supposer que Sy,

ne contient pas w. Examinons les |Vi| (= |Vi| + 1) ensembles suivants:

Si=(Si\{w) U{wy, ws}, siweS;, i=1,...,|Vil -1,

S! =5, U {w:}, siwd S, i=1,...,|Vl,
ter = Sy U {we}
On peut vérifier facilement que les ensembles S!, 7 = 1,...,|Vi| définissent des ab-
sorbants dans Gy et a:si,...,azs(‘_’ﬂ vérifient aTz > a a légalité. Soit M (resp.
M') la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d’incidence de S, ..., Sm| (resp.

LR}

La matrice M’ peut étre présentée sous la forme
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. Y Sll‘"/ | N . . .
ouf o=z et les deux dernieres lignes correspondent respectivement a wy, ws.

Soit aT = (a%, 0). En multipliant chaque ligne [ de M’ par a(l) et en sommant les
lignes ainsi obtenues, on obtient le vecteur (,...,a). En divisant ce vecteur par «

et le retranchant a la derniere ligne de M’, on obtient la matrice M” suivante:

M "

Comme M est non singuliere, ceci implique que M’ I’est aussi. Ce qui montre que les

/ S!_ . . . .
vecteurs z°1,...,z || sont linéairement indépendants et donc a¥z > a définit une

facette dans Pp(Gy). O

Lemme 3.12 Soit a¥z > o une contrainte qui définit une facette de Pp(Gy) tel que

a(u) = a(v) > 0. Soit a* = min{a®z’ | S € D(Gi) et u,v € S}. Supposons que

Sl

ap = o —a = a(u) = a(v). Supposons que aTz® > a pour tout S’ absorbant de

G\u (G\v). Alors la contrainte o’ z > o' telle que
()
(7)

!

(7) Vie W,
o Vj € {w, wa},

!
!

QR
[

a
a

a*

Q
I

?

définit une facette de Pp(Gy).

Preuve. Montrons d’abord que "z > o est valide pour Pp(Gy). Soient S € D(Gy)
et S=28\{wy, wy}.

- Si Sn{wy, wa} # 0 et SN{u, v} # 0 alors S € D(G}) et par conséquent a” ¥ > o' .
-Si Sn{wy, wo} = {wi} et SN{u, v} = 0 alors S est un absorbant de G\v. Comme
aTz% > a, il en résulte que o’ z° > o' .

- Si Sn{ws, wy} = {w,} et SN{u, v} = 0, de la méme maniére on obtient o’ z° > o' .
- Si SN{w1, we} = 0 alors u, v € §. Par notre hypothese on doit avoir aTz5 > a+tao.
- Si wy, wy €S et SN {u, v} =0 alors soit S = (§\ {wy, wo}) U{v}. S est un

absorbant de Gy . Puisque a¥z% > a et a(v) = ao il s’ensuit que o 55>
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Maintenant pour montrer que o’z > o définit une facette de Pp(Gy), il suffit
d’exhiber |V|+2 absorbants De Gy, dont les vecteurs d’incidence vérifient oz>d
a 1’égalité et sont linéairement indépendants.

Comme aTz > o définit une facette de Pp(Gy) alors il existe |V| absorbants de Gy,

Si,..., Sy tels que aTz% = a, Vi =1,...,|V| et 2z%,...,2°VI sont linéairement
indépendants. Noter que |S; N {u,v}| <1 Ve = 1,...,|V|. Donc les ensembles
Siy vt =1,...,|V| peuvent étre ordonnés de telle maniere que S; N {u, v} = {u}

pour 2 = 1,...,7; SiN{u,v} = {v} pour i = r+1,...,5 et S;N{u,v} =10
pour ¢ = s+ 1,...,|V|. Puisque a¥z > a est non triviale, il existe au moins un
ensemble parmi Si,..., Sy, contenant v mais pas v. Aussi il existe un S; tel que
S; N {u, v} = 0. On suppose que ces absorbants sont respectivement S; et S,y;. En
effet si ceci n’est pas le cas alors pour tout S;, : =1,...,|V|, onaura |S;N{u, v}| =1,

une contradiction. Soient les ensembles suivants.

S,L'U{’wg}, V’I::]_,...,’f‘,
S; U{w:}, Vi=r+1,...,s,
Si: SZ'U{’wl}, V’i:T+1,...,|V|,
S+ = S1 U{v},
Sz = Ser1 U {wa}.
Il n’est pas difficile de voir que les ensembles S;,7 = 1,...,|V|+2 sont des absorbants

=S . . . T . . .
de Gy et que leurs vecteurs d’incidence vérifient o' z > o' a 1’égalité et sont linéaire-

ment indépendants. O

Théoréme 3.13 Soit G = (V,E) la 2-somme de G, et Gy. Soient aTz > a et
Tz > B — 1 deuz contraintes définissant respectivement des facettes pour PD(Gl) et
Pp(G) de la forme
Yjevifuny a(7)2(7) + 2(u) + z(v) + 2(w) > a, (3.5)
jev\fuer 0)2(7) + 2(u) + 2(v) + o(wi) + o(ws) 2 6. (

Supposons que

i) la contrainte (3.6) est obtenue d partir d’une contrainte définissant une facette de
Pp(Gs) par la procédure du lemme 3.12.

it) b(j) est entier V5 € V' \ {u, v}.

i1) Il n’existe pas un absorbant S € D(G,) tel que SN Ng,(u) =0

SN Ng,(v) et
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dont z° vérifie bTx > B a Uégalité.
Alors
Yo a(@zG)+ Yo b{)z() ta(u)tav)>atB -2 (3.7
7€V \{u,v} 7€V \{u}

définit une facette de Pp(G).

Preuve. Nous montrons d’abord que (3.7) est valide pour Pp(G). Soit S € D(G).

Soient S et S, les restrictions de S dans G et GG, respectivement.

Cas 1. u,v € §. Alors S; et S, définissent des abosrbants dans él et Gy. Et en

COIlSéqueIlce on a
Yiev\funy 412 (7) 2 @ = 2,
EjEV\{u,'u} b(])mSZ (.7) Z B — 2.
S

Puisque z°(u) =,z%(v) = 1, on déduit de ces inégalité que (3.7) est vérifiée par z°.

Cas 2. [{u, v} N S| =1. Sans perte de généralité on peut supposer que u € §.
Soient 5] = S; et S, = S,U{w,}. Ilest clair que S! € Gy et S € G,. Par conséquent

on a . .
Yiev\fuwy A1)z (7) 2 @~ 1,
Y ie\fuy 0(7)2%(5) > B —1.

S

Comme z5(u) =1 et z5(v) = 0, il en résulte que (3.7) est vérifiée par z°.

Cas 3. u,v € 5. Soient 57 = S;U{w} et S) = S, U {wy, wa}. Puisque S € G, on
a

Yo a()zn(g) > a—1.

7€V \{u,v}
Et puisque Sy € G, et les coefficients b(j) sont tous entiers, par la condition ii) on a
>, Wi)e()=6-1.
7€V \{u,v}
Comme z°(u) = z%(v) = 0, on déduit que z° vérife (3.7).

T

Notons par ¢z > o la contrainte (3.7). Supposons qu’il existe une contrainte

dTz > § définissant une facette de Pp(G) telle que
{z € Pp(Q) | Te =0} C{x € Pp(Q) | d"z = 6}.

Pour montrer que (3.7) définit une facette de Pp(G) il suffit de montrer que d = pc

pour un certain p > 0.
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Maintenant puisque a’z > a (resp. bz > () définit une facette de Pp(G,)
(resp. Pp(Gh)), il existe ia (resp. |Va|) absorbants 51,595, € D(él) (resp.
Wi,...,Wp, € D(G3)) dont les vecteurs d’incidence vérifient aTz > a (resp. bz >
B) a ’égalité et sont linéairement indépendants. On suppose que les ensembles W,
i =1,...,|V| sont construits & partir des absorbants de G, par la procédure intro-

duite dans la démonstration du lemme 3.12.

Soit M (resp. M ) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs z°,. .., 2511 (resp.
S -

5zl ).

Assertion 1. Soit T = {u, v, w}. Les ensembles S51,...,9, peuvent étre sup-

posés de telle maniére qu’il existe ji, ja, 73, ja € {1,...,|V4|} tels que S;, NT = {u},

SpNT ={v}, S;;NT ={u,v} et S;,NT ={w}.
Preuve. Puisque a’z > « définit une facette, il doit exister un absorbant S;, tel que

S;, N{u, v}| = 1. Sinon tout absorbant S;,7 =1,...,|V;| vérifierait z(u)—z(v)=0.

T

Comme cette équation n’est pas un multiple de a'z > «, ceci contredit le fait

que afz > a définit une facette. Sans perte de généralité, on peut supposer que

S, N {u, v} = {u}.

Maintenant supposons que pour tout absorbant S, : = 1,...,|T71| tel que v € S;
ona u ¢ S;. Ceciimplique que pour tout S;,z=1,..., |T~/1|, x5 vérifie ’équation
suivante

z(u)+ z(w)=1. (3.8)
En effet, si w € S, alors w ¢ S;, sinon lensemble S! = S; \ {w} serait aussi un

. . / , . / .o
absorbant de G dont le vecteur d’incidence, z% vérifie a’z% < a, une contradiction.

Si u & S;, alors par la supposition ci dessus, v € S; et par conséquent w € ;.
Dans les deux cas z% vérifie (3.8). Mais a’z = a n’est pas un multiple de (3.8), une
contradiction.

Comme alz > a est une contrainte non triviale, il doit exister un absorbant S;, tel
que v € S5;,. Par la remarque ci dessus, S;, peut étre considéré de telle maniere que
u € S;,. Aussi par le méme argument, il doit exister un absorbant S;, tel que w € S;; .
Et ceci implique que u, v € 5, .

Finalement, il doit aussi exister un absorbant S,, tel que {u, v} C S,,. Sinon pour
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tout S;, ’équation
z(u) + z(v) + z(w) =1,
serait vérifiée, une contradiction.

Par conséquent on peut supposer que Sj, =S5, , Sj, = Siy, Sj = S5, et S;, =5, .

Maintenant supposons que les ensembles S, .. "S|V1| (resp. Wi,..., Wy, ) sont
ordonnées de telle maniére que S; NT = {u} pour : =1,...,r;, S;NT = {v} pour
1=rm+1,...,r, SSNT ={u,v} pour e =ry+1,...,73 et S;NT = {w} pour
i=r3+1,...,|Vi| (resp. W;N{u, v} ={u} pour 1 =1,...,s;, W; N {u, v} = {v}
pour ¢ = 81+ 1,...,8, u,v € W; pour 2 = 55+ 1,...,83 et W;N{u,v} =0 et
(Wi N {wy, wy}| =1 pour 1 =s3+1,...,|Va|). Soit M; (resp. M) la matrice dont
les colonnes sont les vecteurs d’incidence de Si,..., .5y, (resp. Wi,...,Wp,). Les

matrices M; et M, ont les formes suivantes

Bl Bz BS B4
M, = I 1 0. +-- 0 1--v - 1 0. +-- 0l°
vl 0o o1, 0 1--+ --- 1 1--v -nn 1 Qe --- 0
w| 0+ --- 0 0--- --- 0 Q-+ --- 0 1--+ --- 1]
T1 o — T r3 — T2 |V1|—'r‘3
D, D, Ds D,
M, = wl| 1--v - 1 Qe --- 0 1 0 01,
vl 0o . 0 1--+ --- 1 1 0 0
wi| 0-vv «- 0 1--+ --- 1 0 1 0
wy| 1ove «- 1 Qe --- 0 0 0 1
- —— ——"
S1 Sy — 81 83 — 89 |V2|—33
ou les matrices B; et D; pour 1 =1,...,4 et y =1,...,4 sont des matricesen 0 -

1. Par I’assertion 1, on peut supposer que S;,...,S;, sont respectivement Si, Sy, +1,
ST2_|_1 et ST3_|_1 .
Noter que les deux colonnes de D, sont identiques et correspondent a un absorbant

dans G,. Aussi, D3 est formée d’une seule colonne.
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Maintenant nous allons construire a partir des ensembles S;, 2 = 1,..., |T71| et
W;,35=1,...,|Va| des absorbants de G dont les vecteurs d’incidence vérifient (3.7) &
I’égalité. o
S; UW; 1=1,...,7
Si UWs, 41 1=7r1+1,...,7
S UWs, 41 1=7re+1,...,73
giUW33_|_1 ) ’r’;i—l—l,...,“?ll
A= S UWs  i=Wl+ 1. Wl + s
SeaUW_p, i=1Vl+s1+1,..., Vi + s
St UW,_jp =1Vl +s2+1,...,[Vi| + 55

Sra-l-l UVT/:L_|1~/1| 1= |‘71| + 83 + 177|IZ| + |‘72|

ou S; = S;\{w} pour 1 =rs+1,...,|Va| et W; = W;\{ws, wo} pour j =1,...,|V4|.
Les ensembles A;, 7 = 1,...,|Vi| + |Va| sont tous des absorbants de G dont les

vecteurs d’incidence vérifient (3.7) & I’égalité. (Notez que les ensembles W, pour
i=2s3+1,...,|Va|. sont des absorbants de G5.)

Soit M la matrice (|V], |V|) dont les colonnes sont les vecteurs d’incidence des ensem-
bles A;, z':l,...,|f/1|—|—|1_/2|—1 avec 7 différent de 1, sy +1, s3+1 et s3+1.
On dénote par b; (resp. d;) la premiére colonne de B; (resp. D; ) pour 1 =1,...,4.
Soit B} (resp. D; la matrice obtenue de B; (resp. D, ) en supprimant la colonne b;

(resp. d;). Alors M peut s’ecrire comme suit

Dt D dy---dy dy-o-dy dzee-ds dy-e-ds

bl"'bl bg"'bg Bl Bg Bg B4

—_— —— —— —— —— —.—
s1—1 s9—51—1 T T9—7T1 T3—T2 |Vl|_"'3

Pour montrer le théoréme il suffit de montrer que M est non singuliere.

Soit M la matrice obtenue de M en retranchant la colonne s,—1 (resp. sa+r1—1;
Sg+7y—1; s34+ 7r3—1) des colonnes ¢ tel que 1 <7< sy (resp. 51 <2 <s5y;—2 et
sp+m <i<sg+7ra—2; sa+7ra<i<sy3+7r3—2; s3+7r3<i< s+ |V|—2). La
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matrice M a la forme suivante

D, D, d; 0 dy 0 ds 0 ds 0

0 0 b1 Bl b2 Bg b3 Bg b4 B4

o B; (resp. D;) est la matrice obtenue de B; (resp. D;) en supprimant la colonne
b, (resp. d;) aprés l’avoir retranchée de toutes les autres colonnes de la matrice.

Considérons la sous matrice My de M.
M2 — D1 Dg dl dg d3

La matrice M, est non singuliere. en effet, soit la matrice M,. obtenue de M, de la

maniére suivante.

0
D, D, D3 D, :
M2c = 0
-0 1---1 1 10 1
1---1 0---0 011
| 1---1 1---1 1 11 ¢|
ou ¢ € R. La matrice M. est non singuliére pour ¢ > 2 et ¢ < 0. En effet, puisque

la matrice M, est non singuliére alors le systeme
yM, = 17T
ou TT =(1,---,1), admet une solution unique donnée par
b

y; =~ Vj€|Va.
(04

Si la dernieére ligne de M,. dépend des |T_/2| premieres lignes alors on doit avoir

Puisque a > 2, ceci implique que ¢ < 1. D’ou M. est non singuliére pour ¢ > 1 et

c<0.

Par des opérations élémentaires sur les colonnes de M,., on peut montrer que M,
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est non singuliere. Ainsi le vecteur d4 peut étre écrit comme combinaison linéaire
des colonnes de M, . De méme on peut également obtenir, par des opérations sur les

colonnes de M une matrice M de la forme

_ 0 -
Dl Dg dl dg d3 0 0 0 0
M = ) ) ) ) 0
0 0 b1 b2 b3 Bl Bg Bg B4 b4—|— Z (itbz
2=1,...,,3

ol 5¢EB, ’izl,...,3.

On peut montrer d’une maniere similaire, comme pour M, , que la matrice

est non singuliere. Puisque M, ’est aussi, il en résulte que les matrices M et M sont

également non singulieres. O
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Conclusion

Dans cette premiere partie de la thése nous avons étudié certains aspects polyé-
draux du probleme de I’absorbant. Nous avons, en particulier, discuté d’une technique
de composition pour le polytope Pp(G) dans les graphes G décomposables par des
sommets d’articulation. Nous avons caractérisé le polytope des absorbants de G a
partir de systemes liés aux briques composant G. Ceci a également donné lieu a une
procédure de composition de facettes de Pp(G). Nous avons examiné les conséquences
algorithmiques de cette composition et avons montré que le probleme PAPM peut étre
aussi décomposé. Nous avons étudié les applications de cette technique de composi-
tion dans la classe des cactus. Cette étude a montré la complexité du polyedre Pp(G)
meéme dans cette classe réduite de graphes. En effet, comme il a été mentionné, pour
avoir une description du polyeédre Pp(G) dans cette classe de graphes au moyen de
la technique présentée, nous aurions besoin d’une caractérisation compleéte de Pp(G)
dans la classe I'. Et méme dans cette classe, le poltope Pp(G) semble difficile. Les
résultats développés dans la section 2.3 nous ont motivé a établir la conjecture 2.6.
Enfin nous avons étudié des procédures générales de construction de facettes. Certaines
de ces procédures concernent les graphes ayant des arétes d’articulations. Ceci peut
constituer une premiere étape pour une technique générale de composition du polytope

Pp(G) dans les graphes décomposables par des arétes d’articulations.

A la suite de cette étude quelques questions restent ouvertes.
D’abord concernant les cactus, il serait intéressant de voir si la conjecture 2.6 est vraie.
Et si cette conjecture reste vraie pour d’autre graphes généralisant les cactus. Aussi, il
serait intéressant d’étudier une extension de la technique de composition aux graphes

décomposables par des cliques d’articulations.

Une autre question intéressante concerne les graphes dont le polyedre Pp(G) est
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défini par les contraintes triviales et les contraintes de voisinage. En effet pour ces
graphes le probléeme de I’absorbant peut se résoudre en temps polynomial par les tech-
niques de la programmation linéaire. Des propriétés structurales de ces graphes seraient

par conséquent de grande utilité.

Enfin, comme nous 1’avons déja mentionné dans le chapitre 2, il serait aussi im-
portant d’étudier la généralisation du probléeme de ’absorbant, donnée en terme de
T-absorbant. Et d’étudier d’autres applications du probleme de 1’absorbant dans les

graphes orientés.



Partie 11

Un algorithme de coupes pour le
probleme du flot a cotits fixes
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Introduction

Soit G = (V, E) un graphe orienté ou chaque arc (¢, j) est muni d’un coit fixe ¢;j,
d’un cout variable b;; et d’une capacité y;; > 0. On suppose que les capacités sont
entiéres. Etant donné un flot f = (fij, (¢,7) € E ), le cott de f, C(f), est donné par
C(f)= > byfij+ > cij. Le probléme du flot 4 coits fizes (PFCF) dans G consiste

(i.9)€E fi;>0
a trouver un flot qui soit de colit minimum. Ce probléme est connu dans la littérature

sous le nom du "fixed charge network flow problem”. Si les couts fixes sont nuls alors
le probleme PFCF n’est rien d’autre que le probléeme de flot de colit minimum clas-
sique. Dans ce cas, le probleme est fortement polynomial comme il a été démontré par
Tardos [74]. Le fait d’introduire des cotts fixes fait changer la complexité du probleme.
Le probleme PFCF est, en effet, NP-dur dans le cas général. Comme il va étre montré

plus tard, ce probléeme généralise celui de l’arboresence Steiner minimum.

Plusieurs problemes dans la pratique peuvent étre formulés comme des problemes
de flots a colts fixes, comme par exemple les problemes de distribution. Une autre
application réelle de ce probléme est la suivante.

Considérons une forét divisée en un certain nombre de parcelles, ou du bois doit
étre traité. Des centres de traitement du bois peuvent étre installés. Le bois doit étre
transporté de chaque parcelle a certains de ces centres. Une fois traité, le bois est
acheminé vers un dépot en dehors de la forét. Si un cout fixe est associé a chaque
trongon qui peut étre utilisé pour transporter le bois, et un cout fixe est associé a
chaque centre de traitement du bois, le probleme est de déterminer les troncons et les

centres a mettre en place, de telle maniere que le cott total soit minimum.

Dans cette deuxieme partie de la these, nous allons étudier une approche polyédrale

pour le probleme PFCF. Dans le chapitre 4 nous considérons le polyedre associé a ce
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probleme. Nous décrivons sa dimension et nous introduisons des nouvelles contraintes
valides, appelées contraintes de coupes. Ces contraintes, dont le probleme de séparation
est polynomial, sont utilisées par la suite dans une méthode de coupes pour résoudre
des instances du PFCF. Le chapitre 5 est consacré a cette étude expérimentale.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec F. Barahona.



Chapitre 4

Approche polyédrale pour le PFCF

4.1 Formulation du probleme PFCF

Soit z;; une variable bivalente associée a chaque arc (z,7) telle que z;; = 1 sile
flot utilise l'arc (7,7) et @;; = 0 sinon. (Pour e = (7,7), on écrit aussi z., fe, te

pour représenter z;;, fi;, iij.) Le PFCF est équivalent au programme linéaire mixte

suivant
mzn Z Cij:IJij —|— Z bij ij
(4,7)€E (4,7)€E

Z fij — Z fij =0 VieV (4.1.0,)
jE6+(4) j€6—(4) (4.1)
0 < fij < pajmij V(i,j)€E (410
zij < fi V(i,7)€E  (4.1.c)
;5 € {0, 1} V(’L,j) el (4.1.d)

ouédt(i)={j eV |(,j)eE} et 6 (1)={j € V| (ji) € E}, pour tout : € V. Les
contraintes (4.1.a) sont appelées contraintes de conservation de flot et les contraintes
(4.1.b) sont appelées contraintes de capacités. Sile flot utilise 'arc (z,7) alors z;; = 1
et par conséquent la valeur du flot sur cet arc ne peut pas dépasser la capacité de I’arc.
Ces contraintes peuvent étre supprimées si y;; est suffisamment large V (¢,7) € E. Les

contraintes (4.1.c) expriment le fait que f;; > 0, si z;; > 0.

Le probleme considéré ici est un cas particulier d’un probléme plus général ou le
second membre des contraintes (4.1.a) peut étre différent de zéro. Ce cas illustre la
situation ou l'on associe des demandes aux sommets. Si d; est la demande associée a
1, alors lors du passage du flot par ¢, une quantité égale a d; doit étre conservée dans

7.
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La relaxation linéaire du probleme PFCF est équivalente au programme

min Z (b”—l- G )

(4,5)€E :u”ijf’ij
Y. fi— ). fy=0 VieV, (4.2)
je&t (i) JEE—(4)
0§fij§:“’ij7 V(’L;])EE

En effet en remplacant les contraintes (1.d) par les contraintes 0 < z;; < 1, les

fis <z;; <1. Comme ¢;; > 0 il existe toujours

contraintes (4.1.b) deviennent 0 <
Fi o f
une solution optimale ot z;; = ~~. En remplagant z,; par =~ dans (4.1) on obtient le

probléme (4.2).

13 Hig

Comme il a été mentionné dans l'introduction, plusieurs problémes d’optimisation
combinatoire se ramenent au probleme PFCF, comme par exemple le probleme de
I’arborescence Steiner. Dans le paragraphe suivant, nous montrons comment ce prob-

leme peut étre transformé au probleme PFCF.

4.2 Le probleme de ’arborescence Steiner et le

PFCF

Etant donnés un graphe orienté G = (V, E') ou chaque arc (z,7) est muni d’un poids
¢;; > 0, un sous ensemble de sommets distingués N C V, et un sommet fixe r € N,
le probleme de l’arborescence Steiner de poids minimum (PAS) par rapport a r est de
déterminer une arborescence de racine r, contenant les sommets de N et qui soit de
poids minimum. Les sommets de N sont appelés terminauz et les sommets de V' \ N
sont dits sommets Steiner. Le sommet r est appelé la racine. La proposition suivante

montre que le probleme PAS peut se ramener au probleme PFCF.

Proposition 4.1 [62] Soient G = (V,E) un graphe, N C V un ensemble de ter-
minauz, v € N et (¢, (¢,7) € E) un systéme de poids associé auz arcs de G. Le
probléeme PAS dans G se raméne au probleme PFCF dans G' = (V',E') par rap-
port auz systemes de poids ¢’ = (c;, 17 € E) et ' = (b

27

1j € E) et de capacités

p' = (pi;, 1) € E) ot G' est le graphe obtenu d partir de G en ajoutant un sommet vy,
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Varc (vo,r), et les arcs (v,v0) Vv € N\ {r} et

C’- _ Cz'j Si (’i,j)EE,
0 si(sj)€B'\E,

g {0 si (1,7) # (vo,7),
£ —M si(e,7) = (vo,7),

00 si (3,7) € E,
pi; = 1 site€ N\ {r}etj=no,
IN| =1 si(3,7) = (vo,7),

ou M est un scalaire suffisamment grand.

Preuve. 1l est clair que si ¥ C E induit une solution du PAS, alors (mF’, f) ou

F'=FU{(vo,7)} U{(v,v0), v E€ N\ {r}} et

tij si(i,7) €E
fii=11 sit€ N\ {r}etj=m10
|N|_1 s1 (Z.Lj):(’UO;T)

est une solution de PFCF dans G’ dont le cout est donné par

C(f)= > cjzg— M(IN|-1) (4.3)

(1,7)€EE

Ici, t;; représente le nombre de fois ou l'arc (%,7) est utilisé dans un chemin de
I’arborescence, reliant la racine r & un des sommets terminaux.
Inversement, si (z, f) est une solution optimale du probléme PFCF dans le graphe G,
puisque ¢;; > 0, V(4,7) € E, le flot ne peut pas utiliser des circuits dans le graphe G.
En effet, s’il existe un tel circuit C dans G ou f;; > 0 V(z,75) € C, alors le flot f’ tel
que fi; = fi; i (4,7) € E'\C, et fl; = fi; =651 (4,7) € C ot § = ming; jyecl fij} , serait
réalisable et de cout inferieur, ce qui est impossible. Par conséquent, le sous graphe
de G qui porte le flot est une arborescence de racine 7, contenant tous les sommets

terminaux et le coit du flot est donné par (4.3). O

4.3 Le polyedre associé

Etant donnés un graphe orienté G = (V, E) et un systéme de capacités associé

aux arcs de G, soit P(G) le polyedre, enveloppe convexe des solutions de (4.1). Le
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polyedre P(G) n’a pas été considéré dans la littérature. Des familles de contraintes
valides pour P(G) ont été identifiées en relation avec la programmation en nombre en-

tiers [62, 66, 75, 77]. Cependant plusieurs cas particuliers ont été largement étudiés [62].

Dans la suite on suppose que G est connexe et tout arc du graphe appartient a au
moins un circuit de G. Si un arc n’appartient a aucun circuit du graphe, il ne peut étre
utilisé par le flot et donc il peut étre supprimé. Un graphe connexe est dit fortement
conneze si pour toute paire de sommets (¢,7), il existe un chemin de 7 vers j et un

chemin de 5 vers z. Nous avons alors le lemme suivant.
Lemme 4.2 Le graphe G est fortement conneze.

Preuve. Soient u et v deux sommets de V. Puisque G est connexe, il existe une
chaine ey, ..., e entre u et v. Soit L™ (resp. L™ ) l’ensemble des arcs qui peuvent étre
traversés dans le bon sens (resp. le sens contraire) si la chainine est parcourue de u a v.
Puisque chaque arc appartient a un circuit dans G, notons par L; un chemin de G qui

forme avec e; un circuit. Maintenant les ensembles Lt U ( U L;)et L™ U( U L;)
e;€L— e; €Lt
constituent deux chemins respectivement de u vers v et de v vers u. O

Un graphe est dit 2-sommet connexe si pour toute paire de sommets (z,7), il existe

deux chainines sommets disjointes entre z et . Le théoreme suivant établit la dimension

de P(G).

Théoreme 4.3 Soient Gy, ...,Gy les composantes 2-sommet connezes de G. Soient
Lij, 7 =1,...,p; les chemins de G, dont les sommets internes sont de degré 2. Sup-
posons que pour tout arc (u,v) & U L;;, il existe un circuit passant par u et v et ne

contenant pas (u,v). Alors

dim (P(G)) =2|B| = [V[+1— > (L - 1)

Preuve. Considérons un chemin L;;. Les arcs de L;; sont ou bien tous utilisés par le
flot ou bien aucun nel’est. Donc si L;; = {e1,..., e} pouri =1,..., k7 =1,...,p,

on a

z(e)) —z(eq1) =0pour I =2,...,|Liyj|—1,2=1,...,ket7=1,...,p;. (4.4)
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Chaque systéme de type (4.4) est de rang |L;;| — 1. Puisque le systeme (4.1.a) est de
rang |V| — 1 alors

dim (P(G)) < 21B| ~ V| +1— Y (ILy| - 1).

Maintenant supposons qu’il existe une équation Az +puf = § ou AT, u% € RE.s¢ R,
qui soit vérifiée par tout point (z, f) de P(G). Pour démontrer le théoreme il suffit
de montrer qu’il existe A" € R'UL”", ,u'T e R"! tels que

§=0, Me)=0 Vee E\ (ULy;)

(Me), e€ (ULiy))=NA et u=p'B (4.5)

ou A et B sont les matrices respectives des systémes (4.1.a) et (4.4). (Notons que B
est la matrice d’incidence du graphe G)
Comme (z, f) = (0, 0) est une solution de (4.1) alors § = 0.

Pour le reste de la démonstration, nous avons besoin de 1’assertion suivante
Assertion 1. Pour tout circuit C = (ey,...,e;) ona > Me) = Y p(e) =0.
e;c€C e;€C

Preuve. En effet, considérons la solution (z, f) telle que

_ {1 si (1,7) € C

* 0 sinon

fir = 1 si(e,7)€eC
N 0 sinon

Il est évident que (=, f) est une solution de (4.1). D’ou

> Me)+ Y ple) =0 (4.6)

e;€C e;€C

Puisque (', f') = (, 3f) est aussi une solution de (4.1) on a également

> M)+ 5 X ) =0 (47)

e;€C e;€C
de (4.6) et (4.7) on déduit que Z Ae;) = Z ple;)=0.0
e;€C e;€C

Maintenant nous allons montrer que pour tout arc e = (u,v) n’appartenant a au-

cun chemin L;; on a A(e) =0. Soit P un chemin de v vers u. Par le Lemme 4.2, un
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tel chemin existe. Puisque u n’est pas de degré 2, il doit exister un arc e’ incident a
u tel que e’ # eet € ¢ P. Sans perte de généralité, on peut supposer que e’ = (u,w)
pour un sommet w € V. Puisque e’ appartient a une composante 2-sommet connexe,
il doit exister une chainine liant w et v, et ne passant pas par u. Soit L = (eq,...,€e)
cette chainine. Notons par L' (resp. L~) l’ensemble des arcs de L qui peuvent étre
parcourus dans le bon sens (resp. le sens contraire) si L est traversé de w a v. Soit
L; un chemin qui forme avec e; un circuit, pour 2 = 1,...,1.

- Si aucun des chemins L; ot e; € L™ ne passe par (u,v) alors @ = LT U ( |J Li) U {u, w}
e;eL—
est un chemin de u a v ne contenant pas (u,v). Soit C le circuit formé par P et Q.

Soient les solutions (z!, f!) et (z?, f2) telles que

o 1 Si ’1:, ] € U u,v)ys,
. _{ 1si(z,7) € CU{(u,v)} 1 _ f sigi jgeg vl
“ 7 ] 0 sinon A o 7
0 sinon,
N (4.8)
Lo si(i,4) € QU{(u,v)},
0 SINOIL.

Ou € > 0 est un scalaire suffisamment petit.

Il est facile de vérifier que (z', f') et (z?, f?) sont des solutions de (4.1). Ceci
implique que

Z )\(61) =0.

e; €CU{(u,v)}

Puisque d’aprés Passertion 1, on a » , A(e;) = 0, on déduit que A(u,v)=0.
e;eC
- S’il existe un chemin L; pour un certain e; € L~ qui passe par (u,v), alors Q' =

(L; \ {(u,v)}) U {e;} est un chemin de v & u. Soient C; et C, les circuits formés
respectivement par P et (u,v) et par Q' et (u,v).
D’apres 'assertion 1 on a

dAe)= Y Ae)=0. (4.9)

ecCy ecCh

Soient les solutions (z!, f!) et (z?, f2) telles que
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l . - B I
o [1sGePuQuima |7 ERArRE
” 0 sinon T : »J 7
0 sinon,
ot (4.10)
— [ denerve
Ty = Ty V(z,5) € E, G=911—€ s (3,7) = (u,v),
0 SINOIL.

Ou € > 0 est suffisamment petit.
Puisque (z', f') et (22, f?) sont des solutions de (4.1) on a

Azt +pft =0,
Az +puf?=0.
Puisque z' = z?, ceci implique que pf' = 0 et par conséquent
Azl = Z Ale) + A(u,v) =0. (4.11)
e€PUQ’

En combinant (4.9) et (4.11) on obtient A(u,v)=0.

Maintenant considérons le graphe G’ obtenu a partir de G en remplacant chaque
chemin L;; qui ne passe pas par un sommet d’articulation dans G, par un arc e;;
ayant la méme orientation que L;;. Dans le nouveau graphe, chaque arc e;; a ses deux
extremité de degré > 3. Le probleme du flot dans G est équivalent & celui dans G’
en considérant des capacités appropriées sur les arcs e;;. Si on considere le polyedre

P(@), on peut déduire d’apres ce qui préceéde que A(e;;) = 0. Ceci implique que

> Me)=0.
eclL;;
Si L;; passe par un sommet d’articulation v, 1l doit exister, dans la méme composante

2-sommet connexe contenant L,;, un circuit C contenant L;j. Si C ne contient aucun

autre chemin L;; ( passant par un sommet d’articulation ) alors pour tout e € C \ L;;

on a A(e) =0,. Comme par I’assertion 1, on a »_ A(e) =0 on obtient »_ A(e)=0.
_ ecC e€Ly;

Si C contient un autre chemin L,; passant par un sommet d’articulation, alors il doit

exister un circuit ¢’ contenant L;j tel que toute aréte e € é\Lij: alt ses deux extrémités

de degré > 3. D’ou A(e) =0 Ve € C \ L;;. Comme Z Ale)=0,0na Z Ale) =0.
eeél eeLijl

Puisque > A(e) =0 et A(e) =0Vee C\ (Li; U Lyj1), il en résulte que > Me)=0.

ecC e€L;;
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D’ou
)\(6) =0 VEE E\(UL”),
> Me)=0 pouri=1,...,k; 7=1,...,p;.
eclL;;

Ceci implique que A vérifie (4.5).

Puisque d’apres ’assertion 1, pour tout circuit C de G on Z p(e) = 0, ceci implique
ecC
qu’il existe p' tel que p = p'B. Ce qui termine la preuve du théoréeme. O

4.4 Contraintes de coupes

Soit G = (V, E) un graphe orienté. Si S C V est un sous ensemble de sommets
on dénote par §7(S) (resp. §7(S)) ’ensemble des arcs ayant ’extrimité initiale (resp.
terminale ) dans S.

Si (z, f) est une solution de (4.1) alors z vérifie les contraintes suivantes.

(

z(

e) <z(6%(S)) VSCV, Vee § (5), (4.12)
e) <z(67(S)) VSCV, Vee &t (S). (4.13)
Les contraintes (4.12) et (4.13) sont appelées contraintes de coupes. Ces contraintes ex-
priment le fait que si un arc e € §7(S) (resp. e € §7(S) ) est pris dans la solution alors

au moins un des arcs de §7(S) (resp. §7(S)) doit étre aussi pris dans la solution. Une

contrainte de coupes de type (4.12) (resp. (4.13) ) sera notée 67(S, €) (resp. (S, €)).

Dans la suite, on suppose que le graphe G est 2-sommet connexe. Puisque les
chemins dont les sommets internes sont de degré 2 peuvent étre remplacés par des

arcs, on suppose également que le graphe ne contient pas de tels chemins.

Théoreme 4.4 Sotent S C V et eg = (uo,v0) € 6 (S). Supposons que G(S) et
G(V'\S) sont fortement connezes, ou G(S) (resp. G(V'\S) ) est le graphe induit par
S (resp. V\'S ). Alors la contrainte de coupe §1(S,e0) définit une facette de Pp(G)
si et seulement si 1l n'existe pas S' CV tel que eq € §(S") et §7(S") C 67(9).

Preuve.S’il existe S’ C V tel que eg € §7(S5") et §7(S’) C §7(S) alors, la contrainte
67(S,e0) est dominée par 67(S’,eq) et donc elle ne peut pas définir une facette.

Maintenant, supposons que cette condition est vérifiée.
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Notons la contrainte z(§%(S)) — z(eo) > 0 par a’z + bf > a. Supposons qu’il
existe une contrainte ¢z + df > B qui définit une facette de P(G) telle que {(z, f) €
P(G) | aTz+bf = a} C{(z, f) € P(G) | cFz+df = B}. Soit A la matrice d’incidence

du graphe. Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer qu’il existe p > 0 et A € RV,
tels que

c = pa,

d =pb+ A,

B =pa.
Puisque la solution (0,0) vérifie a’z + bf > a a1’égalité on a B =0.

Assertion 1. Pour tout circuit C, tel que |C N &1 (S)| = |C N {eo}| on a

Zc(e):().

ecC

Zd(e)zO.

ecC

Preuve . Similaire a celle de ’assertion 1 du théoréme 4.3.

Assertion 2. c(u,v) =0 Y(u,v) & §(S) N {eo}.

Preuve. Soit (u,v) € E tel que (u,v) & §7(S)N{eo}. Supposons que u,v € 5. Soit
er = (ug,v1) € §7(S). Puisque G(S) est fortement connexe, il doit exister dans G(5)
un chemin de vg & u et un chemin de v a u;. D’une maniére similaire, il doit exister

dans G(V'\ S) un chemin de v; & wug. Soit Cp le circuit formé par ces chemins et les
arcs {eo, (u,v),e1}. Par l'assertion 1, »_ c(e) =0.
EEC]_
Aussi, comme G(S) est fortement connexe, il existe un chemin P de v a w. Soit

C, le circuit formé par le chemin P et l'arc (u,v). Ona ) c(e)=0.
EGCZ
Soit @ = C;\ {(u,v)}. Considérons les solutions données par (4.10). Puisque (z!, f*)

et (2%, f?) sont des solutions de (4.1) qui vérifient aTz + bf > a & ’égalité, on a
et +df' =0,
cTz? + df? =0.

Ceci implique que df* = 0 et par conséquent c’z! =0.

Comme Y c(e) = ) c(e) =0, il en résulte que c(u,v) =0.

ecCy ecCh
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Si (u,v) est tel que u, v € V'\ S, on montre d’une maniére similaire que ¢(u,v) =0.

Maintenant, supposons sans perte de généralité que u € V\ S et v € §. Consid-
érons de nouveau l'arc e; = (ug,v1) € §7(5). Comme G(S) et G(V'\ S) sont fortement
connexe, il existe deux chemins dans G(S) (resp. G(V \ S)) de vg & v et de v & ug
(resp. de u a ug et de v; & w). Soit C le circuit formé par ces chemins et les arcs eq

et e,. Par lassertion 1,on a »_ c(e) =0.
ecC
Maintenant soit P (resp. @ ) le chemin dans C, liant v & u (resp. u a v). Consid-

érons les solutions (z!, f!) et (z?, f2) données par (4.8). Puisque ces solutions vérifient
afz 4+ bf > o a Iégalité, il s’ensuit que

Tzl +dft =0,

cTz? + df? =0.

Ceci implique que ¢’ 2! = > c(e) + c(u,v) = 0. Dot c(u,v)=0.
ecC

Assertion 3. Pour tout circuit C, on a »_ d(e) =0.
eeC
Preuve. Par ’assertion 1, ceci est clair si on a |[C N §T(S)] = |C N {eo}].

On distingue deux cas.

Cas 1. |[CN&T(9)| = 1.
Dans ce cas, C utilise un seul arc €’ = (u,v) de §7(S). Si ¢ = ey alors par ’assertion

1, > d(e) = 0. Donc, supposons que €’ # eo. Soit e; = (u1,v1) L'arc de §7(S) utilisé
ecC
par C. Puisque G(S) (resp. V \ S) est fortement connexe, il existe un chemin P;

(resp. P»)de v & u; (resp. vy & w). Aussi, il existe un chemin P3 (resp. Py ) de v
a v (resp. u & ug) (voir Figure 4.1). Soit C’ le circuit formé par Pi, Ps, P3, Py et
les arcs eg et e;. Par ’assertion 1, on a
> d(e)=0. (4.14)
ecC’
Soient P = PLUP,U{e;} et @ = P;U Py U{eo}. Considérons les solutions (z!, f*)
et (22, f) données par (4.8). Puisque ces solutions vérifient a’z + bf > a a I’égalité,

il en résulte que
Tzl +dft =0,
cTz2 4+ df?=0.
D’ou
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S V\S
€1
U1 V1
Pl P2
e/
v U
P3 P4
Vo Uo
€o
Figure 4.1 :
dft =0 (4.15)
En combinant (4.14) et (4.15), on obtient ) _ d(e) =0.
ecC
Cas 2. |[CN&T(9)| > 2.
Soient (u1,v1), (w2, v2),- .., (Ur,vs) les arcs de CNET(S), donnés dans 1’ordre ou ils sont

rencontrés en parcourant le cycle C. Soit u,;; le sommet de S tel que (ury1,u1) € C.
Soient P,_; un chemin de G(S) de u; & u;—; pour ¢ = 2,...,7 + 1 et P4y un chemin
de G(S5) de uy & upy1. Puisque G(S) est fortement connexe, de tels chemins existent.
Notons que chaque chemin P; forme avec le sous chemin de C' de w; a u;41 un circuit
C; pour ¢ = 1,...,7. Soit Cr;; le circuit formé par P, et 'arc (ur41,u1). Puisque

|IC;N&H(S)<1Vi=1,...,7+1,dapres lecas 1, on a

ddle)=0Vi=,...,r+1 (4.16)
ecC;
Soit C,15 le circuit formé par les chemins P, ..., P.y1. Par I'assertion 1, on a
Z d(e) =10 (4.17)
ecCryn

En combinant (4.16) et (4.17), on obtient Y _ d(e) = 0.
ecC
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Assertion 4. c(e) = —c(eg) Ve € §T(9).

Preuve. Soit C un circuit de G tel que CN(S) = {e, eo}. Un tel circuit existe du fait

que G(S) et G(V'\ S) sont fortement connexes. Par l'assertion 1, on a »_ c(e) = 0. Et
ecC
par l'assertion 2, on a c(u,v) = 0 pour tout (u,v) € C \ {e, eg}. D’ot ¢(e) = —c(eo).

Par les Assertions 2 et 4, il existe p € IR tel que ¢ = pa. Et par ’assertion 3, il ex-

iste A tel que d = AB. Ainsion a p > 0, ce qui termine la preuve de notre théoréeme. O

Corollaire 4.5 Si le graphe est symétrique, alors les contraintes (4.12) et (4.18)
définissent des facettes de P(G).

Le probleme de séparation pour un systeme linéaire Az < b, consiste & déterminer,
pour un point = donné, si z vérifie le systéeme, et dans le cas contraire de trouver une
contrainte violée par z.

Si le probléeme de séparation associé a un systeme Az < b est polynomial alors tout
programme linéaire défini sur ce systéme peut étre résolu aussi en temps polyno-
mial [47, 65]. Cette relation trés étroite entre optimisation et séparation sur un polyedre
était a ’origine d’un développement considérable de 'optimisation combinatoire du-

rant la derniére décennie.

Le probleme de séparation associé aux contraintes de coupes se ramene a la résolu-
tion d’une séquence de problemes de flot maximum.
Puisque le probléeme de flot maximum est polynomial [33, 35], il en résulte que le prob-

leme de séparation des contraintes de coupes est aussi polynomial.

Soit Py(@G) le polyedre défini par les contraintes (4.1.a), (4.1.b), (4.1.c) et les con-

traintes de coupes. Soit le programme

min E(i,j)eE CijTi; + E(i,j)eE bij iJ } (4 18)

(:117 f) € PO(G)
Ce programme, qui est une relaxation de (4.1), peut donc étre résolu en temps poly-

nomial. Cependant, le polyedre Po(G) peut comporter des sommets fractionnaires.
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Dans la suite, nous allons donner un exemple illustrant cette situation. D’abord,
nous présentons une classe générale de contraintes valides pour le PFCF, appelée con-

traintes de flot généralisés | introduites par Padberg, Van Roy et Wolsey [66].

Soit S un sous ensemble de sommets. Soit ¢ = |6(.5)|. Considérons le polytope

T={zec{0,1}4, feRL| > fi— >, [fi5<0, fij <pzy, ¥(i,7) € 8(5)}.

ijes+(S) ijes—(S)

Figure 4.2 :

Proposition 4.6 Etant donnés F C §%(S) et L C 6 (S) alors la contrainte

S (i (s = NP A—2i)) < 3 da+ > Sy (4.19)

ijEF ijeL ij€6=(S)\L

est valide pour P(G), ot X = Y pij et (i — A)T = maz(p; — A, 0).
ijEF

Preuve. Voir [62]

Dans [59], Martin et Schrage ont identifié des contraintes similaires en utilisant des

arguments différents.

Les contraintes de type (4.19) peuvent étre généralisées en les contraintes suivantes,

appelées contraintes de flot généralisé.
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S (Fis+ (s = VA =) < 30 i+ D0 Ay + > Jis (4.20)

ijeF ij€L; ij€Lo 15€6—(S)\(L1ULy)
oW SCV,FC§(S),Li C6(S), Ly C6(S)\ L1 et A= pii— > pi; >0 .
ijeF ij€Ly

Maintenant considérons le graphe G = (V, E) de la Figure 4.3 ou le triplet porté
par chaque arc e définit respectivement z., f. et pe.

Il n’est pas difficile de vérifier que (z, f) est une solution pour le probléme (4.18)

(1,1,1) (1,1,1)

€9

(1,3,3)

Figure 4.3 :

associé au graphe G. Cette solution est en plus un point extréme de Po(G). En effet,
elle est la solution unique du systeme suivant :
ze =1 Ve € E\ {e1, es},
fe = Telle Ve € E'7
fE1 + fE5 + fee = fE4 + fE1o )
fE1 + fE7 = fEZ :
Considérons maintenant les contraintes

f62 - mEZ S 2:1;&1
f63 - 3m63 S m65
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— e

qui sont de type (4.20). La premiére est obtenue en posant S = {1}, F = {e»},
Ly = {er} et Ly = {e1} et la deuxieme, en considérant S = {2}, F = {es},
Ly = {ex} et Ly = {es}. Ces contraintes sont violées par la solution donnée sur le

graphe.
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Chapitre 5

Un algorithme de coupes et
branchement pour le probleme

PFCF

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons un algorithme de coupes et branchement pour
le probleme PFCF. Cet algorithme utilise les contraintes de coupes discutées dans le
chapitre précédent. A la fin de ce chapitre, nous présentons nos résultats expérimen-

taux.

Les algorithmes de coupes et branchement se sont avérés tres efficaces pour résoudre
des probléemes NP-durs. Ceci est le cas par exemple du célebre probléeme de voyageur

de commerce [51, 54] et le probléme de la coupe maximum [5, 7].

En général, un algorithme de coupes et branchement permet de résoudre un pro-

gramme linéaire mixte de la forme suivante

min (max)cx = ¥jep ¢;%; + Ljer ¢%5 + Ljec CT;
YjeB 0ijT; T X ek 04T + Yjeo 0iiT; ~ bi 1 =1,...,m,
z; €4{0,1}, 7 € B, (5.1)
z; € loj,us;)NZ, j €EE,
z;e R, j€C,

ou B (resp. E, C) est 'ensemble des indices des variables bivalentes (resp. entiéres,

continues ), ~ désigne le sens de la contrainte (i.e <, > ou =) et I;; et uy; sont les

123
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bornes de la variable entiere z;. De nombreux problemes d’optimisation combinatoire

peuvent avoir des formulations de type (5.1).

Un algorithme de coupes et branchement pour le programme (5.1) commence par
résoudre un programme linéaire contenant un nombre réduit de contraintes du pro-
gramme obtenu en relaxant les contraintes d’intégrité. Soit z la solution ainsi obtenue.
Alors trois cas peuvent se présenter.

Si Z est une solution du programme (5.1) relaxé, vérifiant les conditions d’intégrité,
alors elle est optimale pour le probleme.

Si z n’est pas une solution du programme relaxé, alors il existe au moins une con-
trainte valide pour le polyedre des solutions de (5.1), qui n’est pas vérifiée par Z.
L’algorithme détermine alors une de ces contraintes et ’ajoute au programme. Pour
générer de telles contraintes, ’algorithme utilise des procédures de séparation.

Si aucun des deux cas précédents ne se présente, alors il doit exister d’autres con-
traintes valides pour le polyedre des solutions, violées par z. Ceci est souvent le cas
quand les contraintes du programme relaxé ne constituent pas une description com-
plete du polyedre des solutions. Dans ce cas, ’algorithme essaie de générer de nouvelles
contraintes valides. Si ceci n’est pas possible alors il fait un branchement sur une com-
posante z;, 7 € BUE qui est fractionnaire. Il construit deux nouveaux programmes
linéaires, obtenus a partir du programme courant en ajoutant respectivement les égal-
ités z; = |Z;] et z; = [Z,]. L'algorithme procéde comme ci-dessus pour les nouveaux

programmes. Ce processus continue jusqu’a 1’obtention d’une solution optimale.

5.2 L’algorithme

Notre algorithme commence par résoudre le programme linéaire obtenu de (4.1) en
relaxant les contraintes (4.1.d), et en ajoutant les containtes (4.12) et (4.13) associées
aux sommets du graphe. Ce programme consiste en 4|E| + |V| contraintes et 2|E|
variables. Ceci ne tient pas compte des contraintes des bornes.

Si la solution optimale (Z, f) de ce programme est une solution de (4.1) alors elle
est optimale pour le probléeme. En général, la solution ainsi obtenue est fractionnaire.

Dans ce cas, l'algorithme procede a la recherche de contraintes de coupes violées. Si
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de telles contraintes sont trouvées, alors il les ajoute au programme et détermine une
nouvelle solution. Si aucune contrainte de coupes n’est trouvée, alors il procede a un
branchement. Ceci est fait a l'aide du logiciel MINTO dont on présentera une breve

description dans la suite. Ce processus est repris jusqu’a optimalité.

5.2.1 Séparation des contraintes de coupes

Soient un graphe orienté G = (V, E) et un vecteur & € BE'. Le probleme de déter-
miner une contrainte de coupe non vérifiée par Z se ramene & la résolution de |E|
problemes de flot maximum dans G ou Z constitue le vecteur des capacités sur les
arcs. En effet, en utilisant le théoréme de flot maximum - coupe minimum (voir Ford
et Fulkerson [42] ), si e = (s, t) est un arc de E, alors résoudre le probléme de sépa-
ration pour les contraintes §7(5,e) et §7(5,e) revient & déterminer un flot maximum
de t vers s. Sipour un arc ey la valeur de la coupe calculée est inférieure a Z(eo)

alors les contraintes 67(S,eq) et §7(V \ S,e0) sont violées par Z (remarquons que

z(67(S)) = z(6~(V'\ S))). Sinon, toutes les contraintes (4.12) et (4.13) sont vérifiées.

Pour calculer une coupe minimum séparant deux sommets donnés du graphe nous

avons utilisé I’algorithme de Goldberg et Tarjan [46].

5.2.2 Bref apercu sur MINTO

MINTO ( Mixed INteger Optimizer ) [61] est un logiciel qui permet de résoudre des
problémes de programmation linéaire mixte de type (5.1). La procédure centrale de
MINTO est un algorithme de branchement et évaluation ( branch-and-bound ).

L’efficacité d’un algorithme de branchement et évaluation dépend beaucoup de la
procédure d’évaluation utilisée et de la taille du probleme. Si cette procédure engen-
dre des bornes assez larges lorsque la taille du probleme est importante, ’algorithme
peut nécessiter un temps considérable pour donner une solution optimale. Pour y
remédier, MINTO offre la possibilité d’introduire des fonctions spécifiques au prob-
leme qui permettent d’accélerer le calcul de cette solution. L’algorithme de séparation
des contraintes de coupes que nous avons utilisé pour notre probleme, en est, en effet,
un exemple.

Pour une meilleure performance de calcul, MINTO développe dans une phase ”pre-

processing” une formulation du probleme plus adéquate pour ’execution, il controle
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la taille du programme linéaire et il génere des contraintes valides fortes telles que les
contraintes de flot généralisé. Le CPLEX, initialement développé par Bixby [17], est

utilisé par MINTO pour la résolution d’'un programme linéaire.

5.3 Reésultats expérimentaux

Dans cette derniere section, nous allons présenter nos résultats expérimentaux
obtenus en résolvant des instances du probleme PFCF a ’aide de I’algorithme de coupes
et branchement présenté ci-dessus. Notre objectif principal est d’évaluer ’efficacité des

contraintes de coupes dans une telle approche.

Le calcul est réalisé sur une station Sun SPARC 5 (32MO de RAM et 1.05 de disque).

Les expériences ont porté sur des données générées aléatoirement. Pour chaque in-
stance, les colts (fixes et variables) sont uniformément générés dans [—100, 100]. Les
capacités finies sont générées dans [1, 100]. Si la capacité sur un arc e est infinie, on
considere une valeur M tres grande comme capacité sur e de telle sorte que M ne
soit jamais atteinte. Néanmoins la contrainte f(e) < Muz(e) impose a f(e) d’étre
nulle si z(e) lest.

Pour tester l'influence de la structure du graphe sur ’efficacité de 1’algorithme, nous
avons expérimenté ’algorithme sur différents types de graphes ( des graphes complets,
symétriques et non symétriques, des graphes série-paralleles et des graphes quelcon-
ques ). Etant donné que le probléeme de l'arborescence Steiner de poids minimum se
ramene au probleme PFCF, nous avons également utilisé ’algorithme pour résoudre

des instances de ce probléeme, tirées de la librairie OR-Library [12]

Lors de ces expérimentations, nous avons remarqué que les contraintes de coupes
associées aux sommets peuvent jouer un role particulier dans la résolution du prob-
leme. Pour mesurer leur efficacité, chaque instance était résolue deux fois. Pour la
premiere (resp. la deuxieéme ) résolution, on introduit (resp. on n’introduit pas) ces
contraintes dans le programme initial. Notons par PLD1 (resp. PLD2) ce programme.
Les résultats montrent nettement 1’utilité de ces contraintes, I’erreur relative ne dépas-
sant pas les 0.7%. Pour les instances expérimentées, aucune des contraintes de coupes

67(S,e) et 67(S,e) ou |S| > 2, n’a été détectée par la procédure de séparation. Ceci
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peut s’expliquer par le fait que pour un ensemble S donné, §7(S) et §7(S) peuvent
comporter plusieurs arcs dont la somme des valeurs est > 1. En plus, ces contraintes
peuvent se trouver dans plusieurs cas, dominées par les contraintes associées aux som-

mets.

Les résultats obtenus sont donnés dans les tables ci-dessous. La premiére colonne
de chaque table contient la liste des probléemes traités. A chaque probleme sont associés
deux lignes. La premiere (resp. la deuxiéme ) contient les résultats quand le programme
initial est PLD1 (resp. PLD2). Les autres colonnes définissent dans 1’ordre:

NPL  Le nombre de programmes linéaires résolus ( nombre d’itérations ),

PB la profondeur maximum de 1’arbre exploré dans la phase branchement,
TT le temps total d’execution,
TC le temps utilisé par la procédure de séparation des contraintes de coupes,

OPT la valeur de la solution optimale,
INIT la valeur de la solution optimale du programme linéaire de départ,

ER le pourcentage de l’erreur relative a la fin de la procédure de coupes

(=100 x (OPT — INIT)/OPT),

CFG  le nombre de contraintes de flot généralisées obtenues

CC le nombre de contraintes de coupes générées.

Les résultats présentés dans la table 5.1 concernent les graphes complets. Chaque
probléme est noté par CS(n) (resp. C(n)) si le graphe est symétrique (resp. non
symétrique ). Ici n représente le nombre de sommets du graphe. On remaque que les
contraintes de coupes ne jouent pas un role important pour ce type de graphes. En
effet, ici chaque sommet est lié a tous les autres sommets et donc, il y a peu de chance
qu’une contrainte de coupes soit violée. Mais on remaque que l'erreur dans cette série
d’expériences est relativement faible (de ’ordre de 0.1% ).

Les tables 5.2 et 5.3 présentent des résultats portant respectivement sur des graphes
série-paralleles et des graphes quelconques. On remarque que pour toutes les instances,
les contraintes de coupes sont utiles. En effet, ’erreur relative quand ces contraintes ne
sont pas introduites dans le programme initial est nettement supérieure a celle obtenue
en considérant ces contraintes des le départ. Ceci permet de noter que les contraintes de

Cy A s
coupes associées aux sommets peuvent étre tres efficaces dans les graphes peu denses.
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La table 5.4 présente des résultats concernant trois problemes de l’arborescence
Steiner minimum. Pour ces problemes, ’erreur relative est importante. Elle est de
I’ordre de 30%. Cependant, les résultats présentés dans la table 5.5, concernant des
instances de ce probléme générées aléatoirement, montrent que les contraintes de coupes
améliorent relativement la solution. En effet, pour le premier probleme comportant
50 sommets et 200 arcs, la solution obtenue a la fin de la procédure de coupes, en
considérant le programme PLD1 comme programme initial, est optimale. Pour les

autres probléme, ’erreur est de 1’ordre de 0.1%.

Dans toutes les expérimentations, MINTO a généré des contraintes de flot général-
isées pour résoudre le probleme & 'optimum. Le temps de calcul de la procédure de
coupes dépend beaucoup des données du probleme et en particulier de la taille du

graphe.
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| G |NPL|PB| TT| TC| OPT| INIT | ER(%) | CFG | CC |
C(10) 8] 2 2.056| 021] -36860 | -36920.18] 0.16 A
8| 2 143 021 -36860 -3690.18 | 0.16 7] 0
C(25) | 149 | 14| 63.42[ 29.79 | -298734 | -299003.19 | 0.09 | 65] -
149 [ 14| 49.17] 30.83| -298734 | -299003.19[ 0.09] 65| 0
C(40) | 260 | 21| 613.70 [ 288.25 | -826640 | -826940.78 | 0.03| 51 [ -
262 | 21| 356.92 [ 248.40 | -826640 | -826940.78 | 0.03| 51[ 0
CS(15) | 24| 6| 2355[ 14.17[ -219635 | -219756.46 | 0.05] 17 [ -
24| 6] 19.47[ 1529 -219635 | -219756.46 | 0.056] 17[ 0
CS(25) | 226 | 15[ 498.12 [ 136.52 | -776131 [ -776331.25] 0.02] 30 [ -
226 | 15| 290.72 [ 14254 | -776131 [ -776131.25| 0.02] 30[ 0
CS(35) | 2035 | 25 | 4351.05 | 695.70 | -1536499 | -1536918.50 | 0.02 | 44 | -
2035 | 25 | 1824.00 | 667.45 | -1536499 | -1536918.50 | 0.02| 44| 0

Tableau 5.1 :

| G [NPL [PB| TT| TC| OPT|] INIT | ER(%) | CFG | CC |
V=13 2] 0] 0.65] 0.02] -3254| -3254.62| 0.02 AE
|E| =25 2] 0] o0.62] 0.02] -3254| -3287.34| 1.02 8] 2
V] =48 4] 0] 1.80] 0.33] -21640 | -21667.11 | 0.12 6] -
|E| = 100 6] 0] 1.52] 048] -21640 | -2174248| 047| 10| 6

V| =196 54 | 12| 48.77 | 33.24 | -138274 | -138581.36 0.22 25 -
|E| = 500 55 | 12| b51.17 | 41.78 | -138274 | -138905.87 0.45 32 | 19

|V| =416 50 | 10 | 193.70 | 150.22 | -214059 | -214641.41 0.27 38 -
|E| = 1000 61 | 10 | 407.25 | 379.45 | -214059 | -215520.40 0.68 54 | 64

|V| = 562 193 | 16 | 465.28 | 329.23 | -316366 | -317173.29 0.25 61 -
|E|=1500 | 202 | 16 | 506.58 | 419.31 | -316366 | -318334.76 0.62 76| 73

Tableau 5.2 :
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| G | NPL | PB | TT| TC| OPT|] INIT | ER(%) | CFG | CC |
V] =25 29 | 10 648 | 249 ] -54994 | -55309.29 | 0.57] 30| -
|E| = 100 29 | 10 5.08| 2.89 | -54994 | -55354.21| 0.65] 31| 7
V] =50 35| 9 28.42 | 16.05 | -157320 | -157762.89 | 028 43| -
|E| = 250 34| 9 24.28 | 18.34 [ -157320 | -157764.33 | 028 43| 2
V=50 | 3169 [ 26 | 1225.35 | 69.58 | -462948 | -463579.29 | 0.13| 115 | -
|E| =500 | 3168 [ 26 | 655.68 | 73.64 | -462948 | -463579.29 [ 0.13| 115| 0
V| =100 | 2148 | 36 | 1743.42 | 177.10 | -619734 | -620425.50 | 0.17 | 182 | -
|E| =750 | 2149 [ 36 [ 1004.78 | 198.27 | -616734 | -620791.51 [ 0.17| 182] 3

|V| =250 | 35644 | 54 | 25838.73 | 199.69 | -350794 | -352503.70 0.48 | 222 -
|E| =750 | 38203 | 55 | 16874.62 | 389.65 | -350794 | -353171.82 0.67 | 248 | 82

Tableau 5.3 :

| G | NPL[PB| TT| TC]|OPT |INIT | ER(%) | CFG | CC |
Steinbl | 1538 | 20 | 13720 223 825511 ] 3279 20[ -
5595 | 22| 305.67 [20.48 | 823244 | 6043] 24| 40

Steinb2 | 2272 | 22| 243.30 | 3.08 83 | 57.46 30.76 44 -
5252 | 24| 350.55 | 18.39 83 | 25.16 69.69 64 | 42

Steinb4 | 6794 | 30 | 1627.38 | 3.64 59 | 45.02 23.69 66 -
13110 | 28 | 1560.03 | 38.89 59 | 12.88 78.16 79 | 61

Tableau 5.4 :
| G [NPL [PB| TT| TC| OPT| INIT | ER(%)]|CFG | CC |
V] =50 4] 0 1.80 0.00] -603] -603.00[ 0.00 0] -

|E| = 1500 | 62
V] =500 41
|E| = 2000 | 30

602.55 | 357.40 | -4414 | -6976.42 58.12 55 | 323

1005.92 | 577.44 | -12994 | -12999.56 0.04 15 -
1868.48 | 1499.20 | -12994 | -17833.16 37.24 60 | 345

|E| = 200 4 1 3.53 0.75 -603 -853.34 41.51 22 19
|V| =100 26 4 93.38 60.09 | -7120 | -7134.56 0.20 12 -
|E| = 500 40 6| 154.57 | 123.52 | -7120 | -8943.77 25.61 37 | 104
|V| = 250 11 2| 458.40 | 277.02 | -17475 | -17475.69 0.05 8 -
|E| = 1500 18 4| 686.33 | b511.97 | -17475 | -21294.82 21.85 39 | 242
|V| = 400 5 1] 148.68 47.31 | -4414 | -4418.00 0.09 0 -

4

7

7

Tableau 5.5 :



Conclusion

Dans cette deuxieme partie de la these nous nous sommes intéressés a ’approche
polyédrale pour le probleme de flot ou des cotits fixes et des couts variables sont asso-
ciés aux arcs du graphe.

Nous avons étudié une formulation relaxée de ce probleme. Dans un premier temps
nous avons considéré le polyedre associé a notre probleme et en avons caractérisé la
dimension.

Nous avons introduit de nouvelles contraintes valides pour ce polytope, les contraintes
de coupes, et décrit des conditions suffisantes pour que ces contraintes définissent des
facettes.

Ces contraintes, qui peuvent étre séparées en temps polynomial, sont utilisées par la
suite dans un algorithme de coupes. Nous avons terminé ’étude pour cette partie
par une phase expérimentale dont 1’objectif est d’évaluer 1’utilité des contraintes de
coupes. Nous avons utilisé cet algorithme pour résoudre le probléeme de flot sur des
instances générées aléatoirement. Etant donné la relation tres étroite entre ce prob-
leme et le probleme de I'arborescence Steiner minimum, nous avons utilisé également
notre algorithme pour résoudre certaines instances de ce probléme tirées de la librairie
OR-Library.

Les résultats expérimentaux ont montré 1'utilité de ces contraintes pour la résolution

du probleme surtout dans les graphes peu denses.

Pour ces problemes, généralement la solution obtenue a la fin de la phase de coupes
n’est pas entiere, et 'erreur est importante. Alors il serait intéressant d’étudier une
heuristique qui permet de construire une arborescence a partir de la solution fraction-

naire dont ’erreur entrainée serait petite.

Aussi, il est utile d’identifier d’autres classes de contraintes valides pour le probleme
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qui peuvent étre séparées en temps polynomial.
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RESUME
Cette these est composée de deux parties:

La premiere partie porte sur le probleme des absorbants de poids minimum. Nous nous

intéressons au polytope associé a ce probleme. Dans un premier temps, nous décrivons
certaines facettes de base de ce polytope et nous discutons de certaines propriétés struc-
turales.
Par la suite, nous considérons ce polytope dans les graphes décomposables par des som-
mets d’articulation. Si G est un graphe qui se décompose en deux graphes G; et G,
alors on montre que le polytope des absorbants dans G peut étre décrit a partir de deux
systemes linéaires liés a G; et G5. Ceci donne lieu a une technique permettant de car-
actériser le polytope des absorbants dans les classes de graphes qui sont récursivement
décomposables. nous obtenons également une procédure de composition de facettes dans
ce type de graphes. Nous montrons que le probleme de ’absorbant peut étre aussi décom-
posé. Des applications de cette technique sont discutées pour la classe des cactus. Nous
étudions aussi des procédures générales de construction de facettes.

Dans la deuxieme partie, nous étudions le probleme du flot quand des couts fixes et
des colts variables sont associés aux arcs du graphe. Nous développons une approche
polyédrale pour ce probleme. Nous introduisons des nouvelles contraintes valides pour
le polyedre associé, appelées contraintes de coupes. Ces contraintes sont utilisées par la
suite dans une méthode de coupes pour résoudre des instances du probleme. Les résultats
expérimentaux montrent que ces contraintes peuvent étre utiles pour la résolution du
probleme dans les graphes peu denses.

ABSTRACT

This thesis is divided into two parts:

In the first part, we consider the dominating set polytope. We describe basic facets
of this polytope and we study some structural properties. These properties are used to
discuss this polytope in graphs which are decomposable by one node cutsets. If G decom-
poses into G; and 3, we show that the dominating set polytope of G can be described
from two linear systems related to G; and G5. This gives a way to characterize this poly-
tope for classes of graphs that can be recursively decomposed. This also gives a procedure
to describe facets for this polytope. We also show that the dominating set problem can be
decomposed. Applications of this composition ( decomposition ) technique are discussed
for the class of the cactus. Some procedures of construction of facets from facets are also
discussed.

In the second part of the thesis, we study a polyedral approach for the fixed charge
network flow problem. We introduce new valid inequalities for the associated polyhedron,
called cut inequalities. These inequalities are used in the framework of a cutting plane
algorithm for solving instances of that problem. Experiment results show that the cut
inequalities can be efficient for sparse graphs.



