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Cette th�ese est compos�ee de deux parties :

La premi�ere partie porte sur le probl�eme des absorbants de poids minimum. Nous

nous int�eressons au polytope associ�e �a ce probl�eme. Dans un premier temps, nous

d�ecrivons certaines facettes de base de ce polytope et nous discutons de certaines

propri�et�es structurales.

Par la suite, nous consid�erons ce polytope dans les graphes d�ecomposables par des

sommets d'articulation. Si G est un graphe qui se d�ecompose en deux graphes G

1

et

G

2

, alors on montre que le polytope des absorbants dans G peut être d�ecrit �a partir de

deux syst�emes lin�eaires li�es �a G

1

et G

2

. Ceci donne lieu �a une technique permettant

de caract�eriser le polytope des absorbants dans les classes de graphes qui sont r�ecur-

sivement d�ecomposables. nous obtenons �egalement une proc�edure de composition de

facettes dans ce type de graphes. Nous montrons que le probl�eme de l'absorbant peut

être aussi d�ecompos�e. Des applications de cette technique sont discut�ees pour la classe

des cactus. Nous �etudions aussi des proc�edures g�en�erales de construction de facettes.

Dans la deuxi�eme partie, nous �etudions le probl�eme du 
ot quand des coûts �xes et

des coûts variables sont associ�es aux arcs du graphe. Nous d�eveloppons une approche

poly�edrale pour ce probl�eme. Nous introduisons des nouvelles contraintes valides pour

le poly�edre associ�e, appel�ees contraintes de coupes. Ces contraintes sont utilis�ees par

la suite dans une m�ethode de coupes pour r�esoudre des instances du probl�eme. Les

r�esultats exp�erimentaux montrent que ces contraintes peuvent être utiles pour la r�eso-

lution du probl�eme dans les graphes peu denses.

Mots cl�es : Composition de poly�edres, sommet d'articulation, probl�eme de l'absorbant,

facettes, cactus, probl�eme du 
ot, contrainte de coupes, m�ethode de coupes.
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ABSTRACT

This thesis is divided into two parts :

In the �rst part, we consider the dominating set polytope. We describe basic facets

of this polytope and we study some structural properties. These properties are used

to discuss this polytope in graphs which are decomposable by one node cutsets. If G

decomposes into G

1

and G

2

, we show that the dominating set polytope of G can be de-

scribed from two linear systems related to G

1

and G

2

. This gives a way to characterize

this polytope for classes of graphs that can be recursively decomposed. This also gives

a procedure to describe facets for this polytope. We also show that the dominating

set problem can be decomposed. Applications of this composition ( decomposition )

technique are discussed for the class of the cactus. Some procedures of construction of

facets from facets are also discussed.

In the second part of the thesis, we study a polyedral approach for the �xed charge

network 
ow problem. We introduce new valid inequalities for the associated polyhe-

dron, called cut inequalities. These inequalities are used in the framework of a cutting

plane algorithm for solving instances of that problem. Experiment results show that

the cut inequalities can be e�cient for sparse graphs.

Key words : Composition of polyhedra, one-node cutset, dominating set polytope,

facets, cactus, network 
ow problem, cut inequalities, cutting plane algorithm.
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Pr�eambule

Plusieurs probl�emes r�eels se mod�elisent comme des probl�emes d'optimisation com-

binatoire (les probl�emes dont la structure sous jacente est discr�ete et g�en�eralement

caract�eris�ee par un graphe). la r�esolution de ces probl�emes, qui sont g�en�eralement

di�ciles, a suscit�e des m�ethodes d'optimisation e�caces. Plusieurs approches ont ainsi

�et�e d�evelopp�ees et se sont r�ev�el�ees tr�es puissantes comme la programmation lin�eaire et

non lin�eaire, la programmation en nombres entiers, les techniques d'optimisation dans

les r�eseaux et les approches algorithmiques et poly�edrales d'optimisation combinatoire.

Une des m�ethodes r�ecentes et puissantes pour les probl�emes d'optimisation com-

binatoire est la m�ethode dite poly�edrale. Cette m�ethode introduite par J. Edmonds

dans le cadre du probl�eme du couplage [34], cherche �a d�ecrire l'enveloppe convexe des

solutions du probl�eme par un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires et donc �a se ramener �a la

r�esolution d'un programme lin�eaire. Dantzig est le premier �a avoir propos�e un algo-

rithme, la m�ethode du simplexe, pour r�esoudre de tels programmes [32]. Ce passage

de l'optimisation sur un ensemble discret �a l'optimisation sur un domaine convexe

(g�en�eralement plus facile) a permis un nouvel essor de l'optimisation combinatoire et

a propuls�e en puissance l'approche poly�edrale.

Dans cette th�ese, nous discutons de cette approche pour deux probl�emes d'optimisation

combinatoire :

Le premier est celui de l'absorbant de poids minimum. Nous nous int�eressons en

particulier au poly�edre associ�e �a ce probl�eme dans les graphes d�ecomposables par des

sommets d'articulation. Nous montrons que si un graphe G peut être d�ecompos�e en

deux graphes G

1

et G

2

, alors le polytope des absorbants de G peut être obtenu �a par-

tir des polytopes des absorbants dans deux graphes li�es �a G

1

et G

2

. Nous montrons

1
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�egalement que le probl�eme de l'absorbant de poids minimum peut être d�ecompos�e.

Ceci donne lieu �a une technique de composition de poly�edres dans les graphes qui sont

r�ecursivement d�ecomposables.

Le deuxi�eme probl�eme est celui du 
ot g�en�eralis�e o�u des coûts �xes et des coûts

variables sont associ�es aux arcs du graphe. Nous �etudions le polytope associ�e �a ce

probl�eme. Nous d�ecrivons des nouvelles contraintes valides pour ce polytope. Ces

contraintes sont utilis�ees, par la suite, dans une m�ethode de coupes pour r�esoudre

certaines instances de ce probl�eme. Les r�esultats exp�erimentaux montrent que ces con-

traintes peuvent être utiles pour la r�esolution du probl�eme dans les graphes peu denses.



Partie I

Composition de graphes et le

polytope des absorbants

3





Introduction

Soit G = (V;E) un graphe o�u V est l'ensemble des sommets et E l'ensemble des

arêtes. Un sous ensemble S de V est dit Absorbant (ou Dominant) de G si tout som-

met dans V n S est adjacent �a au moins un sommet de S. Etant donn�e un syst�eme

de poids c(c(v); v 2 V ) sur les sommets, le probl�eme de l'absorbant de poids minimum

( PAPM) est de trouver un absorbant S dans G tel que

P

v2S

c(v) soit minimum. Ce

probl�eme est un des probl�emes classiques de la th�eorie des graphes. Ore [64] et Berge

[13] sont parmi les premiers �a avoir discut�e de ce probl�eme.

La notion d'absorbant apparâ�t naturellement dans plusieurs situations relevant de la

strat�egie de placement d'hommes (ou d'appareils) aux sommets d'un graphe. Un des

probl�emes classiques qui illustre ce type de situation est le probl�eme des reines, men-

tionn�e par Ore [64]: quel est le nombre minimum de reines n�ecessaires sur un �echiquier

pour que chaque case soit couverte (control�ee) par au moins une reine (une case est

couverte par une reine si elle est dans la ligne, la colonne ou la diagonale dans laquelle

se trouve la reine). Un probl�eme similaire mentionn�e par Berge [14] concerne le contrôle

des sommets du r�eseau par un ensemble de stations radars. Une autre application du

probl�eme de l'absorbant minimum se trouve dans le domaine des t�el�ecommunications

o�u les sommets repr�esentent des cit�es qui doivent être li�ees par des centres de trans-

mission, et les arêtes, les connexions possibles entre ces cit�es. L'ensemble absorbant

dans ce cas repr�esente les cit�es �a munir d'un centre de transmission a�n de pouvoir

communiquer avec l'ensemble des cit�es du r�eseau [55]. Le probl�eme PAPM a aussi des

applications dans la th�eorie des couplages [13].

Un autre concept tr�es li�e �a celui de l'absorbant dans les graphes est celui de

l'ind�ependant. Un ind�ependant (ou stable ) dans un graphe est un sous-ensemble de

sommets deux �a deux non adjacents. La relation entre ces deux notions a �et�e largement

explor�ee [1, 2, 28, 37, 53]. Certains probl�emes d'optimisation combinatoire (en th�eorie

5
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des jeux et en analyse multicrit�ere) se ram�enent �a la recherche d'un sous-ensemble de

sommets dans un graphe G qui soit �a la fois absorbant et ind�ependant de G. Un tel

ensemble est dit noyau.

Le probl�eme PAPM est NP-dur dans le cas g�en�eral [46]. Il a �et�e montr�e polynomial

dans plusieurs classes particuli�eres de graphes comme les cactus [50] et les graphes

s�erie-parall�eles [52]. Une synth�ese compl�ete sur la complexit�e du PAPM peut être con-

sult�ee dans Corneil et Stewart [28].

Une des approches qui s'est av�er�ee puissante pour ce type de probl�eme est l'approche

poly�edrale. Le but de cette approche est de ramener le probl�eme �a la r�esolution d'un

programme lin�eaire par la description compl�ete du poly�edre, enveloppe convexe de ses

solutions, par un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires. Un tel syst�eme est g�en�eralement di�-

cile �a obtenir pour un graphe G donn�e. Mais en d�ecomposant le graphe en blocs (des

sous graphes qui ne sont plus d�ecomposables par rapport �a certaines op�erations de

d�ecomposition), il est parfois possible de d�ecrire le poly�edre associ�e �a G �a partir des

syst�emes lin�eaires qui caract�erisent les poly�edres associ�es aux blocs. Cette partie de la

th�ese discute de cette approche pour le probl�eme de l'absorbant.

Des techniques de composition/d�ecomposition ont �et�e �etudi�ees pour plusieurs prob-

l�emes d'optimisation combinatoire [6, 9, 10, 11, 49, 58].

Dans [6], Barahona, Fonlupt et Mahjoub d�ecrivent une technique de composition pour

le poly�edre des sous graphes acycliques. En utilisant cette technique, ils donnent

une caract�erisation compl�ete de ce poly�edre dans les graphes non contractibles �a K

3;3

( les graphes qui ne peuvent pas se ramener �a K

3;3

par contractions et suppressions

d'arêtes ). Dans [9] Barahona et Mahjoub �etudient des compositions similaires pour le

polytope des graphes �equilibr�es. Dans [10, 11] ils consid�erent le polytope du stable et

donnent une description compl�ete de ce polytope dans les graphes non contractibles �a

W

4

( la roue sur 5 sommets ). Margot [58] �etudie une approche g�en�erale de composition

de poly�edres bas�ee sur les techniques de projection. Dans [49], Hadjar discute d'une

approche similaire. En particulier, il introduit la notion de poly�edres parfaitement

composables par rapport �a un certain mariage de solutions. Si deux poly�edres sont

parfaitement composables, alors ils engendrent une formulation �etendue du probl�eme

et, en cons�equence, un syst�eme lin�eaire d�ecrivant les solutions du probl�eme peut être



COMPOSITION DE GRAPHES ET POLYTOPE DES ABSORBANTS 7

obtenu par projection. il donne une condition n�ecessaire et su�sante pour que deux

poly�edres soient parfaitement composables.

Le probl�eme de l'absorbant a �et�e largement �etudi�e sur le plan algorithmique [14, 16,

25, 26, 28, 37, 38, 39]. Mais contrairement �a plusieurs probl�emes d'optimisation combi-

natoire NP-durs, l'approche poly�edrale pour ce probl�eme n'a pas �et�e tr�es explor�ee. A

notre connaissance, le polytope des absorbants a �et�e seulement �etudi�e dans les graphes

�a seuil par Mahjoub [57] et les graphes fortement �a corde par Farber [37] dans le cadre

des matrices totalement �equilibr�ees.

Dans cette partie de la th�ese, nous nous int�eressons �a certains aspects poly�edraux

du PAPM. Dans un premier temps, nous caract�erisons certaines classes de facettes de

ce poly�edre et nous d�ecrivons des proc�edures de construction de facettes. Par la suite

nous �etudions le probl�eme PAPM dans les graphes d�ecomposables par des sommets

d'articulation. Si G est un graphe qui se d�ecompose en G

1

et G

2

alors nous montrons

que le syst�eme d�ecrivant le poly�edre des absorbants associ�e �a G peut être obtenu �a

partir de deux syst�emes lin�eaires d�ecrivant les poly�edres des absorbants de certains

graphes li�es �a G

1

et G

2

. Nous montrons que le probl�eme PAPM peut être, �egalement,

d�ecompos�e. Par la suite nous �etudions les applications de cette approche dans les

cactus. En�n nous donnons quelques proc�edures de constructions de facettes.
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Chapitre 1

Etude faciale du polytope des

absorbants

1.1 Introduction

Soit G = (V;E) un graphe. Si S � V alors le vecteur x

S

2 f0; 1g

jV j

, o�u x(i) = 1

si i 2 S et x(i) = 0 sinon, est appel�ee le vecteur d'incidence de S . L'enveloppe

convexe P

D

(G) des vecteurs d'incidence des absorbants de G est appel�ee le polytope

des absorbants de G, i.e.

P

D

(G) = convfx

S

2 IR

jV j

j S � V est un absorbant de Gg :

Le probl�eme PAPM est donc �equivalent au programme lin�eaire

minfcx; x 2 P

D

(G)g :

Le probl�eme PAPM peut donc être ramen�e �a la r�esolution d'un programme lin�eaire

par la description du polytope P

D

(G). Etant donn�e que le probl�eme PAPM est NP-dur,

il y a peu d'espoir de trouver une caract�erisation compl�ete de P

D

(G) pour tout graphe.

Mais une description partielle de ce polytope peut être su�sante pour r�esoudre le prob-

l�eme PAPM �a optimalit�e. Aussi, pour certaines classes de graphes, le polytope P

D

(G)

peut être d�ecrit par quelques familles d'in�egalit�es lin�eaires dont le probl�eme de s�epa-

ration est polynomial. Par cons�equent le probl�eme PAPM peut être r�esolu en temps

polynomial dans ces classes de graphes en utilisant la m�ethode des ellipsoides [47].

Dans le reste de cette section, nous donnons quelques d�e�nitions de base et nota-

tions qui seront utilis�ees dans ce m�emoire. Nous commen�cons par quelques notions

9



10 1. ETUDE FACIALE DU POLYTOPE DES ABSORBANTS

relatives aux poly�edres. Pour plus de d�etails, on pourra consulter [72].

Un vecteur x 2 IR

m

est une combinaison lin�eaire des vecteurs x

1

; x

2

; : : : ; x

k

2 IR

m

si pour un certain vecteur � 2 IR

k

; x =

k

X

i=1

�

i

x

i

.

De plus, si

k

X

i=1

�

i

= 1 (resp. � � 0 et

k

X

i=1

�

i

= 1), alors que x est une combinaison a�ne

(resp. convexe) des vecteurs x

1

; x

2

; : : : ; x

k

.

Soit un sous ensemble S � IR

m

non vide. L'enveloppe convexe de S, not�ee conv(S),

est l'ensemble des points, combinaisons convexes des �el�ements de S.

Un ensemble �ni de points S � IR

m

est dit lin�eairement ind�ependant (resp. a�ne-

ment ind�ependant) si aucun de ses �el�ements n'est combinaison lin�eaire (resp. a�ne)

des autres points avec au moins deux coe�cients positifs non nuls. Sinon, S est dit

lin�eairement (resp. a�nement) d�ependant.

Un poly�edre P de IR

m

est l'intersection d'un nombre �ni de demi-espaces de IR

m

.

Un poly�edre P peut être aussi d�e�ni comme l'ensemble des solutions d'un syst�eme

d'in�equations lin�eaires, i.e.

P = fx 2 IR

m

j Ax � bg:

On dit que ce syst�eme caract�erise le poly�edre P

Un poly�edre born�e est dit polytope. Un polytope est �egalement l'enveloppe convexe

d'un ensemble �ni de points.

La dimension d'un poly�edre P , not�ee dim(P ), est le nombre maximum de points

a�nement ind�ependants de P . Si dim(P ) = m, alors P est dit de pleine dimension.

Dans ce cas, il existe un syst�eme lin�eaire unique, �a une multiplication pr�es par un

scalaire positif, d�e�nissant P .

Soit a 2 IR

m

� f0g et a

0

2 IR

m

. L'in�equation a

T

x � a

0

est dite contrainte valide

pour le poly�edre P � IR

m

, si P � fx 2 IR

m

j a

T

x � a

0

g.

La contrainte valide a

T

x � a

0

d�e�nit une face de P si ; 6= P\fx 2 IR

m

j a

T

x = a

0

g 6= P .
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Dans ce cas, le poly�edre P \fx 2 IR

m

j a

T

x = a

0

g est dit la face associ�ee �a la contrainte

a

T

x � a

0

.

Une contrainte valide a

T

x � a

0

d�e�nit une facette de P si elle est une face de P et, si

elle est de dimension dim(P )� 1.

Les sommets (ou points extrêmes ) de P sont des faces de dimension nulle.

Soit G = (V;E) un graphe. Si e 2 E est une arête ayant pour extr�emit�es les som-

mets u et v, alors nous �ecrivons e = uv. Si u 2 V est un sommet non adjacent �a aucun

autre sommet de V , alors u est dit isol�e.

Une châ�ne P de G = (V;E) est une s�equence de sommets v

0

; v

1

; : : : ; v

k

telle que

pour tout i = 0; : : : ; k�1, v

i

v

i+1

est une arête de E. Les sommets v

0

et v

k

sont appel�es

les extr�emit�es de la châ�ne P . De plus, si v

0

v

k

2 E, alors la s�equence v

0

; v

1

; : : : ; v

k

forme un cycle.

Soit G = (V;E) un graphe. L'ensemble des voisins d'un sommet u 2 V dans G,

not�e N

G

(u), est l'ensemble form�e de u et de tous les sommets de G adjacents �a u. Cet

ensemble sera not�e N(u) s'il n'y a pas n�ecessit�e de pr�eciser le graphe.

Nous notons par N

�

(u) l'ensemble N(u) n fug.

Etant donn�ee une application b : V �! IR, b(S) repr�esente

X

u2S

b(u).

Nous notons aussi par D(G) l'ensemble de tous les absorbants dans G.

1.2 Facettes et propri�et�es structurales

Dans cette section, nous d�ecrivons certaines facettes de base de P

D

(G) et pr�esentons

quelques propri�et�es structurales de ce polytope.

Si S � V est un sous ensemble de V , alors le vecteur d'incidence de S, x

S

, v�eri�e

les contraintes suivantes

x(u) � 0 8 u 2 V ; (1:1)

x(u) � 1 8 u 2 V ; (1:2)

x(N(u)) � 1 8 u 2 V : (1:3)
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Les in�equations (1.1) et (1.2) seront appel�ees contraintes triviales. Et les in�equations

(1.3) seront appel�ees contraintes de voisinage.

Dans la suite nous allons donner des conditions n�ec�essaires et su�santes pour que

les contraintes (1.1) - (1.3) d�e�nnissent des facettes. Mais d'abord nous discutons de

certaines propri�et�es de P

D

(G).

Lemme 1.1 Si G n'a pas de sommets isol�es alors P

D

(G) est de pleine dimension.

Preuve. Il est simple de voir que lorsque G n'a pas de sommets isol�es, les ensembles

V n fug ; 8 u 2 V et l'ensemble V forment une famille de n+1 absorbants a�nement

ind�ependants. 2

Donc si G = (V;E) ne contient pas de sommets isol�es, un syst�eme lin�eaire Ax � b

qui d�e�nit P

D

(G) est minimal si et seulement si il existe une bijection entre les in�e-

galit�es du syst�eme et les facettes de P

D

(G). Si G = (V;E) contient un sous ensemble

V

0

� V de sommets isol�es, alors tout absorbant de G contient V

0

. L'�etude de PAPM

peut se ramener alors au graphe G

0

= (V n V

0

; E).

On supposera dans la suite que G ne contient pas de sommets isol�es.

Lemme 1.2 Toute facette de P

D

(G) , di��erente d'une contrainte triviale de type

x(u) � 1 , est de la forme

X

i=1;:::;k

a

i

x

i

� a

0

avec a

i

� 0 8 i = 1; : : : ; k.

Preuve. Supposons que a

i

0

< 0 pour un certain i

0

2 f1; : : : ; kg. Comme

X

i=1;:::;k

a

i

x

i

� a

0

est di��erente de l'in�equation x

i

0

� 1, il doit donc exister un absorbant S ne contenant

pas i

0

et tel que

X

i=1;:::;k

a

i

x

i

= a

0

. Soit S

0

= S[fi

0

g. Il est clair que S

0

est un absorbant,

mais on a

X

i=1;:::;k

a

i

x

i

< a

0

, une contradiction. 2

Th�eor�eme 1.3 i) L'in�equation (1.2) d�e�nit une facette de P

D

(G).

ii) L'in�equation (1.1) d�e�nit une facette de P

D

(G) si et seulement si jN(v)j � 3

pour tout v 2 N(u).
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Preuve. i) Etant donn�e que le graphe G est sans sommets isol�es, les ensembles V

et V n fvg; v 6= u forment une famille de jV j absorbants dont les vecteurs d'incidence

serrent la contrainte (1.2) et sont a�nement ind�ependants.

ii) Supposons qu'il existe un sommet v deN(u) tel que jN(v)j � 2. CommeG n'a pas de

sommets isol�es, il doit alors exister un sommet u

0

, di��erent de u, tel que N(v) = fu; u

0

g

o�u v est repr�esent�e soit par u, soit par u

0

. Ainsi pour tout absorbant S de G, nous

aurons

u =2 S =) u

0

2 S :

Mais ceci implique que la face fx 2 P

D

(G) j x(u) = 0g est contenue dans la face

fx 2 P

D

(G) j x(u

0

) = 1g. En cons�equence, (1.1) ne peut d�e�nir une facette.

Inversement, supposons que jN(v)j � 3 pour tout sommet v 2 N(u). Donc, les en-

sembles V n fug et V n fu; vg pour tout v 2 V n fug constituent une famille de jV j

absorbants dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent �a l'�egalit�e l'in�equation (1.1) et sont

a�nement ind�ependants. Il s'ensuit que (1.1) induit une facette. 2

Th�eor�eme 1.4 Une contrainte de type (1.3) d�e�nit une facette de P

D

(G) si et seule-

ment si les deux conditions suivantes sont v�eri��ees :

i) Il n'existe pas de sommet u

0

tel que N(u

0

) � N(u).

ii) Pour tout sommet w 2 V n N(u) tel que N

�

(w) � N

�

(u), il existe au moins un

sommet z 2 N

�

(w) tel que tout sommet y 2 N

�

(w) n fzg soit adjacent soit �a z,

soit �a un sommet de V n (N(u) [ fwg).

Preuve. S'il existe un sommet u

0

tel que N(u

0

) � N(u), alors l'in�equation associ�ee �a

N(u) pourrait être obtenue en combinant celle associ�ee �a N(u

0

) et des contraintes de

type (1.1). Ainsi elle ne peut d�e�nir une facette.

Si la condition ii) n'est pas v�eri��ee pour un sommet w 2 V n N(u), alors pour tout

absorbant S de G, nous avons

jS \N(u)j = 1 =) w 2 S : (1.4)

En e�et, supposons que S\N(u) = fzg. Si S\N

�

(w) = ;, alors il est clair que w 2 S.

Si cela n'est pas le cas alors S \ N

�

(w) = fzg, et comme ii) n'est pas v�eri��ee pour w,
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il doit exister un sommet y 2 N

�

(w) n fzg qui ne soit adjacent ni �a z ni �a un sommet

de V n (N(u) [ fwg). Puisque N(y) \ S 6= ;, on doit avoir w 2 S et donc (1.4) est

v�eri��ee.

Donc tout absorbant contenant exactement un sommet de N(u) doit aussi contenir

w. On d�eduit alors que la face fx 2 P

D

(G) j x(N(u)) = 1g est contenue dans la face

fx 2 P

D

(G) j x(w) = 1g, d'o�u (1.2) ne peut induire une facette.

Supposons maintenant que les deux conditions du th�eor�eme sont v�eri��ees. Nous

noterons la contrainte (1.3) par a

T

x � a

0

et supposons qu'il existe une facette induite

par une contrainte b

T

x � b

0

telle que

fx 2 P

D

(G) j a

T

x = a

0

g � fx 2 P

D

(G) j b

T

x = b

0

g :

Pour montrer que (1.3) d�e�nit une facette, il su�t de montrer qu'il existe un scalaire

� > 0 tel que b = �a.

Pour cela nous allons d'abord �etablir que b(u) = b(v) ; 8v 2 N

�

(u) . Pour ce faire,

consid�erons les ensembles

S

1

= V nN

�

(u);

S

v

= (V nN(u)) [ fvg; 8 v 2 N

�

(u);

qui d�e�nissent des absorbants de G. Il est clair que ceci est le cas pour S

1

. Si S

v

n'est

pas un absorbant de G, alors il existe un sommet u

0

2 N

�

(u) n fvg qui n'est adjacent

�a aucun sommet de (V n N(u)) [ fvg. Il en r�esulte donc que N(u

0

) � N(u), ce qui

contredit la condition i).

De plus, les vecteurs d'incidence de S

1

et S

v

, v�eri�ent �a l'�egalit�e la contrainte (1.3).

Donc

0 = bx

S

1

� bx

S

v

= b(u)� b(v) :

D'o�u

b(u) = b(v) = � 8 v 2 N

�

(u) et � 2 IR:

Maintenant, montrons que b(w) = 0 ; 8 w 2 V nN(u).

Nous consid�erons d'abord le cas o�u N

�

(w)\(V nN(u)) 6= ;. Soit

~

S = V n(N

�

(u)[fwg).

~

S est un absorbant de G. Comme a

T

x

~

S

= a

0

, il s'ensuit que b

T

x

~

S

= b

0

, et donc

0 = bx

S

1

� bx

~

S

= b(w)
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o�u S

1

est l'absorbant pr�ec�edemment d�e�ni.

Si N

�

(w) \ (V nN(u)) = ;, par la condition ii) il existe un sommet z 2 N

�

(w) tel que

tout sommet y 2 N

�

(w) n fzg soit adjacent �a z ou �a un sommet de V n (N(u) [ fwg).

Soit

�

S = S

z

nfwg, o�u S

z

= (V nN(u))[fzg. Il est facile de voir que

�

S est un absorbant

de G. De plus, nous avons a

T

x

�

S

= a

0

. Ceci implique que a

T

x

�

S

= a

0

, et par cons�equent

0 = bx

S

z

� bx

�

S

= b(w)

Ainsi nous avons

b(v) = � 8 v 2 N(u) ;

b(v) = 0 8 v 2 V nN(u) :

Comme pour tout v 2 V il existe un absorbant S tel que a

T

x

S

= a

0

et v 62 S, cela

implique que la facette d�e�nie par b

T

x � b

0

n'est contenue dans aucune des facettes

triviales fx 2 P

D

(G) j x(w) = 1 ; w 2 V g . D'apr�es le lemme 1.2, on a donc b � 0 et

par cons�equent � > 0 . Ce qui termine la preuve de notre th�eor�eme. 2

Lemme 1.5 Soit C

n

un cycle sans corde �a n sommets. L'in�equation

x(C

n

) �

&

jC

n

j

3

'

(1.5)

est valide pour P

D

(C

n

). De plus, elle d�e�nit une facette de P

D

(C

n

) si et seulement si

C

n

n'est pas un multiple de 3.

Preuve. Il n'est pas di�cile de voir que (1.5) est valide pour P

D

(C

n

).

Si n = 3k; k 2 IN, la contrainte (1.5) peut être obtenue en sommant les contraintes de

voisinage x (N(u

i

)), i multiple de 3 : Donc (1.5) ne d�e�nit pas une facette.

Maintenant, supposons que n 6= 3k et C

n

= fu

1

; u

2

; : : : ; u

n

g . Consid�erons les sous

ensembles de C

n

suivants:

S

i

= fu

i+3p

; p = 0; : : : ;

�

n

3

�

g; 8i = 1; : : : ; n ;

o�u les indices sont pris modulo n.

Les ensemblesS

i

forment une famille de n absorbants de C

n

dont les vecteurs d'incidence

v�eri�ent (1.5) �a l'�egalit�e et sont a�nement ind�ependants. 2

Nous passons maintenant �a l'�etude de quelques propri�et�es structurales des facettes

de P

D

(G). Ces propri�et�es vont nous être utiles lors de l'�etude de la composition de
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poly�edres dans le chapitre suivant.

Soit a

T

x � a

0

une contrainte non triviale qui d�e�nit une facette de P

D

(G). D'apr�es

le lemme 1.2, nous avons a � 0 et a

0

> 0. Nous notons par V

a

l'ensemble

V

a

= fv 2 V j a(v) > 0g:

L'ensemble V

a

est appel�e le support de la contrainte a

T

x � a

0

, et le graphe G

a

=

(V

a

; E(V

a

)) est appel�e le graphe induit par la contrainte a

T

x � a

0

. Nous repr�esentons

par D

a

l'ensemble des absorbants de G dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � a

0

�a l'�egalit�e, i.e.

D

a

= fS � V j S 2 D(G) et a

T

x = a

0

g:

Nous avons les lemmes suivants.

Lemme 1.6 Le graphe G

a

est connexe.

Preuve. Supposons que G

a

est constitu�e de deux composantes disjointesG

1

= (V

1

; E

1

)

et G

2

= (V

2

; E

2

). Soient a

1

et a

2

les restrictions de a dans V

1

et V

2

respectivement.

Soit

a

i

0

= minfa

T

x

SnV

i

0

; S 2 D(G)g; i = 1; 2 ;

o�u i

0

= f1; 2g n fig. Nous avons alors que a

0

= a

1

0

+ a

2

0

; et la contrainte a

T

i

x � a

i

0

est valide pour P

D

(G

i

) ; i = 1; 2. Ainsi a

T

x � a

0

peut être obtenue comme la somme

de deux contraintes valides. Mais ceci est en contradiction avec le fait que a

T

x � a

0

induit une facette. 2

Lemme 1.7 Soit G le graphe obtenu �a partir d'un graphe G

1

= (V

1

; E

1

) et d'un cycle

C, o�u C = fu;w

1

; w

2

; w

3

; w

4

g et u = C \ V

1

(voir la �gure. 1.1). Si a

T

x � a

0

est

di��erente des contraintes de voisinage et de l'in�equation (1.5) associ�ee au cycle C

alors, nous avons

1 ) a(w

1

) = a(w

4

) � a(u);

2 ) a(w

2

) = a(w

3

) = 0:

Preuve. D'abord nous montrons que a(w

1

) = a(w

4

). Pour ce faire, nous allons montrer

que a(w

4

) � a(w

1

). L'�egalit�e est alors �etablie par sym�etrie. Sans perte de g�en�eralit�e,
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G

u

G

1

w

1

w

2

w

4

w

3

Figure 1.1 :

on peut supposer que a(w

1

) > 0. Comme a

T

x � a

0

est di��erente de l'in�equation

x(C) � 2, il doit exister un absorbant S

1

2 D

a

avec jS

1

\ Cj � 3. Nous distinguons 3

cas.

Cas 1. w

1

; w

4

62 S

1

. Ainsi fu;w

2

; w

3

g � S

1

. Puisque S

1

n fw

2

g et S

1

n fw

3

g sont des

absorbants de G, il en r�esulte que a(w

2

) = a(w

3

) = 0.

Maintenant, comme a

T

x � a

0

est di��erente des contraintes triviales, il doit exister un

absorbant S

2

2 D

a

avec w

1

2 S

2

. Soit

~

S

2

= (S

2

n fw

1

g) [ fw

2

; w

3

; w

4

g. Il est clair que

~

S

2

2 D(G). Comme a(w

2

) = a(w

3

) = 0, il s'ensuit que a(w

4

) � a(w

1

).

Cas 2. w

1

; w

4

2 S

1

. Supposons d'abord que fw

2

; w

3

g \ S

1

6= ;.

- Si w

2

2 S

1

, alors l'ensemble S

1

n fw

1

g 2 D(G). Mais ceci implique que a(w

1

) = 0, ce

qui est impossible.

- Si w

3

2 S

1

, alors les ensembles S

1

n fw

4

g et S

1

n fw

3

g sont des absorbants de G, et

donc nous avons a(w

3

) = a(w

4

) = 0. Consid�erons l'ensemble S

2

2 D

a

introduit dans le

cas 1. Notons que w

1

2 S

2

. Comme l'ensemble (S

2

nfw

1

g)[fw

3

; w

4

g est un absorbant

de G et a(w

3

) = a(w

4

) = 0, nous obtenons a(w

1

) = 0 , une contradiction.

En cons�equence, fw

2

; w

3

g \ S

1

= ; et donc fu;w

1

; w

4

g � S

1

. Ainsi les ensembles

(S

1

n fw

1

g) [ fw

3

g et (S

1

n fw

4

g) [ fw

3

g sont des absorbants de G. Nous obtenons

donc

a(w

3

) � a(w

1

); a(w

4

): (1.6)

Comme a

T

x � a

0

est di��erente de la contrainte de voisinage associ�ee au sommet w

2

, il

existe un absorbant S

3

2 D

a

tel que jS

3

\ fw

1

; w

2

; w

3

gj � 2.
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- Si fw

1

; w

2

g � S

3

, alors l'ensemble (S

3

n fw

1

g) [ fw

4

g est un absorbant de G et donc

a(w

4

) � a(w

1

).

- Si fw

1

; w

3

g � S

3

ou fw

2

; w

3

g � S

3

, alors l'ensemble (S

3

n fw

3

g) [ fw

4

g est un ab-

sorbant de G et donc a(w

4

) � a(w

3

). De (1.6), nous d�eduisons que a(w

4

) � a(w

1

).

Cas 3. jfw

1

; w

4

g\S

1

j = 1. Consid�erons d'abord le cas o�u w

1

2 S

1

. Si u 2 S

1

, comme

S

1

\fw

2

; w

3

g 6= ;, il s'ensuit que S

1

nfw

1

g est un absorbant de G. Donc a(w

1

) = 0, une

contradiction. Comme cons�equence, nous avons fw

1

; w

2

; w

3

g � S

1

. Puisque S

1

n fw

2

g

appartient �a D(G), il en r�esulte que a(w

2

) = 0. Maintenant consid�erons de nouveau

l'ensemble S

2

d�e�ni dans le cas 1. Comme (S

2

n fw

1

g) [ fw

2

; w

4

g est un absorbant, il

s'ensuit que a(w

4

) � a(w

1

).

Si w

4

2 S

1

nous obtenons, de mani�ere similaire, que a(w

4

) � a(w

1

).

Dans tous les cas, nous avons a(w

4

) � a(w

1

). Par sym�etrie, nous avons �egalement

a(w

1

) � a(w

4

), et par cons�equent a(w

1

) = a(w

4

) :

Maintenant nous montrons que a(w

2

) = a(w

3

) = 0. Pour cela, nous consid�erons

deux cas.

Cas 1

0

: a(w

1

) = a(w

4

) = 0. Comme a

T

x � a

0

est une contrainte non triviale,

il existe deux absorbants S et T de D

a

tels que w

2

2 S et w

3

2 T . Soient

S

0

= (S nfw

2

g)[fw

1

; w

4

g et T

0

= (T nfw

3

g)[fw

1

; w

4

g. Il est �evident que S

0

et T

0

sont

des absorbants de G, ce qui nous donne a(w

2

) � a(w

1

)+a(w

4

) et a(w

3

) � a(w

1

)+a(w

4

).

Comme, par hypoth�ese, a(w

2

) � 0 et a(w

3

) � 0, on a alors a(w

2

) = a(w

3

) = 0.

Cas 2

0

. a(w

1

) = a(w

4

) > 0. Consid�erons l'absorbant S

1

introduit dans le Cas 1.

Notons que jS

1

\ Cj � 3.

D'abord supposons que fw

2

; w

3

g \ S

1

= ;. Ainsi S

1

\ C = fu;w

1

; w

4

g. Soient

T

1

= (S

1

n fw

1

g) [ fw

2

g et T

2

= (S

1

n fw

4

g) [ fw

3

g. T

1

et T

2

sont dans D(G).

En cons�equence

a(w

2

) � a(w

1

);

a(w

3

) � a(w

4

):

(1.7)

Nous montrons dans ce qui suit qu'il existe i 2 f2; 3g tel que a(w

1

) = a(w

4

) = a(w

i

).
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En e�et, consid�erons l'absorbant S

3

2 D

a

, v�eri�ant jS

3

\ fw

1

; w

2

; w

3

gj � 2.

- Si fw

1

; w

2

g � S

3

, alors (S

3

n fw

2

g) [ fw

4

g 2 D(G), et donc a(w

4

) � a(w

2

). Comme

a(w

1

) = a(w

4

), de (1.7) nous avons que a(w

1

) = a(w

4

) = a(w

2

).

- Si fw

1

; w

3

g � S

3

, alors (S

3

n fw

3

g) [ fw

4

g 2 D(G) et, de fa�con similaire, nous

obtenons a(w

1

) = a(w

4

) = a(w

3

).

- Si fw

2

; w

3

g � S

3

, alors les ensembles (S

3

n fw

2

g) [ fw

1

g et (S

3

n fw

3

g) [ fw

4

g sont

dans D(G). Ainsi a(w

1

) � a(w

2

) et a(w

4

) � a(w

3

), ce qui nous donne, par (1.7),

a(w

1

) = a(w

4

) = a(w

2

) = a(w

3

).

Ainsi, l'�egalit�e pos�ee est v�eri��ee. Supposons maintenant, par exemple, que a(w

1

) =

a(w

2

) = a(w

4

). Soit

�

S

1

= (S

1

n fw

1

; w

4

g) [ fw

2

g. Il est �evident que

�

S

1

2 D(G). D'o�u

a(w

2

) � a(w

1

) + a(w

4

). Puisque a(w

2

) = a(w

4

), il en d�ecoule que a(w

1

) = 0, ce qui est

une contradiction.

Maintenant supposons que jfw

2

; w

3

g \ S

1

j = 1. Sans perte de g�en�eralit�e, nous

pouvons supposer que S

1

\ fw

2

; w

3

g = fw

2

g. Si w

1

2 S

1

(resp. w

4

2 S

1

), comme

jS

1

\ Cj � 3 et donc S

1

\ fu;w

4

g 6= ; (resp. S

1

\ fu;w

1

g 6= ; ), l'ensemble S

1

n fw

1

g

(resp. S

1

n fw

4

g) est un absorbant de G. Mais ceci implique que a(w

1

) = 0 (resp.

a(w

4

) = 0 ), une contradiction.

En cons�equence, fw

2

; w

3

g � S

1

. Si u 2 S

1

, alors les ensembles S

1

nfw

2

g et S

1

nfw

3

g

sont dans D(G), d'o�u a(w

2

) = a(w

3

) = 0. Sinon on aura fw

1

; w

4

g \ S

1

6= ;. Nous

pouvons supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que w

1

2 S

1

. Il est clair que les ensembles

S

1

n fw

2

g et (S

1

n fw

1

; w

3

g)[fw

4

g sont dans D(G). Puisque a(w

1

) = a(w

4

), on a donc

a(w

2

) = a(w

3

) = 0.

Maintenant il nous reste �a montrer que a(w

1

) (= a(w

4

) ) � a(u) . Consid�erons

l'absorbant S

2

2 D

a

introduit dans le Cas 1. Notons que w

1

2 S

2

. Comme l'ensemble

(S

2

nfw

1

g)[fu;w

2

g est aussi un absorbant et a(w

2

) = 0 , il s'ensuit que a(w

1

) � a(u),

ce qui compl�ete notre preuve. 2
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Chapitre 2

Composition de poly�edres:

1-sommes

Une approche classique pour la description par un syst�eme d'in�equations lin�eaires de

l'enveloppe convexe des solutions d'un probl�eme d'optimisation combinatoire donn�e en

est la composition. Elle r�eside en la d�ecomposition d'un probl�eme en sous-probl�emes

dont est connue la caract�erisation des enveloppes convexes associ�ees. Une recomposi-

tion de ces poly�edres nous permet d'aboutir �a la description recherch�ee.

Pour un probl�eme d'optimisation d�e�ni sur un graphe G, �etant pos�ees des op�erations

de d�ecomposition (composition) appropri�ees, cette approche s'interpr�ete par une d�e-

composition de G en graphes ind�ecomposables par ces op�erations. Ces graphes sont

dits blocs (ou graphes primitifs), et le graphe G est dit obtenu par composition �a partir

des blocs. Avec les descriptions des enveloppes convexes des structures combinatoires

associ�ees aux graphes primitifs, on compose successivement les poly�edres dans l'ordre

inverse de la d�ecomposition de G, a�n de caract�eriser l'enveloppe convexe des struc-

tures combinatoires associ�ees au graphe G.

L'�etat de l'art r�epertorie plusieurs travaux sur (ou ayant trait �a) la composition de

poly�edres qui ont �et�e r�ealis�es pour des probl�emes d'optimisation combinatoire. Nous

citons par exemple : les polytopes des stables [10, 21, 24, 71, 78], des syst�emes ind�epen-

dants [31, 45, 63], des sous-graphes bipartis [41, 40], des sous-graphes acycliques [6, 9],

des sous-graphes �equilibr�es [9], des sous-graphes deux-connexes [8], des partitions [27],

des coupes [3, 4], du voyageur de commerce [29, 30, 49, 60], des sous-graphes fortement

connexes et des arbres enracin�es [58].

21
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Un graphe G = (V;E) est dit k-somme (k 2 IN) de deux graphes G

1

= (V

1

; E

1

) et

G

2

= (V

2

; E

2

) si V = V

1

[V

2

; jV

1

\V

2

j = k et le sous graphe (V

1

\V

2

; E

1

\E

2

) est complet.

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons au probl�eme de l'absorbant dans les graphes

d�ecomposables par des op�erations de 1-sommes. Dans un premier temps, nous mon-

trons que si G est la 1-somme de deux graphes G

1

et G

2

, alors un syst�eme lin�eaire

d�ecrivant le polytope P

D

(G) peut être obtenu �a partir des syst�emes d�ecrivant les poly-

topes des absorbants associ�es �a deux graphes li�es �a G

1

etG

2

. Par la suite, nous �etudions

des aspects algorithmiques de cette composition et nous pr�esentons certaines applica-

tions de cette approche �a la classe des cactus.

2.1 1-somme et le poly�edre des absorbants

Consid�erons un graphe G = (V;E), la 1-somme de deux graphes G

1

= (V

1

; E

1

) et

G

2

= (V

2

; E

2

). Soit fug = V

1

\ V

2

. Remarquons que u est un sommet d'articulation

dans G.

Soit

�

G

1

= (

�

V

1

;

�

E

1

) (resp.

�

G

2

= (

�

V

2

;

�

E

2

) ) le graphe obtenu �a partir de G

1

=

(V

1

; E

1

) (resp. G

2

= (V

2

; E

2

) ) en ajoutant les sommets w

1

; w

2

; w

3

et w

4

, et les arêtes

fuw

1

; w

1

w

2

; w

2

w

3

; w

3

w

4

; w

4

ug. Ces arêtes forment un cycle que l'on notera par C.

Le graphe

�

G

1

(resp.

�

G

2

) peut être �egalement vu comme la 1-somme de G

1

(resp. G

2

)

et du cycle C (�gure 2.1).

Dans la suite nous allons montrer qu'un syst�eme caract�erisant le polytope P

D

(G)

peut être obtenu �a partir de deux syst�emes caract�erisant les polytopes P

D

(

�

G

1

) et

P

D

(

�

G

2

)

2.1.1 Contraintes mix�ees

D'apr�es les lemmes 1.5 et 1.7 , un polytope P

D

(

�

G

k

) pour k = 1; 2 peut être d�ecrit par

un syst�eme lin�eaire minimal ayant la forme suivante :
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G

u

w

1

w

2

w

3

w

4

u u

w

1

w

2

w

3

w

4

�

G

1

�

G

2

Figure 2.1 :

P

D

(

�

G

k

)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

X

j2V

k

a

k

i

(j)x(j) � �

k

i

; i 2 I

k

1

; (2:1)

X

j2V

k

a

k

i

(j)x(j) + x(w

1

) + x(w

4

) � �

k

i

; i 2 I

k

2

; (2:2)

x(u) + x(w

1

) + x(w

2

) � 1; (2:3)

x(w

1

) + x(w

2

) + x(w

3

) � 1; (2:4)

x(w

2

) + x(w

3

) + x(w

4

) � 1; (2:5)

x(u) + x(w

4

) + x(w

3

) � 1; (2:6)

x(u) + x(w

1

) + x(w

2

) + x(w

3

) + x(w

4

) � 2; (2:7)

x(j) � 1; 8 j 2

�

V

k

; (2:8)

x(j) � 0; 8 j 2

�

V

k

: (2:9)

L'ensemble d'indices I

k

1

est associ�e aux contraintes non triviales dont le support n'a

aucune intersection avec les sommets de C. Et l'ensemble I

k

2

est associ�e aux contraintes

dont le support contient les sommets w

1

et w

4

, mais aucun des deux autres sommets

w

2

et w

3

.

Notons par [i,k] la contrainte de type (2.2) qui correspond �a i 2 I

k

2

.

D�e�nissons alors ce qui est une contrainte mix�ee et montrons qu'elle est valide pour le

poly�edre associ�e �a G.

D�e�nition 2.1 Etant donn�ees deux contraintes [i,1] et [l,2], nous appellons contrainte

mix�ee de [i,1] et [l,2], not�ee par < i; l >, la contrainte donn�ee par
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X

j2V

1

nfug

a

1

i

(j)x(j) +

X

j2V

2

nfug

a

2

l

(j)x(j) + (a

1

i

(u) + a

2

l

(u)� 1)x(u) � �

1

i

+ �

2

l

� 1 (2.10)

Lemme 2.1 Les contraintes mix�ees sont valides pour P

D

(G).

Preuve. Soit S un absorbant de G. Nous distinguons deux cas.

Cas 1. u 2 S. Soient S

1

= (S \ V

1

) [ fw

2

g et S

2

= (S \ V

2

) [ fw

2

g. Il est facile

de voir que S

1

et S

2

sont des absorbants de

�

G

1

et

�

G

2

, respectivement. Ainsi nous avons

X

j2V

1

a

1

i

(j)x

S

1

(j) � �

1

i

; (2:11)

X

j2V

2

a

2

l

(j)x

S

2

(j) � �

2

l

: (2:12)

Des in�egalit�es (2.11), (2.12) et du fait que x

S

1

(u) = x

S

2

(u) = 1, il s'ensuit que (2.10)

est v�eri��ee par x

S

.

Cas 2. u 62 S. Donc il existe un sommet v 2 N

�

(u) qui appartient �a S. Sans

perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que v 2 V

1

. Soit

S

3

= (S \ V

1

) [ fw

2

; w

3

g;

S

4

= (S \ V

2

) [ fw

1

; w

3

g:

Les ensembles S

3

et S

4

sont respectivement des absorbants de

�

G

1

et

�

G

2

. Alors

X

j2V

1

nfug

a

1

i

(j)x

S

3

(j) � �

1

i

; (2:13)

X

j2V

2

nfug

a

2

l

(j)x

S

4

(j) � �

2

l

� 1; (2:14)

En additionnant (2.13) et (2.14) nous obtenons que (2.10) est bien v�eri��ee par x

S

. 2

2.1.2 Propri�et�es structurales

Maintenant nous donnons certaines propri�et�es structurales des polytopes P

D

(

�

G

k

) ,

k = 1; 2 . Ces propri�et�es seront tr�es utiles pour donner une description du poly�edre

P

D

(G).
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D�e�nition 2.2 Soit un graphe G = (V;E). Supposons que P

D

(G) est d�e�ni par un

syst�eme fAx � b; x � 0g o�u A est une matrice de IR

m�n

et b 2 IR

m

, m; n 2 IN.

Si a

T

1

x � �

1

et a

T

2

x � �

2

sont deux contraintes valides pour P

D

(G), alors on dit que

a

T

2

x � �

2

domine a

T

1

x � �

1

si:

i) Il existe un vecteur y 2 IR

m

+

tel que a

2

= y

T

A , �

2

= y

T

b (i.e. a

T

2

x � �

2

est une

combinaison lin�eaire des contraintes du syst�eme Ax � b), et

ii) a

2

� a

1

,

�

2

� �

1

.

Lemme 2.2 Soit a

T

x � � une contrainte valide pour P

D

(

�

G

k

) k 2 f1; 2g avec

a(w

2

) = a(w

3

) = 0 et a(w

1

) = a(w

4

) . Alors, il existe une contrainte �a

T

x � �� valide

pour P

D

(

�

G

k

); qui domine a

T

x � � avec �a(w

2

) = �a(w

3

) = 0 et �a(w

1

) = �a(w

4

).

De plus, si a(w

1

) 6= 0 6= a(w

4

), (resp. a(w

1

) = a(w

4

) = 0) alors �a

T

x � �� peut être

consid�er�ee comme combinaison lin�eaire des contraintes (2.1), (2.2) (resp. (2.1)) et des

contraintes x(j) � 1 pour tout j 2 V

k

.

Preuve.Supposons que a

T

x � � est valide pour P

D

(

�

G

1

). Nous montrons le lemme

pour k = 1 . Soit A

1

x � b

1

le syst�eme donn�e par les contraintes (2.1) et (2.2). Puisque

a

T

x � � est valide pour P

D

(

�

G

1

), le programme lin�eaire

minfa

T

x; x 2 P

D

(

�

G

1

)g ; (2.15)

admet une solution optimale x

0

telle que a

T

x

0

� �. (Remarquons que x

0

peut être

consid�er�ee ici comme le vecteur d'incidence d'un absorbant de

�

G

1

, ce que nous sup-

posons par la suite. ) Par la dualit�e en programmation lin�eaire, il doit exister une

solution optimale duale (y; z; t) � 0 , o�u y = (y(i); i 2 I

1

1

[ I

1

2

) est associ�e aux con-

traintes (2.1) et (2.2), z = (z(j); j 2

�

V

1

) aux contraintes x(j) � 1; j 2

�

V

1

et,

t = (t(w

1

); : : : ; t(w

4

); t(C)) aux contraintes (2.3) - (2.7), telle que

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

yA

(i)

1

� z(i) � a(i); 8 i 2

�

V

1

n C;

yA

(u)

1

� z(u) + t(w

1

) + t(w

4

) + t(C) � a(u);

yA

(w

1

)

1

+ t(w

1

) + t(w

2

) + t(C)� z(w

1

) � a(w

1

); (2:16)

yA

(w

4

)

1

+ t(w

3

) + t(w

4

) + t(C)� z(w

4

) � a(w

4

); (2:17)

t(w

1

) + t(w

2

) + t(w

3

) + t(C)� z(w

2

) � 0; (2:18)

t(w

2

) + t(w

3

) + t(w

4

) + t(C)� z(w

3

) � 0; (2:19)

yb

1

�

P

i2

�

V

1

z(i) + t(w

1

) + t(w

2

) + t(w

3

) + t(w

4

) + 2t(C) = a

T

x

0

� �;
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o�u A

(i)

1

est la colonne de la matrice A

1

, associ�e au sommet i.

Le dual �etant un programme lin�eaire �a maximiser, les contraintes (2.18) et (2.19)

impliquent que

z(w

2

) = z(w

3

) = 0;

t(w

1

) = t(w

2

) = t(w

3

) = t(w

4

) = t(C) = 0:

De plus, nous avons z(w

1

) = z(w

4

) = 0 . Pour montrer cela, notons d'abord qu'il

existe au moins un sommet de fw

1

; w

4

g pour lequel x

0

(w

i

) = 0 . En e�et, si x

0

(w

1

) =

x

0

(w

4

) = 1 , alors soit �x

0

2 IR

j

�

V

1

j

tel que

�x

0

(i) =

8

>

<

>

:

x

0

(i) si i 2 V

1

;

1 si i 2 fw

1

; w

3

g;

0 si i 2 fw

2

; w

4

g:

�x

0

induit un absorbant de

�

G

1

. Ainsi �x

0

est une solution du programme (2.15). Mais

comme a

T

�x

0

< a

T

x

0

, cela contredit le fait que x

0

soit une solution optimale pour ce

programme.

En cons�equence, nous pouvons supposer, par exemple, que x

0

(w

1

) = 0. Par les con-

ditions des �ecarts compl�ementaires, on obtient z(w

1

) = 0. Si x

0

(w

4

) = 0 , alors d'une

mani�ere similaire on aura z(w

4

) = 0. Si ceci n'est pas le cas, alors on peut consid�erer

encore la solution �x

0

d�ej�a d�e�nie. Comme a(w

1

) = a(w

4

), nous avons a

T

�x

0

= a

T

x

0

.

Donc �x

0

est une solution optimale du programme lin�eaire (2.15), ce qui nous donne

z(w

4

) = 0.

Soit alors

�a(i) = yA

(i)

1

� z(i); 8 i 2 V

1

;

�a(i) = yA

(i)

1

; 8 i 2 fw

1

; w

4

g;

�a(w

2

) = �a(w

3

) = 0;

�� = yb

1

�

X

i2V

1

z(i):

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(2:20)

Ainsi �a

T

x � �� est la contrainte desir�ee.

Maintenant si a(w

1

) 6= 0 6= a(w

4

), il est clair, au vu du syst�eme (2.20), que

�a

T

x � �� est une combinaison lin�eaire des contraintes (2.1), (2.2) et des contraintes

x(i) � 1; 8 i 2 V

1

.

Si a(w

1

) = a(w

4

) = 0, comme z(w

1

) = z(w

4

) = 0, il s'ensuit des contraintes (2.16) et
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(2.17) que

yA

(w

1

)

1

= yA

(w

4

)

1

=

X

i2I

1

2

y(i) � 0:

Puisque y(i) � 0 pour i 2 I

1

2

, nous obtenons y(i) = 0 pour tout i 2 I

1

2

. De plus, par le

syst�eme (2.20), il en r�esulte que �a

T

x � �� est une combinaison lin�eaire des contraintes

(2.1) et x(i) � 1; 8 i 2 V

1

. 2

Lemme 2.3 Soit les deux contraintes

X

i2V

1

a

1

(i)x(i) + a

1

(w

1

)x(w

1

) + a

1

(w

4

)x(w

4

) � �

1

(2:21)

X

i2V

2

a

2

(i)x(i) + a

2

(w

1

)x(w

1

) + a

2

(w

4

)x(w

4

) � �

2

(2:22)

respectivement valides pour P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

), telles que

a

1

(w

1

) = a

1

(w

4

) = a

2

(w

1

) = a

2

(w

4

) = � 6= 0:

Supposons que la contrainte (2.21) (resp. (2.22)) est une combinaison lin�eaire des

contraintes (2.1), (2.2) et des contraintes x(i) � 1, pour tout i 2 V

1

(resp. i 2 V

2

).

Alors la contrainte mix�ee

X

i2V

1

nfug

a

1

(i)x(i) +

X

i2V

2

nfug

a

2

(i)x(i) + (a

1

(u) + a

2

(u)� �)x(u) � �

1

+ �

2

� � (2.23)

est redondante par rapport au syst�eme d�e�ni par les contraintes triviales et les con-

traintes (2.1) et (2.2).

Preuve. La contrainte (2.21) (resp. (2.22)) peut être �ecrite comme la somme de trois

in�equations

c

1

x � �

1

, b

1

x + b

1

(w

1

)x(w

1

) + b

1

(w

4

)x(w

4

) � �

1

et d

1

x � �

1

(resp. c

2

x � �

2

,

b

2

x + b

2

(w

1

)x(w

1

) + b

2

(w

4

)x(w

4

) � �

2

et d

2

x � �

2

) qui sont respectivements des

combinaisons lin�eaires des contraintes (2.1), (2.2) et des contraintes x(i) � 1, i 2 V

1

(resp. i 2 V

2

). Soit y

1

= (y

1

i

; i 2 I

1

2

) (resp. y

2

= (y

2

i

; i 2 I

2

2

)) le vecteur impliquant la

contrainte dont le support contient les sommets w

1

et w

4

. Nous avons

X

i2I

1

2

y

1

i

=

X

j2I

2

2

y

2

j

= �:
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Ainsi, il existe jI

1

2

j � jI

2

2

j valeurs x

ij

� 0 qui forment une solution du syst�eme de

transport suivant

X

i2I

1

2

x

ij

= y

2

j

; 8 j 2 I

2

2

;

X

j2I

2

2

x

ij

= y

1

i

; 8 i 2 I

1

2

:

Maintenant, pour toute paire (i; j) 2 I

1

2

� I

2

2

telle que x

ij

6= 0, mixons les contraintes

[i,1] et [j,2] et multiplions la contrainte ainsi obtenue par x

ij

. Soit ~a

T

x � ~� la somme

de toutes les contraintes mix�ees ainsi obtenues. Nous avons alors

~a(v) =

X

i2I

1

2

y

1

i

a

1

i

(v); si v 2 V

1

n fug;

~a(v) =

X

j2I

2

2

y

2

j

a

2

j

(v); si v 2 V

2

n fug;

~a(u) =

X

i2I

1

2

y

1

i

a

1

i

(u) +

X

j2I

2

2

y

2

j

a

2

j

(u)� �;

~� =

X

i2I

1

2

y

1

i

�

1

i

+

X

j2I

2

2

y

2

j

�

2

j

� �:

En additionnant les contraintes ~a

T

x � ~�, c

k

x � �

k

et d

k

x � �

k

, pour k = 1; 2 , nous

obtenons la contrainte (2.23). 2

Nous allons maintenant nous int�eresser �a la caract�erisation du polytope des ab-

sorbants du graphe G �a partir des polytopes associ�es �a G

1

et G

2

.

2.1.3 Le polytope P

D

(G)

Remarquons tout d'abord que les contraintes (2.1), pour k = 1; 2 , sont valides pour

P

D

(G).

Soit P

0

(G) le polytope dans IR

jV j

d�ecrit par les contraintes triviales et les contraintes

(2.1) et (2.10). Nous allons montrer dans ce qui suit que le polytope P

0

(G) est pr�e-

cisement le polytope P

D

(G). Pour d�emontrer ce r�esultat nous avons besoin des deux

lemmes suivants.

Lemme 2.4 Les contraintes de voisinage sont redondantes par rapport au syst�eme

d�e�nissant P

0

(G).
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Preuve. Soit v 2 V . Nous pouvons supposer que v 2 V

1

. Nous consid�erons deux cas.

Cas 1. v 6= u: Alors la contrainte

P

i2N(v)

x(i) � 1; (2.24)

est valide pour P

D

(

�

G

1

). D'apr�es le lemme 2.2, la contrainte (2.24) est domin�ee par

une contrainte valide de P

D

(

�

G

1

), combinaison lin�eaire des contraintes (2.1) et x(i) � 1,

pour i 2 V

1

. Donc (2.24) est redondante par rapport �a P

0

(G).

Cas 2. v = u: Les contraintes suivantes

X

i2V

1

\N(u)

x(i) + x(w

1

) + x(w

4

) � 1; (2.25)

X

i2V

2

\N(u)

x(i) + x(w

1

) + x(w

4

) � 1; (2.26)

associ�ees aux ensembles des voisins de u respectivement dans

�

G

1

et

�

G

2

sont valides

pour P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

). Ainsi du lemme 2.2, il existe une contrainte valide a

1

T

x � �

1

(resp. a

2

T

x � �

2

) de P

D

(

�

G

1

) (resp. P

D

(

�

G

2

)), qui domine (2.25) (resp. (2.26)). De

plus cette contrainte est combinaison lin�eaire des contraintes (2.1), (2.2) et x(i) � 1,

i 2 V

1

(resp. i 2 V

2

). D'o�u, nous avons le syst�eme suivant

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

a

1

(w

1

) = a

1

(w

4

) � 1;

a

2

(w

1

) = a

2

(w

4

) � 1;

a

k

(i) � 1 8 i 2

�

V

k

\ N(u); k = 1; 2 ;

a

k

(i) = 0 8 i 2

�

V

k

nN(u); k = 1; 2 ;

�

1

� 1; �

2

� 1:

Soit �

1

= 1 � a

1

(w

1

), �

2

= 1 � a

2

(w

1

). Notons que �

1

� 0 et �

2

� 0. Soit b

k

T

x � �

k

,

pour k = 1; 2 , la contrainte obtenue en additionnant a

k

T

x � �

k

et les contraintes

�

k

(w

1

) � 0 et �

k

(w

4

) � 0. Donc b

k

(w

1

) = b

k

(w

4

) = 1, for k = 1; 2. Par le lemme 2.3 la

contrainte mix�ee

X

i2V

1

nfug

b

1

(i)x(i) +

X

j2V

2

nfug

b

2

(j)x(j) + (b

1

(u) + b

2

(u)� 1)x(u) � �

1

+ �

2

� 1 ;

est redondante par rapport au syst�eme d�e�nissant P

0

(G). Il est simple de constater

maintenant que cette contrainte domine (2.24). 2
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Lemme 2.5 Soit

X

i2V

k

a(i)x(i) + x(w

1

) + x(w

4

) � �

une contrainte valide de P

D

(

�

G

k

). Alors la contrainte

X

i2V

k

nfug

a(i)x(i) + (a(u)� 1)x(u) � � � 1 (2.27)

est valide pour P

D

(G).

Preuve. Posons k = 1 . Soit S un absorbant de G. Si u 2 S , alors soit S

0

=

(S \ V

1

) [ fw

3

g . Comme S

0

2 D(

�

G

1

), nous avons alors

P

i2

�

V

1

a(i)x

S

0

(i) � �. Ceci

implique que (2.27) est v�eri��ee par x

S

. Si au contraire u 62 S, alors il existe un sommet

w 6= u tel que w 2 N(u)\S. Si w 2 V

1

nfug, alors soit S

1

= (S \V

1

)[fw

2

; w

3

g. Ainsi

S

1

2 D(

�

G

1

) et, en cons�equence,

P

i2V

1

a(i)x

S

1

(i) � �. Ce qui implique que (2.27) est

v�eri��ee par x

S

. Et si w 2 V

2

n fug, alors soit S

2

= (S \ V

1

) [ fw

1

; w

3

g. Il est �evident

que S

2

2 D(

�

G

1

), et donc

P

i2V

1

nfug

a(i)x

S

2

(i) + x(w

1

) � �. Il s'ensuit donc que

X

i2V

1

nfug

a(i)x

S

(i) =

X

i2V

1

nfug

a(i)x

S

2

(i) � �� 1 ;

et par cons�equent (2.27) est v�eri��ee par x

S

, ce qui termine notre d�emonstration. 2

A ce niveau, nous avons mis en �evidence les ingr�edients n�ecessaires pour pouvoir

montrer le principal r�esultat de ce chapitre. Ce r�esultat est donn�e par le th�eor�eme

suivant.

Th�eor�eme 2.6 P

0

(G) = P

D

(G):

Preuve. D'apr�es le lemme 2.4, toute solution r�ealisable enti�ere de P

0

(G) constitue

un vecteur d'incidence d'un absorbant de G. Comme P

D

(G) � P

0

(G), il su�t, pour

d�emonter notre r�esultat, de v�eri�er que tout point extr�eme de P

0

(G) est entier. Sup-

posons le contraire et consid�erons un point extr�eme fractionnaire x de P

0

(G). Deux

cas peuvent se pr�esenter.

Cas 1. x(u) = 1: Soit �x

k

2 IR

j

�

V

k

j

, pour k = 1; 2 , la solution d�e�nie comme suit

�x

k

(i) =

8

>

<

>

:

x(i) si i 2 V

k

;

1 si i = w

3

;

0 si i 2 fw

1

; w

2

; w

4

g:
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Assertion 1. �x

k

2 P

D

(

�

G

k

).

Preuve. Nous montrons cette assertion pour �x

1

, (la preuve �etant similaire pour �x

2

).

Il est simple de voir que toutes les contraintes de P

D

(

�

G

1

) dont le support n'intersecte

pas fw

1

; w

4

g sont v�eri��ees par �x

1

. Consid�erons alors la contrainte

X

j2V

1

a

1

i

(j)x(j) + x(w

1

) + x(w

4

) � �

1

i

(2.28)

de type (2.2) (i.e. le support contient fw

1

; w

4

g mais pas fw

2

; w

3

g). D'apr�es le lemme

2.5, la contrainte

X

j2V

1

nfug

a

1

i

(j)x(j) + (a

1

i

(u)� 1)x(u) � �

1

i

� 1

est valide pour P

D

(G). Comme x(u) = 1, il s'ensuit que la contrainte (2.28) est v�eri��ee

par �x

1

.

Ainsi �x

1

2 P

D

(

�

G

1

) et �x

2

2 P

D

(

�

G

2

). Donc �x

1

et �x

2

peuvent s'�ecrire comme deux

combinaisons convexes de sommets de P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

) respectivement, i.e.

�x

1

=

X

i=1;:::;s

�

i

y

i

; (2.29)

�x

2

=

X

j=1;:::;t

�

j

z

j

; (2.30)

o�u

X

i=1;:::;s

�

i

= 1,

X

j=1;:::;t

�

j

= 1, �

i

� 0, �

j

� 0 et, y

i

et z

j

sont des points extr�emes

entiers respectivement de P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

), pour i = 1; : : : ; s, et j = 1; : : : ; t. Ici

nous remarquons que toute contrainte de P

D

(

�

G

1

) (resp. P

D

(

�

G

2

) ) qui est serr�ee pour

�x

1

(resp. �x

2

) est aussi serr�ee pour y

i

, i = 1; : : : ; s (resp. z

j

, j = 1; : : : ; t). En partic-

ulier, comme �x

1

(u) = �x

2

(u) = 1, nous devons avoir y

i

(u) = 1 et z

j

(u) = 1, pour tout

i = 1; : : : ; s, et j = 1; : : : ; t.

Soit x

�

2 IR

jV j

la solution telle que

x

�

(i) =

(

y

1

(i) si i 2 V

1

;

z

1

(i) si i 2 V

2

n fug:



32 2. COMPOSITION DE POLYEDRES : 1-SOMMES

Assertion 2. Toute contrainte de P

0

(G) serr�ee pour x est aussi serr�ee pour x

�

.

Preuve. Comme nous l'avons d�ej�a not�e, toute contrainte de type (2.1), (2.8) ou (2.9)

qui est serr�ee pour x et donc pour �x

k

est aussi serr�ee pour x

�

. Consid�erons alors une

contrainte mix�ee <i,l> qui est serr�ee pour x. Etant donn�ee x(u) = 1, nous avons

X

j2V

1

nfug

a

1

i

(j)x(j) +

X

j2V

2

nfug

a

2

l

(j)x(j) = �

1

i

+ �

2

l

� a

1

i

(u)� a

2

l

(u) :

Au vu du lemme 2.5, nous avons aussi

X

j2V

1

nfug

a

1

i

(j)x(j) � �

1

i

� a

1

i

(u);

X

j2V

2

nfug

a

2

l

(j)x(j) � �

2

l

� a

2

j

(u):

Il en r�esulte que les contraintes ci dessus sont serr�ees pour x et donc pour �x

1

et �x

2

,

respectivement. Ce qui implique que la contrainte mix�ee <i,l> est aussi v�eri��ee �a

l'�egalit�e par x

�

.

En cons�equence, toute contrainte de P

0

(G), serr�ee pour x est aussi serr�ee pour x

�

.

Comme x 6= x

�

, ceci contredit le fait que x est un point extr�eme de P

0

(G).

Cas 2. x(u) < 1. Deux �eventualit�es se pr�esentent pour ce cas. En e�et, soit il y

a, au moins, une contrainte mix�ee qui est serr�ee pour x, soit aucune ne l'est.

Cas 2.1. x ne serre aucune contrainte mix�ee.

Toute contrainte non triviale de P

0

(G) qui est serr�ee pour x fait partie des contraintes

de type (2.1). Soient �x

1

2 IR

�

V

1

et �x

2

2 IR

�

V

2

les deux solutions d�e�nies comme suit

�x

1

(j) =

8

>

<

>

:

x(j) si j 2 V

1

;

1 si j 2 fw

1

; w

4

g;

0 si j 2 fw

2

; w

3

g;

et

�x

2

(j) =

8

>

<

>

:

x(j) si j 2 V

2

;

1 si j 2 fw

1

; w

4

g;

0 si j 2 fw

2

; w

3

g:
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Il est facile de voir que �x

1

et �x

2

appartiennent �a P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

) respectivement.

Ainsi �x

1

et �x

2

peuvent s'�ecrire sous la forme donn�ee par (2.29) et (2.30). Comme

x(u) < 1 et par cons�equent �x

1

(u) < 1 et �x

2

(u) < 1, il doit exister i

0

2 f1; : : : ; sg et

j

0

2 f1; : : : ; tg tels que y

i

0

(u) = z

j

0

(u) = 0.

Soit �x 2 IR

jV j

la solution donn�ee par

�x(j) =

(

y

i

0

(j) si j 2 V

1

;

z

j

0

(j) si j 2 V

2

n fug:

(2.31)

Il en r�esulte donc, que toute contrainte serr�ee pour x est en même temps serr�ee pour

�x. Puisque x 6= �x, nous avons une contradiction.

Cas 2.2. Il existe une contrainte mix�ee serr�ee pour x.

Soient r 2 I

1

2

et s 2 I

2

2

tels que la contrainte mix�ee < r; s > soit serr�ee pour x. Nous

avons alors

X

j2V

1

nfug

a

1

r

(j)x(j) +

X

k2V

2

nfug

a

2

s

(k)x(k) +

�

a

1

r

(u) + a

2

s

(u)� 1

�

x(u) = �

1

r

+ �

2

s

� 1 (2.32)

Posons � = x(u).

Assertion 3. Il existe 0 � � � 1 tel que

X

j2V

1

a

1

r

(j)x(j) = �

1

r

� 1 + �, (2.33)

X

k2V

2

a

2

s

(k)x(k) = �

2

s

� �+ �. (2.34)

Preuve. En e�et, notons d'abord que du lemme 2.5 et de l'�egalit�e (2.32), il existe �,

� � � � 0, pour lequel (2.33) et (2.34) sont v�eri��ees. Si � > 1, alors de l'�egalit�e (2.32)

on obtient

X

k2V

2

nfug

a

2

s

(k)x(k) + a

2

s

(u)x(u) < �

2

s

� 1 + �:

Comme x(u) = � , ceci contredit le lemme 2.5.

Soient �x

1

2 IR

j

�

V

1

j

et �x

2

2 IR

j

�

V

2

j

les solutions d�e�nies comme suit

�x

1

(j) =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x(j) si j 2 V

1

;

1 � � si j = w

1

;

1 si j = w

3

;

� � � si j = w

2

;

0 si j = w

4

;
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et

�x

2

(j) =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x(j) si j 2 V

2

;

� � � si j = w

1

;

1 si j = w

3

;

1 � � si j = w

2

;

0 si j = w

4

:

Nous allons v�eri�er que �x

1

et �x

2

appartiennent respectivemment �a P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

).

Nous montrons que �x

1

2 P

D

(

�

G

1

) ( la d�emonstration �etant similaire pour �x

2

2 P

D

(

�

G

2

) ).

Il est �evident que �x

1

(�x

2

) v�eri�e les contraintes (2.1) et les contraintes triviales. Con-

sid�erons donc une in�equation de type

X

j2V

1

a

1

i

(j)x(j) + x(w

1

) + x(w

4

) � �

1

i

. (2.35)

Assertion 4. Il existe �

0

� �, tel que

X

j2V

1

a

1

i

(j)�x

1

(j) =

X

j2V

1

a

1

i

(j)x(j) = �

1

i

� 1 + �

0

: (2.36)

Preuve. En e�et, du lemme 2.5, il existe �

0

� 0 tel que (2.36) soit v�eri��ee. Si �

0

< �,

alors il est simple de voir qu'en mixant les contraintes (2.35) et [s,2], nous obtenons

une in�equation non v�eri��ee par x, une contradiction. 2

Par l'assertion 4, �x

1

v�eri�e l'in�equation (2.35). Donc, �x

1

2 P

D

(

�

G

1

) et �x

2

2 P

D

(

�

G

2

)

et par cons�equent, �x

1

et �x

2

peuvent s'�ecrire respectivement sous les formes donn�ees par

(2.29) et (2.30). Comme 0 � � � 1 et � < 1, nous avons alors � = max(1��; ���) >

0. Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que � = 1 � � > 0. Donc, il doit exister

i

0

2 f1; : : : ; sg et j

0

2 f1; : : : ; tg tels que y

i

0

(w

1

) = z

j

0

(w

2

) = 1. Puisque y

i

0

(resp. z

i

0

)

v�eri�e �a l'�egalit�e les contraintes de P

D

(

�

G

1

) (resp. P

D

(

�

G

2

) ) qui sont serr�ees pour �x

1

(resp. �x

2

), nous avons alors

8

>

<

>

:

y

i

0

(u) = z

j

0

(u) = 0;

y

i

0

(w

3

) = z

j

0

(w

3

) = 1;

y

i

0

(C) = z

j

0

(C) = 2:

Soit �x 2 IR

jV j

la solution d�e�nie par (2.31). Alors toute contrainte serr�ee pour x

est aussi serr�ee pour �x. En e�et, toute contrainte de type (2.1), serr�ee pour x et donc
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pour �x

1

(resp. �x

2

), est aussi serr�ee pour y

i

0

(resp. z

i

0

) et donc l'est aussi pour �x.

En outre, consid�erons une contrainte mix�ee <i,l> v�eri��ee �a l'�egalit�e par x,

X

j2V

1

nfug

a

1

i

(j)x(j) +

X

k2V

2

nfug

a

2

l

(k)x(k) +

�

a

1

i

(u) + a

2

l

(u)� 1

�

x(u) = �

1

i

+ �

2

l

� 1. (2.37)

Alors, on a les �egalit�es suivantes

X

j2V

1

a

1

i

(j)x(j) = �

1

i

� 1 + �; (2:38)

X

k2V

2

a

2

l

(k)x(k) = �

2

l

� �+ �: (2:39)

En e�et, d'apr�es l'assertion 4, il existe un �

0

� � tel que (2.36) soit v�eri��ee. Si �

0

> �,

alors (2.37) implique que

X

k2V

2

a

2

l

(k)x(k) < �

2

l

� �+ �. (2.40)

En additionnant (2.33) et (2.40) et en posant a

0

= a

1

r

(u) + a

2

l

(u)� 1 , on obtient

X

j2V

1

nfug

a

1

r

(j)x(j) +

X

k2V

2

nfug

a

2

l

(k)x(k) + a

0

x(u) < �

1

r

� 1 + �+ �

2

l

< �

1

r

+ �

2

l

� 1;

une contradiction. Ainsi �

0

= � et donc les �egalit�es (2.38) et (2.39) sont v�eri��ees.

En cons�eqence, les solutions �x

1

et �x

2

v�eri�ent les contraintes [i,1] et [l,2] �a l'�egalit�e.

Donc les contraintes [i,1] et [l,2] sont serr�ees respectivement pour y

i

0

et z

i

0

. Ceci im-

plique que la contrainte mix�ee <i,l> est serr�ee pour �x. Ce qui termine la preuve de

notre th�eor�eme. 2

Le th�eor�eme 2.6 nous permet de donner un syst�eme lin�eaire caract�erisant P

D

(G),

le polytope des absorbants d'un graphe G qui est la 1-somme de deux graphes G

1

et

G

2

, �a partir des syst�emes lin�eaires caract�erisant les polytopes P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

). Dans

ce qui suit nous allons montrer que ce syst�eme est aussi minimal. Mais tout d'abord,

nous donnons quelques lemmes techniques.

Lemme 2.7 Si le vecteur d'incidence d'un absorbant A de G v�eri�e �a l'�egalit�e une

contrainte a

k

i

x � �

i

de type (2.2) alors jA \ fu;w

1

; w

4

gj � 1.
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Preuve. Si jA \ fu;w

1

; w

4

gj � 2, alors il existe un sommet z 2 fu;w

1

; w

4

g tel que

A

0

= (A n fzg) [ fw

2

; w

3

g soit un absorbant de G. Ceci implique que

a

k

i

x

A

0

< a

k

i

x

A

= �

i

, ce qui est une contradiction. 2

Lemme 2.8 Soit F (

�

G

k

) le polytope d�e�ni par les contraintes (2.1)-(2.9) et la con-

trainte

�x(u)� x(w

1

)� x(w

2

)� x(w

3

)� x(w

4

) � �2 :

Alors les in�egalit�es (2.2) d�e�nissent des facettes de F (

�

G

k

).

Preuve. Puisque (2.2) d�e�nit une facette de P

D

(

�

G

k

) alors il existe j

�

V

k

j absorbants

S

1

; : : : ; S

j

�

V

k

j

de

�

G

k

dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent (2.2) �a l'�egalit�e. De plus,

d'apr�es le lemme 2.7 ces absorbants v�eri�ent jS

i

\ fu;w

1

; w

4

gj � 1 8i = 1; : : : ; j

�

V

k

j.

Maintenant, on va ordonner les ensembles S

i

de telle mani�ere que S

1

; : : : ; S

r

soient tels

que jS

i

\ fu;w

1

; w

4

gj = 1 et jS

i

\ fw

2

; w

3

gj = 1 8i = 1; : : : ; r, S

r+1

; : : : ; S

r+s

soient

tels que jS

i

\ fu;w

1

; w

4

gj = 1 et ; w

2

; w

3

2 S

i

8i = r+1; : : : ; r+ s et S

r+s+1

; : : : ; S

j

�

V

k

j

soien t tels que S

i

\ fu;w

1

; w

4

g = ; 8i = r + s+ 1; : : : ; j

�

V

k

j . Notons que w

2

; w

3

2 S

i

,

8i = r+ s+1; : : : ; j

�

V

k

j . Notons aussi que pour chaque ensemble S

i

, i = r+1; : : : ; r+ s

il existe un sommet �v 2 fw

2

; w

3

g tel que S

i

n f�vg est un absorbant de

�

G

k

. On suppose

que �v = w

2

pour i = r+1; : : : ; r+p et �v = w

3

pour i = r+p+1; : : : ; r+s . Consid�erons

les ensembles suivants

S

0

i

= S

i

pour i = 1; : : : ; r et i = r + s+ 1; : : : ; j

�

V

k

j ;

S

0

i

= S

i

n fw

2

g pour i = r + 1; : : : ; r + p ;

S

0

i

= S

i

n fw

3

g pour i = r + p + 1; : : : ; r + s :

Il est �evident que les ensembles S

0

i

; i = 1; : : : ; j

�

V

k

j sont des absorbants de

�

G

k

dont les

vecteurs d'incidence sont des solutions de F (

�

G

k

). Maintenant il su�t de montrer que

la matrice donn�ee par ces vecteurs est de rang j

�

V

k

j � 1.

Supposons que pour i = 1; : : : ; l , l � r , S

i

\ fw

2

; w

3

g = fw

3

g et pour i =

l + 1; : : : ; r , S

i

\ fw

2

; w

3

g = fw

2

g . Puisque (2.2) est une contrainte non triviale, il

existe un absorbant S

j

contenant u . On peut supposer que les ensembles S

1

et S

l+1

sont respectivement (S

j

n fw

2

g) [ fw

3

g) et (S

j

n fw

3

g) [ fw

2

g) .

Soit M (resp. M

0

) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs x

S

1

; : : : ; x

S

j

�

V

k

j

(resp.
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x

S

0

1

; : : : ; x

S

0

j

�

V

k

j

). La matrice M a la forme suivante

M =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M

1

w

2

0 � � � 0 1 � � � 1 1 � � � 1 1 � � � 1 1 � � � 1

w

3

1 � � � 1 0 � � � 0 1 � � � 1 1 � � � 1 1 � � � 1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

:

| {z }

l

| {z }

r�l

| {z }

p

| {z }

s�p

| {z }

j

�

V

k

j�r�s

Soit

�

M la matrice obtenue deM en retranchant la premi�ere colonne deM de la colonne

l + 1 et en ajoutant le vecteur r�esultant �a chacune des colonnes r + p + 1; : : : ; r + s .

La matriceM

0

peut être obtenue en modi�ant une ligne de

�

M (la ligne correspondante

�a w

2

). Puisque

�

M est non singuli�ere alors M

0

est de rang j

�

V

k

j � 1. 2

Th�eor�eme 2.9 Les contraintes (2.10) d�e�nissent des facettes de P

D

(G).

Preuve. Pour ce faire, nous montrons qu'il existe un vecteur �x 2 P

D

(G) qui v�eri�e

�a l'�egalit�e une contrainte (2.10) et avec in�egalit�e stricte toutes les autres contraintes.

Soit S = fS

1

; : : : ; S

n

g (resp. T = fT

1

; : : : ; T

m

g) l'ensemble des absorbants de

�

G

1

(resp.

�

G

1

) dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent �a l'�egalit�e la contrainte [i,1] (resp. [l,2]) et la

contrainte x(C) � 2 . Notons que les vecteurs x

S

1

; : : : ; x

S

n

(resp. x

T

1

; : : : ; x

T

m

) sont

des points extr�emes de F (

�

G

1

) (resp. F (

�

G

2

) ). Pour chaque contrainte de F (

�

G

1

) (resp.

F (

�

G

2

) ) di��erente de [i,1] (resp. [l,2]), il existe un S

i

(resp. T

j

) tel que x

S

i

(resp. x

T

j

)

v�eri�e cette contrainte avec in�egalit�e stricte.

Par le lemme 2.7, nous avons jS

i

\ fu;w

1

; w

4

gj � 1, pour i = 1; : : : ; n (resp. jT

j

\

fu;w

1

; w

4

gj � 1, pour j = 1; : : : ;m). Comme (2.2) est di��erente des contraintes triv-

iales, il doit exister S

i

1

; S

i

2

; S

i

3

2 S tels que u 2 S

i

1

; w

1

2 S

i

2

et w

4

2 S

i

3

.

Assertion. Il existe un absorbant S

i

4

2 S tel que S

i

4

\ fu;w

1

; w

4

g = ;.

Preuve. En e�et, si un tel absorbant n'existe pas alors pour tout absorbant S

i

nous

devons avoir jS

i

\ fu;w

1

; w

4

gj = 1. Or ceci implique que la facette d�e�nie par (2.2)

est contenue dans l'hyperplan d�e�ni par l'�equation x(u) + x(w

1

) + x(w

4

) = 1. Ce

qui est impossible. De la même mani�ere, il existe T

j

1

; T

j

2

; T

j

3

; T

j

4

2 T tels que
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u 2 T

i

1

; w

1

2 T

i

2

; w

4

2 T

i

3

et T

i

4

\ fu;w

1

; w

4

g = ;. 2

En cons�equence, pour tout absorbant S

i

; i = 1; : : : ; n, on peut associer un absorbant

T

j

i

tel que Z

i

= (S

i

[ T

j

i

) n fw

1

; : : : ; w

4

g soit un absorbant de G dont le vecteur

d'incidence v�eri�e �a l'�egalit�e la contrainte (2.10). De même, �a chaque absorbant T

j

; j =

1; : : : ;m , on peut associer un absorbant S

i

j

tel que Z

n+i

= (S

i

j

[ T

j

) n fw

1

; : : : ; w

4

g

soit un absorbant de G dont le vecteur d'incidence serre aussi la contrainte (2.10).

Soit fZ

1

; : : : ; Z

r

g, avec r = n +m, l'ensemble de tous les absorbants ainsi construits.

Alors

�x =

1

r

�

x

Z

1

+ � � �+ x

Z

r

�

sera le vecteur d�esir�e. 2

Aussi, il n'est pas di�cile de voir que les contraintes (2.1) d�e�nissent des facettes

pour P

D

(G). En cons�equence, d'apr�es les th�eor�emes 1.3 et 2.9 toute contrainte non triv-

iale de P

0

(G) d�e�nit une facette de P

D

(G), et par cons�equent P

0

(G) est une description

minimale de P

D

(G).

Remarque 2.3 Une contrainte mix�ee obtenue �a partir de deux contraintes de voisi-

nage associ�ees �a u est une contrainte de voisinage.

Corollaire 2.10 Si les syst�emes d�ecrivant P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

) sont minimaux alors le

syst�eme d�ecrivant P

D

(G) est minimal.

Corollaire 2.11 Si les contraintes de P

D

(

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

) non triviales et di��erentes de

la contrainte du cycle C = fu; w

1

; w

2

; w

3

; w

4

g sont toutes des contraintes de voisinage,

alors les contraintes non triviales de P

D

(G) sont �egalement toutes des contraintes de

voisinage.

Un exemple de polytopes v�eri�ant le corollaire ci-dessus est le polytope des absorbants

des arbres.

Soit

�

G (resp.

�

�

G

1

) obtenu �a partir de G (resp.

�

G

1

) en ajoutant les sommets

u

1

; u

2

; u

3

; u

4

et les arêtes uu

1

; u

1

u

2

; u

2

u

3

; u

3

u

4

; u

4

u . Il est �a noter que

�

G (resp.

�

�

G

1

)

est la 1-somme de G (resp.

�

G

1

) et du cycle (u

1

; u

2

; u

3

; u

4

) (voir �gure 2.2).
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u

u

1

u

2

u

3

u

4

u

u

2

u

3

w

1

w

2

w

3

w

4

u

1

u

4

�

�

G

�

G

Figure 2.2 :

Si on connait une description des polytopes P

D

(

�

�

G

1

) et P

D

(

�

G

2

), une caract�erisation

compl�ete du polytope P

D

(

�

G) peut être obtenue par les proc�edures du th�eor�eme 2.6.

Dans ce qui suit, nous allons montrer qu'une description de P

D

(

�

G) peut être obtenue

d'une mani�ere tr�es simple �a partir de celle de P

D

(G). Ceci est bas�e sur le lemme suivant.

Lemme 2.12 Les contraintes d�e�nissant des facettes de P

D

(

�

�

G

1

) dont le support inter-

secte fw

1

; w

4

; u

1

; u

4

g et qui sont di��erentes des contraintes triviales, des contraintes

de voisinage et des deux contraintes de cycles de type (1.5) sont de la forme

X

j2V

1

a

1

i

(j)x(j) + x(w

1

) + x(w

4

) + x(u

1

) + x(u

4

) � �

1

i

; i 2 I

1

2

o�u I

1

2

est l'ensemble d'indices des contraintes (2.2).

Preuve. Soit a

T

x � � une telle contrainte. D'apr�es le lemme 1.7 on a

a(w

2

) = a(w

3

) = a(u

2

) = a(u

3

) = 0 ; a(w

1

) = a(w

4

) et a(u

1

) = a(u

4

) :

Puisque a

T

x � � est non triviale, il existe un absorbant S

1

tel que w

1

2 S

1

et a

T

x

S

1

=

�. Soit S

0

1

= (S

1

n fw

1

g) [ fw

2

; u

1

g . Il est clair que S

0

1

2 D(

�

�

G

1

).

Puisque a(w

2

) = 0 , ceci implique que a(u

1

) � a(w

1

) . Par sym�etrie on obtient a(w

1

) �

a(u

1

) et donc

a(u

1

) = a(u

4

) = a(w

1

) = a(w

4

)
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Donc a

T

x � � est bien de la forme

X

j2V

1

a

1

i

(j)x(j) + x(w

1

) + x(w

4

) + x(u

1

) + x(u

4

) � �

Ainsi, pour montrer ce lemme il su�t de montrer que la contrainte

X

j2V

1

a

1

i

(j)x(j) + x(w

1

) + x(w

4

) � � (2.41)

d�e�nit une facette de P

D

(

�

G

1

).

Il est simple de voir que (2.41) est valide pour P

D

(

�

G

1

). Maintenant, puisque a

T

x �

� d�e�nit une facette de P

D

(

�

�

G

1

), il existe j

�

�

V

1

j = r absorbants S

1

; : : : ; S

r

dont les

vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants.

On peut ordonner les ensembles S

i

de telle mani�ere que S

1

; : : : ; S

r

1

contiennent u

1

,

S

r

1

+1

; : : : ; S

r

2

contiennent u

4

et S

r

2

+1

; : : : ; S

r

ne contiennent ni u

1

ni u

4

.

Notons que jS

i

\ fu

1

; u

4

; w

1

; w

4

gj � 1 8i = 1; : : : ; r. En e�et, si ceci n'est pas le cas

alors il existerait pour un certain ensemble S

i

, un sommet �u 2 fu

1

; u

4

; w

1

; w

4

g tel que

l'ensemble

�

S

i

= (S

i

n f�ug) [ fu

2

; u

3

; w

2

; w

3

g serait un absorbant de

�

�

G

1

. De plus, on

aurait a

T

x

�

S

i

< � , une contradiction. En cons�equence, fw

2

; w

3

g � S

i

, 8i = 1; : : : ; r

2

.

Soient les ensembles

S

0

i

= (S

i

n fu

1

; : : : ; u

4

g) [ fw

1

g ; 8i = 1; : : : ; r

1

;

S

0

i

= (S

i

n fu

1

; : : : ; u

4

g) [ fw

4

g ; 8i = r

1

+ 1; : : : ; r

2

;

S

0

i

= S

i

n fu

1

; : : : ; u

4

g ; 8i = r

2

+ 1; : : : ; r ;

qui sont des absorbants de

�

G

1

. De plus, les vecteurs x

S

0

i

, i = 1; : : : ; r ; v�eri�ent tous

(2.41) �a l'�egalit�e. Soit M la matrice donn�ee par les vecteurs x

S

1

; : : : ; x

S

r

. M peut

s'�ecrire sous la forme suivante

M =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M

1

w

1

w

4

0 � � � 0

0 � � � 0

0 � � � 0

0 � � � 0

M

6

w

2

w

3

M

2

M

4

M

7

u

1

u

4

1 � � � 1

0 � � � 0

0 � � � 0

1 � � � 1

0 � � � 0

0 � � � 0

u

2

u

3

M

3

M

5

M

8

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5
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o�uM

1

; : : : ;M

8

sont des matrices en 0� 1. SoitM

0

la matrice obtenue deM en ajoutant

la ligne correspondant �a u

1

(resp. u

4

) �a celle corespondant �a w

1

(resp. w

4

). Et soit

M

00

la matrice obtenue de M

0

en supprimant les 4 derni�eres lignes correspondant �a

u

1

; : : : ; u

4

. On remarque que M

00

n'est rien d'autre que la matrice form�ee des vecteurs

d'incidence des ensembles S

0

1

; : : : ; S

0

r

. Puisque M

0

est non singuli�ere alors M

00

est de

rang r � 4 et par cons�equent (2.41) d�e�nit une facette de P

D

(

�

G

1

). 2

Corollaire 2.13 Le polytope P

D

(

�

G) est d�e�ni par les contraintes triviales, les con-

traintes (2.1), les contraintes a

T

x+x(u

1

)+x(u

4

) � � o�u a

T

x � � est une contrainte

de type (2.10) et les contraintes de la forme (2.3) - (2.7) li�ees au cycle fu; u

1

; u

2

; u

3

; u

4

g.

2.2 Aspects algorithmiques

Les aspects poly�edraux et algorithmiques pour les probl�emes d'optimisation com-

binatoire sont g�en�eralement tr�es li�es. Dans cette section nous allons examiner les

cons�equences algorithmiques de la d�ecomposition �etudi�ee dans la section pr�ec�edente.

Nous allons montrer que le probl�eme de l'absorbant minimum peut être lui aussi d�e-

compos�e quand le graphe G = (V;E) est la 1-somme de deux graphes G

1

= (V

1

; E

1

)

et G

2

= (V

2

; E

2

). Nous allons montrer que le calcul d'un absorbant minimum dans G

peut se ramener au calcul d'un absorbant minimum dans

�

G

2

en associant des poids

appropri�es aux sommets du cycle C.

Soit c 2 IR

jV j

+

un syst�eme de poids associ�e aux sommets de G. Soient c

1

et c

2

les

restrictions de c dans V

1

et V

2

. Notons par !

k

(resp. �!

k

) le poids d'un absorbant

minimum dans G

k

contenant u (resp. ne contenant pas u ). Soit

�

�!

k

le poids d'un

absorbant minimum du graphe G n u ne contenant aucun des sommets adjacents �a

u . Soient S

k

,

�

S

k

et

�

�

S

k

les ensembles dont les poids sont respectivement !

k

, �!

k

et

�

�!

k

. Remarquons que ces absorbants peuvent être calcul�es dans

�

G

k

en consid�erant un

syst�eme de poids appropri�e sur les sommets u; w

1

; w

2

; w

3

et w

4

.
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Th�eor�eme 2.14 Soit �c

2

2 IR

j

�

V

2

j

+

le syst�eme de poids associ�e �a

�

V

2

d�e�ni par :

�c

2

(v) = c

2

(v) ; 8v 2 V

2

n fug

�c

2

(u) = !

1

;

�c

2

(w

1

) = �!

1

;

�c

2

(w

2

) =

�

�!

1

;

�c

2

(w

3

) = 0 ;

�c

2

(w

4

) = M ;

o�u M est un scalaire su�samment grand. Soit S

�

2

un absorbant de poids minimum

dans

�

G

2

par rapport �a �c

2

et soit !

�

2

son poids. Si

�

�!

1

� �!

1

(resp.

�

�!

1

> �!

1

) alors

l'ensemble S

�

tel que

S

�

=

8

>

<

>

:

(S

�

2

n C ) [ S

1

si u 2 S

�

2

;

(S

�

2

n C ) [

�

S

1

si N(u) \ S

�

2

= ; ;

(S

�

2

n C ) [

�

�

S

1

si u =2 S

�

2

et (N(u) n fug) \ S

�

2

6= ; :

resp:

S

�

=

(

(S

�

2

n C ) [ S

1

si u 2 S

�

2

;

(S

�

2

n C ) [

�

S

1

sinon :

est un absorbant de poids minimum dans G dont le poids !

�

est �egal �a !

�

2

.

Preuve. On a

!

�

= min(!

1

+ !

2

� c(u); �!

1

+ �!

2

; �!

1

+

�

�!

2

;

�

�!

1

+ �!

2

). (2.42)

On distingue deux cas.

Cas 1.

�

�!

1

� �!

1

:

Par (2.42), on a

!

�

= min(!

1

+ !

2

� c(u); �!

1

+

�

�!

2

;

�

�!

1

+ �!

2

)

= min(!

2

+ �c

2

(u) + �c

2

(w

3

)� c(u);

�

�!

2

+ �c

2

(w

1

) + �c

2

(w

3

); �!

2

+ �c

2

(w

2

) + �c

2

(w

3

)

= !

�

2

:

Cas 2.

�

�!

1

> �!

1

:

Par (2.42), on a

!

�

= min(!

1

+ !

2

� c(u); �!

1

+ �!

2

; �!

1

+

�

�!

2

)

= min(!

1

+ �c

2

(u) + �c

2

(w

3

)� c(u); �!

2

+ �c

2

(w

1

) + �c

2

(w

3

);

�

�!

2

+ �c

2

(w

1

) + �c

2

(w

3

)

= !

�

2

:2

Le th�eor�eme 2.14 d�ecrit une proc�edure de d�ecomposition dans le calcul d'un ab-

sorbant minimum dans un graphe G o�u G est obtenu par des op�erations de 1-sommes
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�a partir d'au moins deux graphes. En e�et, consid�erons un graphe G = (V;E) obtenu

par des op�erations de 1-sommes �a partir des graphes G

1

; : : : ; G

n

. Supposons que G est

construit en composant dans l'ordre les graphes G

1

; : : : ; G

n

. Posons H

1

= G

1

, H

n

= G.

Et soit H

i+1

le graphe, la 1-somme de H

i

et G

i+1

pour i = 1; : : : ; n� 1 .

D'apr�es le lemme pr�ec�edent, un absorbant minimum dans G peut être d�etermin�e en

calculant un absorbant minimum dans

�

H

n�1

par rapport �a un syst�eme de poids appro-

pri�e, d�eduit de G

n

. Ce probl�eme peut maintenant être d�ecompos�e de la même mani�ere

et ainsi de suite.

Soit

~

G

i

; i = 1; : : : ; n le graphe obtenu �a partir de G

i

en ajoutant un 5-cycle C (un

cycle sur 5 sommets ) adjacent �a chaque sommet v 2 V

i

\V

j

; j 6= i . En d'autre terme,

~

G

i

est le graphe obtenu par des op�erations de 1-sommes �a partir des graphes G

i

et les

cycles C

1

; : : : ; C

k

o�u C

j

= C 8j = 1; : : : ; k ; C

j

\V

i

= v

j

et fv

1

; : : : ; v

k

g =

[

j 6=i

fV

i

\ V

j

g.

Nous consid�erons la s�equence de graphes suivante

G

n

= G , T

n

= G

n

, M

n�1

= H

n�1

,

G

i

est la 1-somme de T

i

et M

i�1

, pour i = n� 1 ; : : : ; 1 , G

i�1

=

�

M

i�1

.

O�u

�

T

i

=

~

G

i

pour i = 1; : : : ; n .

Un absorbant de poids minimumdans G

i

peut être calcul�e dans G

i�1

en consid�erant un

syst�eme de poids appropri�e d�eduit de

�

T

i

. Donc, un absorbant munimum dans G peut

être d�etermin�e d'une mani�ere r�ecursive �a partir des graphes

~

G

i

, i = 1; : : : ; n. Pour

ce faire on a besoin de calculer dans chaque graphe

~

G

i

, i = 1; : : : ; n , 3 absorbants

minimums. Donc on a le corollaire suivant

Corollaire 2.15 Soit G un graphe obtenu par des op�erations de 1-sommes �a partir

des graphes G

1

; : : : ; G

n

. Si le probl�eme de l'absorbant minimum est polynomial dans

~

G

1

; : : : ;

~

G

n

, alors il est polynomial dans G.

Dans la section suivante, nous discutons des applications des r�esultats pr�esent�es

ci-dessus dans la classe des cactus.

2.3 Applications aux cactus

La technique discut�ee dans la section 2.1 est tr�es utile pour les graphes qui se

d�ecomposent par des sommets d'articulation. Ceci est le cas des cactus.
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Un cactus est un graphe o�u chaque composante connexe maximale ne contenant pas

de sommets d'articulation est soit une arête, soit un cycle sans corde (voir �gure 2.3 ).

Pour d�ecrire le polytope P

D

(G) quand G est un cactus, nous devons d�ecomposer d'une

mani�ere r�ecursive le graphe. Pour chaque sommet d'articulation nous devons ajouter

un cycle �a 5 sommets �a chaque composante. On peut être oblig�e d'ajouter plus d'un

cycle �a 5 sommets pour le même sommet. S'il y a p composantes qui contiennent

toutes un même sommet d'articulation alors �a chacune d'elles on ajoute p � 1 cycles

�a 5 sommets.

Figure 2.3 : un cactus

2.3.1 Les classes � et �

0

Soit � (resp. �

0

) la classe des graphes G qui peuvent être obtenus par des op�erations

de 1-sommes �a partir d'un cycle sans corde C (resp. une arête e ) et une famille de

cycles �a 5 sommets de telle mani�ere que les sommets d'articulation appartiennent tous

�a C (resp. e ). Pour donner une caract�erisation compl�ete du polytope P

D

(G) quand G

est un cactus, nous avons besoin de connâ�tre de telles caract�erisations pour les graphes

de � et �

0

.

Si G est un graphe de �

0

, il n'est pas di�cile de voir que le polytope P

D

(G)

est donn�e par les contraintes (1.1) - (1.3) et les contraintes associ�ees aux cycles. Par
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cons�equent d'apr�es le corollaire 2.11, si G est un arbre alors le polytope P

D

(G) est com-

pl�etement d�ecrit par les contraintes triviales et les contraintes de voisinage. Ceci peut

être �egalement obtenu comme un cas particulier d'un r�esultat plus g�en�eral concernant

les graphes fortement �a cordes[37].

Un ordre d'�elimination fort d'un graphe G = (V;E) est un ordre v

1

; : : : ; v

n

des

sommets tel que

a) Pour tout triplet (i; j; k) , si i < j < k et v

j

; v

k

2 N(v

i

) alors v

k

2 N(v

j

) .

b) Pour chaque quadruplet (i; j; k; l) , si i < j < k < l , v

k

; v

l

2 N(v

i

) et v

k

2 N(v

j

)

alors v

l

2 N(v

j

) .

Un graphe est dit fortement �a cordes ( strongly chordal ) s'il admet un ordre d'�elimination

fort. La classe des graphes fortement �a cordes contient par exemple les arbres.

Une matrice en 0 � 1 est dite �equilibr�ee [15] si elle ne contient pas comme sous

matrice, la matrice d'incidence d'un cycle impair ( une matrice d'incidence d'un cycle

est telle que la somme des coe�cients dans chaque ligne et chaque colonne est �egale �a

2 ). Et elle est dite totalement �equilibr�ee [43] si elle ne contient pas comme sous matrice

une matrice d'incidence d'un cycle de longueur � 3 .

Dans [43] Fulkerson, Ho�man et Oppenheim ont d�emontr�e le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 2.16 ([43]) Si A est une matrice �equilibr�ee, alors le polytope

(

Ax � 1

0 � x � 1

a tous ses points extr�emes en 0� 1 .

La matrice de voisinage d'un graphe G = (V;E) est la matrice carr�ee d'ordre jV j

donn�ee par les in�egalit�es de voisinage associ�ees aux sommets de G. Dans [37] Farber

a �etudi�e la relation entre les graphes fortement �a cordes et les matrices totalement

�equilibr�ees. En particulier, il a montr�e qu'un graphe G est fortement �a cordes si et

seulement si la matrice de voisinage de G est totalement �equilibr�ee. Ce r�esultat et le

th�eor�eme 2.16 nous permettent d'�etablir le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2.17 Si G = (V;E) est fortement �a cordes alors P

D

(G) est d�e�ni par les

in�egalit�es (2.1) - (2.3).

L'inverse de ce th�eor�eme n'est pas vrai. En e�et, consid�erons le cycle �a 6 sommets

( num�erot�es de 1 �a 6 ). Il est simple de voir que la contrainte (1.5) associ�e �a ce cycle est
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redondante par rapport aux contraintes de voisinages. Et en cons�equence le polytope

des absorbants de ce cycle est caract�eris�e par les contraintes (1.1) - (1.3). Par contre la

matrice de voisinage de ce graphe, donn�ee ci dessous, contient une sous matrice d'un

cycle �a 4 sommets et donc le graphe n'est pas fortement �a cordes.

1 2 3 4 5 6

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

:

Il serait int�er�essant de caract�eriser les graphes dans lesquels P

D

(G) peut être d�ecrit

par les contraintes (1.1) - (1.3). A la lumi�ere des remarques ci-dessus, une telle carac-

t�erisation devrait consid�erer la structure de la matrice de voisinage du graphe. D'apr�es

le th�eor�eme 2.15, si cette matrice est �equilibr�ee, alors le polytope P

D

(G) est donn�ee

par (1.1) - (1.3). L'exemple suivant montre que l'inverse de cette assertion n'est pas

aussi vrai. En e�et consid�erons le graphe G de la �gure 2.4.

1 2

3

4

5

G

Figure 2.4 :

Il n'est pas di�cile de voir que le polytope des absorbants dans ce graphe est donn�e par

les contraintes (1.1) - (1.3). Cependant la matrice de voisinage de ce graphe, donn�ee

ci dessous n'est pas �equilibr�ee.
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1 2 3 4 5

2

6

6

6

6

6

6

4

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3

7

7

7

7

7

7

5

:

En g�en�eral, si G est un cactus contenant des cycles, les contraintes (1.1) - (1.3)

peuvent ne pas su�r pour caract�eriser compl�etement le polytope P

D

(G). En e�et,

consid�erons par exemple le cactus G = (V;E) de la �gure 2.5.

1

2

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

3

4

Figure 2.5 :

Pour caract�eriser P

D

(G), nous avons besoin de connâ�tre les descriptions des polytopes

P

D

(H

1

) et P

D

(H

2

) o�u H

1

et H

2

sont les graphes de la �gure 2.6.

H

1

H

2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

Figure 2.6 :

Il est simple de voir qu'un syst�eme minimal d�ecrivant P

D

(H

1

) est donn�e par les con-

traintes (1.1) - (1.3) et les contraintes de type (1.5) associ�ees aux 5-cycles du graphe.
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Le syst�eme minimal caract�erisant P

D

(H

2

) est donn�e par les mêmes types de contraintes

et la contrainte

X

u=3;:::;10

x(u) � 2:

Des th�eor�emes 2.6 et 2.9, il s'ensuit qu'une description minimale de P

D

(G) est d�e�nie

par le syst�eme de contraintes suivant.

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0 � x(u) � 1 ; pour tout u 2 V ;

x(N(u)) � 1 ; pour u 2 V n f2; 16g ;

X

u=2;:::;6

x(u) � 2 ;

X

u=12;:::;16

x(u) � 2 ;

X

u=4;:::;14

x(u) � 3 :

2.3.2 P

D

(G) dans les cactus

Dans cette section nous allons discuter du polytope P

D

(G) dans les cactus. Nous

d�ecrivons quelques propri�et�es structurales des facettes de P

D

(G) quand G est un graphe

de � . Et nous identi�ons certaines familles de ces facettes. Comme cons�equence, nous

obtenons une description compl�ete du polytope P

D

(G) quand G est un cycle. Aussi en

utilisant la technique de composition pr�esent�ee ci-dessus, nous montrons que pour tout

entier p > 0 �x�e, il existe un graphe G qui est un cactus et une contrainte d�e�nissant

une facette de P

D

(G) avec les coe�cients 0; 1; : : : ; p .

Soit G = (V;E) un graphe de � obtenu par des op�erations de 1-somme �a partir

d'un cycle sans corde C = fu

0

; u

1

; : : : ; u

n�1

g , n � 3 et une famille de r 5-cycles,

T

1

; : : : ; T

r

, r � 1 o�u T

j

= fu

i

j

; w

j

1

; w

j

2

; w

j

3

; w

j

4

g pour j = 1; : : : ; r. Ici u

i

j

2 C et w

j

1

et w

j

4

sont les sommets de T

i

j

adjacents �a u

i

j

. On suppose i

1

� i

2

� : : : � i

r

. Pour

deux sommets u

i

et u

j

, i < j , de C, on d�enote par C(u

i

; u

j

) la châ�ne u

i

; u

i+1

; : : : ; u

j

de C. D'abord nous d�ecrivons une famille de facettes de P

D

(C).

Th�eor�eme 2.18 Soit W = fu

j

1

; : : : ; u

j

p

g un ensemble de p sommets de C o�u p est

impair et j

1

< j

2

; : : : ; < j

p

si i < j . Supposons que jC(u

j

i

; u

j

i+1

)j = 3k

i

, k

i

� 1

pour i = 1; : : : ; p (modulo p). Alors la contrainte

2

X

v2W

x(v) +

X

v2CnW

x(v) �

p

X

i=1

k

i

+ d

p

2

e (2.43)
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d�e�nit une facette de P

D

(C).

Preuve. Nous montrons d'abord que (2.43) est valide pour P

D

(C). Puisque les con-

traintes de voisinage sont valides pour P

D

(C) alors nous avons

x(u

j

i

) � 0 ;

x(N(u

j

i

)) � 1 ;

x(N(u

j

i

+3t+1

) � 1 ; 8t = 0; : : : ; k

i

� 1 ;

x(N(u

j

i

+3t+3

) � 1 ; 8t = 0; : : : ; k

i

� 1 ;

pour i = 1; : : : ; p .

En sommant ces contraintes, on obtient

4

X

v2W

x(v) + 2

X

v2CnW

x(v) � 2

p

X

i=1

k

i

+ p : (2.44)

Comme p est impair, en divisant la contrainte (2.44) par deux et en arrondissant �a la

valeur enti�ere sup�erieure nous obtenons la validit�e de (2.43).

Maintenant notons par a

T

x � � la contrainte (2.43) et supposons qu'il existe une

contrainte b

T

x � � qui d�e�nit une facette de P

D

(C) telle que

fx 2 P

D

(C) j a

T

x = �g � fx 2 P

D

(C) j b

T

x = �g .

Nous allons montrer qu'il existe � > 0 tel que b = �a .

Nous allons montrer dans un premier temps que

b(v) = �

i

8v 2 C(u

j

i

; u

j

i+1

) n fu

j

i

; u

j

i+1

g ;

i = 1; : : : ; p et �

i

2 IR :

)

(2.45)

Soit t

i

= k

i

+ k

i+1

+ k

i+2

. Consid�erons les ensembles suivants

S

1

i

= fu

j

i

; u

j

i

+3t

; t = 1; : : : ; t

i

g [

0

B

B

B

@

[

l=i+2s+1

s=1;:::;b

p

2

c�1

R

l

1

C

C

C

A

;

S

2

i

= (S

1

i

n fu

j

i

g) [ fu

j

i

�1

; u

j

i

+1

g

S

3

i

= (S

1

i

n fu

j

i

g) [ fu

j

i

�1

; u

j

i

+2

g

o�u R

l

= fu

j

l

�1

; u

j

l

+2+3t

; t = 0; : : : ; k

l

+ k

l+1

� 1g .

Il n'est pas di�cile de v�eri�er que S

1

i

, S

2

i

et S

3

i

sont des absorbants de C dont les

vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e, ceci implique que b

T

x

S

j

i

= � ,

8j = 1; : : : ; 3 . D'o�u
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b(u

j

i

) = b(u

j

i

�1

) + b(u

j

i

+1

) (2:46)

b(u

j

i

+1

) = b(u

j

i

+2

) (2:47)

Maintenant, nous allons �etablir (2.45) d'une mani�ere r�ecursive. Consid�erons les

trois ensembles suivants.

A

t

1

= (S

1

i

n C(u

j

i

; u

j

i

+1

)) [ (fu

j

i

+3l+2

; l = 0; 1; : : : ; t� 1g [ fu

j

i

+3q

; q = t; : : : ; k

i

g) ;

A

t

2

= (A

T

1

n fu

j

i

+3t

g) [ fu

j

i

+3t+1

g ;

A

t

2

= (A

T

1

n fu

j

i

+3t

g) [ fu

j

i

+3t+2

g ;

o�u t 2 f1; : : : ; k

i

� 1g .

On peut facilement v�eri�er que ces ensembles sont des absorbants de C dont les vecteurs

d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e. Par cons�equent on a b

T

x

A

t

j

= � , 8j =

1; : : : ; 3 . De l�a, on d�eduit

b(u

j

i

+3t

) = b(u

j

i

+3t+1

) = b(u

j

i

+3t+2

) ; 8t = 1; : : : ; k

i

� 1 : (2.48)

Maintenant si on inverse les rôles de u

j

i

et u

j

i+1

on obtient par sym�etrie

b(u

j

i

+3k

i

) = b(u

j

i

+3k

i

�1

) ;

b(u

j

i

+3t

0

�2

) = b(u

j

i

+3t

0

�3

) = b(u

j

i

+3t

0

�4

) ; 8t

0

= 1; : : : ; k

i

� 1 :

)

(2.49)

En combinant (2.47), (2.48) et (2.49) on obtient (2.45).

Comme b

T

x

S

1

i

= � 8i = 1; : : : ; p , d'apr�es (2.45) et (2.46) on obtient

X

t=0;:::;b

p

2

c

�

i+2t

= � 8i = 1; : : : ; p (modulo p ) ;

pour un certain � 2 IR . Puisque p est impair, le syst�eme ci-dessus est non singulier

et il admet, par cons�equent, une solution unique. Ceci implique que

�

i

= �

j

8i; j 2 f1; : : : ; pg ; i 6= j : (2.50)

De (2.46) et (2.50) il en r�esulte qu'il existe � 2 IR tel que

b(v) = � 8v 2 C nW ;

b(v) = 2� 8v 2 W :

Puisque a

T

x � � n'est pas une contrainte triviale, alors b

T

x � � ne d�e�nit pas une

facette triviale. D'apr�es le lemme 1.2, il en r�esulte que les coe�cients de b sont tous

non n�egatifs et au moins un est positif. Cela implique que � > 0 . Ce qui termine la

preuve du th�eor�eme. 2

Consid�erons maintenant un graphe G = (V;E) de �. Soit A

0

= fw

j

2

; w

j

3

; j =

1; : : : ; rg. Dans ce qui suit nous d�ecrivons certaines familles de facettes de P

D

(G).
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Th�eor�eme 2.19 Si jCj = 3k + 1 o�u k est un entier positif, alors la contrainte

X

j2C

x(j) +

X

j=1;:::;r

�

x(w

j

1

) + x(w

j

4

)

�

� k + 1 (2.51)

d�e�nit une facette de P

D

(G).

Preuve. Notons par a

T

x � � la contrainte (2.51) et montrons d'abord qu'elle est

valide pour P

D

(G). Soit S 2 D(G) . Soit R � f1; : : : ; rg l'ensemble des indices

tels que fw

j

1

; w

j

4

g \ S 6= ; . Soit S

0

=

0

@

S n

[

j2R

fw

j

1

; w

j

4

g

1

A

[ fu

i

j

; w

j

2

; w

j

3

; 8j 2 Rg . Il

est clair que S

0

2 D(G) . D'apr�es le lemme 1.5 on a a

T

x

S

0

� k + 1 . Or comme

a

T

x

S

� a

T

x

S

0

, il en r�esulte que x

S

v�eri�e (2.51).

Maintenant soit b

T

x � � une contrainte d�e�nissant une facette de P

D

(G) telle que

fx 2 P

D

(G) j a

T

x = �g � fx 2 P

D

(G) j b

T

x = �g . Pour montrer que a

T

x � � d�e�nit

une facette de P

D

(G), il su�t de montrer qu'il existe � > 0 tel que �a = b .

Puisque

X

j2C

x(j) � k + 1 d�e�nit une facette de P

D

(C), il existe jCj absorbants,

S

1

; : : : ; S

jCj

tels que a

T

x

S

i

= � 8i = 1; : : : ; jCj et x

S

1

; : : : ; x

S

jCj

sont lin�eairement

ind�ependants. Puisque les ensembles S

0

i

= S

i

[ A

0

, i = 1; : : : ; jCj sont aussi des

absorbants de G, on a b

T

x

S

0

i

= � 8i = 1; : : : ; jCj . Soit M la matrice dont les colonnes

sont les vecteurs x

S

1

; : : : ; x

S

jCj

. Le syst�eme ci dessus peut s'�ecrire sous la forme suivante

b

T

M = (�

0

; : : : ; �

0

) ;

o�u �

0

= � �

X

j2A

0

b(j) . Comme M est non singuli�ere, ce syst�eme admet une solution

unique donn�ee par

b(v) =

�

0

k + 1

8v 2 C : (2.52)

Maintenant consid�erons un sommet u

i

j

2 C . Soit S

1

= fu

i

j

; u

i

j

+2+3t

; t = 0; : : : ; k �

1g . Il est simple de v�eri�er que S

1

2 D(G) . Soient

S

2

= (S

1

n fu

i

j

g) [ fw

j

1

g; S

4

= S

1

[ fw

j

2

g;

S

3

= (S

1

n fu

i

j

g) [ fw

j

4

g; S

5

= S

1

[ fw

j

3

g:

Comme S

i

2 D(G) et a

T

x

S

i

= � 8i = 1; : : : ; 5 , alors b

T

x

S

i

= � 8i = 1; : : : ; 5 . Ceci

implique que
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b(w

j

1

) = b(w

j

4

) = b(u

i

j

) ;

b(w

j

2

) = b(w

j

4

) = 0 :

)

(2.53)

Puisque u

i

j

est arbitraire, d'apr�es (2.52) et (2.53) on d�eduit qu'il existe � 2 IR tel que

�a = b . De plus nous avons � > 0 . 2

Th�eor�eme 2.20 Supposons que jCj = 4k + 2 , pour un certain entier k � 1 . Sup-

posons que les sommets u

i

1

; : : : ; u

i

r

sont tels que r = 2k + 1 et u

i

j+1

= u

i

j

+2

pour

j = 0; : : : ; r � 1 . Alors la contrainte

X

j2C

x(j) � k + 1 (2.54)

d�e�nit une facette de P

D

(G).

Preuve. Supposons, sans perte de g�en�eralit�e, que u

i

1

= u

0

; u

i

2

= u

2

: : : ; u

i

r

= u

n�2

.

On montre d'abord que (2.54) est valide pour P

D

(G). Consid�erons, pour ce faire, les

contraintes de voisinage et triviales suivantes

x(N(u

j

)) � 1 ; 8j = 1; 3; : : : ; n� 1 :

x(u

j

) � 0 ; 8j = 1; 3; : : : ; n� 1 :

En sommant ces contraintes, on obtient

2

X

j2C

x(j) � 2k + 1 :

En divisant par deux et en arrondissant le second membre �a la partie enti�ere sup�erieure,

on obtient la validit�e de (2.54).

Notons maintenant la contrainte (2.54) par a

T

x � � . Et supposons qu'il existe une

contrainte b

T

x � � d�e�nissant une facette de P

D

(G) telle que

fx 2 P

D

(G) j a

T

x = �g � fx 2 P

D

(G) j b

T

x = �g .

Nous allons montrer qu'il existe � > 0 tel que b = �a .

Soit V

0

= V n C . Consid�erons les ensembles suivants.

S

1

= fu

0

; u

4

; u

8

; : : : ; u

n�6

; u

n�4

g [ V

0

;

S

2

= (S

1

n fu

n�4

g) [ fu

n�3

g ;

S

3

= (S

1

n fu

n�4

g) [ fu

n�2

g :

Il est simple de voir que ces ensembles d�e�nissent des absorbants de G et leurs vecteurs

d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e. D'o�u b

T

x

S

j

= � , 8j = 1; 2; 3 . Il en r�esulte

que

b(u

n�4

) = b(u

n�3

) = b(u

n�2

) :
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Puisque les sommets u

0

; u

2

; : : : ; u

n�2

jouent le même rôle, on obtient par sym�etrie

b(u

j

) = b(u

j

0

) j 6= j

0

: (2.55)

Puisque pour j 2 V

0

, l'ensemble S

j

1

= S

1

n fjg est un absorbant de G dont le vecteur

d'incidence v�eri�e a

T

x � � �a l'�egalit�e, il en r�esulte que

b(j) = 0 8j 2 V

0

: (2.56)

Par (2.55) et (2.56), il existe � 2 IR , tel que b = �a . De plus, comme dans les d�emon-

strations pr�ec�edentes, nous avons � > 0 . 2

Nous allons donner maintenant quelques propri�et�es structurales des facettes de

P

D

(G) quand G est un graphe de �.

Soit a

T

x � � une contrainte d�e�nissant une facette de P

D

(G), di��erente d'une

contrainte triviale, de voisinage et de cycle �a 5 sommets. Par le lemme 1.7, il s'ensuit

que

a(w

j

1

) = a(w

j

4

) 8j = 1; : : : ; r ;

a(w

j

2

) = a(w

j

3

) = 0 8j = 1; : : : ; r :

)

(2.57)

Soit

�

a

= fA 2 D(G) j a

T

x

A

= �g ;

D'apr�es (2.57), si A 2 �

a

alors A[A

0

2 D(G) . Pour le reste de cette section tous les

absorbants de �

a

qui seront consid�er�es sont suppos�es contenant A

0

.

Puisque G ne contient pas de sommets isol�es, par le lemme 1.1, P

D

(G) est de pleine

dimension. Ceci implique que P

D

(G) poss�ede une description minimale unique ( �a

des coe�cients multiplicateurs pr�es ) par des contraintes lin�eaires. Par cons�equent, les

seules in�egalit�es satisfaites �a l'�egalit�e par les vecteurs d'incidence de tous les membres

de �

a

sont des multiples, par des coe�cients positifs, de a

T

x � � .

Soit C

�

l'ensemble des sommets v de C tel que v soit de degr�e 2 ou v = u

i

j

pour un

certain j 2 f1; : : : ; rg o�u a(w

j

1

) > 0 . Nous avons les lemmes suivants.

Lemme 2.21 Si v 2 C

�

, alors il existe un absorbant A 2 �

a

tel que jA\N(v)j � 2

et (A \N(v)) � C .
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Preuve. Puisque a

T

x � � est di��erente des contraintes de voisinage, il doit exister

un absorbant A 2 �

a

tel que jA\N(v)j � 2 . Si v est de degr�e 2, alors il est clair que

(A \ N(v)) � C . Maintenant supposons que v = u

i

j

et (A \ N(v)) 6� C . Donc on

peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que w

j

1

2 A . Soit A

0

= (Anfw

j

1

g)[fw

j

2

; w

j

3

g.

Puisque A\ (N(u

i

j

) n fw

j

1

g) 6= ; , il en r�esulte que A

0

est un absorbant de G. Puisque

a(w

j

1

> 0 et a(w

j

2

) = a(w

j

3

) = 0 , cela implique que a

T

x

A

0

< � , ce qui est impossible. 2

Lemme 2.22 Si a(u

i

) � a(u

i+1

); a(u

i+2

) (resp. a(u

i

) � a(u

i�1

); a(u

i�2

) ) pour un

certain i et u

i+2

2 C

�

(resp.u

i�2

2 C

�

) alors, on a l'une des deux �egalit�es suivantes.

a(u

i

) = a(u

i+1

) ou a(u

i

) = a(u

i+2

)

(resp. a(u

i

) = a(u

i�1

) ou a(u

i

) = a(u

i�2

) ).

( Les indices sont consid�er�es modulo r. )

Preuve. Nous montrons le lemme pour u

i+2

. Le r�esultat s'�etablit par sym�etrie pour

u

i�2

. Consid�erons u

i+2

2 C

�

. Par le lemme 2.21, il existe un absorbant A 2 �

a

tel

que jA \N(u

i+2

)j � 2 et (A \N(u

i+2

)) � fu

i+1

; u

i+2

; u

i+3

g.

- Si fu

i+1

; u

i+2

g 2 A ou fu

i+1

; u

i+3

g 2 A , alors soit A

0

= (A n fu

i+1

g)[fu

i

g. Comme

A

0

2 D(G), il s'ensuit que a(u

i

) � a(u

i+1

) . Puisque a(u

i

) � a(u

i+1

) alors on a

a(u

i

) = a(u

i+1

) .

- Si fu

i+2

; u

i+3

g 2 A , alors consid�erons l'ensemble A

00

= (A n fu

i+2

g) [ fu

i

g. Puisque

A

00

2 D(G) on a a(u

i

) � a(u

i+2

) et par cons�equent a(u

i

) = a(u

i+2

) . 2

Lemme 2.23 Soient u

i

j

et u

i

k

, k > j , deux sommets de C tels que a(w

j

1

) = a(w

k

1

) =

0 . Supposons que la châ�ne C(u

i

j

+1

; u

i

k

�1

) � C

�

et jC(u

i

j

+1

; u

i

k

�1

)j � 2 . Soit

a

0

= minfa(u

l

); l = i

j

+ 1; : : : ; i

k

� 1g . Alors

i) a(u

i

j

+1

) = a(u

i

j

�1

) = a

0

.

ii) Si jC(u

i

j

+1

; u

i

k

�1

)j � 3 et a(u

l

) > a

0

pour un certain l 2 fi

j

+ 1; : : : ; i

k

� 1g , tel

que l� 2 � i

j

+ 1 et l + 2 � i

k

� 1 , alors

a(u

l�2

) = a(u

l�1

) = a

0

et a(u

l+2

) = a(u

l+1

) = a

0

(2.58)

Preuve. i) Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triviale, il existe deux

absorbants A

1

et A

2

de �

a

tels que u

i

j

+1

2 A

1

et u

i

k

�1

2 A

2

. ( Les deux absorbants
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A

1

et A

2

peuvent être les mêmes. )

Consid�erons les ensembles

A

0

1

= (A

1

n fu

i

j

+1

g) [ fw

j

1

; u

i

j

+2

g ;

A

0

2

= (A

2

n fu

i

k

�1

g) [ fw

k

1

; u

i

k

�2

g :

Il est clair que A

0

1

; A

0

2

2 D(G) . Comme a(w

j

1

) = a(w

k

1

) = 0 , il en r�esulte que

a(u

i

j

+2

) � a(u

i

j

+1

) et a(u

i

k

�2

) � a(u

i

k

�1

) . (2.59)

Maintenant, on montre que

8l 2 fi

j

+ 1; : : : ; i

k

� 1g; a(u

l

) = a

0

ou a(u

l+1

) = a

0

. (2.60)

En e�et, si ceci n'est pas le cas alors il existerait une châ�ne u

l

; u

l+1

; : : : ; u

l+t

, telle

que l � i

j

+ 1 , t � 1 , l+ t � i

k

, a(u

p

) > a

0

pour p = l; : : : ; l+ t et a(u

l�1

) = a

0

ou

a(u

l+t+1

) = a

0

.

Si a(u

l+t+1

) = a

0

, ( dans ce cas l + t+ 1 � i

k�1

) puisque u

l+t+1

2 C

�

, ceci contredit

le lemme 2.22 par rapport �a u

l+t�1

; u

l+t

; u

l+t+1

. Si a(u

l�1

) = a

0

on obtient une con-

tradiction d'une mani�ere similaire. En cons�equence, par (2.59) et (2.60) , on obtient

a(u

i

j

+1

) = a(u

i

k

�1

) = a

0

.

De plus si jC(u

i

j

+1

; u

i

k

�1

)j = 3 (resp. jC(u

i

j

+1

; u

i

k

�1

)j = 4 ) alors pour aux moins

deux (resp. trois ) sommets dans C(u

i

j

+1

; u

i

k

�1

) on a a(u

l

) = a

0

.

ii) Maintenant, supposons pour un certain l 2 fu

i

j

+1

; u

i

k

�1

g , o�u l � 2 � i

j

+ 1 et

l + 2 � i

k

� 1 que l'on a a(u

l

) > a

0

. Alors par (2.60), on a

a(u

l�1

) = a(u

l+1

) = a

0

:

Si l� 2 = i

j

+1 et l+2 = i

k

� 1 , alors d'apr�es i) on a a(u

l�2

) = a(u

l+2

) = a

0

et donc

(2.58) est v�eri��ee.

Supposons par exemple que l + 2 < i

k

� 1 et a(u

l+2

) > a

0

. Par (2.60) on a

a(u

l+3

) = a

0

. Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte de voisinage et

u

l+1

2 C

�

, par le lemme 2.21, il existe un absorbant A 2 �

a

tel que jA\N(u

l+1

)j � 2

et A\N(u

l+1

) � C . Si u

l

2 A (resp. u

l+2

2 A ), alors A

0

= (Anfu

l

g)[fu

l�1

g (resp.

A

0

= (A n fu

l+2

g)[ fu

l+3

g ) est un absorbant de G. Ceci implique que a(u

l�1

) � a(u

l

)

(resp. a(u

l+3

) � a(u

l+2

) ) ce qui est impossible. 2
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Lemme 2.24 Si u

i

j

2 C nC

�

et u

i

j

�1

; u

i

j

+1

2 C

�

alors

a(u

i

j

) = a(u

i

j

�1

) = a(u

i

j

+1

) . (2.61)

Preuve. D'abord nous montrons que

a(u

i

j

) � a(u

i

j

�1

) ;

a(u

i

j

) � a(u

i

j

+1

) :

)

(2.62)

Comme a

T

x � � est une contrainte non triviale, il existe un absorbant A 2 �

a

con-

tenant u

i

j

�1

.

Si u

i

j

�2

62 C

�

alors soit A

0

= (A n fu

i

j

�1

g) [ fw

j�2

1

; u

i

j

g . Puisque A

0

2 D(G) on a

a(u

i

j

�1

) � a(w

j�2

1

) + a(u

i

j

) . Comme a(w

j�2

1

) = 0 , il en r�esulte que a(u

i

j

�1

) � a(u

i

j

) .

Maintenant, supposons que u

i

j

�2

2 C

�

. Soit A

00

= (Anfu

i

j

�1

g)[fu

i

j

�2

; w

j

1

g . Puisque

A

00

2 D(G) , on a a(u

i

j

�2

) � a(u

i

j

�1

) . D'autre part, comme a

T

x � � est di��erente

de la contrainte de voisinage associ�ee au sommet u

i

j

�2

, par le lemme 2.21, il existe un

ensemble

�

A 2 �

a

tel que j

�

A \ N(u

i

j

�2

)j � 2 et

�

A \N(u

i

j

�2

) � C .

Si u

i

j

�1

2

�

A , alors l'ensemble (

�

A n fu

i

j

�1

g) [ fu

i

j

g est un absorbant de G. Ce qui

implique que a(u

i

j

) � a(u

i

j

�1

) .

Si u

i

j

�1

62

�

A , alors u

i

j

�3

et u

i

j

�2

2

�

A et par cons�equent l'ensemble de sommets

(

�

A n fu

i

j

�2

g) [ fu

i

j

g est un absorbant de G. D'o�u a(u

i

j

) � a(u

i

j

�2

) . Puisque

a(u

i

j

�2

) � a(u

i

j

�1

) il en r�esulte que a(u

i

j

) � a(u

i

j

�1

) . Par cons�equent, nous avons

a(u

i

j

) � a(u

i

j

�1

) . Maintenant, par sym�etrie, nous obtenons aussi a(u

i

j

) � a(u

i

j

+1

) .

Ce qui �etablit (2.62).

Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte de voisinage et u

i

j

+1

2 C , par

le lemme 2.21, il existe un ensemble A

1

2 �

a

tel que jA

1

\ N(u

i

j

+1

)j � 2 et

A

1

\ N(u

i

j

+1

) � C .

Cas 1. u

i

j

+1

; u

i

j

+2

2 A

1

. Alors les ensembles (A

1

nfu

i

j

+1

g)[fu

i

j

g et (A

1

nfu

i

j

+1

g)[

fu

i

j

�1

g sont tous les deux des absorbants de G. Ce qui implique que

a(u

i

j

) � a(u

i

j

+1

) ;

a(u

i

j

�1

) � a(u

i

j

+1

) :

)

(2.63)

Puisque u

i

j

�1

2 C

�

, par le lemme 2.22, on doit avoir soit a(u

i

j

+1

) = a(u

i

j

) soit

a(u

i

j

+1

) = a(u

i

j

�1

) , on peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que a(u

i

j

+1

) = a(u

i

j

) .

D'o�u par (2.63), a(u

i

j

�1

) � a(u

i

j

) . D'apr�es (2.62), on obtient a(u

i

j

�1

) = a(u

i

j

) =
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a(u

i

j

+1

) .

( Si a(u

i

j

�1

) = a(u

i

j

+1

) , on peut montrer d'une mani�ere similaire, en consid�erant un

absorbant A

2

2 �

a

tel que jA

2

\N(u

i

j

�1

)j � 2 et A

2

\N(u

i

j

�1

) � C , que (2.61) est

v�eri��ee. )

Cas 2. u

i

j

2 A

1

. Puisque (A

1

n fu

i

j

g) [ fu

i

j

�1

g est un absorbant de G on obtient

a(u

i

j

�1

) � a(u

i

j

) . Et par (2.62), on a a(u

i

j

�1

) = a(u

i

j

) .

Maintenant en consid�erant l'absorbant A

2

introduit ci dessus, on peut montrer d'une

mani�ere similaire que a(u

i

j

) = a(u

i

j

+1

) et par cons�equent (2.61) est v�eri��ee. 2

Lemme 2.25 Soit G 2 � . Pour tout i 2 f1; : : : ; ng , au moins une des deux assertions

suivantes est v�eri��ee.

a) a(u

i

) � a(u

i+1

) ,

b) a(u

i+1

) � a(u

i+2

) ,

Preuve. Nous distinguons deux cas :

Cas 1. u

i

2 C

�

. Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte de voisinage, par

le lemme 2.21 il existe A tel que jA \ fu

i�1

; u

i

; u

i+1

gj � 2 .

- Si u

i

; u

i+1

2 A , soit A

0

= (A n fu

i+1

g) [ fu

i+2

g . Comme A

0

2 D(G) alors on a

a(u

i+1

) � a(u

i+2

) .

- Si u

i�1

; u

i

2 A , alors consid�erons l'ensemble A

0

= (A n fu

i

g) [ fu

i+1

g . Il est clair

que A

0

2 D(G) : D'o�u a(u

i

) � a(u

i+1

) .

Cas 2. u

i

62 C

�

Cas 2.1. u

i�1

; u

i+1

2 C

�

. D'apr�es le lemme 2.24 on a a(u

i

) = a(u

i+1

) et donc a) est

v�eri��ee.

Cas 2.2. u

i�1

62 C

�

. Il existe un absorbant A 2 �

a

tel que u

i

2 A . D'o�u

(A n fu

i

g) [ fw

i�1

1

; w

i�1

4

; u

i+1

g est un absorbant de G et donc a(u

i

) � a(u

i+1

) .

Cas 2.3. u

i�1

2 C

�

et u

i+1

62 C

�

. Il existe un absorbant A 2 �

a

tel que u

i+1

2 A .

Soit l'ensemble A

0

= (A n fu

i+1

g)[fw

i

1

; w

i

4

; u

i+2

g. On a A

0

2 D(G) et donc a(u

i+2

) �

a(u

i+1

) . 2
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Lemme 2.26 Il n'existe pas de sommet u

i

2 C tel que min(a(u

i

); a(u

i+1

)) >min(a(u

i�1

); a(u

i+2

))

Preuve. Supposons qu'il existe un sommet u

i

2 C qui contredit le lemme. Sans perte

de g�en�eralit�e on peut supposer que a(u

i�1

) � a(u

i+2

) .

Cas 1. u

i+1

2 C

�

.

D'apr�es le lemme 2.21, il existe un absorbant A 2 �

a

tel que jfu

i

; u

i+1

; u

i+2

g\Aj � 2 .

- Si u

i

2 A alors soit A

0

= (A n fu

i

g) [ fu

i�1

g . Puisque A

0

2 D(G) , il en r�esulte que

a(u

i

) � a(u

i�1

) , une contradiction.

- Si u

i

62 A alors u

i+1

2 A . Soit A

00

= (a n fu

i+1

g) [ fu

i�1

g . Comme A

00

2 D(G) , on

doit avoir a(u

i+1

) � a(u

i�1

) , ce qui est impossible.

Cas 2. u

i+1

62 C

�

.

Puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triviale, il doit exister un absorbant

�

A 2 �

a

tel que u

i

2

�

A . Soit

�

A

0

= (

�

Anfu

i

g)[fu

i�1

; w

i+1

1

; w

i+1

4

g . Puisque

�

A

0

2 D(G)

et a(w

i+1

1

) = a(w

i+1

4

) = 0 , il s'ensuit que a(u

i�1

) � a(u

i

) , ce qui est impossible. 2

Lemme 2.27 Si pour un sommet u

i

2 C on a a(u

i

) > a(u

i+1

) , alors

a(u

i�2

) = a(u

i�1

) = a(u

i+1

) = a(u

i+2

) (2.64)

Preuve. Par le lemme 2.25, il en r�esulte que a(u

i+1

) � a(u

i+2

) . Supposons que

a(u

i+1

) < a(u

i+2

) . Alors par le lemme 2.26 on a a(u

i+3

) = a(u

i+1

) . Aussi par le même

lemme, on d�eduit que a(u

i�1

) = a(u

i+1

) .

Cas 1. u

i+1

2 C

�

.

Par le lemme 2.21, il existe un absorbant A 2 �

a

tel que jfu

i

; u

i+1

; u

i+2

g \ Aj � 2 .

Donc A \ fu

i

; u

i+2

g 6= ; . Si u

i

2 A (resp. u

i+2

2 A ) alors A

0

= (A n fu

i

g) [ fu

i�1

g

(resp. A

0

= (A n fu

i+2

g) [ fu

i+3

g ) est un absorbant de G. Mais on a a

T

x

A

0

< � , ce

qui est impossible.

Cas 2. u

i+1

62 C

�

.

Puisque a

T

x � � est une contrainte non triviale, il existe un absorbant

�

A 2 �

a

tel que u

i+2

2

�

A . Soit

�

A

0

= (

�

A n fu

i+2

g) [ fu

i+3

; w

i+2

1

; w

i+2

4

g . On a

�

A

0

2 D(G) .
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Puisque a(w

i+2

1

) = a(w

i+2

4

) = 0 et a(u

i+2

) > a(u

i+3

) , il en r�esulte que a

T

x

�

A

0

< � ,

ce qui est une contradiction. D'o�u a(u

i+1

) = a(u

i+2

) . Les �egalit�es (2.64) s'obtiennent

donc par sym�etrie. 2

Remarque 2.4 D'apr�es les lemmes 2.26 et 2.27, une des assertions suivantes est v�eri-

��ee.

i) a(u

i

) = a(u

j

) 8i; j 2 f0; : : : ; n� 1g ,

ii) Il existe p sommets v

1

; : : : ; v

p

de C tels que a(v

i

) > a

0

8i = 1; : : : ; p et a(u

j

) = a

0

8u

j

2 C n fv

1

; : : : ; v

p

g o�u a

0

= minfa(u

i

) ; i = 0; : : : ; n� 1g .

Lemme 2.28 Soit a

T

x � � une contrainte valide pour P

D

(G). Soient u

i

et u

j

,

i � j deux sommets de C tels que

i) a(u

i�1

) = a(u

l

) 8u

l

2 C(u

i+1

; u

j�1

) ;

ii) a(u

i�1

) < a(u

i

); a(u

j

) ;

iii) u

l

soit de degr�e 2 ; 8u

l

2 C(u

i+1

; u

j�1

) :

Alors jC(u

i+1

; u

j�1

)j = 3t o�u t est un entier positif.

Preuve. Supposons le contraire.Consid�erons un absorbant A de G tel que a

T

x

A

= � .

Assertion 1. Si jC(u

i+1

; u

j�1

)j = 3t

0

+ 2 ; t

0

� 0 alors u

i

2 A si et seulement si

u

j

2 A .

Preuve. En e�et, si A contient u

i

alors A doit contenir les sommets u

i+3s

; s =

0; : : : ; t

0

+ 1 . Supposons que ceci n'est pas le cas, et que A contient par exemple

u

i+3s

0

�1

pour un certain s

0

2 f0; : : : ; t

0

+1g . On peut supposer, sans perte de g�en�eral-

it�e, que u

i+3s

0

�1

est le premier sommet rencontr�e en allant de u

i

�a u

j

qui ne soit pas

de type u

i+3s

et qui appartienne �a A . Donc u

i+3

; : : : ; u

i+3(s

0

�1)

2 A . Maintenant,

consid�erons l'ensemble A

0

= (Anfu

i

; u

i+3

; : : : ; u

i+3(s

0

�1

)g)[fu

i�1

; u

i+2

; : : : ; u

i+3s

0

�4

g .

Il est simple de voir que A est un absorbant de G. Puisque a(u

i�1

) = a(u

l

) 8u

l

2

C(u

i+1

; u

j�1

) et a(u

i�1

) < a(u

i

) il en r�esulte que a

T

x

A

0

< � , ce qui est impossible.

Par cons�equent, u

i+3s

2 A ; 8s = 0; : : : ; t

0

+ 1 . D'o�u u

j

2 A . Si u

j

2 A , alors par

sym�etrie u

i

2 A .

Assertion 2. Si jC(u

i+1

; u

j�1

)j = 3t

0

+ 1 ; t

0

� 0 alors
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jA \ C(u

i

; u

j

)j = t

0

+ 1 . (2.65)

Preuve. Supposons d'abord que u

i

2 A . Alors comme on a vu dans l'assertion 1 , A

doit contenir les sommets u

i+3s

s = 1; : : : ; t

0

+ 1 ( notez ici que i+ 3(t

0

+ 1) = j + 1 ).

Alors (2.65) est v�eri��ee. Si u

i

62 A , alors on peut supposer par sym�etrie que u

j

62 A .

Il n'est pas di�cile de voir dans ce cas qu'exactement t

0

+1 sommets de C(u

i+1

; u

j�1

)

sont n�ecessaires pour absorber cette châ�ne. D'o�u (2.65) est v�eri��ee.

D'apr�es l'assertion 1 (resp. l'assertion 2 ) tout absorbant A 2 �

a

v�eri�e l'�equation

x(u

i

)� x(u

j

) = 0 (2:66)

0

@

resp:

X

j2C(u

i

; u

j

)

x(j) = t

0

+ 1

1

A

(2:67)

Puisque a

T

x = � n'est ni un multiple de (2.66) ni un multiple de (2.67) alors le fait

que a

T

x � � d�e�nisse une facette est contredit. 2

Th�eor�eme 2.29 P

D

(C) est d�e�ni par les contraintes triviales, de voisinage et les con-

traintes (1.5) et (2.43)

Preuve. Soit a

T

x � � une contrainte qui d�e�nit une facette de P

D

(C) di��erente

d'une facette triviale et d'une facette de voisinage. Si a(u) = a(v) 8u; v 2 V , alors

a

T

x � � est de la forme de (1.5)

0

@

i :e

X

j2C

x(j) �

�

n

3

�

1

A

. Maintenant supposons

qu'il existe p sommets u

j

1

; : : : ; u

j

p

de V tels que a(u

j

i

) > a

0

, 8i = 1; : : : ; p o�u

a

0

= minfa(v) ; v 2 V g et j

1

< j

2

< : : : < j

p

. D'apr�es la remarque 2.4, nous

avons a(u) = a

0

8v 2 V n fu

j

1

; : : : ; u

j

p

g . Et d'apr�es le lemme 2.28, nous avons

jC(u

j

k

+1

; u

j

k+1

�1

)j = 3t

k

; t

k

> 0 , 8k = 1; : : : ; p (modulo p ).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que a(u

j

k

) = 2a

0

8k = 1; : : : ; p . Puisque a

T

x �

� est di��erente d'une contrainte triviale, il existe un absorbant A 2 �

a

contenant

u

j

k

. Soit A

0

= (A n fu

j

k

g) [ fu

j

k

�1

; u

j

k

+1

g . Il est �evident que A

0

2 D(G) . D'o�u

a(u

j

k

) � a(u

j

k

�1

) + a(u

j

k

+1

) (2.68)

D'autre part on peut voir, comme cela est fait dans la d�emonstration du th�eor�eme

2.18, que tout absorbant A 2 �

a

contient dans ce cas, au plus un sommet parmi
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fu

j

1

; : : : ; u

j

p

g . Et il doit exister au moins un absorbant

�

A 2 �

a

ne contenant aucun

u

j

k

. Pour tout k 2 f1; : : : ; pg , on peut construire un absorbant A

0

de telle mani�ere

que u

j

k

62

�

A , et

fu

j

k

�1

; u

j

k

�3

; u

j

k

+1

; u

j

k

+3

g �

�

A . Soit

�

A

0

= (

�

A n fu

j

k

�1

; u

j

k

+1

g) [ fu

j

k

g . Puisque

�

A

0

2 D(C) il en r�esulte que

a(u

j

k

) � a(u

j

k

�1

) + a(u

j

k

+1

) (2.69)

Par (2.68) et (2.69), on a a(u

j

k

) = 2a

0

. Ceci implique que a

T

x � � est de la forme

(2.43). 2

Le dominant d'un poly�edre P � IR

n

+

est donn�ee par D

0

(P ) = P + IR

n

+

. Etant

donn�e un vecteur c 2 IR

n

+

de poids non n�egatif le probl�eme minfcx; x 2 Pg est

�equivalent au programme minfcx; x 2 D

0

(P )g . En cons�equence, �etant donn�e un

probl�eme d'optimisation combinatoire de la forme minfc(F ); F 2 F � 2

E

g o�u E est

un ensemble �ni donn�e et c � 0 , pour ramener le probl�eme �a un programme lin�eaire,

il su�t d'avoir une description du dominant du poly�edre des solutions. Une telle de-

scription est g�en�eralement plus simple �a obtenir que celle du poly�edre lui même. Dans

certains cas, une caract�erisation du poly�edre peut être obtenue de celle du dominant

en ajoutant les contraintes de bornes.

Etant donn�e un ensemble �ni E , un ensemble F � 2

E

est dit ferm�e si �etant donn�es

F 2 F et F

0

� E avec F � F

0

alors F

0

2 F . Dans [67], Rais montre que F est

ferm�e si et seulement si P = D

0

(P )\fx(e) � 1 ; 8e 2 Eg o�u P = convfx

F

; F 2 Fg .

Etant donn�e un graphe G = (V;E), les absorbants de G forment un ensemble

ferm�e. Donc d'apr�es le r�esultat de Rais

P

D

(G) = D

0

(P

D

(G)) \ fx(i) � 1 ; 8i 2 V g :

Ceci montre que d�eterminer le dominant du polytope des absorbants est un probl�eme

aussi di�cile que d�eterminer le poly�edre lui même.

Remarquons ici que si F est ferm�e, le poly�edre obtenu �a partir de P en supprimant

les contraintes x(e) � 1 ; e 2 E ne di�nit pas n�ecessairement le dominant de P .
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Dans la suite nous �etudions la relation entre les facettes de P

D

(G) et celles de P

D

(

�

G)

o�u

�

G est la 1-somme du graphe G est du 5-cycle. Ici le graphe G est quelconque. Le

th�eor�eme suivant d�ecrit une proc�edure de construction de facettes de P

D

(

�

G).

Th�eor�eme 2.30 Soient G = (V;E) un graphe et a

T

x � � une contrainte d�e�nissant

une facette de P

D

(G). Soient u 2 V et � = minfa(v) ; v 2 N(u)g . Soit

�

G = (

�

V ;

�

E)

un graphe obtenu comme la 1-somme de G et un 5�cycle C = fu; w

1

; w

2

; w

3

; w

4

g o�u

fug = C \ V .

i) Si a

T

x � � est valide pour P

D

(

�

G) alors a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(

�

G).

ii) Si a

T

x � � n'est pas valide pour P

D

(

�

G) et s'il existe un absorbant A

�

de G tel que

a

T

x

A

�

= � , A

�

\ N

G

(u) = f�ug 6= fug et A

�

\ N

�

G

(�u) 6= ; o�u �u est un sommet de

N

G

(u) tel que a(�u) = � . Alors

a

T

x+ �(x(w

1

+ x(w

4

)) � � . (2.70)

d�e�nit une facette de P

D

(

�

G).

Preuve. i) Puisque a

T

x � � est valide pour P

D

(

�

G), il su�t d'exhiber j

�

V j = jV j+ 4

absorbants de

�

G = (

�

V ;

�

E), dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e

et ils sont lin�eairement ind�ependants. Comme a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G),

il existe jV j absorbants de G, S

1

; : : : ; S

jV j

tels que a

T

x

S

i

= � , 8i = 1; : : : ; jV j et

x

S

1

; : : : ; x

S

jV j

sont lin�eairement ind�ependants. Consid�erons les ensembles suivants

S

0

i

= S

i

[ fw

2

; w

3

g ; pour i = 1; : : : ; jV j ;

S

0

jV j+1

= S

0

1

[ fw

1

g ;

S

0

jV j+2

= S

0

1

[ fw

4

g ;

S

0

jV j+3

= (S

0

1

n fw

2

g) [ fw

1

g ;

S

0

jV j+4

= (S

0

1

n fw

3

g) [ fw

4

g :

Il est clair que S

0

j

2 D(

�

G) et a

T

x

S

0

j

= � 8i = 1; : : : ; j

�

V j . De plus, il n'est pas di�cile

de v�eri�er que x

S

0

1

; : : : ; x

S

0

j

�

V j

sont lin�eairement ind�ependants.

ii) Notons la contrainte (2.70) par a

0

T

x � �

0

. Montrons d'abord que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(

�

G). Soient

�

S un absorbant de

�

G et S =

�

S nfw

1

; : : : ; w

4

g . Si S est

un absorbant de G, alors a

0

T

x

�

S

� a

T

x

S

� � . Si S n'est pas un absorbant de G alors

�

S \ fw

1

; w

4

g 6= ; et S \ N

G

(u) = ; . Supposons que w

1

2

�

S et soit S

0

= S [ f�ug . Il

est clair que S

0

2 D(G) . D'o�u a

0

T

x

�

S

� a

T

x

S

+ a(w

1

) � a

T

x

S

0

� � . Ce qui implique
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que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(

�

G).

Maintenant consid�erons les ensembles suivants

A

i

= S

0

i

; pour i = 1; : : : ; jV j ;

A

jV j+1

= (A

�

n f�ug) [ fw

1

; w

2

; w

3

g ;

A

jV j+2

= (A

�

n f�ug) [ fw

4

; w

2

; w

3

g ;

A

jV j+3

= (A

�

n f�ug) [ fw

1

; w

3

g ;

A

jV j+4

= (A

�

n f�ug) [ fw

4

; w

2

g :

Il est simple de voir que A

j

2 D(

�

G) et a

0

T

x

A

j

= �

0

8j = 1; : : : ; j

�

V j . De plus

x

A

1

; : : : ; x

A

j

�

V j

sont lin�eairement ind�ependants. 2

Le th�eor�eme suivant d�ecrit la proc�edure inverse du th�eor�eme 2.30 .

Th�eor�eme 2.31 Soit

�

G = (

�

V ;

�

E) un graphe qui est la 1-somme d'un graphe G =

(V;E) et un cycle C = fu; w

1

; w

2

; w

3

; w

4

g o�u fug = C \ V . Soit a

0

T

x � �

0

une

contrainte d�e�nissant une facette de P

D

(

�

G) telle que a

0

(�u) = a

0

(w

1

) = a

0

(w

4

) > 0 o�u

�u est un sommet de N

G

(u) tel que a

0

(�u) = minfa

0

(v) ; v 2 N

G

(u)g . Soit

a(v) = a

0

(v) 8v 2 V ;

� = �

0

:

Alors a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G).

Preuve. Il est �evident que a

T

x � � est valide pour P

D

(G). Puisque a

0

T

x � �

0

d�e�nit

une facette de P

D

(

�

G), alors il existe j

�

V j absorbants

�

S

1

; : : : ;

�

S

j

�

V j

de

�

G = (

�

V ;

�

E) dont les

vecteurs d'incidence v�eri�ent a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants.

On peut supposer que les ensembles

�

S

1

; : : : ;

�

S

j

�

V j

de

�

G = (

�

V ;

�

E) sont ordonn�es de telle

mani�ere que N

G

(u)\

�

S

i

6= ; pour i = 1; : : : ; t et N

G

(u)\

�

S

i

= ; pour i = t+1; : : : ; j

�

V j .

Comme a

0

(w

1

) = a

0

(w

4

) > 0 , on a alors w

1

; w

4

62

�

S

i

8i = 1; : : : ; t et jfw

1

; w

4

g\

�

S

i

j = 1

8i = t+ 1; : : : ; j

�

V j .

Soient A

i

=

�

S

i

n fw

1

; w

2

; w

3

; w

4

g 8i = 1; : : : ; j

�

V j . Consid�erons les ensembles suivants

S

i

= A

i

8i = 1; : : : ; t ;

S

i

= A

i

[ f�ug 8i = t+ 1; : : : ; j

�

V j :

Soit

�

M (resp. M ) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d'incidence de

�

S

1

; : : : ;

�

S

j

�

V j

(resp. S

1

; : : : ; S

j

�

V j

). Soit

�

M

0

la matrice obtenue de

�

M en sommant les

lignes correspondant �a w

1

et w

4

et en ajoutant la ligne obtenue �a celle qui correspond
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�a �u . On peut remarquer que M est la sous matrice de

�

M

0

obtenue en supprimant les

lignes correspondant �a w

1

; : : : ; w

4

. Ceci implique que M est de rang jV j; et par con-

s�equent il existe jV j absorbants de G parmi S

1

; : : : ; S

j

�

V j

dont les vecteurs d'incidence

v�eri�ent �a l'�egalit�e a

T

x � � et sont lin�eairement ind�ependants. D'o�u a

T

x � � d�e�nit

une facette de P

D

(G). 2

2.3.3 Exemples

Dans cette section nous appliquons les proc�edures ci-dessus pour construire des

facettes de P

D

(G) o�u G est un cactus. Ces proc�edures vont permettre de construire

des facettes avec des coe�cients 1; 2; : : : ; p o�u p est un entier �x�e. Consid�erons les

graphes (a) et (b) de la �gure 2.7.

1

8

10

11

6

2

7

3

12

4

9

5

17

1816

15

1

2

3

4

5

6

7

(b)(a)

19

13 14

20

10 11

8 9

Figure 2.7 :
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D'apr�es les th�eor�emes 2.18 et 2.30, la contrainte

2

X

j=1;2;3

x(j) +

X

j=1;:::;16

x(j) � 5

d�e�nit une facette pour le polytope des absorbants du premier graphe, et par le

th�eor�eme 2.19 la contrainte

X

j=1;:::;9

x(j) � 3

d�e�nit une facette pour le polytope des absorbants du deuxi�eme graphe.

En identi�ant le sommet 1 de chaque graphe et en supprimant les 5-cycles correspon-

dants, on obtient le graphe de la �gure 2.8.

2

2

2

Figure 2.8 :

Le th�eor�eme 2.9 permet de construire une facette pour le polytope des absorbants

du graphe de la �gure 2.8. Cette contrainte a pour second membre 7 et pour support,
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tous les sommets du graphes. Seuls les coe�cients di��erents de 1 sont mentionn�es sur

la �gure.

Consid�erons maintenant le graphe de la �gure 2.9. Ce graphe est obtenu comme

une 1-somme du graphe de la �gure 2.8 et du graphe H apr�es suppression des 5-cycles.

Ici H est le graphe obtenu �a partir du graphe (a) de la �gure 2.7 en supprimant les

sommets f15; : : : ; 18g .

2

3

2

2

2

G

Figure 2.9 :
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D'apr�es le th�eor�eme 2.31, la contrainte

2

X

j=1;2;3

x(j) +

X

j=1;:::;14

x(j) � 5

d�e�nit une facette pour le polytope P

D

(H).

Par le th�eor�eme 2.9, le graphe G de la �gure 2.9 est le support d'une facette du poly-

tope P

D

(G). Les coe�cients di��erents de 1 de la contrainte d�e�nissant cette facette,

sont mentionn�es sur la �gure. Notons qu'un des coe�cients est 3 . Ceci nous permet

de donner la remarque suivante.

Remarque 2.5 Etant donn�e un entier p > 0 , il existe un graphe G 2 C ( C est la

classe des cactus ) tel que P

D

(G) ait une facette avec les coe�cients 1; 2; : : : ; p .

Bien que le probl�eme de l'absorbant minimum dans un cactus soit lin�eaire, le poly-

tope associ�e ne parait pas avoir une description simple. Une telle description doit

utiliser la proc�edure d�ecrite par le th�eor�eme 2.9 ainsi qu'une description compl�ete du

polytope P

D

(G) dans la classe � . Pour cette classe les r�esultats donn�es ci dessus nous

motivent �a donner la conjecture suivante.

Conjecture 2.6 Si G est un graphe de � , alors une contrainte di��erente des con-

traintes triviales et des contraintes de voisinage d�e�nit une facette de P

D

(G) si et

seulement si elle peut être obtenue �a partir d'une contrainte de P

D

(C) par application

r�ep�etitive de la proc�edure du th�eor�eme 2.30.

La caract�erisation de plusieurs polytopes associ�es �a des probl�emes d'optimisation

combinatoire ( comme les probl�emes du stable, du voyageur de commerce, du sous

graphe biparti et de l'absorbant ) dans un graphe G d�ecomposable en G

1

et G

2

suiv-

ant une certaine op�eration de d�ecomposition, d�epend des syst�emes caract�erisant les

poly�edres associ�es �a deux graphes

�

G

1

et

�

G

2

li�es �a G

1

et G

2

. Si ces syst�emes sont

simples �a d�eterminer pour les briques de G , la proc�edure de composition des poly�edres

permettrait d'avoir une description compl�ete du poly�edre dans G .

Dans le cas du polytope des absorbants, les graphes augment�es

�

G

1

et

�

G

2

sont d�e�-

nis en ajoutant un cycle �a 5 sommets adjacent au sommet d'articulation. Pour d�e�nir
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de tels graphes, on peut �egalement penser �a une op�eration plus simple qui consisterait

�a ajouter une arête adjacente au sommet d'articulation ( au lieu d'ajouter un 5-cycle ).

Les graphes

�

G

1

et

�

G

2

ainsi d�e�nis ne peuvent donner lieu �a des op�erations de mixage

de contraintes qui permettraient d'avoir une description compl�ete du polytope P

D

(G).

Par exemple consid�erons le graphe G de la �gure 2.10.

9 1

2

3

4

I

8 6

7 5

1

2

3

4

5

6

7

1

2

3

4

H

J

G

Figure 2.10 :

Le polytope P

D

(G) ne peut pas être d�ecrit ( par des op�erations de mixage simples ) �a

partir des syst�emes d�ecrivant les polytopes P

D

(H) et P

D

(I) . En e�et, il est facile de
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voir que les contraintes

X

j=1;:::;6

x(j) � 2

x (N(1)) � 1

d�e�nissent des facettes de P

D

(G). Par contre aucune de ces contraintes ne peut être

obtenue en mixant des contraintes d�e�nissant des facettes de P

D

(H) et P

D

(I) , respec-

tivement. Ici le polytope P

D

(I) est donn�e par les contraintes de voisinage associ�ees

aux sommets f2; 3; 4; 9g .

Aussi pour le graphe J de la �gure 2.10, la contrainte

X

j=1;:::;7

x(j) � 3

d�e�nit une facette de P

D

(J) . Par contre cette contrainte ne peut pas être g�en�er�ee �a

partir des facettes de P

D

(I) .

Nous concluons ce chapitre en mentionnant deux g�en�eralisations du probl�eme de

l'absorbant qui m�eritent d'être �etudi�ees.

La premi�ere g�en�eralisation possible est la suivante : Soit G = (V;E) un graphe. Soit

T � V un sous ensemble donn�e de V . Un sous ensemble S � V est dit T�absorbant

si pour tout j 2 T nS , il existe au moins un sommet de S adjacent �a j . Le probl�eme

consid�er�e correspond au cas o�u T = V .

A notre connaissance, cette version g�en�eralis�ee du probl�eme de l'absorbant n'a pas

�et�e consid�er�ee dans la litt�erature. Il serait donc int�eressant d'avoir des r�esultats (même

pr�eliminaires ) sur cette g�en�eralisation.

La deuxi�eme g�en�eralisation consiste �a consid�erer le probl�eme de l'absorbant dans

les graphes orient�es. Etant donn�e un graphe orient�e G = (V;E), un sous ensemble

S � V est dit absorbant si pour tout i 2 V n S , il existe au moins un sommet j 2 S

tel que (i; j) soit un arc de E . Ainsi le probl�eme de l'absorbant dans un graphe G

non orient�e peut être ramen�e au probl�eme de l'absorbant dans un graphe orient�e en

consid�erant deux arcs (i; j) et (j; i) pour toute arête ij du graphe G .

Le probl�eme de l'absorbant dans les graphes orient�es est tr�es li�e au probl�eme dit du

mariage.
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Le probl�eme de mariage ( cf. Gale et Shapley [44] ) consiste �a former des couples �a

partir de deux ensembles M et W ( hommes et femmes ) o�u chaque �el�ement d'un en-

semble a un ordre de pr�ef�erence sur les �el�ements de l'autre ensemble. Chaque �el�ement

d'un ensemble doit se trouver dans un nombre d�etermin�e de couples.

Un couple (x; y) est dit acceptable si x ( y ) appartient �a la liste des �el�ements

pr�ef�er�es par y (x ). Un mariage est un ensemble de couples acceptables o�u chaque

�el�ement est mari�e ou rest�e c�elibataire.

Un probl�eme de mariage peut être mod�elis�e par un graphe orient�e o�u les sommets

repr�esentent les couples acc�eptables et les arcs repr�esentent les ordres de pr�ef�erence. Il

y a un arc entre deux sommets si et seulement si un individu x est pr�esent dans les

deux sommets. L'orientation de l'arc est �x�ee par la pr�ef�erence de x entre les deux

autres individus pr�esents dans ces sommets.

Un mariage est dit stable ( cf. Gale et Shapley [44] ) est un mariage dans lequel il

n'existe pas deux �el�ements qui, en r�ealisant ensemble un nouveau couple, obtiendraient

tous deux un meilleur r�esultat. En d'autres termes, il n'existe pas un couple (x; y) du

mariage et deux �el�ements x

0

2 M et y

0

2 W tel que x

0

soit pr�ef�erable �a y de x et

y

0

soit pr�ef�erable �a x de y . Gale et Shapley [44] ont donn�e un algorithme permettant

de calculer un mariage stable.

Etant donn�e un graphe orient�e G = (V;E), un ensemble de sommets S � V est

dit stable si pour tout s 2 S , il n'existe pas de successeurs �a s dans S . S est dit

noyau de G si S est �a la fois un stable et un absorbant de G .

Le r�esultat suivant �etabli par Ma�ray [56] caract�erise les sommets d'un graphe corre-

spondant aux mariages stables.

Th�eor�eme 2.32 ([56]) Un ensemble de sommets S de G ( d�e�nissant un probl�eme

de mariage ) est l'ensemble des sommets r�ealis�es par un mariage stable si et seulement

si S est un noyau de G .

Dans [68] Ratier introduit des simpli�cations sur les graphes du mariage, qui ont

permis de mieux clari�er certains r�esultats et propri�et�es connus sur les mariages stables.

Il a �egalement �etudi�e le polytope dont les points extrêmes sont les vecteurs repr�esentat-

ifs des mariages stables. Il a donn�e une caract�erisation des faces de ce polytope. Une
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description compl�ete de ce polytope est obtenue par Vande Vate [76] et Rothblum [70].

Pour plus de d�etails sur ce sujet le lecteur peut consulter [2, 48, 68, 69].
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Chapitre 3

Construction de facettes

Dans ce chapitre, nous allons �etudier certaines proc�edures qui permettent de con-

struire des facettes de P

D

(G) �a partir de facettes o�u G est obtenu �a partir d'un autre

graphe.

Un sommet u dans un graphe est dit universel si u est adjacent �a tous les sommets

du graphe G.

Une paire de sommets (u; v) dans un graphe G = (V;E) est dite une paire de

pôles, si u (resp. v ) est universel dans G n v (resp. G n u ) et u et v ne sont pas

adjacents. Ici G n u (resp. G n v ) est le graphe obtenu de G en supprimant u (resp.

v ) et toutes les arêtes adjacentes �a u (resp. v ).

3.1 Ajout d'un sommet universel

Soit G = (V;E) un graphe et soit G

u

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu de G en ajoutant

un sommet universel u. Par cons�equent G

u

est obtenu en ajoutant le sommet u et les

arêtes uv ,pour tout v 2 V . L'objet de ce paragraphe est d'examiner la relation qui

existe entre les facettes de P

D

(G) et celles de P

D

(G

u

).

Lemme 3.1 Soit a

T

x � � une contrainte non triviale d�e�nissant une facette pour

P

D

(G

u

). Alors a(u) = � .

Preuve. D'abord il est clair que a(u) � �. Sinon, pour l'ensemble A = fug, qui est

un absorbant de G

u

, on aurait a

T

x

A

< � , une contradiction.

73
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Maintenant supposons que a(u) > �. Alors tout absorbant A

0

dont le vecteur d'incidence

v�eri�e a

T

x � � �a l'�egalit�e ne contient pas u. Mais dans ce cas, a

T

x � � serait �equiva-

lente �a la contrainte x(u) � 0. Ceci contredit le fait que a

T

x � � est non triviale. 2

Th�eor�eme 3.2 Soit a

T

x + a(u)x(u) � � une contrainte non triviale qui d�e�nit une

facette de P

D

(G

u

). Et soient les deux conditions suivantes :

i) Il existe un absorbant S

0

de G tel que S

0

\ (V n V

a

) = ; et a

T

x

S

0

= �.

ii) V = V

a

.

Si une des conditions i) et ii) est v�eri��ee alors a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G).

Preuve. Il n'est pas di�cile de voir que a

T

x � � est valide pour P

D

(G). Dans la

suite, nous allons montrer qu'il existe jV j absorbants de G dont les vecteurs d'incidence

v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants.

Supposons que i) est v�eri��ee. Puisque a

T

x + a(u)x(u) � � d�e�nit une facette de

P

D

(G

u

), il existe jV j+1 absorbants de G

u

, S

1

; : : : ; S

jV j+1

dont les vecteurs d'incidence

v�eri�ent a

T

x+ a(u)x(u) � � �a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants. Sans perte

de g�en�eralit�e, on peut supposer que les absorbants S

1

; : : : ; S

jV j+1

sont ordonn�es de telle

mani�ere que S

1

; : : : ; S

r

contiennent u et S

r+1

; : : : ; S

jV j+1

ne contiennent pas u. Puisque

les ensembles S

0

et fug ont des vecteurs d'incidence qui v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e

et sont lin�eairement ind�ependants, on peut poser S

0

= S

r+1

et S

1

= fug.

Soit M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs x

S

1

; : : : ; x

S

jV j+1

. Supposons que

la derni�ere ligne de M est associ�ee �a u. M peut être �ecrite de la mani�ere suivante

M =

u

2

6

6

6

6

4

0

.

.

.

0

M

1

M

2

1 1 : : : 1 0 : : : 0

3

7

7

7

7

5

o�u M

1

et M

2

sont des matrices en 0 � 1. Maintenant faisons les remarques suivantes :

Tout ensemble S

i

, i 2 fr + 1; : : : ; jV j+ 1g, est aussi un absorbant de G. Et pour tout

absorbant S

i

, i 2 f1; : : : ; rg, on a

a(v) = 0 8v 2 S

i

n fug : (3.1)

Consid�erons maintenant les ensembles suivants.

S

0

i

= S

r+1

[ (S

i

n fug) ; i = 2; : : : ; r ;

S

0

i

= S

i

; i = r + 1; : : : ; jV j+ 1 :
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Il est �evident que les S

0

i

sont des absorbants dans G. De plus, par (3.1) on a a

T

x = �,

pour i = 1; : : : ; jV j+ 1.

Si M

0

est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d'incidence des absorbants S

0

i

,

i = 2; : : : ; jV j+ 1, alors M

0

peut être obtenue �a partir de la matrice

M

00

=

2

6

4

M

1

M

2

3

7

5
;

par des op�erations �el�ementaires sur les colonnes. Puisque la matrice M

00

est non sin-

guli�ere alors M

0

l'est aussi.

Si V = V

a

alors dans ce cas r = 1, et les restrictions des ensembles S

i

, i =

2; : : : ; jV j+1 sont des absorbants dans G dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � �

�a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants. 2

Th�eor�eme 3.3 Soit a

T

x � � une contrainte qui d�e�nit une facette de P

D

(G). Alors

a

T

x+ �x(u) � � d�e�nit une facette de P

D

(G

u

).

Preuve. Il est �evident que a

T

x + �x(u) � � est valide pour P

D

(G

u

). Maintenant,

puisque a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G) alors il existe jV j absorbants S

1

; : : : ; S

jV j

dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x

S

i

= � pour i = 1; : : : ; jV j et sont lin�eaire-

ment ind�ependants.

Les ensembles S

1

; : : : ; S

jV j

, S

jV j+1

= fug sont des absorbants de G

u

et leurs vecteurs

d'incidence v�eri�ent a

T

x+�x(u) � � �a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants. 2

La proc�edure d�ecrite par le th�eor�eme 3.2 permet de construire des facettes de G �a

partir des facettes de G

u

si les conditions i) et/ou ii) sont v�eri��ees. Les conditions i)

et ii) ne peuvent être v�eri��ees si le graphe G contient des sommets isol�es. Mais même

dans ce cas, la contrainte a

T

x � � peut d�e�nir une facette de G, comme le montre

l'exemple suivant :

Consid�erons le graphe G

u

donn�e par la �gure 3.1

Le sommet 5 est universel dans G

u

. La contrainte de voisinage x(1) + x(2) + x(5) � 1

associ�ee au sommet 2 (et au sommet 1) d�e�nit une facette de P

D

(G

u

). Et la contrainte
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1

2 3 4

5

Figure 3.1 :

x(1) + x(2) � 1 d�e�nit une facette dans P

D

(G), alors que les sommets 3 et 4 sont des

sommets isol�es dans G.

Cette discussion motive la conjecture suivante.

Conjecture : Si a

T

x + �x(u) � � d�e�nit une facette de P

D

(G

u

) alors a

T

x � �

d�e�nit une facette de P

D

(G).

3.2 Ajout d'une paire de pôles

Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu de G = (V;E) en ajoutant une paire de pôles

(u; v) . Par cons�equent G

0

est obtenu de G en ajoutant les sommet u et v , et les

arêtes uj ; vj pour tout j 2 V . Nous donnons dans ce paragraphe une proc�edure de

construction de facettes pour P

D

(G

0

).

Th�eor�eme 3.4 (a) Soit a

T

x � � une contrainte non triviale qui d�e�nit une facette de

P

D

(G). Supposons que G ne contient pas de sommet universel. Soit a

0

= minfa(j) ; j 2

V g. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu de G en ajoutant une paire de pôles (u

1

; u

2

) �a

G. Soient

a

0

(j) = a(j) 8j 2 V;

a

0

(j) = �� a

0

8j 2 fu

1

; u

2

g;

�

0

= � :

Alors a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

).

(b) Soit G

0

= (V

0

; E

0

) un graphe et a

0

T

x � �

0

une contrainte non triviale d�e�nissant
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une facette de P

D

(G

0

). Supposons qu'il existe deux sommets (u

1

; u

2

) formant une paire

de pôles dans G

0

. Alors

i) a

0

(u

1

) = a

0

(u

2

) > 0 ;

ii) S'il existe un absorbant S

0

2 D(G

0

) contenant u

1

; u

2

dont le vecteur d'incidence

v�eri�e a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e, alors a

0

T

x � �

0

est la contrainte

X

j2V

0

x(j) � 2 : (3.2)

Preuve. (a) Montrons d'abord que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(G

0

). Soit S 2

D(G

0

). Si u

1

; u

2

62 S alors il est clair que a

0

T

x

S

� �

0

. Maintenant supposons que

S\jfu

1

; u

2

gj = 1. Puisque S doit contenir au moins un sommet de V pour absorber u

1

ou u

2

, on doit avoir a

0

T

x

S

� �

0

. Si u

1

; u

2

2 S alors a

0

T

x

S

� 2��2a

0

. Puisque a

T

x � �

d�e�nit une facette non triviale de P

D

(G), il doit exister un absorbant A 2 D(G) con-

tenant un sommet j

0

tel que a(j

0

) = a

0

et dont le vecteur d'incidence v�eri�e a

T

x � �

�a l'�egalit�e. Puisque G ne contient pas de sommets universels, A doit contenir au moins

un autre sommet di��erent de j

0

. Mais cela implique que 2a

0

� �. Et par cons�equent,

on a a

0

T

x

S

� �

0

, ce qui montre que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(G

0

).

Maintenant, puisque a

T

x � � d�e�nit une facette non triviale de P

D

(G), il doit exister

jV j absorbants S

1

; : : : ; S

jV j

tels que a

T

x

S

i

= � pour i = 1; : : : ; jV j et x

S

1

; : : : ; x

S

jV j

sont

lin�eairement ind�ependants. Soient les ensembles

S

0

i

= S

i

i = 1; : : : ; jV j ;

S

0

jV j+1

= fu

1

; j

0

g ;

S

0

jV j+2

= fu

2

; j

0

g :

Il est �evident que les S

0

i

d�e�nissent des absorbants dans G

0

. De plus on a a

0

T

x

S

0

i

= �

0

pour i = 1; : : : ; jV j+ 2 et x

S

0

i

, i = 1; : : : ; jV j+ 2 sont lin�eairement ind�ependants.

(b) i) Comme a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette non triviale de P

D

(G

0

), il doit exister un

absorbant S contenant u

1

tel que a

0

T

x

S

= �

0

.

Si S = fu

1

; u

2

g alors a

0

(u

1

) = a

0

(u

2

). En e�et si ce n'etait pas le cas, nous pou-

vons supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que a

0

(u

1

) > a

0

(u

2

), et nous aurons a

0

(j) �

a

0

(u

1

); 8j 2 V . Comme G ne contient pas de sommet isol�e alors ceci contredit le fait

qu'il doit aussi exister un absorbant ne contenant pas u

2

et dont le vecteur d'incidence

v�eri�e a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e.
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Si u

2

62 S alors soit S

0

= (S n fu

1

g) [ fu

2

g. Puisque S

0

2 D(G

0

), on doit avoir

a

0

(u

2

) � a

0

(u

1

).

Par sym�etrie, on obtient a

0

(u

1

) � a

0

(u

2

) et donc a

0

(u

1

) = a

0

(u

2

).

Maintenant si a

0

(u

1

) = a

0

(u

2

) = 0, puisque fu

1

; u

2

g est un absorbant de G

0

, il en r�esulte

que � = 0 et a

0

(j) = 0 ; 8j 2 V . Nous avons une contradiction. Cela implique que

a

0

(u

1

) = a

0

(u

2

) > 0.

ii) Supposons qu'il existe un absorbant S

0

2 D(G

0

) contenant u

1

; u

2

tel que a

0

T

x

S

0

=

�

0

. Comme fu

1

; u

2

g est un absorbant et par i) a

0

(u

1

) = a

0

(u

2

), on a a

0

(u

1

) = a

0

(u

2

) =

�

0

=2. Pour montrer l'assertion, il su�t de montrer que a

0

(j) = �

0

=2 8j 2 V . Il est

clair que a

0

(j) � �

0

=2 8j 2 V . Si pour un certain j 2 V , a

0

(j) < �

0

=2 ; l'ensemble

fj; u

1

g serait un absorbant de G

0

dont le vecteur d'incidence ne v�eri�e pas a

0

T

x � �

0

,

une contradiction.

Maintenant, supposons que a

0

(j) > �

0

=2 pour un certain j 2 V . Comme a

0

T

x � �

0

est di��erente d'une contrainte triviale, il doit exister un absorbant S

0

contenant j tel

que a

0

T

x

S

0

= �

0

. Puisque G

0

est sans sommet universel, S

0

doit contenir au moins un

autre sommet di��erent de j. Mais ceci implique que a

0

T

x

S

0

> �, une contradiction.

Par cons�equent a

0

(j) = �

0

=2 et donc a

0

T

x � �

0

est de la forme donn�ee par (3.2). 2

Remarque 3.1 Si a

T

x + a(u

1

)x(u

1

) + a(u

2

)x(u

2

) � � est une contrainte qui d�e�nit

une facette de P

D

(G

0

), u

1

et u

2

�etant une paire de pôles de G

0

, alors a

T

x � � est valide

pour P

D

(G) o�u G est le graphe obtenu en supprimant u

1

et u

2

. Mais elle peut ne pas

d�e�nir une facette.

En e�et, consid�erons le graphe G

0

= (V

0

; E

0

) de la �gure 3.2.

Il est facile de voir que la contrainte

8

X

j=1

x(j) � 2 d�e�nit une facette de P

D

(G

0

). Par

contre la contrainte

6

X

j=1

x(j) � 2, qui est valide pour P

D

(G) o�u G est le cycle sur les

sommets f1; : : : ; 6g, peut être obtenue �a partir des contraintes de voisinage associ�ees

aux sommets 3 et 6 dans G. Nous remarquons cependant que la contrainte

8

X

j=1

x(j) � 2
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1

2

3

4

5

6

8

7

Figure 3.2 :

de P

D

(G

0

) a la même forme que la contrainte donn�ee par (3.2).

3.3 Substitution d'une arête par une châ�ne

Dans cette section, nous donnons une proc�edure de construction de facettes pour

P

D

(G

0

) lorsque G

0

est obtenu �a partir d'un graphe G, en rempla�cant une arête de G

par une châ�ne de longueur 3.

Th�eor�eme 3.5 Soit G = (V;E) un graphe et e = uv une arête de E. Soit a

T

x � �

une contrainte qui d�e�nit une facette de P

D

(G).

Supposons que a(u) = a(v) = �

�

� � > 0 o�u �

�

= minfa

T

x

S

j S soit un absorbant

contenant u et vg . Supposons aussi que a

T

x � � est valide pour P

D

(G n u) et

P

D

(G n v) ).

Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en rempla�cant l'arête uv par la
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châ�ne (u; w; z; v) (voir �gure 3.3). Soient

a

0

(j) = a(j) 8j 2 V ;

a

0

(w) = a

0

(z) = �

�

� � ;

�

0

= �

�

:

Alors a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

).

u

v

G G

0

u

v

w

z

Figure 3.3 :

Preuve. Montrons d'abord que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(G

0

). Soit S

0

2 D(G

0

).

Si u; v 2 S alors a

T

x

S

� �

�

par d�e�nition de �

�

.

Si u 2 S et v 62 S (v 2 S et u 62 S ), alors fw; zg \ S 6= ;. De plus S

0

= S n fw; zg est

un absorbant de G. D'o�u a

0

T

x

S

= a

T

x

S

0

+ (�

�

� �) � �

�

.

Donc supposons que u; v 62 S. Si w; z 2 S, alors S

00

= (S n fw; zg) [ fug est un

absorbant de G. D'o�u

a

0

T

x

S

= a

T

x

S

00

� a(u) + a

0

(w) + a

0

(z) ;

� � � (�

�

� �) + 2(�

�

� �) ;

� �

�

:

Si w 2 S et z 62 S (w 62 S et z 2 S ) alors soit

�

S = Snfwg. Puisque

�

S est un absorbant

de G n v, alors par notre hypoth�ese on a a

T

x

�

S

� �. D'o�u a

0

T

x

S

= a

T

x

�

S

+ a

0

(w) � �

�

.

Maintenant pour montrer que a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

), il reste �a exhiber

jV j+2 absorbants de G

0

dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e et

sont lin�eairement ind�ependants. Puisque a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G), il existe

jV j absorbants de G, S

1

; : : : ; S

jV j

tels que a

T

x

S

i

= � pour i = 1; : : : ; jV j et x

S

1

; : : : ; x

S

jV j
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sont lin�eairement ind�ependants. On peut supposer que les S

i

sont ordonn�es de telle

mani�ere que S

1

; : : : ; S

r

contiennent u mais pas v, S

r+1

; : : : ; S

t

contiennent v mais pas

u et S

t+1

; : : : ; S

jV j

ne contiennent ni u, ni v.

Remarquons ici que puisque �

�

> � , aucun des ensembles S

i

ne peut contenir les

sommets u et v en même temps. De plus, nous avons t < jV j. En e�et, si ceci n'est

pas le cas alors on a x

S

i

(u)+x

S

i

(v) = 1; 8i = 1; : : : ; jV j. Mais dans ce cas, a

T

x � � ne

peut pas d�e�nir une facette, une contradiction. En�n d�enotons par S

�

un absorbant

de G contenant u et v et tel que a

T

x

�

= �

�

.

Examinons les ensembles suivants.

S

0

i

= S

i

[ fzg 8i = 1; : : : ; r ;

S

0

i

= S

i

[ fwg 8i = r + 1; : : : ; t ;

S

0

i

= S

i

[ fwg 8i = t+ 1; : : : ; jV j ;

S

0

jV j+1

= S

t+1

[ fzg ;

S

0

jV j+2

= S

�

:

Il est facile de voir que ces ensembles sont des absorbants de G

0

dont les vecteurs

d'incidence v�eri�ent a

T

x

S

�

� �

�

�a l'�egalit�e. Notons par M la matrice dont les colonnes

sont les vecteurs x

S

i

, i = 1; : : : ; jV j, et par M

0

la matrice dont les colonnes sont les

vecteurs S

0

i

, i = 1; : : : ; jV j+ 2. M

0

peut s'ecrire comme suit :

M

0

=
u

v

w

z

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M

0

1

M

0

2

1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0 0 � � � � � � 0 0 1

0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0 0 1

0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 1 � � � � � � 1 0 0

1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0 0 � � � � � � 0 1 0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

| {z }

r

| {z }

t� r

| {z }

jV j � t

o�uM

0

1

etM

0

2

sont des matrices en 0�1. Notons ici que la sous matrice deM

0

donn�ee par

les jV j premi�eres lignes et les jV j premi�eres colonnes n'est rien d'autre que la matrice

M . Notons aussi que la premi�ere colonne de M

0

2

coincide avec la colonne t+ 1 de M

0

1

.

Soit M

00

la matrice obtenue de M

0

en multipliant la derni�ere ligne par �1 et en lui

ajoutant la ligne associ�ee �a u. Remarquons queM

00

contient uniquement des z�eros dans

les jV j premi�eres colonnes de sa derni�ere ligne.

Puisque a

T

x

S

i

= �, i = 1; : : : ; jV j et a

T

x

S

�

= �

�

, alors en multipliant chaque ligne

de M

00

associ�ee �a un sommet j 2 V par a(j) et en sommant toutes les lignes ainsi

obtenues on obtient une ligne ayant la forme suivante
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(�; � � � � � ��

| {z }

jV j

; �; �

�

) , (3.3)

En ajoutant �a la ligne de M

00

associ�ee au sommet w la ligne (3.3) divis�ee par �� et

la ligne associ�ee �a u , on obtient une matrice M

000

ayant la forme suivante.

M

000

=

w

z

2

6

6

6

6

6

6

4

M

~

M

0 � � � � � � � � � � � � 0 �1 1� �

�

=�

0 � � � � � � � � � � � � 0 �1 1

3

7

7

7

7

7

7

5

Puisque M est non singuli�ere, il en r�esulte que M

000

l'est aussi et donc M

0

est non

singuli�ere. Ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme. 2

3.4 Duplication de sommets

Nous allons d�ecrire dans la suite une proc�edure qui permet de construire des facettes

de P

D

(G) quand G est obtenu par des op�erations de duplication de sommets. Nous

d�ecrivons �egalement une proc�edure inverse.

Th�eor�eme 3.6 (Duplication d'un sommet) Soit G = (V;E) un graphe et a

T

x �

� une contrainte non triviale d�e�nissant une facette de P

D

(G). Soit v 2 V . Soit

G

0

= (V

0

; E

0

) un graphe obtenu de G en ajoutant un sommet v

0

et les arêtes v

0

j pour

j 2 N(v). Soient

a

0

(j) = a(j) ; 8j 2 V ;

a

0

(v

0

) = a(v) ;

�

0

= � :

Alors a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

).

Preuve. Il est simple de voir que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(G

0

). Puisque a

T

x � �

d�e�nit une facette de P

D

(G), il existe jV j absorbants S

1

; : : : ; S

jV j

tels que a

T

x

S

i

=

� ; 8i = 1; : : : ; jV j et x

S

1

; : : : ; x

S

jV j

sont lin�eairement ind�ependants. Puisque a

T

x � �

est non triviale, il doit exister un absorbant parmi S

1

; : : : ; S

jV j

, contenant v. On peut

supposer que v 2 S

1

. Consid�erons les ensembles

S

0

i

= S

i

8i = 1; : : : ; jV j ;

S

0

jV j+1

= (S

1

n fvg) [ fv

0

g
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qui sont tous des absorbants dans G

0

. Ces ensembles v�eri�ent a

0

T

x

S

0

i

= �, pour

i = 1; : : : ; jV j+ 1 et x

S

0

1

; : : : ; x

S

0

jV j+1

sont lin�eairement ind�ependants. 2

De ce th�eor�eme, on d�eduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.7 (Remplacement d'un sommet par une clique) Soit G = (V;E)

un graphe et a

T

x � � une contrainte non triviale d�e�nissant une facette de P

D

(G).

Soit v 2 V . Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu �a partir de G en ajoutant k sommets

v

1

; : : : ; v

k

, o�u k est quelconque, et les arêtes v

i

j ; 8i = 1; : : : ; k ; pour tout j 2 N(v)[

fv

1

; : : : ; v

i�1

; v

i+1

; : : : ; v

k

g (le sous graphe induit par v

1

; : : : ; v

k

est une clique). Soient

a

0

(j) = a(j) ; 8j 2 V ;

a

0

(v

0

) = a(v) 8i = 1; : : : ; k ;

�

0

= � :

Alors a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

).

L'inverse de ce corollaire est aussi vrai comme le montre le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 3.8 Soient G

0

= (V

0

; E

0

) un graphe et a

0

T

x � �

0

une contrainte qui d�e�nit

une facette de P

D

(G

0

). Soient v

1

; : : : ; v

k

; k � 2 des sommets de G

0

.

Supposons que le sous graphe induit par v

1

; : : : ; v

k

est une clique et que N(v

i

) = N(v

j

);

8i; j = 1; : : : ; k ; i 6= j. Alors

(a) a

0

(v

i

) = a

0

(v

j

) ; 8i; j = 1; : : : ; k ; i 6= j.

(b) Si a

0

(v

i

) > 0 ; 8i = 1; : : : ; k , et si G = (V;E) est le graphe obtenu de G

0

en

supprimant les sommets v

2

; : : : ; v

k

alors la contrainte a

T

x � � o�u

a(j) = a

0

(j) ; 8j 2 V ;

� = �

0

:

d�e�nit une facette de P

D

(G).

Preuve. (a) Soit � = min fa

0

(v

i

) ; i = 1; : : : ; kg. Supposons qu'il existe un sommet

v

r

; r 2 f1; : : : ; kg, tel que v

r

> �. Alors tout absorbant dont le vecteur d'incidence

v�eri�e a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e ne peut contenir v

r

, une contradiction.

Par cons�equent, on a a

0

(v

i

) = a

0

(v

j

) ; 8i; j = 1; : : : ; k ; i 6= j.
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(b) D'abord, comme tout absorbant dans G est aussi absorbant dans G

0

, il en d�ecoule

que a

T

x � � est valide pour P

D

(G).

Comme a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

), il existe jV

0

j absorbants S

0

1

; : : : ; S

0

jV

0

j

dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent la contrainte a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e et sont lin�eaire-

ment ind�ependants. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que les S

0

i

sont ordonn�es

de telle mani�ere que S

0

i

\fv

1

; : : : ; v

k

g 6= ; pour i = 1; : : : ; p et S

0

i

\fv

1

; : : : ; v

k

g = ; pour

i = p+1; : : : ; jV

0

j . Puisque a

0

T

x � �

0

est une contrainte non triviale on a 0 < p < jV

0

j .

Soient les ensembles

S

i

= (S

0

i

n fv

2

; : : : ; v

k

g) [ fv

1

g 8i = 1; : : : ; p ;

S

i

= S

0

i

8i = p + 1; : : : ; jV

0

j :

Les ensembles S

i

d�e�nissent des absorbants dans G. En e�et, ceci est clair pour les

S

i

, i = p + 1; : : : ; jV

0

j. Si S

0

i

\ fv

1

; : : : ; v

k

g 6= ;, puisque N(v

i

) = N(v

j

), il en d�ecoule

que S

i

est un absorbant dans G.

Maintenant, comme a

0

(v

i

) > 0 8i = 1; : : : ; k, et les sommets v

i

; i = 1; : : : ; k ont le

même ensemble voisinage, les ensembles S

0

i

; i = 1; : : : ; p contiennent exactement un

seul sommet parmi fv

1

; : : : ; v

k

g. Par cons�equent, on a p = k :

Soit M

0

la matrice dont les colonnes sont les vecteurs des ensembles S

0

i

, i = 1; : : : ; jV

0

j.

M

0

peut se pr�esenter sous la forme ci-dessous.

M

0

=

v

1

.

.

.

v

k

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M

0

1

M

0

2

M

0

3

0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

| {z }

k

| {z }

jV

0

j � k

;

o�u M

0

1

, M

0

2

et M

0

3

sont des matrices en 0 � 1. M

0

3

est, �a des permutations de colonnes

pr�es, la matrice diagonale.

Soit M

00

la matrice obtenue de M

0

en ajoutant �a la ligne associ�ee �a v

1

les lignes
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correspondant �a v

2

; : : : ; v

k

. M

00

peut s'ecrire comme suit

M

00

=

v

1

v

2

.

.

.

v

k

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M

0

1

M

0

2

1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0

~

M

0

3

0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

o�u

~

M

0

3

est la sous matrice form�ee par les lignes correspondant �a v

2

; : : : ; v

k

.

SoitM la matrice form�ee par les jV

0

j premi�eres lignes deM

00

. On peut remarquer que les

colonnes deM correspondent aux vecteurs d'incidence des ensemblesS

i

, i = 1; : : : ; jV

0

j.

De plus, il est clair que M est de rang jV j. 2

Th�eor�eme 3.9 Soit G = (V;E) un graphe et a

T

x � � une contrainte d�e�nissant une

facette de P

D

(G). Soit v 2 V . Soit N

�

(v) = fv

1

; : : : ; v

k

g. Supposons que pour tout

absorbant A 2 D(G), a

T

x

AnN(v)

� � � a

0

q, pour un certain q 2 IN o�u k et q sont

premiers entre eux. Supposons que pour tout absorbant S 2 D(G) tel que v 62 S et

a

T

x

S

= �, on a jN

�

(v) \ Sj = q. Supposons que a(v

i

) = a(v

j

) = a

0

8v

i

; v

j

2 N

�

(v)

et a(v) = a

0

q. Supposons que pour tout v

i

, il existe un absorbant A

i

2 D(G) tel que

v 62 A

i

, a

T

x

A

i

= � et A

i

\ fv

1

; : : : ; v

k

g = fv

i

; v

i+1

; : : : ; v

i+q�1

g o�u les indices sont

modulo k.

Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu de G en ajoutant sur chaque arête v v

i

, i = 1; : : : ; k ,

un sommet v

0

i

de degr�e 2. Soient

a

0

(j) = a(j) ; 8j 2 V n fvg ;

a

0

(v

0

i

) = a

0

; 8i = 1; : : : ; p ;

a

0

(v) = a

0

(k � q) ;

�

0

= �+ a

0

(k � q) :

Alors a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

).

Preuve. Montrons d'abord que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(G

0

). Soit S

0

2 D(G

0

).

Supposons que v 2 S

0

. Soit

~

S = (S

0

nN

G

0

(v)) [ fv

i

j v

0

i

2 S

0

g . Rappelons que N

G

0

(v)

d�esigne l'ensemble de voisinage de v dans G

0

(i.e N

G

0

(v) = fv ; v

0

i

; i = 1; : : : ; k g ). Il

n'est pas di�cile de voir que

~

S constitue un absorbant de G. De plus

a

0

T

x

S

0

= a

T

x

~

S

+ a

0

(v) ;

� �+ a

0

(k � q) ;

� �

0

:
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Si v 62 S

0

, consid�erons l'ensemble

�

S = (S

0

nN

G

0

(v))[fv

i

j v

0

i

2 S

0

g. Notons que N

�

(v) �

�

S . Il est �evident que

�

S 2 D(G). D'apr�es l'hypoth�ese ci-dessus on a a

T

x

�

SnN

�

(v)

�

�� a

0

q . D'o�u

a

0

T

x

S

0

= a

T

x

N

�

(v)

+ a

0

T

x

�

SnN

�

(v)

;

� ka

0

+ � � a

0

q ;

� �

0

:

Supposons maintenant qu'il existe une contrainte b

T

x � � qui d�e�nit une facette de

P

D

(G

0

) telle que

fx 2 P

D

(G

0

) j a

0

T

x = �

0

g � fx 2 P

D

(G

0

) j b

T

x = �g:

Pour montrer que a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

0

) il su�t de montrer qu'il

existe � > 0 tel que a

0

= �b.

On montre d'abord que b(v

0

i

) = b(v

i

) 8i = 1; : : : ; k. Pour ce faire, consid�erons les

ensembles

S

0

i

= A

i

[ fv

i+q

; v

i+q+1

; : : : ; v

i+k�1

g 8i = 1; : : : ; k ;

~

S

0

i

= A

i

[ fvg 8i = 1; : : : ; k :

Il est clair que S

0

i

;

~

S

0

i

2 D(G

0

) 8i = 1; : : : ; k . Puisque a

0

T

x

S

0

i

= a

0

T

x

~

S

0

i

= �

0

8i =

1; : : : ; k , il en r�esulte que b

T

x

S

0

i

= b

T

x

~

S

0

i

= � 8i = 1; : : : ; k . D'o�u nous avons le

syst�eme suivant

~

bL

T

=

~

�

o�u

L =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 1 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0

.

.

.

.

.

.

q 0 1

q + 1 1

.

.

. 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 1 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

;

~

b = (b(v

0

1

); : : : ; b(v

0

k

)) et

~

� = (b(v); : : : ; b(v)). Puisque k et q sont premiers entre

eux, il s'ensuit que L est non singuli�ere et le syst�eme ci-dessus a comme solution

b(v

0

i

) =

b(v)

k � q

= � pour i = 1; : : : ; k et un certain � 2 IR

+

.

Dans ce qui suit nous montrons que b(v

i

) = � 8i = 1; : : : ; k. En e�et, consid�erons de
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nouveau les ensembles S

0

i

introduits ci-dessus. Soit

�

S

0

i

= (S

0

i

nfv

0

i+q

g)[fv

i+q

g. Puisque

�

S

0

i

et S

0

i

sont des absorbants de G

0

et a

0

T

x

�

S

0

i

= a

0

T

x

S

0

i

= �

0

on a

0 = b

T

x

S

0

i

� b

T

x

�

S

0

i

= b(v

0

i+q

)� b(v

i+q

)

D'o�u

b(v

i

) = b(v

0

i

) = � 8i = 1; : : : ; k

et b(v) = (k � q)� :

Maintenant puisque a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G), il existe jV j absorbants

S

1

; : : : ; S

jV j

de G, tels que a

T

x

S

i

= � pour i = 1; : : : ; jV j et les x

S

1

; : : : ; x

S

jV j

sont

lin�eairement ind�ependants. Consid�erons les ensembles suivants

S

0

i

= S

i

[ fv

0

i

j v

i

62 S

i

g si v 62 S

i

;

S

0

i

= (S

i

n fvg) [ fv

0

1

; : : : ; v

0

k

g si v 2 S

i

:

Notons que d'apr�es les hypoth�eses, S

i

\N

�

(v) = ; si v 2 S

i

. Il est simple de voir que

S

0

i

2 D(G

0

) et a

0

T

x

S

0

i

= �

0

pour i = 1; : : : ; jV j. Ainsi b

T

x

S

0

i

= � pour i = 1; : : : ; jV j.

D'o�u on a le syst�eme suivant

b

0

M = �

0

o�u M est la matrice dont les lignes sont les vecteurs d'incidence de S

0

1

; : : : ; S

0

jV j

,

b

0

= (b(j) ; j 2 V ) et �

0

= (� � (k � q)�; : : : ; � � (k � q)� ).

Puisque M est non singuli�ere, le syst�eme ci-dessus admet une solution unique donn�ee

par

b(j) =

a(j)(� � (k � q)�)

�

8j 2 V n fvg :

Si on pose � =

� � (k � q)�

�

, on a b = �a

0

.

Puisque a

0

T

x = �

0

est une contrainte non triviale, il s'ensuit que b

T

x � � est aussi non

triviale. Et d'apr�es le lemme 1.2 b � 0 et on a au moins un des b

i

qui est stricte-

ment positif. Ceci implique que � > 0, ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme. 2

3.5 2-somme et facettes

Dans cette section, nous allons �etudier des proc�edures de composition de facettes

quand le graphe G = (V;E) est une 2-somme de deux graphes G

1

= (V

1

; E

1

) et

G

2

= (V

2

; E

2

). Nous allons montrer que des contraintes d�e�nissant des facettes pour

le polytope des absorbants dans les graphes G

1

et G

2

peuvent engendrer des facettes

de P

D

(G).
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3.5.1 Graphes auxiliaires et contraintes mix�ees

Soient G = (V;E) un graphe, la 2-somme de deux graphes G

1

= (V

1

; E

1

) et G

2

=

(V

2

; E

2

), et uv l'arête commune �a G

1

et G

2

. Soit

�

G

k

= (

�

V

k

;

�

E

k

), k = 1; 2 , le graphe

obtenu �a partir deG

k

en ajoutant deux sommetsw

1

et w

2

, et les arêtes uw

1

; w

1

w

2

; vw

2

.

Et soit

~

G

k

= (

~

V

k

;

~

E

k

), k = 1; 2 , le graphe obtenu �a partir de G

k

en ajoutant un sommet

w et les arêtes uw et vw (voir �gure 3.4). Les graphes

�

G

k

et

~

G

k

, k = 1; 2 seront dits

graphes auxiliaires.

u

v

G

k

w

v

u

~

G

k

u

vw

2

w

1

�

G

k

Figure 3.4 :

Le th�eor�eme suivant �etablit la relation entre les contraintes non triviales d�e�nissant

des facettes de P

D

(G

k

) et dont le support ne contient pas u et v �a la fois et celles

ayant la même structure et d�e�nissant des facettes de P

D

(

~

G

k

).

Th�eor�eme 3.10 Une contrainte a

T

x � � dont le support V

a

est tel que jV

a

\fu; vgj �

1 d�e�nit une facette de P

D

(G

k

) si et seulement si elle d�e�nit une facette de P

D

(

~

G

k

).

Preuve. Nous allons supposer que a

T

x � � est de la forme
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X

j2V

k

nfu;vg

a(j)x(j) + x(u) � � (3.4)

La d�emonstration pour les autres cas est similaire.

(=)) Montrons d'abord que a

T

x � � reste valide pour P

D

(

~

G

k

). Consid�erons un ab-

sorbant S 2 D(

~

G

k

). Si w 62 S, alors S 2 D(G

k

) et par cons�equent a

T

x � � est

v�eri��ee par x

S

. Si w 2 S et fu; vg \ S 6= ; , alors l'ensemble S

0

= S n fwg est

un absorbant de G

k

. D'o�u a

T

x

S

= a

T

x

S

0

� � . Maintenant supposons que w 2 S

et fu; vg \ S = ; . Soit S

1

= (S n fwg) [ fvg . Puisque S

1

est un absorbant de G

k

et a(v) = 0 , alors a

T

x

S

= a

T

x

S

1

� � . Par cons�quent a

T

x � � est valide pour P

D

(

~

G

k

).

Comme a

T

x � � d�e�nit une facette pour P

D

(G

k

), il existe jV

k

j absorbants S

1

; : : : ; S

jV

k

j

de G

k

dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e et sont lin�eairement

ind�ependants. On peut supposer que les ensembles S

1

; : : : ; S

jV

k

j

sont ordonn�es de telle

mani�ere que S

1

; : : : ; S

t

intersectent fu; vg et S

t+1

; : : : ; S

jV

k

j

ne contiennent ni u ni

v . Notons que t > 0 , puisque a

T

x � � est di��erente d'une contrainte triviale. Con-

sid�erons les ensembles suivants

S

0

i

= S

i

; 8 i = 1; : : : ; t ;

S

0

i

= S

i

[ fwg ; 8 i = t+ 1; : : : ; jV

k

j ;

S

0

jV

k

j+1

= S

1

[ fwg :

Il est �evident que ces ensembles d�e�nissent des absorbants dans

~

G

k

. De plus leurs

vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants.

((=) Supposons maintenant que a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(

~

G

k

). Il est clair

que a

T

x � � est valide pour P

D

(G

k

). Il su�t donc de montrer qu'il existe jV

k

j

absorbants de G

k

dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e et sont

lin�eairement ind�ependants.

Puisque a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(

~

G

k

), alors il existe j

~

V

k

j absorbants S

1

; : : : ; S

j

~

V

k

j

de

~

G

k

tels que a

T

x

S

i

= � , pour i = 1; : : : ; j

~

V

k

j et x

S

1

; : : : ; x

S

j

~

V

k

j

sont lin�eairement in-

d�ependants. On peut supposer que les ensembles S

i

sont ordonn�es de telle mani�ere

que x

S

1

; : : : ; x

S

r

ne contiennent pas w , x

S

r+1

; : : : ; x

S

s

contiennent w et au moins un

sommet parmi fu; vg , et x

S

s+1

; : : : ; x

S

j

~

V

k

j

contiennent w , mais aucun des sommets

u; v . Soit M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d'incidence de S

i

. M a
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donc la forme suivante:

M =

j

~

V

k

j � 3

(

u

v

w

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M

1

M

3

M

5

M

2

M

4

0 � � � � � � 0

0 � � � � � � 0

0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 1 � � � � � � 1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

| {z }

r

| {z }

s� r

| {z }

j

~

V

k

j � s

o�u M

1

; : : : ;M

5

sont des matrices en 0; 1 . Les trois derni�eres lignes deM corespondent

aux sommets u; v; w .

Soient les ensembles suivants

S

0

i

= S

i

n fwg ; 8 i = 1; : : : ; s ;

S

0

i

= (S

i

n fwg) [ fvg ; 8 i = s+ 1; : : : ; j

~

V

k

j :

Il est simple de voir que les ensembles S

0

i

; i = 1; : : : ; j

~

V

k

j d�e�nissent des absorbants

dans G

k

et les vecteurs x

S

0

i

v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e. Soit A la matrice dont les

colonnes sont les vecteurs d'incidence des S

0

i

; i = 1; : : : ; j

~

V

k

j . A peut s'ecrire comme

suit :

A =

u

v

2

6

6

6

6

6

6

4

M

1

M

3

M

5

M

2

M

4

0 � � � � � � 0

1 � � � � � � 1

3

7

7

7

7

7

7

5

Maintenant pour montrer que a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G

k

), il su�t de

montrer que A est de rang jV

k

j = j

~

V

k

j � 1 .

Puisque a

T

x � � est une contrainte non triviale, il doit exister un absorbant S 2

D(

~

G

k

) tel que v =2 S et a

T

x

S

= � . Soient S

0

= S [fwg et S

00

= S [fv; wg . Comme

S

0

; S

00

2 D(

~

G

k

) , a

T

x

S

0

= a

T

x

S

00

= � et x

S

0

et x

S

00

sont lin�eairement ind�ependants, on

peut supposer que S

0

= S

r+1

et S

00

= S

r+2

.

Maintenant soit M

0

la matrice obtenue de M en retranchant la colonne r + 1 de la

colonne r + 2 et en ajoutant la colonne ainsi obtenue �a chacune des colonnes s +
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1; : : : ; j

~

V

k

j . Alors M

0

a la forme suivante:

M

0

=

u

v

w

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M

1

M

3

M

5

M

2

M

4

0 � � � � � � 0

1 � � � � � � 1

0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 1 � � � � � � 1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

En supprimant la derni�ere ligne de M

0

on obtient la matrice A . Puisque M

0

est non

singuli�ere et de rang jV

k

j+ 1 , il en r�esulte que A est de rang jV

k

j . 2

Le lemme suivant �etablit des relations entre des facettes de P

D

(

~

G

k

) et P

D

(

�

G

k

)

Lemme 3.11 Soit a

T

x � � une contrainte d�e�nissant une facette de P

D

(

~

G

k

) telle

que a(u) = a(v) = a

0

> 0 et a(w) = 0 . Alors a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(

�

G

k

).

Preuve. Soit S 2 D(

�

G

k

) . Comme S

0

= (S n fw

1

; w

2

g) [ fwg est un absorbant de

~

G

k

alors a

T

x

S

= a

T

x

S

0

� � . Cela montre la validit�e de a

T

x � � pour P

D

(

�

G

k

).

Puisque a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(

~

G

k

), il doit exister j

~

V

k

j absorbants S

1

; : : : ; S

j

~

V

k

j

dans

~

G

k

dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e et sont lin�eairement

ind�ependants. Comme cette contrainte est non triviale , on peut supposer que S

j

~

V

k

j

ne contient pas w . Examinons les j

�

V

k

j (= j

~

V

k

j+ 1 ) ensembles suivants:

8

>

>

<

>

>

:

S

0

i

= (S

i

n fwg) [ fw

1

; w

2

g; si w 2 S

i

; i = 1; : : : ; j

~

V

k

j � 1 ;

S

0

i

= S

i

[ fw

2

g; si w =2 S

i

; i = 1; : : : ; j

~

V

k

j ;

S

0

j

~

V

k

j+1

= S

j

~

V

k

j

[ fw

1

g :

On peut v�eri�er facilement que les ensembles S

0

i

; i = 1; : : : ; j

�

V

k

j d�e�nissent des ab-

sorbants dans

�

G

k

et x

S

0

1

; : : : ; x

S

0

j

�

V

k

j

v�eri�ent a

T

x � � �a l'�egalit�e. Soit M (resp.

M

0

) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs d'incidence de S

1

; : : : ; S

j

~

V

k

j (resp.

S

0

1

; : : : ; S

0

j

�

V

k

j

).

La matrice M

0

peut être pr�esent�ee sous la forme

M

0

=

w

1

w

2

2

6

6

6

6

6

6

4

M y

1 � � � � � � 1

1

0

3

7

7

7

7

7

7

5
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o�u

 

y

0

!

= x

S

0

j

~

V

k

j

et les deux derni�eres lignes correspondent respectivement �a w

1

; w

2

.

Soit �a

T

= (a

T

; 0) . En multipliant chaque ligne l de M

0

par �a(l) et en sommant les

lignes ainsi obtenues, on obtient le vecteur (�; : : : ; �) . En divisant ce vecteur par �

et le retranchant �a la derni�ere ligne de M

0

, on obtient la matrice M

00

suivante:

M

00

=

2

6

6

6

6

6

6

4

M y

0 � � � � � � 0

1

�1

3

7

7

7

7

7

7

5

Comme M est non singuli�ere, ceci implique que M

0

l'est aussi. Ce qui montre que les

vecteurs x

S

0

1

; : : : ; x

S

0

j

�

V

k

j

sont lin�eairement ind�ependants et donc a

T

x � � d�e�nit une

facette dans P

D

(

�

G

k

). 2

Lemme 3.12 Soit a

T

x � � une contrainte qui d�e�nit une facette de P

D

(G

k

) tel que

a(u) = a(v) > 0 . Soit �

�

= minfa

T

x

S

j S 2 D(G

k

) et u; v 2 Sg . Supposons que

a

0

= �

�

� � = a(u) = a(v) . Supposons que a

T

x

S

0

� � pour tout S

0

absorbant de

G n u (G n v ). Alors la contrainte a

0

T

x � �

0

telle que

a

0

(j) = a(j) 8j 2 V

k

;

a

0

(j) = a

0

8j 2 fw

1

; w

2

g ;

�

0

= �

�

;

d�e�nit une facette de P

D

(

�

G

k

).

Preuve. Montrons d'abord que a

0

T

x � �

0

est valide pour P

D

(

�

G

k

). Soient

�

S 2 D(

�

G

k

)

et S =

�

S n fw

1

; w

2

g .

- Si

�

S\fw

1

; w

2

g 6= ; et S\fu; vg 6= ; alors S 2 D(G

k

) et par cons�equent a

0

T

x

�

S

� �

0

.

- Si

�

S\fw

1

; w

2

g = fw

1

g et S\fu; vg = ; alors S est un absorbant de Gnv . Comme

a

T

x

S

� � , il en r�esulte que a

0

T

x

�

S

� �

0

.

- Si

�

S\fw

1

; w

2

g = fw

2

g et S\fu; vg = ; , de la mêmemani�ere on obtient a

0

T

x

�

S

� �

0

.

- Si

�

S\fw

1

; w

2

g = ; alors u; v 2

�

S . Par notre hypoth�ese on doit avoir a

T

x

�

S

� �+a

0

.

- Si w

1

; w

2

2

�

S et S \ fu; vg = ; alors soit S

0

= (

�

S n fw

1

; w

2

g) [ fvg . S

0

est un

absorbant de G

k

. Puisque a

T

x

S

0

� � et a(v) = a

0

il s'ensuit que a

0

T

x

�

S

� �

0

.
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Maintenant pour montrer que a

0

T

x � �

0

d�e�nit une facette de P

D

(G

k

), il su�t

d'exhiber jV j+2 absorbants De

�

G

k

, dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants.

Comme a

T

x � � d�e�nit une facette de P

D

(G

k

) alors il existe jV j absorbants de G

k

,

S

1

; : : : ; S

jV j

tels que a

T

x

S

i

= � , 8i = 1; : : : ; jV j et x

S

1

; : : : ; x

S

jV j

sont lin�eairement

ind�ependants. Noter que jS

i

\ fu; vgj � 1 8i = 1; : : : ; jV j . Donc les ensembles

S

i

, i = 1; : : : ; jV j peuvent être ordonn�es de telle mani�ere que S

i

\ fu; vg = fug

pour i = 1; : : : ; r ; S

i

\ fu; vg = fvg pour i = r + 1; : : : ; s et S

i

\ fu; vg = ;

pour i = s + 1; : : : ; jV j . Puisque a

T

x � � est non triviale, il existe au moins un

ensemble parmi S

1

; : : : ; S

jV j

, contenant u mais pas v . Aussi il existe un S

i

tel que

S

i

\ fu; vg = ; . On suppose que ces absorbants sont respectivement S

1

et S

s+1

. En

e�et si ceci n'est pas le cas alors pour tout S

i

, i = 1; : : : ; jV j , on aura jS

i

\fu; vgj = 1 ,

une contradiction. Soient les ensembles suivants.

�

S

i

=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

S

i

[ fw

2

g ; 8 i = 1; : : : ; r ;

S

i

[ fw

1

g ; 8 i = r + 1; : : : ; s ;

S

i

[ fw

1

g ; 8 i = r + 1; : : : ; jV j ;

S

jV j+1

= S

1

[ fvg ;

S

jV j+2

= S

s+1

[ fw

2

g :

Il n'est pas di�cile de voir que les ensembles

�

S

i

, i = 1; : : : ; jV j+2 sont des absorbants

de

�

G

k

et que leurs vecteurs d'incidence v�eri�ent a

0

T

x � �

0

�a l'�egalit�e et sont lin�eaire-

ment ind�ependants. 2

Th�eor�eme 3.13 Soit G = (V;E) la 2-somme de G

1

et G

2

. Soient a

T

x � � et

b

T

x � � � 1 deux contraintes d�e�nissant respectivement des facettes pour P

D

(

~

G

1

) et

P

D

(

�

G

2

) de la forme

P

j2V nfu;vg

a(j)x(j) + x(u) + x(v) + x(w) � � ; (3:5)

P

j2V nfu;vg

b(j)x(j) + x(u) + x(v) + x(w

1

) + x(w

2

) � � : (3:6)

Supposons que

i) la contrainte (3.6) est obtenue �a partir d'une contrainte d�e�nissant une facette de

P

D

(G

2

) par la proc�edure du lemme 3.12 .

ii) b(j) est entier 8j 2 V n fu; vg.

iii) Il n'existe pas un absorbant S 2 D(

�

G

2

) tel que S \ N

G

2

(u) = ; = S \ N

G

2

(v) et
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dont x

S

v�eri�e b

T

x � � �a l'�egalit�e.

Alors

X

j2V nfu;vg

a(j)x(j) +

X

j2V nfu;vg

b(j)x(j) + x(u) + x(v) � �+ � � 2 (3.7)

d�e�nit une facette de P

D

(G).

Preuve. Nous montrons d'abord que (3.7) est valide pour P

D

(G). Soit S 2 D(G) .

Soient S

1

et S

2

les restrictions de S dans G

1

et G

2

respectivement.

Cas 1. u; v 2 S . Alors S

1

et S

2

d�e�nissent des abosrbants dans

~

G

1

et

�

G

2

. Et en

cons�equence on a

P

j2V nfu;vg

a(j)x

S

1

(j) � � � 2 ;

P

j2V nfu;vg

b(j)x

S

2

(j) � � � 2 :

Puisque x

S

(u) =; x

S

(v) = 1 , on d�eduit de ces in�egalit�e que (3.7) est v�eri��ee par x

S

.

Cas 2. jfu; vg \ Sj = 1 . Sans perte de g�en�eralit�e on peut supposer que u 2 S :

Soient S

0

1

= S

1

et S

0

2

= S

2

[fw

2

g . Il est clair que S

0

1

2

~

G

1

et S

0

2

2

�

G

2

. Par cons�equent

on a

P

j2V nfu;vg

a(j)x

S

1

(j) � � � 1 ;

P

j2V nfu;vg

b(j)x

S

2

(j) � � � 1 :

Comme x

S

(u) = 1 et x

S

(v) = 0 , il en r�esulte que (3.7) est v�eri��ee par x

S

.

Cas 3. u; v 62 S . Soient S

00

1

= S

1

[ fwg et S

0

2

= S

2

[ fw

1

; w

2

g . Puisque S

00

1

2

~

G

1

on

a

X

j2V nfu;vg

a(j)x

S

1

(j) � � � 1 :

Et puisque S

0

2

2

�

G

2

et les coe�cients b(j) sont tous entiers, par la condition ii) on a

X

j2V nfu;vg

b(j)x

S

2

(j) � � � 1 :

Comme x

S

(u) = x

S

(v) = 0 , on d�eduit que x

S

v�erife (3.7).

Notons par c

T

x � � la contrainte (3.7). Supposons qu'il existe une contrainte

d

T

x � � d�e�nissant une facette de P

D

(G) telle que

fx 2 P

D

(G) j c

T

x = �g � fx 2 P

D

(G) j d

T

x = �g :

Pour montrer que (3.7) d�e�nit une facette de P

D

(G) il su�t de montrer que d = �c

pour un certain � > 0 .
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Maintenant puisque a

T

x � � (resp. b

T

x � � ) d�e�nit une facette de P

D

(

~

G

1

)

(resp. P

D

(

�

G

1

) ), il existe j

~

V

1

j (resp. j

�

V

2

j ) absorbants S

1

; : : : ; S

j

~

V

1

j

2 D(

~

G

1

) (resp.

W

1

; : : : ;W

j

�

V

2

j

2 D(

�

G

2

) ) dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent a

T

x � � (resp. b

T

x �

� ) �a l'�egalit�e et sont lin�eairement ind�ependants. On suppose que les ensembles W

i

,

i = 1; : : : ; j

�

V j sont construits �a partir des absorbants de G

2

par la proc�edure intro-

duite dans la d�emonstration du lemme 3.12 .

Soit

~

M (resp.

�

M ) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs x

S

1

; : : : ; x

S

j

~

V

1

j

(resp.

x

S

1

; : : : ; x

S

j

�

V

2

j

).

Assertion 1. Soit T = fu; v; wg . Les ensembles S

1

; : : : ; S

j

~

V

1

j

peuvent être sup-

pos�es de telle mani�ere qu'il existe j

1

; j

2

; j

3

; j

4

2 f1; : : : ; j

~

V

1

jg tels que S

j

1

\ T = fug ,

S

j

2

\ T = fvg , S

j

3

\ T = fu; vg et S

j

4

\ T = fwg .

Preuve. Puisque a

T

x � � d�e�nit une facette, il doit exister un absorbant S

i

1

tel que

jS

i

1

\fu; vgj = 1 . Sinon tout absorbant S

i

, i = 1; : : : ; j

~

V

1

j v�eri�erait x(u)�x(v) = 0 .

Comme cette �equation n'est pas un multiple de a

T

x � � , ceci contredit le fait

que a

T

x � � d�e�nit une facette. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que

S

i

1

\ fu; vg = fug .

Maintenant supposons que pour tout absorbant S

i

, i = 1; : : : ; j

~

V

1

j tel que v 62 S

i

on a u 62 S

i

. Ceci implique que pour tout S

i

, i = 1; : : : ; j

~

V

1

j , x

S

i

v�eri�e l'�equation

suivante

x(u) + x(w) = 1 : (3.8)

En e�et, si u 2 S

i

alors w 62 S

i

, sinon l'ensemble S

0

i

= S

i

n fwg serait aussi un

absorbant de G dont le vecteur d'incidence, x

S

0

i

v�eri�e a

T

x

S

0

i

< � , une contradiction.

Si u 62 S

i

, alors par la supposition ci dessus, v 62 S

i

et par cons�equent w 2 S

i

.

Dans les deux cas x

S

i

v�eri�e (3.8). Mais a

T

x = � n'est pas un multiple de (3.8), une

contradiction.

Comme a

T

x � � est une contrainte non triviale, il doit exister un absorbant S

i

2

tel

que v 2 S

i

2

. Par la remarque ci dessus, S

i

2

peut être consid�er�e de telle mani�ere que

u 62 S

i

2

. Aussi par le même argument, il doit exister un absorbant S

i

3

tel que w 2 S

i

3

.

Et ceci implique que u; v 62 S

i

3

.

Finalement, il doit aussi exister un absorbant S

i

4

tel que fu; vg � S

i

4

. Sinon pour
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tout S

i

, l'�equation

x(u) + x(v) + x(w) = 1 ;

serait v�eri��ee, une contradiction.

Par cons�equent on peut supposer que S

j

1

= S

i

1

, S

j

2

= S

i

2

, S

j

3

= S

i

3

et S

j

4

= S

i

4

.

Maintenant supposons que les ensembles S

1

; : : : ; S

j

~

V

1

j

(resp. W

1

; : : : ;W

j

�

V

2

j

) sont

ordonn�ees de telle mani�ere que S

i

\ T = fug pour i = 1; : : : ; r

1

, S

i

\ T = fvg pour

i = r

1

+ 1; : : : ; r

2

, S

i

\ T = fu; vg pour i = r

2

+ 1; : : : ; r

3

et S

i

\ T = fwg pour

i = r

3

+ 1; : : : ; j

~

V

1

j (resp. W

i

\ fu; vg = fug pour i = 1; : : : ; s

1

, W

i

\ fu; vg = fvg

pour i = s

1

+ 1; : : : ; s

2

, u; v 2 W

i

pour i = s

2

+ 1; : : : ; s

3

et W

i

\ fu; vg = ; et

jW

i

\ fw

1

; w

2

gj = 1 pour i = s

3

+ 1; : : : ; j

�

V

2

j ). Soit M

1

(resp. M

2

) la matrice dont

les colonnes sont les vecteurs d'incidence de S

1

; : : : ; S

j

~

V

1

j

(resp. W

1

; : : : ;W

j

�

V

2

j

). Les

matrices M

1

et M

2

ont les formes suivantes

M

1

=

u

v

w

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

B

1

B

2

B

3

B

4

1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0

0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0

0 � � � � � � 0 0 � � � � � � 0 0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

;

| {z }

r

1

| {z }

r

2

� r

1

| {z }

r

3

� r

2

| {z }

j

~

V

1

j � r

3

M

2

= u

v

w

1

w

2

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

D

1

D

2

D

3

D

4

1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0 1 0 0

0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 1 0 0

0 � � � � � � 0 1 � � � � � � 1 0 1 0

1 � � � � � � 1 0 � � � � � � 0 0 0 1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

;

| {z }

s

1

| {z }

s

2

� s

1

| {z }

s

3

� s

2

| {z }

j

�

V

2

j � s

3

o�u les matrices B

i

et D

j

pour i = 1; : : : ; 4 et j = 1; : : : ; 4 sont des matrices en 0 -

1 . Par l'assertion 1, on peut supposer que S

i

1

; : : : ; S

i

4

sont respectivement S

1

, S

r

1

+1

,

S

r

2

+1

et S

r

3

+1

.

Noter que les deux colonnes de D

4

sont identiques et correspondent �a un absorbant

dans G

2

. Aussi, D

3

est form�ee d'une seule colonne.
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Maintenant nous allons construire �a partir des ensembles S

i

, i = 1; : : : ; j

~

V

1

j et

W

j

, j = 1; : : : ; j

�

V

2

j des absorbants de G dont les vecteurs d'incidence v�eri�ent (3.7) �a

l'�egalit�e.

A

i

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

�

S

i

[

�

W

1

i = 1; : : : ; r

1

�

S

i

[

�

W

s

1

+1

i = r

1

+ 1; : : : ; r

2

�

S

i

[

�

W

s

2

+1

i = r

2

+ 1; : : : ; r

3

�

S

i

[

�

W

s

3

+1

i = r

3

+ 1; : : : ; j

~

V

1

j

�

S

1

[

�

W

i�j

~

V

1

j

i = j

~

V

1

j+ 1; : : : ; j

~

V

1

j+ s

1

�

S

r

1

+1

[

�

W

i�j

~

V

1

j

i = j

~

V

1

j+ s

1

+ 1; : : : ; j

~

V

1

j+ s

2

�

S

r

2

+1

[

�

W

i�j

~

V

1

j

i = j

~

V

1

j+ s

2

+ 1; : : : ; j

~

V

1

j+ s

3

�

S

r

3

+1

[

�

W

i�j

~

V

1

j

i = j

~

V

1

j+ s

3

+ 1; : : : ; j

~

V

1

j+ j

�

V

2

j

o�u

�

S

i

= S

i

nfwg pour i = r

3

+1; : : : ; j

~

V

1

j et

�

W

j

= W

j

nfw

1

; w

2

g pour j = 1; : : : ; j

�

V

2

j .

Les ensembles A

i

, i = 1; : : : ; j

~

V

1

j + j

�

V

2

j sont tous des absorbants de G dont les

vecteurs d'incidence v�eri�ent (3.7) �a l'�egalit�e. (Notez que les ensembles

�

W

i

pour

i = s

3

+ 1; : : : ; j

�

V

2

j . sont des absorbants de G

2

.)

Soit M la matrice (jV j; jV j) dont les colonnes sont les vecteurs d'incidence des ensem-

bles A

i

, i = 1; : : : ; j

~

V

1

j+ j

�

V

2

j � 1 avec i di��erent de 1 , s

1

+ 1 , s

2

+ 1 et s

3

+ 1 .

On d�enote par b

i

(resp. d

i

) la premi�ere colonne de B

i

(resp. D

i

) pour i = 1; : : : ; 4 .

Soit B

�

i

(resp. D

�

i

la matrice obtenue de B

i

(resp. D

i

) en supprimant la colonne b

i

(resp. d

i

). Alors M peut s'ecrire comme suit

M = jV j

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

2

6

6

6

6

6

6

4

D

�

1

D

�

2

d

1

� � � d

1

d

2

� � � d

2

d

3

� � � d

3

d

4

� � � d

4

b

1

� � � b

1

b

2

� � � b

2

B

1

B

2

B

3

B

4

3

7

7

7

7

7

7

5

| {z }

s

1

�1

| {z }

s

2

�s

1

�1

| {z }

r

1

| {z }

r

2

�r

1

| {z }

r

3

�r

2

| {z }

j

~

V

1

j�r

3

Pour montrer le th�eor�eme il su�t de montrer que M est non singuli�ere.

Soit

�

M la matrice obtenue de M en retranchant la colonne s

2

�1 (resp. s

2

+r

1

�1 ;

s

2

+ r

2

� 1 ; s

2

+ r

3

� 1 ) des colonnes i tel que 1 � i � s

1

(resp. s

1

� i � s

2

� 2 et

s

2

+ r

1

� i � s

2

+ r

2

� 2 ; s

2

+ r

2

� i � s

2

+ r

3

� 2 ; s

2

+ r

3

� i � s

2

+ j

~

V j � 2 ). La
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matrice

�

M a la forme suivante

�

M =

2

6

6

6

6

6

6

4

�

D

1

�

D

2

d

1

0 d

2

0 d

3

0 d

4

0

0 0 b

1

�

B

1

b

2

�

B

2

b

3

�

B

3

b

4

�

B

4

3

7

7

7

7

7

7

5

o�u

�

B

i

(resp.

�

D

i

) est la matrice obtenue de B

i

(resp. D

i

) en supprimant la colonne

b

i

(resp. d

i

) apr�es l'avoir retranch�ee de toutes les autres colonnes de la matrice.

Consid�erons la sous matrice

�

M

2

de

�

M .

�

M

2

=

2

6

4

�

D

1

�

D

2

d

1

d

2

d

3

3

7

5

:

La matrice

�

M

2

est non singuli�ere. en e�et, soit la matrice M

2c

obtenue de M

2

de la

mani�ere suivante.

M

2c

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0

D

1

D

2

D

3

D

4

.

.

.

0

0 � � � 0 1 � � � 1 1 1 0 1

1 � � � 1 0 � � � 0 0 0 1 1

1 � � � 1 1 � � � 1 1 1 1 c

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

o�u c 2 IR . La matrice M

2c

est non singuli�ere pour c > 2 et c � 0 . En e�et, puisque

la matrice M

2

est non singuli�ere alors le syst�eme

yM

2

= 1I

T

o�u 1I

T

= (1; � � � ; 1) , admet une solution unique donn�ee par

y

j

=

b

j

�

8j 2 j

�

V

2

j :

Si la derni�ere ligne de M

2c

d�epend des j

�

V

2

j premi�eres lignes alors on doit avoir

2

�

= c :

Puisque � � 2 , ceci implique que c � 1 . D'o�u M

2c

est non singuli�ere pour c > 1 et

c � 0 .

Par des op�erations �el�ementaires sur les colonnes de M

2c

, on peut montrer que

�

M

2
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est non singuli�ere. Ainsi le vecteur d

4

peut être �ecrit comme combinaison lin�eaire

des colonnes de

�

M

2

. De même on peut �egalement obtenir, par des op�erations sur les

colonnes de

�

M une matrice

�

�

M de la forme

�

�

M =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0

�

D

1

�

D

2

d

1

d

2

d

3

0 0 0 0

.

.

.

0

0 0 b

1

b

2

b

3

�

B

1

�

B

2

�

B

3

�

B

4

b

4

+

X

i=1;:::;3

�

i

b

i

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

o�u �

i

2 IR , i = 1; : : : ; 3 .

On peut montrer d'une mani�ere similaire, comme pour

�

M

2

, que la matrice

�

M

1

=

2

6

6

6

4

�

B

1

�

B

2

�

B

3

�

B

4

X

i=1;:::;3

�

i

b

i

3

7

7

7

5

est non singuli�ere. Puisque

�

M

2

l'est aussi, il en r�esulte que les matrices M et

�

�

M sont

�egalement non singuli�eres. 2
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Conclusion

Dans cette premi�ere partie de la th�ese nous avons �etudi�e certains aspects poly�e-

draux du probl�eme de l'absorbant. Nous avons, en particulier, discut�e d'une technique

de composition pour le polytope P

D

(G) dans les graphes G d�ecomposables par des

sommets d'articulation. Nous avons caract�eris�e le polytope des absorbants de G �a

partir de syst�emes li�es aux briques composant G . Ceci a �egalement donn�e lieu �a une

proc�edure de composition de facettes de P

D

(G) . Nous avons examin�e les cons�equences

algorithmiques de cette composition et avons montr�e que le probl�eme PAPM peut être

aussi d�ecompos�e. Nous avons �etudi�e les applications de cette technique de composi-

tion dans la classe des cactus. Cette �etude a montr�e la complexit�e du poly�edre P

D

(G)

même dans cette classe r�eduite de graphes. En e�et, comme il a �et�e mentionn�e, pour

avoir une description du poly�edre P

D

(G) dans cette classe de graphes au moyen de

la technique pr�esent�ee, nous aurions besoin d'une caract�erisation compl�ete de P

D

(G)

dans la classe � . Et même dans cette classe, le poltope P

D

(G) semble di�cile. Les

r�esultats d�evelopp�es dans la section 2.3 nous ont motiv�e �a �etablir la conjecture 2.6.

En�n nous avons �etudi�e des proc�edures g�en�erales de construction de facettes. Certaines

de ces proc�edures concernent les graphes ayant des arêtes d'articulations. Ceci peut

constituer une premi�ere �etape pour une technique g�en�erale de composition du polytope

P

D

(G) dans les graphes d�ecomposables par des arêtes d'articulations.

A la suite de cette �etude quelques questions restent ouvertes.

D'abord concernant les cactus, il serait int�eressant de voir si la conjecture 2.6 est vraie.

Et si cette conjecture reste vraie pour d'autre graphes g�en�eralisant les cactus. Aussi, il

serait int�eressant d'�etudier une extension de la technique de composition aux graphes

d�ecomposables par des cliques d'articulations.

Une autre question int�eressante concerne les graphes dont le poly�edre P

D

(G) est
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d�e�ni par les contraintes triviales et les contraintes de voisinage. En e�et pour ces

graphes le probl�eme de l'absorbant peut se r�esoudre en temps polynomial par les tech-

niques de la programmation lin�eaire. Des propri�et�es structurales de ces graphes seraient

par cons�equent de grande utilit�e.

En�n, comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e dans le chapitre 2, il serait aussi im-

portant d'�etudier la g�en�eralisation du probl�eme de l'absorbant, donn�ee en terme de

T-absorbant. Et d'�etudier d'autres applications du probl�eme de l'absorbant dans les

graphes orient�es.



Partie II

Un algorithme de coupes pour le

probl�eme du 
ot �a coûts �xes
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Introduction

Soit G = (V;E) un graphe orient�e o�u chaque arc (i; j) est muni d'un coût �xe c

ij

,

d'un coût variable b

ij

et d'une capacit�e �

ij

> 0 . On suppose que les capacit�es sont

enti�eres. Etant donn�e un 
ot f = (f

ij

; (i; j) 2 E ), le coût de f; C(f) ; est donn�e par

C(f) =

X

(i;j)2E

b

ij

f

ij

+

X

f

ij

>0

c

ij

. Le probl�eme du 
ot �a coûts �xes (PFCF) dans G consiste

�a trouver un 
ot qui soit de coût minimum. Ce probl�eme est connu dans la litt�erature

sous le nom du "�xed charge network 
ow problem". Si les coûts �xes sont nuls alors

le probl�eme PFCF n'est rien d'autre que le probl�eme de 
ot de coût minimum clas-

sique. Dans ce cas, le probl�eme est fortement polynomial comme il a �et�e d�emontr�e par

Tard�os [74]. Le fait d'introduire des coûts �xes fait changer la complexit�e du probl�eme.

Le probl�eme PFCF est, en e�et, NP-dur dans le cas g�en�eral. Comme il va être montr�e

plus tard, ce probl�eme g�en�eralise celui de l'arboresence Steiner minimum.

Plusieurs probl�emes dans la pratique peuvent être formul�es comme des probl�emes

de 
ots �a coûts �xes, comme par exemple les probl�emes de distribution. Une autre

application r�eelle de ce probl�eme est la suivante.

Consid�erons une forêt divis�ee en un certain nombre de parcelles, o�u du bois doit

être trait�e. Des centres de traitement du bois peuvent être install�es. Le bois doit être

transport�e de chaque parcelle �a certains de ces centres. Une fois trait�e, le bois est

achemin�e vers un d�epôt en dehors de la forêt. Si un coût �xe est associ�e �a chaque

tron�con qui peut être utilis�e pour transporter le bois, et un coût �xe est associ�e �a

chaque centre de traitement du bois, le probl�eme est de d�eterminer les tron�cons et les

centres �a mettre en place, de telle mani�ere que le coût total soit minimum.

Dans cette deuxi�eme partie de la th�ese, nous allons �etudier une approche poly�edrale

pour le probl�eme PFCF. Dans le chapitre 4 nous consid�erons le poly�edre associ�e �a ce
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probl�eme. Nous d�ecrivons sa dimension et nous introduisons des nouvelles contraintes

valides, appel�ees contraintes de coupes. Ces contraintes, dont le probl�eme de s�eparation

est polynomial, sont utilis�ees par la suite dans une m�ethode de coupes pour r�esoudre

des instances du PFCF. Le chapitre 5 est consacr�e �a cette �etude exp�erimentale.

Ce travail a �et�e r�ealis�e en collaboration avec F. Barahona.



Chapitre 4

Approche poly�edrale pour le PFCF

4.1 Formulation du probl�eme PFCF

Soit x

ij

une variable bivalente associ�ee �a chaque arc (i; j) telle que x

ij

= 1 si le


ot utilise l'arc (i; j) et x

ij

= 0 sinon. ( Pour e = (i; j) , on �ecrit aussi x

e

; f

e

; �

e

pour repr�esenter x

ij

; f

ij

; �

ij

.) Le PFCF est �equivalent au programme lin�eaire mixte

suivant

min

X

(i;j)2E

c

ij

x

ij

+

X

(i;j)2E

b

ij

f

ij

X

j2�

+

(i)

f

ij

�

X

j2�

�

(i)

f

ij

= 0 8i 2 V (4:1:a)

0 � f

ij

� �

ij

x

ij

8(i; j) 2 E (4:1:b)

x

ij

� f

ij

8(i; j) 2 E (4:1:c)

x

ij

2 f0; 1g 8(i; j) 2 E (4:1:d)

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(4.1)

o�u �

+

(i) = fj 2 V j (i; j) 2 Eg et �

�

(i) = fj 2 V j (ji) 2 Eg , pour tout i 2 V . Les

contraintes (4.1.a) sont appel�ees contraintes de conservation de 
ot et les contraintes

(4.1.b) sont appel�ees contraintes de capacit�es. Si le 
ot utilise l'arc (i; j) alors x

ij

= 1

et par cons�equent la valeur du 
ot sur cet arc ne peut pas d�epasser la capacit�e de l'arc.

Ces contraintes peuvent être supprim�ees si �

ij

est su�samment large 8 (i; j) 2 E. Les

contraintes (4.1.c) expriment le fait que f

ij

> 0 , si x

ij

> 0.

Le probl�eme consid�er�e ici est un cas particulier d'un probl�eme plus g�en�eral o�u le

second membre des contraintes (4.1.a) peut être di��erent de z�ero. Ce cas illustre la

situation o�u l'on associe des demandes aux sommets. Si d

i

est la demande associ�ee �a

i , alors lors du passage du 
ot par i , une quantit�e �egale �a d

i

doit être conserv�ee dans

i .
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La relaxation lin�eaire du probl�eme PFCF est �equivalente au programme

min

X

(i;j)2E

 

b

ij

+

c

ij

�

ij

f

ij

!

X

j2�

+

(i)

f

ij

�

X

j2�

�

(i)

f

ij

= 0 8i 2 V ;

0 � f

ij

� �

ij

; 8(i; j) 2 E :

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

(4.2)

En e�et en rempla�cant les contraintes (1.d) par les contraintes 0 � x

ij

� 1 , les

contraintes (4.1.b) deviennent 0 �

f

ij

�

ij

� x

ij

� 1. Comme c

ij

� 0 il existe toujours

une solution optimale o�u x

ij

=

f

ij

�

ij

. En rempla�cant x

ij

par

f

ij

�

ij

dans (4.1) on obtient le

probl�eme (4.2).

Comme il a �et�e mentionn�e dans l'introduction, plusieurs probl�emes d'optimisation

combinatoire se ram�enent au probl�eme PFCF, comme par exemple le probl�eme de

l'arborescence Steiner. Dans le paragraphe suivant, nous montrons comment ce prob-

l�eme peut être transform�e au probl�eme PFCF.

4.2 Le probl�eme de l'arborescence Steiner et le

PFCF

Etant donn�es un graphe orient�e G = (V;E) o�u chaque arc (i; j) est muni d'un poids

c

ij

> 0 , un sous ensemble de sommets distingu�es N � V , et un sommet �xe r 2 N ,

le probl�eme de l'arborescence Steiner de poids minimum (PAS) par rapport �a r est de

d�eterminer une arborescence de racine r , contenant les sommets de N et qui soit de

poids minimum. Les sommets de N sont appel�es terminaux et les sommets de V nN

sont dits sommets Steiner. Le sommet r est appel�e la racine. La proposition suivante

montre que le probl�eme PAS peut se ramener au probl�eme PFCF.

Proposition 4.1 [62] Soient G = (V;E) un graphe, N � V un ensemble de ter-

minaux, r 2 N et ( c

ij

; (i; j) 2 E ) un syst�eme de poids associ�e aux arcs de G. Le

probl�eme PAS dans G se ram�ene au probl�eme PFCF dans G

0

= (V

0

; E

0

) par rap-

port aux syst�emes de poids c

0

= (c

0

ij

; ij 2 E) et b

0

= (b

0

ij

; ij 2 E) et de capacit�es

�

0

= (�

0

ij

; ij 2 E) o�u G

0

est le graphe obtenu �a partir de G en ajoutant un sommet v

0

,
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l'arc (v

0

; r) , et les arcs (v; v

0

) 8v 2 N n frg et

c

0

ij

=

(

c

ij

si (i; j) 2 E ;

0 si (i; j) 2 E

0

n E ;

b

0

ij

=

(

0 si (i; j) 6= (v

0

; r) ;

�M si (i; j) = (v

0

; r) ;

�

0

ij

=

8

>

<

>

:

1 si (i; j) 2 E ;

1 si i 2 N n frg et j = v

0

;

jN j � 1 si (i; j) = (v

0

; r) ;

o�u M est un scalaire su�samment grand.

Preuve. Il est clair que si F � E induit une solution du PAS, alors (x

F

0

; f ) o�u

F

0

= F [ f(v

0

; r)g [ f(v; v

0

) ; v 2 N n frgg et

f

ij

=

8

>

<

>

:

t

ij

si (i; j) 2 E

1 si i 2 N n frg et j = v

0

jN j � 1 si (i; j) = (v

0

; r)

est une solution de PFCF dans G

0

dont le coût est donn�e par

C(f) =

X

(i;j)2E

c

ij

x

ij

�M(jN j � 1) (4.3)

Ici, t

ij

repr�esente le nombre de fois o�u l'arc (i; j) est utilis�e dans un chemin de

l'arborescence, reliant la racine r �a un des sommets terminaux.

Inversement, si (x; f) est une solution optimale du probl�eme PFCF dans le graphe G

0

,

puisque c

ij

> 0; 8(i; j) 2 E, le 
ot ne peut pas utiliser des circuits dans le graphe G.

En e�et, s'il existe un tel circuit C dans G o�u f

ij

> 0 8(i; j) 2 C, alors le 
ot f

0

tel

que f

0

ij

= f

ij

si (i; j) 2 E

0

nC, et f

0

ij

= f

ij

�� si (i; j) 2 C o�u � = min

(i;j)2C

ff

ij

g , serait

r�ealisable et de coût inferieur, ce qui est impossible. Par cons�equent, le sous graphe

de G qui porte le 
ot est une arborescence de racine r , contenant tous les sommets

terminaux et le coût du 
ot est donn�e par (4.3). 2

4.3 Le poly�edre associ�e

Etant donn�es un graphe orient�e G = (V;E) et un syst�eme de capacit�es associ�e

aux arcs de G, soit P (G) le poly�edre, enveloppe convexe des solutions de (4.1). Le
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poly�edre P (G) n'a pas �et�e consid�er�e dans la litt�erature. Des familles de contraintes

valides pour P (G) ont �et�e identi��ees en relation avec la programmation en nombre en-

tiers [62, 66, 75, 77]. Cependant plusieurs cas particuliers ont �et�e largement �etudi�es [62].

Dans la suite on suppose que G est connexe et tout arc du graphe appartient �a au

moins un circuit de G. Si un arc n'appartient �a aucun circuit du graphe, il ne peut être

utilis�e par le 
ot et donc il peut être supprim�e. Un graphe connexe est dit fortement

connexe si pour toute paire de sommets (i; j), il existe un chemin de i vers j et un

chemin de j vers i. Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 4.2 Le graphe G est fortement connexe.

Preuve. Soient u et v deux sommets de V . Puisque G est connexe, il existe une

châ�ne e

1

; : : : ; e

l

entre u et v. Soit L

+

(resp. L

�

) l'ensemble des arcs qui peuvent être

travers�es dans le bon sens (resp. le sens contraire) si la chain̂�ne est parcourue de u �a v.

Puisque chaque arc appartient �a un circuit dans G, notons par L

i

un chemin de G qui

forme avec e

i

un circuit. Maintenant les ensembles L

+

[ (

[

e

i

2L

�

L

i

) et L

�

[ (

[

e

i

2L

+

L

i

)

constituent deux chemins respectivement de u vers v et de v vers u. 2

Un graphe est dit 2-sommet connexe si pour toute paire de sommets (i; j), il existe

deux chain̂�nes sommets disjointes entre i et j. Le th�eor�eme suivant �etablit la dimension

de P (G).

Th�eor�eme 4.3 Soient G

1

; : : : ; G

k

les composantes 2-sommet connexes de G. Soient

L

ij

, j = 1; : : : ; p

i

les chemins de G

i

dont les sommets internes sont de degr�e 2. Sup-

posons que pour tout arc (u; v) 62

S

L

ij

, il existe un circuit passant par u et v et ne

contenant pas (u; v) . Alors

dim (P (G)) = 2jEj � jV j+ 1 �

X

i=1;:::;k

j=1;:::;p

i

(jL

ij

j � 1):

Preuve. Consid�erons un chemin L

ij

. Les arcs de L

ij

sont ou bien tous utilis�es par le


ot ou bien aucun ne l'est. Donc si L

ij

= fe

1

; : : : ; e

jL

ij

j

g pour i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; p

i

,

on a

x(e

l

)� x(e

l+1

) = 0 pour l = 2; : : : ; jL

ij

j � 1, i = 1; : : : ; k et j = 1; : : : ; p

i

: (4.4)
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Chaque syst�eme de type (4.4) est de rang jL

ij

j � 1. Puisque le syst�eme (4.1.a) est de

rang jV j � 1 alors

dim (P (G)) � 2jEj � jV j+ 1�

X

i=1;:::;k

j=1;:::;p

i

(jL

ij

j � 1):

Maintenant supposons qu'il existe une �equation �x+�f = � o�u �

T

; �

T

2 IR

jEj

; � 2 IR ,

qui soit v�eri��ee par tout point (x; f) de P (G). Pour d�emontrer le th�eor�eme il su�t

de montrer qu'il existe �

0

T

2 IR

j

S

L

ij

j

, �

0

T

2 IR

jV j

tels que

� = 0 ; �(e) = 0 8e 2 E n (

S

L

ij

)

(�(e) ; e 2 (

S

L

ij

) ) = �

0

A et � = �

0

B

(4.5)

o�u A et B sont les matrices respectives des syst�emes (4.1.a) et (4.4). (Notons que B

est la matrice d'incidence du graphe G )

Comme (x; f) = (0; 0) est une solution de (4.1) alors � = 0.

Pour le reste de la d�emonstration, nous avons besoin de l'assertion suivante

Assertion 1. Pour tout circuit C = ( e

1

; : : : ; e

t

) on a

X

e

i

2C

�(e

i

) =

X

e

i

2C

�(e

i

) = 0 :

Preuve. En e�et, consid�erons la solution (x; f) telle que

x

ij

=

(

1 si (i; j) 2 C

0 sinon

f

ij

=

(

1 si (i; j) 2 C

0 sinon

Il est �evident que (x; f) est une solution de (4.1). D'o�u

X

e

i

2C

�(e

i

) +

X

e

i

2C

�(e

i

) = 0 (4.6)

Puisque (x

0

; f

0

) = (x;

1

2

f) est aussi une solution de (4.1) on a �egalement

X

e

i

2C

�(e

i

) +

1

2

X

e

i

2C

�(e

i

) = 0 (4.7)

de (4.6) et (4.7) on d�eduit que

X

e

i

2C

�(e

i

) =

X

e

i

2C

�(e

i

) = 0 : 2

Maintenant nous allons montrer que pour tout arc e = (u; v) n'appartenant �a au-

cun chemin L

ij

on a �(e) = 0. Soit P un chemin de v vers u . Par le Lemme 4.2, un
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tel chemin existe. Puisque u n'est pas de degr�e 2, il doit exister un arc e

0

incident �a

u tel que e

0

6= e et e

0

62 P . Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que e

0

= (u;w)

pour un sommet w 2 V . Puisque e

0

appartient �a une composante 2-sommet connexe,

il doit exister une chain̂�ne liant w et v , et ne passant pas par u . Soit L = (e

1

; : : : ; e

l

)

cette chain̂�ne. Notons par L

+

(resp. L

�

) l'ensemble des arcs de L qui peuvent être

parcourus dans le bon sens (resp. le sens contraire) si L est travers�e de w �a v . Soit

L

i

un chemin qui forme avec e

i

un circuit, pour i = 1; : : : ; l .

- Si aucun des cheminsL

i

o�u e

i

2 L

�

ne passe par (u; v) alorsQ = L

+

[ (

[

e

i

2L

�

L

i

) [ fu; wg

est un chemin de u �a v ne contenant pas (u; v) . Soit C le circuit form�e par P et Q.

Soient les solutions (x

1

; f

1

) et (x

2

; f

2

) telles que

x

1

ij

=

(

1 si (i; j) 2 C [ f(u; v)g

0 sinon

; f

1

ij

=

8

>

<

>

:

1

2

si (i; j) 2 Q [ f(u; v)g;

1 si (i; j) 2 P;

0 sinon;

et

x

2

ij

= x

1

ij

8(i; j) 2 E ; f

2

ij

=

8

>

<

>

:

1

2

�

�

2

si (i; j) 2 Q [ f(u; v)g;

1� � si (i; j) 2 P;

0 sinon:

(4.8)

O�u � > 0 est un scalaire su�samment petit.

Il est facile de v�eri�er que (x

1

; f

1

) et (x

2

; f

2

) sont des solutions de (4.1). Ceci

implique que

X

e

i

2C[f(u;v)g

�(e

i

) = 0 :

Puisque d'apr�es l'assertion 1, on a

X

e

i

2C

�(e

i

) = 0 , on d�eduit que �(u; v) = 0 .

- S'il existe un chemin L

i

pour un certain e

i

2 L

�

qui passe par (u; v) , alors Q

0

=

(L

i

n f(u; v)g) [ fe

i

g est un chemin de v �a u . Soient C

1

et C

2

les circuits form�es

respectivement par P et (u; v) et par Q

0

et (u; v) .

D'apr�es l'assertion 1 on a

X

e2C

1

�(e) =

X

e2C

2

�(e) = 0 : (4.9)

Soient les solutions (x

1

; f

1

) et (x

2

; f

2

) telles que
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x

1

ij

=

(

1 si (i; j) 2 P [ Q

0

[ f(u; v)g

0 sinon

; f

1

ij

=

8

>

<

>

:

1

2

si (i; j) 2 P [ Q

0

;

1 si (i; j) = (u; v);

0 sinon;

et

x

2

ij

= x

1

ij

8(i; j) 2 E ; f

2

ij

=

8

>

<

>

:

1

2

�

�

2

si (i; j) 2 P [Q

0

;

1� � si (i; j) = (u; v);

0 sinon:

(4.10)

O�u � > 0 est su�samment petit.

Puisque (x

1

; f

1

) et (x

2

; f

2

) sont des solutions de (4.1) on a

�x

1

+ �f

1

= 0 ;

�x

2

+ �f

2

= 0 :

Puisque x

1

= x

2

, ceci implique que �f

1

= 0 et par cons�equent

�x

1

=

X

e2P[Q

0

�(e) + �(u; v) = 0 : (4.11)

En combinant (4.9) et (4.11) on obtient �(u; v) = 0 .

Maintenant consid�erons le graphe G

0

obtenu �a partir de G en rempla�cant chaque

chemin L

ij

qui ne passe pas par un sommet d'articulation dans G, par un arc e

ij

ayant la même orientation que L

ij

. Dans le nouveau graphe, chaque arc e

ij

a ses deux

extremit�e de degr�e � 3. Le probl�eme du 
ot dans G est �equivalent �a celui dans G

0

en consid�erant des capacit�es appropri�ees sur les arcs e

ij

. Si on consid�ere le poly�edre

P (G

0

), on peut d�eduire d'apr�es ce qui pr�ec�ede que �(e

ij

) = 0 . Ceci implique que

X

e2L

ij

�(e) = 0 :

Si L

ij

passe par un sommet d'articulation v

0

, il doit exister, dans la même composante

2-sommet connexe contenant L

ij

, un circuit

~

C contenant L

ij

. Si

~

C ne contient aucun

autre chemin L

ij

0
( passant par un sommet d'articulation ) alors pour tout e 2

~

C n L

ij

on a �(e) = 0;. Comme par l'assertion 1, on a

X

e2

~

C

�(e) = 0 on obtient

X

e2L

ij

�(e) = 0 :

Si

~

C contient un autre chemin L

ij

0

passant par un sommet d'articulation, alors il doit

exister un circuit

~

C

0

contenant L

ij

0

tel que toute arête e 2

~

CnL

ij

0

ait ses deux extr�emit�es

de degr�e � 3. D'o�u �(e) = 0 8e 2

~

C n L

ij

0
. Comme

X

e2

~

C

0

�(e) = 0 , on a

X

e2L

ij

0

�(e) = 0 .

Puisque

X

e2

~

C

�(e) = 0 et �(e) = 0 8 e 2

~

C n (L

ij

[ L

ij

0

), il en r�esulte que

X

e2L

ij

�(e) = 0 :
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D'o�u

8

>

<

>

:

�(e) = 0 8e 2 E n (

S

L

ij

) ;

X

e2L

ij

�(e) = 0 pour i = 1; : : : ; k ; j = 1; : : : ; p

i

:

Ceci implique que � v�eri�e (4.5).

Puisque d'apr�es l'assertion 1, pour tout circuit C de G on

X

e2C

�(e) = 0 , ceci implique

qu'il existe �

0

tel que � = �

0

B . Ce qui termine la preuve du th�eor�eme. 2

4.4 Contraintes de coupes

Soit G = (V;E) un graphe orient�e. Si S � V est un sous ensemble de sommets

on d�enote par �

+

(S) (resp. �

�

(S) ) l'ensemble des arcs ayant l'extrimit�e initiale (resp.

terminale ) dans S.

Si (x; f) est une solution de (4:1) alors x v�eri�e les contraintes suivantes.

x(e) � x(�

+

(S)) 8S � V ; 8e 2 �

�

(S) ; (4:12)

x(e) � x(�

�

(S)) 8S � V ; 8e 2 �

+

(S) : (4:13)

Les contraintes (4.12) et (4.13) sont appel�ees contraintes de coupes. Ces contraintes ex-

priment le fait que si un arc e 2 �

�

(S) (resp. e 2 �

+

(S) ) est pris dans la solution alors

au moins un des arcs de �

+

(S) (resp. �

�

(S) ) doit être aussi pris dans la solution. Une

contrainte de coupes de type (4.12) (resp. (4.13) ) sera not�ee �

+

(S; e) (resp. �

�

(S; e) ).

Dans la suite, on suppose que le graphe G est 2-sommet connexe. Puisque les

chemins dont les sommets internes sont de degr�e 2 peuvent être remplac�es par des

arcs, on suppose �egalement que le graphe ne contient pas de tels chemins.

Th�eor�eme 4.4 Soient S � V et e

0

= (u

0

; v

0

) 2 �

�

(S) . Supposons que G(S) et

G(V nS) sont fortement connexes, o�u G(S) (resp. G(V nS) ) est le graphe induit par

S (resp. V n S ). Alors la contrainte de coupe �

+

(S; e

0

) d�e�nit une facette de P

D

(G)

si et seulement si il n'existe pas S

0

� V tel que e

0

2 �

�

(S

0

) et �

+

(S

0

) � �

+

(S) .

Preuve.S'il existe S

0

� V tel que e

0

2 �

�

(S

0

) et �

+

(S

0

) � �

+

(S) alors, la contrainte

�

+

(S; e

0

) est domin�ee par �

+

(S

0

; e

0

) et donc elle ne peut pas d�e�nir une facette.

Maintenant, supposons que cette condition est v�eri��ee.
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Notons la contrainte x(�

+

(S)) � x(e

0

) � 0 par a

T

x + bf � �. Supposons qu'il

existe une contrainte c

T

x+ df � � qui d�e�nit une facette de P (G) telle que f(x; f) 2

P (G) j a

T

x+bf = �g � f(x; f) 2 P (G) j c

T

x+df = �g . Soit A la matrice d'incidence

du graphe. Pour montrer le th�eor�eme, il su�t de montrer qu'il existe � > 0 et � 2 IR

jV j

,

tels que

c = �a ;

d = �b+ �A ;

� = �� :

Puisque la solution (0; 0) v�eri�e a

T

x+ bf � � �a l'�egalit�e on a � = 0 .

Assertion 1. Pour tout circuit C, tel que jC \ �

+

(S)j = jC \ fe

0

gj on a

X

e2C

c(e) = 0 :

X

e2C

d(e) = 0 :

Preuve . Similaire �a celle de l'assertion 1 du th�eor�eme 4.3.

Assertion 2. c(u; v) = 0 8(u; v) 62 �

+

(S) \ fe

0

g.

Preuve. Soit (u; v) 2 E tel que (u; v) 62 �

+

(S)\ fe

0

g. Supposons que u; v 2 S . Soit

e

1

= (u

1

; v

1

) 2 �

+

(S) . Puisque G(S) est fortement connexe, il doit exister dans G(S)

un chemin de v

0

�a u et un chemin de v �a u

1

. D'une mani�ere similaire, il doit exister

dans G(V n S) un chemin de v

1

�a u

0

. Soit C

1

le circuit form�e par ces chemins et les

arcs fe

0

; (u; v); e

1

g. Par l'assertion 1,

X

e2C

1

c(e) = 0 .

Aussi, comme G(S) est fortement connexe, il existe un chemin P de v �a u . Soit

C

2

le circuit form�e par le chemin P et l'arc (u; v) . On a

X

e2C

2

c(e) = 0 .

Soit Q

0

= C

1

nf(u; v)g . Consid�erons les solutions donn�ees par (4.10). Puisque (x

1

; f

1

)

et (x

2

; f

2

) sont des solutions de (4.1) qui v�eri�ent a

T

x+ bf � � �a l'�egalit�e, on a

c

T

x

1

+ df

1

= 0 ;

c

T

x

2

+ df

2

= 0 :

Ceci implique que df

1

= 0 et par cons�equent c

T

x

1

= 0 .

Comme

X

e2C

1

c(e) =

X

e2C

2

c(e) = 0 , il en r�esulte que c(u; v) = 0 .
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Si (u; v) est tel que u; v 2 V n S , on montre d'une mani�ere similaire que c(u; v) = 0 .

Maintenant, supposons sans perte de g�en�eralit�e que u 2 V n S et v 2 S . Consid-

�erons de nouveau l'arc e

1

= (u

1

; v

1

) 2 �

+

(S) . CommeG(S) et G(V nS) sont fortement

connexe, il existe deux chemins dans G(S) (resp. G(V n S) ) de v

0

�a v et de v �a u

1

(resp. de u �a u

0

et de v

1

�a u ). Soit C le circuit form�e par ces chemins et les arcs e

0

et e

1

. Par l'assertion 1, on a

X

e2C

c(e) = 0 .

Maintenant soit P (resp. Q ) le chemin dans C, liant v �a u (resp. u �a v ). Consid-

�erons les solutions (x

1

; f

1

) et (x

2

; f

2

) donn�ees par (4.8). Puisque ces solutions v�eri�ent

a

T

x+ bf � � �a l'�egalit�e, il s'ensuit que

c

T

x

1

+ df

1

= 0 ;

c

T

x

2

+ df

2

= 0 :

Ceci implique que c

T

x

1

=

X

e2C

c(e) + c(u; v) = 0. D'o�u c(u; v) = 0 .

Assertion 3. Pour tout circuit C, on a

X

e2C

d(e) = 0 .

Preuve. Par l'assertion 1, ceci est clair si on a jC \ �

+

(S)j = jC \ fe

0

gj.

On distingue deux cas.

Cas 1. jC \ �

+

(S)j = 1.

Dans ce cas, C utilise un seul arc e

0

= (u; v) de �

�

(S) . Si e

0

= e

0

alors par l'assertion

1,

X

e2C

d(e) = 0 . Donc, supposons que e

0

6= e

0

. Soit e

1

= (u

1

; v

1

) l'arc de �

+

(S) utilis�e

par C. Puisque G(S) (resp. V n S ) est fortement connexe, il existe un chemin P

1

(resp. P

2

) de v �a u

1

(resp. v

1

�a u ). Aussi, il existe un chemin P

3

(resp. P

4

) de v

0

�a v (resp. u �a u

0

) ( voir Figure 4.1 ). Soit C

0

le circuit form�e par P

1

; P

2

; P

3

; P

4

et

les arcs e

0

et e

1

. Par l'assertion 1, on a

X

e2C

0

d(e) = 0 . (4.14)

Soient P = P

1

[ P

2

[ fe

1

g et Q = P

3

[ P

4

[ fe

0

g . Consid�erons les solutions (x

1

; f

1

)

et (x

2

; f

2

) donn�ees par (4.8). Puisque ces solutions v�eri�ent a

T

x+ bf � � �a l'�egalit�e,

il en r�esulte que

c

T

x

1

+ df

1

= 0 ;

c

T

x

2

+ df

2

= 0 :

D'o�u
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u

1

v

v

0

u

0

u

v

1

P

1

P

3

P

4

P

2

e

1

e

0

e

0

S V n S

Figure 4.1 :

df

1

= 0 (4.15)

En combinant (4.14) et (4.15), on obtient

X

e2C

d(e) = 0 .

Cas 2. jC \ �

+

(S)j � 2.

Soient (u

1

; v

1

); (u

2

; v

2

); : : : ; (u

r

; v

r

) les arcs de C\�

+

(S), donn�es dans l'ordre o�u ils sont

rencontr�es en parcourant le cycle C. Soit u

r+1

le sommet de S tel que (u

r+1

; u

1

) 2 C .

Soient P

i�1

un chemin de G(S) de u

i

�a u

i�1

pour i = 2; : : : ; r + 1 et P

r+1

un chemin

de G(S) de u

1

�a u

r+1

. Puisque G(S) est fortement connexe, de tels chemins existent.

Notons que chaque chemin P

i

forme avec le sous chemin de C de u

i

�a u

i+1

un circuit

C

i

pour i = 1; : : : ; r. Soit C

r+1

le circuit form�e par P

r+1

et l'arc (u

r+1

; u

1

). Puisque

jC

i

\ �

+

(S)j � 1 8 i = 1; : : : ; r + 1, d'apr�es le cas 1, on a

X

e2C

i

d(e) = 0 8i =; : : : ; r + 1 (4.16)

Soit C

r+2

le circuit form�e par les chemins P

1

; : : : ; P

r+1

. Par l'assertion 1, on a

X

e2C

r+2

d(e) = 0 (4.17)

En combinant (4.16) et (4.17), on obtient

X

e2C

d(e) = 0.
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Assertion 4. c(e) = �c(e

0

) 8e 2 �

+

(S).

Preuve. Soit C un circuit de G tel que C\�(S) = fe; e

0

g. Un tel circuit existe du fait

que G(S) et G(V nS) sont fortement connexes. Par l'assertion 1, on a

X

e2C

c(e) = 0. Et

par l'assertion 2, on a c(u; v) = 0 pour tout (u; v) 2 C n fe; e

0

g. D'o�u c(e) = �c(e

0

).

Par les Assertions 2 et 4, il existe � 2 IR tel que c = �a. Et par l'assertion 3, il ex-

iste � tel que d = �B. Ainsi on a � > 0, ce qui termine la preuve de notre th�eor�eme. 2

Corollaire 4.5 Si le graphe est sym�etrique, alors les contraintes (4.12) et (4.13)

d�e�nissent des facettes de P (G).

Le probl�eme de s�eparation pour un syst�eme lin�eaire Ax � b , consiste �a d�eterminer,

pour un point x donn�e, si x v�eri�e le syst�eme, et dans le cas contraire de trouver une

contrainte viol�ee par x .

Si le probl�eme de s�eparation associ�e �a un syst�eme Ax � b est polynomial alors tout

programme lin�eaire d�e�ni sur ce syst�eme peut être r�esolu aussi en temps polyno-

mial [47, 65]. Cette relation tr�es �etroite entre optimisation et s�eparation sur un poly�edre

�etait �a l'origine d'un d�eveloppement consid�erable de l'optimisation combinatoire du-

rant la derni�ere d�ecennie.

Le probl�eme de s�eparation associ�e aux contraintes de coupes se ram�ene �a la r�esolu-

tion d'une s�equence de probl�emes de 
ot maximum.

Puisque le probl�eme de 
ot maximum est polynomial [33, 35], il en r�esulte que le prob-

l�eme de s�eparation des contraintes de coupes est aussi polynomial.

Soit P

0

(G) le poly�edre d�e�ni par les contraintes (4.1.a), (4.1.b), (4.1.c) et les con-

traintes de coupes. Soit le programme

min

P

(i;j)2E

c

ij

x

ij

+

P

(i;j)2E

b

ij

f

ij

(x; f) 2 P

0

(G) :

)

(4.18)

Ce programme, qui est une relaxation de (4.1), peut donc être r�esolu en temps poly-

nomial. Cependant, le poly�edre P

0

(G) peut comporter des sommets fractionnaires.
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Dans la suite, nous allons donner un exemple illustrant cette situation. D'abord,

nous pr�esentons une classe g�en�erale de contraintes valides pour le PFCF, appel�ee con-

traintes de 
ot g�en�eralis�es , introduites par Padberg, Van Roy et Wolsey [66].

Soit S un sous ensemble de sommets. Soit q = j�(S)j . Consid�erons le polytope

T = fx 2 f0; 1g

q

; f 2 IR

q

+

j

X

ij2�

+

(S)

f

ij

�

X

ij2�

�

(S)

f

ij

� 0 ; f

ij

� �

ij

x

ij

; 8(i; j) 2 �(S)g :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

;

S�

�

(S) �

+

(S)

Figure 4.2 :

Proposition 4.6 Etant donn�es F � �

+

(S) et L � �

�

(S) alors la contrainte

X

ij2F

�

f

ij

+ (�

ij

� �)

+

(1� x

ij

)

�

�

X

ij2L

�x

ij

+

X

ij2�

�

(S)nL

f

ij

(4.19)

est valide pour P (G), o�u � =

X

ij2F

�

ij

et (�

ij

� �)

+

= max(�

ij

� �; 0).

Preuve. Voir [62]

Dans [59], Martin et Schrage ont identi��e des contraintes similaires en utilisant des

arguments di��erents.

Les contraintes de type (4.19) peuvent être g�en�eralis�ees en les contraintes suivantes,

appel�ees contraintes de 
ot g�en�eralis�e.
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X

ij2F

�

f

ij

+ (�

ij
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o�u S � V , F � �

+

(S) , L

1

� �

�

(S), L

2

� �

�

(S) n L

1

et � =

X

ij2F

�

ij

�

X

ij2L

1

�

ij

> 0 .

Maintenant consid�erons le graphe G = (V;E) de la Figure 4.3 o�u le triplet port�e

par chaque arc e d�e�nit respectivement x

e

, f

e

et �

e

.

Il n'est pas di�cile de v�eri�er que (x; f) est une solution pour le probl�eme (4.18)
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Figure 4.3 :

associ�e au graphe G. Cette solution est en plus un point extr�eme de P

0

(G). En e�et,

elle est la solution unique du syst�eme suivant :

8

>

>

>

<

>

>

>

:
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; e
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g ;
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e

8e 2 E ;

f

e

1

+ f
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+ f

e
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= f

e

4

+ f

e

10

;

f

e

1

+ f

e

7

= f

e

2

:

Consid�erons maintenant les contraintes

f

e

2

� x

e

2

� 2x

e

1

f

e

3

� 3x

e

3

� x

e

5
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qui sont de type (4.20). La premi�ere est obtenue en posant S = f1g , F = fe

2

g ,

L

1

= fe

7

g et L

2

= fe

1

g et la deuxi�eme, en consid�erant S = f2g , F = fe

3

g ,

L

1

= fe

2

g et L

2

= fe

5

g . Ces contraintes sont viol�ees par la solution donn�ee sur le

graphe.



122 4. APPROCHE POLY

�

EDRALE POUR LE PFCF



Chapitre 5

Un algorithme de coupes et

branchement pour le probl�eme

PFCF

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous d�ecrivons un algorithme de coupes et branchement pour

le probl�eme PFCF. Cet algorithme utilise les contraintes de coupes discut�ees dans le

chapitre pr�ec�edent. A la �n de ce chapitre, nous pr�esentons nos r�esultats exp�erimen-

taux.

Les algorithmes de coupes et branchement se sont av�er�es tr�es e�caces pour r�esoudre

des probl�emes NP-durs. Ceci est le cas par exemple du c�el�ebre probl�eme de voyageur

de commerce [51, 54] et le probl�eme de la coupe maximum [5, 7].

En g�en�eral, un algorithme de coupes et branchement permet de r�esoudre un pro-

gramme lin�eaire mixte de la forme suivante

min (max)cx =

P

j2B

c

j

x

j

+

P

j2E

c

j

x

j

+
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j

x

j
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j2B

a

ij

x

j

+

P

j2E

a

ij

x

j

+

P

j2C

a

ij

x

j

� b

i

i = 1; : : : ;m ;

x

j

2 f0; 1g ; j 2 B ;

x

j

2 [l

x

j

; u

x

j

] \ ZZ ; j 2 E ;

x

j

2 IR ; j 2 C ;

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

(5.1)

o�u B (resp. E ; C ) est l'ensemble des indices des variables bivalentes (resp. enti�eres,

continues ), � d�esigne le sens de la contrainte (i.e � , � ou = ) et l

x

j

et u

x

j

sont les
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bornes de la variable enti�ere x

j

. De nombreux probl�emes d'optimisation combinatoire

peuvent avoir des formulations de type (5.1).

Un algorithme de coupes et branchement pour le programme (5.1) commence par

r�esoudre un programme lin�eaire contenant un nombre r�eduit de contraintes du pro-

gramme obtenu en relaxant les contraintes d'int�egrit�e. Soit �x la solution ainsi obtenue.

Alors trois cas peuvent se pr�esenter.

Si �x est une solution du programme (5.1) relax�e, v�eri�ant les conditions d'int�egrit�e,

alors elle est optimale pour le probl�eme.

Si �x n'est pas une solution du programme relax�e, alors il existe au moins une con-

trainte valide pour le poly�edre des solutions de (5.1), qui n'est pas v�eri��ee par �x .

L'algorithme d�etermine alors une de ces contraintes et l'ajoute au programme. Pour

g�en�erer de telles contraintes, l'algorithme utilise des proc�edures de s�eparation.

Si aucun des deux cas pr�ec�edents ne se pr�esente, alors il doit exister d'autres con-

traintes valides pour le poly�edre des solutions, viol�ees par �x . Ceci est souvent le cas

quand les contraintes du programme relax�e ne constituent pas une description com-

pl�ete du poly�edre des solutions. Dans ce cas, l'algorithme essaie de g�en�erer de nouvelles

contraintes valides. Si ceci n'est pas possible alors il fait un branchement sur une com-

posante x

j

, j 2 B [ E qui est fractionnaire. Il construit deux nouveaux programmes

lin�eaires, obtenus �a partir du programme courant en ajoutant respectivement les �egal-

it�es x

j

= b�x

j

c et x

j

= d�x

j

e . L'algorithme proc�ede comme ci-dessus pour les nouveaux

programmes. Ce processus continue jusqu'�a l'obtention d'une solution optimale.

5.2 L'algorithme

Notre algorithme commence par r�esoudre le programme lin�eaire obtenu de (4.1) en

relaxant les contraintes (4.1.d), et en ajoutant les containtes (4.12) et (4.13) associ�ees

aux sommets du graphe. Ce programme consiste en 4jEj + jV j contraintes et 2jEj

variables. Ceci ne tient pas compte des contraintes des bornes.

Si la solution optimale (�x;

�

f) de ce programme est une solution de (4.1) alors elle

est optimale pour le probl�eme. En g�en�eral, la solution ainsi obtenue est fractionnaire.

Dans ce cas, l'algorithme proc�ede �a la recherche de contraintes de coupes viol�ees. Si
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de telles contraintes sont trouv�ees, alors il les ajoute au programme et d�etermine une

nouvelle solution. Si aucune contrainte de coupes n'est trouv�ee, alors il proc�ede �a un

branchement. Ceci est fait �a l'aide du logiciel MINTO dont on pr�esentera une br�eve

description dans la suite. Ce processus est repris jusqu'�a optimalit�e.

5.2.1 S�eparation des contraintes de coupes

Soient un graphe orient�e G = (V;E) et un vecteur �x 2 IR

jEj

+

. Le probl�eme de d�eter-

miner une contrainte de coupe non v�eri��ee par �x se ram�ene �a la r�esolution de jEj

probl�emes de 
ot maximum dans G o�u �x constitue le vecteur des capacit�es sur les

arcs. En e�et, en utilisant le th�eor�eme de 
ot maximum - coupe minimum (voir Ford

et Fulkerson [42] ), si e = (s; t) est un arc de E , alors r�esoudre le probl�eme de s�epa-

ration pour les contraintes �

+

(S; e) et �

�

(S; e) revient �a d�eterminer un 
ot maximum

de t vers s . Si pour un arc e

0

la valeur de la coupe calcul�ee est inf�erieure �a �x(e

0

)

alors les contraintes �

+

(S; e

0

) et �

�

(V n S; e

0

) sont viol�ees par �x ( remarquons que

x(�

+

(S)) = x(�

�

(V n S)) ). Sinon, toutes les contraintes (4.12) et (4.13) sont v�eri��ees.

Pour calculer une coupe minimum s�eparant deux sommets donn�es du graphe nous

avons utilis�e l'algorithme de Goldberg et Tarjan [46].

5.2.2 Bref aper�cu sur MINTO

MINTO (Mixed INteger Optimizer ) [61] est un logiciel qui permet de r�esoudre des

probl�emes de programmation lin�eaire mixte de type (5.1). La proc�edure centrale de

MINTO est un algorithme de branchement et �evaluation ( branch-and-bound ).

L'e�cacit�e d'un algorithme de branchement et �evaluation d�epend beaucoup de la

proc�edure d'�evaluation utilis�ee et de la taille du probl�eme. Si cette proc�edure engen-

dre des bornes assez larges lorsque la taille du probl�eme est importante, l'algorithme

peut n�ecessiter un temps consid�erable pour donner une solution optimale. Pour y

rem�edier, MINTO o�re la possibilit�e d'introduire des fonctions sp�eci�ques au prob-

l�eme qui permettent d'acc�elerer le calcul de cette solution. L'algorithme de s�eparation

des contraintes de coupes que nous avons utilis�e pour notre probl�eme, en est, en e�et,

un exemple.

Pour une meilleure performance de calcul, MINTO d�eveloppe dans une phase "pre-

processing" une formulation du probl�eme plus ad�equate pour l'execution, il contrôle
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la taille du programme lin�eaire et il g�en�ere des contraintes valides fortes telles que les

contraintes de 
ot g�en�eralis�e. Le CPLEX, initialement d�evelopp�e par Bixby [17], est

utilis�e par MINTO pour la r�esolution d'un programme lin�eaire.

5.3 R�esultats exp�erimentaux

Dans cette derni�ere section, nous allons pr�esenter nos r�esultats exp�erimentaux

obtenus en r�esolvant des instances du probl�eme PFCF �a l'aide de l'algorithme de coupes

et branchement pr�esent�e ci-dessus. Notre objectif principal est d'�evaluer l'e�cacit�e des

contraintes de coupes dans une telle approche.

Le calcul est r�ealis�e sur une station Sun SPARC 5 (32MO de RAM et 1.05 de disque).

Les exp�eriences ont port�e sur des donn�ees g�en�er�ees al�eatoirement. Pour chaque in-

stance, les coûts (�xes et variables) sont uniform�ement g�en�er�es dans [�100; 100] . Les

capacit�es �nies sont g�en�er�ees dans [1; 100] . Si la capacit�e sur un arc e est in�nie, on

consid�ere une valeur M tr�es grande comme capacit�e sur e de telle sorte que M ne

soit jamais atteinte. N�eanmoins la contrainte f(e) � Mx(e) impose �a f(e) d'être

nulle si x(e) l'est.

Pour tester l'in
uence de la structure du graphe sur l'e�cacit�e de l'algorithme, nous

avons exp�eriment�e l'algorithme sur di��erents types de graphes ( des graphes complets,

sym�etriques et non sym�etriques, des graphes s�erie-parall�eles et des graphes quelcon-

ques ).

�

Etant donn�e que le probl�eme de l'arborescence Steiner de poids minimum se

ram�ene au probl�eme PFCF, nous avons �egalement utilis�e l'algorithme pour r�esoudre

des instances de ce probl�eme, tir�ees de la librairie OR-Library [12]

Lors de ces exp�erimentations, nous avons remarqu�e que les contraintes de coupes

associ�ees aux sommets peuvent jouer un rôle particulier dans la r�esolution du prob-

l�eme. Pour mesurer leur e�cacit�e, chaque instance �etait r�esolue deux fois. Pour la

premi�ere (resp. la deuxi�eme ) r�esolution, on introduit (resp. on n'introduit pas ) ces

contraintes dans le programme initial. Notons par PLD1 (resp. PLD2 ) ce programme.

Les r�esultats montrent nettement l'utilit�e de ces contraintes, l'erreur relative ne d�epas-

sant pas les 0:7%. Pour les instances exp�eriment�ees, aucune des contraintes de coupes

�

+

(S; e) et �

�

(S; e) o�u jSj � 2 , n'a �et�e d�etect�ee par la proc�edure de s�eparation. Ceci
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peut s'expliquer par le fait que pour un ensemble S donn�e, �

+

(S) et �

�

(S) peuvent

comporter plusieurs arcs dont la somme des valeurs est � 1. En plus, ces contraintes

peuvent se trouver dans plusieurs cas, domin�ees par les contraintes associ�ees aux som-

mets.

Les r�esultats obtenus sont donn�es dans les tables ci-dessous. La premi�ere colonne

de chaque table contient la liste des probl�emes trait�es. A chaque probl�eme sont associ�es

deux lignes. La premi�ere (resp. la deuxi�eme ) contient les r�esultats quand le programme

initial est PLD1 (resp. PLD2 ). Les autres colonnes d�e�nissent dans l'ordre :

NPL Le nombre de programmes lin�eaires r�esolus ( nombre d'it�erations ),

PB la profondeur maximum de l'arbre explor�e dans la phase branchement,

TT le temps total d'execution,

TC le temps utilis�e par la proc�edure de s�eparation des contraintes de coupes,

OPT la valeur de la solution optimale,

INIT la valeur de la solution optimale du programme lin�eaire de d�epart,

ER le pourcentage de l'erreur relative �a la �n de la proc�edure de coupes

(= 100 � (OPT� INIT)=OPT),

CFG le nombre de contraintes de 
ot g�en�eralis�ees obtenues

CC le nombre de contraintes de coupes g�en�er�ees.

Les r�esultats pr�esent�es dans la table 5.1 concernent les graphes complets. Chaque

probl�eme est not�e par CS(n) (resp. C(n) ) si le graphe est sym�etrique (resp. non

sym�etrique ). Ici n repr�esente le nombre de sommets du graphe. On remaque que les

contraintes de coupes ne jouent pas un rôle important pour ce type de graphes. En

e�et, ici chaque sommet est li�e �a tous les autres sommets et donc, il y a peu de chance

qu'une contrainte de coupes soit viol�ee. Mais on remaque que l'erreur dans cette s�erie

d'exp�eriences est relativement faible ( de l'ordre de 0:1% ).

Les tables 5.2 et 5.3 pr�esentent des r�esultats portant respectivement sur des graphes

s�erie-parall�eles et des graphes quelconques. On remarque que pour toutes les instances,

les contraintes de coupes sont utiles. En e�et, l'erreur relative quand ces contraintes ne

sont pas introduites dans le programme initial est nettement sup�erieure �a celle obtenue

en consid�erant ces contraintes d�es le d�epart. Ceci permet de noter que les contraintes de

coupes associ�ees aux sommets peuvent être tr�es e�caces dans les graphes peu denses.
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La table 5.4 pr�esente des r�esultats concernant trois probl�emes de l'arborescence

Steiner minimum. Pour ces probl�emes, l'erreur relative est importante. Elle est de

l'ordre de 30%. Cependant, les r�esultats pr�esent�es dans la table 5.5, concernant des

instances de ce probl�eme g�en�er�ees al�eatoirement,montrent que les contraintes de coupes

am�eliorent relativement la solution. En e�et, pour le premier probl�eme comportant

50 sommets et 200 arcs, la solution obtenue �a la �n de la proc�edure de coupes, en

consid�erant le programme PLD1 comme programme initial, est optimale. Pour les

autres probl�eme, l'erreur est de l'ordre de 0:1%.

Dans toutes les exp�erimentations, MINTO a g�en�er�e des contraintes de 
ot g�en�eral-

is�ees pour r�esoudre le probl�eme �a l'optimum. Le temps de calcul de la proc�edure de

coupes d�epend beaucoup des donn�ees du probl�eme et en particulier de la taille du

graphe.
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G NPL PB TT TC OPT INIT ER(%) CFG CC

C(10) 8 2 2.05 0.21 -36860 -36920.18 0.16 7 -

8 2 1.43 0.21 -36860 -3690.18 0.16 7 0

C(25) 149 14 63.42 29.79 -298734 -299003.19 0.09 65 -

149 14 49.17 30.83 -298734 -299003.19 0.09 65 0

C(40) 260 21 613.70 288.25 -826640 -826940.78 0.03 51 -

262 21 356.92 248.40 -826640 -826940.78 0.03 51 0

CS(15) 24 6 23.55 14.17 -219635 -219756.46 0.05 17 -

24 6 19.47 15.29 -219635 -219756.46 0.05 17 0

CS(25) 226 15 498.12 136.52 -776131 -776331.25 0.02 30 -

226 15 290.72 142.54 -776131 -776131.25 0.02 30 0

CS(35) 2035 25 4351.05 695.70 -1536499 -1536918.50 0.02 44 -

2035 25 1824.00 667.45 -1536499 -1536918.50 0.02 44 0

Tableau 5.1 :

G NPL PB TT TC OPT INIT ER(%) CFG CC

jV j = 13 2 0 0.65 0.02 -3254 -3254.62 0.02 4 -

jEj = 25 2 0 0.62 0.02 -3254 -3287.34 1.02 8 2

jV j = 48 4 0 1.80 0.33 -21640 -21667.11 0.12 6 -

jEj = 100 6 0 1.52 0.48 -21640 -21742.48 0.47 10 6

jV j = 196 54 12 48.77 33.24 -138274 -138581.36 0.22 25 -

jEj = 500 55 12 51.17 41.78 -138274 -138905.87 0.45 32 19

jV j = 416 50 10 193.70 150.22 -214059 -214641.41 0.27 38 -

jEj = 1000 61 10 407.25 379.45 -214059 -215520.40 0.68 54 64

jV j = 562 193 16 465.28 329.23 -316366 -317173.29 0.25 61 -

jEj = 1500 202 16 506.58 419.31 -316366 -318334.76 0.62 76 73

Tableau 5.2 :
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G NPL PB TT TC OPT INIT ER(%) CFG CC

jV j = 25 29 10 6.48 2.49 -54994 -55309.29 0.57 30 -

jEj = 100 29 10 5.08 2.89 -54994 -55354.21 0.65 31 7

jV j = 50 35 9 28.42 16.05 -157320 -157762.89 0.28 43 -

jEj = 250 34 9 24.28 18.34 -157320 -157764.33 0.28 43 2

jV j = 50 3169 26 1225.35 69.58 -462948 -463579.29 0.13 115 -

jEj = 500 3168 26 655.68 73.64 -462948 -463579.29 0.13 115 0

jV j = 100 2148 36 1743.42 177.10 -619734 -620425.50 0.17 182 -

jEj = 750 2149 36 1004.78 198.27 -616734 -620791.51 0.17 182 3

jV j = 250 35644 54 25838.73 199.69 -350794 -352503.70 0.48 222 -

jEj = 750 38203 55 16874.62 389.65 -350794 -353171.82 0.67 248 82

Tableau 5.3 :

G NPL PB TT TC OPT INIT ER(%) CFG CC

Steinb1 1538 20 137.20 2.23 82 55.11 32.79 20 -

5595 22 305.67 20.48 82 32.44 60.43 24 40

Steinb2 2272 22 243.30 3.08 83 57.46 30.76 44 -

5252 24 350.55 18.39 83 25.16 69.69 64 42

Steinb4 6794 30 1627.38 3.64 59 45.02 23.69 66 -

13110 28 1560.03 38.89 59 12.88 78.16 79 61

Tableau 5.4 :

G NPL PB TT TC OPT INIT ER(%) CFG CC

jV j = 50 4 0 1.80 0.00 -603 -603.00 0.00 0 -

jEj = 200 4 1 3.53 0.75 -603 -853.34 41.51 22 19

jV j = 100 26 4 93.38 60.09 -7120 -7134.56 0.20 12 -

jEj = 500 40 6 154.57 123.52 -7120 -8943.77 25.61 37 104

jV j = 250 11 2 458.40 277.02 -17475 -17475.69 0.05 8 -

jEj = 1500 18 4 686.33 511.97 -17475 -21294.82 21.85 39 242

jV j = 400 5 1 148.68 47.31 -4414 -4418.00 0.09 0 -

jEj = 1500 62 4 602.55 357.40 -4414 -6976.42 58.12 55 323

jV j = 500 41 7 1005.92 577.44 -12994 -12999.56 0.04 15 -

jEj = 2000 30 7 1868.48 1499.20 -12994 -17833.16 37.24 60 345

Tableau 5.5 :



Conclusion

Dans cette deuxi�eme partie de la th�ese nous nous sommes int�eress�es �a l'approche

poly�edrale pour le probl�eme de 
ot o�u des coûts �xes et des coûts variables sont asso-

ci�es aux arcs du graphe.

Nous avons �etudi�e une formulation relax�ee de ce probl�eme. Dans un premier temps

nous avons consid�er�e le poly�edre associ�e �a notre probl�eme et en avons caract�eris�e la

dimension.

Nous avons introduit de nouvelles contraintes valides pour ce polytope, les contraintes

de coupes, et d�ecrit des conditions su�santes pour que ces contraintes d�e�nissent des

facettes.

Ces contraintes, qui peuvent être s�epar�ees en temps polynomial, sont utilis�ees par la

suite dans un algorithme de coupes. Nous avons termin�e l'�etude pour cette partie

par une phase exp�erimentale dont l'objectif est d'�evaluer l'utilit�e des contraintes de

coupes. Nous avons utilis�e cet algorithme pour r�esoudre le probl�eme de 
ot sur des

instances g�en�er�ees al�eatoirement. Etant donn�e la relation tr�es �etroite entre ce prob-

l�eme et le probl�eme de l'arborescence Steiner minimum, nous avons utilis�e �egalement

notre algorithme pour r�esoudre certaines instances de ce probl�eme tir�ees de la librairie

OR-Library.

Les r�esultats exp�erimentaux ont montr�e l'utilit�e de ces contraintes pour la r�esolution

du probl�eme surtout dans les graphes peu denses.

Pour ces probl�emes, g�en�eralement la solution obtenue �a la �n de la phase de coupes

n'est pas enti�ere, et l'erreur est importante. Alors il serait int�eressant d'�etudier une

heuristique qui permet de construire une arborescence �a partir de la solution fraction-

naire dont l'erreur entrâ�n�ee serait petite.

Aussi, il est utile d'identi�er d'autres classes de contraintes valides pour le probl�eme

131
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qui peuvent être s�epar�ees en temps polynomial.
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Cette th�ese est compos�ee de deux parties :

La premi�ere partie porte sur le probl�eme des absorbants de poids minimum. Nous nous

int�eressons au polytope associ�e �a ce probl�eme. Dans un premier temps, nous d�ecrivons

certaines facettes de base de ce polytope et nous discutons de certaines propri�et�es struc-

turales.

Par la suite, nous consid�erons ce polytope dans les graphes d�ecomposables par des som-

mets d'articulation. Si G est un graphe qui se d�ecompose en deux graphes G

1

et G

2

,

alors on montre que le polytope des absorbants dans G peut être d�ecrit �a partir de deux

syst�emes lin�eaires li�es �a G

1

et G

2

. Ceci donne lieu �a une technique permettant de car-

act�eriser le polytope des absorbants dans les classes de graphes qui sont r�ecursivement

d�ecomposables. nous obtenons �egalement une proc�edure de composition de facettes dans

ce type de graphes. Nous montrons que le probl�eme de l'absorbant peut être aussi d�ecom-

pos�e. Des applications de cette technique sont discut�ees pour la classe des cactus. Nous

�etudions aussi des proc�edures g�en�erales de construction de facettes.

Dans la deuxi�eme partie, nous �etudions le probl�eme du 
ot quand des coûts �xes et

des coûts variables sont associ�es aux arcs du graphe. Nous d�eveloppons une approche

poly�edrale pour ce probl�eme. Nous introduisons des nouvelles contraintes valides pour

le poly�edre associ�e, appel�ees contraintes de coupes. Ces contraintes sont utilis�ees par la

suite dans une m�ethode de coupes pour r�esoudre des instances du probl�eme. Les r�esultats

exp�erimentaux montrent que ces contraintes peuvent être utiles pour la r�esolution du

probl�eme dans les graphes peu denses.

ABSTRACT

This thesis is divided into two parts :

In the �rst part, we consider the dominating set polytope. We describe basic facets

of this polytope and we study some structural properties. These properties are used to

discuss this polytope in graphs which are decomposable by one node cutsets. If G decom-

poses into G

1

and G

2

, we show that the dominating set polytope of G can be described

from two linear systems related to G

1

and G

2

. This gives a way to characterize this poly-

tope for classes of graphs that can be recursively decomposed. This also gives a procedure

to describe facets for this polytope. We also show that the dominating set problem can be

decomposed. Applications of this composition ( decomposition ) technique are discussed

for the class of the cactus. Some procedures of construction of facets from facets are also

discussed.

In the second part of the thesis, we study a polyedral approach for the �xed charge

network 
ow problem. We introduce new valid inequalities for the associated polyhedron,

called cut inequalities. These inequalities are used in the framework of a cutting plane

algorithm for solving instances of that problem. Experiment results show that the cut

inequalities can be e�cient for sparse graphs.


