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Résumé

Le problème de Via Minimization 
ontraint 
on
erne la dernière étape du pro
essus

de 
on
eption de 
ir
uits VLSI. Pour positionner les réseaux de pistes du 
ir
uit sur

une 
arte de façon à 
e que deux segments de réseaux di�érents ne soient pas 
onne
-

tés, il est parfois né
essaire de faire des per
ements dans la 
arte pour 
onne
ter des

segments sur des 
ou
hes di�érentes. De tels per
ements sont appelés des vias. Le pro-

blème de Via Minimization 
ontraint 
onsiste à déterminer une a�e
tation des réseaux

aux 
ou
hes qui utilise un nombre minimum de vias. Dans 
ette thèse, nous étudions


e problème.

Nous montrons dans un premier temps que le problème sur k 
ou
hes se ramène au

problème du sous-graphe k-parti induit maximum.

Par la suite, nous 
onsidérons le problème de Via Minimization dans le 
as de 2


ou
hes. Dans 
e 
as, le problème est équivalent au problème du sous-graphe biparti

induit. Nous étudions le polyèdre asso
ié à 
e problème. Nous dé
rivons plusieurs 
lasses

de 
ontraintes valides et nous donnons des 
onditions né
essaires et su�santes pour

que 
es 
ontraintes dé�nissent des fa
ettes du polytope. Nous dis
utons également

d'algorithmes de séparation et nous montrons que 
ertaines de 
es 
lasses peuvent être

séparées en temps polynomial. Nous développons aussi un algorithme de 
oupes et

bran
hements basé sur 
es résultats pour le problème du sous-graphe biparti induit.

Nous utilisons 
et algorithme pour résoudre des instan
es du problème de Via Minimi-

zation 
ontraint.

Nous étudions également le problème général du sous-graphe k-parti induit pour k

quel
onque. Nous proposons une formulation en nombres entiers pour laquelle nous

développons un algorithme de génération de 
olonnes et bran
hements. Celui-
i est

utilisé pour résoudre des instan
es du problème de Via Minimization 
ontraint ayant

plus de deux 
ou
hes.

En�n, nous nous intéressons au problème d'assemblage SNP d'haplotypes qui 
onsti-

tue une étape du séquençage du génome pour les organismes diploïdes. Pour le 
ritère



iv Résumé

dit d'enlèvement minimum de fragments, il a été prouvé que 
e problème se ramène au

problème du sous-graphe biparti induit de 
ardinalité maximum. Considérant 
ette mo-

délisation, nous utilisons notre algorithme de 
oupes et bran
hements pour résoudre

aussi des instan
es de 
e problème. Nous proposons également une modélisation du

problème d'assemblage SNP d'haplotypes pour le 
ritère dit du nombre minimum de


orre
tions. Nous montrons que le problème ave
 
e 
ritère se ramène aussi au problème

du sous-graphe biparti induit.

Mots 
lefs: sous-graphe k-parti induit, Via Minimization 
ontraint, polytope, fa
ette,

problème de séparation, génération de 
olonnes, problème d'assemblage SNP d'haplo-

types.
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Abstra
t

The 
onstrained via minimization problem arises as the last step of VLSI 
ir
uit de-

sign pro
ess. In a layer assignment of the wire nets on a VLSI 
ard so that two segments

of distin
t nets have no 
onne
tion, it 
an be ne
essary to drill a hole through the 
ard

in order to 
onne
t segments assigned on di�erent layers. Su
h a hole is 
alled a via.

The 
onstrained via minimization problem 
onsists in determining a layer assignment

with a minimum number of vias. In this thesis, we study this problem.

We �rst show that the problem on k layers 
an be redu
ed to the maximum k-partite

indu
ed subgraph problem.

After that, we 
onsider the via minimization problem in the two layer 
ase. The pro-

blem, in this 
ase, is equivalent to the bipartite indu
ed subgraph problem. We study

the polytope asso
iated to this problem. We des
ribe several 
lasses of valid 
onstraints

and give ne
essary and su�
ient 
onditions for these 
onstraints to be fa
et de�ning.

We also dis
uss separation algorithms and show that some of these 
lasses 
an be se-

parated in polynomial time. We develop a bran
h-and-
ut algorithm based on these

results for the bipartite indu
ed subgraph problem. We use this algorithm to solve some

instan
es of the 
onstrained via minimization problem.

We also 
onsider the general k-partite indu
ed subgraph problem for any k. We

dis
uss an integer programming formulation for whi
h we develop a bran
h-and-pri
e

algorithm. This is used to solve some intan
es of the 
onstrained via minimization pro-

blem with more than two layers.

Finally, we study the SNP haplotype assembly problem whi
h is a step of the DNA

sequen
ing pro
ess for diploid organisms. For the minimum fragment removal 
rite-

rion, it has been shown that this problem 
an be redu
ed to the maximum 
ardinality

bipartite indu
ed subgraph problem. We use our bran
h-and-
ut algorithm to solve

some instan
es of that problem. We also give a model for the SNP haplotype assembly

problem for the minimum 
orre
tion number 
riterion. We prove that the problem for

that 
riterion 
an also be redu
ed to the bipartite indu
ed subgraph problem.
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Key word: k-partite indu
ed subgraph, 
onstrained via minimization, polytope, fa
et,

separation problem, 
olumn generation, SNP haplotype assembly problem.
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1

Introdu
tion

L'optimisation 
ombinatoire est une bran
he de l'informatique et de la program-

mation mathématique. Elle 
ombine des te
hniques de la 
ombinatoire, de la pro-

grammation linéaire et de la théorie des algorithmes a�n de résoudre des problèmes

d'optimisation ayant des stru
tures dis
rètes (généralement un graphe). Un problème

d'optimisation 
ombinatoire 
onsiste à déterminer un élément (le meilleur) dans un

ensemble �ni. Les appro
hes polyédrales 
onstituent un des outils puissants pour ré-

soudre 
e type de problèmes. Initiées en 1965 par Ja
k Edmonds pour le problème du


ouplage, elles sont maintenant de plus en plus utilisées pour résoudre les problèmes

d'optimisation 
ombinatoire di�
iles (
omme par exemple le problème du voyageur de


ommer
e, le problème de la 
oupe maximum,...).

Les problèmes traités par l'optimisation 
ombinatoire et la re
her
he opérationnelle


ouvrent des thèmes aussi variés que les problèmes industriels (systèmes de produ
-

tion, plani�
ation,...), les problèmes de la 
ité (transports publi
s, administration de la

santé, de l'enseignement, é
ologie,...) ou les problèmes liés aux nouvelles te
hnologies

(télé
ommuni
ations, 
ir
uits VLSI, génomique,...). L'étude d'un problème 
onsiste gé-

néralement à le ramener à un modèle mathématique ou informatique, puis à utiliser

des méthodes (
omme les méthodes polyédrales) a�n de proposer des solutions.

De nombreux travaux d'optimisation 
ombinatoire sont issus du problème de 
on
ep-

tion de 
ir
uits VLSI. Ce dernier 
onsiste à optimiser la 
on
eption des 
artes de 
ir
uits

intégrés de grandes dimensions (Very Large S
ale Integrated). Le pro
essus de 
on
ep-

tion se divise habituellement en trois phases, le pla
ement des 
omposants, le routage

des réseaux de pistes et l'a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes.

Dans 
ette dernière étape du pro
essus, les réseaux de pistes doivent être positionnés

sur la 
arte de façon à 
e que deux segments de réseaux di�érents ne soient pas 
onne
-

tés. Pour 
ela, on peut positionner deux segments d'un même réseau sur des 
ou
hes

di�érentes puis les relier d'une 
ou
he à l'autre en perçant l'épaisseur de la 
arte. De tels

per
ements sont appelés des vias. Le problème de Via Minimization 
ontraint 
onsiste

à déterminer une a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes qui utilise un nombre minimum

de vias.

Dans 
ette thèse, nous proposons un modèle exa
t pour le problème de Via Minimi-
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zation 
ontraint. Nous montrons que le problème de Via Minimization 
ontraint sur k


ou
hes se ramène à la re
her
he d'un sous-graphe k-parti induit de poids maximum

dans un graphe approprié.

Dans un premier temps, nous étudions le problème dans le 
as 2 
ou
hes, i
i le

problème est équivalent au problème du sous-graphe biparti induit de poids maximum.

Nous 
onsidérons le polyèdre asso
ié à 
e problème. Nous dé
rivons plusieurs 
lasses

de 
ontraintes valides et nous donnons des 
onditions né
essaires et su�santes pour

que 
es 
ontraintes dé�nissent des fa
ettes du polytope. Nous dis
utons également

d'algorithmes de séparation et nous montrons que 
ertaines de 
es 
lasses peuvent être

séparées en temps polynomial. Nous développons aussi un algorithme de 
oupes et

bran
hements basé sur 
es résultats pour le problème du sous-graphe biparti induit.

Nous utilisons également 
et algorithme pour résoudre des instan
es du problème de

Via Minimization 
ontraint.

Par la suite, nous 
onsidérons le problème du sous-graphe k-parti induit pour un

k quel
onque. Nous proposons une formulation en nombres entiers pour laquelle nous

développons un algorithme de génération de 
olonnes et bran
hements. Nous utilisons

également 
et algorithme pour résoudre des instan
es du problème de Via Minimization


ontraint ayant plus de deux 
ou
hes.

En�n, nous nous intéressons au problème d'assemblage SNP d'haplotypes qui 
onsti-

tue une étape du séquençage du génome pour les organismes diploïdes. Pour le 
ritère

dit d'enlèvement minimum de fragments, il a été prouvé que 
e problème se ramène

au problème du sous-graphe biparti induit de 
ardinalité maximum. Considérant 
ette

modélisation, nous avons utilisé notre algorithme de 
oupes et bran
hements pour le

problème du sous-graphe biparti induit a�n de résoudre des instan
es de 
e problème.

Nous proposons également une modélisation du problème d'assemblage SNP d'haplo-

types pour un autre 
ritère, appelé 
ritère du nombre minimum de 
orre
tions. Nous

montrons que 
e problème se ramène aussi au problème du sous-graphe biparti induit.

Dans le premier 
hapitre, nous introduisons quelques notions de base de l'appro
he

polyédrale et nous donnons 
ertaines dé�nitions et notations. Dans le 
hapitre 2, nous

présentons un état de l'art pour le problème de 
on
eption de 
ir
uits VLSI. Dans le 
ha-

pitre 3, nous proposons notre modèle pour le problème de Via Minimization 
ontraint.

Les 
hapitres 4 et 5 présentent l'étude du polytope des sous-graphes bipartis induits.

Dans le 
hapitre 6, nous développons un algorithme de 
oupes et bran
hements pour le

problème du sous-graphe biparti induit et nous présentons des résultats expérimentaux.

Le 
hapitre 7 dis
ute du problème du sous-graphe k-parti induit pour k quel
onque.

En�n, le 
hapitre 8 s'intéresse au problème d'assemblage SNP d'haplotypes.
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Chapitre 1

Notions préliminaires et dé�nitions

Dans 
e 
hapitre, nous donnons quelques notions de base sur les polyèdres 
om-

binatoires et la méthode de 
oupes et bran
hements. Nous donnons également des

dé�nitions et des notations qui seront utilisées tout au long de 
e mémoire.

1.1 Notions préliminaires

1.1.1 Eléments de la théorie des polyèdres

Dans 
ette se
tion, nous allons introduire quelques dé�nitions et propriétés de la

théorie des polyèdres. Pour plus de détails, on peut se référer à Pulleyblank [92℄ et

S
hrijver [96℄.

Soit x 2 IR

n

. On dit que x est une 
ombinaison linéaire des points x

1

; :::; x

k

2 IR

n

s'il

existe k s
alaires �

1

; �

2

; : : : ; �

k

2 IR tels que x =

P

k

i=1

�

i

x

i

. Si, de plus,

P

k

i=1

�

i

= 1,

alors on dit que x est une 
ombinaison a�ne de 
es points. De même, si �

i

� 0 pour

tout i 2 f1; :::; kg ave


P

k

i=1

�

i

= 1, x est alors dit 
ombinaison 
onvexe de 
es points.

Des points x

1

; :::; x

k

2 IR

n

sont dits linéairement indépendants (resp. a�nement

indépendants) si le système

k

X

i=1

�

i

x

i

= 0

 

resp.

k

X

i=1

�

i

x

i

= 0 et

k

X

i=1

�

i

= 0

!

admet une solution unique, �

i

= 0 pour i = 1; :::; k.
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Soit S un ensemble non vide de points de IR

n

. L'enveloppe 
onvexe des points de

S, notée 
onv(S), est l'ensemble de tous les points de IR

n

qui peuvent s'é
rire 
omme


ombinaison 
onvexe de points de S.

Un polyèdre P est un ensemble de points de IR

n

engendré par l'interse
tion d'un

nombre �ni de demi-espa
es de IR

n

: D'une manière équivalente, P est l'ensemble des

solutions d'un système d'inégalités linéaires, 
'est-à-dire P = fx 2 IR

n

j Ax � bg, où

A est une matri
e à m lignes et n 
olonnes, et b un ve
teur à m 
omposantes. Nous

dirons alors que le système Ax � b dé�nit (ou 
ara
térise) le polyèdre P . Un polytope

est un polyèdre borné. Par exemple, l'enveloppe 
onvexe d'un ensemble �ni de points

est un polytope.

Un polyèdre P de IR

n

est de dimension d si le nombre maximum de points de P

a�nement indépendants est égal à d + 1: On é
rit alors dim(P ) = d. Un polyèdre P

est dit de pleine dimension si dim(P ) = n. Un point x 2 IR

n

est un point extrême d'un

polyèdre P s'il ne peut pas être é
rit 
omme 
ombinaison 
onvexe d'autres points de

P .

Une inégalité (ou 
ontrainte) ax � � est dite valide pour un polyèdre P si elle est

véri�ée par tous les points de P . Soit ax � � une inégalité valide pour P . Le sous-

ensemble F = fx 2 P j ax = �g est appelé fa
e de P . On dit aussi que F est la fa
e

dé�nie par ax � �. Si F 6= ; et F 6= P , on dit que la fa
e F est propre. Si F est propre

et dim(F ) = dim(P )� 1, alors F est appelée fa
ette de P .

Une inégalité est dite essentielle pour P si elle dé�nit une fa
ette du polyèdre P .

En revan
he, une inégalité est dite redondante dans un système Ax � b dé�nissant un

polyèdre P , si le sous-système, obtenu à partir de Ax � b en supprimant 
ette inégalité,

dé�nit le même polyèdre P . Soit x

�

2 IR

n

. Nous dirons que l'inégalité ax � a

0

est serrée

(resp. violée) par x

�

si ax

�

= a

0

(resp. ax

�

< �).

1.1.2 Appro
he polyédrale, méthode de 
oupes et bran
hements

Soient P un problème d'optimisation 
ombinatoire et S l'ensemble de ses solutions.

Le problème P s'é
rit alors

max f
x j x 2 Sg;

où 
 est une fon
tion 
oût asso
iée aux variables du problème. Considérons l'enveloppe


onvexe 
onv(S) des solutions de P. Le problème P est alors équivalent au programme

linéaire

max f
x j x 2 
onv(S)g:
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Par 
onséquent, si nous 
ara
térisons le polyèdre 
onv(S) par un système d'inégalités

linéaires, alors nous ramenons le problème P à la résolution d'un programme linéaire.

L'appro
he polyédrale, introduite par Edmonds [35℄ dans le 
adre du problème du


ouplage, 
onsiste à étudier le polytope 
onv(S) a�n de pouvoir résoudre P 
omme un

programme linéaire. La 
ara
térisation 
omplète du polytope 
onv(S) est généralement

di�
ile à obtenir. Par ailleurs, une des
ription 
omplète du polyèdre peut 
omporter un

nombre exponentiel d'inégalités. Cependant, un nombre réduit de 
es inégalités peut

être su�sant pour résoudre le problème à l'aide d'une méthode de 
oupes. Cette mé-

thode permet de résoudre un problème P 
omme une séquen
e de programmes linéaires,


ha
un 
ontenant un nombre raisonnable de 
ontraintes. Pour pouvoir utiliser une telle

méthode, nous devons déterminer des 
lasses d'inégalités valides (et non redondantes)

pour 
onv(S), pour lesquelles le problème suivant, appelé problème de séparation, peut

être résolu e�
a
ement.

Problème Soit C une 
lasse d'inégalités valides pour 
onv(S). Etant donné un point

x 2 IR

n

, le problème de séparation asso
ié à C et x 
onsiste à déterminer si x satisfait

toutes les inégalités de C et sinon de trouver une inégalité de C violée par x.

Le problème de séparation est la 
lef de voûte d'une méthode de 
oupes. En e�et,

Gröts
hel, Lovász et S
hrijver [74℄ ont montré qu'un problème d'optimisation 
ombi-

natoire sur un ensemble de 
ontraintes C peut être résolu en temps polynomial si et

seulement si le problème de séparation asso
ié à C peut être résolu en temps polyno-

mial. Ainsi, une méthode de 
oupes permet de résoudre un problème d'optimisation


ombinatoire en temps polynomial, si on sait résoudre en temps polynomial le problème

de séparation pour un système d'inégalités 
ara
térisant le polyèdre asso
ié.

Cependant, 
omme il a déjà été noté auparavant, il y a peu d'espoir de 
onnaître

la 
ara
térisation 
omplète du polyèdre des solutions du problème. D'autre part, le

problème de séparation sur 
ertaines 
lasses d'inégalités valides peut être lui-même

NP-di�
ile. Dans 
e 
as, on ne peut disposer que de te
hniques de séparation appro-


hées. Ainsi, une méthode de 
oupes seule peut ne fournir que des solutions fra
tion-

naires (non optimales). Dans 
e 
as, on exé
ute une étape de bran
hement qui peut


onsister à 
hoisir une variable fra
tionnaire x

i

dans la solution et à 
onsidérer deux

sous-problèmes du problème 
ourant en �xant x

i

à 0 pour l'un et à 1 pour l'autre. On

applique alors la méthode de 
oupes pour les deux sous-problèmes. La solution opti-

male du problème sera don
 la meilleure entre les deux solutions entières obtenues pour

les deux sous-problèmes. Cette phase de bran
hement est répétée de manière ré
ursive

jusqu'à l'obtention d'une solution entière optimale. Cette 
ombinaison de la méthode

de bran
hements et d'une méthode de 
oupes au niveau de 
haque noeud de l'arbre de
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bran
hement est appelée méthode de 
oupes et bran
hements (Bran
h and Cut method).

Cette méthode s'est révélée très e�
a
e pour la résolution de problèmes d'optimisation


ombinatoire réputés pour être di�
iles tels que le problème du voyageur de 
ommer
e

[7℄ ou 
elui de la 
oupe maximum [12, 13℄.

1.1.3 Notations et dé�nitions

Les graphes que nous 
onsidérons sont �nis, non orientés et sans bou
le ni arête

multiple. Nous notons un graphe par G = (V;E) où V est l'ensemble des sommets et

E l'ensemble des arêtes de G. Si e 2 E est une arête d'extrémités u et v, l'arête e peut

être également notée uv.

Soit G = (V;E) un graphe. Un sous-graphe H = (W;F ) de G est un graphe tel que

W � V et F � E. On dit qu'un sous-graphe H = (W;F ) de G 
ouvre les sommets de

G si W = V . On appelle sous-graphe partiel de G un sous-graphe G

0

= (V;E

0

) ave


E

0

� E. Si W � V , alors E(W ) désigne l'ensemble de toutes les arêtes ayant leurs

deux extrémités dans W . Le graphe H = (W;E(W )) est le sous-graphe de G induit

par W .

Si F � E, alors V (F ) désigne l'ensemble des sommets de V qui sont extrémités

des arêtes de F . Si W � V , alors Æ(W ) est l'ensemble des arêtes ave
 une extrémité

dans W et l'autre extrémité dans V n W . L'ensemble Æ(W ) est appelé une 
oupe.

On note Æ(v) à la pla
e de Æ(fvg) pour v 2 V et on appelle Æ(v) l'étoile de v. Pour

v 2 V , on désigne par N(v) l'ensemble des sommets adja
ents à v. Si W � V , on

pose N(W ) =

�

S

v2W

N(v)

�

nW , et on nomme N(W ) l'ensemble des voisins de W .

Soit F un ensemble d'arêtes. On dénote par G n F le graphe obtenu à partir de G en

supprimant les arêtes de F .

Une 
haîne P dans G = (V;E) est une séquen
e d'arêtes e

1

; e

2

; :::; e

k

telles que

e

1

= v

0

v

1

; e

2

= v

1

v

2

; :::; e

k

= v

k�1

v

k

. P est dite 
haîne élémentaire si elle passe au plus

une fois par le même sommet. Les sommets v

0

et v

k

sont les extrémités de P et on dit que

P relie v

0

à v

k

. Le nombre k d'arêtes de P est appelé la taille de P . Si P = e

1

; e

2

; :::; e

k

est une 
haîne (resp. 
haîne élémentaire) reliant v

0

à v

k

et e

k+1

= v

0

v

k

2 E, alors

la séquen
e e

1

; e

2

; :::; e

k

; e

k+1

est dite un 
y
le (resp. 
y
le élémentaire) de taille k + 1.

Lorsqu'il n'y a pas ambiguïté, on utilisera 
haîne pour désigner une 
haîne élémentaire.

Un 
y
le (
haîne) est dit impair si la taille est impaire, autrement, il est dit pair. Si

P est un 
y
le ou une 
haîne et uv une arête de E n P ave
 u; v 2 V (P ), alors uv est

appelé une 
orde de P . Un trou de G est un 
y
le sans 
orde.
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Un graphe G = (V;E) est 
onnexe si, pour toute paire de sommets u; v de V , il

existe au moins une 
haîne entre u et v. Une 
omposante 
onnexe d'un graphe est

un sous-graphe 
onnexe qui est maximal par rapport à 
ette propriété. Un graphe ne

possédant pas de 
y
le est appelé une forêt. Un arbre est une forêt 
onnexe.

Un graphe G = (V;E) est dit 
omplet si toute paire de sommets de V est jointe par

une arête de E. On note par K

q

le graphe 
omplet sur q sommets. On appelle 
lique

de G un sous-graphe 
omplet de G. Un stable d'un graphe est un ensemble de sommets

deux à deux non adja
ents.

La 
ontra
tion d'une arête e = uv 
onsiste à supprimer e, à identi�er u et v en

préservant les adja
en
es. Un graphe G est dit 
ontra
tible à un graphe G

0

si G

0

peut

être obtenu à partir de G par suppressions et/ou 
ontra
tions d'arêtes. La subdivision

d'une arête e = uv 
onsiste à supprimer e et à insérer un nouveau sommet de degré 2

lié à u et à v.

Un graphe est dit planaire si on peut le dessiner sur un plan de manière à 
e qu'au-


une arête n'en 
roise une autre. On appelle représentation planaire d'un graphe pla-

naire une telle représentation. Soit G = (V;E) un graphe planaire. On identi�e alors

une représentation planaire du graphe G ave
 l'ensemble de points P du plan 
omposé

des points asso
iés aux sommets de V et aux segments asso
iés aux arêtes de E. On

nomme ses régions 
onnexes les fa
es de G. Comme P est un ensemble borné (
'est-

à-dire que P est 
ontenu dans un disque D su�samment large), exa
tement une fa
e

de G n'est pas bornée. On appelle 
ette fa
e fa
e extérieure et les autres fa
es de G

fa
es intérieures. La frontière d'une fa
e de G peut être vue 
omme un sous-graphe de

G. On nomme 
e sous-graphe bordure de la fa
e ou en
ore fa
e de G. Deux fa
es de G

sont dites adja
entes si leurs bordures ont une arête 
ommune. Par la suite, quand il

n'y a pas d'ambiguïté, on utilisera le mot fa
e pour désigner la bordure d'une fa
e.

1.2 Graphes k-partis

1.2.1 Le problème du sous-graphe k-parti induit

Un graphe est dit k-parti, k � 1, si son ensemble de sommets peut être partitionné

en k sous-ensembles de sommets disjoints V

i

, i = 1; :::; k, tels que les sommets de V

i

,

pour i = 1; :::; k, sont deux à deux non adja
ents. Une telle partition est appelée k-

partition. Si k = 1, un graphe k-parti est un stable. En fait, un graphe est k-parti s'il

existe k stables disjoints 
ouvrant les sommets du graphe.
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Soit S � IN . Une 
oloration des sommets d'un graphe G = (V;E) est une fon
tion

r : V ! S telle que r(u) 6= r(v) pour tout 
ouple de sommets adja
ents u; v. Les

éléments de l'ensemble S sont appelés les 
ouleurs disponibles. Une k-
oloration est

une 
oloration 
 : V ! f1; ::; kg. Un graphe est dit k-
oloriable s'il possède une k-


oloration. Clairement, un graphe est k-parti si et seulement s'il est k-
oloriable.

Tester si un graphe est k-parti est un problème NP-
omplet si k � 3, et il est

polynomial si k = 2 [40℄.

Etant donnée une fon
tion 
 : V ! IR qui asso
ie à tout sommet v 2 V un poids


(v), le problème du sous-graphe k-parti induit (k-PSPI) 
onsiste à déterminer un sous-

graphe k-parti induit (W;E(W )) de G tel que 
(W ) =

P

v2W


(v) soit maximum. Le

k-PSPI est NP-
omplet même dans les 
as k = 1 (problème du stable) ou k = 2

(problème du sous-graphe biparti induit).

A notre 
onnaissan
e, le k-PSPI n'a jamais été traité dans la littérature quand k � 3.

En revan
he, le problème de 
oloration a donné lieu à de nombreux travaux. On appelle

problème de 
oloration le problème 
onsistant à déterminer le nombre 
hromatique d'un

graphe. Le nombre 
hromatique �(G) d'un graphe G est la plus petite valeur k tel que

G soit k-
oloriable.

Dans le 
hapitre 7, nous proposons un algorithme de génération de 
olonnes et

bran
hements pour le problème du sous-graphe k-parti induit quand k � 3.

1.2.2 Le problème du sous-graphe biparti induit

Un graphe est appelé biparti si son ensemble de sommets peut être partitionné en

deux ensembles de sommets non vides V

1

and V

2

tels qu'au
un 
ouple de sommets de

V

1

ou de V

2

ne soit lié par une arête. Un graphe biparti est don
 un graphe 2-parti. Une

2-partition est également appelée bipartition. Il est bien 
onnu qu'un graphe est biparti

si et seulement s'il ne 
ontient pas de 
y
le impair. Tester si un graphe est biparti peut

se réaliser en temps polynomial par un par
ours de graphe parti
ulier.

Etant donnée une fon
tion 
 : V ! IR qui asso
ie à tout sommet v 2 V un poids 
(v),

le problème du sous-graphe biparti induit (PSBI) 
onsiste à déterminer un sous-graphe

biparti induit (W;E(W )) de G tel que 
(W ) =

P

v2W


(v) soit maximum.

Le problème du stable 
onsiste à déterminer un stable de poids maximum. Le PSBI

est une généralisation du problème du stable. En fait, si H = (W;F ) est un graphe,

alors le problème du stable dans H peut se ramener au PSBI dans le graphe G = (V;E)
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obtenu à partir de H en ajoutant pour 
haque arête uv de H, un sommet w de poidsM ,

où M est une grande valeur positive, ainsi que les arête wu et wv. Ce
i implique que le

PSBI est NP-di�
ile. Le PSBI a été montré NP-di�
ile même dans les graphes de degré

maximum trois et dans les graphes planaires quand le degré maximum est supérieur

ou égal à 4 [28℄. En revan
he, le PSBI peut être résolu en temps polynomial dans les

graphes série-parallèles [15℄ et dans les graphes planaires quand le degré maximum des

sommets est limité à 3 [28℄. (Un graphe série-parallèle s'il n'est pas 
ontra
tible à K

4

).

Si W � V , on pose x

W

2 IR

V

tel que x

W

(u) = 1 si u 2 W et x

W

(u) = 0 sinon,

x

W

est appelé le ve
teur d'in
iden
e de W . L'enveloppe 
onvexe P

B

(G) des ve
teurs

d'in
iden
e de tous les ensembles de sommets induisant un sous-graphe biparti de G,

i.e.

P (G) = 
onvfx

W

2 IR

V

j W � V; (W;E(W )) est bipartig;

est appelé le polytope des sous-graphes bipartis induits de G.

Dans [14℄ Barahona et Mahjoub étudient le polytope P

B

(G). Ils exhibent plusieurs


lasses de fa
ettes dé�nissant des inégalités et dé
rivent plusieurs méthodes de 
onstru
-

tion de fa
ettes. Dans [15℄, ils étudient une te
hnique de 
omposition pour le polytope

P

B

(G) dans les graphes qui sont dé
omposables par des 2-sommets d'arti
ulation (deux

sommets de G dont l'enlèvement augmente le nombre de 
omposantes 
onnexes dans

G). Si G se dé
ompose en G

1

et G

2

, ils montrent que P

B

(G) peut être obtenu à partir

de deux systèmes linéaires asso
iés à G

1

et G

2

. En appliquant 
e résultat, ils donnent

un algorithme polynomial pour résoudre le PSBI dans les graphes serie-parallèles.

Un système d'indépendants (N; I) 
onsiste en un ensemble �ni N = fu

1

; :::; u

n

g et

une 
olle
tion non vide I de sous-ensembles de N qui est fermée au sens de l'in
lusion,

i.e. I 2 I et J � I impliquent J 2 I. Les éléments de I sont dits indépendants et 
eux

de 2

N

nI dépendants. Un 
ir
uit de (N; I) est un sous-ensemble dépendant minimal de

N . Pour un graphe G = (V;E) donné, la paire (V; �(G)) est un système d'indépendants

où �(G) est la famille des ensembles de sommets de V induisant un sous-graphe biparti

de G. Ainsi, les ensembles dépendants du système (V; �(G)) sont les 
y
les impairs de

G et les 
ir
uits sont les trous impairs de G.

Dans [89℄, Nemhauser et Trotter introduisent le polytope d'un système d'indépendants

(N; I) 
omme étant l'enveloppe 
onvexe des ve
teurs d'in
iden
e des sous-ensembles

indépendants de I, i.e. P

I

= 
onvfx

I

2 f0; 1g

n

j I 2 Ig. Ainsi le polytope P

B

(G) peut

être vu 
omme le polytope d'un système d'indépendants.

Dans [93℄, Euler, Jünger et Reinelt présentent des inégalités valides pour P

I

et

dis
utent de 
onditions né
essaires et su�santes pour que 
es inégalités dé�nissent des

fa
ettes de P

I

. A leur suite, Laurent [67℄ propose une généralisation de 
es 
lasses
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d'inégalités et donne des 
onditions né
essaires et su�santes pour que 
ette nouvelle


lasse dé�nisse des fa
ettes de P

I

.

Soit G = (V;E) un graphe. Etant donné un ve
teur-poids 
 sur les sommets de G.

Le problème du sous-graphe biparti partiel 
onsiste à déterminer un ensemble d'arêtes

E

0

� E de poids maximum tel que le sous-graphe partiel G

0

= (V

0

; E

0

) soit biparti.

On appelle polytope des sous-graphes bipartis partiels l'enveloppe 
onvexe des ve
teurs

d'in
iden
e des ensembles de sommets E

0

tel que (V;E

0

) soit biparti.

Dans [36℄ Barahona, Gröts
hel et Mahjoub dé
rivent plusieurs 
lasses d'inégalités

dé�nissant des fa
ettes du polytope des sous-graphes bipartis partiels. Un graphe est

dit faiblement biparti si son polytope des sous-graphes bipartis partiels 
oïn
ide ave


le polyèdre dé�ni par les inégalités triviales et les inégalités dites de 
y
les impairs.

En proposant un algorithme de séparation polynomial pour 
es 
ontraintes, Gröts
hel

et Pulleyblank [48℄ montrent que le problème du sous-graphe biparti partiel peut être

résolu en temps polynomial dans 
ette 
lasse de graphes. Barahona [8℄ montre que les

graphes planaires appartiennent à 
ette 
lasse de graphes. Dans [75℄, Mahjoub étend 
e

résultat en montrant que les graphes non 
ontra
tibles à K

5

sont faiblement bipartis.

Guenin [49℄ a ré
emment donné une 
ara
térisation pour 
ette 
lasse de graphes. Dans

[38℄, Fonlupt, Mahjoub et Uhry étudient des 
ompositions dans le polytope des bipartis.



11

Chapitre 2

Le problème de 
on
eption de 
ir
uits

VLSI

L'obje
tif de 
e 
hapitre est de donner une vue d'ensemble et les dé�nitions né-


essaires à la 
ompréhension du pro
essus de 
on
eption de 
ir
uits éle
troniques de

grandes dimensions, appelés aussi 
ir
uits VLSI.

La 
on
eption de 
ir
uits de grandes dimensions (VLSI design) est un pro
essus 
om-

plexe divisé traditionnellement en une su

ession de problèmes théoriques et pratiques

qui mettent en jeu les 
on
epts de �abilité, de performan
e du 
ir
uit et d'optimisation

de la produ
tion.

Les se
tions 2.1 et 2.2 donnent un aperçu de 
es di�érentes étapes en insistant plus

parti
ulièrement sur l'étape de routage. Le but de 
es deux se
tions est d'introduire

le problème de Via Minimization 
ontraint pour lequel nous donnons un état de l'art

exhaustif dans la se
tion 2.3. Dans le 
hapitre 3, nous étudions le problème de Via Mi-

nization 
ontraint et nous montrons qu'il peut se ramener au problème du sous-graphe

k-parti induit.

2.1 Vue d'ensemble et dé�nitions

Dans 
ette se
tion, nous donnons tout d'abord quelques termes te
hniques et dé�ni-

tions d'éle
tronique. Ensuite nous indiquons les prin
ipales 
ara
téristiques te
hniques

et les étapes traditionnelles de la 
on
eption de 
ir
uits éle
troniques.
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2.1.1 Dé�nitions

On appelle 
ir
uit logique un dispositif éle
tronique permettant la réalisation d'une

fon
tion logique 
onnue (sto
kage mémoire, 
al
ul numérique, pilotage de robot,...).

Un 
ir
uit logique est entièrement dé
rit par un s
héma éle
tronique donnant les liens

logiques entre les di�érents éléments du 
ir
uit. Dans tout le do
ument, nous 
onsidé-

rons les s
hémas de 
ir
uits logiques (ou, plus simplement, 
ir
uits logiques) 
omme une

donnée d'entrée. On ignore de même sa fon
tion et son utilisation. Cette simpli�
ation

permet ainsi de donner une dé�nition simple d'un 
ir
uit.

Un 
ir
uit est dé�ni par un ensemble de 
omposants et un ensemble de réseaux. Les


omposants seront 
onsidérés 
omme des boîtes noires pouvant s
hématiser les 
om-

posants de base (transistors, 
ondensateurs,...) ou des ma
ro-
omposants (pro
esseurs,

sous-
ir
uits,...). A 
haque 
omposant 
orrespond un ensemble de points terminaux.

Un point terminal est une zone pon
tuelle du 
omposant qui 
onne
te le 
omposant

au reste du 
ir
uit.

Un réseau est un ensemble de points terminaux devant être éle
triquement 
onne
tés

par des pistes 
ondu
tri
es. On appelle liste des réseaux (netlist, en anglais) l'ensemble

de tous les réseaux d'un 
ir
uit. Par extension, on appelle également réseau la 
olle
tion

des pistes qui 
onne
tent éle
triquement les points terminaux d'un même réseau. Dans


e 
as, un réseau est don
 un ensemble de lignes droites ou 
ourbes reliant plusieurs


omposants.

Composant

Réseau

Point terminal

Fig. 2.1 � Un exemple de 
ir
uit

La �gure 2.1 illustre les dé�nitions pré
édentes. Les 
omposants sont reliés par quatre

réseaux di�éren
iés par l'utilisation de types de tra
és di�érents. Certains réseaux ne

sont que des lignes droites mais 
ertains se rami�ent en plusieurs segments de droite.
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Les dé�nitions données jusqu'i
i permettent de dé
rire globalement des 
ir
uits issus

des di�érentes te
hnologies existantes. Il existe prin
ipalement deux types de te
hno-

logies: les 
artes de 
ir
uits imprimés (Printed Cir
uit Board ou PCB) et les 
ir
uits

intégrés.

Les 
artes de 
ir
uits imprimés servent en général à rassembler les gros 
omposants

éle
troniques de manière à former par exemple les 
artes mères des mi
ro-ordinateurs,

les systèmes de pilotage de robots ou les appareils de mesure. Cette te
hnologie 
onsiste

à souder les 
omposants sur la fa
e supérieure et/ou inférieure d'une 
arte en epoxy

dans laquelle 
ir
ulent des pistes de 
uivre 
orrespondant aux réseaux. Parmi 
es pistes

de 
uivre, 
ertaines permettent de véhi
uler l'alimentation des 
omposants.

Les 
ir
uits intégrés né
essitent une te
hnologie plus ré
ente qui a permis la minia-

turisation des pro
esseurs, ainsi appelés pu
e (
hip, en anglais). La plupart des 
ir
uits

intégrés sont 
réés sur un support en sili
ium dans lequel sont gravés ou superposés des

pistes et des 
omposants. Cette te
honologie permet de 
on
evoir des 
ir
uits de tailles

et de 
omplexités si importantes que 
ertains observateurs les présentent 
omme les

objets les plus 
omplexes 
réés par l'homme. Cela induit pour leur 
on
eption la né
es-

sité d'utiliser des pro
édés entièrement automatisés et optimisés pour leur 
on
eption

et leur fabri
ation.

Pour désigner 
es 
ir
uits imprimés ou intégrés, on utilise en français 
omme en

anglais le terme 
ir
uits VLSI (Very Large S
ale Integrated, en anglais).

On appelle problème de 
on
eption de 
ir
uit VLSI (VLSI design problem, en an-

glais) l'ensemble du pro
essus qui permet de déduire le 
ir
uit VLSI à partir d'un


ir
uit logique, en prenant en 
ompte toutes les 
ara
téristiques de la te
hnologie 
hoi-

sie 
on
ernant les 
omposants et les réseaux.

2.1.2 Cara
téristiques te
hniques

Suivant la te
hnologie 
hoisie, le problème de 
on
eption de 
ir
uit VLSI exige de

prendre en 
ompte des 
ara
téristiques te
hniques et des solutions éle
troniques parti-


ulières. Cette se
tion présente 
ertaines de 
es notions 
ommunes à plusieurs te
hno-

logies.

Une fois positionné sur le support du 
ir
uit, un réseau forme un ensemble de lignes

droites ou 
ourbes reliant ses points terminaux. Le plus fréquemment, 
es lignes sont des

segments de droites positionnés en angle droit sur le support. Les points embran
hement

entre les di�érentes pistes 
omposant un même réseau sont appelés des jon
tions. Le

nombre de segments de piste d'un même réseau qui sont in
idents à la même jon
tion est

appelé degré de jon
tion. Suivant les te
hnologies, le degré de jon
tion peut être plus ou
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moins limité. Par exemple, pour un 
ir
uit imprimé, on essaye de limiter les jon
tions au

degré 2, dit 
oude, ou, au plus, au degré 3, dit jon
tion en T. Cette limitation augmente

la �abilité du 
ir
uit. En revan
he, un 
ir
uit intégré peut posséder des jon
tions de

degrés quel
onques. Notons toutefois que si les pistes ne sont positionnées que selon

deux dire
tions (horizontale-verti
ale), le degré de jon
tion est 
onséquemment limité.

Con
ernant le positionnement des réseaux sur le support, la prin
ipale di�
ulté est

d'éviter de faire 
hevau
her deux pistes de réseaux di�érents. Chaque réseau véhi
ule

une information qui lui est propre et ne doit pas être 
onne
té à un autre réseau.

Heureusement, le support d'un 
ir
uit VLSI peut posséder plusieurs 
ou
hes (layer, en

anglais). En fait, il est souvent impossible de faire 
ir
uler tous les réseaux d'un 
ir
uit

sur une seule surfa
e sans que 
eux-
i ne se 
hevau
hent.

Un 
ir
uit imprimé peut posséder de 1 à 12 
ou
hes (rarement plus). En fait on

appelle fa
e supérieure et fa
e inférieure les deux 
ou
hes extérieures 
ar elles 
or-

respondent aux deux fa
es du support. Les 
ou
hes intérieures sont quant-à-elles à

l'intérieur de l'épaisseur du support en epoxy. Ainsi les 
omposants sont positionnés

uniquement sur une ou sur les deux fa
es du support. Comme 
ertains 
omposants ont

besoin d'une alimentation éle
trique, une ou deux 
ou
hes peuvent être réservées aux

pistes d'alimentation.

Un 
ir
uit intégré peut posséder de 2 à 6 
ou
hes qui ont souvent 
ha
une des 
a-

ra
téristiques très pré
ises. Parfois même 
es 
ou
hes ne sont pas 
onstruites dans le

même type de matériaux et ne respe
tent pas les mêmes 
ara
téristiques te
hniques.

A�n de relier des points terminaux situés sur des 
ou
hes di�érentes ou permettre

une plus grande �exibilité des réseaux d'un 
ir
uit, on peut vouloir positionner un

même réseau sur des 
ou
hes di�érentes. Néanmoins un réseau doit rester 
onne
té.

Con
rètement, un 
hangement de 
ou
he est rendu possible par le pla
ement d'un via

qui permet de 
onne
ter éle
triquement les di�érents segments de piste d'un réseau

entre des 
ou
hes di�érentes. Pour un 
ir
uit imprimé, un via est un trou gainé de


uivre, per
é au travers des 
ou
hes du support en epoxy. En 
ir
uit intégré, un via est

un point de 
onta
t entre les pistes de deux 
ou
hes adja
entes. Ainsi, 
ertaines te
h-

nologies de 
ir
uits intégrés autorisent uniquement des vias entre deux 
ou
hes alors

que d'autres te
hnologies obligent les vias à per
er un support de part en part. Néan-

moins, un via ne traverse pas for
ément tout le support mais peut se limiter à quelques


ou
hes adja
entes. Les vias sont utiles et fréquemment né
essaires, mais ils dégradent

la performan
e du 
ir
uit et peuvent être la 
ause de 
ontraintes éle
trostatiques. De

plus, les vias ont un 
oût de produ
tion non négligeable. Il est souvent préférable de

minimiser le nombre de vias (si 
e n'est pas au détriment d'autres 
ritères).

La �gure 2.2 a) présente un 
ir
uit logique 
omportant trois réseaux reliant 
ha
un

deux points terminaux. Ce 
ir
uit ne peut être dessiné sur une seule fa
e sans que deux
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pistes ne se 
hevau
hent. De même, sur deux 
ou
hes, une solution est rendue possible

par le per
ement d'un via. La vue en trois dimensions de la �gure 2.2 b) donne une

solution possible sur deux 
ou
hes. Un des réseaux est dé
oupé en deux sous-réseaux

qui sont a�e
tés sur deux 
ou
hes di�érentes. Un via per
é entre deux 
ou
hes permet

de relier les deux sous-réseaux.
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a) b)
Via

Fig. 2.2 � Un exemple de 
ir
uit sur deux 
ou
hes ave
 un via

Comme nous l'avons pré
isé, deux réseaux di�érents ne doivent pas avoir de pistes


onne
tées. Pour des raisons éle
trostatiques, 
es 
onne
tions interdites ont une dé�-

nition qui dépend de la te
hnologie employée. Par exemple, deux pistes, peuvent être

dites 
onne
tées si elles sont pro
hes de moins d'une distan
e �xée en fon
tion de la

te
hnologie 
hoisie. Cette proximité peut être due à deux pistes positionnées l'une à


�té de l'autre sur une même 
ou
he ou due à une superposition de deux pistes, sur

deux 
ou
hes adja
entes. Ainsi, pour un 
ir
uit imprimé, on positionne souvent sur

une 
ou
he uniquement des pistes horizontales et sur les 
ou
hes adja
entes unique-

ment des pistes verti
ales. En e�et, 
ette disposition entraîne que deux pistes situées

l'une sous l'autre sur deux 
ou
hes adja
entes forment un angle droit. Cette position

relative minimise les risques éle
trostatiques.

A�n de respe
ter 
es normes d'é
artement des pistes, le routage s'e�e
tue fréquem-

ment sur des grilles, 
'est à dire des empla
ements possibles pour les pistes, s
hématisés

par des lignes droites verti
ales et horizontales su�samment distantes pour éviter toute


onne
tion non voulue.

L'ensemble des 
ara
téristiques te
hniques d'un 
ir
uit VLSI exige un positionne-

ment 
omplexe des 
omposants et des pistes. Les di�érents 
ritères à respe
ter sont

souvent 
ontradi
toires: nombre de 
ou
hes, nombre de vias, degré de jon
tion,... De

plus, les supports ont souvent des surfa
es réduites ou que l'on veut minimiser. A 
ela

se rajoutent des 
ara
téristiques plus parti
ulières en
ore: longueur maximale des pistes

d'un réseau, nombre de vias par réseau, syn
hronisation des signaux 
ir
ulant sur les

réseaux,... Toutes 
es exigen
es te
hniques ont donné lieu à de nombreux travaux que

l'on divise habituellement en plusieurs étapes de 
on
eption.
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2.1.3 Etapes de 
on
eption

Le problème de 
on
eption de 
ir
uits VLSI se dé
oupe traditionnellement en plu-

seurs étapes. Notons, au préalable, que 
e prin
ipe d'en
haînement d'étapes interdit

de 
erti�er que le 
ir
uit produit puisse être le meilleur possible. Néanmoins, 
omme

la 
on
eption de 
ir
uits VLSI est un problème à plusieurs 
ritères souvent 
ontradi
-

toires, il est impossible de dé�nir 
e que serait un 
ir
uit �optimal�. En revan
he, 
e

dé
oupage en étapes permet de 
ontrebalan
er la 
harge importante de 
e travail de


on
eption. De plus, 
e dé
oupage permet à tout moment une intervention humaine,


e
i permet de 
orriger les imperfe
tions éventuelles 
ausées par l'automatisation et

aussi d'orienter la 
on
eption vers une dimension humaine: par exemple on peut vou-

loir privilégier une division du 
ir
uit en zones prédé�nies, a�n d'obtenir une meilleure

visualisation du 
ir
uit (zones de 
al
ul, zones de sto
kage,...). On distingue prin
ipale-

ment trois étapes: le pla
ement des 
omposants, le routage des réseaux et l'a�e
tation

des réseaux aux 
ou
hes.

L'étape de pla
ement 
onsiste à positionner les 
omposants sur le support. Cette

étape doit suivre énormément de 
ontingen
es matérielles: orientation des 
omposants,

distan
e d'un 
omposant à l'alimentation, logique générale du 
ir
uit, 
onnexité ré-


iproque des 
omposants,... Cette étape est don
 di�
ile à modéliser et a plut�t été

traitée heuristiquement jusqu'i
i. Citons néanmoins les travaux de Lengauer et Lüge-

ring [69℄ qui donnent des formulations entières pour les problèmes de pla
ement et de

routage. Aussi, dans [80℄, Möhring, Wagner et Wagner donnent une vision approfondie

des problèmes 
ombinatoires induits par 
es étapes.

Une étape préalable peut pré
éder l'étape de pla
ement. On appelle étape de parti-

tionnement le fait de dé
ouper un grand 
ir
uit en plusieurs parties disjointes a�n de

traiter 
haque partie indépendamment. Etant donné un 
ir
uit logique et sa liste des

réseaux N , on appelle partitionnement de la liste des réseaux N le fait de partitionner

les points terminaux du 
ir
uit de telle façon que le nombre total de liens logiques entre

les partitions soit minimum. Il existe plusieurs variantes du problème selon que l'on


onsidère les points terminaux déjà positionnés sur une surfa
e ou non. Pour plus de

renseignements sur l'étape de partitionnement, voir le survey de Alpert et Kahng [4℄.

Une fois que les 
omposants et leurs points terminaux sont positionnés sur le support

du 
ir
uit VLSI, on peut 
onsidérer une instan
e de 
ir
uits VLSI 
omme une liste T

de points terminaux ayant 
ha
un des 
oordonnées dans le plan et une liste de réseaux

N où un réseau est une 
olle
tion de points terminaux de T .

Etant donné une liste de points terminaux T et une liste de réseaux N , on appelle

étape de routage le problème 
onsistant à donner des empla
ements pour des pistes

reliant tous les points terminaux d'un même réseau de N sans que deux pistes de
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réseaux di�érents ne soient 
onne
tées. Cette étape est multi
ritère suivant que l'on

veuille minimiser la surfa
e totale du 
ir
uit, la longueur maximale des �ls, le nombre

de 
ou
hes ou de vias. De plus, le routage di�ère suivant que l'on dispose ou non d'une

grille pour positionner les pistes. Nous nous intéressons plus longuement à 
ette étape

dans la se
tion 2.2.

A nouveau, les grandes dimensions des 
ir
uits VLSI rendent l'étape de routage dif-

�
ile. Heureusement, 
omme le support d'un 
ir
uit VLSI est une surfa
e planaire, on

peut le diviser en plusieurs zones -par exemple des re
tangles- qui peuvent être traités

indépendamment. Ainsi, on peut e�e
tuer le routage de 
haque zone par des heuris-

tiques e�
a
es, voire des méthodes exa
tes. On appelle routage lo
al, ou aussi routage

détaillé, le fait de réaliser un routage d'une de 
es zones. Néanmoins, un routage lo
al

d'une zone donnée doit être 
ompatible ave
 les routages lo
aux des zones adja
entes.

Pour 
ela, on e�e
tuer antérieurement une étape appelée routage global. Les travaux

de Korte, Prömel et Steger [63℄ et de Gröts
hel, Martin et Weismantel [77, 47℄ donnent

un aperçu des rapports entre le routage global et le routage lo
al.

La dernière étape de 
on
eption de 
ir
uit VLSI est appelée étape d'a�e
tation des

réseaux aux 
ou
hes (layer assignement, en anglais). Elle 
onsiste à positionner les pistes

des réseaux sur les di�érentes 
ou
hes de manière à 
e que deux pistes de réseaux di�é-

rents ne soient pas 
onne
tées. Comme on pla
e pré
isément les pistes sur le support,

on parle aussi de 
âblage (wiring, en anglais). Cette étape possède deux 
ritères prin-


ipaux: le nombre de 
ou
hes et le nombre de vias. En e�et, plus le nombre de 
ou
hes

est grand, moins il y a besoin de vias. De même, il est possible que, 
ompte-tenu des

problèmes éle
trostatiques, un 
ir
uit ne puisse pas être positionné sur k 
ou
hes alors

qu'il le sera sur k

0


ou
hes ave
 k

0

> k.

En pratique, le nombre de 
ou
hes est fréquemment imposé par la te
hnologie 
hoi-

sie, surtout pour un 
ir
uit intégré. Le fait d'avoir un nombre de 
ou
hes �xé entraine

alors un nombre de vias né
essaires. On peut illustrer la né
essité des vias par l'exemple

de la �gure 2.2. Ce 
ir
uit est 
omposé de trois réseaux qui se 
roisent deux à deux sur

la représentation planaire 2.2 a) du routage. Ces réseaux ne sont pas positionnables

sur deux 
ou
hes sans les dé
ouper et la �gure 2.2 b) montre 
omment 
e 
âblage est

possible en utilisant un via. En revan
he sur trois 
ou
hes, 
e 
ir
uit est 
âblable sans

via en positionnant un réseau sur 
haque 
ou
he.

Cette étape est parfois déjà in
luse dans l'étape de routage, on parle alors de rou-

tage ave
 a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes dont nous reparlons dans la se
tion 2.2.3.

Lorque l'on 
onsidère le routage ave
 pour 
ritère unique le nombre de vias, on parle du

problème de Via Minimization topologique ou, en
ore, problème de Via Minimization

non 
ontraint qui sera évoqué dans la se
tion 2.2.1.

Néanmoins, 
omme nous le verrons par la suite, le routage est fréquemment réalisé
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sans prendre en 
ompte l'a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes. Ce problème devient

alors un problème à part entière. Lorsque l'on 
onsidère 
ette étape ave
 pour unique


ritère le nombre de vias, on parle du problème de Via Minimization 
ontraint qui sera

longuement traité dans les se
tions 2.3 et 3. Ce dernier problème peut être vu 
omme

une étape toujours valide. En e�et, 
omme le problème de routage est un problème

multi
ritère, on n'a au
une assuran
e d'avoir un nombre de vias minimum. Comme

l'étape de Via Minimization 
ontraint minimise le nombre de vias sans a�e
ter le rou-

tage, 
ette étape de Via Minimization 
ontraint peut toujours être e�e
tuée dans le

but de minimiser le nombre de vias.

Il existe d'autres étapes mineures. Citons par exemple l'optimisation de la fabri
ation

du 
ir
uit: trouver le 
hemin minimal qu'un bras robot doit par
ourir pour positionner

les 
omposants aux empla
ements dé�nis. On peut aussi 
iter les étapes permettant de

syn
hroniser les informations 
ir
ulant sur les pistes en jouant sur les paramètres de


on
eption (largeur et longueur des pistes, éloignement des 
omposants,...)

2.1.4 Con
eption de 
ir
uits VLSI en industrie

La 
on
eption de 
ir
uits VLSI est évidemment issue d'un besoin industriel. Elle

dépend d'une te
hnologie en 
onstant développement qui rend rapidement 
aduque


ertains aspe
ts de la 
on
eption au pro�t de nouveaux 
on
epts. Les grands groupes

produ
teurs de pu
es éle
troniques ne sont pas très nombreux et gardent pour eux la

plupart de leurs se
rets de fabri
ation. Ces groupes travaillent en 
ollaboration ave


des laboratoires et des équipes de re
her
he qui font vivre un domaine s
ienti�que

à part entière. Même si les 
onne
tions ave
 les domaines de la re
her
he opération-

nelle et de l'optimisation 
ombinatoire sont très forts et fréquents, des 
her
heurs sont

spé
ialistes du problème de 
on
eption de 
ir
uits VLSI sans être ni informati
ien, ni

mathémati
ien, ni éle
troni
ien.

Les entreprises et les laboratoires qui ont besoin de 
réer leurs propres 
ir
uits VLSI

utilisent des suites logi
ielles 
apables de 
on
evoir entièrement un 
ir
uit à partir d'un


ir
uit logique. Citons par exemple l'environnenement Mentor Graphi
s de Mentor [57℄

pour les 
ir
uits imprimés et la suite logi
iel Caden
e VLSI Design Tools de Caden
e

[56℄ pour les 
ir
uits intégrés.

A�n de permettre aux di�érentes équipes de 
her
heurs de travailler sur les mêmes

données à travers la 
ommunauté s
ienti�que, des banques de jeux d'essais existent

pour 
ertaines étapes du pro
essus de 
on
eption. Il existe par exemple �The ISPD98

Cir
uit Ben
hmark Suite� [54℄ et �ISPD02 IBM-MS Mixed-size Pla
ement Ben
hmarks�
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[55℄ qui proposent des 
ir
uits logiques de référen
es pour tester les algorithmes de

bran
hement et de routage.

2.2 Routage et a�e
tation aux 
ou
hes

Dans le pro
essus de 
on
eption de 
ir
uits VLSI, l'étape de routage est un problème

multi
ritère qui se dé
line en plusieurs problèmes suivant les 
ritères envisagés. Si l'on

désire 
onsidérer uniquement le nombre de vias, le problème de routage s'appelle alors

problème de Via Minimization topologique. Ce dernier problème est surtout théorique


ar il est assez éloigné de la réalité des 
ir
uits éle
troniques. En pratique, l'étape

de routage prend en 
ompte le positionnement des �ls et l'a�e
tation des réseaux aux


ou
hes. On verra, entre autres, qu'une simpli�
ation fréquente de 
e problème 
onsiste

à e�e
tuer le routage sans �xer l'a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes.

2.2.1 Le problème de Via Minimization topologique

Si l'on 
onsidère le problème de routage en omettant tous les 
ritères sauf 
elui du

nombre de vias, le problème de routage devient un problème topologique théorique que

l'on nomme problème de Via Minimization topologique (ou parfois problème de Via

Minimization non 
ontraint).

Dans le 
as le plus général, le problème de Via Minimization topologique peut se

dé�nir 
omme suit. SoitM une surfa
e 
onnexe délimitée par une 
ourbure C et 
onte-

nant des obsta
les. Soit T un ensemble de points terminaux de M et N

1

; :::; N

n

un

ensemble de n réseaux, 
'est-à-dire que (N

1

; :::; N

n

) forme une partition des terminaux

de telle façon que jN

i

j � 2 pour i 2 f1; :::; ng. On suppose que tous les terminaux sont

a

essibles sur toutes les 
ou
hes. On appelle réseau de 
ourbes une 
olle
tion 
onnexe

de 
ourbes. Le problème de Via Minimization topologique sur k 
ou
hes (k-PVMT)


onsiste à donner n réseaux de 
ourbes S

1

; :::; S

n

qui joignent respe
tivement tous les

terminaux du réseau N

i

, i = 1; :::; n. De plus, 
es réseaux de 
ourbe peuvent 
ir
uler

sur k 
ou
hes et ne doivent pas se 
roiser sur une même 
ou
he.

La �gure 2.3 s
hématise une instan
e du 2-PVMT. Il y a 8 points terminaux répar-

tis en 3 réseaux, les points terminaux de même numérotation appartenant au même

réseau. La solution proposée sur la �gure 
omporte deux vias représentés par des ronds

noirs. La di�éren
e de type de traits 
orrespond aux deux 
ou
hes.
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Fig. 2.3 � Le problème de Via Minimization topologique

Dans [76℄, Marek-Sadowska montre que le problème de Via Minimization topolo-

gique est NP-
omplet. Pour 
ela, il étudie un 
as parti
ulier du 2-PVMT où les points

terminaux sont tous situés sur la 
ourbure. Dans 
e 
as, le problème généralise le pro-

blème de planéarisation d'un graphe par suppression d'arêtes qui est 
onnu pour être

NP-
omplet. Dans [95℄, Sarrafzasdeh et Lee 
onsidèrent le 2-PVMT lorsque la surfa
e

est re
tangulaire et que tous les points terminaux sont situés sur le bord ave
 des ré-

seaux limités à deux points terminaux. Dans [95℄ et dans [6℄, on trouve une preuve du


ara
tère NP-di�
ile de 
e problème. En revan
he, 
e dernier problème peut être résolu

en temps polynomial pour les instan
es où 
haque réseau relie deux points terminaux

situés sur des fa
es opposées du re
tangle. Ce problème reste polynomial si le nombre

de 
ou
hes est �xé à k, k � 2 dans [5℄. De plus, dans [5℄, il est aussi montré que le

k-PVMT peut être résolu en temps polynomial si la surfa
e est un disque.

Il existe de nombreux travaux heuristiques sur le k-PVMT. Citons deux appro
hes

intéressantes. Dans [2℄, Abdullah et Sastry essayent de déterminer le nombre minimum

de vias né
essaires pour résoudre une instan
e du k-PVMT. Ils donnent une borne

pour 
ette question en utilisant des algorithmes de 
oloration d'un graphe d'interse
-

tion. Dans [33℄, Cong et Liu abordent le problème de k-PVMT en mettant des poids

sur les réseaux de manière à pla
er un ensemble de réseaux de poids maximum sur une

même 
ou
he, dite alors 
ou
he préférée. Ils démontrent que 
e problème est NP-di�
ile

ou polynomial dans les mêmes 
as que le k-PVMT.

2.2.2 Routage sur grilles

L'étape de routage est déduite de l'étape du pla
ement des 
omposants. Par 
onsé-

quent, le nombre d'empla
ements possibles pour le routage des réseaux est réduit.

Ainsi, 
ontrairement au problème de Via Minimization topologique, les réseaux sont
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routés sur des empla
ements possibles prédé�nis que l'on représente sous forme d'une

grille.

On appelle grille de routage un ensemble de lignes (droites) entrela
ées formant les

empla
ements possibles sur lesquels peuvent être positionnés les réseaux. On suppose

qu'une grille de routage est déduite des 
ara
téristiques te
hnologiques et des résultats

de l'étape de pla
ement des 
omposants. Ainsi les pistes positionnées selon une telle

grille respe
tent par exemple l'espa
ement né
essaire entre deux pistes et le 
ontour-

nement des 
omposants. La �gure 2.4 donne un exemple de grille de routage régulière,


'est-à-dire dont toutes les lignes sont espa
ées régulièrement. Cette grille laisse en

blan
 les empla
ements de quatre 
omposants où au
une piste ne peut être routée. No-

tons que si le 
ir
uit dispose de plusieurs 
ou
hes, on 
onsidère le routage sur plusieurs

grilles de routage superposées. Suivant les 
ara
téristiques te
hnologiques du 
ir
uit,


es grilles peuvent être identiques ou non.

Fig. 2.4 � Une grille de routage

En fait, 
haque te
hnologie est asso
iée à des types de grilles pré
is. La plupart des

grilles ne 
omportent que des traits horizontaux et verti
aux, mais il existe des grilles

utilisant des lignes obliques.

On suppose que les points terminaux sont situés aux interse
tions des lignes de

la grille 
orrespondant aux 
ontours de la grille et des 
omposants. Mais 
es points

terminaux peuvent être limités uniquement aux 
�tés de la grille (routage swit
hbox)

ou sur deux 
otés opposés de la grille (routage en 
anal ou 
hannel routing en anglais).

On appelle problème de routage des réseaux sur la grille le problème 
onsistant à

donner, pour 
haque sous-ensemble S

i

, i 2 f1; :::; ng, un ensemble de pistes positionnées

sur la grille, ne formant pas de 
y
le et reliant les points terminaux de S

i

. Ce routage

doit, de plus, être e�e
tué selon trois 
ritères d'optimisation: minimiser la surfa
e totale

de la grille utilisée, minimiser la longeur totale des pistes, minimiser le nombre total

de vias.

On peut exiger qu'un réseau donné doive avoir au plus p vias, p � 0, une longueur

au plus égale à L, L 2 IR

+

, ou que toutes 
es jon
tions aient un degré inférieur à d,
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d � 2,...

Lors du routage, on peut interdire ou autoriser des positions parti
ulières des ré-

seaux les uns par rapport aux autres. Deux pistes qui se 
roisent en angle droit sont

dites en 
roisement, voir �gure 2.5 a). Le 
roisement est le 
hevau
hement de pistes

qui provoque le moins de problèmes éle
trostatiques. Comme une ligne d'une grille

peut représenter plusieurs routages possibles pour des pistes, il peut y avoir un nombre

maximum m de pistes pouvant être positionnées sur la même ligne. Deux pistes pa-

rallèles situées au même endroit sur une grille sont dites en superposition (overlap),

�gure 2.5 b). A l'inverse, si m = 0, on interdit que deux pistes de réseaux di�érents

ne soient positionnées en 
hevau
hement. Un 
as très parti
ulier de 
hevau
hement est

dit en genou (kno
k-knee). Il s'agit de deux réseaux partageant une jon
tion de degré

2, 
omme illustré sur la �gure 2.5 
).

b) c)a)

Fig. 2.5 � Deux réseaux a) en 
roisement, b) en superposition, 
) en 
hevau
hement

en genou

On peut fa
ilement dé�nir un graphe à partir d'une grille de routage en asso
iant

des sommets aux interse
tions de la grille et en reliant par une arête deux sommets


orrespondant à des interse
tions voisines. On appelle les graphes ainsi obtenus des

grilles. On appelle grille multiple un graphe 
omposé de k 
opies superposées d'une

même grille et dont on relie par une arête les 
opies d'un même sommet qui sont sur

deux 
ou
hes adja
entes. Les 
ou
hes d'une grille vont bien entendu 
orrespondre aux

di�érentes 
ou
hes du 
ir
uit. De même, les arêtes reliant deux 
ou
hes 
orrespondent

aux empla
ements possibles pour les vias. On identi�e les points terminaux du 
ir
uit

(qui sont un sous-ensemble des interse
tions de la grille) ave
 un ensemble T de som-

mets de G. Ainsi, les réseaux du 
ir
uit peuvent être alors vus 
omme une partition

(N

1

; :::; N

n

) de T .

La �gure 2.6 montre une grille multiple à deux 
ou
hes sur lesquelles sont position-

nées trois réseaux. Pour des raisons de lisibilité, les arêtes reliant les deux 
ou
hes ne

sont pas représentées. Les 
er
les 
orrespondent aux points terminaux de 
ha
un des

réseaux. La �gure donne un routage possible des trois réseaux. Le réseau 2 porte un
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Fig. 2.6 � Un routage de trois réseaux sur une grille multiple

via qui est représenté par le 
hangement de grille.

Ainsi, dans un tel graphe, les di�érentes variantes du problème de routage se ra-

mènent au problème du pavage d'arbres Steiner, que l'on peut dé�nir 
omme suit.

Soit G = (V;E) un graphe muni d'un poids w asso
ié aux arêtes. Soit S � V un

sous-ensemble de sommets appelés sommets terminaux. Le problème de l'arbre Steiner

de poids minimum 
onsiste à trouver un arbre 
ouvrant S et de poids minimum. Les

sommets non terminaux sont appelés sommets Steiner.

Soient S

1

; :::; S

n

n ensembles disjoints de sommets terminaux de G et soit 
 un ve
-

teur entier de 
apa
ités asso
iées aux arêtes de G. Le problème de pavage d'arbres

Steiner (the pa
king Steiner tree problem) 
onsiste à trouver n arbres Steiner T

1

; :::; T

n

dans G 
ouvrant respe
tivement S

1

; :::; S

n

tels que le nombre d'arbres parmi T

1

; :::; T

n

utilisant une arête e de E soit inférieur ou égale à 
(e) et la somme

P

n

i=1

w(E(T

i

))

soit maximum. On dit que deux arbres T et T

0

d'un graphe sont arête-disjoints (resp.

sommet-disjoints) si T et T

0

n'ont au
une arête (resp. sommet) en 
ommun. On appelle

problème de pavage d'arbres Steiner arête-disjoints (resp. sommet-disjoints) le problème

de pavage d'arbres Steiner tel que les arbres Steiner formant la solution soient arête-

disjoints (resp. sommet-disjoints).

Le problème de pavage d'arbres Steiner est NP-di�
ile même lorsque n = 1. Dans

le 
as du pavage de deux arbres, il est prouvé dans [63℄ que le problème est NP-


omplet dans les graphes planaires et dans les graphes issus d'une grille à deux 
ou
hes.

Dans [103℄, U
hoa et Poggi de Aragão donnent une formulation du problème de pa-

vage de deux arbres Steiner sommet-disjoints. Chopra [29℄ étudie diverses formulations

en nombres entiers pour n � 2. Dans [77℄, Martin et Weismantel introduisent une

appro
he polyédrale pour le problème de pavage d'arbres Steiner général. Gröts
hel,

Martin et Weismantel poursuivent 
ette étude polyédrale dans [47, 45, 46, 43, 44℄.

Dans [58℄, Jorgensen et Meyling proposent une nouvelle formulation pour le problème

et en déduisent un algorithme de génération de 
olonnes et bran
hements. Dans [61℄,
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Kaufmann et Mehlhorn dis
utent des rapports entre le problème de pavage de 
hemins

arête-disjoints et le problème de ulti�ot. Vues les grandes dimensions des instan
es de


ir
uits VLSI, de nombreuses heuristiques ont été proposées pour résoudre le problème

de pavage d'arbres Steiner, [63, 62, 32℄.

Le problème de routage demande de prendre en 
ompte de nombreux 
ritères: lon-

gueur total des réseaux, nombre de vias, surfa
e totale utilisée, nombre de 
ou
hes...

Deux de 
es 
ritères peuvent être 
onsidérés 
omme prin
ipaux: minimiser la longueur

totale des réseaux et minimiser le nombre de vias. Ces deux 
ritères sont souvent en


ontradi
tion. En e�et, si l'on minimise la longueur des pistes, on augmente le nombre

de 
hevau
hements des réseaux et 
onséquemment le nombre de vias né
essaires. En

fait, si l'on dé�nit une grille G à k 
ou
hes asso
iée à l'instan
e, le 
hoix d'un poids w

sur les arêtes permet d'obtenir une solution qui respe
te l'un des deux 
ritères ou bien

un 
ompromis entre les deux.

Néanmoins, le fait que 
e problème soit multi
ritère in
ite à diviser le problème en

deux parties: tout d'abord minimiser la longueur totale des réseaux puis minimiser le

nombre de vias. En fait, 
'est 
ette solution qui est le plus souvent 
hoisie.

2.2.3 Routage sans a�e
tation aux 
ou
hes

Le 
ritère prin
ipal de l'étape de routage est de minimiser la longueur totale des

pistes. Si l'on 
onsidère uniquement 
e 
ritère pour le routage des réseaux, une étape

spé
i�que d'a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes doit être exé
utée par la suite. Nous

dis
utons d'une telle étape dans la se
tion 2.3. D'autre part, 
ette limitation à un

seul 
ritère permet de réduire la taille du graphe dans lequel on résout le problème de

routage, 
'est-à-dire i
i le problème de pavage d'arbres Steiner.

En e�et, plut�t que résoudre le problème de pavage d'arbres Steiner sur une grille

multiple, on peut se limiter à une grille simple. Une grille simple est une grille à une


ou
he où 
haque arête 
orrespond à k empla
ements superposés sur les k 
ou
hes. A


haque arête e 2 E, on pla
e une 
apa
ité 
(e) qui 
orrespond au nombre de réseaux

qui peuvent être routés sur les empla
ements 
orrespondants. Ce modèle s'appelle

modèle kno
k-knee (ou en genou) 
ar il autorise que deux réseaux soient positionnés en

genou. Si l'on interdit les 
hevau
hements en genou, 
e modèle s'appelle alors modèle

Manhattan.
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2.2.4 Le problème du 
âblage sur k 
ou
hes

On dit qu'un 
ir
uit est 
âblable (wirable) sur k-
ou
hes, k � 1, s'il existe un routage

possible des réseaux sur k 
ou
hes en respe
tant éventuellement des 
ara
téristiques

te
hniques. Par exemple, il peut exister des zones où les vias sont interdits ou même

simplement des zones où trop de réseaux doivent être routés. Le 
âblage a été évoqué

prin
ipalement par Molitor [83, 85℄.

Une première question naturelle est don
 de déterminer si un 
ir
uit est 
âblable

sur un nombre donné de 
ou
hes. Ce problème est en fait très pro
he du problème

de Via Minimization 
ontraint dont nous dis
utons dans la se
tion 2.3. En e�et, tout

algorithme donnant une solution au problème de routage en a�e
tant 
orre
tement les

réseaux sur k 
ou
hes, donne une solution au problème de 
âblage sur k 
ou
hes. C'est

le 
as des algorithmes résolvant le problème de Via Minimization 
ontraint. Pinter [91℄

a donné un algorithme polynomial pour le problème de Via Minimization 
ontraint sur

deux 
ou
hes pour les réseaux ave
 un degré maximum de jon
tion limité à 3. Ainsi,

le problème de 
âblage est polynomial pour k = 2 dans 
e 
as. En revan
he, dans [72℄

il est montré que dé
ider si un routage sur une grille 
arrée peut être réalisé sur trois


ou
hes est NP-
omplet. Par 
ontre, Brady et Brown [18℄ ont montré que tout 
ir
uit

peut être 
âblé sur 4 
ou
hes si l'on autorise les 
hevau
hements en genou.

Une autre question 
onsiste à déterminer, à partir d'une grille sur k 
ou
hes où

un 
ir
uit ne peut être 
âblé, 
omment augmenter la grille pour obtenir un routage

possible. Brady et Sarrafzadeh ont montré dans [19℄ que pour une grille à trois 
ou
hes

où les 
hevau
hement en genou sont autorisés, le problème est NP-
omplet.

Pour les 
ir
uits intégrés, le nombre de 
ou
hes disponibles est fréquemment donné à

l'avan
e pour des raisons te
hnologiques. En e�et, le r�le respe
tif des 
ou
hes empê
he

de leur 
onférer le même r�le lors de l'a�e
tation des réseaux. Ainsi, même pour un


ir
uit intégré de 6 
ou
hes, le routage des réseaux peut se réaliser entièrement sur les

deux 
ou
hes supérieures.

En revan
he, le problème du nombre de 
ou
hes est 
ru
ial pour les 
artes de 
ir
uits

imprimés. En e�et, s'il est possible d'avoir un nombre important de 
ou
hes (12 ou

plus), il est intéressant de minimiser le nombre de 
ou
hes pour réduire les 
oûts de

produ
tion. Néanmoins 
omme 
e 
ritère de nombre de 
ou
hes est en 
ontradi
tion

ave
 la �abilité du 
ir
uit (un nombre important de pistes sur des 
ou
hes trop pro
hes

provoque des problèmes éle
trostatiques), il est souvent préférable de �xer à l'avan
e

le nombre de 
ou
hes en fon
tion de la densité des réseaux à router.
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2.3 Le problème de Via Minimization 
ontraint

Les se
tions pré
édentes ont présenté l'étape d'a�e
tion des 
ir
uits aux 
ou
hes


omme une étape fa
ultative du pro
essus de 
on
eption de 
ir
uits VLSI. En e�et,

l'a�e
tation des 
ir
uits aux 
ou
hes est parfois réalisée pendant l'étape de routage.

Néanmoins, 
ette a�e
tation est souvent ommise pendant le routage. Une telle om-

mission permet de privilégier les 
ritères 
onsistant à minimiser la longueur totale des

réseaux ou la surfa
e de routage. Elle permet aussi de simpli�er les étapes de routage

en utilisant par exemple le modèle Manhattan, voir se
tion 2.2.3.

Le nombre minimal de vias est le 
ritère prin
ipal de l'a�e
tation des réseaux aux


ou
hes, on parle alors d'étape de Via Minimization 
ontraint. Comme le pro
essus de

routage est multi
ritère, même si l'a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes a été réalisée,

le nombre de vias n'est pas for
ément minimal. Ainsi, une étape �nale de Via Minimi-

zation 
ontraint est toujours utile.

Dans 
ette se
tion, nous présentons un état de l'art du problème de Via Minimiza-

tion 
ontraint. Nous donnons ainsi une dé�nition formelle et quelques extensions du

problème.

2.3.1 Dé�nitions

On 
onsidère un 
ir
uit VLSI pour lequel les étapes de pla
ements des 
omposants

et de routage des réseaux ont été réalisées. Par 
onséquent, les réseaux sont positionnés

sur le support du 
ir
uit, 
'est-à-dire que des 
oordonnées dans le plan ont été attribuées

aux points terminaux de 
ha
un des réseaux ainsi qu'à 
ha
une des pistes formant le

réseau. On appelle routage physique des réseaux la donnée de 
es 
oordonnées sur le

support du 
ir
uit. On peut voir un routage physique 
omme le dessin de tous les

réseaux du 
ir
uit sur un même plan, en oubliant la répartition des réseaux sur les


ou
hes. Par la suite, pour un routage physique donné, on appelera réseau la donnée

des 
oordonnées des points terminaux et des pistes qui 
omposent le réseau.

Un routage physique des réseaux peut don
 être fa
ilement représenté sur un plan

par un ensemble de lignes qui peuvent se 
hevau
her. La donnée de l'empla
ement des


omposants est alors gommée, 
omme le montre la �gure 2.7. Sur 
ette �gure, les quatre

réseaux sont symbolisés par quatre types de lignes di�érents et les 
arrés représentent

leurs points terminaux.

Rappelons, tout d'abord, deux dé�nitions évoquées dans les se
tions et2.2. Une jon
-

tion est un point où au moins deux segments de piste d'un même réseau sont 
onne
tés.

Le nombre de segments de piste qui sont in
idents à la même jon
tion est appelé degré



2.3 Le problème de Via Minimization 
ontraint 27

Fig. 2.7 � Un routage physique des réseaux

de jon
tion. Sur la �gure 2.7, le réseau en traits noirs 
omporte une jon
tion de degré 4.

On appelle 
hevau
hement le fait que deux réseaux soient partiellement ou totalement

superposés dans le plan du routage physique. Le plus simple des 
hevau
hement est le


roisement, 
'est-à-dire un point où les segments de pistes de (deux) réseaux di�érents

se ren
ontrent en formant un angle droit.

On appelle a�e
tation valide le fait d'a�e
ter, sur les 
ou
hes du 
ir
uit, les segments

de pistes de 
ha
un des réseaux de façon à 
e que deux segments de piste de réseaux

di�érents ne se 
hevau
hent pas sur une même 
ou
he. Con
rètement, un 
hangement

de 
ou
he est rendu possible par le pla
ement d'un via qui permet la 
onne
tion éle
-

trique des di�érents segments de piste d'un réseau entre des 
ou
hes di�érentes (voir

se
tion 2.3.1). Comme les vias dégradent la performan
e du 
ir
uit et ont un 
oût de

produ
tion non négligeable, il est préférable de minimiser le nombre de vias (sans 
han-

ger le routage). Le problème de Via Minimization 
ontraint sur k 
ou
hes (k-PVMC) se

dé�nit ainsi: étant donné un routage physique des réseaux, déterminer une a�e
tation

valide sur les k 
ou
hes ave
 un nombre minimum de vias.

Via

a) b)

Fig. 2.8 � Exemple de né
essité d'un via pour un 
ir
uit sur deux 
ou
hes
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Observons l'utilité d'un via sur l'exemple 2.8. Le 
ir
uit de la �gure 2.8 a) 
omporte

trois réseaux qui se 
roisent deux à deux. On ne peut dire
tement e�e
tuer une a�e
-

tation de 
es réseaux sur deux 
ou
hes: en e�et, si l'on pla
e l'un des réseaux sur une


ou
he, les deux autres sont né
essairement sur l'autre 
ou
he et ainsi se 
roisent. En

revan
he, si l'on divise un des réseaux en deux segments, on peut a�e
ter un segment

à une 
ou
he et l'autre segment à l'autre 
ou
he. L'a�e
tation sur deux 
ou
hes est

alors possible mais elle né
essite l'utilisation d'un via pour relier les deux segments.

Une telle solution est proposée par la �gure 2.8 b) où les deux types de traits indiquent

sur quelle 
ou
he sont les réseaux ou les segments des réseaux.

La �gure 2.9 illustre le fait que deux a�e
tations valides peuvent avoir des nombres

de vias très di�érents. En e�et, les �gure 2.9 a) et b) donne deux a�e
tations valides

des réseaux du 
ir
uit de la �gure 2.7. La première possède 4 vias tandis que l'autre

n'en né
essite que 2.

a) b)

Fig. 2.9 � Deux exemples d'a�e
tations valides pour le 
ir
uit de la �gure 2.7

Le positionnement des pistes des réseaux les unes par rapport aux autres in�ue sur

les positions des vias. Par exemple, on pla
e plut�t les vias sur les jon
tions en 
oude

ou sur les jon
tions de degré d � 3. De même, 
ertains empla
ements peuvent être

interdits pour le pla
ement d'un via. C'est par exemple le 
as sur des pistes de réseaux

di�érents qui sont trop pro
hes ou se superposent.

Suivant la te
hnologie du 
ir
uit, 
ertaines 
ara
téristiques physiques doivent être

prises en 
ompte. Par exemple, 
ertaines te
hnologies n'autorisent que des vias perçant

deux 
ou
hes.

Les 
ara
téristiques des 
omposants et du 
ir
uit peuvent aussi entraîner le fait que


ertains réseaux soient a�e
tés a priori sur une 
ou
he donnée. On parle de réseau ou

de segment de réseaux pré-a�e
tés.

Pour des raisons de performan
e, on peut vouloir qu'une 
ou
he possède plus ou

moins de réseaux que les autres 
ou
hes. On désigne alors une 
ou
he privilégiée à

laquelle doivent être a�e
tés un nombre plus ou moins important de réseaux. Dans 
e
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as, il faut éventuellement augmenter le nombre de vias pour permettre que d'avantage

de réseaux soient a�e
tés sur la 
ou
he privilégiée.

2.3.2 Le 
as 2 
ou
hes

Le problème de Via Minimization 
ontraint a été parti
ulièrement étudié pour le 
as

deux 
ou
hes. Ce
i est dû, entre autres raisons, au fait que les te
hnologies permettant

des 
ir
uits multi
ou
hes sont plus tardives. Le 
as parti
uliers 2 
ou
hes est en
ore

fréquemment utilisé pour les 
ir
uits imprimés. De plus, au sein d'un 
ir
uit intégré

multi
ou
he, les 
ou
hes ont souvent des fon
tions pré
ises. Ainsi, la minimisation du

nombre de via est uniquement possible qu'entre 
ertaines 
ou
hes, 
e qui peut revenir

à ne pouvoir traiter uniquement le 
as 2 
ou
hes.

2.3.2.1 Etat des travaux

Jusqu'aux années soixante, seules les entreprises d'éle
tronique étaient 
onfrontées

au problème de 
on
eption de 
ir
uits VLSI. A l'intérieur de 
es entreprises, les 
on
ep-

teurs utilisaient des méthodes simples provenant de leur expérien
e d'éle
troni
iens.

La grande majorité des 
ir
uits respe
tait à l'époque la norme 
onsistant à utiliser

uniquement des réseaux de pistes horizontales-verti
ales et 
ontenant uniquement des

jon
tions de degré 2. De plus, les 
artes support ne possèdaient que deux 
ou
hes, la

fa
e supérieure et la fa
e inférieure.

La méthode la plus simple et la plus répandue pour répondre au problème d'a�e
-

tation des réseaux aux 
ou
hes 
onsistait alors à a�e
ter tous les segments de pistes

verti
aux sur la 
ou
he supérieure et tous les segments horizontaux sur l'autre 
ou
he.

Ainsi au
une piste n'en 
hevau
he une autre. En revan
he, à 
haque 
oude de 
haque

réseau, un via est né
essaire. C'est en
ore 
ette heuristique qui est développée dans

[20℄ en 1972.

Notons néanmoins, que dans le 
as d'une 
arte de 
ir
uits à 2 
ou
hes, 
ette heuris-

tique donne fa
ilement une solution valide pour une instan
e du 2-PVMC.

Hashimoto et Stevens [52℄ ont été les premiers à s'intéresser au 2-PVMC. En fait,

ils ont été les premiers à véritablement isoler la notion de Via Minimization 
ontraint

au sein du pro
essus de 
on
eption de 
ir
uits VLSI. Ils 
onsidèrent le problème du

2-PVMC restreint aux instan
es de degré maximum de jon
tion 2. De plus, ils limitent

les empla
ements possibles pour les vias aux 
oudes que forment les réseaux.

L'idée prin
ipale de leur modélisation est de 
onstruire un graphe planaire à partir
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d'une instan
e du 2-PVMC. Ils démontrent que résoudre une instan
e du 2-PVMC

dans 
e 
as parti
ulier se ramène à re
her
her un sous-graphe biparti partiel de poids

maximum. Ainsi, une bipartisation de l'ensemble des sommets du graphe 
orrespond

à une bipartition de l'ensemble des segments de réseaux de l'instan
e, 
'est-à-dire une

répartition des segments entre les deux 
ou
hes.

Hadlo
k a développé dans [50℄ le premier algorithme polynomial pour le problème

de la 
oupe maximum dans les graphes planaires. Ainsi, les travaux d'Hashimoto et

Stevens ont montré que le 2-PVMC possède des 
as parti
uliers polynomiaux.

Ciesielski et Kinnen [31℄ proposent une formulation du problème de 2-PVMC sous

forme d'un programme linéaire en 0-1. Cette formulation permet de traiter toute ins-

tan
e du 2-PMVC dans le 
adre très général des 
ir
uits VLSI ave
 degré de jon
tion

quel
onque. Néanmoins, la taille du programme linéaire résultant est exponentielle. De

plus, 
ette formulation ne permet que d'utiliser des méthodes de bran
hements, 
e qui

rend 
ette formulation inutilisable en pratique. Elle est 
ependant la première méthode

qui traite le 
as général du 2-PVMC.

Le 
as parti
ulier du 2-PVMC est 
elui où d, le degré maximum des jon
tions d'une

instan
e de 2-PVMC, est limité à 3. Les travaux initiés par Chen, Kajitani et Chan

[59, 24℄ d'une part et 
eux de Pinter [91℄, d'autre part, ont pu montrer que le 2-PVMC

ave
 d � 3 peut être réduit au problème de la 
oupe maximum dans un graphe planaire,

et peut ainsi être résolu en temps polynomial.

Ces deux modélisations, ainsi que les travaux qui se sont appuyés dessus, sont pré-

sentés en détail dans les se
tions 2.3.2.2 et 2.3.2.3.

Dans [9, 11℄, Barahona donne une modélisation pro
he de 
elle de Kajitani. Pour les

instan
es du 2-PVMC ave
 d � 2, il propose un algorithme polynomial en O(n

3=2

log(n))

où n est le nombre de 
roisements de l'instan
e. Pour 
ela, il ramène le problème dans


e 
as parti
ulier au problème du postier 
hinois [10℄.

Dans [97℄, Shi propose un modèle pour le 2-PVMC quelque soit le degré de jon
-

tion des réseaux. Il ramène 
e problème au problème d'équilibrage maximal dans un

hypergraphe signé. Constatant qu'il n'existe pas d'algorithme pour résoudre 
e pro-

blème, Shi, Vannelli et Vla
h proposent dans [99℄ une heuristique qu'ils testent sur de

petites instan
es de 
ir
uits VLSI. Dans [98℄, Shi et Brzozowski prouvent que 
e dernier

problème est NP-
omplet.

Des méthodes heuristiques ont été également développées pour le 2-PVMC, (voir

Chen, Kajitani et Chan [24℄, de Na
lerio, Masuda et Nakajima [87℄, de Chang et Du

[23℄ et de Ahn et Sahni [3℄). La plupart des heuristiques permettent de donner des

solutions appro
hées pour des instan
es du 2-PVMC ayant un degré maximum de
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jon
tions supérieur à 3.

Parmi les solutions optimales ayant un nombre de vias minimum, 
ertaines solutions

peuvent être préférées à d'autres pour des raisons éle
trostatiques. Dans [25℄, Chen

et Koren proposent d'améliorer une solution obtenue pour une instan
e du 2-PVMC.

Pour une instan
e donnée, ils dé�nissent un indi
ateur probabiliste de pannes, basé,

entre autres, sur la densité de vias sur une surfa
e donnée. Leur heuristique dépla
e les

vias le long des résaux de manière à diminuer la valeur de l'indi
ateur.

En�n, plusieurs travaux traitent du problème de Via Minimization 
ontraint hié-

rar
hique sur deux 
ou
hes. Un 
ir
uit peut être divisé en sous-
ir
uits qui peuvent

être, à leur tour, subdivisés. Par exemple, les 
ir
uits systoliques sont 
omposés d'un

quadrillage de sous-
ir
uits identiques. Tous les sous-
ir
uits identiques d'un tel 
ir-


uit doivent avoir le même routage et la même a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes.

Néanmoins, 
es sous-
ir
uits sont reliés entre eux par des réseaux de pistes qu'il faut,

eux-aussi, a�e
ter aux 
ou
hes. On parle dans 
e 
as de problème de Via Minimization


ontraint hiérar
hique (2-PVMCH).

Dans [82℄, Molitor traite le 
as des 
ir
uits systoliques. Il propose un algorithme po-

lynomial, basé sur le modèle de Pinter, qui résout le 2-PVMCH pour 
e 
as parti
ulier.

Molitor généralise ensuite ses résultats dans [84℄ à d'autres 
ir
uits.

Molitor, Sparmann et Wagner [86℄ s'interrogent sur l'impa
t de la préa�e
tation des

points terminaux sur des 
ou
hes. Dans le 
as où un 
ir
uit est divisé en plusieurs sous-


ir
uits distin
ts, on 
onsidère déjà réalisée l'a�e
tation aux 
ou
hes des sous-
ir
uits.

Les auteurs dé�nissent le problème suivant: déterminer une solution du 2-PVMC, pour

le 
ir
uit tout entier, en 
onservant l'a�e
tation aux 
ou
hes des sous-
ir
uits. Ils dé-

montrent que 
e problème est NP-
omplet. En revan
he, ils dé�nissent le 
as parti
ulier

où les pistes 
onduisant l'alimentation éle
trique des 
omposants du 
ir
uit ont déjà

été a�e
tées à une 
ou
he parti
ulière. Ils démontrent alors que 
e 
as parti
ulier est

solvable en temps polynomial.

Un survey sur le 2-PVMC peut être trouvé dans [80℄ où Möhring, Wagner et Wagner

proposent un survey général de la 
on
eption de 
ir
uits VLSI. Dans [85℄, Molitor

présente un large survey sur les notions de 
âblage (voir se
tion 2.2.4) et du problème

de Via Minimization 
ontraint.

Dans les deux se
tions qui suivent, nous présentons les travaux issus des modèles de

Kajitani [59℄ et de Pinter [91℄.
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2.3.2.2 Le modèle de Kajitani

Kajitani présente dans [59℄ un modèle pour le 2-PVMC lorsque les réseaux ont un

degré de jon
tion limité à 2. Il démontre que le 2-PVMC se ramène au problème de

la 
oupe maximum dans un graphe planaire. Dans [24℄, Chen, Kajitani et Chan dé-

montrent que le 2-PMVC se ramène au problème du sous-graphe biparti partiel. Dans

[81℄, Molitor étend le modèle aux instan
es de 2-PVMC pour des instan
es de degré

maximum de jon
tion 3.

Nous présentons i
i 
e modèle dans le 
as des instan
es de degré maximum de jon
-

tion limité à 2.

Soit une instan
e du 2-PVMC de degré maximum de jon
tion 2 dont tous les points

terminaux sont situés sur le bord. On suppose que deux segments de pistes de l'instan
e

qui se 
hevau
hent forment un 
roisement. Soit G

K

= (V;E) le graphe où les sommets

de V 
orrespondent aux 
roisements de l'instan
e et il existe une arête entre deux

sommets v

1

; v

2

si les deux 
roisements 
orrespondant à v

1

et à v

2

sont reliés par un

segment de piste d'un réseau, sans que 
e segment ne porte d'autre 
roisement. Par


onstru
tion, le graphe G

K

est planaire. La �gure 2.10 a) montre une instan
e du

2-PVMC et la �gure 2.10 b) donne le graphe G

K

asso
ié.

a) b)

Fig. 2.10 � a) Une instan
e du 2-PVMC et b) le graphe G

K


orrespondant

En fait, lors de 
ette modélisation, un réseau est partitionné en segments. Ces seg-

ments sont les pistes (d'un même réseau) qui se situent entre deux 
roisements. Le

problème du 2-PVMC pour 
ette instan
e revient à trouver une a�e
tation valide de

tous 
es segments, 
'est-à-dire à donner une bipartisation V = V

1

\ V

2

du graphe G

K

de façon à 
e que les deux 
onditions suivantes soient respe
tées.

� Deux sommets adja
ents 
orrespondant à deux segments d'un même réseau sont

tous deux dans V

1

ou dans V

2

.

� Deux sommets adja
ents 
orrespondant à deux segments de réseaux di�érents

sont l'un dans V

1

et l'autre dans V

2

.
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Ainsi le 2-PVMC, dans 
e 
as, se ramène à la re
her
he d'un sous-graphe biparti partiel

de 
ardinalité maximum dans G

K

. CommeG

K

est planaire, il en résulte que le 2-PMVC

peut être résolu en temps polynomial dans 
e 
as.

Dans [24℄, Chen, Kajitani et Chan indiquent 
omment le modèle peut être étendu

aux 
as où les 
hevau
hements ne se limitent pas à un point. En revan
he, dans [70℄,

Letrouit 
onsidère les instan
es où les points terminaux peuvent être situés au 
entre

du 
ir
uit. Il montre que, dans 
e 
as, le résultat de Chen, Kajitani et Chan ne peut

être appliqué.

2.3.2.3 Le modèle de Pinter

Pinter [91℄ introduit une modélisation du 2-PVMC di�érente de 
elle de Kajitani.

Celle-
i permet de traiter le 
as des instan
es de degré maximum de jon
tions inférieur

ou égal à 3. Pinter démontre que, dans 
e 
as, le 2-PVMC se ramène au problème de

la 
oupe maximale dans un graphe planaire. Dans 
e qui suit, on présente 
e modèle.

On 
onsidère une instan
e du 2-PVMC de degré maximum de jon
tion limité à 2. On

suppose que, pour 
ette instan
e, deux segments de pistes qui se 
hevau
hent, forment

un 
roisement. Dans un premier temps, on énumère les segments de réseaux qui ne

peuvent porter de vias. Par exemple, lorsque deux segments de réseaux dis
tints sont

trop pro
hes l'un de l'autre, ils ne peuvent ni l'un ni l'autre porter un via.

La �gure 2.11 donne une instan
e du 2-PVMC. Les 7 réseaux sont tous de degré

maximum de jon
tion 2 et sont di�éren
iés par des types de traits distin
ts.

Fig. 2.11 � Une instan
e du 2-PVMC

On appelle se
tions-
âble les se
tions 
roisant d'autres réseaux et ne pouvant pas por-

ter de via et se
tions libres 
elles 
onne
tant deux se
tions-
âble. Les réseaux peuvent
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don
 être partionnés en se
tions-
âbles et se
tions libres.

La �gure 2.12 a) représente les di�érentes se
tions pour l'instan
e de la �gure 2.11.

Les se
tions-
âble sont en trait épais et sont numérotées. Les se
tions libres sont en

pointillés. Par exemple, les se
tions-
âble 5 et 10 
orrespondent à deux segments de

réseaux qui se 
roisent et qui ne peuvent pas porter de via. De même, les se
tions 6,7,11

et 13 sont quatre segments qui appartiennent à des réseaux distin
ts et qui sont trop

pro
hes les uns des autres pour pouvoir porter un via.

9
4

32

8

6 13

5

10

7

11

14

12

1
Section−cable

Section libre

1 2 3 4

9

5

10

6 7

11

13

8

12

14

a) b)

Fig. 2.12 � a) Les se
tions de l'instan
e de la �gure 2.11 et b) le graphe G

P

asso
ié

Soit le graphe G

P

= (S;C [ X) où les sommets 
orrespondent aux se
tions-
âble.

L'ensemble des arêtes est formé de deux ensembles. L'ensemble C des arêtes dites de


ontinuité et l'ensembleX des arêtes dites de 
on�it. Une arête de 
ontinuité e 2 C relie

deux sommets 
orrespondant à deux se
tions-
âble 
onne
tées par une se
tion libre.

Une arête de 
on�it e 2 X relie deux sommets 
orrespondant à des se
tions-
âble qui

se 
hevau
hent. (On rappelle que deux segments de réseaux se 
hevau
hent lorsqu'ils

sont trop pro
hes pour être a�e
tés à la même 
ou
he, voir se
tion 2.3.1). La �gure

2.12 b) donne le graphe G

P

asso
ié à l'instan
e de la �gure �gure 2.12 a). Les arêtes en

pointillés du graphe de la �gure 2.12 b) représentent les arêtes de 
ontinuité et 
elles

en traits pleins 
orrespondent aux arêtes de 
on�it.

Considérons le graphe G

X

= (S;X). Noter que G

X

n'est pas 
onnexe et que 
ha
une

de ses 
omposantes 
onnexes 
orrespond à un ensemble de sommets reliés par des arêtes

de 
on�it. Si une des 
omposantes 
onnexes de G

X

n'est pas bipartie, alors il n'existe

pas d'a�e
tation valide sur deux 
ou
hes pour les se
tions-
âble de la 
omposante


onnexe. En e�et, s'il existe une a�e
tation valide des se
tions-
âbles, alors on peut


onstruire une bipartition des sommets de la 
omposante de façon à 
e que, pour toute
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arête (de 
on�it), ses extrémités soient dans des éléments di�érents de la partition.

On peut don
 supposer que 
ha
une des 
omposantes 
onnexes de G

X

est bien

bipartie. Ainsi, pour 
haque 
omposante 
onnexe de G

X

, si l'on �xe sur une 
ou
he la

se
tion-
âble 
orrespondant à l'un des sommets de la 
omposante, alors l'a�e
tation

des autres se
tions-
âble peut être dire
tement déduite. Ainsi, il n'existe que deux

a�e
tations valides possibles pour 
haque 
omposante.

Parallèlement, 
onsidérons une arête de 
ontinuité v

1

v

2

de C. Si les se
tions-
âble


orrespondant à v

1

et v

2

sont sur deux 
ou
hes di�érentes, la se
tion libre 
orrespondant

à v

1

v

2

doit porter un via.

Soit G

=X

= (V;E) le graphe obtenu à partir de G

P

en 
ontra
tant les 
omposantes


onnexes de G

X

et en remplaçant les arêtes parallèles qui en résultent par une arête

unique. Noter que G

=X

est planaire. On asso
ie à 
haque sommet u de V un des

sommets de la 
omposante 
ontra
tée. On note alors v

i

le sommet de V 
orrespondant

à la se
tion-
âble i asso
iée à 
e sommet.

On asso
ie à 
haque arête e = v

1

v

2

2 E le poids �(e) égal au nombre de 
hangements

de 
ou
hes né
essaires sur un réseau si les se
tions-
âble 
orrespondant à v

1

et v

2

sont

sur une même 
ou
he. De même, on asso
ie à e = v

1

v

2

2 E un deuxième poids Æ(e) égal

au nombre de 
hangements de 
ou
hes né
essaires sur un réseau si les se
tions-
âble


orrespondant à v

1

et v

2

sont sur des 
ou
hes di�érentes. La �gure 2.13 a) donne le

graphe G

=X


orrespondant à l'instan
e de la �gure 2.13 a). Sur la �gure, Les arêtes

e 2 E du graphe portent le 
ouple de poids (�(e); Æ(e)).

1

5
(0,1)

(0,2)

(1,1)

(1,0)

(0,1)

6
8

Fig. 2.13 � Graphe G

=X

asso
ié à l'instan
e de la �gure 2.12

Soit W un sous-ensemble de sommets de V . On dé�nit alors le poids suivant asso
ié

à W .

z(W ) =

X

e2E(W )

�(e) +

X

e2E(W )

�(e) +

X

e2Æ(W )

Æ(e):

Posons K =

P

e2E

�(e) et, pour tout e 2 E, 
(e) = Æ(e) � �(e). On peut alors
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réé
rire z(W ) ainsi

z(W )�K =

X

e2Æ(W )


(e):

Pinter [91℄ montre que re
her
her une a�e
tation valide pour les réseaux de l'instan
e

ave
 un nombre de vias minimum, se ramène à la détermination d'une 
oupe de poids

maximum dans le graphe G

=X

muni du système de poids 
.

Ce résultat peut s'étendre aux instan
es de degré maximum de jon
tion égal à 3.

Pour 
ela, on doit modi�er légèrement le graphe G

P

. Si trois se
tions-
âble se joignent

en une jon
tion de degré 3, G

P


ontient trois arêtes reliant entre eux les sommets


orrespondant à 
es se
tions-
âble (voir la �gure 2.14). On 
onsidère 
es arêtes 
omme

des arêtes de 
ontinuité et elles interviennent di�éremment dans le 
al
ul des poids Æ

et �.

sections−cable

1

32
3

1

2

Fig. 2.14 � Passage au degré 3 de jon
tion

Ainsi, Pinter montre que le 2-PVMC dans le 
as des instan
es de degré maximum

de jon
tion limité à 3 se ramène au problème de la 
oupe maximum dans un graphe

planaire. Comme, dans 
e 
as, le problème de la 
oupe maximum est polynomial, il en

résulte que le 2-PVMC est polynomial dans 
e 
as.

Dans [64℄ Kuo, Chern et Shih 
onsidèrent le modèle de Pinter et donnent un algo-

rithme de résolution en O(n

3=2

log(n)) où n est le nombre de 
omposantes 
onnexes

dans le graphe G

X

.

Barahona, Gröts
hel, Jünger et Reinelt [12℄ proposent un algorithme de 
oupes pour

le 2-PVMC basé sur le polyèdre des 
oupes. L'étude de 
e polyèdre edt initiée par

Barahona et Mahjoub dans [13℄.

Dans [12℄, les auteurs proposent une méthode pour prendre en 
ompte la notion de


ou
he préférée (voir se
tion 2.3.1). Ils dé�nissent un paramètre permettrant de �xer

à l'avan
e le pour
entage de réseaux que l'on désire a�e
ter sur la 
ou
he préférée.

Pour une valeur donnée de 
e paramètre, leur algorithme permet de donner la solution

optimale du 2-PVMC.
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En utilisant à nouveau le modèle de Pinter, Gröts
hel, Jünger et Reinelt [42℄ donnent

une heuristique pour le 2-PVMC dans le 
as des instan
es de degré maximum de

jon
tion limité à 3.

2.3.3 Le 
as multi
ou
he

Lorsque le nombre de 
ou
hes dépasse 2, le problème de Via Minimization 
ontraint

n'a été traité que par des méthodes heuristiques. Ces heuristiques s'appliquent à des

instan
es de degré maximum de jon
tion quel
onque.

Chang et Du [23℄ sont les premiers à proposer une heuristique pour le 3-PVMC.

Elle 
onsiste à améliorer itérativement une solution initiale en essayant d'éliminer un

via par la réa�e
tation sur une autre 
ou
he des segments de réseaux in
idents à 
e

via. Fang, Chang, Feng et Chen [37℄ améliorent 
ette idée en proposant deux niveaux,

global et lo
al, pour e�e
tuer 
es itérations. Dans [30℄, Chou et Lin proposent un

re
uit simulé pour des instan
es sur 3 
ou
hes. Leur heuristique s'appuie sur un graphe

de modélisation dont ils essayent de partitionner l'ensemble des sommets en 3 sous-

ensembles. Chang et Cong [22℄ donnent également une heuristique itérative pro
he d'un

re
uit simulé. Leur algorithme est basé sur une modélisation du problème sous forme

d'un graphe dans lequel l'algorithme re
her
he un arbre induit.

2.3.4 Complexité

Nous avons vu dans la se
tion pré
édente que le k-PVMC peut être résolu en temps

polynomial si k = 2 et si le degré maximum de jon
tion est inférieur ou égal à 3

[59, 24, 91℄.

Choi, Nakajima et Rim [28℄ montrent que le 2-PVMC est NP-
omplet pour un

degré maximum de jon
tion d égal à 4. Ils montrent que le problème du sous-graphe

biparti induit dans un graphe planaire de degré maximum égal à 4 se ramène (en temps

polynomial) au 2-PVMS ave
 d = 4. Comme le problème du sous-graphe biparti induit

est NP-
omplet dans 
e 
as [28℄, le 2-PVMC ave
 d = 4 est également NP-
omplet.

Dans [83℄, Molitor montre que le k-PVMC pour k � 3 est NP-
omplet même lorsque

d � 3. Pour 
ela, il réduit une instan
e du problème de 3-
oloration des graphes en une

instan
e du 3-PVMC.
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2.4 Con
lusion

La 
on
eption de 
ir
uits VLSI est un pro
essus 
omplexe qui donne lieu à plusieurs

problèmes d'optimisation 
ombinatoire. Progressivement, 
e thème d'éle
tronique est

devenu un domaine de re
her
he en optimisation 
ombinatoire.

Le problème de Via Minimization 
ontraint a attiré l'attention de plusieurs 
her-


heurs. Des dizaines de papiers ont été publiés sur di�érents aspe
ts, en parti
ulier la


omplexité du problème et des modèles exa
ts et appro
hés. Pour le premier type de

modèle, seul le 
as de 2 
ou
hes et de degré maximum de jon
tion de jon
tion � 3 a été

étudié. Dans le 
hapitre suivant, nous proposons un modèle pour 
e problème quelque

soit le nombre de 
ou
hes et le degré maximum de jon
tion.
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Chapitre 3

Modélisation du problème de Via

Minimization 
ontraint

Dans 
e 
hapitre, nous donnons une modélisation pour le problème de Via Minimiza-

tion 
ontraint quelque soit le nombre k de 
ou
hes et le degré maximum des jon
tions.

Nous montrons que 
e problème se ramène à la re
her
he d'un sous-graphe k-parti in-

duit dans un graphe approprié. Nous dis
utons également d'extensions de notre modèle

pour prendre en 
ompte 
ertaines 
ontraintes te
hniques.

3.1 Dé�nitions

Comme on l'a vu dans le 
hapitre pré
édent, le problème de Via Minimization


ontraint sur k 
ou
hes (k-PVMC) 
onsiste à déterminer une a�e
tation valide sur

les k 
ou
hes ave
 un nombre minimum de vias.

Considérons don
 un routage physique des réseaux. Supposons i
i que deux réseaux

qui se 
hevau
hent forment un 
roisement ou un 
hevau
hement en genou. Par 
onsé-

quent, 
e 
hevau
hement est limité à un point. On appelle problème de Via Minimiza-

tion 
ontraint ave
 
roisements (k-PVMCC) le problème de Via Minimization 
ontraint

sur k 
ou
hes lorsque les 
hevau
hements sont limités à un point. D'autre part, nous

supposons que les vias peuvent être per
és en tout lieu du 
ir
uit. La �gure 3.1 présente

un routage physique de 4 réseaux.

Remarquons tout d'abord que tout réseau peut être dé
rit 
omme un arbre dont les

sommets pendants sont les points terminaux et les autres sommets sont de degré � 3.
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Fig. 3.1 � Une instan
e du k-PVMCC

Aussi tout sommet non terminal d'un tel arbre est une jon
tion de degré � 3. De plus,

tout point d'un segment de piste di�érent d'un sommet de 
et arbre peut être 
onsidéré


omme une jon
tion de degré 2.

Dans le sou
is de simpli�er la modélisation, nous introduisons quelques terminolo-

gies. On appelle 2-segment toute 
olle
tion de segments de piste d'un même réseau si


es segments sont adja
ents et ne 
ontiennent pas de jon
tion de degré � 3 en tant que

point intérieur. Notons qu'un 2-segment peut être vu 
omme une piste qui joint deux

points du réseau et qui ne passent pas par une jon
tion de degré � 3. A tout 2-segment

qui ne 
ontient pas de 
roisement et dont 
haque extrémité est soit un point terminal,

soit un 
roisement, on asso
ie une jon
tion (de degré 2) qui 
orrespond à un point (�xé)

à l'intérieur du 2-segment. Une jon
tion sera appelée jon
tion 
entrale si elle est une

jon
tion asso
iée à un 2-segment ou si elle est une jon
tion de degré � 3. Ces jon
tions


entrales, asso
iées aux 2-segments, peuvent être vues 
omme de nouveaux points du

réseau. On appelle bran
he tout 2-segment qui ne 
ontient pas de jon
tion 
entrale et

qui lie soit deux jon
tions 
entrales, soit une jon
tion 
entrale et un terminal. On peut

observer que, pour 
haque jon
tion 
entrale j de degré d, il existe d bran
hes qui ont

j pour extrémité. On peut aussi remarquer que l'ensemble des bran
hes 
onstitue une

partition du 
ir
uit. De plus, 
omme les réseaux ne se 
roisent pas, il y a exa
tement

deux bran
hes qui se ren
ontrent à 
haque 
roisement, et, de même, qu'une bran
he

ne peut 
roiser qu'au plus une autre bran
he.

La �gure 3.2 a) montre un 
ir
uit de trois réseaux. On peut observer par exemple

que le réseau en pointillés possède quatre bran
hes, deux d'entre elles sont entourées

sur la �gure 3.2 b). Sur la �gure 3.2 b), les jon
tions 
entrales sont indiquées par des

triangles. On peut aussi noter que le réseau en traits pleins 
ontient une jon
tion de

degré 4.

La première étape de résolution d'une instan
e du k-PVMCC est de prévoir les

empla
ements qui peuvent porter un via. Le lemme suivant identi�e 
es pla
es pour
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a) b)

Fig. 3.2 � Une instan
e du k-PVMCC et ses jon
tions 
entrales

notre modèle.

Lemme 3.1.1 Etant donnée une instan
e du k-PVMCC, un ensemble optimal de vias

peut être pris parmi les jon
tions 
entrales.

Preuve. Notons tout d'abord que, pour toute instan
e du k-PMVC, il existe une

a�e
tation valide, et, par 
onséquent, une a�e
tation valide optimale. En fait, on peut

d'abord a�e
ter arbitrairement les bran
hes de l'instan
e aux k-
ou
hes de manière

à 
e que deux bran
hes qui se 
roisent soient sur des 
ou
hes di�érentes. Les vias


orrespondant à 
ette a�e
tation doivent alors être per
és sur les jon
tions 
entrales

qui ont au moins deux de leur bran
hes in
identes sur des 
ou
hes di�férentes.

Considérons à présent une a�e
tation valide optimale. Pour prouver le lemme, il su�t de

montrer qu'une telle a�e
tation peut être 
hoisie sans via à l'intérieur d'une bran
he.

Considérons une bran
he b dont les extrémités sont p

1

et p

2

. Soit k

i

le nombre de

segments de piste in
idents à p

i

pour i = 1; 2. Notons que si k

i

= 1 (resp. k

i

> 1), p

i

est un point terminal (une jon
tion 
entrale). Pour i = 1; 2, nous disons que p

i

est de

type 1 si tous les segments de pistes in
idents à p

i

(et di�érents de b) sont a�e
tés sur

une même 
ou
he. Autrement, p

i

est dit de type 2.

Supposons tout d'abord que b ne 
roise pas de segment de piste. Si les deux extrémités

de b sont de type 2, alors deux vias sur p

1

et p

2

sont su�sants pour relier b et ses

segments in
idents. Comme l'a�e
tation est optimale, au
un via supplémentaire n'est

né
essaire sur b. Si une seule des extrémités, disons p

1

, est de type 2, 
omme l'a�e
tation

est optimale, il doit y avoir exa
tement un via sur b. De plus, 
e via peut être per
é

sur p

1

. Si ses deux extrémités sont de type 1, au plus un via est né
essaire pour b, et

il peut don
 être per
é sur p

1

ou sur p

2

.

Maintenant supposons que b 
roise un segment de piste a�e
té à une 
ou
he, disons

A. Notons par b

0

le sous-segment de b 
ontenant le 
roisement. b

0

doit être a�e
té

à une 
ou
he di�érente de A. Notons aussi par b

1

(resp. b

2

) les segments entre p

1

(resp. p

2

) et b

0

. Si, pour i 2 f1; 2g, p

i

est soit de type 2, soit de type 1 ave
 tous ses
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segments in
idents sur la 
ou
he A, alors b

i

doit porter un via qui peut être per
é en

p

i

. Autrement, les deux extrémités p

1

et p

2

sont de type 1 ave
 tous leurs segments

in
idents sur des 
ou
hes di�érentes de A. Ce dernier 
as requiert au plus un via sur b

qui peut être per
é sur p

1

ou p

2

. 2

D'après le lemme 3.1.1, un ensemble optimal de vias peut être 
hoisi parmi l'ensemble

des jon
tions 
entrales, 
e qui revient à dire que, pour toute solution optimale, toute

bran
he doit être entièrement a�e
tée à l'une des 
ou
hes. De plus, une jon
tion 
entrale

porte un via si et seulement si au moins deux de ses bran
hes in
identes sont a�e
tées

à des 
ou
hes di�érentes. Par 
onséquent, le k-PVMCC se ramène à re
her
her une

a�e
tion valide des bran
hes sur les k 
ou
hes en mimisant le nombre de jon
tions


entrales ayant ses bran
hes sur des 
ou
hes di�érentes.

3.2 Modélisation du k-PVMCC

3.2.1 Le graphe de modélisation

Considérons une instan
e du k-PVMCC ave
 N réseaux, dont on note J l'ensemble

des jon
tions 
entrales et B 
elui des bran
hes. On asso
ie à l'instan
e le graphe G =

(V;E) dé�ni 
omme suit: pour 
haque jon
tion 
entrale j 2 J (resp. bran
he b 2 B),

on asso
ie un sommet dans V appelé sommet-jon
tion (resp. sommet-bran
he). Une

arête uv appartient à E si et seulement si soit u et v 
orrespondent à des bran
hes

qui se 
roisent, soit un des sommets 
orrespond à une jon
tion 
entrale j et l'autre

à une bran
he in
idente à j. On peut remarquer que 
e graphe ne dépend pas du

nombre de 
ou
hes du 
ir
uit. Pour le 
ir
uit de la �gure 3.1, le graphe de modélisation


orrespondant est montré dans la �gure 3.3, où les sommets-jon
tion sont représentés

par des triangles et les sommets-bran
he par des 
er
les.

Fig. 3.3 � Le graphe G asso
ié à l'instan
e de la �gure 3.1
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Dans 
e qui suit, nous dis
utons des propriétés du graphe G.

Lemme 3.2.1

i) Un sommet-jon
tion est adja
ent uniquement à des sommets-bran
he.

ii) Un sommet-bran
he est adja
ent à au moins un sommet-jon
tion.

iii) Un sommet-bran
he est de degré au plus trois.

iv) Un sommet-bran
he est adja
ent à au plus un sommet-bran
he.

Preuve. i), ii) et iii) dé
oulent dire
tement de la 
onstru
tion de G.

iv) Supposons qu'il existe une 
haîne 
onsistuée de trois sommets-bran
he u

1

; u

2

; u

3

.

Soit b

1

; b

2

; b

3

les bran
hes 
orrespondant respe
tivement à u

1

; u

2

; u

3

;. Par 
onstru
tion

de G, 
ela signi�e que b

2


roise à la fois b

1

et b

3

. Cependant le 2-segment dé�ni entre

les 
roisements (b

2

; b

1

) et (b

2

; b

3

) doit porter une jon
tion 
entrale. Ce
i 
ontredit le fait

que b

2

est une bran
he. 2

Considérons à présent le graphe G

k

= (V

k

; E

k

) obtenu à partir de G 
omme suit:

pour 
haque arête uv 2 E tel que u et v 
orrespondent respe
tivement à une jon
tion

j 2 J et une bran
he b 2 B, on �te uv et on ajoute un sous-graphe 
omplet de k � 1

sommets universels à u et à v. On note K l'ensemble des graphes 
omplets de k � 1

sommets ajoutés à G. On peut remarquer que 
es graphes sont deux à deux sommets

disjoints. Le graphe G

k

sera appelé graphe de modélisation. Les nouveaux sommets de

V

k

n V seront appelés sommets pseudo-bran
hes. La �gure 3.4 montre le graphe de

modélisation G

3

asso
ié à l'instan
e de la �gure 3.4.

Fig. 3.4 � Le graphe de modélisation G

3

de l'instan
e de la �gure 3.1

La �gure 3.5 a) montre une instan
e du 3-PVMC et la �gure 3.5 b) montre le graphe

G

3

qui en est asso
ié. On peut noter que 
ette instan
e de 3-PVMC est une des plus
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petites instan
es ne pouvant être 
âblées sur 3 
ou
hes sans via. En e�et, une solution

sans via oblige à a�e
ter intégralement deux réseaux sur la même 
ou
he. Or, sur 
ette

instan
e, les 4 réseaux se 
roisent les uns les autres, 
e qui rend impossible une telle

a�e
tation.

a) b)

Fig. 3.5 � a) Une instan
e du 3-PVMC et b) le graphe G

3


orrespondant

Comme nous allons le démontrer, le k-PVMCC est équivalent au problème du sous-

graphe k-parti induit sur G

k

selon un poids parti
ulier asso
ié à 
es sommets. A�n

de donner 
e résultat, nous dis
utons d'abord de 
ertaines propriétés du graphe de

modélisation.

Lemme 3.2.2

i) Un sommet pseudo-bran
he v est de degré k, il est adja
ent à k�2 autres sommets

pseudo-bran
hes, un sommet-bran
he et un sommet-jon
tion.

ii) Un sommet-jon
tion, de degré d dans G, est universel dans G

k

à d graphes de K.

iii) Un sommet-bran
he est universel à au plus deux graphes de K.

iv) Un sommet-bran
he est adja
ent à au plus un autre sommet-bran
he.

Preuve. Ces quatre propriétés peuvent être dire
tement déduites de la 
onstru
tion

de G et de G

k

. 2

Dans le reste de 
ette se
tion, on note U

i

l'ensemble des sommets de V qui sont

asso
iés au réseau i, i 2 f1; :::; ng. On note également U

k

i

le sous-ensemble de V

k

formé par les sommets de U

i

et les sommets pseudo-bran
hes adja
ents à U

i

dans G

k

,

i 2 f1; :::; ng.

Lemme 3.2.3

i) Toute arête ayant exa
tement une extrémité dans U

k

i

a pour extrémité deux

sommets-bran
he.
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ii) G

k

(U

k

i

) est k-parti.

iii) Pour toute k-partition (W

1

; :::;W

k

) de G

k

(U

k

i

), il existe j 2 f1; :::; kg, tel que les

sommets-bran
he de U

k

i

sont tous dans W

j

.

Preuve. Les propriétés i) et ii) peuvent être fa
ilement déduites de la 
onstru
tion du

graphe G

k

et du fait que G(U

i

) est un arbre pour i = 1; :::; N .

iii) Il su�t de prouver que la propriété est vraie pour deux sommets-bran
he u

1

; u

2

adja
ents dans G au même sommet-jon
tion v. Remarquons tout d'abord que u

1

(resp.

u

2

) est universel à un graphe K

1

(resp. K

2

) de K. Maintenant, s.p.d.g., supposons que

u

1

2 W

1

. Alors jW

i

\ V

k

(K

1

)j = 1 pour i = 2; :::; N . Puisque v est universel à K

1

, v

doit appartenir à W

1

. Et, puisque v est aussi universel à K

2

, on a jW

i

\ V

k

(K

2

)j = 1,

pour i = 1; :::; N . Ce qui implique que u

2

appartient à W

1

. 2

3.2.2 Equivalen
e ave
 le k-PSPI

Dans 
ette se
tion, nous démontrons que le k-PVMCC est équivalent au k-PSPI sur

le graphe de modélisation G

k

.

On asso
ie, aux sommets du graphe de modélisation G un ve
teur poids �
 2 IR

V

dé�ni par �
(u) = 1 si u est un sommet-jon
tion et �
(u) = 3 si u est un sommet-bran
he

ou un sommet pseudo-bran
he. On a alors le résultat suivant.

Lemme 3.2.4 Tout sous-graphe k-parti induit de G

k

de poids maximum selon 
 
ontient

tous les sommets-bran
he et tous les sommets pseudo-bran
hes.

Preuve. Supposons, au 
ontraire, qu'il existe un sous-graphe k-parti induit de poids

maximum

e

G

k

= (

e

V

k

; E

k

(

e

V

k

)) et un sommet-bran
he ou sommet pseudo-bran
he v

0

en

dehors de

e

V

k

. Prenons (

e

V

k

1

; :::;

e

V

k

k

) une k-partition de

e

V

k

. On peut remarquer que v

0

doit être adja
ent à 
ha
un des

e

V

k

i

, i = 1; :::; k. Dans le 
as 
ontraire, si, par exemple,

e

V

k

i

n'est pas adja
ent à v

0

pour i 2 f1; :::; kg, alors en 
onsidérant les ensembles

V

0

i

=

e

V

k

i

[ fv

0

g, V

0

j

=

e

V

k

j

, pour j 2 f1; :::; kg n fig, il est 
lair que le sous-graphe induit

par V

0

= V

0

1

[ :::[ V

0

k

est k-parti. De plus, 
omme �
(v

0

) > 0, on obtient 
(V

0

) > 
(

e

V

k

),

une 
ontradi
tion. Par 
onséquent, v

0

est adja
ent à au moins k sommets de

e

V

k

.

A présent, si v

0

est un sommet pseudo-bran
he, par le lemme 3.2.2 i) et la remarque

pré
édente, un de ses voisins est un sommet-jon
tion, disons w

0

, 
ontenu dans

e

V

k

.

Ainsi, l'ensemble de sommets (

e

V

k

n fw

0

g) [ fv

0

g induit un sous-graphe k-parti de G

k

.

Comme �
(v

0

) > �
(w

0

), 
e
i est impossible.
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Maintenant, supposons que tous les sommets pseudo-bran
hes sont dans

e

V

k

. Alors v

0

est un sommet-bran
he. Comme v

0

est adja
ent à au moins k sommets de

e

V

k

, par

le lemme 3.2.2 iii), v

0

est adja
ent dans G

k

à un ou deux graphes de K. Aussi, par

le lemme 3.2.2 iv) v

0

peut être adja
ent à au plus un sommet-bran
he. Pour le reste

de la preuve, nous supposons que v

0

est adja
ent dans G

k

à deux graphes K

1

et K

2

de K et à un sommet-bran
he b. (Les autres 
as où v

0

est adja
ent à exa
tement un

graphe de K et adja
ent ou non à un sommet-bran
he, peuvent être traités de la même

manière). De plus, par le lemme 3.2.2 i) il existe deux sommets-jon
tion distin
ts v

1

et

v

2

universels respe
tivement à K

1

et K

2

. Posons V

00

=

e

V

k

nfv

1

; v

2

g et notons V

00

1

; :::; V

00

k

les restri
tions de

e

V

k

1

; :::;

e

V

k

k

à V

00

. Clairement, (V

00

1

; :::; V

00

k

) induit un sous-graphe k-

parti de G

k

. Supposons que b appartient à

e

V

k

. S.p.d.g., on peut supposer que b 2 V

00

1

.

Comme les graphes K

1

et K

2

ne sont pas adja
ents� les sommets de K

1

[K

2

peuvent

être réorganisés de façon à 
e que 
haque V

00

i

, i = 1; :::; k � 1, 
ontienne un sommet de

K

1

et un sommet de K

2

. Comme v

0

est seulement adja
ent à K

1

, K

2

et b, on obtient

une partition (V

00

1

; :::; V

00

k

) telle que v

0

n'est adja
ent à au
un sommet de V

00

k

. Ainsi,

les ensembles V

00

1

; :::; V

00

k�1

; V

00

k

[ fv

0

g induisent un sous-graphe k-partis de G

k

. Comme

�
(v

0

) > �
(v

1

) + �
(v

2

), on obtient une 
ontradi
tion.

Si b n'appartient pas à

e

V

k

, on obtient de la même façon une 
ontradi
tion. 2

Re
her
her une a�e
tation valide des réseaux sur les k 
ou
hes est à présent équi-

valent à re
her
her une partition (W

1

; :::;W

k

) qui induit un sous-graphe k-parti du

graphe de modélisation, de façon à 
e que toute arête, dont les extrémités sont des

sommets-bran
he, soit entre deux éléments de la partition. De plus, si u est un sommet-

jon
tion adja
ent à k sommets pseudo-bran
hes w

1

; :::; w

k

ave
 w

i

2 W

i

pour i = 1; :::; k,

alors la jon
tion 
orrespondant à u doit porter un via. Maintenant, on peut établir le

résultat prin
ipal de 
ette se
tion.

Théorème 3.2.5 Le k-PVMCC est équivalent au k-PSPI sur le graphe G

k

= (V

k

; E

k

)

ave
 le ve
teur poids �
.

Preuve. Nous montrons dans un premier temps qu'une a�e
tation valide des réseaux

sur k 
ou
hes 
orrespond à un sous-graphe k-parti induit

e

G

k

= (

e

V

k

; E

k

(

e

V

k

)) de G

k

,

où V

0

= V

k

n

e

V

k

est l'ensemble des sommets-jon
tion qui 
orrespondent aux vias.

Considérons une a�e
tation valide des réseaux aux k 
ou
hes. Par le lemme 3.1.1, il

existe un sous-ensemble J

0

de jon
tions 
entrales qui 
orrespondent aux vias. Soit V

0

l'ensemble de sommets-jon
tion 
orrespondant à J

0

. Il su�t de montrer que le sous-

graphe

e

G

k

= G

k

(V

k

nV

0

) est k-parti. Pour 
ela, nous devons 
onstruire une k-partition

(V

1

; :::; V

k

) de

e

G

k

. Dans 
e but, nous a�e
tons tout d'abord 
ha
un des sommets-bran
he

de

e

G

k

à V

i

, si la bran
he 
orrespondante est sur la 
ou
he i, i 2 f1; :::; kg. On peut



3.2 Modélisation du k-PVMCC 47

noter que les sommets-bran
he provenant de la même 
ou
he sont deux à deux non-

adja
ents. Dans 
e qui suit, nous donnons une pro
édure qui permet d'a�e
ter les

autres sommets aux di�érents V

0

i

s de telle manière que (V

1

; :::; V

k

) soit une k-partition

de

e

G

k

. Soit

e

U

i

= U

k

i

n V

0

pour i = 1; :::; N . Soit W

0

l'ensemble des sommets d'une


omposante 
onnexe de

e

U

i

, i 2 f1; :::; Ng. On a�rme que les sommets-bran
he de W

0

appartiennent tous au même ensemble V

j

, pour un j 2 f1; :::kg. Pour montrer 
ela, on


onsidère tout d'abord deux sommets-bran
he b

1

et b

2

de W

0

. Supposons que b

1

et b

2

soient adja
ents dans G au même sommet-jon
tion w

0

. Comme toute 
haîne joignant

b

1

et b

2

dans G

k

passe par w

0

et que G

k

(W

0

) est 
onnexe, alors w

0

appartient à W

0

, et

don
 w

0

ne 
orrespond pas à un via. Par 
onséquent, les bran
hes 
orrespondant à b

1

et

b

2

sont sur la même 
ou
he, 
e qui implique par 
onstru
tion de V

1

; :::; V

k

, que b

1

et b

2

sont dans le même ensemble V

j

. A présent, 
omme toute paire de sommets-bran
he du

même réseau est reliéé dans G par une 
haîne 
onsistant en une séquen
e alternée de

sommets-bran
he et de sommets-jon
tion, par le prin
ipe dé
rit 
i-dessus, on montre

que tous les sommets-bran
he deW

0

sont dans le même ensemble V

j

. Par le lemme 3.2.3

ii) et iii), il existe une k-partition (W

1

; :::;W

k

) de G

k

(U

k

i

) et l 2 f1; :::; kg tel que les

sommets-bran
he de U

k

i

sont tous dans W

l

. S.p.d.g., on peut supposer que l = j. Main-

tenant, plaçons les sommets deW

0

\W

t

dans V

t

pour t = 1; ::; k. Observons que, à 
ette

étape, les sommets d'un même ensemble V

t

sont tous deux à deux non-adja
ents. Par

le lemme 3.2.3 i), les arêtes 
onne
tant les di�érents

e

U

i

sont toutes entre des sommets-

bran
he. Comme notre a�e
tation des réseaux est valide, 
es sommets-bran
he doivent

provenir de 
ou
hes di�érentes. Ainsi, si on répète la pro
édure dé
rite i
i pour 
haque


omposante 
onnexe de

e

U

i

et pour tout i 2 f1; :::; Ng, alors on obtient une partition

(V

1

; :::; V

k

) de V

k

n V

0

qui induit un graphe k-parti. Ce
i implique que

e

G

k

est k-parti.

Ré
iproquement, posons

e

G

k

= (

e

V

k

; E

k

(

e

V

k

)) un sous-graphe k-parti induit de G

k

. Soit

(

e

V

k

1

; :::;

e

V

k

k

) une k-partition de

e

V

k

. Par le lemme 3.2.4,

e

G

k


ontient tous les sommets-

bran
he et tous les sommets pseudo-bran
hes de V

k

et, par 
onséquent, les sommets de

V

k

n

e

V

k

sont tous des sommets-jon
tion. Prenons B

i

l'ensemble des sommets-bran
he


ontenus dans

e

V

k

i

, i = 1; :::; k. Alors, si on a�e
te les bran
hes 
orrespondantes aux

sommets de B

i

à la 
ou
he i, pour i = 1; :::; k, alors on obtient une a�e
tation valide.

Celle-
i s'obtient en perçant un via sur 
haque jon
tion 
entrale 
orrespondant à un

sommet de V

k

n

e

V

k

. On a�rme que 
ette a�e
tation utilise exa
tement jV

k

n

e

V

k

j vias.

En fait, supposons qu'il existe une jon
tion 
entrale de degré d, 
orrespondant à un

sommet de V

k

n

e

V

k

, disons w

0

, qui ne 
orrespond pas à un via dans 
et a�e
tation.

Alors, on a d bran
hes in
identes à 
ette jon
tion qui sont a�e
tées à la même 
ou
he.

De plus, les sommets-bran
he 
orrespondants, disons b

1

; :::; b

d

, sont dans le même en-

semble

e

V

k

j

, pour un j 2 f1; :::; kg. Par le lemme 3.2.2 i) et ii), pour i 2 f1; :::; dg, il

existe un graphe K

i

de K universel à la fois à w

0

et b

i

. Comme tous les sommets du

sous-ensemble W = fw

0

; b

1

; :::; b

d

; V (K

1

); :::; V (K

d

)g proviennent du même ensemble,
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par le lemme 3.2.3 ii) et iii) on obtient une partition (W

1

; :::;W

k

) de W qui induit un

sous-graphe k-parti de G

k

et telle que tous les sommets-bran
he b

1

; :::; b

d

sont dans le

même ensemble W

l

, pour un l 2 f1; :::; kg. S.p.d.g., on peut supposer que l = j. Si on

a�e
te le sommet pseudo-bran
he de W

t

à

e

V

k

t

, pour t = f1; :::; kg n fjg, et w

0

à

e

V

k

j

,

la partition obtenue (

e

V

k

1

; :::;

e

V

k

) induit en
ore un sous-graphe k-parti de G

k

. Comme


(w

0

) > 0, 
e
i 
ontredit le fait que

e

V

k

est de poids maximum, 
e qui termine la preuve

de notre théorème. 2

Comme nous l'avons montré, le k-PVMCC se ramène à la re
her
he d'un sous-graphe

k-parti induit

e

G

k

= (

e

V

k

; E

k

(

e

V

k

)) de G

k

où les sommets de V

k

n

e

V

k


orrespondent aux

vias. De plus, si

e

V

k

= (

e

V

k

1

; :::;

e

V

k

k

) est une k-partition de

e

V

k

, une solution optimale du

k-PVMCC peut être obtenue en a�e
tant les bran
hes 
orrespondant aux sommets-

bran
he de

e

V

k

i

à la 
ou
he i, pour i = 1; :::; k.

a) b)

Fig. 3.6 � a) Un sous-graphe 3-parti induit de poids maximum du graphe G

3


orres-

pondant à l'instan
e de la �gure 3.1 et b) la solution 
orrespondante pour le 3-PVMC

A�n d'illuster 
e
i, 
onsidérons l'instan
e du k-PVMCC de la �gure 3.1. La �gure 3.7

a) montre un sous-graphe 3-parti induit de poids maximum du graphe de modélisation

G

3

de la �gure 3.4 (i
i on 
onsidère k = 3.). Notons que le sous-graphe est obtenu en

�tant un des sommets-jon
tion, 
e sommet-jon
tion �té est représenté par un triangle

blan
. la �gure 3.7 b) représente l'a�e
tation valide optimale des réseaux sur 3 
ou
hes.

Chaque type de lignes 
orrespond à une des 
ou
hes. Le via est représenté par un 
er
le

plein et 
orrespond au sommet �té à G

3

.
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3.2.3 Le 
as 2 
ou
hes

3.2.3.1 Les graphes G et G

2

Par le théorème 3.2.5, résoudre une instan
e du 2-PVMC revient à re
her
her un

sous-graphe biparti induit de poids maximum dans le graphe G

2

asso
ié à l'instan
e.

Nous montrons i
i que résoudre une instan
e du 2-PVMC peut se ramener à la re
her
he

d'un sous-graphe biparti induit dans le graphe G asso
ié à l'instan
e. Cette preuve

utilise le fait qu'un graphe biparti est un graphe sans 
y
le impair.

Soit une instan
e du 2-PVMC. On asso
ie, aux sommets du graphe G 
orrespondant

à l'instan
e, un ve
teur poids �
 2 IR

V

dé�ni par �
(u) = 1 si u est un sommet-jon
tion

et �
(u) = 3 si u est un sommet-bran
he. On a alors le résultat suivant.

Lemme 3.2.6 Tout sous-graphe biparti induit de G de poids maximum par rapport à

�
 
ontient tous les sommets-bran
he.

Preuve. Supposons, au 
ontraire, qu'il existe un sous-graphe biparti induit de poids

maximum G

0

= (V

0

; E(V

0

)) et un sommet-bran
he u

0

qui ne soit pas dans V

0

. Alors

u

0

doit avoir au moins deux voisins dans V

0

. Si 
e n'est pas le 
as, 
omme les poids

sont stri
tement positifs, u

0

peut être ajouté à V

0

, 
e qui 
ontredit le fait que G

0

est

de poids maximum. De plus, par le lemme 3.2.1 iii), u

0

est de degré � 3 dans G. Par


onséquent, dans G

0

, u

0

est de degré 2 ou 3. Supposons que u

0

soit de degré 3 dans G.

Par le lemme 3.2.1 iv), u

0

possède deux voisins v

1

; v

2

qui sont des sommets-jon
tion.

Posons V

00

= (V

0

n fv

1

; v

2

g) [ fu

0

g. Comme V

0

induit aussi un sous-graphe biparti de

G et �
(u

0

) > �
(v

1

) + �
(v

2

), on a une 
ontradi
tion. Le 
as où u

0

est de degré 2 peut

être traité de manière similaire. 2

Nous donnons i
i une preuve alternative au théorème 3.2.5 dans le 
as parti
ulier

où k = 2 et utilisant le graphe G.

Théorème 3.2.7 Le 2-PVMC est équivalent au PSBI sur le graphe G muni du ve
teur-

poids �
.

Preuve. On montre tout d'abord que toute a�e
tation valide 
orrespond à un sous-

graphe biparti induit G

0

= (V

0

; E

0

) de G, où V

0

= V n V

0


orrespond à l'ensemble des

jon
tions qui portent les vias. Considérons une a�e
tation valide. Par le lemme 3.1.1

il existe un sous-ensemble J

0

des jon
tions 
entrales qui 
orrespond aux vias. Posons
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V

0

l'ensemble des sommets-jon
tion qui 
orrespondent à J

0

. Il su�t de montrer que le

sous-graphe G(V n V

0

) est biparti. Pour 
ela, supposons le 
ontraire. Soit C un 
y
le

impair de G(V nV

0

). Par le lemme 3.2.1, C doit 
ontenir au moins un sommet-jon
tion.

De plus, tous les sommets-jon
tion de C sont libres de via. Aussi, par le lemme 3.2.1

i), les voisins de C doivent être a�e
tés à la même 
ou
he. Asso
ions le label A (resp.

B) à 
haque sommet-bran
he de C 
orrespondant à une bran
he de la 
ou
he A (resp.

B). Ainsi, les sommets de C adja
ents au même sommet-jon
tion de C ont le même

label. Remarquons que le label de 
haque sommet-jon
tion est l'opposé de 
elui de ses

voisins. Par 
onséquent, les sommets de 
haque arête de C ont le même label. Comme

C est impair, 
e
i est impossible.

Ré
iproquement, 
onsidérons un graphe G

0

= (V

0

; E

0

) où V

0

= V

0

1

[ V

0

2

induit un sous-

graphe biparti de poids maximum du graphe G. Par le lemme 3.2.6, G

0


ontient tous

les sommets-bran
he et, par 
onséquent, les sommets de V n V

0

sont des sommets-

jon
tion. Posons W

1

(resp. W

2

) les ensembles de sommets-bran
he 
ontenus dans V

0

1

(resp. V

0

2

). Ainsi, si on a�e
te les bran
hes 
orrespondant aux sommets de W

1

sur la


ou
he, disons A, et 
eux qui 
orrespondent aux sommets de W

2

sur la 
ou
he B,

on obtient une a�e
tation valide. Cette a�e
tation implique le per
ement de via sur


ha
une des jon
tions 
entrales 
orrespondant aux sommets de V nV

0

. Cette a�e
tation

utilise exa
tement V n V

0

vias. En e�et, supposons que l'une des jon
tions 
entrales


orrespondant à un sommet de V nV

0

, que l'on note u

0

, ne porte pas de via dans 
ette

a�e
tation. Alors, 
ela signi�e que toutes les bran
hes in
identes à 
ette jon
tion sont

a�e
tées à une même 
ou
he et ainsi que tous les sommets-bran
he adja
ents à u

0

dans

G sont soit dansW

1

, soit dansW

2

. Par le lemme 3.2.1 i), si on ajoute u

0

à V

0

, le graphe

induit obtenu est en
ore biparti. Comme 
(u

0

) > 0, on a une 
ontradi
tion ave
 le fait

que V

0

est de poids maximum. Ce
i termine la preuve de notre théorème. 2

3.2.3.2 2-PVMCC et bipartisation

Dans 
e qui suit, nous pré
isons 
omment une solution d'une instan
e du 2-PVMCC

peut être fa
ilement déduite d'un sous-graphe biparti maximum du graphe G asso
ié

à l'instan
e.

Considérons une instan
e du k-PVMCC et son graphe de modélisationG

k

= (V

k

; E

k

)�

Le problème du k-PVMCC pour un k � 3 se ramène non seulement à re
her
her un

sous-graphe k-parti induit

e

G

k

= (

e

V

k

; E

k

(

e

V

k

)) de G

k

mais aussi à trouver une k-

partition

e

V

k

= (

e

V

k

1

; :::;

e

V

k

k

) de

e

V

k

. Or la re
her
he d'une k-partition d'un graphe est

elle-même un problème NP-
omplet lorsque k � 3.

En revan
he, pour k = 2, re
her
her une bipartition de G

2

(ou même de G) peut

se faire e�
a
ement en temps polynomial. Le 2-PVMC se ramène ainsi simplement à
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la re
her
he d'un sous-ensemble de sommets V

0

induisant un plus grand sous-graphe

biparti de G. La re
her
he d'une bipartition (V

0

1

; V

0

2

) de V

0

peut être réalisée en temps

polynomial et une solution optimale du 2-PVMC est obtenue en a�e
tant les bran
hes


orrespondant aux sommets-bran
he de V

0

1

(resp. V

0

2

) sur la 
ou
he 1 (resp. 2).

Re
her
her un sous-graphe biparti induit dans G revient en fait à briser tous les


y
les impairs de G en �tant des sommets. D'après le théorème 3.2.6, les sommets �tés

pour bipartiser optimalement le graphe G sont tous des sommets-jon
tion. On peut

don
 en déduire que tous les 
y
les impairs du graphe G 
ontiennent au moins un

sommet-jon
tion.

On peut aussi remarquer qu'un 
y
le impair, dans le graphe G, 
orrespond à une

zone de l'instan
e devant porter un via. Par exemple, prenons l'instan
e de la �gure 3.1

et son graphe G 
orrespondant donné dans la �gure 3.3. Comme les arêtes du graphe G

sont dessinées en reprenant les positions des réseaux de l'instan
e, on peut visuellement

repérer de quel réseau provient un sommet de G. Ainsi, les sommets d'un 
y
le impair

du graphe G proviennent en fait d'un ensemble de réseaux, disons N

1

; :::; N

p

, tels que

N

i


roise N

i+1

, pour i = 1; :::; p� 1 et N

p


roise N

1

.

a)

b)

Fig. 3.7 � a) Une solution du PSBI pour le graphe G 
orrespondant à la �gure 3.1 et

b) la solution du 2-PVMC 
orrespondante

Par exemple pour le graphe de modélisation de la �gure 3.3 provenant de l'instan
e

de la �gure 3.1, le sous-graphe biparti induit maximum est donné par la �gure 3.7 a).

On peut remarquer que 
e sous-graphe est obtenu en �tant deux sommets-jon
tion qui

brisent tous les 
y
les impairs du graphe G. La �gure 3.7 b) donne l'a�e
tation optimale

des réseaux 
orrespondante où 
haque type de lignes 
orrespond à une 
ou
he. Les vias

sont représentés par des 
er
les pleins noirs et 
orrespondent en fait aux sommets �tés

du graphe de modélisation.

En 
omparant les solutions du 2-PVMC et du 3-PVMC pour 
ette instan
e, on peut

remarquer que lorsqu'on dispose davantage de 
ou
hes, le nombre de vias né
essaires

diminue.
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3.3 Extensions du k-PVMC

Dans 
ette se
tion, nous dis
utions des extensions du k-PVMC dans le but de pouvoir

prendre en 
onsidération des 
as pratiques te
hniques.

3.3.1 Vias interdits

En pratique, 
ertains segments de piste peuvent ne pas pouvoir porter de vias. On

peut fa
ilement prendre 
e 
as dans notre modèle en asso
iant un poids su�samment

grand à tout sommet du graphe de modélisation qui 
orrespond à un tel segment. Le


hoix de 
e poids doit être fait de telle façon que le poids de tout sommet-bran
he et

de tout sommet pseudo-bran
he soit au moins trois fois le poids d'un sommet-jon
tion.

On peut remarquer que dans 
e 
as, le k-PVMCC peut ne pas avoir de solution

réalisable. Ce
i 
orrespond, dans notre modèle, au fait que le sous-graphe k-parti opti-

mal ne 
ontienne pas tous les sommets de grands poids. En fait, 
ela signi�e que toute

a�e
tation valide doit per
er un via sur un segment qui ne peut en porter un.

3.3.2 Préa�e
tation

Certains segments de piste sont parfois préa�e
tés à des 
ou
hes. Bien entendu, par

hypothèses, deux bran
hes qui se 
hevau
hent ne sont pas préa�e
tées sur la même


ou
he. Dans le but de prendre en 
onsidération 
e 
as parti
ulier, nous ajoutons un

graphe 
ompletH de k sommets à notre graphe G

k

. On réalise ainsi une 
orrespondan
e

entre 
haque 
ou
he i et un sommet h

i

de 
e sous-graphe, i = 1; :::; k. Pour 
haque

bran
he préa�e
tée sur une 
ou
he, on relie le sommet-bran
he 
orrespondant à tous

les sommets de H qui ne 
orrespondent pas à 
ette 
ou
he. De plus, on asso
ie un très

grands poids aux sommets de H. On nomme toujours le graphe résultat par G

k

, alors

le théorème 3.2.5 peut être fa
ilement étendu à 
e 
as.

3.3.3 Réseaux en superposition

Une situation qui est fréquente dans la pratique est lorsque des réseaux se super-

posent. Remarquons tout d'abord que si k réseaux se superposent les uns sur les autres,

une a�e
tation valide né
essite au moins k

0


ou
hes ave
 k

0

� k.
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Une zone 
ommune à deux réseaux qui se superposent est appelée une zone de super-

position. Remarquons que tout 
roisement est une zone de superposition qui est réduite

à un seul point. On appelle 
roisement étendu tout point d'une zone de superposition

qui est soit l'extrémité d'une zone de superposition, soit une jon
tion de degré � 3

dont au moins un des segments in
idents sort de la zone de superposition. On peut

remarquer qu'un 
roisement est un 
roisement étendu.

Les dé�nitions de 2-segment, de jon
tion 
entrale et de bran
he, données dans la

se
tion 3.1, restent valides quand 
roisement est rempla
é par 
roisement étendu. Une

jon
tion 
entrale sera dite empilée sur une bran
he b si elle est in
idente à une bran
he

qui se superpose à b. On peut noter qu'une jon
tion 
entrale qui est un 
roisement

étendu est en même temps une jon
tion empilée. Par 
ontre, une jon
tion empilée peut

ne pas être un 
roisement étendu.

L'instan
e de la �gure 3.8 a) montre trois réseaux ave
 deux zones de superposition.

Les 
roisements étendus sont indiqués par des 
er
les. Dans la �gure 3.8 b), les triangles


orrespondent à des jon
tions 
entrales de l'instan
e. Notons que la jon
tion 
entrale

j

1

est aussi un 
roisement étendu. De plus, la jon
tion 
entrale j

3

est empilée sur une

bran
he entre les jon
tions 
entrales j

1

et j

2

.

a) b)

j
3

j1j2

Fig. 3.8 � Une instan
e du k-PVMC ave
 deux réseaux en superposition

Observons que, par 
onstru
tion, une bran
he 
ontient au plus un 
roisement étendu.

On peut aussi noter qu'une jon
tion 
entrale empilée peut être utilisée pour porter un

via. Un via per
é sur une jon
tion 
entrale empilée sera nommé un via empilé. I
i,

nous supposons que les vias empilés ne sont pas autorisés. Ave
 
ette hypothèse, nous

montrons, ave
 des idées similaires à 
elles du lemme 3.1.1, qu'un ensemble optimal de

vias peut toujours être pris parmi les jon
tions 
entrales.

On appelle problème de Via Minimization 
ontraint sur k 
ou
hes ave
 superposition

(k-PVMCS) le problème de Via Minimization 
ontraint sur k 
ou
hes quand les réseaux

en superposition sont autorisés.
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On asso
ie à une instan
e du k-PVMCS les graphes G et G

k

introduits dans la

se
tion 3.2.1 (où, 
omme nous venons de le signaler, les 
roisements sont rempla
és par


roisements étendus). Nous asso
ions également aux sommets de G

k

le ve
teur poids �



omme il a été dé�ni en se
tion 3.2.1. Notons que les graphes G et G

k

ont les mêmes

propriétés que dans les se
tions pré
édentes à part le fait qu'i
i un sommet-bran
he

d'une zone de superposition peut avoir plus d'un sommet-bran
he 
omme voisin. En

fait, un ensemble de l bran
hes qui sont deux à deux en superposition 
orrespond dans

G à un sous-graphe 
omplet de l sommets-bran
he.

Par 
onséquent, le k-PVMCS quand les vias empilés sont interdits peut être formulé


omme la re
her
he d'un sous-graphe k-parti induit 
omme montré dans la se
tion 3.2.2.

On peut noter que les vias empilés n'existent pas dans le 
as 2 
ou
hes et qu'ainsi, le

2-PVMC ave
 superposition reste équivalent au PSBI.

3.3.4 Vias empilés

On suppose à présent que les vias empilés sont autorisés. Cette hypothèse demande

un traitement spé
i�que.

Considérons par exemple l'instan
e du 3-PVMCS donnée par la �gure 3.9 a). Cette

instan
e possède quatre réseaux dont deux sont en superposition. Une a�e
tation valide

sur trois 
ou
hes pour 
ette instan
e né
essite au moins un via. La �gure 3.9 b) donne

une solution optimale ave
 exa
tement un via. On peut remarquer que 
e via est un

via empilé, per
é sur la jon
tion j

0

, au travers de seulement deux 
ou
hes.
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b)a)

0j

Fig. 3.9 � a) Une instan
e et b) une solution ave
 un via empilé

On peut remarquer que si une jon
tion 
entrale est empilée sur k � 1 bran
hes,

alors 
ette jon
tion ne peut pas porter de via. Notons également qu'une instan
e du

k-PVMCS peut avoir une a�e
tation valide qui n'est pas 
âblable sur k 
ou
hes, voir

se
tion 2.2.4. Par exemple, 
onsidérons l'instan
e de la �gure 3.10 a) formée par deux
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réseaux qui se superposent. La �gure 3.10 b) montre une a�e
tation valide sur trois


ou
hes A;B;C qui n'est pas 
âblable. Dans 
ette solution, le réseau dessiné en poin-

tillés a été a�e
té à la 
ou
he B, et le réseau donné en traits pleins est divisé en deux

bran
hes, a�e
tées respe
tivement aux 
ou
hes A et B. Comme indiqué sur la �gure

3.10 b), le 
âblage de 
es deux bran
hes implique qu'un via est per
é au travers des

trois 
ou
hes. Ce per
ement 
onduit à une 
onne
tion interdite entre deux réseaux.

Quand les vias empilés sont autorisés, le k-PVMCS se ramène en fait à re
her
her

une a�e
tation des réseaux aux 
ou
hes qui soit optimale, valide et 
âblable. Comme

nous allons le voir, 
e
i revient à résoudre le k-PSPI ave
 des 
ontraintes additionnelles.
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b)a)

Connection interdite

A

B

C

Fig. 3.10 � Une a�e
tation valide des réseaux mais non 
âblable

Considérons une instan
e du k-PVMCS et nommons f1; :::; kg ses 
ou
hes. Dans 
e

qui suit, on note par [l; l

0

℄ l'ensemble fl; l + 1; :::; l

0

� 1; l

0

g pour 1 � l � l

0

� k.

Si une jon
tion 
entrale j portant un via atteint la 
ou
he s, pour tout s 2 [l; l

0

℄, alors

l'ensemble [l; l

0

℄ est appelé le 
hamp de 
ette jon
tion 
entrale ou même, par extension,

le 
hamp du via. Si une jon
tion 
entrale ne porte pas de via, son 
hamp est alors limité

à une 
ou
he. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.1 Le k-PVMCS, quand les vias empilés sont autorisés, 
onsiste à re
her-


her une a�e
tation valide optimale telle que, pour toute jon
tion 
entrale j d'une zone

de superposition, il existe un 
hamp asso
ié [l

j

; l

0

j

℄, 1 � l

j

� l

0

j

� k, tel que

i) une bran
he b in
idente à j est a�e
tée à une 
ou
he l 2 [l

j

; l

0

j

℄, et

ii) une bran
he b sur laquelle j est empilée doit être a�e
tée à une 
ou
he l 2

f1; :::; kg n [l

j

; l

0

j

℄.

Les 
onditions i) et ii) assurent que l'a�e
tation valide est 
âblable. Soit B

0

(resp. J

0

)

l'ensemble des sommets-bran
he (resp. sommets-jon
tion) 
orrespondant aux bran
hes

(resp. jon
tions 
entrales) 
ontenues dans une zone de superposition. Notons que B

0

et

J

0

sont à la fois des sous-ensembles de sommets deG et de G

k

. Pour un sommet-jon
tion
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v 2 J

0

, asso
ié à une jon
tion 
entrale j, nous posons B

v

� B

0


omme l'ensemble des

sommets-bran
he 
orrespondant aux bran
hes sur lesquelles j est empilée. Le 
orollaire

suivant est une 
onséquen
e du théorème 3.2.5 et du lemme 3.3.1.

Corollaire 3.3.2 Le k-PVMCS, quand les vias empilés sont autorisés, se ramène à

re
her
her un sous-graphe k-parti induit

e

G

k

= (

e

V

k

; E

k

(

e

V

k

)) de G

k

ave
 une k-partition

(

e

V

1

; :::;

e

V

k

) satisfaisant les propositions suivantes:

pour tout sommet-jon
tion v de J

0

, il existe l

v

et l

0

v

ave
 1 � l

v

� l

0

v

� k, tels que

i) si un sommet-bran
he u 2 B

0

est adja
ent à v dans G, alors il existe i 2 [l

j

; l

0

j

℄

où u 2

e

V

i

,

ii) si un sommet-bran
he u appartient à B

v

, alors il existe i 2 f1; :::; kg n [l

v

; l

0

v

℄, où

u =2

e

V

i

,

iii) si v 2

e

V

k

, alors l

v

= l

0

v

.

Dans le reste de 
ette se
tion, nous proposons une formulation en nombres entiers

pour le problème du k-PVMCS quand les vias empilés sont autorisés.

On 
onsidère une instan
e du k-PVMCS où les vias empilés sont autorisés. Soit le

graphe de modélisation G

k

= (V

k

; E

k

) 
orrespondant à 
ette instan
e et le ve
teur

poids 
, 
omme dé�nis dans la se
tion pré
édente. On asso
ie à 
haque sommet de V

k

un ve
teur x

u

= (x

1

u

; :::; x

k

u

) de f0; 1g

k

. On asso
ie, de plus, à tout sommet-jon
tion

v 2 J

0

un ve
teur y

v

= (y

1

v

; :::; y

k

v

) de f0; 1g

k

tel que y

l

v

= 1 si et seulement si l appar-

tient au 
hamp de la jon
tion 
entrale 
orrespondant à v. Considérons le programme

en nombres entiers (Q

k

) suivant.

Max

X

u2V

k

k

X

l=1


(u)x

l

u

k

X

l=1

x

l

u

� 1; pour tout u 2 V

k

; (3.1)

x

l

u

+ x

l

v

� 1; pour tout e = uv 2 E

k

et 1 � l � k; (3.2)

y

l

0

v

+ y

l

00

v

� y

l

v

� 1; pour tout 1 � l

0

< l < l

00

� k (3.3)

et pour tout v 2 J

0

;

x

l

u

� y

l

v

; 8 1 � l � k; pour tout u 2 B

0

adja
ent à v dans G (3.4)

et pour tout v 2 J

0

;
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x

l

u

+ y

l

v

� 1; 8 u 2 B

v

; pour tout 1 � l � k et pour tout v 2 J

0

; (3.5)

k

X

l=1

y

l

v

� (k � 1)(1�

k

X

l=1

x

l

v

) + 1; pour tout v 2 J

0

; (3.6)

x

l

v

� y

l

v

; pour tout 1 � l � k et pour tout v 2 J

0

(3.7)

y

l

v

2 f0; 1g; pour tout 1 � l � k et pour tout v 2 J

0

; (3.8)

x

l

u

2 f0; 1g; pour tout 1 � l � k et u 2 V

k

: (3.9)

Le théorème suivant donne une formulation en nombres entiers pour le k-PVMCS,

quand les vias empilés sont autorisés.

Théorème 3.3.3 Le k-PVMCS, quand les vias empilés sont autorisés, est équivalent

au programme en nombres entiers (Q

k

).

Preuve: Considérons tout d'abord une solution (x; y) du programme (Q

k

). Posons

W

l

= fu 2 V

k

j x

l

u

= 1g, pour tout l 2 f1; :::; kg. Soit le graphe

e

G

k

induit par les

sommets de [

k

l=1

W

l

. Comme x véri�e les 
ontraintes de type (7.1), un sommet u de

e

G

k

appartient à au plus un élement parmi W

1

; :::;W

k

. De plus, 
omme x véri�e les


ontraintes (7.2), deux sommets adja
ents de

e

G

k

ne peuvent appartenir au même élé-

ment de W

1

; :::;W

k

. Ainsi (W

1

; :::;W

k

) 
onstitue une k-partition de

e

G

k

. Pour prouver

le résultat, il su�t don
 de montrer que le sous-graphe k-parti

e

G

k

veri�e bien les pro-

priétés du théorème 3.3.2.

Soit v un sommet-jon
tion de J

0

. Posons �

v

= [l

v

; l

0

v

℄. Comme y véri�e les inégalités

(3.3), il existe deux entiers l

v

et l

0

v

, 1 � l

v

� l

0

v

� k, tels que �

v

= [l

v

; l

0

v

℄. De plus,


omme y respe
te les inégalités (3.4), si un sommet-bran
he u adja
ent à v est a�e
té à

un 
ou
he i, i 2 f1; :::; kg, alors i 2 �

v

. Ce qui 
orrespond à la propriété i) du théorème

3.3.2. D'une manière similaire on prouve que, 
omme y véri�e les inégalités (3.5) (resp.

(3.6) et (3.7)), alors la propriété ii) (resp. iii)) du théorème 3.3.2 est véri�ée pour v.

Comme x véri�e les inégalités (7.1) et maximise la fon
tion obje
tif de (Q

k

), alors

e

G

k

est bien un sous-graphe k-parti induit de poids maximum de G

k

qui véri�e les proprié-

tés du théorème 3.3.2. Ré
iproquement, il est fa
ile de 
onstater que tout sous-graphe

k-parti induit de G

k

, satisfaisant 
es propriétés, est une solution de (Q

k

). 2
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3.4 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons proposé un modèle exa
t pour le problème de Via

Minimization 
ontraint quelque soit le nombre k de 
ou
hes et le degré maximum des

jon
tions. Nous avons montré que le problème peut se ramener au problème du sous-

graphe k-parti induit de poids maximum. A notre 
onnaissan
e, il s'agit du premier

modèle exa
t pour 
e problème.

A�n de développer un outil de résolution exa
te pour le problème de Via Minimiza-

tion 
ontraint, nous nous sommes intéressés au problème du sous-graphe k-parti induit.

Ainsi nous présentons une étude polyédrale pour le problème du sous-graphe 2-parti

(biparti) induit dans les deux 
hapitres suivants. Cette étude nous a permis de propo-

ser, dans le 
hapitre 6, un algorithme de 
oupes et bran
hements e�
a
e pour résoudre

le problème du 2-PVMC. Pour k � 3, nous proposons, dans le 
hapitre 7, un algorithme

de génération de 
olonnes et bran
hements pour le problème du sous-graphe k-parti

induit et nous l'utiliserons pour résoudre des instan
es multi
ou
hes du k-PVMC.
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Chapitre 4

Fa
ettes du polytope des sous-graphes

bipartis induits

Dans 
e 
hapitre, nous étudions une appro
he polyédrale du problème du sous-

graphe biparti induit. Nous présentons tout d'abord plusieures familles de 
ontraintes

valides pour le polytope des sous-graphes bipartis induits. Nous donnons des 
onditions

né
essaires et su�santes pour que 
ertaines d'entre elles de 
es 
ontraintes dé�nissent

des fa
ettes du polytope. Nous dis
utons également du problème de séparation pour

les 
ontraintes, et nous montrons que, pour 
ertaines d'entre elles, le problème peut

être résolu en temps polynomial. En�n, nous donnons des méthodes permettant de


onstruire �des fa
ettes à partir de fa
ettes�.

4.1 Introdu
tion

Soit G = (V;E) un graphe. L'enveloppe 
onvexe P

B

(G) des ve
teurs d'in
iden
e des

ensembles de sommets des sous-graphes bipartis induits de G, i.e.

P

B

(G) = 
onvfx

W

2 IR

V

j W � V; (W;E(W )) est bipartig;

est appelé le polytope des sous-graphes bipartis induits de G. Soit

�(G) = fW � V; (W;E(W )) est bipartig;

la famille des ensembles de sommets des sous-graphes bipartis de G.
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Le polytope P

B

(G) est de pleine dimension. En e�et, les ensembles de sommets ; ,

fvg; v 2 V induisent jV j+ 1 sous-graphes bipartis de G.

Si B � V est un sous-ensemble de sommets induisant un sous-graphe biparti de G,

alors le ve
teur d'in
iden
e de B, x

B

, véri�e les inégalités

0 � x(v) � 1; pour tout v 2 V; (4.1)

x(W ) � jW j � 1; pour tout W � V tel que (W;E(W )) (4.2)

est un 
y
le impair:

De plus, toute solution en 0� 1 des inégalités (4.1), (4.2) est un ve
teur d'in
iden
e

d'un sous-graphe biparti induit de G. Les 
ontraintes (4.1) sont dites inégalités triviales

et les 
ontraintes (4.2) sont appelées inégalités de 
y
les impairs. Dans [14℄, il est montré

que les inégalités (4.1) dé�nissent des fa
ettes de P

B

(G). Dans la se
tion suivante, nous

dis
utons d'autres 
ontraintes ainsi que de 
onditions né
essaires et su�santes pour

qu'elles dé�nissent des fa
ettes

Soit x

�

2 IR

V

un ve
teur-poids asso
ié aux sommets de V . Dans 
e qui suit, on note

�x le ve
teur 1l� x

�

, où 1l = (1; :::; 1)

T

. Aussi on note par G

x

�

le graphe support de x

�

,


'est-à-dire le graphe induit par les sommets u tels que x

�

(u) 6= 0. Les algorithmes de

séparation qui seront 
onsidérés dans 
e 
hapitre seront étudiés par rapport à x

�

.

4.2 Contraintes de 
y
les impairs

SoientG = (V;E) un graphe etH = (W;F ) un 
y
le impair induit deG. Considérons

l'inégalité de 
y
le impair

x(W ) � jW j � 1 (4.3)

asso
iée à H. Dans [14℄, des 
onditions né
essaires et su�santes sont données pour que


ette inégalité dé�nisse une fa
ette de P

B

(G).

Théorème 4.2.1 [14℄ L'inégalité (4.3) dé�nit une fa
ette de P

B

(G) si et seulement si

i) (W;T ) est sans 
orde,

ii) pour tout v 2 V nW , il existe un sommet w 2 W tel que le graphe induit par

W n fwg [ fvg ne 
ontient pas de 
y
le impair.
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La séparation des inégalités de 
y
les impairs (4.2) dans un graphe G = (V;E) peut

être e�e
tuée en O(jV j

3

) [74℄. Ces inégalités dé�nissent des fa
ettes pour P

B

(G) seule-

ment si les 
y
les sont des trous impairs [14℄. En modi�ant légérement l'algorithme 
ité

dans [74℄, la séparation des inégalités de trous impairs peut être également réalisée en

O(jV j

3

). Cet algorithme peut se dé
rire de la façon suivante.

L'idée prin
ipale de l'algorithme développé dans [74℄ 
onsiste à 
onsidérer un nou-

veau graphe G

0

x

�

= (V

0

; E

0

) ave
 deux sommets u

0

et u

00

pour tout sommet u de G

x

�

.

Pour toute arête uv de G

x

�

, on dé�nit dans E

0

les arêtes u

0

v

00

et u

00

v

0

munies du poids

�x(u)+�x(v)

2

. Il est 
lair que le graphe G

0

x

�

est biparti.

Maintenant, remarquons que la 
haîne élémentaire P

0

u

0

v

00

de G

0

x

�

allant d'un sommet

u

0

à un sommet v

00


orrespond à une 
haîne impaire P

uv

dans G

x

�

entre u et v. Pour

tout sommet u de G

x

�

, on 
al
ule une plus 
ourte 
haîne P

0

u

0

u

00

dans G

0

entre u

0

et u

00

.

La plus 
ourte 
haîne P

uu


orrespond à un 
y
le impair C

u

de G 
ontenant u.

Soit C

u

0

tel que �x(C

u

0

) = min

u2V

0

�x(C

u

). Si �x(C

u

0

) � 1, alors x

�

(C) � jCj � 1 pour

tout 
y
le impair, et ainsi les inégalités (4.2) sont toutes satisfaites par x

�

. Autrement,

la 
ontrainte x(C

u

0

) � jC

u

0

j � 1 est violée par x

�

.

De plus, si la 
haîne P

0

u

0

0

u

00

0


orrespondant à C

u

0

est 
hoisie 
omme étant une 
haîne

de plus petite 
ardinalité parmi les plus 
ourtes 
haînes de G

0

entre u

0

0

et u

00

0

, alors le


y
le C

u

0

est un trou impair.

La re
her
he d'une plus 
ourte 
haîne peut être réalisée par l'algorithme de Dijkstra.

Dans le but d'a

élérer 
ette re
her
he, on utilise l'astu
e bien 
onnue qui 
onsiste à

débuter la re
her
he de l'arbre des plus 
ourtes 
haînes à partir des deux extrémités.

Gra
e aux symétries du graphe G

0

x

�

, les deux arbres des plus 
ourtes 
haînes de ra
ine

u

0

et u

00

sont identiques et le 
al
ul de l'un des deux su�t.

4.3 Contraintes de 
liques

Soit G = (V;E) un graphe. Un ensemble de sommets W � V est appelé 
lique si

toute paire de sommets de W est jointe par une arête. Une 
lique est appelé maximale

si elle n'est pas stri
tement 
ontenue dans une 
lique. SiW � V est une 
lique alors un

sous-graphe biparti induit de G ne peut 
ontenir plus de deux sommets, 
e qui implique

que l'inégalité

x(W ) � 2 (4.4)
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est valide pour P

B

(G). Dans [14℄, les auteurs donnent des 
onditions né
essaires pour

que 
ette inégalité dé�nissent des fa
ettes de P

B

(G).

Théorème 4.3.1 [14℄ L'inégalité (4.4) dé�nit une fa
ette de P

B

(G) si et seulement si

W est une 
lique maximale et jW j � 3.

Nous proposons une heuristique de séparation pour les 
ontraintes de 
liques dans

le 
adre d'un algorithme de 
oupes et bran
hements présenté au 
hapitre 6.

4.4 Contraintes d'antiwebs

4.4.1 Inégalités d'antiwebs

Dans [102℄, Trotter introduit les deux 
lasses de graphes suivantes et montre qu'elles

induisent des inégalités valides pour le polytope du stable.

Etant donnés deux entiers n � 2 et t, 1 � t �

n

2

, on dé�nit le graphe dont l'ensemble

des sommets est V

n

= fu

1

; :::; u

n

g et l'ensemble d'arêtes

f(u

i

; u

j

) j j = i + t; :::; i+ n� t pour i 2 f1; :::; ngg:

De tels graphes sont appelés (n; t)-webs et sont notés W(n; t).

On appelle 
omplémentaire d'un graphe G = (V;E) le graphe

�

G = (V;

�

E) où

�

E =

f(u; v) j u; v 2 V; u 6= v; (u; v) =2 Eg. On appelle antiweb le 
omplémentaire d'un web

W(n; t), où n � 2 et t 2 f1; :::;

n

2

g. Noter qu'un antiweb n'est pas né
essairement un

web. Trotter [102℄ montre qu'un antiweb est un web si et seulement si le web dont

il est le 
omplémentaire est un trou impair où un anti-trou impair (
'est-à-dire le


omplémentaire d'un trou impair).

Dans 
ette se
tion, on 
onsidère la 
lasse des antiwebs introduites dans [102℄ élargie

à la 
lasse des 
liques. On appelera également 
es derniers graphes antiwebs. Etant

donnés n � 2 et t, 1 � t �

n

2

+1, on appelle (n; t)-antiweb le grapheW(n; t) = (V

n

; E

n

)

où V

n

= fu

1

; :::; u

n

g et E

n

= f(u

i

; u

j

) j j = i+ 1; :::; i+ t� 1 pour i 2 f1; :::; ngg:

La 
lasse des (n; t)-antiwebs, pour un t � 1 donné, est nommée t-antiwebs. Par

exemple, les 2-antiwebs sont les 
y
les. De plus, lorsque t =

�

n

2

�

+ 1, un (n; t)-antiweb

est la 
lique K

n

sur n sommets. La �gure 4.1 donne un (8,3)-antiweb.
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Fig. 4.1 � Un (8,3)-antiweb

Soit G = (V;E) un graphe et soit H = (W;F ) un (n; t)-antiweb induit dans G. On

asso
ié à H = (W;F ) l'inégalité

n

X

i=1

x(u

i

) �

�

2n

t

�

(4.5)

Les inégalités de type (4.5) sont nommées inégalités d'antiwebs. On a le résultat suivant.

Théorème 4.4.1 L'inégalité (4.5) est valide pour P

B

(G).

Preuve. Remarquons tout d'abord que l'ensemble de sommets fu

i

; u

i+1

; :::; u

i+t�1

g est

une 
lique de taille t, pour tout i 2 f1; :::; ng. Don
 les inégalités de type (4.4)

i+t�1

X

j=i

x(u

j

) � 2

sont valides pour P

B

(G), pour tout i = 1; :::; n. Comme tout sommet u

i

, i 2 f1; :::; ng

est 
ontenu dans t de 
es 
liques, en sommant les n inégalités asso
iées et en arrondis-

sant le se
ond membre à l'entier inférieur, on obtient l'inégalité (4.5). 2

Dans le 
as où t 6= n et t divise 2n, alors l'inégalité (4.5) ne produit pas de fa
ette

pour P

B

(G). En revan
he, lorsque n = t, l'inégalité (4.5) asso
iée à un (n; t)-antiweb

W(n; t) est une inégalité de 
lique (4.4), par 
onséquent elle dé�nit une fa
ette de

P

B

(W(n; t)). Dans la suite, nous nous intéressons aux 
as où t ne divise pas 2n.

Un (n; t)-antiweb peut être vu 
omme un 
as parti
ulier de la stru
ture appelée

(n; t; q)-antiweb généralisé introduite par Laurent dans [68℄. Laurent dé
rit le système

d'indépendants suivant. Soient n; t; q trois entiers tels que n � t � q � 2. Soient
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U = fu

1

; :::; u

n

g et T

i

= fu

i

; u

i+1

; :::; u

i+t�1

g, pour tout i 2 f1; :::; ng, (les indi
es sont

pris modulo n). On note AW(n; t; q) la famille de sous-ensembles de U dé�nie par

AW(n; t; q) = fC � U j jCj = q et C � T

i

pour un i 2 f1; :::; ngg:

(U;AW(n; t; q)) est un système d'indépendants appelé (n; t; q)-antiweb généralisé. Laurent

[67℄ montre le résultat suivant.

Théorème 4.4.2 [68℄ L'inégalité

X

u2U

x(u) �

�

n(q � 1)

t

�

(4.6)

est valide pour le polytope P

I

(U;AW(n; t; q)). De plus, elle dé�nit une fa
ette si et

seulement si soit n = t, soit t ne divise pas n(q � 1).

Soit W(n; t) un (n; t)-antiweb ave
 t � 3 et 
onsidérons l'ensemble T des triangles

de W(n; t). Si l'on identi�e l'ensemble V des sommets de l'antiweb à l'ensemble U ,

les ensembles T

i

, i = 1; :::; n, 
orrespondent aux n 
liques de taille t de l'antiweb

W(n; t). De même, l'ensembleAW(n; t; 3) n'est rien d'autre que l'ensemble des triangles

de W(n; t). D'autre part, (V; T ) est un système d'indépendants. Ainsi les polytopes

P

B

(W(n; t)) et P

I

((U;AW(n; t; 3)) 
oïn
ident. Par 
onséquent, on peut déduire du

théorème 4.4.2 le 
orollaire suivant.

Corollaire 4.4.3 L'inégalité (4.5) dé�nit une fa
ette de P

B

(H) si et seulement si soit

n = t, soit t ne divise pas 2n.

4.4.2 Séparation

Dans [27℄, Cheng et De Vries montrent que, pour t �xé, la 
lasse des (n; t)-antiwebs

peut être séparée en temps polynomial. Ce résultat peut être fa
ilement étendu au

polytope des sous-graphes bipartis induits. Pour 
e faire, donnons d'abord le résultat

suivant qui permet de 
onstruire de nouvelles fa
ettes par identi�
ation de paires de

sommets.

Théorème 4.4.4 (Identi�
ation de deux sommets non adja
ents)

Soit G = (V;E) un graphe et G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu à partir de G en identi�ant
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deux sommets non-adja
ents v

1

et v

2

de G. Soit v

0

le sommet de G

0

résultant de 
ette

identi�
ation. Si ax � b est une inégalité valide pour P

B

(G), alors

(a(v

1

) + a(v

2

))x(v

0

) +

X

u2V

0

nfv

0

g

a(u)x(u) � b (4.7)

est une inégalité valide pour P

B

(G

0

).

Preuve. Soit B

0

� V

0

un ensemble de sommets induisant un sous-graphe biparti

H

0

de G

0

. Supposons d'abord que v

0

=2 B

0

. Alors B

0

induit dans G un sous-graphe

biparti de G qui ne 
ontient ni v

1

ni v

2

. De plus, 
omme (a(v

1

) + a(v

2

))x

B

0

(v

0

) +

P

u2V

0

nfv

0

g

a(u)x

B

0

(u) =

P

u2V

a(u)x

B

0

(u) � b, l'inégalité (4.7) est véri�ée. Supposons

maintenant que v

0

2 B

0

et posons B = (B

0

n fv

0

g) [ fv

1

; v

2

g. L'ensemble B induit un

sous-graphe biparti de G. En e�et, supposons le 
ontraire et 
onsidérons un 
y
le impair

C de B. Si C 
ontient l'un des sommets v

1

ou v

2

, disons v

1

, alors (V (C) n fv

1

g)[ fv

0

g

induit un 
y
le impair de H

0

, une 
ontradi
tion. Si C 
ontient v

1

et v

2

, 
omme v

1

et v

2

sont non-adja
ents dans G, il existe dans H

0

deux 
y
les C

0

et C

00

ayant en


ommun le sommet v

0

. De plus, 
omme C est impair, un des 
y
les C

0

ou C

00

est

impair, 
e qui est une 
ontradi
tion. Par 
onséquent, B induit un sous-graphe biparti

de G. Comme

P

u2V

a(u)x

B

(u) = a(v

1

)+ a(v

2

) +

P

u2V

0

nfv

0

g

a(u)x

B

0

(u) � b, l'inégalité

(4.7) est véri�ée. 2

Un (n; t)-antiweb généralisé est un graphe obtenu à partir d'un (n; t)-antiweb par

identi�
ations de sommets non adja
ents. Par le théorème 4.4.4, il en résulte qu'un

(n; t)-antiweb généralisé induit une 
ontraintes valide pour le polytope P

B

(G). Celle-


i peut être obtenue par appli
ation de la pro
édure du théorème 4.4.4 à partir de la


ontrainte d'antiweb 
orrespondante. On appellera 
es 
ontraintes inégalités d'antiwebs

généralisés. En adaptant la preuve de Cheng et De Vries au polytope des sous-graphes

bipartis induits, on obtient le résultat suivant.

Théorème 4.4.5 Soit t � 2 un entier �xé. Alors la 
lasse des inégalités de (n; t)-

antiwebs peut être séparée en temps polynomial.

4.5 Contraintes de p-roues d'ordre q

4.5.1 Inégalités de p-roues d'ordre q

Un graphe G = (V;E) est appelé p-roue d'ordre q où p et q sont des entiers positifs,

si V = V

h

[V




où V

h

induit un trou de longueur p et V




induit une 
lique sur q sommets
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universels à V

h

(i.e. tout sommet de la 
lique est adja
ent à tout sommet du trou) (voir

�gure 4.2 pour une 5-roue d'ordre 3).

Fig. 4.2 � Une 5-roue d'ordre 3

Théorème 4.5.1 Soit G = (V;E) un graphe et H = (W

h

[W




; F ) une p-roue d'ordre

q induite dans G. Alors l'inégalité

x(W

h

) +

j

p

2

k

x(W




) � 2

j

p

2

k

(4.8)

est valide pour P

B

(G). De plus, (4.8) dé�nit une fa
ette de P

B

(G) si et seulement si

i) p est impair,

ii) pour tout sommet u de V n (W

h

[W




) où fug [W




est une 
lique, au moins une

des 
onditions suivantes est véri�ée:

a) Il existe un ensemble S � W

h

de

�

p

2

�

sommets tels que S [fug est un stable

dans G.

b) Il existe un sommet v de W

h

tel que le graphe induit par (W

h

n fvg) [ fug

est biparti.

Preuve. Nous montrons tout d'abord que l'inégalité (4.8) est valide pour P

B

(G). Pour


ela, 
onsidérons un ensemble B 2 �(G). CommeW




est une 
lique, B 
ontient au plus

deux sommets de W




.

- Si jB \W




j = 2, alors B \W

h

= ; et don
 x

B

satisfait (4.8).

- Si jB \W




j = 1, alors B \W

h

est un stable de W

h

, et ainsi jB \W

h

j �

�

p

2

�

. Par


onséquent x

B

satisfait (4.8).

- Si B \ W




= ;, alors B \W � W

h

. Si p est impair alors, par l'inégalité (4.2), on

obtient jB \W

h

j � p� 1. Et si p est pair, alors, jB \W

h

j � p.

Dans les deux 
as, on ajB \W

h

j � 2

�

p

2

�

. Par 
onséquent, (4.8) est valide pour P

B

(G).

Supposons que p = 2k pour un k � 2. Soit W

h

= fu

1

; :::; u

2k

g où u

i

u

i+1

2 E pour

i = 1; :::; p (les indi
es sont pris modulo p). Considérons les inegalités

x(W




) + x

u

i

+ x

u

i+1

� 2, pour i = 1; 3; :::; 2k � 1;
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qui sont de type (4.4), et don
 valide pour P

B

(G). En sommant 
es inégalités, on obtient

la 
ontrainte (4.8). Ce qui implique que (4.8) ne peut dé�nir une fa
ette.

Pour la suite, supposons p impair. Notons que, dans 
e 
as, l'inégalité (4.8) peut être

é
rite sous la forme

x(W

h

) +

p� 1

2

x(W




) � p� 1:

Soit u 2 V n (W

h

[W




) tel que W




[ fug est une 
lique. Supposons que ni a) ni b) du

ii) ne sont véri�ées. Soit B 2 �(G) tel que x

B

satisfait (4.8) à l'égalité. On a�rme que

u =2 B. En fait, si 
e n'est pas le 
as, alors jB\W




j � 1, autrement dit le graphe induit

par B 
ontiendrait un 
y
le impair.

- Si B \W




= ;, alors B doit 
ontenir p � 1 sommets de W

h

. Cependant, 
omme par

hypothèse, la 
ondition ii) b) n'est pas véri�ée, 
e
i implique que le graphe induit par

B n'est pas biparti, une 
ontradi
tion.

- Si jB \W




j = 1, alors B \W

h

est un stable de

p�1

2

sommets. Comme ii) a) n'est pas

véri�é, il existe un sommet v 2 B \W

h

, qui est adja
ent à u. Alors fu; v; wg induit un


y
le impair, où w est le sommet de B \W




. Comme u; v; w 2 B, 
'est à nouveau une


ontradi
tion.

Ainsi u n'appartient à au
un ensemble B 2 �(G) dont le ve
teur d'in
iden
e satisfait

(4.8) à l'égalité. Mais 
e
i implique que l'inégalité (4.8) est équivalente à la 
ontrainte

x(u) � 0, une 
ontradi
tion.

Maintentant, supposons que i) et ii) sont véri�ées et soit p = 2k + 1, k � 1. Soit

S � W

h

un stable de k sommets et soit v

0

2 W




. Posons V

1

� V n (W

h

[W




) l'ensemble

des sommets u tels que fug [ W




soit une 
lique. Soit V

2

= V n (W

h

[ W




[ V

1

).

Soit V

0

1

� V

1

un sous-ensemble de sommets de V

0

1

tel que pour tout u 2 V

0

1

il existe

un ensemble S

u

de W

h

de taille k où S

u

[ fug est un stable de G. Par ii) b), pour

tout u 2 V

1

n V

0

1

, il existe un sommet, disons w

u

, de W

h

tel que le graphe induit par

(W

h

n fw

u

g) [ fug soit biparti. Aussi si u 2 V

2

alors il existe un sommet, disons v

u

, de

W




qui n'est pas adja
ent à u. Posons

B

u

=

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

W

h

n fug si u 2 W

h

;

S [ fug si u 2 W




;

S

u

[ fu; v

0

g si u 2 V

0

1

;

(W

h

n fw

u

g) [ fug si u 2 V

1

n V

0

1

;

S [ fu; v

u

g si u 2 V

2

:

Pour tout u 2 V , B

u

2 �(G) et x

B

u

satisfait (4.8) à l'égalité. De plus, il n'est pas

di�
ile de voir que les ve
teurs x

B

u

, u 2 V , sont linéairement indépendants. 2

Les inégalités (4.8) sont appelées inégalités de p-roues d'ordre q.
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4.5.2 Séparation

Dans 
e qui suit, nous allons montrer que les 
ontraintes de p-roues d'ordre q où q

est �xé, peuvent être séparées en temps polynomial.

Théorème 4.5.2 Si q est �xé, les inégalités de p-roues d'ordre q, ave
 p impair,

peuvent être séparées en temps polynomial.

Preuve. Puisque q est �xé, on peut tester en temps polynomial les inégalités de la

forme

x(K) + x

u

+ x

v

� 2 (4.9)

où K est un graphe 
omplet sur q sommets et u; v 2 V deux sommets adja
ents et

universels à K. On peut don
 supposer que les inégalités (4.9) sont satisfaites par x

�

.

Soit

�

G = (

�

V ;

�

E) le graphe où

�

V = fu 2 V j u est universel à Kg et

�

E = fuv 2 E

j u; v 2

�

V g. Soit � = x

�

(K). A 
haque arête uv 2

�

E, on asso
ie le poids w

�

uv

=

(2��)� (x

�

u

+x

�

v

). Notons que, puisque les 
ontraintes (4.9) sont supposées satisfaites

par x

�

, les poids sur les arêtes dans

�

G sont tous non négatifs. Par 
onséquent, il existe

une inégalité du type (4.8), 
orrespondant à K, qui est violée par x

�

si et seulement

si le poids minimum d'un 
y
le impair dans

�

G, par rapport au ve
teur poids x

�

, est

stri
tement inférieur à (2 � �). Un 
y
le impair C dans

�

G, ave
 jCj = 2k + 1, a pour

poids

w

�

(C) = (2k + 1)(2� �)� 2x

�

(C) = 2(2k � k�� x

�

(C)) + (2� �):

Ainsi, w

�

(C) < 2 � � si et seulement si x

�

(C) + k� < 2k, 
'est-à-dire si l'inégalité

(4.8) est violée. Comme re
her
her un 
y
le impair de poids minimum dans un graphe

ave
 des poids non négatifs peut être fait en temps polynomial [74℄, le théorème est

démontré. 2

4.6 Contraintes de p-roues liftées

4.6.1 Inégalités de p-roues liftées

Une p-roue liftée H = (W;F ) est une subdivision d'une p-roue d'ordre 1 H

0

telle que

les 
y
les obtenus à partir des triangles de H

0

par la subdivision soient tous impairs.

La p-roue liftée H est dite paire (resp. impaire) si p est pair (resp. impair). Le sommet
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Fig. 4.3 � Une 7-roue liftée

unique du graphe 
omplet de H

0

est appelée le 
entre de H. La �gure 4.3 montre une

7-roue liftée.

Si H = (W;F ) est une p-roue liftée, on note par C

�

la fa
e extérieure de H qui sera

appelée jante de H. Soient u

0

le 
entre de H et u

1

; :::; u

p

les sommets de degré 3 de C

�

pris dans le sens de la montre. Pour i 2 f1; :::; pg, la sous-
haîne P

i;i+1

de C

�

liant u

i

à

u

i+1

et dont les sommets intérieurs sont tous de degré 2, est appelée une 
haîne-jante

de H (les indi
es sont pris modulo p). En�n, on note par P

0;i

, i 2 f1; :::; pg, la 
haîne

de H entre u

0

et u

i

dont les sommets intérieurs sont tous de degré 2. P

0;i

est appelé le

rayon de H.

Soit G = (V;E) un graphe 
ontenant une p-roue liftée H = (W;F ), ave
 p impair.

On asso
ie à H l'inégalité

X

u2Wnfu

0

g

x(u) +

p� 1

2

x(u

0

) � jW j � 2: (4.10)

Une inégalité du type (4.10) est appelée inégalité de p-roue liftée. Dans la suite, nous

montrons que 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes de P

B

(H). Mais d'abord nous éta-

blissons la validité.

Théorème 4.6.1 L'inégalité (4.10) est valide pour P

B

(G).

Preuve: Soit B 2 �(G). Remarquons tout d'abord que, 
omme W n fu

0

g est un 
y
le

impair (la jante deH) ave
 des sommets pendants, alors jB\(Wnfu

0

g)j � jWnfu

0

gj�1.

Par 
onséquent, si u

0

=2 B, x

B

satisfait (4.10). Autrement, supposons que u

0

2 B.

Notons par C

1

; :::; C

p

les p fa
es intérieures de H. Remarquons que tout sommet de

W n fu

0

g est 
ontenu dans au plus deux 
y
les distin
ts parmi C

1

; :::; C

p

. Comme

jV (C

i

)nBj � 1 pour i = 1; :::; p, au moins

p+1

2

sommets sont né
essaires pour 
asser les


y
les impairs C

1

; :::; C

p

. Ainsi x

B

(W nfu

0

g) � jW nfu

0

gj�

p+1

2

, 
'est-à-dire, l'inégalité
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(4.10) est satisfaite par x

B

. 2

Théorème 4.6.2 L'inégalité (4.10) dé�nit une fa
ette de P

B

(H).

Preuve: Notons l'inégalité (4.10) par ax � � et supposons qu'il existe une inégalité

bx � � dé�nissant une fa
ette de P

B

(H) telle que fx 2 P

B

(H) j ax = �g � fx 2

P

B

(H) j bx = �g. Comme, l'inégalité (4.10) est valide pour P

B

(G), pour montrer

qu'elle dé�nit aussi une fa
ette, il su�t de montrer qu'il existe � > 0 tel que b = �a.

Pour 
ela, montrons tout d'abord qu'il existe � 2 IR tel que b(u) = � pour tout sommet

u de C

�

. Prenons un sommet arbitraire u de V (P

i;i+1

), pour i 2 f1; :::; pg (les indi
es

sont pris modulo p). Considérons les ensembles de sommets

W

1

= W n fu

i

; u

i+2

; :::; u

i+p�1

g;

W

2

= (B

1

n fug) [ fu

i

g.

Comme les graphes induits par W

1

et W

2

sont des arbres, W

1

et W

2

induisent des

graphes bipartis. De plus, ax

W

1

= ax

W

2

= jW j�2 = �. Il s'ensuit que 0 = bx

W

1

�bx

B

2

=

b(u)� b(u

i

). En posant � = b(u

1

), on obtient b(u) = � pour tout sommet u 2 P

1;2

. Par


onséquent, 
omme u

i

2 V (P

i�1;i

) \ V (P

i;i+1

), pour i 2 f1; :::; kg, alors b(u) = � pour

tout sommet u 2 V (C

�

). D'une manière similaire, on peut montrer que b(u) = b(u

i

),

pour u 2 P

0;i

, i 2 f1; :::; kg. On a alors b(u) = � pour tout sommet de W n fu

0

g.

Considérons l'ensembleW

3

= Wnfu

0

; u

1

g. Il est 
lair queW

3

2 �(H) et ax

W

3

= jW j�2.

Comme bx

W

3

= bx

B

2

, on obtient alors b(u

0

) =

P

i=3;5;:::;p

b(u

i

) =

p�1

2

� = �a(u

0

). En


onséquen
e, b = �a.

De plus, 
omme ax � � n'est pas une 
ontrainte triviale, bx � 
 dé�nit une fa
ette

non triviale de P

B

(H), et alors b � 0. Par 
onséquent � > 0 
e qui a
hève la preuve de


e théorème. 2

4.6.2 Séparation

La 
lasse des p-roues liftées peut être vue 
omme une généralisation des p-roues

d'ordre 1 qui, d'après le théorème 4.5.2, sont séparables en temps polynomial. Nous

dis
utons i
i du problème de séparation pour la 
lasse des p-roues liftées.

Dans [26℄, Cheng et Cunningham introduisent une large 
lasse d'inégalités valides

pour le polytope du stable, appelée inégalités de roues généralisées. Ils proposent éga-

lement un algorithme de séparation polynomial pour 
es inégalités. Nous utilisons dans


e paragraphe des idées similaires à 
elles de Chang et Cunningham pour montrer que

les inégalités de p-roues liftées peuvent être séparées en temps polynomial.
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Comme pour la séparation des inégalités d'antiweb, on dé�nit une 
lasse d'inégalités

valides plus larges et 
ontenant les inégalités de p-roues liftées. On appelle p-roue liftée

généralisée le graphe obtenu à partir d'une p-roue liftée d'ordre p par identi�
ations

de sommets non adja
ents. Une inégalité 
orrespondant à une p-roue liftée généralisée,

obtenue par appli
ation du théorème 4.4.4 sera appelée inégalité de p-roue liftée généra-

lisée. Par le théorème 4.4.4, il en résulte que les inégalités de p-roues liftées généralisées

sont valides pour P

B

(G). Le reste de 
ette se
tion dé
rit un algorithme polynomial de

séparation pour 
ette 
lasse de 
ontraintes. Cet algorithme permet de séparer en même

temps la 
lasse des p-roues liftées.

L'algorithme dé
rit i
i e�e
tue des re
her
hes de plus 
ourtes 
haînes paires et im-

paires non élémentaires pour déterminer les sous-
haînes élémentaires d'une p-roue lif-

tée. la re
her
he d'une plus 
ourte 
haîne paire ou impaire peut être réalisée en temps

polynomial [74℄. Alors que la re
her
he d'une plus 
ourte 
haîne élémentaire de parité

donnée est un problème NP-
omplet [40℄.

Soit G = (V;E) un graphe. Soit !(e) =

�x(u)+�x(v)

2

, pour toute arête e = uv 2 E

(Rappelons que �x = 1l � x

�

). L'algorithme 
ommen
e par 
al
uler pour tout 
ouple

de sommets distin
ts u; v 2 V , le poids minimum par rapport à !, d'une 
haîne paire

(resp. impaire) entre u et v dans G. Soit w

e

(u; v) (resp. w

o

(u; v)) 
e minimum. Ce


al
ul peut être réalisé en O(jV j

3

) en utilisant l'algorithme de Dijkstra dans un graphe

biparti approrié [74℄.

Soit u

0

un sommet donné de G. On 
onstruit un graphe 
omplet G

0

= (V

0

= V

0

e

[

V

0

o

; E

0

) où V

0

e

et V

0

o

sont deux 
opies de V n fu

0

g. On dé�nit alors le poids w

0

(u

0

v

0

) sur

G

0

, pour toute arête e = u

0

v

0

2 E

0

, 
omme suit

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

1

2

w

e

(u

0

; u) +

1

2

w

e

(u

0

; v) + w

o

(u; v)�

1

4

�x(u)�

1

4

�x(v)�

1

2

si u 2 V

0

e

et v 2 V

0

e

;

1

2

w

o

(u

0

; u) +

1

2

w

o

(u

0

; v) + w

o

(u; v)�

1

4

�x(u)�

1

4

�x(v)�

1

2

si u 2 V

0

o

et v 2 V

0

o

;

1

2

w

e

(u

0

; u) +

1

2

w

o

(u

0

; v) + w

e

(u; v)�

1

4

�x(u)�

1

4

�x(v)�

1

2

si u 2 V

0

e

et v 2 V

0

o

;

où u (resp. v) est un sommet de G dont u

0

(resp. v

0

) est une 
opie.

En fait, une arête u

0

v

0

de G

0

représente une 
haîne-jante d'une roue de 
entre u

0

. De

plus, le ve
teur-poids w

0

asso
ié aux arêtes de G

0

est 
hoisi de façon à 
e que la somme

des poids des arêtes d'un 
y
le C dans G

0


orresponde au poids d'une jCj-roue liftée


entrée en u

0

. D'autre part si x

�

satisfait les inégalités triviales et les inégalités de 
y
les

impairs, on peut alors montrer que w

0

(e) est non négatif pour toute arête e 2 E

0

. Par


onséquent, la re
her
he d'une 
haîne fermée impaire W de poids minimum dans G

0

peut être e�e
tuée en O(jV j

3

) [74℄. En utilisant des idées similaires à 
elles développées

dans [26℄, on montre qu'il existe une inégalité de p-roue liftée généralisée dont le graphe
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support est 
entré en u

0

et qui soit violée par x

�

, si et seulement si la somme des poids

des arêtes de W est stri
tement inférieure à 1�

1

2

x

�

(u

0

).

Si l'on répète 
ette re
her
he pour tout sommet u 2 V , on déte
te ainsi s'il existe

une inégalité de p-roue liftée généralisée violée par x

�

s'il en reste une.

L'algorithme présenté i
i 
onsiste à e�e
tuer, pour tout sommet de G, la re
her
he

d'un plus petit 
y
le dans le graphe G

0

. Comme la re
her
he d'un 
y
le minimum dans

G

0

peut être réalisé en O(jV j

3

), on peut établir le résultat suivant.

Théorème 4.6.3 Le problème de séparation des inégalités de p-roues liftées générali-

sées peut être résolu en O(jV j

4

).

4.7 Inégalités de 
hemin-
y
les

Un graphe H = (W;F ) est appelé un 
hemin-
y
le d'ordre p où p est un entier

positif, si H 
onsiste en p trous impairs C

1

; :::; C

p

et une 
haîne P

�

sans 
orde tel que

i) C

i

\C

i+1

= P

i

où P

i

est une 
haîne sans 
orde 
onsistant en au moins une arête,

pour i = 1; :::; p� 1,

ii) les 
haînes P

�

, P

1

, ..., P

p�1

sont deux à deux sommets disjointes,

iii) pour tout i; j 2 f1; :::; pg tel que i+ 1 < j, C

i

et C

j

sont sommet-disjoints,

iv) la 
haîne P

�

joint un sommet de C

1

, disons w

0

, à un sommet de C

p

, disons

w

p

, tels que w

0

2 V (C

1

) n V (P

1

), w

p

2 V (C

p

) n V (P

p�1

) et V (P

�

) n fw

0

; w

p

g \

(

S

i=1;:::;p

V (C

i

)) = ;.

On peut remarquer qu'une 
hemin-
y
le d'ordre p est un graphe planaire ave
 p+2

fa
es (dont la fa
e extérieure) et un degré maximal des sommets égal à trois. Un


hemin-
y
le d'ordre 4 est donné par la �gure 5.5.

Etant donné un 
hemin-
y
le H = (W;F ) d'ordre p, soit H

0

= (W

0

; F

0

) le sous-

graphe de H obtenu en �tant toutes les arêtes internes des 
haînes P

1

; :::; P

p�1

. Notons

que le graphe H

0


onsiste en trois 
haînes arête-disjointes P

�

; P

0

; P

00

entre w

0

et w

p

.

On note par C

0

et C

00

les trous de H

0

formés par les 
haînes P

0

et P

�

d'une part, et P

00

et P

�

, d'autre part.

Soient w

1

; :::; w

p�1

et z

1

; :::; z

p�1

les sommets de P

0

et P

00

qui appartiennent respe
ti-

vement aux 
haînes P

1

; :::; P

p�1

, de telle façon que P

i

joigne le sommets w

i

au sommet

z

i

. Pour simpli�er les notations, on posera z

0

= w

0

et z

p

= w

p

et on notera P

0

et P

p

respe
tivement, les 
haînes de w

0

à z

0

et de w

p

à z

p

. (Ainsi, P

0

et P

p

sont vides.)
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P

1

P

2

P

3

w

0

C

2

C

3

C

4

w

4

P

�

C

1

Fig. 4.4 � Un 
hemin-
y
le d'ordre 4.

Si u et v sont deux sommets de P

0

(resp. P

00

) alors u � v représente la sous-
haine de

P

0

(resp. P

00

) entre u et v. Etant donnés deux entiers j; k, 1 � j � k � p, H

j;k

désigne

le sous-graphe H induit par

S

i=j;:::;k

V (C

i

).

Avant de pouvoir montrer que les 
hemin-
y
les induisent des fa
ettes, nous donnons

un lemme te
hnique que nous utilisons fréquemment par la suite.

Lemme 4.7.1 Soit H = (W;T ) un 
hemin-
y
le d'ordre p. Soient j; k, 1 � j < k � p,

deux entiers tels que k� j+1 soit pair. Soit u

i

2 fw

i

; z

i

g un sommet donné de P

i

pour

i = j; j + 2; :::; k � 1. Soient v

1

et v

2

respe
tivement deux sommets de V (C

j

) n fu

j

g

et V (C

k

) n fu

k�1

g, qui appartiennent tout deux soit à V (P

0

) soit à V (P

00

). Alors le

sous-graphe

�

H

j;k

de H

j;k

induit par

S

i=j;:::;k

V (C

i

)nfu

j

; u

j+2

; :::; u

k�1

g est un arbre. De

plus, la 
haîne de

�

H

j;k

entre v

1

et v

2

a la même parité que v

1

� v

2

.

Preuve. Posons U = fu

j

; u

j+2

; :::; u

k�1

g. Il est fa
ile de voir que

�

H

j;k

est un arbre et

qu'il 
ontient exa
tement une 
haîne joignant v

1

et v

2

. On nomme R 
ette 
haîne (voir

la �gure 4.5).

v

2

v

2

C

j

v

1

v

1

C

k

u

k�1

u

j+2

u

j

Fig. 4.5 �

Remarquons tout d'abord que fw

j�1

; w

j+1

; w

j+3

; :::; w

k

g � (W n U). Soit R

i

l'unique


haîne de

�

H

j;k

entre w

i

et w

i+2

pour i = j� 1; :::; k� 2. Soit w

i

2 fw

j�1

; w

j+1

; w

j+3

; :::;
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w

k�2

g. Si w

i+1

2 V (R), alors R

i

est pré
isemment la sous-
haîne w

i

� w

i+2

. Si 
e

n'est pas le 
as, alors R

i

est la 
haîne P

i

[ (z

i

� z

i+2

) [ P

i+2

. Et, par 
onséquent,

R

i

[ (w

i

� w

i+2

) est le trou H

i;i+2

nP

i+1

. Comme H

i;i+2


onsiste en deux 
y
les impairs

ave
 une 
haîne en 
ommun, il s'ensuit que H

i;i+2

n P

i+1

est pair et, qu'ainsi, R

i

a la

même parité que (w

i

� w

i+2

). Ce
i implique que la 
haîne, disons R

0

, dans

�

H

j;k

entre

w

j�1

et w

k

a la même parité que w

j�1

� w

k

.

Supposons que v

1

et v

2

appartiennent tous deux à V (P

0

). Le 
as où v

1

; v

2

appartienent à

V (P

00

) se déduit par symétrie. On remarque que w

j�1

� w

k

= (v

1

� v

2

)[(w

j�1

� v

1

)[

(v

2

� w

k

). Alors R

0

a la même parité que la 
haîne (v

1

� v

2

)[ (w

j�1

� v

1

)[ (v

2

� w

k

).

Supposons que w

j

2 U et w

k�1

=2 U . (Les autres 
as: w

j

; w

k�1

2 U , w

j

; w

k�1

=2 U ,

w

j

=2 U et w

k�1

2 U , peuvent être traités de la même façon.) Ainsi R

0

= (R n (w

j�1

�

v

1

)) [ (v

2

� w

k

). Et, de même, les 
haînes (v

1

� v

2

) [ (w

j�1

� v

1

) [ (v

2

� w

k

) et

(R n (w

j�1

� v

1

)) [ (v

2

� w

k

) ont même parité. On en déduit don
 que R possède la

même parité que v

1

� v

2

. 2

Remarque 4.7.2 p est pair si et seulement si P

0

et P

00

ont même parité.

Preuve. Soit q =

P

p

i=1

jE(C

i

)j. Il est 
lair que p est pair si et seulement si q est

pair. Comme 
haque arête de P

i

, i = 1; :::; p� 1, est 
omptée deux fois dans la somme

dé�nissant q, alors q est pair si et seulement si P

0

et P

00

ont même parité.2

Maintenant, 
onsidérons un graphe G = (V;E) et soit H = (W;F ) un sous-graphe

induit de G qui est un 
hemin-
y
le d'ordre p ave
 p � 1 tel que C

0

et C

00

sont tous deux

impairs. Par la remarque 
i-dessus, il s'ensuit que p est pair. On asso
ie à H = (W;F )

l'inégalité

x(W ) � jW j � (

p

2

+ 1): (4.11)

Les inégalités du type (4.11) sont appelées inégalités de 
hemin-
y
les. On a le résultat

suivant.

Théorème 4.7.3 L'inégalité (4.11) est valide pour P

B

(G).

Preuve. Soit B 2 �(G), et supposons que jB \W j est maximum. (Si l'inégalité (4.11)

est véri�ée par x

B

alors elle est véri�ée par le ve
teur d'in
iden
e de tout ensemble

de sommets induisant un sous-graphe biparti de G.) Posons

�

B = W n B et W =

W n

S

i=1;:::;p�1

V (P

i

). On distingue deux 
as.

Cas 1.W\

�

B 6= ;. Soit u 2 W\

�

B. Si u 2 V (P

�

)nfw

0

; w

p

g, alors 
omme V (C

i

)\

�

B 6= ;

pour i = 1; 3; :::; p� 1, on obtient j

�

Bj �

p

2

+ 1, et ainsi (4.11) est satisfaite par x

B

. Si
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e n'est pas le 
a, alors u 2 V (C

j

) pour un j 2 f1; 2; :::; pg. On peut supposer que j est

pair. (Les autres 
as où j est impair suivent par symétrie). Ainsi, 
omme V (C

i

)\

�

B 6= ;

pour i = 1; 3; :::; j � 1; j + 1; j + 3; :::; p� 1, il s'ensuit que j

�

Bj �

p

2

+ 1, impliquant que

(4.11) est satisfaite par x

B

.

Cas 2. W \

�

B = ;. Comme V (C

i

)\

�

B 6= ;, pour i = 1; 3; :::; p� 1, on obtient j

�

Bj �

p

2

.

Supposons que j

�

Bj =

p

2

. Il s'ensuit que j

�

B \ V (P

i

)j = 1 pour i = 1; 3; :::; p � 1. Soit

u

i

le sommet de

�

B \ V (P

i

) pour i = 1; 3; :::; p� 1. Comme jB \W j est maximum, on

peut supposer que u

1

; u

3

; :::; u

p�1

sont tous dans fw

1

; :::; w

p�1

; z

1

; :::; z

p�1

g. D'après le

lemme 4.7.1, il en résulte que

�

H = H n fu

1

; u

3

; :::; u

p�1

g 
ontient une 
haîne, disons R,

entre w

0

et w

p

di�érent de P

�

et ayant la même parité que P

p

= w

0

� w

p

. Comme C

0

est impair, le trou qui est formé des 
haînes R et P

�

est alors impair. Don
,

�

H n'est

pas biparti, une 
ontradi
tion. Par 
onséquent, j

�

Bj �

p

2

+ 1 et x

B

satisfait (4.11). 2

Théorème 4.7.4 L'inégalité (4.11) dé�nit une fa
ette de P

B

(H).

Preuve. Notons l'inégalité (4.11) par ax � � et supposons qu'il existe une inégalité

bx � � qui dé�nit une fa
ette de P

B

(H) telle que fx 2 P

B

(H) j ax = �g � fx 2

P

B

(H) j bx = �g. Nous montrons qu'il existe � > 0 tel que b = �a.

Pour 
ela, nous montrons d'abord qu'il existe � 2 R tel que b(u) = � pour tout sommet

u 2 V (C

0

) [ V (C

00

). Soit j 2 f1; 3; :::; p � 1g tel que j est impair. Soit u 2 V (C

0

).

Considérons les ensembles de sommets

B

1

= W n fz

1

; z

3

; :::; z

j

; w

j

; z

j+2

; z

j+4

; :::; z

p�1

g;

B

2

= (B

1

n fug) [ fw

j

g:

D'après le lemme 4.7.1, en prenant v

1

= w

0

et v

2

= w

p

, il s'ensuit que le graphe obtenu

à partir de H

0;p

en �tant les sommets z

1

; z

3

; :::; z

p�1

est un arbre. Ainsi le graphe induit

par W nfz

1

; z

3

; :::; z

p�1

g 
ontient un unique 
y
le (impair). Par 
onséquent, les graphes

induits par B

1

et B

2

sont bipartis. De plus, ax

B

1

= ax

B

2

= jW j � (

p

2

+1) = �. Et alors

0 = bx

B

1

� bx

B

2

= b(u)� b(w

j

). En posant �

1

= b(w

j

), on obtient que b(u) = �

1

pour

tout sommet u 2 V (C

0

). De la même manière, on peut montrer qu'il existe �

2

2 R tel

que b(v) = �

2

pour tout sommet v 2 V (C

00

). Comme w

0

2 V (C

0

) \ V (C

00

), il s'ensuit

que �

1

= �

2

= �, et par 
onséquent

b(u) = �; pour tout u 2 V (C

0

) [ V (C

00

): (4.12)

Nous montrons ensuite que b(w) = �, pour tout w 2 V (P

i

) n fw

i

; z

i

g, et pour i =

1; 2; :::; p�1. Pour 
ela, 
onsidérons une 
haîne P

i

, pour i = 1; 2; :::; p�1, dont l'ensemble

des sommets intérieurs est non vide et soit w 2 V (P

i

) n fw

i

; z

i

g. Si i est pair (resp.

impair), 
onsidérons les ensembles de sommets suivants
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B

3

= W n fz

1

; z

3

; :::; z

i�1

; z

i+1

; w

i+2

; z

i+3

; z

i+5

; :::; z

p�1

g,

B

4

= (B

3

n fwg) [ fz

i+1

g:

(resp. B

0

3

= W n fz

1

; z

3

; :::; z

i

; w

i+1

; z

i+2

; z

i+4

; :::; z

p�1g

,

B

0

4

= (B

0

3

n fwg) [ fz

i

g:)

Par le lemme 4.7.1, il s'ensuit que B

3

et B

4

(resp. B

0

3

et B

0

4

) induisent des sous-graphes

bipartis de H. De plus, on a ax

B

3

= ax

B

4

= � (resp. ax

B

0

3

= ax

B

0

4

= �). Ainsi,

0 = bx

B

3

� bx

B

4

(resp. 0 = bx

B

0

3

� bx

B

0

4

). Ce
i implique que b(w) = b(z

i+1

) (resp.

b(w) = b(z

i

)). Par (4.12), on a don
 b(w) = �.

Ainsi on obtient b = �a. De plus, 
omme bx � 
 dé�nit une fa
ette non triviale de

P

B

(H), et, 
omme b � 0, on a � > 0, 
e qui a
hève la preuve du théorème. 2

Théorème 4.7.5 Soit H

�

le sous-graphe de G induit par W [N(W ). Supposons que

H

�

est de degré maximum trois et que les voisins dans H

�

de 
haque sommet u 2 N(W )

appartiennent tous à la même fa
e de H. Soit H

u

, où u 2 N(W ), le sous-graphe induit

par W [ fug. Alors l'inégalité (4.11) dé�nit une fa
ette de P

B

(G) si et seulement si

pour 
haque sommet u 2 N(W ) de degré trois dans H

�

, au moins une des fa
es de H

u

est paire.

Une preuve du théorème 4.7.5 est donnée en annexe. Les inégalités de 
hemins-
y
le

seront également dis
utées 
omme une 
lasse parti
ulière d'une famille plus générale

de 
ontraintes valides appelées inégalités 
ellulaires qui seront présentées et étudiées

dans le 
hapitre 5.

4.8 Constru
tion de fa
ettes pour P

B

(G)

Dans 
ette se
tion, nous dé
rivons 
ertaines pro
édures de 
onstru
tion de fa
ettes.

Dans [14℄, Barahona et Mahjoub dé
rivent des méthodes de 
onstru
tion de fa
ettes à

partir de fa
ettes pour le polytope P

B

(G). Celles-
i sont basées sur des transformations

de fa
ettes du polytope P

B

(G) et du polytope des stables.

Nous donnons tout d'abord un lemme te
hnique qui sera utile pour les preuves de


ette se
tion.

Lemme 4.8.1 Si ax � � dé�nit une fa
ette de P

B

(G), di�érente d'une inégalité tri-

viale, alors a(u) � 0 pour tout u 2 V et � > 0.
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Preuve. Supposons qu'il existe un sommet v ave
 a

v

< 0. Comme ax � � est di�érente

d'une inéqualité induite par x(v) � 0, il doit exister un ensemble B 2 �(G) tel que

u 2 B et ax

B

= �. Soit B

0

= B n fvg. On a B

0

2 �(G). Cependant, 
omme a

v

< 0, on

obtient ax

B

0

> �, 
e qui est impossible.

D'un autre 
�té, 
omme ax � � dé�nit une fa
ette, au moins un des 
oe�
ients de a,

disons a

u

, est positif. Comme fug 2 �(G), il s'ensuit que 0 < a

u

� �. 2

4.8.1 Ajout d'un sommet universel

Notre première méthode 
onsiste à ajouter un sommet universel.

Théorème 4.8.2 Soient G = (V;E) un graphe et ax � � une inégalité non triviale

dé�nissant une fa
ette de P

B

(G). Posons Æ = maxfax

S

j S un stable de Gg. Soit

G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu à partir de G en ajoutant un sommet universel v

0

. Soit

�ax � �� tel que

�a

u

= a

u

si u 2 V ,

�a

v

0

= �� Æ,

�� = �.

Alors �ax � �� dé�nit une fa
ette de P

B

(G

0

).

Preuve. Comme ax � � n'est pas une inégalité triviale, alors, par le lemme 4.8.1,

� > 0. Montrons tout d'abord que �ax � �� est valide pour P

B

(G

0

). Soit B

0

2 �(G

0

). Si

v

0

=2 B

0

, alors B

0

2 �(G) et don
 �ax

B

0

= ax

B

0

� � = ��. Si v

0

2 B

0

, alors B = B

0

n fv

0

g

est un stable de G, et ainsi ax

B

� Æ. Don
, �ax

B

0

= ax

B

+ (�� Æ) � Æ + �� Æ = ��.

Ensuite, nous allons exhiber jV

0

j ensembles de sommets induisant des sous-graphes

bipartis induits dont les ve
teurs d'in
iden
e satisfont �ax � �� à l'égalité et sont linéai-

rement indépendants, 
e qui montre que �ax � �� dé�nit une fa
ette de P

B

(G

0

). En e�et,


omme ax � � dé�nit une fa
ette de P

B

(G) ave
 � > 0, il existe n = jV j ensemble

de sommets B

1

; :::; B

n

2 �(G) tels que ax

B

i

= �, pour i = 1; :::; n et x

B

1

; :::; x

B

n

sont

linéairement indépendants. Maintenant, 
onsidérons les ensembles

B

0

i

= B

i

, pour i = 1; :::; n,

B

0

n+1

= S

�

[ fv

0

g,

où S

�

est un stable de G tel que ax

S

�

= Æ. Il est 
lair que B

0

1

; :::; B

0

n+1

2 �(G

0

). De plus,

leurs ve
teurs d'in
iden
e satisfont �ax � �� à l'égalité et sont linéairement indépendants.

2

Le théorème suivant est une 
onséquen
e dire
te du théorème 4.8.2.
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Corollaire 4.8.3 (Ajout d'un graphe 
omplet universel)

Soient G = (V;E) un graphe et ax � � une inégalité non triviale dé�nissant une fa
ette

de P

B

(G). Posons Æ = maxfa

t

x

S

j S stable de Gg. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu

à partir de G en ajoutant un graphe 
omplet H = (W;F ) et en liant 
haque sommet

de H à tout sommet de G. Soit �ax � �� tel que

�a

u

= a

u

si u 2 V ,

�a

v

= �� Æ si v 2 W ,

�� = �.

Alors �ax � �� dé�nit une fa
ette de P

B

(G

0

).

4.8.2 E
latement et 
ontra
tion

Notre se
onde pro
édure de 
ontru
tion de fa
ettes 
onsiste à é
later un sommet. Le

théorème suivant permet de dé
rire 
ette pro
édure et montre que l'opération inverse

est possible.

Théorème 4.8.4 (a) (E
latement d'un sommet)

Soient G = (V;E) un graphe et ax � � une inégalité dé�nissant une fa
ette non

triviale de P

B

(G). Prenons v 2 V tel que a

v

> 0 et F un ensemble d'arêtes de Æ(v).

Soit G

0

= (V

0

; E

0

) un graphe obtenu à partir de G en é
latant le sommet v en deux

sommets v

1

; v

2

tels que v

1

soit in
ident à toutes les arêtes de F et v

2

soit in
ident à

toutes les arêtes de Æ(v) n F . Soit a

0

u

= a

u

pour tout u 2 V n fvg et a

0

v

1

= a

0

v

2

= a

v

.

Supposons que tout sous-graphe biparti induit maximal de G

0

interse
te fv

1

; v

2

g et que

�+2a

v

= maxfa

0

x

B

j B 2 �(G

0

)g. Soit

�

G = (

�

V ;

�

E) le graphe obtenu à partir de G

0

en

ajoutant un nouveau sommet v

3

et les arêtes v

1

v

3

et v

3

v

2

(Voir la �gure 4.6). Posons

�a

u

= a

u

si u 2 V n fvg ,

�a

v

1

= �a

v

2

= �a

v

3

= a

v

,

�� = � + 2a

v

.

Alors �ax � �� dé�nit une fa
ette de P

B

(

�

G).

(b) (Contra
tion d'une 
haîne de longueur deux)

Soit G = (V;E) un graphe et ax � � une inégalité non triviale dé�nissant une fa
ette

de P

B

(G). Soient v

1

; v

2

; v

3

trois sommets de G tels que (v

1

; v

2

; v

3

) soit une 
haîne, v

3

soit de degré deux et a

v

1

= a

v

2

= a

v

3

> 0. Supposons que tout sous-graphe biparti induit

maximal de G interse
te fv

1

; v

2

g. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu à partir de G en


ontra
tant v

1

v

3

et v

3

v

2

. Notons par v le sommet 
réé par la 
ontra
tion, et posons

�a

u

= a

u

si u 2 V n fvg;
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�a

v

= a

v

1

,

�� = �� 2a

v

1

.

Alors �ax � �� dé�nit une fa
ette de P

B

(G

0

).

v

3

v

2

v

1v

F

F Æ(v) n F

Æ(v) n F

Fig. 4.6 �

Preuve. (a) Soit

�

B 2 �(

�

G). Si jfv

1

; v

2

; v

3

g\

�

Bj � 2, 
omme

�

Bnfv

1

; v

2

; v

3

g 2 �(G), il

s'ensuit que �ax

�

B

� �+2a

v

. Si fv

1

; v

2

; v

3

g �

�

B, alors on pose B = (

�

Bnfv

1

; v

2

; v

3

g)[fvg.

Il est 
lair que B 2 �(G) et ainsi �ax

�

B

= ax

B

� a

v

+ 3a

v

� � + 2a

v

. Par 
onséqent

�ax � �� est valide pour P

B

(

�

G).

Maintenant nous montrons que �ax � �� dé�nit une fa
ette. Soit bx � 
 une inégalité

dé�nissant une fa
ette de P

B

(

�

G) telle que fx 2 P

B

(

�

G) j �ax = ��g � fx 2 P

B

(

�

G) j bx =


g. Nous allons montrer que b = ��a pour un � > 0.

Soit B

�

2 �(G

0

) tel que a

0

x

B

�

= � + 2a

v

. Alors on a v

1

; v

2

2 B

�

. En fait, suppo-

sons, par exemple, que v

1

=2 B

�

. Soit B = B

�

n fv

2

g si v

2

2 B

�

et B = B

�

sinon.

Ainsi B 2 �(G) et ax

B

> �, une 
ontradi
tion. Maintenant 
onsidérons les ensembles

B

�

1

= (B

�

n fv

1

g) [ fv

3

g et B

�

2

= (B

�

n fv

2

g) [ fv

3

g. Alors B

�

; B

�

1

; B

�

2

2 �(

�

G) ave


�ax

B

�

= �ax

B

�

1

= �ax

B

�

2

= ��. Ce
i implique que bx

B

�

= bx

B

�

1

= bx

B

�

2

= 
, et don


b

v

1

= b

v

2

= b

v

3

.

Comme ax � � dé�nit une fa
ette de P

B

(G), il existe n = jV j ensembles de sommets

B

1

; :::; B

n

2 �(G) tels que x

B

1

; :::; x

B

n

véri�ent ax � � à l'égalité et sont linéairement

indépendants. Comme ax � � est di�érent d'une inégalité triviale, il existe au moins un

ensemble parmi B

1

; :::; B

n

qui 
ontient (qui ne 
ontient pas) v. Don
 supposons que v

appartient à k, k < n, de 
es ensembles. S.p.d.g., on peut supposer que v 2 B

1

; :::; B

k

.

Comme tout ensemble de sommets induisant un sous-graphe biparti maximal de G

0

interse
te fv

1

; v

2

g, il s'ensuit que pour 
haque ensemble B

i

, i = k + 1; :::; n, il existe

v

i

2 fv

1

; v

2

g tels que B

0

i

= B

i

[ fv

i

g 2 �(G

0

). Considérons les ensembles de sommets

suivants

�

B

i

= B

i

n fvg [ fv

1

; v

2

; v

3

g, pour i = 1; :::; k,

�

B

i

= B

0

i

[ fv

3

g, pour i = k + 1; :::n,

qui appartiennent à �(

�

G) et véri�ent �ax

�

B

i

= ��, pour i = 1; :::; n. On sait que bx

�

B

i

= 
,

pour i = 1; ::; n. Soit b

0

2 R

V

tel que b

0

u

= b

u

, pour u 2 V nfvg et b

0

v

= b

v

1

. Les ve
teurs

d'in
iden
e x

B

1

; :::; x

B

n

satisfont les inégalités b

0

x � 
 � 2b

v

1

à l'égalité et sont linéai-

rement indépendants. Par 
onséquent, b

0

x � 
 � 2b

v

1

dé�nit une fa
ette pour P

B

(G).
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On peut remarquer que 
ette fa
ette 
ontient 
elle dé�nie par ax � �. Ainsi, b

v

1

= �a

v

et b

u

= �a

u

, pour tout u 2 V n fvg, pour un � 2 IR. Ce
i implique b

v

2

= b

v

3

= �a

v

, et,

�nalement, b = ��a.

De plus, 
omme ax � � n'est pas une inégalité triviale, bx � 
 est aussi non triviale

et alors � > 0. Ainsi �ax � �� dé�nit une fa
ette de P

B

(

�

G).

(b) La validité de la nouvelle inégalité peut être fa
ilement démontrée par des


onstru
tions élémentaires 
omme il a été fait en (a). Nous allons montrer que �ax � ��

dé�nit une fa
ette.

Comme ax � � dé�nit une fa
ette de P

B

(G), il existe n = jV j ensembles de sommets

B

1

; :::; B

n

2 �(G) dont les ve
teurs d'in
iden
e véri�ent ax

B

i

= �, pour i = 1; :::; n et

sont linéairement indépendants. Posons

B

0

i

=

�

B

i

n fv

1

; v

2

; v

3

g [ fvg; si fv

1

; v

2

; v

3

g � B

i

;

B

i

n fv

1

; v

2

; v

3

g; sinon,

pour i = 1; ::; n. Il est 
lair que B

0

1

; :::; B

0

n

2 �(G

0

). De plus, on sait que �ax

B

0

i

= ��

pour i = 1; :::; n. Posons M (resp. M

0

) la matri
e dont les 
olonnes sont les ve
teurs

x

B

1

; :::; x

B

n

(resp. x

B

0

1

; :::; x

B

0

n

). Pour prouver notre résultat, il su�t de montrer que M

0

est de rang n�2. Pour 
ela notons d'abord que pour i = 1; :::; n, jB

i

\fv

1

; v

2

; v

3

gj � 2.

En e�et, si 
e n'est pas le 
as, alors par hypothèse, on déduit qu'il existe B

i

; i 2

f1; :::; ng, tels que v

3

=2 B

i

et B

i


ontient exa
tement un des sommets v

1

; v

2

, disons

v

1

. Cependant 
omme B

i

[ fv

3

g induit en
ore un sous-graphe biparti et a

v

3

> 0, il

s'ensuit que ax

B

i

[fv

3

g

> �, une 
ontradi
tion. De plus, il doit exister au moins un

ensemble B

i

qui 
ontient exa
tement un des sommets parmi fv

1

; v

2

; v

3

g et au moins un

ensemble B

i

qui 
ontient fv

1

; v

2

; v

3

g. Autrement, la fa
ette dé�nie par ax � � devrait

être 
ontenue soit dans la fa
e fx 2 P

B

(G) j x(v

1

) + x(v

2

) + x(v

3

) = 2g soit dans la

fa
e fx 2 P

B

(G) j x(v

1

) + x(v

2

) + x(v

3

) = 3g. Comme x(v

1

) + x(v

2

) + x(v

3

) � 2 n'est

pas valide (on peut remarquer que fv

1

; v

2

; v

3

g 2 �(G)), 
e
i 
ontredit le premier 
as.

Si le deuxième 
as se produit alors il s'ensuit que la fa
ette est in
luse dans la fa
ette

triviale fx 2 P

B

(G) j x(v

1

) = 1g. Mais 
e
i 
onstitue à nouveau une 
ontradi
tion. Par


onséquent, on peut supposer, s.p.d.g, que les ensembles B

1

; :::; B

n

sont ordonnés de

telle façon que B

1

; :::; B

k

, 1 � k < n, 
ontiennent fv

1

; v

2

; v

3

g et B

k+1

; :::; B

n


ontiennent

exa
tement deux sommets parmi fv

1

; v

2

; v

3

g. Par 
onséquent M

0

a la forme suivante

M

0

=

2

6

6

4

A

1 ::: 1 0 ::: 0

3

7

7

5
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où la dernière ligne 
orrespond à v et A est la sous-matri
e de M donnée par les lignes

asso
iées aux sommets de V n fv

1

; v

2

; v

3

g.

Notons par L = (2; :::; 2) le ve
teur-ligne qui 
ontient uniquement des 2. On remarque

que L =

2

�

a

t

:M (on rapelle que � > 0). Si l'on soustrait L à la somme des lignes de M


orrespondant à v

1

; v

2

; v

3

, on obtient la dernière ligne de M

0

. Ce qui implique que les

lignes de M

0

ne sont rien d'autres que des 
ombinaisons linéaires des lignes de M . Ce

qui montre que M

0

est de rang n� 2. 2

4.8.3 Subdivision d'une étoile

Notre dernière opération 
onsiste à subdiviser une étoile.

Théorème 4.8.5 Soit G = (V;E) un graphe et ax � � une inégalité non triviale

dé�nissant une fa
ette de P

B

(G). Soit v 2 V tel que a

v

> 0. Supposons que, pour


haque arête e 2 E in
idente à v, il existe un ensemble B qui induit un sous-graphe

biparti de Gn e et tel que ax

B

= �+a

v

. Posons G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu à partir

de G en subdivisant les arêtes in
identes à v (voir la �gure 4.7). Posons

�a

u

= a

u

; si u 2 V ,

�a

u

= a

v

; si u 2 V

0

n V ,

�� = � + jN(v)ja

v

.

Alors �ax � �� dé�nit une fa
ette de P

B

(G

0

).

vv

G

0

G

Fig. 4.7 �

Preuve. Soit N(v) = fu

1

; :::; u

k

g, k � 1. Pour j = 1; :::; k, on pose v

j

le sommet

ajouté sur l'arête vu

j

.

Montrons tout d'abord que �ax � �� est valide pour P

B

(G

0

). Soit B

0

2 �(G

0

). Si v =2 B

0

,

alors B

0

n fv

1

; :::; v

k

g 2 �(G) et ainsi �ax

B

0

� � + ka

v

. Supposons don
 que v 2 B

0

. On


onsidère deux 
as

Cas 1. jfv

1

; ::v

k

g \ B

0

j < k. Comme B

0

n fv; v

1

; :::; v

k

g 2 �(G), il s'ensuit que �ax

B

0

�

� + ka

v

.
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Cas 2. fv

1

; ::; v

k

g � B

0

. Soit B = B

0

n fv

1

; ::v

k

g. On a B 2 �(G). En e�et, supposons

que 
e ne soit pas le 
as, et 
onsidérons un 
y
le impair C de (B;E(B)). Il est 
lair

que v 2 V (C), autrement C serait un 
y
le impair dans le graphe obtenu en enlevant

v, 
e qui est impossible. Soient u

1

; u

2

les sommets de V (C) adja
ents à v et soit P la


haîne de C joignant u

1

et u

2

et ne 
ontenant pas v, 
'est-à-dire P = C n fu

1

v; vu

2

g.

Soit C

0

le 
y
le obtenu à partir de P en ajoutant les arêtes fu

1

v

1

; v

1

v; vv

2

; v

2

u

2

g. Noter

que C

0

est impair. Comme C

0

est un 
y
le du sous-graphe de G

0

induit par B

0

, on a une


ontradi
tion. Don
 B 2 �(G) et, par 
onséquent, �ax

B

0

= ax

B

+ ka

v

� � + ka

v

� ��.

Par 
onséquent, �ax � �� est valide pour P

B

(G

0

).

Comme ax � � dé�nit une fa
ette de P

B

(G), il existe n = jV j ensembles de sommets

B

1

; :::; B

n

2 �(G) tels que ax

B

i

= � pour i = 1; :::; n et x

B

1

; :::; x

B

n

sont linéairement

indépendants. Pour u

j

2 N(v), on pose D

j

l'ensemble de �(G n vu

j

) tel que ax

D

j

=

� + a

v

. Considérons les ensembles

B

0

i

= B

i

[ fv

1

; :::v

k

g, pour i = 1; ::; n,

B

0

n+j

= D

j

[ fv

1

; :::; v

k

g n fv

j

g, pour j = 1; :::; k,

qui induisent des sous-graphes bipartis de G

0

. De plus, �ax

B

0

i

= �� pour i = 1; :::; n + k.

Soit M (resp. M

0

) la matri
e dont les 
olonnes sont les ve
teurs x

B

i

, i = 1; :::; n (resp.

x

B

0

i

, i = 1; :::; n+ k). Alors M

0

a la forme suivante:

M

0

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

M A

1 :: 1 0 1 : : 1

1 : :

: : : : :

: : 1

1 :: 1 1 : : 1 0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

;

où les k dernières lignes deM

0


orrespondent aux sommets v

1

; :::; v

k

et A est une matri
e

en 0-1. Remarquons que la ligne n de M

0


orrespond au sommet v. Aussi remarquons

que a

v

> 0. Maintenant, e�e
tuons les opérations suivantes sur M

0

: rempla
er la ligne

n par

P

i=n

i=1

a

i

M

0

i

, où M

0

i

est la ligne i de M

0

, et multiplier 
haque ligne i par �,

pour i = n + 1; :::; n + k. Par la suite, soustraire la ligne n à 
haque ligne i, pour

i = n + 1; :::; n+ k. Ce
i permet de 
onstruire une matri
e de la forme

�

�

M

�

A

0 �D

�

où

�

M est la matri
e obtenue à partir de M par des 
ombinaisons linéaires et D est une

matri
e qui peut être dé
rite 
omme
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2

6

6

6

6

4

�+ a

v

a

v

: : a

v

a

v

�+ a

v

:

: : :

: : a

v

a

v

: : a

v

�+ a

v

3

7

7

7

7

5

:

Par 
onséquent

�

M est non-singulière. De plus, 
omme �; a

v

> 0, il est fa
ile de

voir que D est aussi non-singulière. En 
onséquen
e, M

0

est non-singulière et don


x

B

0

1

; :::; x

B

0

n+k

sont linéairement indépendants, 
e qui implique que �ax � �� dé�nit une

fa
ette de P

B

(G

0

). 2

4.8.4 Appli
ations et exemples

Tout d'abord on peut remarquer que la validité de 
ertaines des inégalités introduites

dans la se
tion pré
édente peut également être montré en utilisant les opérations de


onstru
tions de fa
ettes. En fait, une inégalité de 
lique (4.4) peut être obtenue à

partir d'un triangle en ajoutant des sommets universels (théorème 4.8.2). De même,

une inégalité de p-roue d'ordre q peut être obtenue à partir d'un 
y
le de longueur p

en ajoutant un graphe 
omplet sur q sommets (
orollaire 4.8.3).

D'autres inégalités valides et dé�nissant des fa
ettes peuvent êtres également géné-

rées en utilisant les pro
édures de 
onstru
tions de fa
ettes. Considérons par exemple

un trou H

1

= (W

1

; E

1

) sur trois sommets, voir la �gure 4.8 (a). Dans [14℄, il est montré

que l'inégalité de 
lique x(W

1

) � 2 dé�nit une fa
ette de P

B

(H

1

). En appliquant deux

fois le théorème 4.8.2, on obtient le graphe 
omplet H

2

= (W

2

; E

2

) de la �gure 4.8

(b) et l'inégalité x(W

2

) � 2 qui dé�nit une fa
ette de P

B

(H

2

). Maintenant, 
hoisissons

un sommet v, prenons un ensemble F de deux arêtes in
identes à v et appliquons le

théorème 4.8.4 (a) pour v et F . Ce
i 
onduit au graphe H

3

= (W

3

; F

3

) de la �gure

4.8 (
) et l'inégalité asso
iée x(W

3

) � 4 qui dé�nit une fa
ette. En appliquant plu-

sieurs fois le théorème 4.8.4 (a) pour les sommets restants de W

2

, on obtient le graphe

H

4

= (W

4

; E

4

) de la �gure 4.8 (d). L'inégalité dé�nissant une fa
ette obtenue est alors

x(W

4

) � 12. Maintenant, si on répète le théorème 4.8.5 pour les sommets du 
y
le

extérieur de H

4

, on obtient le graphe H

5

= (W

5

; E

5

) de la �gure 4.8 (e), et l'inégalité

asso
iée x(W

5

) � 27 qui dé�nit une fa
ette. Finalement, en utilisant le théorème 4.8.4

(b), on obtient le graphe H

6

= (W

6

; E

6

) de la �gure 4.8 (f) et l'inégalité dé�nissant

une fa
ette x(W

6

) � 7. On peut remarquer que le graphe H

5

obtenu est le graphe de

Petersen.

Il est fa
ile de voir qu'une inégalité de p-roue liftée (4.10) peut être obtenue à partir
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(c)

(f)

(b)

(e)

(d)

(a)

Théorème 4.8.4 (a)

Théorème 4.8.5

H

1

H

4

H

5

Théorème 4.8.2

Théorème 4.8.4 (b)

Théorème 4.8.4 (a)

H

6

H

3

H

2

Fig. 4.8 � Constru
tion de fa
ettes

d'une inégalité de p-roue d'ordre 1 en appliquant plusieurs fois les opérations: 
ontra
-

tion d'une 
haîne et subdivision d'une étoile. Ce
i implique que les inégalités (4.10)

sont valides pour P

B

(G). De plus, 
es inégalité peuvent dé�nir des fa
ette. La �gure

4.9 montre la 
onstru
tion d'une 5-roue liftée (Figure 4.9(
)) à partir d'une 5-roue

d'ordre 1 (�gure 4.9(a)). Le graphe de la �gure 4.9(b) est obtenu par les opérations

de subdivision des étoiles Æ(v

i

); i = 1; 2; 4; 5. On peut remarquer que Æ(v

1

) et Æ(v

2

)

sont subdivisées deux fois. Le graphe de la �gure 4.9(
) est obtenu par 
ontra
tion de


haînes de trois sommets.
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(a) (c)(b)
v

3

v

5

v

4

v

1

v

2

H

1

v

3

v

5

v

4

v

1

v

2

H

3

v

3

v

5

v

4

v

1

v

2

H

2

Théorème 4.8.5 Théorème 4.8.4 (b)

Fig. 4.9 � Constru
tion d'une 5-roue liftée

4.9 
on
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté des inégalités valides pour le problème du

sous-graphe biparti induit. Nous avons également donné des 
onditions né
essaires et

su�santes pour que 
ertaines de 
es 
ontraintes dé�nissent des fa
ettes pour P

B

(G).

Pour plusieurs 
lasses de 
ontraintes, nous avons montré que le problème de séparation

asso
ié peut être résolu en temps polynomial. En�n, nous avons proposé des pro
édures

de 
onstru
tions de fa
ettes.

Dans le 
hapitre suivant, nous poursuivrons l'étude fa
iale de P

B

(G) en étudiant une


lasse d'inégalités valides appelées inégalités 
ellulaires, qui généralisent les inégalités

de 
y
les impairs et de 
hemins-
y
le présentées dans 
e 
hapitre.
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Chapitre 5

Inégalités 
ellulaires

Dans 
e 
hapitre, nous présentons une autre 
lasse de 
ontraintes valides pour le

polytope des sous-graphes bipartis induits. Nous dis
utons d'abord 
ertaines propriétés


on
ernant leurs graphes induits appelés graphes 
ellulaires. Nous donnons ensuite des


onditions né
essaires et su�santes pour que 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes de

P

B

(G). En�n, nous étudions deux 
as parti
uliers de 
es 
ontraintes et nous montrons

que le problème de séparation asso
ié peut être résolu en temps polynomial.

5.1 Graphes 
ellulaires

Etant donné un graphe planaire G, il est 
lair que tout graphe obtenu de G en

reliant, à l'aide d'une 
haîne, deux sommets quel
onques d'une même fa
e est aussi

planaire.

Une graphe G = (V;E) sera dit 
ellulaire s'il peut être 
onstruit à partir d'un trou

en appliquant l'opération suivante.

� : Choisir deux sommets de degré deux d'une même fa
e et les relier

par une 
haîne élémentaire.

En 
onséquen
e, les graphes 
ellulaires sont les graphes planaires, 2-
onnexes et de

degré maximum 3. La �gure 5.1 montre un graphe 
ellulaire ave
 8 fa
es (y 
ompris la

fa
e extérieure).

Lemme 5.1.1 Un graphe 
ellulaire 
ontient un nombre pair de fa
es impaires.
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Fig. 5.1 � Un graphe 
ellulaire à 8 fa
es

Preuve. Soit G = (V;E) un graphe 
ellulaire 
ontenant p fa
es et soit G

D

(V

D

; E

D

) le

graphe dual de G. Ainsi, un sommet u de G

D


orrespondant à une fa
e de G

D

a un

degré égal au nombre d'arêtes de 
ette fa
e. Comme un graphe possède un nombre pair

de sommet de degré impair, le graphe G 
ontient un nombre pair de fa
es impaires.2

On peut alors déduire le résultat suivant à propose des représentations planaires

d'un graphe 
ellulaire.

Corollaire 5.1.2 Soit G = (V;E) un graphe 
elullaire. Sur une représentation pla-

naire de G, la fa
e extérieure est impaire si et seulement G 
ontient un nombre impair

de fa
es intérieures impaires.

Si G = (V;E) est un graphe 
ellulaire, on dit que deux fa
es de G sont adja
entes si

elles ont au moins une arête en 
ommun. On donne à présent un lemme te
hnique qui

sera utile pour montrer que les graphes 
ellulaires produisent des fa
ettes de P (G).

Lemme 5.1.3 Soit G = (V;E) un graphe 
ellulaire 
ontenant p fa
es impaires, p � 2.

Il existe un ensemble W de sommets de V et un ensemble F d'arêtes de E tels que le

graphe G

0

= (V nW;E n F ) est un graphe 
ellulaire 
ontenant p fa
es impaires et dont

une de 
es fa
es impaires est uniquement adja
ente à des fa
es impaires.

Preuve. Soit C

0

une fa
e impaire de G. Les ensembles W et F peuvent être 
onstruits

en suivant l'algorithme suivant:

tant que C

0

est adja
ente à une fa
e paire, �ter les arêtes et les sommets intérieurs

des 
haînes 
ommunes à C

0

et à ses fa
es paires adja
entes.

A 
haque itération de 
et algorithme, G perd une fa
e paire et 
onserve toutes ses fa
es

impaires. Par 
onséquent, le graphe G obtenu à la �n de 
et algorithme 
ontient p fa
es

impaires et sa fa
e C

0

est adja
ente uniquement à des fa
es impaires. 2
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5.2 Inégalités 
ellulaires

5.2.1 Dé�nition

Soient G = (V;E) un graphe et H = (W;F ) un sous-graphe 
ellulaire induit de

G 
ontenant p fa
es impaires. Par le lemme 5.1.1, p est pair. Considérons l'inégalité

suivante asso
iée au sous-graphe H

x(W ) � jW j �

p

2

: (5.1)

Les inégalités du type (5.1) seront appelées inégalités 
ellulaires. On a le résultat sui-

vant.

Théorème 5.2.1 L'inégalité (5.1) est valide pour P

B

(G).

Preuve. La preuve est par ré
urren
e sur p.

Si p = 0, 
omme H est biparti, x(V (W )) � jW j. Si p = 2, 
omme H 
ontient un 
y
le

impair, il est 
lair que x(V (W )) � jW j�1. Maintenant, supposons que l'inégalité (5.1)

est valide pour tous les graphes 
ellulaires 
ontenant p

0

fa
es impaires ave
 2 � p

0

�

p� 2.

Considérons d'abord le 
as où il existe une fa
e impaire C

0

de H qui est adja
ente

uniquement à des fa
es impaires. Supposons que la 
ontrainte (5.1) n'est pas valide

pour P

B

(G). Par 
onséquent, il existe B 2 �(G) tel que jW n Bj �

p�2

2

. Nous allons

montrer que jB\V (C

0

)j = ;, 
e qui est une 
ontradi
tion. Soient u

1

; :::; u

q

les sommets

de C

0

de degré 3 pris dans le sens de la montre. Soient P

i

, i = 1; :::; q, la sous-
haîne de

C

0

liant u

i

à u

i+1

et qui ne 
ontient au
un autre sommet parmi u

1

; :::; u

q

(les indi
es sont

pris modulo q). Soit i

0

2 f1; :::; qg. Soit H

0

= (W

0

; E

0

) le graphe obtenu en supprimant

les sommets intérieurs des 
haînes P

i

0

et P

i

0

+1

. Alors H

0

est un graphe 
ellulaire auquel

s'ajoute une 
haîne pendante. De plus, H

0

possède p � 2 fa
es impaires. D'où, par

l'hypothèse de ré
urren
e, on a jW

0

n Bj �

p�2

2

. Ainsi, W n B ne 
ontient au
un des

sommets intérieurs de la 
haîne (P

i

0

[ P

i

0

+1

). Par 
onséquent, B 
ontient tous les

sommets de la fa
e C

0

, 
e qui est une 
ontradi
tion. Ainsi, l'inégalité (5.1) est valide

dans 
e 
as.

Considérons maintenant le 
as où toutes les fa
es impaires de H sont adja
entes à des

fa
es paires. D'après le lemme 5.1.3, il existe W

0

� W et F

0

� F tels que le graphe

H

00

= (W nW

0

; F nF

0

) est un graphe 
ellulaire 
ontenant p fa
es impaires dont une est

uniquement adja
ente à des fa
es impaires. D'après l'hypothèse de ré
urren
e et le 
as

pré
édent, l'inégalité

x(W nW

0

) � jW nW

0

j �

p

2

: (5.2)
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est valide pour H

00

. Ainsi, l'inégalité (5.1) peut être obtenue en sommant l'inégalité

(5.2) ave
 les inégalités x(u) � 1, u 2 W

0

, 
e qui termine la preuve. 2

5.2.2 Conditions né
essaires

Dans 
ette se
tion, nous donnons des 
onditions né
essaires pour que l'inégalité (5.1)

dé�nisse une fa
ette pour P

B

(G).

Théorème 5.2.2 L'inégalité (5.1) dé�nit une fa
ette de P

B

(G) seulement si

i) p � 2,

ii) H ne 
ontient pas de fa
e paire possédant un sommet de degré 2,

iii) H ne 
ontient pas une 
haîne P dont les sommets intérieurs sont de degré 2 et telle

que H n P soit non 
onnexe.

Preuve. i) Si p = 0, l'inégalité (5.1) ne dé�nit 
lairement pas de da
ettes. ii) Supposons

que G 
ontienne un sommet u de degré 2 appartenant à une fa
e paire. Alors le graphe

induit par W n fug est un graphe 
ellulaire auquel s'ajoute des 
haînes pendantes.

De plus 
e graphe 
ontient en
ore p fa
es impaires et don
 l'inégalité x(W n fug) �

jW n fugj �

p

2

est valide pour P (G). En sommant 
ette dernière inégalité et x(u) � 1,

on obtient l'inégalité (5.1) qui ne peut don
 dé�nir de fa
ette pour P (G).

iii) Supposons que H possède une 
haîne P dont les sommets intérieurs sont de degré 2

et telle que H nP soit non 
onnexe. Par 
onséquent, 
ette 
haîne est 
ommune à deux

fa
es de H, disons C

1

et C

2

, de manière à 
e que H puisse être représenté planairement


omme sur la �gure 5.2.

C

1

C

2

u

3

u

4

u

2

u

1

Fig. 5.2 �

Soit H

0

le sous-graphe obtenu à partir de H en �tant les sommets intérieurs des 
haînes

(C

1

\ C

�

) [ (C

2

\ C

�

) [ (C

1

\ C

2

). Noter que H

0

n'est pas 
onnexe et que toutes ses


omposantes 
onnexes sont des graphes 
ellulaires. S.p.d.g., on peut supposer qu'il y a

seulement deux 
omposantes 
onnexes. Soient H

0

1

= (W

0

1

; F

0

1

) (resp. H

0

2

= (W

0

2

; F

0

2

)) la
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omposante 
onnexe de H

0


ontenant des sommets de la fa
e C

1

(resp. C

2

). Considérons

le graphe H

1

(resp. H

2

) induit par les sommets de W

0

1

[ V (C

1

) (resp. W

0

2

[ V (C

2

)).

Notons p

1

(resp. p

2

; p

0

1

; p

0

2

) le nombre de fa
es impaires du graphe H

1

(resp. H

2

; H

0

1

; H

0

2

).

On peut montrer fa
ilement que soit p = p

0

1

+p

2

, soit p = p

1

+p

0

2

. S.p.d.g., supposons que

p = p

0

1

+ p

2

. Dans 
e 
as, l'inégalité (5.1) peut être obtenue en sommant les inégalités


ellulaires asso
iées à H

0

1

et H

2

x(W

0

1

) � jW

0

1

j �

p

1

2

et x(W

0

2

[ V (C

2

)) � jW

0

2

[ V (C

2

)j �

p

2

2

.

et les inégalités triviales x(u) � 1 pour tout u 2 ((V (C

1

)nW

0

1

)nV (C

2

)), 
e qui implique

que l'inégalité (5.1) ne peut dé�nir de fa
ette pour P

B

(G). 2

On peut noter que lorsqu'un graphe 
ellulaire 
ontient une fa
e impaire possédant

uniquement des sommets de degré 3, alors l'inégalité (5.1) asso
iée peut dé�nir une

fa
ette.

5.2.3 Graphes p-
ellulaires

Dans 
ette se
tion, nous introduisons une sous-
lasse des inégalités 
ellulaires pour

laquelle nous dé
rivons des 
onditions né
essaires et su�santes pour qu'elles dé�nissent

des fa
ettes de P

B

(G).

On dit qu'un graphe 
ellulaire H

0

est p-
ellulaire s'il 
ontient exa
tement p fa
es qui

sont toutes impaires et qu'il ne 
ontient pas une 
haîne P dont les sommets intérieurs

sont de degré 2 et telle que H

0

nP soit non 
onnexe. Un graphe p-
ellulaireH = (W;F )

est dit fortement p-
ellulaire si, pour toute fa
e C de H, il existe un ensemble de

sommets B

C

� W tels que jW nB

C

j =

p�2

2

, V (C)nB

C

= ; et (B

C

nfug) 2 �(H), pour

tout u 2 V (C).

On a le résultat suivant.

Théorème 5.2.3 Soit H = (W;F ) un graphe fortement p-
ellulaire. Alors l'inégalité


ellulaire (5.1) asso
iée à H dé�nit une fa
ette de P

B

(H).

Preuve. Notons par ax � � l'inégalité (5.1) et supposons qu'il existe une inégalité

bx � � qui dé�nit une fa
ette de P

B

(H) telle que fx 2 P

B

(H) j ax = �g � fx 2

P

B

(H) j bx = �g. A�n de prouver que (5.1) dé�nit une fa
ette de P

B

(H), il su�t de

montrer qu'il existe � > 0 tel que b = �a.
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Soient C

1

; :::; C

p

les fa
es de H. Soit i

0

2 f1; :::; pg. Montrons d'abord qu'il existe

�

i

0

2 R tel que b(v) = �

i

0

pour tout sommet v 2 V (C

i

0

). Comme H est fortement p-


ellulaire, il existe un ensemble de sommets B

0

tel que jW nB

0

j =

p�2

2

et V (C

i

0

)nB

0

= ;.

De plus, pour tout sommet v 2 V (C

i

0

), B

0

n fvg induit un sous-graphe biparti de H.

Soient u

1

et u

2

deux sommets distin
ts de C

i

0

. Par 
onséquent, ax

B

0

nfu

1

g

= ax

B

0

nfu

2

g

=

jW j � (

p

2

) = � et alors 0 = bx

B

0

nfu

1

g

� bx

B

0

nfu

2

g

= b(u

1

)� b(v

2

). En posant �

i

0

= b(u

1

),

on obtient alors b(v) = �

i

0

pour tout sommet v 2 V (C

i

0

).

Maintenant, posons � = �

1

. Comme toute fa
e de H est adja
ente à une autre fa
e de

H, on peut déduire que �

i

= �, pour tout i 2 f1; :::; pg. Il s'ensuit que b(v) = �, pour

tout v dans W .

Don
, b = �a. De plus, 
omme ax � � n'est pas triviale, bx � 
 dé�nit une fa
ette non

triviale de P

B

(H), et ainsi b � 0. Par 
onséquent � > 0, 
e qui a
hève la preuve. 2

Nous donnons maintenant une 
ondition né
essaire pour qu'une inégalité 
ellulaire

dé�nisse une fa
ette de P

B

(G).

Soient G = (V;E) un graphe et H = (W;F ) un sous-graphe p-
ellulaire de G. Soit

H

�

le sous-graphe deG induit parW[N(W ). Supposons queH

�

est de degré maximum

trois et que les voisins dans H

�

de 
haque sommet u 2 N(W ) appartiennent tous à la

même fa
e de H. Soit H

u

, pour u 2 N(W ), le sous-graphe induit par W [ fug. On

peut remarquer tout d'abord que H

u

est planaire et tout sommet de H

u

est de degré

� 3.

Théorème 5.2.4 Si pour tout sommet u 2 N(W ) de degré trois dans H

�

, toutes les

fa
es de H

u

sont impaires, alors l'inégalité (5.1) ne dé�nit pas une fa
ette pour P

B

(G).

Preuve. Soit u 2 V nW un sommet de N(W ) de degré trois tel que toutes les fa
es de

H

u

soient impairs. On peut remarquer que H

u

est un graphe 
ellulaire ave
 exa
tement

p+ 2 fa
es qui sont toutes impaires. Alors l'inégalité suivante

x(W [ fug) � jW j+ 1�

p+ 2

2

= jW j �

p

2

(5.3)

est valide pour P

B

(G). Ce
i signi�e que l'inégalité (5.1) peut être obtenue en sommant

l'inégalité (5.3) et l'inégalité triviale �x(u) � 0. Par 
onséquent l'inégalité (5.1) ne

dé�nit pas de fa
ette pour P

B

(G). 2

Le théorème suivant donne une 
ondition né
essaire et su�sante pour qu'une inéga-

lité (5.1) asso
iée à un graphe fortement p-
ellulaire dé�nisse une fa
ette de P

B

(G).
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Théorème 5.2.5 Si H est fortement p-
ellulaire, alors l'inégalité (5.1) dé�nit une

fa
ette de P

B

(G) si et seulement si pour 
haque sommet u 2 N(W ) de degré trois dans

H

�

, au moins une des fa
es de H

u

est paire.

Preuve.

()) Si pour tout sommet u 2 N(W ) de degré trois dans H

�

, toutes les fa
es de H

u

sont impaires, alors, par le théorème 5.2.4, l'inégalité (5.1) ne dé�nit pas une fa
ette

de P

B

(G).

(() Par le théorème 5.2.3, l'inégalité (5.1) dé�nit une fa
ette de P

B

(H), a�n de montrer

qu'elle dé�nit aussi une fa
ette de P

B

(G), il su�t de prouver que, pour tout sommet

u 2 V nW , il existe un ensemble B 2 �(G), ave
 B \ (V nW ) = fug, qui 
ontient u et

dont le ve
teur d'in
iden
e satisfait (5.1) à l'égalité. Pour 
ela, prenons arbitrairement

un sommet u de V nW . Par hypothèse, tous les voisins de u appartiennent à la même

fa
e C de H et, par 
onséquent, u est 
ontenu dans C. Comme C est impaire, il s'ensuit

qu'exa
tement une des fa
es de H

u


ontenant u est impaire. Soit u

1

un voisin de u qui

appartient à 
ette fa
e. Comme H est fortement p-
ellulaire, il existe un ensemble de

sommets B

C

� W tels que jW n B

C

j =

p�2

2

, V (C) n B

C

= ; et (B

C

n fu

1

g) 2 �(H).

Considérons l'ensemble de sommets B

u

= (B

C

n fu

1

g) [ fug. Il est 
lair que B

u

induit

un sous-graphe biparti de G et son ve
teur d'in
iden
e véri�e (5.1) à l'égalité. De plus

B

C

\ (V nW ) = fug. 2

En se
tion 5.2.4.3, nous montrons que les 
hemin-
y
les (introduits dans la se
tion

4.7) sont fortement p-
ellulaire, le théorème 5.2.5 permet don
 de prouver le théorème

4.7.5.

Une question naturelle qui peut se poser est: existe-t-il des graphes p-
ellulaires qui

ne sont pas fortement p-
ellulaires. Aussi, on peut remarquer que, par dé�nition, les

seuls graphes 3-
ellulaires sont les 3-roues liftées. En fait, nous n'avons pas été 
apable

de produire un graphe p-
ellulaire qui ne soit pas fortement p-
ellulaire. Ce
i nous


onduit à la 
onje
ture suivante.

Conje
ture 5.2.1 Un graphe p-
ellulaire H = (W;F ) est fortement p-
ellulaire et,

ainsi l'inégalité (5.1) asso
iée à H dé�nit une fa
ette de P

B

(H) si et seulement si p est

impair.

Nous dé�nissons S 
omme l'ensemble de toutes les subdivisions d'une étoile de degré

trois. Un graphe 
ellulaire est dit étoile-
ellulaire s'il peut être 
onstruit à partir d'un

trou impair en appliquant l'opération �

0

suivante.

�

0

: Prendre trois sommets u

1

; u

2

; u

3

de degré deux sur la fa
e extérieure et un graphe
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S de S. Identi�er les sommets de degré un de S ave
 u

1

; u

2

et u

3

de façon à 
e

que le graphe obtenu soit un graphe plan et les deux nouvelles fa
es intérieures

soient impaires.

La 
lasse des graphes étoile-
ellulaires possède la propriété suivante.

Lemme 5.2.6 Un graphe étoile-
ellulaire, 
onstruit à partir d'un trou impair en répé-

tant

p�2

2

l'opération �

0

est un graphe fortement p-
ellulaire.

Preuve. Soit H = (W;F ) un graphe étoile-
ellulaire obtenu à partir d'un trou impair

en répétant q fois l'opération �

0

. Noter que H est (2q + 2)-
ellulaire. Soient v

1

; :::; v

q

les q sommets de W qui sont utilisés 
omme le sommet u

2

durant l'une des itérations

de l'opération �

0

. Alors fv

1

; :::; v

q

g \ V (C

�

) = ; et W n fu; v

1

; :::; v

q

g 2 �(H) pour tout

v 2 V (C

�

). 2

La 
onje
ture 5.2.1 est liée à la 
onje
ture suivante.

Conje
ture 5.2.2 Un graphe p-
ellulaire est un graphe étoile-
ellulaire.

En e�et, nous avons 
e qui suit.

Lemme 5.2.7 La 
onje
ture 5.2.2 implique la 
onje
ture 5.2.1.

Preuve. Soit C

�

la fa
e exterieure d'un graphe étoile-
ellulaire. Par le lemme 5.2.6, on

peut remarquer qu'il existe un ensemble de sommets B

C

�

� W tel que jW nB

C�

j =

p�2

2

,

(V (C

�

) nB

C

�

) = ; et (B

C

�

[ fug) 2 �(H), pour tout u 2 V (C

�

).

Soit H un graphe p-
ellulaire. Si la 
onje
ture 5.2.2 est vraie, alors H est étoile-


ellulaire, et par la remarque 
i-dessus, H est fortement p-
ellulaire. Ce qui implique

que la 
onje
ture 5.2.1 est aussi vraie. 2

5.2.4 Cas parti
uliers d'inégalités 
ellulaires

Dans 
ette se
tion, nous présentons des 
as parti
uliers d'inégalités 
ellulaires.
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5.2.4.1 Inégalités de 1-murs

Un graphe H = (W;F ) est appelé un 1-mur d'ordre q, où q est un entier positif,

q � 1, si H 
onsiste en q trous impairs C

1

; :::; C

q

tels que

i) (C

i

\C

i+1

) = P

i

où P

i

est une 
haîne d'au moins une arête, pour i = 1; :::; q � 1,

ii) les 
haînes P

1

; :::; P

q�1

sont deux à deux sommet-disjointes,

iii) pour i; j 2 f1; :::; qg tels que i + 1 < j, C

i

et C

j

sont sommet-disjoints.

C

3

w

1

w

2

w

3

w

4

z

1

C

1

C

4

C

5

P

1

P

2

P

3

P

4

C

2

z

2

z

3

z

4

Fig. 5.3 � Un 1-mur d'ordre 5

Etant donné un 1-mur H = (W;F ) d'ordre q, soit H

0

le graphe obtenu de H en

enlevant tous les sommets intérieurs des 
haînes P

1

; :::; P

q�1

. Notons que le graphe H

0

est un trou. On note w

i

; z

i

les extrémités de la 
haîne P

i

pour tout i 2 f1; :::; q� 1g de

façon à 
e que w

1

; :::; w

q�1

; z

q�1

; z

q�2

; ; :::; z

1

soient pris dans 
et ordre sur le 
y
le H

0

.

Si u et v sont deux sommets de H

0

alors u � v représente la sous-
haîne H

0

entre u et v

qui ne 
ontient pas à la fois un sommet de fw

1

; :::; w

q�1

g et un sommet de fz

1

; :::; z

q�1

g.

On peut remarquer qu'un 1-mur d'ordre 1 est un 
y
le impair. De plus, un 
y
le

impair est le seul 1-mur qui soit p-
ellulaire, 
e qui permet d'énon
er le résultat suivant

Lemme 5.2.8 Si H est un 1-mur d'ordre q alors l'inégalité (5.1) est valide pour P

B

(G)

et elle dé�nit une fa
ette de P

B

(H) si et seulement si q = 1.

5.2.4.2 Inégalités de �eurs

Un graphe H = (W;F ) est appelé une �eur d'ordre q, où q est un entier positif,

q � 2, si H 
onsiste en un 1-mur d'ordre q tel que P

q

= ((C

1

n P

1

) \ (C

q

n P

q�1

)) soit

une 
haîne d'au moins une arête. On note alors w

q

et z

q

les deux extrémités de P

q

telles

qu'il existe un sous-
haîne de la fa
e extérieure entre z

q

et z

1

dont tous les sommets

intérieurs sont de degré 2. La �gure 5.4 montre une �eur d'ordre 6.



96 Inégalités 
ellulaires

w

1

w

2

C

1

C

3

z

1

z

2

z

3

C

2

C

5

z

6

z

5

z

4

w

3

C

6

C

4

w

5

w

4

w

6

Fig. 5.4 � Une �eur d'ordre 6

On peut remarquer qu'une �eur impaire H d'ordre q est un graphe 
ellulaire 
onte-

nant q+2 fa
es. Posons C

0

la fa
e intérieure de H distin
te de C

1

; :::; C

q

. On dit qu'une

�eur est paire (impaire) si C

0

est pair (impair).

Proposition 5.2.9 Une �eur impaire d'ordre q, q � 3 ave
 q pair, est fortement q-


ellulaire.

Preuve. Soit H = (W;F ) une �eur impaire d'ordre q ave
 q pair. Si q � 3, alors H est

q + 2-
ellulaire. Pour prouver que H est fortement q + 2-
ellulaire, on doit exhiber un

sous-ensemble de sommetsB

C

� W deW , pour toute fa
e C deH, tel que jWnB

C

j =

q

2

,

V (C) nB

C

= ; et (B

C

n fug) 2 �(H), pour tout u 2 V (C).

Soit C

�

la fa
e extérieure de H. Soit B

C

�

= W n fw

1

; w

3

; :::; w

q�1

g et B

C

0

= W n

fz

1

; z

3

; :::; z

q�1

g. Pour i 2 f1; :::; qg, on pose également

B

C

i

=

�

W n fw

1

; w

3

; :::; w

i�3

; z

i�2

; w

i+1

; w

i+3

; w

i+5

; :::; w

q�1

g; si i est pair;

W n fw

1

; w

3

; :::; w

i�2

; z

i+1

; w

i+2

; w

i+4

; w

i+6

; :::; w

q�1

g; si i est impair:

Pour toute fa
e C de H, jW n B

C

j =

q

2

et B

C

[ V (C) = ;. De plus, B

C

induit un

sous-graphe qui 
onsiste en un 
y
le ave
 des 
haînes pendantes. Par 
onséquent, H

est fortement q-
ellulaire. 2

D'après le lemme pré
édent et le théorème 5.2.3, on a le résultat suivant.

Corollaire 5.2.10 Soit H = (W;F ) une �eur d'ordre q, q � 3. L'inégalité asso
iée

(5.1)

X

u2W

x(u) � jW j �

�

q + 1

2

�

(5.4)
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dé�nit une fa
ette de P

B

(H) si et seulement si H est impaire et q est pair.

Preuve. Supposons d'abord que H est paire et q pair, alors l'inégalité (5.4) peut

être obtenue en sommant les inégalités de 
y
les impairs 
orrespondant aux fa
es

C

1

; C

3

; :::; C

q�1

et les inégalités triviales des sommets de W privé des sommets des

fa
es C

1

; C

3

; :::; C

q�1

.

Considérons le 
as où H est paire ave
 q impair. En fait 
e 
as est aussi 
elui où H est

impaire ave
 q impair. Dans 
e 
as, H 
ontient né
essairement un sommet de degré 2,

par le lemme 5.2.2 ii), (5.4) ne dé�nit pas de fa
ette de P (H).

Supposons don
 que H est impaire ave
 q impair. Dans 
e 
as, d'après le théorème

5.2.9, H est fortement (q + 1)-
ellulaire. Ainsi, d'après le théorème 5.2.3, l'inégalité

(5.4) dé�nit une fa
ette de P

B

(H). 2

Comme il a été remarqué, un graphe 
ellulaire est planaire. Une �eur où l'on é
hange

la dé�nition des sommets w

q

et z

q

, n'est pas un graphe planaire. Cependant, 
e graphe

peut être représenté sur le ruban de Moebius de façon à 
e que deux arêtes ne se 
roisent

pas. Le ruban de Moebius est une surfa
e non-orientable à un seul 
�té que l'on obtient

à partir d'un re
tangle en atta
hant à l'envers deux bords opposés du re
tangle. Une

�eur, dont on a é
hangé les dé�nitions des sommets w

q

et z

q

, peut être représentée sur


ette surfa
e de manière à 
e que deux arêtes adja
entes ne se 
roisent pas. Néanmoins

si 
ette surfa
e n'a qu'une seule fa
e, elle n'est pourtant pas planaire.

5.2.4.3 Inégalités de 
hemin-
y
les

Dans la se
tion 4.7, nous avons introduit les inégalités de 
hemin-
y
les qui sont

valides pour P

B

(G). Nous avons également proposé des 
onditions né
essaires et su�-

santes pour que 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes pour P

B

(G). Dans 
ette se
tion,

nous donnons des preuves alternatives pour 
es résultats.

On peut remarquer qu'un 
hemin-
y
le H = (W;F ) d'ordre q où q est un entier

ave
 q � 2 peut être redé�ni de la manière suivante: H 
onsiste en un 1-mur H

0

d'ordre q et une 
haîne sans 
orde P

�

joignant un sommet de C

1

, disons w

0

, à un

sommet de C

q

, disons w

q

, et tel que w

0

2 V (C

1

) n V (P

1

), w

q

2 V (C

q

) n V (P

q�1

) et

V (P

�

) n fw

0

; w

q

g \ V (H

0

) = ;.

Proposition 5.2.11 Un 
hemin-
y
le d'ordre q, q � 2, ave
 q pair, est fortement

q + 2-
ellulaire.

Preuve. Soit H un 
hemin-
y
le d'ordre q. Si q � 3, alors H est un q-
ellulaire. Pour

prouver que H est fortement q-
ellulaire, il su�t d'exhiber un ensemble de sommets
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P

1

P

2

P

3

w

0

C

2

C

3

C

4

w

4

P

�

C

1

Fig. 5.5 � Un 
hemin-
y
le d'ordre 4

B

C

� W , pour toute fa
e C de H, tel que jW n B

C

j =

p�1

2

, V (C) n B

C

= ; et

(B

C

n fug) 2 �(H), pour tout u 2 V (C).

Soit C

�

la fa
e extérieure de H et C

0

la fa
e intérieure de H distin
tes des fa
es

C

1

; :::; C

q

. On pose B

C

�

= W n fw

1

; w

3

; :::; w

q�1

g et B

C

0

= W n fz

1

; z

3

; :::; z

q�1

g. De

plus, pour i 2 f1; :::; qg on note également

B

C

i

=

�

W n fw

1

; w

3

; :::; w

i�3

; z

i�2

; w

i+1

; w

i+3

; :::; w

q�1

g; si i est pair;

W n fw

1

; w

3

; :::; w

i�2

; z

i+1

; w

i+2

; w

i+4

; :::; w

q�1

g; si i est impair:

Pour toute fa
e C de H, jW n B

C

j =

q

2

et B

C

[ V (C) = ;. De plus, B

C

induit un

sous-graphe qui 
onsiste en un 
y
le ave
 des 
haînes pendantes. Par 
onséquent, H

est fortement q-
ellulaire. 2

Soient G = (V;E) un graphe et H = (W;F ) un 
hemin-
y
le d'ordre q induit de

G. Alors l'inégalité 
ellulaire asso
iée à H n'est rien d'autre que la 
ontrainte (4.11).

Comme par le théorème 5.2.11 un 
hemin-
y
le est fortement p-
ellulaire, les théorèmes

4.7.3, 4.7.4 et 4.7.5 peuvent être aussi vus 
omme des 
onséquen
es des théorèmes 5.2.3

et 5.2.5.

5.2.4.4 Inégalités de 2-murs

Un graphe H = (W;F ) est appelé 2-mur d'ordre q, où q est un entier , q � 2, si H


ontient deux sous-graphes H

1

et H

2

qui sont des 1-murs respe
tivement d'ordre q et

q � 1 et qui véri�ent les propriétés suivantes

i) w

2

i

est un sommet intérieur de z

1

i

� z

1

i+1

pour i = 0; :::; q � 1,

w

2

0

est un sommet intérieur de V (C

1

1

n P

1

1

) \ (V (C

2

1

n P

2

1

),

w

2

q�1

est un sommet intérieur de V (C

1

q

n P

1

q�1

) \ V (C

2

q�1

n P

2

q�2

),

ii) (C

1

i

\ C

2

i

) est la 
haîne w

2

i�1

� z

1

i

de H

1

, et (C

2

i

\C

1

i+1

) est la 
haîne z

1

i

� w

2

i

de

H

1

, pour i = 1; :::; q,
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iii) et toutes les autres paires de 
y
les parmi C

1

1

; :::; C

1

q

; C

2

1

; :::; C

2

q�1

sont sommet-

disjoints,

i
i C

j

i

, P

j

i

, w

j

i

et z

j

i

sont respe
tivement les fa
es intérieures C

i

, les 
haînes P

i

et les

sommets w

i

et z

i

du 1-mur H

j

, pour j = 1; 2 (voir la �gure 5.6 qui montre un 2-mur

d'ordre 5).

P

1

1

P

1

2

P

1

3

P

1

4

C

1

1

C

1

4

C

1

2

C

1

3

C

1

5

w

1

1

w

1

3

w

1

2

w

1

4

z

1

1

z

1

2

z

1

3

z

1

4

z

2

2

z

2

3

z

2

1

C

2

4

C

2

2

C

2

3

C

2

1

P

2

1

P

2

2

P

2

3

w

2

3

w

2

2

w

2

1

w

2

4

w

2

0

Fig. 5.6 � Un 2-mur d'ordre 5

Proposition 5.2.12 Un 2-mur d'ordre q, q � 2, est fortement 2q-
ellulaire.

Preuve. Soit H un 2-mur d'ordre q. Pour q � 2, H est (2q � 1)-
ellulaire. Soit C

�

la

fa
e extérieure de H. Soit B

C

�

= W n fz

1

1

; :::; z

1

q�1

g. Posons

B

C

1

i

= W n fw

2

0

; :::; w

2

i�1

; w

2

i+1

; :::; w

2

q

g, pour i 2 f1; :::; qg, et,

B

C

2

i

= W n fz

1

1

; z

1

2

; :::; z

1

i�1

; w

1

i

; z

1

i+1

; w

1

i+2

; :::; w

1

q�1

, pour i 2 f1; :::; q � 1g.

Pour toute fa
e C de H, jW n B

C

j = q � 1 et B

C

[ V (C) = ;. De plus, B

C

induit un

sous-graphe qui 
onsiste en un 
y
le ave
 des 
haines pendantes. Par 
onséquent, H

est fortement (2q � 1)-
ellulaire. 2

Corollaire 5.2.13 Soit H = (W;F ) un 2-mur d'ordre q, q � 2. Alors l'inégalité

asso
iée (5.1)

X

u2W

x(u) � jW j � (q + 1) (5.5)

dé�nit une fa
ette de P

B

(H).

La pro
édure de 
onstru
tion des 2-murs peut naturellement être généralisée pour

dé�nir des stru
tures appelées p-murs qui 
onsisteraient en un empilement de p 1-murs.
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Dans le 
adre de l'algorithme de 
oupes et bran
hements présenté dans le 
hapitre

6, nous proposons des heuristiques de séparation pour les 2-murs ainsi que pour les


hemins-
y
le.

5.3 Séparation d'inégalités 
ellulaires

Dans 
ette se
tion, nous démontrons que le problème de séparation peut être résolu

en temps polynomial pour deux 
lasses parti
ulières d'inégalités 
ellulaires.

5.3.1 Séparation des inégalités de �eurs

Dans 
e paragraphe, nous montrons que la séparation des inégalités de �eurs peut

être réalisée en temps polynomial. La te
hnique de preuve utilisée i
i et dans le para-

graphe suivant utilise des idées similaires à 
elles développées par Cheng et Cunningham

[26℄ pour la séparation des inégalités de roues liftées pour le polytope du stable.

On appelle inégalités de �eurs impaires d'ordre q les inégalités de �eurs (5.4) dont le

graphe induit est une �eur impaire d'ordre q, q � 2. On appelle �eur impaire générali-

sée d'ordre q un graphe obtenu à partir d'une �eur impaire d'ordre q par identi�
ations

de sommets non adja
ents. D'après le théorème 4.4.4, une �eur impaire généralisée

induit une 
ontrainte valide pour P

B

(G). On appelle 
es 
ontraintes inégalités de �eurs

impaires généralisées d'ordre q.

Par 
ommodité d'é
riture, on utilise dans 
ette se
tion la notation suivante: o pour

impair, e pour pair et r pour un objet qui peut exister pour les deux parités. On se

permet ainsi d'é
rire r 2 fo; eg, et d'utiliser les égalités binaires o + o = e, o + e = o,

e+ e = e et l'opérateur opp(r) qui donne la parité opposée à r, pour r 2 fo; eg.

Soit G = (V;E) un graphe. Soient x

�

2 IR

V

, �x = 1l � x

�

et !(e) =

�x(u)+�x(v)

2

, pour

toute arête e = uv 2 E.

Lemme 5.3.1 Soit H = (W;F ) une �eur impaire (généralisée) d'ordre q ave
 q � 2.

Alors l'inégalité de �eur (5.2.9) asso
iée à H peut être é
rite sous la forme

q

X

i=1

!(P

i

)+

q

X

i=1

(!(w

i

� w

i+1

) + !(z

i

� z

i+1

))�

1

2

 

q

X

i=1

�x(w

i

) + �x(z

i

)

!

�

q

2

+1: (5.6)
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Preuve. L'inégalité de �eur (5.2.9) peut être é
rite sous la forme

P

u2W

�x(u) �

q

2

+ 1.

D'où (5.6) 2

La remarque suivante permet de dé
rire une �eur d'ordre q à partir des 
haînes qui

la 
omposent.

Remarque 5.3.2 Soient z

1

; :::; z

q

; w

1

; :::; w

q

, 2q sommets distin
ts de G. Soient des


haînes élémentaires P (w

i

; z

i

) (resp. P (w

i

; w

i+1

) et P (z

i

; z

i+1

)) reliant w

i

et z

i

(resp.

w

i

et w

i+1

, et z

i

et z

i+1

), i 2 f1; :::; qg, 
hoisis de telle façon que 
ha
un des 
y
les

formés par les arêtes de P (w

i

; z

i

), P (z

i

; z

i+1

), P (w

i+1

; z

i+1

) et P (w

i+1

; w

i

) soit impair

pour tout i 2 f1; :::; qg (les indi
es sont pris modulo q). Alors l'ensemble des 
haînes

fP (w

i

; z

i

), P (w

i

; w

i+1

), P (z

i

; z

i+1

); i 2 f1; :::; qgg forme une �eur d'ordre q.

Pour tout 
ouple de sommets u; v de G, on note par L

e

uv

(resp. L

o

uv

) une plus 
ourte


haîne paire (resp. impaire) de G par rapport à ! reliant u et v. Pour simpli�er les

notations, si, pour un 
ouple de sommets u; v donné dans G, la 
haîne L

e

uv

(resp. L

o

uv

)

n'existe pas dans G, alors L

e

uv

(resp. L

o

uv

) désigne une 
haîne de taille in�nie. On note

alors par P l'ensemble des 
haînes L

e

uv

et L

o

uv

pour tout 
ouple de sommets distin
ts

u; v de G.

On dé�nit maintenant un graphe auxilliaire G

P

= (V

1

[ V

2

; E

P

) 
onstruit à partir

de G de telle manière qu'à 
haque élément de P 
orrespondent un sommet de V

1

et un

sommet de V

2

. L'ensemble des arêtes E

P

est tel que E

P

= E

e

[ E

o

où E

e

et E

o

sont

dé�nis de la manière suivante. Les arêtes de E

e

relient tout 
ouple de sommets de V

1

ou de V

2

. Les arêtes de E

o

relient un sommet de V

1

et un sommet de V

2

si 
es deux

sommets ne 
orrespondent pas au même élément de P.

En fait, dans le graphe G

P

, une arête de E

P


orrespondra à un 
y
le impair de G.

Cette 
orrespondan
e peut être dé
rite de la manière suivante. Soient deux sommets

t 2 V

i

et s 2 V

i

00

, 
orrespondant aux éléments de P, respe
tivement L

r

uv

et L

r

0

u

0

v

0

. Alors

si i = i

0

, il existe une arête de E

e

reliant t et s qui 
orrespondra au 
y
le 
omposé des


haînes L

e

uu

0

, L

r

0

u

0

v

0

, L

opp(r+r

0

)

vv

0

et L

r

uv

. De la même façon, si i 6= i

0

, il existe une arête

de E

o

reliant t et s qui 
orrespondra au 
y
le 
omposé des 
haînes L

o

uu

0

, L

r

0

u

0

;v

0

, L

r+r

0

vv

0

et L

r

uv

. Ces 
y
les sont impairs et 
orrespondront aux fa
es intérieures impaires d'une

�eur.

Si u; v sont deux sommets de G, on note par w

o

(u; v) (resp. w

e

(u; v)) le poids d'une


haîne impaire (resp. paire) entre u et v de G par rapport au ve
teur-poids ! (si une

telle 
haîne n'existe pas, w

o

(u; v) (resp. w

e

(u; v)) a une valeur in�nie). Pour t 2 V

i

et

s 2 V

i

0

deux sommets de V

P

, i; i

0

2 f1; 2g, 
orrespondant respe
tivement à L

r

uv

et L

r

0

u

0

v

0

,
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soit

f(t; s) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

2

(w

r

(u; v) + w

r

0

(u

0

; v

0

)) + w

e

(u; u

0

) + w

opp(r+r

0

)

(v; v

0

)

�

1

4

(�x(u) + �x(v) + �x(u

0

) + �x(v

0

))�

1

2

; si i = i

0

;

1

2

(w

r

(u; v) + w

r

0

(u

0

; v

0

)) + w

o

(u; u

0

) + w

r+r

0

(v; v

0

)

�

1

4

(�x(u) + �x(v) + �x(u

0

) + �x(v

0

))�

1

2

; si i 6= i

0

:

Lemme 5.3.3 Si x

�

satisfait toutes les inégalités triviales et les inégalités de 
y
les

impairs, alors le ve
teur-poids f est non négatif.

Preuve. Soit ts une arête de E

P

entre deux sommets t 2 V

i

et s 2 V

i

0

de V

P

,

i; i

0

2 f1; 2g. supposons que i 6= i

0

(le 
as où i = i

0

se prouve de façon similaire).

On peut remarquer que si l'une des 
haînes L

r

uv

; L

r

0

vv

0

; L

o

v

0

u

0

ou L

r+r

0

u

0

u

n'existe pas, alors

un des poids w

r

(u; v), w

r

0

(u

0

; v

0

), w

o

(u; u

0

), w

r+r

0

(v; v

0

) est l'in�ni et don
 f(t; s) est

positif. Supposons don
 que les quatres 
haînes existent et soit C = (L

r

uv

; L

r

0

vv

0

; L

o

v

0

u

0

,

L

r+r

0

u

0

u

) le 
y
le de G formé par 
es 
haînes. Noter que C est impair. Comme x

�

satisfait

les inégalités de 
y
les impairs, on a !(C) � 1, i.e.

!(L

r

uv

) + !(L

r

0

vv

0

) + !(L

o

v

0

u

0

) + !(L

r+r

0

u

0

u

) � 1:

D'où

1

2

(w

r

(u; v) + w

r

0

(u

0

; v

0

) + w

o

(u; u

0

) + w

r+r

0

(v; v

0

))�

1

2

� 0:

D'autre part, par dé�nition du poids !, pour toute 
haîne P de E entre deux sommets

u

1

et u

2

de G, !(P )�

1

2

(�x(u

1

) + �x(u

2

)) � 0. Ainsi, on a

1

2

(w

o

(u; u

0

) + w

r+r

0

(v; v

0

)) �

1

4

(�x(u) + �x(v) + �x(u

0

) + �x(v

0

)) � 0. Par 
onséquent, f(t; s) � 0. 2

Lemme 5.3.4 Soit H = (W;F ) une �eur (généralisée) d'ordre q de G ave
 q � 2.

Pour j 2 f1; :::; qg, soit t

j

un des deux sommets de V

P


orrespondant à l'élément L

r

j

w

j

;z

j

de P, où r

j

est la parité de la 
haîne P

j

reliant w

j

et z

j

. Alors l'inégalité de �eur

(5.2.9) asso
iée à H peut s'é
rire sous la forme

q

X

j=1


(t

j

; t

j+1

) � 1; (5.7)

où,


(t

j

; t

j+1

) =

1

2

(!(P

j

) + !(P

j+1

)) + !(w

j

� w

j+1

) + !(z

j

� z

j+1

)

�

1

4

(�x(z

j

) + �x(w

j

) + �x(z

j+1

) + �x(w

j+1

))�

1

2

:

De plus,

q

X

j=1


(t

j

; t

j+1

) �

q

X

j=1

f(t

j

; t

j+1

).
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Preuve. L'inégalité (5.7) s'obtient dire
tement du lemme 5.3.1. De plus, par dé�nition,

!(P

j

) � w

r

j

(w

j

; z

j

). Soit j

0

2 f1; :::; qg et supposons que w

j

0

� w

j

0

+1

est pair (le


as où w

j

0

� w

j

0

+1

est impair peut être traité de façon similaire). On a !(w

j

0

�

w

j

0

+1

) � w

e

(w

j

0

; w

j

0

+1

) et !(z

j

0

� z

j

0

+1

) � w

opp(r

j

0

+r

j

0

+1

)

(z

j

0

; v

z

0

+1

). Par 
onséquent,


(t

j

0

; t

j

0

+1

) � f(t

j

0

; t

j

0

+1

) 2

Nous avons montré par le 
orollaire 5.2.10, que les inégalités de �eurs impaires

d'ordre q dé�nissent des fa
ettes seulement si q est pair. Le théorème suivant s'intéresse

à la séparation des inégalités de �eurs impaires d'ordre pair.

Théorème 5.3.5 La 
lasse des inégalités de �eurs impaires d'ordre pair peut être sé-

parée en O(jV j

6

).

Preuve. Considérons le graphe G

P

= (V

1

[ V

2

; E

P

) 
orrespondant à G. Pour tout

élément L

r

uv

de P, on 
al
ule dans G

P

une 
haîne paire de poids minimum, par rapport

au ve
teur poids f , entre les deux sommets de V

P

qui 
orrespondent à L

r

uv

. Comme par

le lemme 5.3.3, f est non négatif, de telles 
haînes peuvent être déterminées en temps

polynomial. Soit R

�

= (t

�

1

t

�

2

; :::; t

�

q

�

t

�

q

�

+1

), ave
 q

�

pair, la 
haîne minimum parmi toutes


es 
haînes. Soit L

r

j

w

�

j

;z

�

j

l'élément de P qui 
orrespond au sommet t

�

j

, pour j 2 f1; :::; q

�

g.

D'après la remarque 5.3.2, la 
haîne R

�


orrespond à une �eur généralisée H

�

d'ordre

q

�

. Si t

�

j

et t

�

j+1

, j 2 f1; :::; q

�

g, sont deux sommets de V

1

ou deux sommets de V

2

(resp. un sommet de V

1

et un sommet de V

2

), on pose p

j

= e (resp. p

j

= o). Ainsi p

j

désigne la parité de la 
haîne w

�

� w

�

j+1

= L

p

j

w

�

j

w

�

j+1

de H

�

. De plus, H

�

est impaire.

En e�et, par 
onstru
tion du graphe G

P

, une 
haîne reliant un sommet de V

1

et un

sommet de V

2


ontient un nombre impair d'arêtes entre des sommets de V

1

et de V

2

.

Par 
onséquent, le 
y
le de G formé par les 
haînes L

p

j

w

�

j

w

�

j+1

, pour j = 1; :::; q

�

, est

impair, 
e qui implique que H

�

est impaire.

L'inégalité de �eur asso
iée à H

�

peut être dé
rite de la façon suivante. Soit q

j

=

opp(r

j

+ r

j+1

) (resp. q

j

= r

j

+ r

j+1

), si p

j

est paire (resp. impaire) pour j = f1; :::; q

�

g.

Alors, par le lemme 5.3.1, l'inégalité

q

�

X

j=1

!(L

r

j

w

�

j

z

�

j

)+

q

�

X

j=1

�

!(L

p

j

w

�

j

w

�

j+1

) + !(L

q

j

z

�

j

z

�

j+1

)

�

�

1

2

 

q

�

X

j=1

�x(w

�

j

) + �x(z

�

j

)

!

�

q

�

2

+1: (5.8)

est l'inégalité de �eur généralisée asso
iée àH

�

. Si le poids de la 
haîne R

�

par rapport à

f est stri
tement inférieur à 1, i.e.

P

q

�

j=1

f(t

�

j

; t

�

j+1

) < 1, alors l'inégalité (5.8) est violée

par x

�

. Dans le 
as 
ontraire, toutes les inégalités de �eurs impairs d'ordre pair de G

sont satisfaites par x

�

. En e�et, supposons qu'il existe une telle inégalité qui ne soit pas

violée par x

�

. Notons par q l'ordre de la �eur induite par l'inégalité et r

j

, j 2 f1; :::; qg,
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la parité de sa 
haîne P

j

d'extrémités w

j

et z

j

. Soit t

j

, j 2 f1; :::; qg, un des deux

sommets de V

P


orrespondant à l'élément L

r

j

w

j

;z

j

de P. Alors par le lemme 5.3.4, on

obtient 1 >

P

q

j=1


(t

j

; t

j+1

) �

P

q

j=1

f(t

j

; t

j+1

). Or, par dé�nition,

P

q

j=1

f(t

j

; t

j+1

) �

P

q

�

j=1

f(t

�

j

; t

�

j+1

), 
e qui est une 
ontradi
tion.

L'algorithme présenté 
i-dessus 
onsiste à re
her
her pour les deux parités et pour

tout 
ouple de sommets de G, une 
haîne paire dans le graphe G

P

. La re
her
he d'une

telle 
haîne paire peut être réalisée par l'algorithme de Dijkstra dans un graphe biparti


omposé de deux 
opies de G

P

. Comme le graphe G

P


ontient 4jV j

2

sommets, une telle

re
her
he se fait en O(jV j

4

). Par 
onséquent, l'algorithme est en O(jV j

6

). 2

5.3.2 Séparation des inégalités de 
hemin-
y
le

On appelle 
hemin-
y
le généralisé le graphe obtenu à partir d'un 
hemin-
y
le

par des identi�
ations de sommets non adja
ents. D'après le lemme 4.4.4, un 
hemin-


y
le généralisé induit une 
ontrainte valide pour le polytope P

B

(G). On appelle 
es


ontraintes inégalités de 
hemin-
y
les généralisés. Dans 
ette se
tion, on montre que la


lasse des inégalités de 
hemin-
y
les généralisés peut être séparée en temps polynomial.

On donne tout d'abord le lemme te
hnique suivant permettant de mettre sous forme

appropriée les inégalités de 
hemin-
y
les généralisés.

Lemme 5.3.6 Soit H = (W;F ) un 
hemin-
y
le (généralisé) d'ordre q de G ave


q � 2. L'inégalité (5.2.1) asso
iée à H peut être é
rite sous la forme

q�1

X

i=1

!(P

i

) +

q�1

X

i=0

(!(w

i

� w

i+1

) + !(z

i

� z

i+1

))�

1

2

q�1

X

i=1

(�x(w

i

) + �x(z

i

))

+!(P

�

)�

1

2

(�x(w

0

) + �x(w

q

)) �

q

2

+ 1: (5.9)

Preuve. L'inégalité de 
hemins-
y
le (5.2.9) peut être é
rite sous la forme

P

u2W

�x(u)+

!(P

�

)�

1

2

(�x(w

0

) + �x(w

q

)) �

q

2

+ 1. D'où (5.10) 2

On appelle également 1-mur généralisé le graphe obtenu à partir d'un 1-mur par des

identi�
ations de sommets non adja
ents. Les 1-murs généralisés seront utilisés dans les

preuves de 
ette se
tion. La remarque suivante permet de donner une des
ription d'un

1-mur généralisé à partir des 
haînes qui le 
omposent. Cette remarque sera utilisée

pour montrer qu'un ensemble de 
haînes bien 
hoisi induit un 1-mur généralisé.
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Remarque 5.3.7 Soient w

0

; w

1

; ::::; w

q

; z

1

; :::; z

q�1

des sommets distin
ts de G. Pour

simpli�er l'é
riture, posons z

0

= w

0

et z

q

= w

q

. Pour i 2 f0; 1; :::; q�1g, soient P (w

i

; z

i

)

(resp. P (w

i

; w

i+1

), P (z

i

; z

i+1

)) une 
haîne reliant w

i

et z

i

(resp. w

i

et w

i+1

, z

i

et z

i+1

),

de telle façon que 
ha
un des 
y
les formés par les arêtes de P (w

i

; z

i

), P (z

i

; z

i+1

),

P (w

i+1

; z

i+1

) et P (w

i+1

; w

i

) soit impair. Alors l'ensemble des 
haînes P (w

i

; z

i

), P (w

i

; w

i+1

)

et P (z

i

; z

i+1

), i 2 f0; :::; q � 1g, forme un 1-mur d'ordre q.

Pour deux sommets u; v de V , soit P

uv

= P [ fL

e

uu

; L

e

vv

g, i.e. P

uv

est l'ensemble

des 
haînes de P augmenté de deux 
haînes vides. Soit G

uv

P

le graphe obtenu de G

P

en

ajoutant deux sommets supplémentaires dans V

1


orrespondant aux éléments L

e

uu

et

L

e

vv

de P

uv

et en reliant 
es sommets à tous sommets de V

1

par des arêtes dans E

e

et à

tous sommets de V

2

par des arêtesde E

o

. Soit f le ve
teur sur les arêtes de G

uv

P

dé�ni

de la même façon. On peut montrer 
omme dans le lemme 5.3.3 que f est non négatif.

Le lemme suivant peut être démontré de manière similaire au lemme 5.3.4.

Lemme 5.3.8 Soit H = (W;F ) un 
hemin-
y
le (généralisé) d'ordre q de G ave


q � 2. Pour j 2 f1; :::; qg, soit t

j

un des deux sommets de V

P


orrespondant à l'élément

L

r

j

w

j

;z

j

de P(w

0

; w

q

), où r

j

est la parité de la 
haîne P

j

reliant w

j

et z

j

. Soit également

t

0

et t

q

les sommets de G

w

0

w

q

P


orrespondant respe
tivement aux éléments L

e

(w

0

; w

0

)

et L

e

(w

q

; w

q

). Alors l'inégalité de 
hemin-
y
le (généralisé) (5.2.1) asso
iée à H peut

s'é
rire sous la forme

q�1

X

j=0


(t

j

; t

j+1

) + !(P

�

) � 1

où,


(t

j

; t

j+1

) =

1

2

(!(P

j

) + !(P

j+1

)) + !(w

j

� w

j+1

) + !(z

j

� z

j+1

)

�

1

4

(�x(z

j

) + �x(w

j

) + �x(z

j+1

) + �x(w

j+1

))�

1

2

:

De plus,

q�1

X

j=0


(t

j

; t

j+1

) �

q�1

X

j=0

f(t

j

; t

j+1

).

Par le théorème 4.7.3, les inégalités de 
hemins-
y
le dé�nissent des fa
ettes pour

P

B

(G) seulement si p est pair. Le théorème suivant montre que dans 
e 
as, 
es


ontraintes peuvent être séparées en temps polynomial.

Théorème 5.3.9 La 
lasse des inégalités de 
hemin-
y
les généralisés d'ordre pair

peut être séparée en O(jV j

6

).
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Preuve. L'idée de l'algorithme est de re
her
her une inégalité de 
hemin-
y
le violée

pour tout 
ouple de sommets de G jouant le r�le des sommets w

0

et w

q

, s'il y en a

une. Pour 
ela, 
onsidérons deux sommets u et v de G. On distingue deux 
as suivant

que, dans le 
hemin-
y
le généralisé re
her
hé, la 
haîne P

�

reliant u à v soit paire ou

impaire. On note par r 
ette parité et, par 
onséquent, la 
haîne u � v du 
hemin-
y
le

re
her
hé doit être de parité opp(r).

Soient t

0

et t

q

les sommets de G

u;v

P

qui 
orrespondent respe
tivement aux éléments L

e

uu

et L

e

vv

de P

uv

. On 
al
ule dans G

uv

P

une 
haîne de parité opp(r) entre t

0

et t

q

qui soit

de poids minimum par rapport au ve
teur-poids f . Soit R

r

uv

= (t

0

t

1

; :::; t

q�1

t

q

), où q est

pair, la 
haîne de poids minimum selon f parmi tous les 
haînes 
al
ulées. D'après la

remarque 5.3.7, la 
haîne R

r

uv


orrespond à un 1-mur généralisé H d'ordre q de fa
es

intérieures, disons C

1

; :::; C

q

. De plus, les sommets u et v sont des sommets intérieurs

des 
haînes C

1

n P

1

et C

q

n P

q�1

. D'autre part, par 
onstru
tion de R

r

uv

, la sous-
haîne

u � v de H

0

est de parité opp(r). Si l'on ajoute à H la 
haîne L

r

uv

, alors H

0

[ L

r

uv

est

un 
hemin-
y
le généralisé d'ordre pair tel que les sommets u et v 
orrespondent aux

sommets w

0

et w

q

et la 
haîne P

�

, 
'est-à-dire L

r

uv

, est de parité r.

Soit H

�

le 
hemin-
y
le généralisé 
orrespondant à la plus 
ourte 
haîne R

�

= (t

�

0

t

�

1

; :::;

t

�

q

�

�1

t

�

q

�

) parmi les 
haînes R

r

uv

, u; v 2 G et r 2 fo; eg. Considérons que le 
hemin-


y
le H

�

a été obtenu pour la parité r

�

et pour les sommets w

�

0

et w

�

q

�

. L'inégalité de


hemin-
y
le asso
ié à H

�

peut être dé
rite de la façon suivante. Soit L

r

j

w

�

j

;z

�

j

l'élément

de P(w

�

0

; w

�

q

�

) qui 
orrespond au sommet t

�

j

, pour j 2 f0; :::; q

�

g. Si t

�

j

et t

�

j+1

, j 2

f1; :::; q

�

� 1g, sont deux sommets de V

1

ou deux sommets de V

2

(resp. un sommet de

V

1

et un sommet de V

2

), on pose p

j

= e (resp.p

j

= o). Soit q

j

= opp(r

j

+ r

j+1

) (resp.

q

j

= r

j

+ r

j+1

), si p

j

est paire (resp. impaire) pour j = f1; :::; q

�

� 1g. Alors, par le

lemme 5.3.6, la 
ontrainte

q

�

�1

X

j=1

!(L

r

j

w

�

j

z

�

j

) +

q

�

�1

X

j=0

�

!(L

p

j

w

�

j

w

�

j+1

) + !(L

q

j

z

�

j

z

�

j+1

)

�

�

1

2

q

�

�1

X

j=1

(�x(w

�

j

) + �x(z

�

j

))

+!(L

r

�

w

�

0

w

�

q

�

)�

1

2

(�x(w

�

0

) + �x(w

�

q

�

)) �

q

�

2

+ 1: (5.10)

est l'inégalité de 
hemin-
y
le généralisée asso
iée àH

�

. Si

P

q

�

�1

j=0

f(t

j

; t

j+1

)+!(L

r

�

w

�

0

w

�

q

�

)�

1

2

(�x(w

�

0

) + �x(w

�

q

�

)) < 1, alors l'inégalité (5.10) est violée par x

�

. Dans le 
as 
ontraire,

toutes les inégalités de 
hemins-
y
les d'ordre pair de G sont satisfaites par x

�

. En

e�et, si l'on suppose qu'il existe une telle inégalité qui ne soit pas violée par x

�

, alors,

en utilisant le lemme 5.3.8, on obtient fa
ilement une 
ontradi
tion.

L'algorithme présenté 
i-dessus 
onsiste à re
her
her pour tout 
ouple u; v de som-

mets de G et pour les deux parités, une 
haîne paire dans G

uv

P

. La re
her
he d'une

telle 
haîne paire peut être réalisée par l'algorithme de Dijkstra dans un graphe biparti



5.4 
on
lusion 107


omposé de deux 
opies de G

P

. Comme le graphe G

P


ontient 4jV j

2

sommets, une telle

re
her
he se fait en O(jV j

4

). Par 
onséquent, l'algorithme est en O(jV j

6

). 2

5.4 
on
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons introduit la 
lasse des inégalités 
ellulaires qui sont va-

lides pour le polytope des sous-graphes bipartis induits. Nous avons donné des 
ondi-

tions né
essaires et su�santes pour que 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes pour

P

B

(G). Pour deux sous-
lasses de 
ette famille d'inégalités, nous avons montré que le

problème de séparation asso
ié peut être résolu en temps polynomial.

Comme la séparation de 
ertaines sous-
lasses d'inégalités 
ellulaires est un problème

polynomial, il serait intéressant d'étudier le problème pour la 
lasse des inégalités 
ellu-

laires en général. Nous 
onje
turons que 
es inégalités peuvent être en général séparées

en temps polynomial.

Les résultats présentés dans 
e 
hapitre et le 
hapitre pré
édent nous ont permis

de développer un algorithme de 
oupes et bran
hements que nous présenterons dans le


hapitre suivant. Cet algorithme sera utilisé pour résoudre des instan
es du problème de

Via Minimization 
ontraint sur 2 
ou
hes (
hapitre 6) et du problème dit d'assemblage

SNP d'haplotypes (
hapitre 8).
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Chapitre 6

Un algorithme de 
oupes et

bran
hements pour le PSBI

Ce 
hapitre présente un algorithme de 
oupes et bran
hements pour le problème du

sous-graphe biparti induit. Notre but est d'apporter une appli
ation algorithmique aux

résultats polyédraux présentés dans les 
hapitres 4 et 5.

Nous dis
utons de 
ertains résultats numériques pour des instan
es réelles et aléa-

toires des problèmes du sous-graphe biparti induit et de Via Minimization 
ontraint

ave
 2 
ou
hes.

6.1 Séparation heuristiques des 
ontraintes pour le

PSBI

Dans 
ette se
tion, nous proposons des heuristiques pour séparer des 
lasses d'in-

égalités valides du polytope des sous-graphes bipartis. Si pour 
ertaines d'entre elles il

existe des algorithmes de séparation polynomiaux, notre but est d'avoir des routines

de séparation rapides pour notre algorithme de 
oupes et bran
hements.

Les algorithmes qui seront présentés s'appliquent à un graphe G = (V;E) et à un

poids x

�

(v); v 2 V . Dans 
e qui suit, on note �x le ve
teur 1-x

�

, où 1= (1; :::; 1)

T

. On

note également par G

x

�

le graphe support de x

�

. Tous les algorithmes s'e�e
tuent sur


e graphe support G

x

�

.
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6.1.0.1 Séparation des inégalités de 
liques

Notre séparation des inégalités de 
liques (4.4) utilise une simple heuristique glou-

tonne introduite par Nemhauser et Sigismondi [88℄ pour le problème du stable. L'heu-

ristique fon
tionne 
omme suit. On 
hoisit un sommet, disons v, de poids maximum

par rapport à x

�

et on pose K = fvg. On répète alors l'opération suivante

Déterminer un sommet de poids maximum parmi les sommets universel à K, s'il

en existe, et ajouter 
e sommet à K.

Si x

�

(K) > 2 alors l'inégalité de 
lique 
orrespondant à K est violée.

6.1.0.2 Séparation des inégalités de roues liftées

Dans 
ette se
tion, on s'intéresse à une séparation e�
a
e des inégalités de p-roues

liftées (4.10). Ces inégalités peuvent être séparées en temps polynomial 
omme il a été

montré dans la se
tion 4.5.2. Cependant 
et algorithme, qui est en O(jV j

4

), né
essite

que toutes les inégalités de 
y
les impairs soient satisfaites. Pour 
ela, nous avons dé-

veloppé une heuristique de 
ompléxité plus faible. Celle-
i peut être présentée 
omme

suit: on 
hoisit arbitrairement un sommet, disons u, de degré k � 3, et l sommets

u

1

; ::; u

l

2 N(u) ave
 l � k et l impair. Pour tout i = 1; :::; l, on re
her
he la plus


ourte 
haîne P

i

(par rapport à �x) entre u

i

et u

i+1

tel que u =2 V (P

i

) et que tout

sommet de P

i

apparaît dans au plus une des 
haînes P

1

; :::; P

i�1

; P

i+1

; :::; P

l

. Le but i
i

est que 
ha
une des 
haînes P

i


orresponde à un 
y
le d'une k-roue liftée, et que tout

sommet di�érent de u n'appartienne qu'à au plus deux de 
es 
y
les. On pose alors

W =

S

i=1;:::;l

V (P

i

) [ fug. Si toutes les 
haînes P

i

sont élémentaires, alors W induit

une k-roue liftée (autrement W pourrait produire une inégalité redondante). Si on a

obtenu une k-roue liftée, on teste alors si l'inégalité 
orrespondante est violée.

6.1.0.3 Séparation des inégalités 
ellulaires

Nous proposons i
i deux heuristiques pour séparer deux sous-
lasses d'inégalités


ellulaires en utilisant des idées similaires à 
elles présentées dans la se
tion pré
édente.

Tout d'abord, nous présentons une heuristique pour les inégalités de 
hemin-
y
le

(4.11). Nous avons montré que 
ette 
lasse peut être séparée en temps polynomial mais


et algorithme n'est pas assez e�
a
e pour être utilisé dans un algorithme de 
oupes

et bran
hements pour le problème.
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On dé�nit le poids !(e) =

�x(u)+�x(v)

2

pour toute arête e = uv de G

x

�

. On re
her
he

tout d'abord un arbre 
ouvrant de poids minimum T dans G

x

�

par rapport au poids

!.

u
7

u’
2

u’
3 6

u’
4

u’
5

u’

u
6

u
5

u
4

u
3

u
2

(a)
u

1

(b)

(c)

w

0

w

6

w

6

w

0

Fig. 6.1 �

On séle
tionne alors arbitrairement trois sommets, disons u; v; w de T , et on déter-

mine le sous-arbre T

0

de T qui 
ouvre 
es sommets et qui a deux sommets parmi u; v; w,

disons u et w, pour feuilles. On peut remarquer que T

0

peut prendre deux formes, soit

une 
haîne ave
 u et w pour extrémités, soit un arbre ayant les sommets u; v; w pour

feuilles. Une fois T

0

obtenu, s'il 
ontient plus de 5 sommets, on 
hoisit q sommets dans

T

0

, u

1

; :::; u

q

, ave
 q � 5, de telle façon que u

1

= u; :::; u

t

= v; :::; u

q

= w, q soit impair

et que u

1

; :::; u

t�1

; u

t+1

; :::; u

q

soient dans 
et ordre sur la 
haîne reliant u à w. Pour


haque sommet u

j

, j = 2; :::; q � 1, on prend u

0

j

un voisin de u

j

dans V n V (T

0

) et

on pose u

0

1

= u

1

; u

0

q

= u

q

. A 
ette étape, on obtient un graphe similaire à 
elui de la

�gure 6.1 (a) (I
i q = 7). On re
her
he alors une plus 
ourte 
haîne P

i

entre toute

paire de sommets (u

0

i

; u

0

i+1

), i = 1; :::; q (les indi
es sont pris modulo q). Ces 
haînes

sont 
al
ulées de telle façon que P

i

[ T

0


ontienne un 
y
le impair, pour i = 1; :::; p et

que deux 
haînes P

i

et P

j

ave
 jj � ij > 1 soient sommet-disjointes. Ainsi on obtient

un graphe du même type que 
elui de la �gure 6.1 (b). Maintenant les 
haînes P

i

ave
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T

0

et l'ensemble d'arêtes fu

i

u

0

i

; i = 2; :::; q � 1g forment un 
hemin-
y
le C d'ordre

q � 1. Ce
i est illustré dans la �gure 6.1 (
). On peut remarquer que la 
haîne P

q


orrespond à la 
haîne P

�

du 
hemin-
y
le. Par 
onstru
tion, C

0

est impair. Le 
y
le

C

00

est aussi impair. En e�et, l'algorithme produit un graphe planaire ayant q fa
es

intérieures qui sont toutes impaires. De plus, 
haque arête est partagée par au plus

deux fa
es. Comme q est impair, la fa
e extérieure, qui est C

00

, doit être aussi impaire.

Si x

�

(C) > jV (C)j� (

q�1

2

+1), alors une inégalité de 
hemin-
y
le violée a été déte
tée.

Notre deuxième heuristique s'intéresse à un deuxième type d'inégalités 
ellulaires,

que l'on nomme i
i arbre-
ellulaires. On appelle un graphe arbre-
ellulaire s'il est 
e-

lullaire et si, en �tant tous les sommets de degré 2 de la fa
e extérieure, on obtient un

arbre. Un tel graphe est représenté par la �gure 6.2.

Fig. 6.2 � Un graphe arbre-
ellulaire

Les graphes arbre-
ellulaires peuvent être vus 
omme une généralisation des 
hemins-


y
le et des 2-murs. La motivation de 
ette heuristique est d'essayer de trouver un

sous-graphe arbre-
ellulaire qui 
ontient un ensemble u

1

; :::; u

k

de sommets fra
tion-

naires par rapport à x

�

ave
 k � 5. On espère ainsi identi�er des inégalités 
ellulaires

violées dans les 
as où l'algorithme pré
édent n'en aurait pas trouvées.

L'heuristique de séparation des inégalités arbre-
ellulaires repose sur le même prin-


ipe que l'heuristique proposée pour la séparation des inégalités de 
hemin-
y
les. On

re
her
he tout d'abord un arbre dont les sommets ont un degré au plus trois. Puis

on relie les feuilles de 
et arbre par des 
haînes de façon à 
ontruire un sous-graphe

arbre-
ellulaire.

Soit u

1

; :::; u

k

de sommets fra
tionnaires par rapport à x

�

ave
 k � 5. On re
her
he

un arbre, de poids minimum par rapport à !, qui 
ouvre les sommets u

1

; :::; u

k

et dont

les sommets ont un degré au plus trois. Cet arbre peut être obtenu par l'heuristique

gloutonne suivante. On re
her
he tout d'abord une plus 
ourte 
haîne entre u

1

et u

2

par rapport à !. Soit T 
ette 
haîne. On relie ensuite u

3

à T par une 
haîne P de poids

minimum par rapport à !, de manière à 
e que T [P reste un arbre dont les sommets



6.2 Des
ription de l'algorithme 113

ont un degré au plus trois. On pose alors T  T [ P et on réitère la pro
èdure pour

les sommets u

4

; :::; u

k

.

Soient v

1

; :::; v

p

les feuilles de l'arbre T obtenue. On suppose que v

1

; :::; v

p

sont don-

nées dans le sens de la montre dans une représentation planaire de T . Si p � 3, on

peut alors relier les sommets v

i

à v

i+1

, i 2 f1; :::; pg de manière à former un sous-graphe

arbre-
ellulaire, 
'est-à-dire de façon à 
e que toutes les fa
es du graphe planaire obtenu

soient impaires. Si p = 3, on aura obtenu une 3-roue liftée. Si p = 5, on a obtenu un


hemin-
y
le d'ordre 4. On teste alors si l'inégalité 
ellulaire asso
iée au sous-graphe

est violée par x

�

.

6.2 Des
ription de l'algorithme

6.2.1 Implémentation de l'algorithme

Dans 
ette se
tion, nous présentons un algorithme de 
oupes et bran
hements pour

le problème du sous-graphe biparti induit. On 
onsidère un graphe G = (V;E) et un

ve
teur-poids 
 2 IR

V

+

asso
ié aux sommets de G. L'algorithme débute en résolvant un

programme linéaire de la forme.

max

X

v2V


(v)x(v)

0 � x(v) � 1; pour tout v 2 V;

x(T ) � 2; pout tout T 2 �;

où � est un ensemble de triangles. La solution optimale x

�

2 IR

V

de 
ette relaxation est

réalisable pour le problème si x

�

est entier et si l'ensemble de sommetsW = fu j y(u) =

1g induit un sous-graphe biparti de G. Ce test de réalisabilité 
onsiste à 
onstruire le

graphe G

0

induit par W puis à e�e
tuer un par
ours du graphe G

0

en donnant alter-

nativement le label 0 ou 1 aux sommets de W . Si, à la �n de 
e par
ours, tous les

sommets adja
ents dans G

0

sont de labels di�érents, alors G

0

est bien biparti.

En général, la solution x

�

n'est pas réalisable, et alors, à 
haque itération de l'algo-

rithme de 
oupes et bran
hements, il est né
essaire de générer de nouvelles inégalités

valides pour P

B

(G) et violées par la solution 
ourante x

�

.

La séparation des inégalités est réalisée dans l'ordre suivant.

1. Inégalités de 
liques,

2. Inégalités de 
y
les impairs,

3. Inégalités de roues impaires liftées,
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4. Inégalités de 
hemin-
y
les,

5. Inégalités arbre-
ellulaires.

On peut remarquer que toutes 
es inégalités sont globales (i.e. valides dans tout

l'arbre de bran
hement) et que plusieurs 
ontraintes peuvent être ajoutées à 
haque

itération. Pour 
ha
une de 
es 
lasses d'inégalités, on asso
ie une borne sur le nombre

de 
ontraintes qui peuvent être générées à 
haque itération.

Certaines inégalités peuvent appartenir à plus d'une 
lasse parmi les 
lasses 1,...,5

(
omme par exemple les inégalités de 
liques induites parK

4

qui sont aussi des inégalités

de roues impaires). A�n de ne pas générer une telle inégalité plus d'une fois dans la

même itération, on modi�e le graphe pour le reste de l'étape de séparation.

Les algorithmes de séparation utilisés pour les 
lasses d'inégalités 1, 3, 4 et 5 ont

été donnés dans la se
tion pré
édente. Il s'agit en fait d'algorithmes de séparation

heuristiques. En revan
he, pour séparer les inégalités de 
y
les impairs, nous avons

utilisé l'algorithme de séparation exa
t dé
rit dans la se
tion 4.2. Tous les algorithmes

de séparation sont e�e
tués sur le graphe support G

x

�

induit par les sommets u tels

que x

�

(u) 6= 0.

Nous avons également développé une heuristique primale, dite d'arrondissement,

dans le but de produite une borne inférieure réalisable. Cette heurisitique peut être pré-

sentée de la façon suivante. On 
al
ule tout d'abord un arbre 
ouvrantH de poids maxi-

mum par rapport au le ve
teur-poids ! 2 IR

E

dé�ni par !(e) = maxfy(u)
(u); y(v)
(v)g

pour tout arête e = uv de G

x

�

. L'obje
tif est d'obtenir une solution ayant un nombre

maximum de sommets de poids important. On partitionne alors V en deux ensembles

V

1

et V

2

de telle façon que toute arête de H ait une extrémité dans V

1

et l'autre dans V

2

.

On pose

e

V = V et ~v un sommet de

e

V tel que x

�

(~v)
(~v) soit minimum. Soit i 2 f1; 2g

tel que ~v 2 V

i

. Si ~v a un voisin dans V

i

, alors un 
y
le impair est déte
té et, ainsi on

pose

e

V :=

e

V n f~vg. Si le graphe induit par

e

V ne 
ontient pas de 
y
le impair, alors on

s'arrête, sinon on 
hoisit un sommet ~v de

~

V et on réitère le pro
essus.

Notre algorithme de 
oupes et bran
hements a été programmé en C++ en utilisant

ABACUS 2.4 alpha [1℄ et CPLEX 8 [34℄. Il a été testé sur un Pentium IV 1.8 GHz ave


1 GO RAM, sous système Linux.

Pour toutes les instan
es, nous avons autorisé un temps maximal d'exé
ution. Si,

pour une instan
e, la limite de temps est atteinte, alors l'heuristique est appliquée pour

obtenir une solution appro
hée.
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6.2.2 Résultats expérimentaux pour le PSBI

La table 6.1 rassemble des résultats expérimentaux 
on
ernant des instan
es du

problème du sous-graphe biparti induit qui ont été générées aléatoirement. La table

est organisée de manière à 
e que les dix premiers graphes soient plus denses que les

derniers.

Inst. jV j jEj N
l N
i Nrl N
el SB Gap Copt CPU


20a 20 169 21 9 2 0 0 0 20844 0:01


50a 50 266 340 501 890 258 420 14.57 70026 3:17


50b 50 1082 353 32 3 0 8 1.56 75123 0:19


80a 80 2005 43945 138 9 2 2350 6.47 156748 �

�


100a 100 200 1 326 1631 38 100 2.89 80208 4:19


100b 100 477 317 3567 11539 131 5388 12.8 119964 �

�


150a 150 295 1 902 6542 98 642 2.42 122627 61:40


150b 150 392 16 2025 14351 205 2404 5.51 131266 �

�

n200a 200 299 0 196 276 42 0 0 138427 0:08


200a 200 347 0 1484 11838 119 2672 1.83 153992 �

�

n300a 300 399 0 426 1397 52 78 0.39 192174 14:12

n500a 500 600 0 442 930 74 34 0.16 291922 15:10

n700a 700 800 0 543 1140 54 122 0.18 380339 56:54

n800a 800 900 0 240 146 33 0 0 428223 0:10

n1000a 1000 1100 0 462 529 79 4 0.03 542411 7:22

n1000b 1000 1200 0 1353 1714 394 166 1.43 551834 �

�

-*: temps CPU de 5h dépassé

Tab. 6.1 � Instan
es aléatoires du PSBI

La première 
olonne de la table 6.1 
ontient les noms des instan
es. Les autres entrées

sont les suivantes.

jV j: Nombre de sommets.

jEj: Nombre d'arêtes.

N
i: Nombre d'inégalités de 
y
les impairs générées.

Nrl: Nombre d'inégalités de roues liftées générées.

N
el: Nombre d'inégalités 
ellulaires générées.

SB: Nombre de sous-problèmes générés dans la phase de bran
hement.
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Gap: L'erreur relative, donnée en pour
entage, entre la solution obtenue par notre

heuristique (dans le 
as où la solution optimale n'a pu être trouvée dans le temps

limite) et la borne obtenue par l'algorithme.

Copt: la valeur optimale.

CPU: Temps CPU total en min:se
.

On peut noter que lorsque les graphes deviennent plus denses, le problème devient

plus di�
ile à résoudre. En fait, seulement trois des instan
es traitées ont été résolues

à l'optimalité dans le premier noeud de l'arbre de bran
hement. De plus, 
ertaines des

instan
es n'ont pas été résolues dans le temps imparti de 5 heures. Comme il est indiqué

dans la table, 
es instan
es ont été souvent résolues par notre heuristique primale ave


un gap très petit. On peut aussi remarquer que, bien que les inégalités de 
y
les impairs

soient né
essaires à la formulation du problème, elles jouent en fait un r�le mineur. Les

inégalités de roues liftées et les inégalités 
ellulaires semblent très utiles pour 
ette

gamme d'instan
es. En fait, dans les graphes les plus denses, les inégalités de 
y
les

impairs sont dominées par les inégalités de 
liques, les inégalités de roues liftées et les

inégalités 
ellulaires.

6.3 Résultats expérimentaux pour le 2-PVMC

Dans 
ette se
tion, nous présentons des résultats expérimentaux pour le problème

de Via Minimization 
ontraint sur 2 
ou
hes. Toutes les instan
es non aléatoires pro-

viennent d'appli
ations industrielles.

6.3.1 Instan
es du problème de Via Minimization 
ontraint

S'il existe des banques d'instan
es pour les problèmes de pla
ement et de routage,

à notre 
onnaissan
e, il n'existe pas de banques de données pour le problème de Via

Minimization. Nous avons don
 rassemblé plusieurs types d'instan
es du problème dans

le but de tester le mieux possible notre algorithme de 
oupes et bran
hements.

Nous avons tout d'abord généré aléatoirement des instan
es de 
ir
uits selon le

prin
ipe suivant. Au début, on 
hoisit aléatoirement un point du plan qui sera un

point terminal d'un réseau. On 
onstruit ensuite progressivement le réseau point par

point en 
hoisissant aléatoirement le degré de 
ha
un de 
es points: degré 1, un point

terminal; degré 2, un 
oude; degré 3 ou 4, une jon
tion de degré 3 ou 4. Si un bord de
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la surfa
e est atteint, le point est alors point terminal du réseau. On réitère ensuite 
e

pro
essus pour un autre réseau en faisant attention à 
onserver une densité de réseaux

raisonnable.

Nous avons également 
olle
té un ensemble d'intan
es réelles provenant de di�érentes

sour
es industrielles et universitaires. Ces instan
es possèdent des degrés de jon
tion

2, 3 ou 4. Certaines d'entre elles sont originellement routées sur plus de deux 
ou
hes.

La �gure 6.3 présente une instan
e, nommée a50-7, que nous avons générées aléa-

toirement. Les nuan
es de gris représentent les 142 réseaux et on peut remarquer les

nombreux 
roisements que forment 
es réseaux.

Fig. 6.3 � L'instan
e a50-7

Chaque type d'instan
es possède des 
ara
tériques dépendant de leur provenan
e.

Entre autres, elles n'existent pas originellement sous le même format. Nous avons don


dû implémenter des logi
iels de tradu
tion pour 
es di�érents formats (par exemple les

formats LEF/DEF [56℄ ou MAG [100℄). Ainsi 
ha
une de nos instan
es aléatoires ou

réelles a pu être en
odée sous un même format. Celui-
i 
onsiste en une des
ription de


ha
un des réseaux sous la forme d'un arbre dont les feuilles sont les points terminaux

et les n÷uds sont les jon
tions. Ce format permet de manipuler fa
ilement les instan
es

du PSBI et leurs solutions.

A�n d'obtenir le graphe de modélisation 
orrespondant à 
ha
une des instan
es,
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nous avons implémenté un logi
iel repérant tous les 
hevau
hements entre les réseaux.

En�n, nous avons utilisé 
ertaines pro
édures de rédu
tion de graphes pour a

élérer le

pro
essus de séparation. La �gure 6.4 donne le graphe de modélisation 
orrespondant

à l'instan
e alea50-7.

Fig. 6.4 � Le graphe de modélisation 
orrespondant à l'instan
e a50-7

Soit G = (V;E) le graphe de modélisation asso
ié à une instan
e du 2-PVMC.

D'après le théorème 3.2.6, tout sous-graphe biparti induit de poids maximum de G


ontient tous les sommets-bran
he. Il est don
 su�sant de limiter le programme linéaire

aux variables 
orrespondant aux sommets-jon
tions. Ainsi le nombre de variables du

programme linéaire à résoudre est donné dans le 
hamp J, qui 
orrespond au nombre

de jon
tions de l'instan
e. D'autre part, par 
onstru
tion, le graphe de modélisation

G ne 
ontient pas de 
lique de plus de deux sommets. Il est don
 inutile d'utiliser

l'algorithme de séparation des 
ontraintes de 
liques pour 
es problèmes-test.

Le graphe de modélisation G obtenu pour une instan
e du 2-PVMC est très peu

dense. En fait, on 
onstate que son nombre d'arêtes ne dépasse pas le double de son

nombre de sommets.
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6.3.2 Résultats expérimentaux

Dans 
e paragraphe, nous présentons 
ertains résultats expérimentaux pour le pro-

blème de Via Minimization 
ontraint sur deux 
ou
hes. Ceux-
i sont donnés dans les

tables 6.2 et 6.3. Nous avons utilisé un temps maximum CPU pour l'exé
ution du pro-

gramme. Si 
e temps est dépassé, une heuristique propose une solution appro
hée qui

est alors indiquée en italique. La première 
olonne de 
haque table donne les noms des

instan
es. Les autres entrées sont les suivantes.

NN: Nombre de réseaux.

J: Nombre de jon
tions.

J3: Nombre de jon
tions de degré 3.

J4: Nombre de jon
tions de degré 4.

jV j: Nombre de sommets du graphe de modélisation.

N
i: Nombre d'inégalités de 
y
les impairs générées.

Nrl: Nombre d'inégalités de roues liftées générées.

N
el: Nombre d'inégalités 
ellulaires générées.

SB: Nombre de sous-problèmes générés dans la phase de bran
hement.

Gap: L'erreur relative, donnée en pour
entage, entre la solution obtenue par notre

heuristique (dans le 
as où la solution optimale n'a pu être trouvée dans le temps

limite) et la borne obtenue par l'algorithme.

NV: Nombre optimal de vias.

CPU: Temps CPU total en min:se
.

Notre première série de problèmes-test 
on
erne des instan
es générées aléatoire-

ment. Nous avons �xé un temps CPU limite de 5 heures. Les résultats numériques

obtenus sont présentés dans la table 6.2.

Inst. NN J J3 J4 jV j N
i Nrl N
el SB Gap NV CPU

a33-9 38 424 47 10 953 441 85 0 0 0 380 3:51

a50-7 71 1173 127 16 2576 4591 1032 452 3 0 127 60:01

a70-147 88 2211 213 23 4769 3457 194 36 0 0 213 17:37

a100-847 142 5648 363 53 11907 4861 286 38 0 0 511 13:26

a150-200 244 13806 758 114 28842 9585 1312 369 0 0 1159 190

a200-147 288 24388 1208 196 50664 14522 1932 156 0 0.6 2019 -*

-*: temps CPU de 5h dépassé

Tab. 6.2 � Instan
es aléatoires du 2-PVMC
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Les instan
es aléatoires de la table 6.2 semblent assez di�
iles à résoudre. En e�et,

l'algorithme ne peut résoudre que des instan
es de moins de 250 réseaux. Néanmoins,

pour l'instan
e a200-147 qui 
ontient 388 réseaux, l'algorithme a généré une solution

appro
hée ave
 un gap inférieur à 0.6%.

Pour 
es instan
es, les graphes de modélisation sont très peu denses et, 
omme nous

l'avons noté pour les graphes générés aléatoirement, les inégalités de 
y
les impairs

sont très importantes. En revan
he, l'algorithme a moins utilisé d'inégalités de roues

liftées et d'inégalités 
ellulaires.

La �gure 6.5 montre une solution optimale pour l'instan
e a50-7. Les deux types de

traits 
orrespondent aux segments positionnés sur les deux 
ou
hes. Les 
er
les noirs

repèrent les 127 vias né
essaires.

Fig. 6.5 � Une solution optimale de l'instan
e a50-7

Les instan
es de la deuxième série rassemblées dans la table 6.3 
on
ernent des ins-

tan
es réelles du 2-PVMC.

Les instan
es 
1, 
2, 
3, 
4 et 
5 sont des instan
es de type 
anal (
hannel routing)

provenant de l'industrie. Ces instan
es de tailles réduites 
orrespondent à des 
ir
uits

sur deux 
ou
hes et ont un degré maximum de jon
tion limité à 3.

Les instan
es test1, test2, test3, m

1 et m

2 sont issues des travaux de Chang et

Cong [22℄. Les instan
es test1, test2, test3 et m

1 sont sur 4 
ou
hes alors que m

2
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est sur 6 
ou
hes. Les instan
es test1, test2 et test3 sont des instan
es réalistes de

tailles 
roissantes et de degrés limités à 3. Les instan
es m

1 et m

2 
orrespondent

à des 
ir
uits intégrés 
onçu par MCC (Mi
roele
troni
s and Computer Te
hnology

Corporation). Ce sont deux instan
es de tailles importantes. Elles possèdent quelques

jon
tions de degré 4.

L'instan
e p4 nous a été fournie par le laboratoire de Physique Corpus
ulaire de

Clermont-Ferrand [65℄. Elle 
orrespond à un 
ir
uit de grandes dimensions sur 3 
ou
hes


onçu par 
e laboratoire dans un projet d'analyseur statistique. Elle 
ontient une 
en-

taine de jon
tions de degré 4.

L'instan
e ibm01 est issue de la banque de données �ISPD02 IBM-MS Mixed-size

Pla
ement Ben
hmarks� [55℄ pour les problèmes de pla
ement et de routage. En fait,


ette instan
e a été routée sur 3 
ou
hes gra
e au logi
iel Caden
e [56℄. L'instan
e

obtenue est de très grandes dimensions et possède 70 jon
tions de degré 4.

Certaines de 
es instan
es réelles n'ont pu être traitées pour 
ause de dépassement

mémoire. Dans 
e 
as, nous avons alors traité des instan
es extraites de plus petites

tailles. Ces dernières sont indiquées dans la table en ajoutant une lettre à la �n du nom

de l'instan
e. La �gure 6.6 présente l'instan
e ibm01
 extraite de ibm01, elle 
ontient

10000 réseaux au lieu de 19787.

Inst. NN J J3 J4 jV j N
i Nrl N
el SB Gap NV CPU


1 198 6448 30 0 13124 2743 0 0 0 0 265 1:36


2 153 4191 23 0 8558 5015 6 0 0 0 228 1:39


3 300 9947 77 0 20271 10351 0 0 0 0 483 7:03


4 351 14043 46 0 28483 12803 50 0 0 0 459 13:12


5 360 11412 50 0 23234 25224 2300 9 0 0 562 38:27

test1 500 50992 0 0 102484 5957 0 0 0 0 976 42:04

test2 957 164091 0 0 329139 12131 0 0 0 0 2142 225:25

test3 1254 261136 0 0 523526 14141 100 0 0 0 2821 388:10

m

1 907 200909 364 3 403095 32328 9650 0 0 0 2810 854:24

m

2a 1500 282783 44 0 567110 19364 280 0 0 0 3529 726:42

p4 6914 251452 4773 102 514887 93629 24800 0 0 9.97 41133 48h

ibm01a 1000 1224 493 1 3943 240 10 0 0 0 72 10:52

ibm01b 5000 32658 2868 17 73216 16470 2519 0 0 0.49 4173 24h

ibm01
 10000 144839 6187 35 305932 59043 1753 0 0 1.25 18370 24h

Tab. 6.3 � Instan
es réelles du 2-PVMC
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Fig. 6.6 � L'instan
e ibm01


Pour 
es instan
es réelles, nous n'avons pas �xé de temps CPU limite mais, pour

les instan
es non résolues, nous avons exé
uté le programme sur une longue période

pré-dé�nie qui est alors indiquée en italique.

Les résultats obtenus pour les instan
es industrielles de la table 6.3 dépendent forte-

ment de leurs origines industrielles. On peut néanmoins globalement faire les remarques

suivantes. L'algorithme n'a pas utilisé de bran
hements, que les instan
es soient réso-

lues à l'optimum ou non. D'autre part, quasiment au
une inégalité 
ellulaire n'a été

produite et les inégalités de roues liftées ont été peu utilisées. En fait, le temps im-

parti (ou la solution optimale) est atteint avant que 
es inégalités ne soient davantage

solli
itées. Ce
i s'explique par le r�le prépondérant que jouent les inégalités de 
y
les

impairs. En e�et, elles sont produites en très grandes quantités et, pour les instan
es
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non résolues, leur séparation n'est pas �nie à la �n du temps imparti.

On peut noter également que l'heuristique primale est très e�
a
e. En e�et, pour

les instan
es non résolues, elle donne des solutions appro
hées ave
 un gap d'au plus

1.25%.

On peut noter que les instan
es réelles sont plus fa
iles à résoudre que les instan
es

générées alétoirement. Pour 
es dernières instan
es, les inégalités de roues liftées et les

inégalités 
ellulaires ont été davantage utilisées.

Les instan
es 
1, 
2, 
3, 
4 et 
5 ont été fa
ilement résolus en utilisant prin
ipalement

les inégalités de 
y
les impairs. Les instan
es test1, test2, test3, m

1 et m

2a ont

également pu être résolues dans un temps CPU maximum de 14 heures. Elles ont

né
essité davantage d'inégalités de roues liftées.

L'instan
e p4 est apparue la plus di�
ile à traiter. Bien qu'elle ne 
ontienne que

6914 réseaux, elle n'a pas pu être résolue au bout de 48 heures. La meilleure solution

obtenue 
orrespond à un gap de 9.97%.

Les problèmes-tests extraits de l'instan
e ibm01 ont pu être résolu jusqu'à 1000

réseaux en une dizaine d'heures. D'autre part, nous avons pu résoudre une instan
e

possédant 10000 réseaux ave
 un gap de 1.25%.

6.4 
on
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons dé
rit un algorithme de 
oupes et bran
hements pour

le problème du sous-graphe biparti induit. Nous avons appliqué 
et algorithme à des

instan
es du problème de Via Minimization 
ontraint sur 2 
ou
hes. Nous avons pu

résoudre exa
tement des instan
es industrielles de tailles importantes.

Si notre algorithme a pu résoudre ave
 un gap très faible toutes les instan
es testées,

nous n'avons pu résoudre les très grandes instan
es qui 
orrespondent à des graphes

de plusieurs millions de sommets. Il serait intéressant d'étudier 
omment résoudre de

telles instan
es, par exemple en utilisant des opérations de rédu
tion de graphes
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Chapitre 7

Un algorithme de génération de


olonnes et bran
hements pour le

k-PSPI

Comme il a été montré dans le 
hapitre 3, le problème de Via Minimization 
ontraint

sur k 
ou
hes se ramène au problème du sous-graphe k-parti induit dans un graphe G

k

approprié. Nous nous sommes intéressés à résoudre 
e problème a�n de déterminer une

solution exa
te au problème de Via Minimization multi
ou
he.

A notre 
onnaissan
e, le k-PSPI n'a jamais été traité dans la littérature quand

k � 3. Dans 
e 
hapitre, nous dis
utons du problème du sous-graphe k-parti induit

pour k quel
onque. Pour 
ela, nous donnons une première formulation du problème en

le ramenant au problème du stable. Ensuite nous dis
utons d'une deuxième formulation

en nombres entiers pour laquelle nous développons un algorithme de génération de


olonnes. Nous appliquons ensuite 
et algoritme pour le k-PSPI à des instan
es du

k-PVMC.

7.1 Formulations en programmes en nombres entiers

7.1.1 Formulation 1

Dans 
e qui suit, nous montrons que le k-PSPI peut être ramené au problème du

stable de poids maximum dans un graphe approprié.

Soient G = (V;E) un graphe et �
 un ve
teur-poids asso
ié aux sommets de G. On
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asso
ie à tout sommet u de V un ve
teur en 0-1 de dimension k, x

u

= (x

1

(u); :::; x

k

(u)).

Le k-PSPI est équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant.

Max

X

u2V

k

k

X

l=1

�
(u)x

l

(u)

k

X

l=1

x

l

(u) � 1; pour tout u 2 V

k

; (7.1)

x

l

(u) + x

l

(v) � 1; pour tout e = uv 2 E

k

et 1 � l � k; (7.2)

x

l

(u) 2 f0; 1g; pour tout u 2 V

k

et 1 � l � k: (7.3)

On note W

i

= fu 2 V j x

i

(u) = 1g pour tout i 2 f1; :::; kg. On a�rme que les

ensembles W

i

, i 2 f1; :::; kg forment une k-partition d'un plus grand sous-graphe k-

parti induit de G. En e�et, les inégalités (7.1) expriment le fait qu'un sommet u de V

ne peut appartenir à plus d'un élément parmi W

1

; :::;W

k

. Et par les inégalités (7.2),

deux sommets adja
ents ne peuvent appartenir au même élément parmiW

1

; :::;W

k

. Les

inégalités (7.3) sont les 
ontraintes d'intégrité. Ainsi le graphe induit par l'ensemble de

sommets W =

S

n

i=1

W

i

est un sous-graphe k-parti de poids maximum.

On peut remarquer que x

l

u

peut être égal à 0 pour un sommet u et pour tout

l = 1; :::; k. Dans 
e 
as, le sommet u n'est pas pris dans la solution.

On dé�nit le graphe G

S

à partir de G en faisant k 
opies de G et en reliant par une

arête toutes les paires de 
opies d'un même sommet de G. Le programme en nombres

entiers pré
édent est en fait équivalent au problème du stable de poids maximum dans

le graphe G

S

.

Ainsi, le k-PSPI peut être résolu en déterminant un stable de poids maximum dans

G

S

. Comme le problème du stable est NP-di�
ile, une méthode e�
a
e pour le résoudre

est la te
hnique de 
oupes et bran
hements [88℄. Malheureusement, le graphe G

S

, dans

lequel est re
her
hé un stable de poids maximum, 
ontient k fois plus de sommets que

le graphe G. Cette augmentation de taille ainsi que la stru
ture du graphe G

S

rend

di�
ile la résolution d'une instan
e du k-PSPI.

Ré
emment, Campêlo, Corrêa et Frota [21℄ se sont intéressés à une modélisation

similaire pour le problème de 
oloration. Ils proposent un algorithme de 
oupes et

bran
hements en utilisant une formulation très pro
he de 
elle du problème du stable.

Mendez-Diaz et Zabala [79℄ proposent également un algorithme de 
oupes et bran
he-

ments pour le problème de 
oloration. Les auteurs ont ainsi pu résoudre des instan
es

de graphes de quelques 
entaines de sommets.
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7.1.2 Formulation 2

Soit G = (V;E) un graphe et �
 un ve
teur-poids asso
ié aux sommets de G. Si G

est k-parti alors 
haque élément V

i

d'une k-partition (V

1

; :::; V

k

) de G est un stable de

G. Cette observation 
onduit à la formulation présentée 
i-dessous.

Soit S l'ensemble des stables non vides de G. On asso
ie à 
haque stable S 2 S une

variable binaire t

S

. Le k-PSPI est alors équivalent au programme en nombres entiers

(P) suivant.

Max

X

S2S

�
(S)t

S

X

S2S

t

S

= k; (7.4)

X

S2S j u2S

t

S

� 1; pour tout u 2 V; (7.5)

t

S

2 f0; 1g; pour tout S 2 S: (7.6)

En fait, une solution de (P) 
onsiste en un ensemble fS

1

; :::; S

k

g de k stables disjoints

deux à deux. Par 
onséquent, (S

1

; :::; S

k

) forme une k-partition deW =

S

i=1;::;k

S

i

dans

G. De plus, 
omme

P

S2S


(S)t

S

=

P

u2W


(u) est maximum,W induit un sous-graphe

k-parti de poids maximum.

7.2 Génération de 
olonnes

Malheureusement, si la formulation 2 
ontient jV j + 1 
ontraintes, elle 
omporte

un nombre exponentiel de variables (une pour 
haque stable de G). Cette di�
ulté

peut être surmontée en 
onsidérant une méthode de génération de 
olonnes qui permet

d'utiliser un nombre réduit de variables. Cette méthode pour le programme (P) peut

être dé
rite 
omme suit.

1) Trouver un ensemble J = fS

0

1

; :::; S

0

k

g de stables disjoints de G.

2) Trouver une solution optimale �x de la relaxation linéaire de (P) restreint aux

variables asso
iées à J , déterminer la valeur duale �y

0

de l'inégalité (7.4) et la

valeur duale �y(u) de l'inégalité (7.5) 
orrespondant au sommet u, pour tout u 2 V .

3) Si r(S) = 
(S) � �y

0

�

P

u2S

�y(u) � 0 pour tout stable S 2 S n J alors terminé,

une solution optimale est trouvée.

4) Sinon ajouter dans J un stable S

0

tel que r(S

0

) > 0.
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5) Aller en 2).

L'étape 3) de la méthode de génération de 
olonnes est appelée problème de généra-

tion de variables (pri
ing problem).

Des appro
hes similaires ont été développées pour un problème de gestion forestière

[16℄, pour le problème de 
oloration [78℄ et pour un problème d'a�e
tation de fréquen
es

de télé
ommuni
ations [53℄.

Pour plus de détails sur les te
hniques de génération de 
olonnes, voir le survey de

Lübbe
ke et Desrosiers [73℄ ainsi que Thienel [101℄. Dans [104℄, Vanderbe
k analyse


omment les te
hniques de génération de 
olonnes peuvent être adaptées e�
a
ement

pour les programmes linéaires en nombres entiers.

7.2.1 Résolution du problème de génération de variables

Si S

�

est un stable de poids maximum par rapport à la fon
tion poids w(u) =


(u) � �y(u), u 2 V , alors w(S

�

) =

P

u2S

�

(
(u) � �y(u)) = 
(S

�

) �

P

u2S

�

�y(u). Par


onséquent, le problème de génération de 
olonnes revient à déterminer un tel stable

S

�

et tester si w(S

�

)� �y

0

� 0. Dans 
e 
as la solution optimale est trouvée, sinon, S

�

est ajouté à J .

Ainsi résoudre le problème de génération de variables se ramène à la résolution du

programme en nombres entiers (P

G

) suivant.

Max

X

u2V

w(u)x(u)

x(u) + x(v) � 1; pour tout uv 2 E; (7.7)

x(u) 2 f0; 1g; pour tout u 2 V:

Le programme (P

G

) est équivalent au problème du stable dans G et peut être résolu

de manière e�
a
e par une méthode de 
oupes et bran
hements.

On a également implémenté une heuristique pour la génération de variables en s'ap-

puyant sur l'algorithme donné dans [16℄. Il s'agit de 
onstruire itérativement un stable

S de grand poids dans le graphe G selon le poids w. On peut le présenter de la manière

suivante: on dé�nit tout d'abord le poids !(u) = w(u) � �

P

v2N(u)

w(v) où � est un

entier positif inférieur à 1. On 
hoisit un sommet de plus grand poids selon ! que

l'on pla
e dans S, on �te les voisins de 
e sommet puis on re
al
ule le poids ! pour

le nouveau graphe obtenu. On réitère 
ette opération jusqu'à 
e qu'il ne reste plus de

sommet dans le graphe.
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Le nombre de variables générées peut être très grand. Il est néanmoins possible

d'éliminer les variables devenues non a
tives pour le programme maître. En e�et, une

variable dont le 
oût réduit est très négatif peut être temporairement éliminée du

programme maître. A�n de ne pas regénérer plusieurs fois les mêmes variables, on

sto
ke les variables devenues non a
tives dans une stru
ture de données appelée pool.

Avant 
haque nouvelle génération de 
olonnes, on par
ourt le pool de variables de

manière à repla
er dans le programme maître les variables de 
oûts réduits positifs.

7.2.2 Pro
édure de bran
hement

La solution optimale de la relaxation linéaire de (P) peut être fra
tionnaire. Dans


e 
as, on 
onsidère deux sous-problèmes suivant la stratégie de bran
hement suivante.

Soient u et v deux sommets non-adja
ents de G, 
onsidérons la 
ontrainte

X

S2S:fu;vg�S

t

S

� 1:

Cette 
ontrainte est valide pour le problème. On dé�nit alors deux sous-problèmes (P

1

)

et (P

2

) à partir de (P) en ajoutant respe
tivement les 
ontraintes

P

S2S:fu;vg�S

t

S

= 1

et

P

S2S:fu;vg�S

t

S

= 0. Comme les variables t

S

sont binaires, pour tout S 2 S, (P

1

) et

(P

2

) partitionnent l'espa
e des solutions de (P). Pour un sous-problème 
ontenant la


ontrainte

P

S2S:fu;vg�S

t

S

= 1, 
ha
une des variables est asso
iée à un stable qui doit


ontenir u s'il 
ontient v et inversement. Pour un sous-problème 
ontenant la 
ontrainte

P

S2S:fu;vg�S

t

S

= 0, 
ha
une des variables est asso
iée à un stable qui ne peut 
ontenir

à la fois u et v.

Cette règle de bran
hement est similaire à 
elle dite de Ryan et Foster [94℄ qui est

utilisée pour le problème de partionnement d'ensembles.

On applique alors la pro
édure de génération de 
olonnes pour 
ha
un des sous-

problèmes.

Ajouter une telle 
ontrainte de bran
hement au problème maître entraîne la gestion

de nouvelles variables duales dans le problème de génération de 
olonnes. Plut�t que

d'ajouter 
es 
ontraintes, nous avons 
hoisi d'appliquer la pro
édure suivante.

Pour le sous-problème (P

1

), on élimine du programme maître les variables 
orres-

pondant à des stables 
ontenant uniquement u (resp. v) et non v (resp. u). Pour le

sous-problème (P

2

), on élimine du programme maître les variables 
orrespondant à des

stables 
ontenant à la fois u er v. On adapte ensuite la pro
édure de génération de

variables présentée dans la se
tion pré
édente pour qu'elle puisse résoudre le problème

de génération de variables asso
ié à 
e sous-problème. Pour 
ela, on ajoute la 
ontrainte
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x

u

= x

v

(resp. x

u

+ x

v

� 1) au programme P

G

asso
ié (P

1

) (resp. (P

2

)). Cet ajout de


ontraintes revient en fait à identi�er les sommets u et v dans le graphe G pour la

génération de 
olonnes asso
iée à (P

1

) et à ajouter l'arête uv dans le graphe G pour la

génération de 
olonnes asso
iée à(P

2

).

Nous avons développé une heuristique qui 
onvertit une solution fra
tionnaire de la

relaxation linéaire de (P) en une solution réalisable pour le k-PSPI. Si S

�

est l'ensemble

des stables S de la solution fra
tionnaire tels que t

S

> 0, l'heuristique 
onsiste à


onstruire k stables S

1

; :::; S

k

de V en attribuant itérativement les sommets de V à


haque stable. Pour 
ela, on 
al
ule, pour tout sommet v de V le nombre d'éléments

f(v) de S

�


ontenant v. De même, on 
al
ule, pour toute paire de sommets u et v dans

V , le nombre d'éléments b(u; v) de S

�


ontenant à la fois u et v. L'heuristique peut

être présentée 
omme suit.

1) S

i

 ;, pour i = 1; :::; k.

T  V .

2) Pour tout i = 1; :::; k faire

Oter le sommet u de T de valeur f(u) maximum.

S

i

 S

i

[ fug.

L T .

Tant que L 6= ; faire

Oter l'élément v de L de valeur b(u; v) maximum.

Si v non adja
ent à un sommet de S

i

faire

Oter v de T .

S

i

 S

i

[ fvg.

7.2.3 Pro
édure d'ajout de 
oupes

Le programme linéaire (P) asso
ié au graphe G est en fait une formulation entière

pro
he de 
elle du problème de stable.

On 
onstruit le graphe G

S

= (V

S

; E

S

) suivant. Pour 
haque variable t

S

, S 2 S, on

asso
ie un sommet u

S

dans V

S

. D'autre part, pour toute 
ontrainte (7.5) où u 2 V , les

sommets fu

S

j S 2 S ave
 u 2 Sg forment une 
lique de G

S

.

En fait, résoudre le programme en nombres entiers (P) revient à re
her
her un stable

du graphe G

S

qui soit de taille k et dont le poids est maximum selon le ve
teur-poids

�
.

On note alors P

stab

(G

S

) le polytope du stable asso
ié au graphe G

S

. Ainsi, toute

inégalité valide pour P

stab

(G

S

) peut être ajoutée au programme maître (P). L'ajout de
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es inégalités dans le 
adre d'une méthode de 
oupes permet d'améliorer la solution


ourante. Nous avons 
onsidéré uniquement les inégalités de 
liques dont font d'ailleurs

parties les inégalités (7.5). Nous avons également tenté d'ajouter des inégalités de 
y
les

impairs au programme (P), mais, dans les 
as d'instan
es que nous avons traitées,

les seules inégalités de 
y
les impairs utiles sont les inégalités de triangles qui sont

également des inégalités de 
liques.

Par 
onstru
tion, le graphe G

S

possède un nombre exponentiel de sommets par

rapport à jV j. Il est néanmoins possible de produire des 
ontraintes de 
liques pour

P

stab

(G

S

) en manipulant simplement le sous-graphe de G

S


orrespondant aux variables

du programme maître 
ourant.

Dans 
e sous-graphe, on applique l'heuristique gloutonne dé
rite par Nemhauser et

Sigismondi [88℄ pour les 
ontraintes de 
lique du polytope du stable. On ajoute alors

les 
ontraintes de 
liques générées au programme maître.

Comme 
es 
ontraintes ne 
on
ernent que des variables déjà générées, la variable

duale asso
iée à 
es nouvelles 
ontraintes n'entre pas en 
ompte dans le 
al
ul du 
oût

réduit des nouvelles variables. Ainsi le problème de génération de 
olonnes est in
hangé.

L'appel à la pro
édure d'ajout de 
oupes est réalisé dès que le problème de génération

de 
olonnes ne trouve plus de nouvelles variables à ajouter et la solution obtenue n'est

pas entière.

7.3 Implémentation de l'algorithme

7.3.1 Cadre expérimental

Nous avons implémenté notre algorithme de génération de 
olonnes et bran
hements

en utilisant le logi
iel ABACUS [1℄. Il a été testé sur un Pentium IV 2.4 GHz ave
 1

GO RAM.

Notre série de problème-tests 
on
erne le problème de Via Minimization sur k


ou
hes pour k égal à 2, 3 et 4. En e�et, nous avons 
réé à partir d'instan
es de


ir
uits VLSI les graphes de modélisation G

2

, G

3

et G

4

issus de la modélisation du

k-PVMC pour 2, 3 et 4 
ou
hes. Nous avons ensuite appliqué notre algorithme de gé-

nération de 
olonnes et bran
hements à 
es instan
es. Ces résultats sont présentés dans

la table 7.1. Les instan
es 
on
ernent des 
ir
uits de 5 à 12 réseaux qui ont produit,

après transformation, des graphes de 71 à 492 sommets.

Dans notre algorithme de génération de 
olonnes et bran
hements, le problème de

génération de 
olonnes 
onsiste à trouver un stable de poids maximum. Cette re
her
he
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est réalisée par le solveur en nombres entiers du logi
iel CPLEX 7.1 [34℄. En e�et, vues

les tailles réduites des instan
es, 
e logi
iel était très e�
a
e (quelques 
entièmes de

se
ondes) pour déterminer une solution optimale. Dans le 
as d'instan
es de tailles plus

importantes, l'utilisation d'un algorithme de 
oupes et bran
hements pour le problème

du stable serait alors né
essaire.

Une méthode de génération de 
olonnes doit être initialisée par une solution réa-

lisable. Pour pouvoir initialiser l'algorithme ave
 une bonne solution, nous avons im-

plémenté une heuristique de type GRASP [60℄ pour le problème de Via Minimization


ontraint sur k 
ou
hes. Une heuristique de type GRASP est une méthode itérative


omposée de deux étapes. La première 
onsiste à 
onstruire une solution réalisable à

l'aide d'une méthode gloutonne qui s'appuie sur la dernière solution générée. Cette

solution est ensuite améliorée dans une deuxième étape de re
her
he lo
ale. Ces deux

étapes peuvent être répétées jusqu'à ne plus trouver d'amélioration ou atteindre un

temps CPU limite.

La méthode gloutonne 
hoisie pour le k-PSPI 
onsiste à a�e
ter les réseaux les uns

après les autres sur les k 
ou
hes en plaçant les vias né
essaires. Nous avons 
hoisi une

méthode de type tabou [41, 51℄ pour la méthode de re
her
he lo
ale. Une méthode ta-

bou est dé�nie par le voisinage utilisé. Pour notre heuristique, nous avons implémenté

le voisinage suivant. Pour une solution donnée du k-PSPI, on 
hoisit aléatoirement

une jon
tion portant un via, on 
hange l'a�e
tation des bran
hes in
identes à 
e via de

manière à 
e qu'elles soient toutes sur la même 
ou
he. Ce 
hoix de la 
ou
he 
ommune

à toutes les bran
hes est fait de manière à provoquer l'ajout d'un nombre minimum de

vias.

7.3.2 Résultats expérimentaux pour le k-PVMC

Nous avons utilisé l'algorithme de générations de 
olonnes et bran
hements pour

résoudre des instan
es du k-PVMC.

Les résultats expérimentaux sont donnés dans la table 7.1. La première 
olonne de

la table 
ontient les noms des instan
es. Le nombre 
ontenu dans le nom 
orrespond

en fait au nombre de réseaux de l'instan
e. Les autres entrées sont les suivantes.

jV j: Nombre de sommets.

N
li: Nombre d'inégalités de 
liques générées.

Nvar: Nombre de variables générées.

NV: Nombre optimal de vias.

CPU: Temps CPU total en min:se
 pour résoudre le problème.
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Nous avons �xé un temps maximum CPU de 8 heures. Si 
e temps limite est atteint,

nous indiquons en italique la meilleure solution obtenue.

Instan
e 2 
ou
hes

jV j N
li Nvar NV CPU

t5 49 0 49 2 0:00

t10a 82 0 269 3 0:03

t10b 94 0 846 3 0:05

t11a 167 0 4119 6 0:22

t11b 143 0 7292 2 1:53

t12a 252 0 57501 7 -*

t12b 180 0 45426 3 147:58

Instan
e. 3 
ou
hes

jV j N
li Nvar NV CPU

t5 71 0 1345 1 0:19

t10a 118 46 5460 1 1:15

t10b 136 0 7361 0 00:29

t11a 245 0 222621 3 180:03

t11b 209 0 110348 0 299:03

t12a 372 0 119874 4 -*

t12b 264 0 63231 1 86:04

Instan
e. 4 
ou
hes

jV j N
li Nvar NV CPU

t5 93 11 1461 0 0:07

t10a 154 0 0 0 0:09

t10b 178 0 2472 0 00:12

t11a 323 1732 29738 3 387:47

t11b 275 19825 19572 0 77:34

t12a 492 0 105336 2 -*

t12b 348 0 85975 1 -*

*-: temps CPU de 8h dépassé

Tab. 7.1 � Instan
es de Via Minimization sur 2, 3 et 4 
ou
hes

Notre algoritme n'a pu résoudre toutes les instan
es de 
ir
uits VLSI. En fait, seules

les instan
es de moins de 11 réseaux ont pu être résolues à l'optimum. Le nombre

de variables générées au 
ours de l'algorithme de génération de 
olonnes étant très
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important, la limite de temps de 8h CPU est fréquemment atteinte. Dans 
e 
as,

l'algorithme fournit une solution appro
hée indiquée en italique.

On peut remarquer que pour toutes les instan
es résolues, le nombre de vias diminue

bien ave
 le nombre de 
ou
hes.

Pour 
ette table d'instan
es, la pro
édure de bran
hement n'a pas été appelée. En

fait, l'ajout des inégalités de 
liques permet d'éviter l'utilisation de la pro
édure de

bran
hement pour 
ertaines intan
es.

7.4 
on
lusion

Ce 
hapitre et le 
hapitre pré
édent rassemblent nos résultats expérimentaux 
on
er-

nant le problème de Via Minimization 
ontraint sur k 
ou
hes. Dans 
es deux 
hapitres,

nous avons utilisé la modélisation présentée au 
hapitre 2 qui ramène 
e problème au

problème du sous-graphe k-parti induit. Pour k = 2, notre algorithme de 
oupes et

bran
hements a pu résoudre des instan
es réelles de très grandes dimensions. En re-

van
he, lorsque k = 3 ou k = 4, le problème du sous-graphe k-parti est apparu plus

di�
ile à résoudre et notre algorithme de générations de 
olonnes et bran
hements n'a

pu résoudre que des instan
es de tailles réduites.

Dans 
e 
hapitre, nous avons proposé une formulation en termes de programme en

nombres entiers pour le problème du sous-graphe k-parti de poids maximum. En uti-

lisant 
ette formulation, nous avons proposé un algorithme de génération de 
olonnes

et bran
hements. Ce dernier a été appliqué pour résoudre des instan
es du problème

de Via Minimization 
ontraint multi
ou
he.

Pour pouvoir utiliser l'algorithme de génération de 
olonnes pour les problèmes de

grandes tailles, il serait né
essaire d'apporter 
ertaines améliorations à l'algorithme.

Comme la limitation de ses performan
es est prin
ipalement due au nombre important

de variables générées, il serait utile de déterminer quelles sont les variables né
essaires

au problème et 
omment limiter la génération de 
olonnes à 
es variables.
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Chapitre 8

Le problème d'assemblage SNP

d'haplotypes

Dans 
ette se
tion, nous présentons le problème d'assemblage SNP d'haplotypes qui


onstitue la dernière étape du séquençage du génome pour les organismes diploïdes.

Dans [71℄, Lippert et al. ont montré que, pour le 
ritère d'enlèvement minimum de frag-

ments, 
e problème se ramène au problème du sous-graphe biparti induit de 
ardinalité

maximum. En utilisant 
ette modélisation, nous donnons des résultats expérimentaux

utilisant notre algorithme de 
oupes et bran
hements pour le PSBI.

Nous proposons également une modélisation du problème d'assemblage SNP d'ha-

plotypes pour le 
ritère dit du nombre minimum de 
orre
tions. Nous montrons que 
e

problème se ramène lui-aussi à la re
her
he d'un sous-graphe biparti induit de poids

maximum.

8.1 Le problème du séquençage

L'information génétique est essentielle à la 
onstru
tion et au fon
tionnement des

organismes vivants. Elle détermine les 
ara
tères d'un être vivant et se transmet des

parents à leurs des
endants. Cette information se trouve prin
ipalement dans le noyau

de 
ha
une des 
ellules et plus parti
ulièrement dans les molé
ules d'ADN formant les


hromosomes.

L'a
ide désoxyribonu
léique (ADN) est le support universel de l'information géné-

tique 
hez les êtres vivants. Il est 
onstitué de deux 
haînes enroulées en double héli
e.

Les deux brins de l'ADN sont l'assemblage de molé
ules élémentaires : les nu
léotides. Il
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existe 4 nu
léotides nommés d'après le nom de leurs bases azotées respe
tives: adénine,

guanine, 
ytosine et thymine. On symbolise 
es nu
léotides par les lettes A,G,C et T.

Ainsi, l'information génétique est 
odée sous forme 
himique dans un alphabet de 4

lettres. Un gène est un fragment d'ADN qui 
orrespond à un 
ara
tère héréditaire et


onstitue l'unité d'information génétique. L'ensemble des gènes d'un individu forme le

génome.

Connaître le génome revient en fait à 
onnaître l'en
haînement des gènes, 
'est-à-

dire les séquen
es 
odantes de l'ADN. On appelle problème du séquençage le fait de

re
her
her et 
onnaître les molé
ules d'ADN et leurs gènes.

Il est possible de traiter indépendamment 
haque molé
ule d'ADN, 
'est-à-dire 
haque


hromosome. En revan
he, il est impossible de 
onnaître dire
tement toute la molé
ule

d'ADN d'un 
hromosome donné (molé
ule de plusieurs millions à plusieurs dizaines de

millions de nu
léotides). Par 
onséquent, la première étape du séquençage 
onsiste à

obtenir des 
opies partielles de la molé
ule, appelées des fragments. Cette opération est

réalisée par des pro
édés bio
himiques et biomé
aniques. Elle produit plusieurs millions

des fragments d'une longueur de l'ordre de quelques 
entaines de nu
léotides. En fait,


es fragments se 
hevau
hent en possédant deux à deux des parties 
ommunes de la

molé
ule.

La se
onde étape du séquençage s'appelle le problème d'assemblage. Elle 
onsiste

à re
onstituer la molé
ule d'ADN à partir des fragments. Cette étape peut se faire

par des tâtonnements ave
 des tests bio
himiques, 
e qui est très lent. Des méthodes

informatiques ont permis de réaliser 
e séquençage pour des organismes entiers, dont

l'être humain [105℄. Ces méthodes 
onsistent à re
omposer la molé
ule en utilisant

les 
hevau
hements des fragments. En e�et, les fragments qui se 
hevau
hent 
orres-

pondent à plusieurs 
opies des mêmes positions de la molé
ule pour 
et assemblage.

La plus 
élèbre des méthodes heuristiques pour 
et assemblage est le séquençage aléa-

toire (shotgun sequen
ing). En fait, 
es méthodes peuvent être divisées en deux phases

su

essives que l'on nommera i
i, étape d'alignement et étape de 
on
ensus. L'étape

d'alignement 
onsiste à repérer les positions absolues des fragments sur la molé
ule. La

�gure 8.1 montre trois fragments alignés selon leur position sur la molé
ule d'ADN.

f1

f2

f3

   
ATCGATGCATGA
        GATGGATGAAT

                   GGATGAATCG

Fig. 8.1 � Trois fragments alignés

En fait, parmi les fragments produits, 
ertains peuvent être partiellement erronés. De

plus, l'étape informatique d'alignement peut ne pas produire l'alignement exa
t pour
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ertains fragments. Par 
onséquent, des fragments alignés peuvent di�érer sur un ou

plusieurs nu
léotides. On appelle étape de 
on
ensus le fait de dé
ider quel nu
léotide

doit être 
hoisi parmi les nu
léotides possibles. En général, 
e 
hoix est fait en fon
tion

du nombre de fragments portant le même nu
léotide.

Le séquençage du gén�me a été permis par l'e�ort s
ienti�que de 
her
heurs venant

du monde médi
al et de la biologie mais aussi de l'informatique ou des mathématiques.

Le séquençage des organismes a ouvert l'horizon à de nombreuses perspe
tives de re-


her
he. Dans la se
tion suivante, nous présentons 
omment un séquençage plus a�né

est possible pour les organismes diploïdes.

8.2 Le problème d'assemblage pour les organismes di-

ploïdes

Les organismes diploïdes, 
omme l'être humain, possèdent en fait deux exemplaires

de 
haque 
hromosome, 
'est-à-dire deux exemplaires de 
haque molé
ule d'ADN. Cha-


une de 
es 
opies est appelée un haplotype. Ces deux exemplaires sont globalement

identiques mais di�èrent parfois de quelques nu
léotides, on appelle 
ette disparité des

polymorphismes génétiques. Ces derniers sont parfois 
odants, 
'est-à-dire qu'ils forment

une manière supplémentaire de 
oder de l'information. Ils sont généralement dus à un

pro
essus naturel, mais peuvent aussi être induits par des agents externes (
omme un

virus ou des radiations). Dans 
e dernier 
as, on parle plut�t de mutations génétiques,

et leurs déte
tions intéressent la re
her
he et l'industrie médi
ale pour le dépistage et

le traitement de 
ertaines maladies génétiques. Un gène peut don
 se trouver en deux

versions alternatives qui di�èrent en séquen
e, on appelle 
es versions des allèles.

La forme la plus simple et la plus fréquente de polymorphisme génétique est la

varian
e d'un ou plusieurs nu
léotides non 
ontigüs dans une séquen
e. On appelle


ha
un de 
es polymorphismes portant sur un nu
léotide, un SNP (Single Nu
leotid

Polymorphism). Ils forment 90% des polymorphismes de l'ADN.

On 
onsidère 
onnue la liste de fragments ainsi que leurs positions absolues sur

la molé
ule. Ce
i permet d'obtenir l'alignement des fragments de manière à faire ap-

paraître les éventuelles di�éren
es de nu
léotides. Par exemple, la �gure 8.2 montre

l'alignement de 
inq fragments. On appelle i
i SNP un empla
ement de la molé
ule où

deux fragments di�èrent. La �gure 8.2 porte trois SNP.

Pour un organisme diploïde, l'étape d'assemblage doit en fait re
onstruire les deux
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f1

f2

f3

f4

f5

s3

s2s1

ATCGATGCATG
      TCGATGCATGAAT

                     ATGAATGCATGCA
                                       CATGCA

           ATGGATGTATGCAA

T

Fig. 8.2 � Cinq fragments ave
 trois SNP

haplotypes formant une paire de 
hromosomes. Si on se limite au polymorphisme de

type SNP, 
e problème s'appelle alors problème d'assemblage SNP d'haplotypes (PASH).

En fait, pour un individu donné, un des haplotypes est hérité de la mère et l'autre du

père. Néanmoins des ré
ombinaisons par blo
s des deux haplotypes peuvent se produire,


'est-à-dire que des é
hanges de blo
s de séquen
e d'ADN peuvent avoir lieu. Pour 
ette

raison, la possibilité de re
onstituer les deux haplotypes a longtemps été ignorée dans le

pro
essus du séquençage. Le PASH a été pris en 
onsidération à la suite des travaux de

Gabriel et al. [39℄ qui ont montré que les haplotypes d'une même molé
ule respe
tent

une stru
ture par blo
s, et qu'ainsi re
onstituer les deux haplotypes avait un sens.

On dispose don
 d'un ensemble de fragments issus des deux molé
ules d'ADN d'une

même paire de 
hromosomes, mais on ignore à quel exemplaire du 
hromosome 
ha
un

de 
es fragments appartient. Le PASH revient à regrouper les fragments d'ADN en deux

ensembles, 
ha
un 
orrespondant à l'un des deux haplotypes. Malheureusement, lors

des pro
édés bio
himiques qui ont permis d'obtenir les fragments, un 
ertain nombre

de fragments faux ou partiellement faux, ont été générés. Il ne faut éventuellement pas

tenir 
ompte de 
ertaines parties des fragments ou même de 
ertains fragments.

Lippert et al. [71℄ ont proposé la modélisation suivante pour le PASH.

Soient F l'ensemble des n fragments et S l'ensemble des m SNP. On dit que deux

fragments f

1

et f

2

sont en 
on�it si leurs valeurs di�èrent sur un de leurs nu
léotides.

On suppose que, pour un SNP donné, il n'y a que deux valeurs possibles pour un

fragment que l'on notera 0 et 1. Il existe néanmoins une troisième valeur, notée �-�,

lorsque le fragment ne 
ouvre pas le SNP, 
'est-à-dire que l'on ignore la valeur de 
e

nu
léotide pour un fragment. On obtient ainsi une matri
e de 
on�itsM dont les lignes


orrespondent aux fragments, les 
olonnes aux SNP et dont les 
oe�
ients de la matri
e

sont 0, 1 ou �-�. On dit que la matri
e de 
on�its est sans erreur s'il existe une partition

des lignes de la matri
e en deux matri
es qui ne 
ontiennent 
ha
une au
un fragment

en 
on�it. On dit aussi que deux SNP s

1

et s

2

sont en 
on�it s'il existe deux fragments

qui sont en 
on�it selon s

1

et non selon s

2

.
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La �gure 8.3 donne la matri
e de 
on�its asso
iée aux fragments de la �gure 8.2.

Comme les fragments 1 et 3 ont des valeurs 0-1 di�érentes pour le SNP 1, 
es deux

fragments sont en 
on�it. On peut remarquer aussi, que les fragments 1 et 2 sont en


on�it ainsi que les fragments 1 et 3 et les fragments 1 et 4. Par 
onséquent, les 5

fragments de l'instan
e ne peuvent être partitionnés entre deux haplotypes. Ce qui est

équivalent à dire que la matri
e de la �gure 8.3 n'est pas sans erreur. En�n, on peut

noter que les fragments 1 et 3 sont en 
on�it sur le SNP 1 mais qu'ils ne le sont pas

sur le SNP 2. Ce qui 
orrespond au fait que les SNP 1 et 2 sont en 
on�it.

s

1

s

2

s

3

f

1

0 1 �

f

2

0 0 �

f

3

1 1 1

f

4

� 0 0

f

5

� � 0

Fig. 8.3 � La matri
e de 
on�its 
orrespondant aux fragments de la �gure 8.2

Pour répondre au problème PASH, il faut dé
ider quel 
ritère doit être 
hoisi pour

réaliser l'assemblage des haplotypes. Dans Lippert et al. [71℄, les 
ritères suivants sont

proposés:

Enlèvement minimum de fragments (EMF): il 
onsiste à re
her
her le plus grand

sous-ensemble de fragments qui peut être partitionné de manière à 
e que deux frag-

ments d'un même ensemble ne soient en 
on�it.

Enlèvement minimum de SNP (EMS): il 
onsiste à �ter un nombre minimum de

SNP de manière à 
e que l'ensemble de tous les fragments puissent être partionné en

deux sous-ensembles qui soit 
ha
un sans 
on�it.

Re
onstru
tion de l'haplotype maximum (RHM): il 
onsiste à re
her
her un ensemble

de fragments pouvant être partitionné de manière à 
e que deux fragments d'un même

ensemble ne soient en 
on�it et que les haplotypes ainsi induits soient de longueurs

maximum.

Dans [17℄, Bonizzoni et al. proposent d'ajouter le 
ritère suivant.

Nombre minimum de 
orre
tions (NMC): il 
onsiste à re
her
her le nombre minimum

de 
orre
tions à faire sur les 
oe�
ients de la matri
e pour obtenir une matri
e sans

erreur.

Ainsi, le problème d'assemblage SNP d'haplotypes se divise en plusieurs sous-prob-

lèmes di�érents pour lesquels di�érentes modélisations sont proposées. Nous verrons

dans la se
tion suivante les modélisations, proposées par Lippert et al. dans [71℄, pour
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les 
ritères EMF et EMS. En revan
he, 
omme au
une modélisation n'a été proposée

pour le 
ritère NMC, nous en proposons une modélisation dans la se
tion 8.4.

On dit que deux SNP sont 
onsé
utifs s'il n'existe pas de SNP situés entre eux sur

la molé
ule. On dit qu'un fragment est sans la
une s'il 
ouvre un ensemble de SNP


onsé
utifs. Au 
ontraire, un fragment possède k la
unes s'il 
ouvre k+1 blo
s disjoints

de SNP 
onsé
utifs. C'est-à-dire qu'un fragment à k la
unes est un fragment 
omposé

de k fragments sans la
une qui fon
tionnent tous ensemble 
omme un même fragment.

Les 
as les plus fréquents sont les 
as où k = 0 et k = 1. Dans [71℄, il est montré

que, dans le 
as sans la
une, le PASH ave
 le 
ritère EMF, EMS ou RHM peut être

résolu en temps polynomial. En revan
he, pour k � 1, le PASH ave
 le 
ritère EMF

est NP-di�
ile. De même, le PASH ave
 le 
ritère EMS est NP-di�
ile pour k = 2.

Dans [66℄, Lan
ia et al. proposent des heuristiques pour traiter quelques uns de 
es

problèmes. De même, Pan
onesi et Sozio [90℄ donnent une heuristique pour le 
ritère

EMF et l'utilisent sur des données réalistes. Ré
emment, Bonizzoni et al. [17℄ ont étudié

des problèmes liés aux problèmes d'assemblage d'haplotypes.

8.3 Modélisation du PASH ave
 
ritères EMF et EMS

Dans [71℄, Lippert et al. proposent deux modélisations pour le problème d'assemblage

SNP d'haplotypes ave
 
ritère d'enlèvement minimum de fragments et de SNP.

A une instan
e du PASH, on asso
ie le graphe de 
on�its des fragments G

F

=

(V

F

; E

F

) en asso
iant un sommet de V

F

à 
haque fragment de F et en liant par une

arête deux sommets 
orrespondant à des fragments en 
on�it. La �gure 8.4 donne une

matri
e de 
on�its et le graphe G

F


orrespondant. Cette matri
e est asso
iée à une

instan
e de 5 fragments et de 6 SNP. On peut remarquer que 
ette instan
e 
omporte

des fragments ayant un nombre variable de la
unes.

s

1

s

2

s

3

s

4

s

5

s

6

f

1

0 1 � 0 1 0

f

2

0 � 1 � � 0

f

3

1 0 � 1 1 1

f

4

� 1 1 � 0 �

f

5

1 1 � 1 � 1

3 1

54

2

Fig. 8.4 � Une matri
e de 
on�its et son graphe de 
on�its des fragments G

F

asso
ié
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Les auteurs établissent le résulat suivant pour le PASH ave
 le 
ritère EMF.

Théorème 8.3.1 [71℄ Le problème d'assemblage SNP d'haplotypes ave
 le 
ritère EMF

est équivalent au problème du sous-graphe biparti induit de 
ardinalité maximum dans

le graphe G

F

. 2

Ainsi, résoudre le PASH sous 
ritère EMF revient à re
her
her un sous-graphe biparti

induit de 
ardinalité maximum dans un graphe dont le nombre de sommets est égal au

nombre de fragments. En fait, re
her
her un sous-graphe biparti induit de G

F

revient

à re
her
her un ensemble de fragments dont les lignes 
orrespondantes dans la matri
e

de 
on�its induisent une matri
e sans erreur. On a don
 aussi le

Corollaire 8.3.2 La matri
e de 
on�its M est sans erreur si et seulement si le graphe

G

F

est biparti.

Le graphe de 
on�its des fragments de la �gure 8.4 
ontient par exemple un 
y
le

impair entre les sommets 
orrespondant aux fragments f

1

, f

3

et f

4

. Ce 
y
le symbolise

le fait que 
es fragments sont en 
on�it deux à deux. Par 
onséquent, la matri
e ne

peut pas être sans erreur.

On asso
ie de même à l'instan
e le graphe de 
on�its des SNP G

S

= (V

S

; E

S

) dont

l'ensemble V

S

des sommets 
orrespond aux SNP. De plus, il existe une arête v

1

v

2

dans

E

S

si les SNP 
orrespondant à v

1

et v

2

sont en 
on�it.

4

3 2

1

65

Fig. 8.5 � Le graphe de 
on�its des SNP G

S

asso
ié à la matri
e de la �gure 8.4

Le graphe de 
on�its des SNP G

S

ainsi 
onstruit possède la propriété suivante.

Théorème 8.3.3 [71℄ G

F

est biparti si et seulement si G

S

est un stable. 2
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Par le théorème pré
édent, le problème d'assemblage SNP d'haplotypes sous 
ritère

EMS revient à re
her
her un stable de 
ardinalité maximum dans le graphe G

S

. En

e�et, en re
her
hant un tel stable, on détermine un ensemble maximum de SNP tel

que la matri
e de 
on�its induite par les 
olonnes 
orrespondantes soit sans erreur. On

peut don
 énon
er le

Corollaire 8.3.4 [71℄ Le problème d'assemblage SNP d'haplotypes ave
 le 
ritère EMS

est équivalent au problème du stable de 
ardinalité maximum dans le graphe G

S

. 2

Proposée par Lippert et al. [71℄, 
ette modélisation du PASH pour les 
ritères EMS

et EMF permet de résoudre e�
a
ement des instan
es réalistes. Dans la se
tion 8.5,

nous donnons les résultats obtenus par notre algorithme de 
oupes et bran
hements

pour le PSBI pour traiter des instan
es du PASH sous 
ritère EMF.

8.4 Modélisation du PASH ave
 
ritère NMC

Nous proposons dans 
ette se
tion une modélisation pour le problème d'assemblage

SNP d'haplotypes ave
 le 
ritère du nombre minimum de 
orre
tions dans la matri
e de


on�its. On appelle i
i 
orre
tion le fait de rempla
er la valeur 0 ou 1, par la valeur �-�

sur un 
oe�
ient de la matri
e. En e�et, 
ette 
orre
tion sur le 
oe�
ient d'indi
es (i; j)

permet, en un seul 
hangement de valeurs, d'éviter tous les 
on�its entre le fragments

f

i

et tous les autres fragments sur le SNP j. En revan
he, une 
orre
tion qui serait un

bas
ulement d'une valeur 0 à la valeur 1 ou inversement, pourrait éventuellement 
réer

d'autres 
on�its entre les fragments.

On 
onsidère une instan
e du PASH et sa matri
e de 
on�its M asso
iée. On note

m

i;j

les 
oe�
ients de la matri
e M , i 2 f1; :::; ng et j 2 f1; :::; kg.

On asso
ie à M le graphe de 
orre
tions G

M

= (V

M

; E

M

) suivant. L'ensemble des

sommets V

M

est 
omposé de l'ensemble V

F

des sommets asso
iés aux fragments et d'un

ensemble V

m

de sommets asso
iés aux 
oe�
ients de M di�érents de �-�. L'ensemble

des arêtes E

M

est aussi divisé en deux sous-ensembles E

Fm

et E

m

. Une arête de E

Fm

lie le sommet 
orrespondant au fragment f

i

au sommet 
orrespondant au 
oe�
ient

m

i;j

, i 2 f1; :::; ng, j 2 f1; :::; mg. Une arête de E

m

lie deux sommets 
orrespondant

aux 
oe�
ients m

i;j

et m

i

0

;j

si m

i;j

6= m

i

0

;j

, pour j 2 f1; :::; mg et i; i

0

2 f1; :::; ng.

Notons que, par 
onstru
tion, le sous-graphe de G

M

induit par les sommets de V

m

est

formé d'un ensemble disjoint de sous-graphes bipartis.
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La �gure 8.6 donne une matri
e de 
on�its sur trois fragments et trois SNP. On peut

remarquer que les trois fragments sont en 
on�it deux à deux, don
 la matri
e n'est

pas sans erreur. La �gure donne également le graphe de 
orre
tions asso
ié. Sur 
e

graphe, les sommets indiqués f

1

; f

2

; f

3


orrespondent aux sommets de V

F

et les autres

aux 
oe�
ients de la matri
e. On a positionné 
es derniers sommets 
onformément à la

disposition de la matri
e. De plus, les arêtes de E

Fm

entre sommets de V

F

et sommets

de V

m

ont été dessinées en pointillés.

s

1

s

2

s

3

f

1

1 0 0

f

2

1 1 0

f

3

1 � 1

f1

f2

f3

Fig. 8.6 � Une matri
e de 
on�its et son graphe de 
orre
tions G

M

asso
ié

Le graphe G

M

a les propriétés suivantes.

Lemme 8.4.1 Soient deux sommets v et v

0

de V

m


orrespondant aux 
oe�
ients de la

matri
e de 
on�its m

i;j

et m

i

0

;j

, pour i; i

0

2 f1; :::; ng et j 2 f1; :::; mg.

i) S'il existe une 
haîne impaire entre v et v

0


omportant uniquement des sommets

de V

m

alors v et v

0

sont liés par une arête.

ii) Si v et v

0

sont tous deux adja
ents à un sommet distin
t v

00

de V

m

, alors les

fragments f

i

et f

i

0

appartiennent au même haplotype.

Preuve. i) Par 
onstru
tion du graphe G

M

, s'il existe un telle 
haîne entre v et v

0

,

alors les valeurs des 
oe�
ients 
orrespondant à v et v

0

sont opposées et ainsi il existe

une arête entre v et v'.

ii) Notons m

i

00

;j

le 
oe�
ient 
orrespondant au sommet v

00

, i

00

2 f1; :::; ng et j 2

f1; :::; mg. Comme le sommet v

00

est lié aux sommets v et v

0

, le fragment f

i

00

est en


on�it ave
 les fragments f

i

et f

i

0

. Par 
onséquent, si les fragments f

i

et f

i

0

sont séparés

entre les deux haplotypes, alors le fragment f

i

00

ne peut être a�e
té à au
un des deux

haplotypes, une 
ontradi
tion. 2

Lemme 8.4.2 Soient deux sommets u et u

0

de V

F

asso
iés aux fragments f

i

et f

i

0

.

S'il existe dans G

M

une 
haîne impaire (resp. paire) liant u et u

0

, alors les fragments

f

i

et f

i

0

ne peuvent appartenir au même haplotype (resp. doivent appartenir au même

haplotype).
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Preuve. Par 
onstru
tion du graphe G

M

, une 
haîne P

ii

0

liant les sommets u et u

0

peut s'é
rire (u

1

v

1

; P

1

; v

0

1

u

1

; P

2

; :::; u

p

v

p

; P

p

; v

0

p

u

0

p

) où P

l

est une 
haîne dont les sommets

sont tous dans V

m

, u

l

est un sommet de V

F

, et v

l

et v

0

l

sont des sommets de V

m

, pour

l = f1; ::; pg. On peut remarquer qu'alors u = u

1

et u

0

= u

p+1

. D'après le lemme

8.4.1 i), si la sous-
haîne de P

l

, l 2 f1; :::; pg, liant v

l

et v

0

l

est de longueur jP

l

j � 3,

alors il existe une sous-
haîne P

0

l

liant v

l

et v

0

l

qui soit de longueur 2 si jP

l

j est pair,

ou de longueur 1 si [P

l

j est impair. On note également P

0

l

= P

l

si jP

l

j � 3 et P

0

ii

00

la


haîne obtenue depuis P

ii

00

en remplaçant la sous-
haîne P

l

par le sous-
haînes P

0

l

, pour

l = 1; :::; p. On note alors p

1

(resp. p

2

) le nombre de sous-
haînes de fP

0

l

j l 2 f1; :::; pgg

qui sont de 
ardinalité 1 (resp. 2). La 
haîne P

0

ii

00

a don
 pour longueur 2p + p

1

+ 2p

2

et, par 
onséquent, p

1

est impair si et seulement si jP

ii

0

j est impair. Remarquons que

si jP

0

l

j = 1, les fragments 
orrespondant à u

l

et u

0

l

ne peuvent pas appartenir au même

haplotype. De plus, d'après le lemme 8.4.1 ii), si jP

0

l

j = 2, alors 
es fragments doivent

être dans le même haplotype. Si jP

ii

0

j est pair, alors p

1

est pair, et ainsi, d'après les deux

remarques pré
édentes, f

i

et f

i

00

doivent appartenir au même haplotype. Inversement,

si jP

ii

0

j est impair, alors p

1

est impair, et f

i

et f

i

00

ne peuvent appartenir au même

haplotype. 2

On dé�nit un ve
teur poids 
 sur les sommets de G

M

tel que 
(u) = L, pour tout

sommet u de V

F

, et 
(u

0

) = 1, pour tout sommet u

0

de V

m

. I
i L est une valeur

su�samment grande. On a le résulat suivant.

Théorème 8.4.3 Le problème d'assemblage SNP d'haplotypes ave
 le 
ritère NMC se

ramène au problème du sous-graphe biparti induit de poids maximum dans le graphe

G

M

muni du ve
teur-poids 
. 2

Preuve. Soit G

0

M

= (V

0

M

; E(V

0

M

)) un sous-graphe biparti induit de G

M

qui soit de

poids maximum selon le poids 
. On veut prouver qu'une solution optimale pour le

PASH sous 
ritère NMC peut être déduite de G

0

M

.

Comme G

0

M

est maximum selon le poids 
, E

0

M


ontient tous les sommets de V

F

. En

e�et, par 
onstru
tion, le sous-graphe de G

M

induit par V

F

est biparti et la somme

des poids de ses sommets est supérieure à la somme des poids des sommets d'un sous-

graphe de G

M

ne 
ontenant pas tous les sommets de V

F

. Par 
onséquent, tous les

sommets de V

M

n V

0

M

sont des sommets de V

m

et ainsi, G

0

M

est un sous-graphe biparti

induit de G

M

obtenu en �tant un nombre minimum jV

M

n V

0

M

j de sommets de V

m

.

Considérons la matri
e de 
on�its M asso
iée à l'instan
e. On va 
orriger la matri
e

M de la manière suivante. Pour tout sommet de V

M

n V

0

M

asso
ié à un 
oe�
ient

de M , on e�e
tue la 
orre
tion de 
e 
oe�
ient en 
hangeant la valeur 0 ou 1 de

m

i;j

en la valeur �-�. Par 
ette opération, on e�e
tue ainsi jV

M

n V

0

M

j 
orre
tions sur
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M . La matri
e M

0

obtenue par 
es 
orre
tions est sans erreur. En e�et, supposons le


ontraire. Tout d'abord, notons que, d'après le théorème 8.3.2, le graphe de 
on�its

sur les fragments G

0

F

= (V

0

F

; E

0

F

) asso
ié à la matri
e M

0

n'est don
 pas biparti. Soit

C = (u

1

u

2

; u

2

u

3

; :::; u

p�1

u

p

) un 
y
le impair de

e

G

F

. Remarquons que les sommets de

e

G

F


orrespondent à des fragments et sont des sommets de V

F

, don
 de G

0

M

. Les fragments


orrespondant à u

i

et u

i+1

sont par 
onséquent en 
on�it, pour i 2 f1; :::; pg (les indi
es

sont pris modulo p). Par 
onstru
tion, il existe dans G

0

M

une 
haîne (u

i

v

i

; v

i

v

0

i

; v

0

i

u

i+1

)

où les sommets v

i

et v

0

i

sont dans V

m

, pour i 2 f1; :::; pg. Par 
onséquent, le graphe G

0

M


ontient le 
y
le (u

1

v

1

; v

1

v

0

1

; v

0

1

u

2

; u

2

v

2

; :::; v

p�1

u

p

; u

p

v

p

; v

p

v

0

p

; v

0

p

u

1

) qui possède don
 3p

sommets et qui est impair. Comme G

0

M

est biparti, on obtient une 
ontradi
tion. En

fait, re
her
her un sous-graphe biparti partiel de poids minimum de G

M

permet d'ob-

tenir une matri
e de 
on�its sans erreur à partir de M en faisant jV

M

nV

0

M

j 
orre
tions.

Ré
iproquement, on veut montrer que � 
orre
tions rendant M sans erreur 
orres-

pondent à un sous-graphe biparti induit de G

M

obtenu en �tant � sommets de V

m

. On

pose

e

V

m

l'ensemble des sommets de V

m


orrespondant aux 
oe�
ients deM qui ont été


orrigés. Supposons que le graphe

e

G

M

induit par l'ensemble de sommets

e

V

M

= V

M

n

e

V

m


ontienne un 
y
le impair

e

C. Par 
onstru
tion de G

M

,

e

C 
ontient au moins deux som-

mets u et u

0

de V

F

. Don
 il existe dans

e

G

M

une 
haîne paire et une 
haîne impaire

reliant u

1

à u

2

. Par le lemme 8.4.2, les fragments 
orrespondant à u et à u

0

doivent être

à la fois dans le même haplotype et ne pas y être. Ce
i 
ontredit le fait que la matri
e

M 
orrigée est sans erreur. 2

D'après le théorème pré
édent, résoudre le problème d'assemblage SNP d'haplotypes

en faisant un nombre minimum de 
orre
tions sur la matri
e de 
on�its revient à

re
her
her un sous-graphe biparti induit de poids maximum du graphe de 
orre
tions

asso
ié à la matri
e. En fait, le nombre de sommets �tés au graphe pour le bipartiser est

égal au nombre de 
orre
tions né
essaire pour rendre la matri
e de 
on�its sans erreur.

Le graphe de 
orre
tions de la �gure 8.6 
ontient un unique 
y
le impair, on peut

briser 
e 
y
le en �tant un des sommets 
orrespondant à un 
oe�
ient de la matri
e.

En mettant le 
oe�
ient de la matri
e 
orrespondant à la valeur �-�, on obtient alors

une matri
e sans erreur, 
'est-à-dire que l'ensemble des fragments peut alors se répartir

en deux haplotypes.
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8.5 Résultats expérimentaux pour le PASH ave
 
ri-

tère EMF

Dans [90℄, Pan
onesi et Sozio 
onstatent l'absen
e d'instan
es réelles disponibles

librement pour les problèmes de séquençage et proposent la méthode suivante pour


onstruire des instan
es réalistes pour le PASH.

On génére aléatoirement une 
haîne de taille n 
omposée aléatoirement de 0 et de

1, puis on re
opie 
ette 
haîne en produisant un taux d'erreur 0.2 entre les deux. Ces

deux 
haînes vont bien entendu 
orrespondre aux deux haplotypes à re
onstituer. Pour


ha
un des deux haplotypes, on 
asse la 
haîne en k fragments 
ontigüs de tailles

aléatoires mais pro
hes de n=k. On re
ommen
e 
 fois 
ette génération de fragments.

En�n, on é
hange les valeurs 0 et 1 pour 
haque valeur de 
haque fragment ave
 une

probabilité 0.05.

Dans [90℄, les auteurs 
onstruisent ainsi des instan
es en utilisant des haplotypes de

taille n = 100, 
oupés 
 = 20 fois en k = 20 fragments. Ils obtiennent ainsi des instan
es


omportant entre 400 et 800 fragments 
ha
un de tailles entre 3 et 7 
ara
tères.

Nous avons transformé les instan
es de Pan
onesi et Sozio en instan
es pour le PSBI.

Les graphes obtenus possèdent tous 400 sommets et un nombre d'arêtes qui dépend du

nombre de 
on�its entre les fragments. Nous avons utilisé notre algorithme de 
oupes

et bran
hements pour résoudre 
es instan
es. Les résultats numériques sont résumés

dans les tables 8.1 et 8.2.

La première 
olonne des tables 
ontient les noms des instan
es. Les autres entrées

sont les suivantes.

jV j: Nombre de sommets, 
'est-à-dire le nombre de fragments.

n: Taille des haplotypes à re
onstituer.

k: Taille moyenne des fragments.

jEj: Nombre d'arêtes, 
'est-à-dire le nombre de 
on�its entre les fragments.

N
l: Nombre d'inégalités de 
lique générées.

N
i: Nombre d'inégalités de 
y
le impair générées.

Nrl: Nombre d'inégalités de roue liftée générées.

N
el: Nombre d'inégalités 
ellulaires générées.

SB: Nombre de sous-problèmes générés dans la phase de bran
hement.

Gap: L'erreur relative, en pour
entage, entre la solution obtenue par notre heuristique

(dans le 
as où la solution optimale n'a pu être trouvée dans le temps limite) et

la borne obtenue par l'algorithme.
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Inst. jV j n k jEj N
l N
i Nrl N
el SB Gap NF CPU

00b 400 100 5 2083 128 29 48 0 0 0 361 0:02

17b 400 100 5 2111 183 20 34 0 0 0 357 0:01

22b 400 100 5 1997 284 24 66 0 0 0 357 0:02

27b 400 100 5 2006 105 10 15 0 0 0 365 0:01

29b 400 100 5 1939 183 26 33 0 0 0 371 0:01

33b 400 100 5 2161 155 24 54 0 0 0 363 0:02

51b 400 100 5 1771 143 8 15 0 0 0 367 0:01

63b 400 100 5 1942 218 18 51 0 3 0 361 0:03

77b 400 100 5 1387 121 5 27 0 0 0 364 0:01

95b 400 100 5 2118 178 25 51 0 0 0 365 0:02

99b 400 100 5 2100 133 23 25 0 0 0 361 0:01

Tab. 8.1 � Première série d'instan
es du PASH

NF: Solution optimale, 
'est-à-dire le nombre de fragments pouvant être 
onservés

pour 
onstruire deux haplotypes.

CPU: Temps CPU total en min:se
 pour résoudre le problème.

La table 8.1 présente les résultats 
on
ernant les instan
es de Pan
onesi et Sozio.

Comme on peut le remarqer, toutes les instan
es issues des travaux de Pan
onesi et

Sozio ont été résolues à l'optimalité en quelques se
ondes. De plus, à l'ex
eption d'une

instan
e, le bran
hement n'a pas été né
essaire. En fait, les graphes issus de 
es ins-

tan
es sont quasiment bipartis. De plus, la taille de 
es instan
es est assez réduite.

Pour 
es instan
es, l'algorithme n'utilise que les 
ontraintes de 
y
les impairs et de

roues liftées. La solution optimale est atteinte avant que les 
ontraintes 
ellulaires ne

soient utilisées.

Dans le but de se rappro
her des dimensions des tailles réelles d'instan
es du PASH,

nous avons à notre tour généré des instan
es pour des tailles plus importantes. Cette

démar
he nous permet également de tester l'e�
a
ité de notre algorithme de 
oupes

et bran
hements. Les instan
es traitées sont rassemblées dans la table 8.2.

Les instan
es de la table 8.2 sont rangées selon la taille des haplotypes à re
onstituer.

La première instan
e, nommée a, illustre le fait que nous avons généré des instan
es

ayant les mêmes 
ara
téristiques que 
elles de Pan
onesi et Sozio. Nous avons 
hoisi

des tailles réalistes de fragments d'une 
entaine d'éléments. Malheureusement, pour

des instan
es possédant beau
oup de 
on�its, les graphes obtenus possèdent beau
oup

d'arêtes. Les instan
es de tailles supérieures que nous avons produites saturent rapide-

ment la mémoire.
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Inst. jV j n k jEj N
l N
i Nrl N
el SB Gap NF CPU

a 441 100 5 1558 50 20 0 0 0 0 440 0:01

b 21340 800 9 467193 600 164 7 0 0 0 21249 137:96


 9980 10000 200 1685202 1916 1689 0 3 0 0 1471 26:05

d 20077 10000 100 2887173 3155 2648 4 1 0 0 7572 53:43

e 20077 10000 100 2711641 5165 3399 2 7 0 0 7581 95:49

f 9972 100000 100 2773776 820 265 0 0 0 0 98 32:50

g 11972 100000 100 4016646 803 271 0 0 0 0 98 75:12

Tab. 8.2 � Deuxième série d'instan
es du PASH

Les graphes issus de 
es instan
es sont assez denses, néanmoins elles ont pu être

tous résolues en quelques heures. Malgré la tailles importante des graphes, peu de


ontraintes ont été né
essaires. La stru
ture des graphes issus des instan
es du PASH

est en fait très pro
hes des graphes d'intervalles, 
es graphes semblent 
ontenir peu

de roues liftées ou de graphes 
ellulaires. En fait, les inégalités de 
liques et de 
y
les

impairs dominent les autres 
ontraintes.

8.6 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté le problème d'assemblage SNP d'haplotypes

qui est une étape du pro
essus du séquençage du génome pour les organismes diploïdes.

Nous avons dis
uté des modélisations du problème suivant 
ertains 
ritères. Pour un

de ses 
ritères, le problème se ramène à la re
her
he d'un sous-graphe biparti induit

de 
ardinalité maximum. Nous avons testé notre algorithme de 
oupes et bran
he-

ments présenté dans le 
hapitre 6 pour résoudre des instan
es réalistes du problème

d'assemblage SNP d'haplotypes. Toutes les instan
es testées ont été résolues par notre

algorithme dans des marges de temps réduites et sans bran
hement, 
e qui montre que

notre algorithme est e�
a
e pour 
e type de problème.

Nous avons aussi proposé une modélisation pour le problème d'assemblage SNP

d'haplotypes pour le 
ritère du nombre minimum de 
orre
tions. Nous avons ramené

également 
e problème à la re
her
he d'un sous-graphe biparti induit de poids maxi-

mum dans un graphe approprié.
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Con
lusion

Dans 
ette thèse, nous nous sommes d'abord intéressés au problème de Via Mini-

mization 
ontraint sur k 
ou
hes (k-PVMC). Nous avons montré que 
e problème se

ramène au problème du sous-graphe k-parti induit.

Nous avons dans un premier temps étudié une appro
he polyédrale pour le problème

du sous-graphe biparti induit (PSBI). Nous avons exhibé plusieurs 
lasses d'inégalités

valides pour le polytope P

B

(G) asso
ié et nous avons donné des 
onditions né
essaires

et des 
onditions su�santes pour que 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes. Nous avons

montré que le problème de séparation pour 
ertaines de 
es 
lasses peut être résolu en

temps polynomial. Nous avons également proposé des pro
édures de 
onstru
tion de

fa
ettes à partir d'autres fa
ettes. Cette étude fa
iale nous a permis d'implémenter un

algorithme de 
oupes et bran
hements pour le PSBI et de résoudre des instan
es réelles

du problème de Via Minimization 
ontraint sur 2 
ou
hes.

Nous avons également donné une formulation en termes de programme linéaire en

nombres entiers du problème du sous-graphe k-parti induit. Et nous avons développé un

algorithme de générations de 
olonnes et bran
hements pour le problème. Nous avons

utilisé 
et algorithme pour résoudre des instan
es du problème de Via Minimization


ontraint sur k 
ou
hes.

En�n, nous avons utilisé l'algorithme de 
oupes et bran
hements pour le PSBI pour

résoudre le problème d'assemblage SNP d'haplotypes, PASH, ave
 le 
ritère d'enlève-

ment minimum de fragments. Nous avons ainsi pu résoudre des instan
es réalistes de


e problème. Nous avons aussi montré que, pour le 
ritère dit du nombre minimum de


orre
tions, le problème d'assemblage SNP d'haplotypes se ramène également au PSBI.

Ce travail de re
her
he ouvre plusieurs perspe
tives de re
her
he liées à la fois à la

théorie et à l'expérimentation numérique.

Pour pouvoir résoudre des instan
es du 2-PVMC et du PASH de très grandes dimen-

sions, il serait très intéressant d'améliorer les performan
es de l'algorithme de 
oupes et
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bran
hements pour le PSBI. Une piste serait d'améliorer l'e�
a
ité des algorithmes de

séparation pour les 
ontraintes valides présentées, lorsque les graphes sont de grandes

tailles. Pour 
ela, il serait utile d'étudier des opérations de rédu
tions de graphe a�n

d'obtenir des graphes réduits sur lesquels la séparation d'inégalités valides serait e�-


a
e. En parti
ulier, l'étude des points extrêmes de P

B

(G) lors de 
es opérations de

rédu
tions permettrait d'évaluer l'e�
a
ité des pro
édures de séparation sur les graphes

réduits.

Aussi, 
omme la séparation de 
ertaines sous-
lasses d'inégalités 
ellulaires est un

problème polynomial, il serait intéressant d'étudier le problème de séparation pour la


lasse des inégalités 
ellulaires en général. Nous 
onje
turons que 
es inégalités peuvent

être séparées en temps polynomial.

Une question naturelle qui peut se poser est de 
ara
tériser les graphes dans lesquels

le polytope P

B

(G) est dé
rit par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
y
les

impairs. Dans 
ette 
lasse, le problème du sous-graphe biparti induit peut être résolu en

temps polynomial. Cette 
ara
térisation peut permettre d'identi�er de nouvelles 
lasses

de 
ontraintes valides. Il serait également intéressant d'étudier le polytope P

B

(G) pour

les graphes 
ellulaires. D'autres familles de 
ontraintes seraient né
essaires, en plus des


ontraintes 
ellulaires, pour dé
rire le polytope P

B

(G) dans 
ette 
lasse de graphes.

Aussi, une question qui mérite également d'être étudiée est la 
a
ara
térisation de

P

B

(G) dans les graphes d'intervalles et dans les graphes série-parallèles. Dans [15℄,

Barahona et Mahjoub ont donné un algorithme polynomial basé sur des te
hniques de


omposition pour résoudre le problème dans la 
lasse des graphes série-parallèles. Il

serait intéressant d'avoir un algorithme polynomial de 
oupes pour le problème dans


ette 
lasse de graphes.

Une autre problématique 
onsisterait à poursuivre l'étude de notre formulation en-

tière pour le problème du sous-graphe k-parti induit. La performan
e de l'algorithme

de générations de 
olonnes et bran
hements basé sur 
ette formulation dépend prin
i-

palement du nombre de variables générées. Il serait don
 utile de déterminer quelles

sont les variables né
essaires au problème et 
omment limiter la génération de 
olonnes

à 
es variables.

D'autre part, notre modélisation du k-PVMC pourrait être utilisée pour produire

une bonne heuristique pour le k-PSPI. De plus, en 
ombinant une telle heuristique ave


notre algorithme de générations de 
olonnes, on pourrait alors estimer la pré
ision des

solutions appro
hées.
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Annexe

Deuxième preuve pour le théorème

4.7.5

Dans la se
tion 4.7, nous proposons des 
onditions né
essaires et su�santes pour

que les inégalités de 
hemin-
y
le dé�nissent des fa
ettes de P

B

(G). Ce théorème est en

fait un 
as parti
uliers du théorème 5.2.5 pour les inégalités 
ellulaires. Nous proposons

dans 
ette annexe une autre preuve pour le théorème 4.7 qui n'utilise pas le théorème

5.2.5.

Théorème 4.7.5 Soit H

�

le sous-graphe de G induit par W [ N(W ). Supposons que

H

�

est de degré maximum trois et que les voisins dans H

�

de 
haque sommet u 2 N(W )

appartiennent tous à la même fa
e de H. Soit H

u

, où u 2 N(W ), le sous-graphe induit

par W [ fug. Alors l'inégalité (4.11) dé�nit une fa
ette de P

B

(G) si et seulement si

pour 
haque sommet u 2 N(W ) de degré trois dans H

�

, au moins une des fa
es de H

u

est paire.

Preuve. Tout d'abord, remarquons que, pour tout u 2 N(W ), H

u

est planaire et

tout sommet de H

u

est de degré � 3.

(() Comme l'inégalité (4.11) dé�nit une fa
ette de P

B

(H), pour prouver qu'elle dé�-

nisse aussi une fa
ette de P

B

(G), il su�t de prouver que pour tout sommet u 2 V nW ,

il existe un ensemble de sommets B, ave
 B\(V nW ) = fug, qui induit un sous-graphe

biparti de G et dont le ve
teur d'in
iden
e satisfait (4.11) à l'égalité. Pour 
ela, prenons

arbitrairement un sommet u de V nW . Notons que u est 
ontenu dans l'une des fa
es

de H. (Cette fa
e peut être la fa
e extérieure de H). Supposons que u est 
ontenu dans

C

0

et que ses voisins dans H

�

appartiennent tous à V (P

0

). (Les autres 
as peuvent être

traités d'une façon similaire.) Comme C

0

est impair, il s'ensuit qu'exa
tement une des

fa
es de H

u


ontenant u est impaire. Soit u

1

un voisin de u qui appartient à 
ette fa
e
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de telle façon que u

1

2 V (C

j

), où j 2 f1; :::; pg. Si j est impair (resp. pair), 
onsidérons

les ensembles de sommets

B

u

=(W n fz

1

; z

3

; :::; z

j�2

; u

1

; z

j

; z

j+2

; :::; z

p�1

g) [ fug:

(resp. B

u

=(W n fz

1

; z

3

; :::; z

j�1

; u

1

; z

j+1

; :::; z

p�1

g [ fug:)

L'ensemble B

u

induit un sous-graphe biparti de G, et son ve
teur d'in
iden
e satisfait

(4.11) à l'égalité.

()) Supposons qu'il existe un sommet u 2 V nW de N(W ) de degré trois, dont les

voisins, disons u

1

; u

2

; u

3

, sont dans W et tel que les trois fa
es de H

u


ontenant u, sont

toutes impaires. Par hypothèse, on sait que les sommets u

1

; u

2

; u

3

appartiennent tous

à l'une des fa
es C

0

; C

00

; C

i

i = 1; :::; p. Comme H

�

est de degré maximum trois, alors

u

1

; u

2

; u

3

sont de degré deux dans H.

Dans 
e qui suit, nous montrons que tout ensemble de sommets B induisant un sous-

graphe biparti de G et dont le ve
teur d'in
iden
e x

B

satisfait (4.11) à l'égalité, ne peut


ontenir u. Comme (4.11) induit une 
ontrainte non triviale, elle ne peut don
 dé�nir

une fa
ette. En e�et, supposons le 
ontraire et 
onsidérons un ensemble de sommets B

qui 
ontient u, qui induit un sous-graphe biparti de G et dont le ve
teur d'in
iden
e

x

B

satisfait (4.11) à l'égalité.

Soit

�

B = W n B. Etant donnés deux entiers r; s, 1 � r � s � p, on note par

�

B

r;s

l'ensemble des sommets de

�

B qui sont dans

S

i=r;r+1;:::;s

V (C

i

), et on note par

�

H

r;s

le

graphe obtenu à partir de H

r;s

en �tant les sommets de

�

B. On peut remarquer que

si s � r + 1 est pair (resp. impair), alors j

�

B

r;s

j �

s�r+1

2

(resp. j

�

B

r;s

j �

s�r+2

2

). On

peut également remarquer que dans le 
as où s � r + 1 est pair, et j

�

B

r;s

j =

s�r+1

2

, les

sommets de

�

B

r;s

appartiennent aux 
haînes P

r

; P

r+2

; :::; P

s�1

et j

�

B

r;s

\V (P

i

)j = 1 pour

i = r; r + 2; :::; s� 1.

Assertion 1 Soient r; s 2 f1; :::; pg; r � s. Supposons que s � r + 1 est pair et

j

�

B

r;s

j =

s�r+1

2

. Soient v

1

et v

2

deux sommets respe
tivement de V (w

r�1

� w

r

)nfw

r

g et

V (w

s�1

� w

s

) n fw

s�1

g. Alors il existe une 
haîne R dans

�

H

r;s

entre v

1

et v

2

de même

parité que v

1

� v

2

.

Preuve. Comme les 
y
les C

r

; :::C

s

sont tous impairs et j

�

B

r;s

j =

s�r+1

2

, on doit avoir

jV (P

i

)\

�

Bj = 1 pour i = r; r+2; :::; s� 1. S.p.d.g., on peut supposer que V (P

i

)\

�

B �

fz

i

; w

i

g pour i = r; r+2; :::; s�1. Par le lemme 4.7.1, il existe don
 une 
haîne R

0

dans

�

H

r;s

entre w

r�1

et w

s

qui a la même parité que w

r�1

� w

s

.

Si w

r

2 R

0

(resp. w

r

=2 R

0

), alors soit R

00

la 
haîne R

0

n (w

r�1

� v

1

) (resp. R

0

[ (w

r�1

�

v

1

)). Maintenant, si w

s�1

2 R

00

resp. w

s�1

=2 R

00

), 
onsidérons R la 
haîne R

00

n(v

2

� w

s

)

(resp. R

00

[ (v

2

� w

s

)). Il est 
lair que R relie v

1

et v

2

, et a la même parité que v

1

� v

2

.

�
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Assertion 2 Soient r; s 2 f1; :::; pg tel que r < s et s � r + 1 est pair. Soient v

1

et

v

2

deux sommets respe
tivement de V (P

0

) \ V (C

r

0

) et V (P

0

) \ V (C

s

0

) où r

0

� r + 1 et

s

0

� s. Supposons qu'il existe deux 
haînes R

1

et R

2

de

�

H

r

0

;s

0

qui relient respe
tivement

v

1

à w

r

et v

2

à w

s

. Si (V (P

r

) [ V (z

r

� z

s

) [ V (P

s

)) � B, alors il existe une 
haîne R

de

�

H

r

0

;s

0

, entre v

1

et v

2

qui a une parité opposée à la 
haîne (R

1

; w

r

� w

s

; R

2

).

Preuve. On 
onsidère le 
as où z

r

2 V (R

1

) et z

s

=2 V (R

2

). (Les autres 
as sont

similaires.) Comme z

r

2 V (R

1

), P

r

est une sous-
haîne de R

1

et P

s

\ R

2

= ;. On

peut alors poser R = (R

1

n P

r

; z

r

� z

s

; P

s

; R

2

). Comme les 
y
les C

r

; :::; C

s

sont tous

impairs et s � r est impair, les 
haînes (P

r

; z

r

� z

s

; P

s

) et w

r

� w

s

ont des parités

opposées. Comme la 
haîneR peut être obtenu à partir de la 
haîne (R

1

; w

r

� w

s

; R

2

) en

remplaçant la sous-
haîne w

r

� w

s

par la 
haîne (P

r

; z

r

� z

s

; P

s

), alors R et (R

1

; w

r

�

w

s

; R

2

) ont des parités opposées. �

On 
onsidère maintenant deux 
as.

Cas 1. u est 
ontenu dans la fa
e C

j

pour un j 2 f1; :::; pg. Alors u

1

; u

2

; u

3

2 V (C

j

).

On peut supposer que j est impair. Le 
as où j est pair se déduit par symétrie. (voir

la �gure 8.7).

u

1

u

u

2

C

j

u

3

Fig. 8.7 �

On peut aisément montrer que pour tout i 2 f1; :::; pg, jV (C

i

)\

�

Bj � 2. Comme les trois

fa
es de H

u


ontenant u sont toutes impaires et, par 
onséquent, doivent être 
ouvertes

par au moins deux sommets de

�

B, on a jV (C

j

) \

�

Bj = 2 et jfu

1

; u

2

; u

3

g \

�

Bj � 1.

On suppose que u

1

2 V (z

j�1

� z

j

), u

2

2 V (P

j

) et u

3

2 V (w

j�1

� w

j

) ave
 u

3

2

�

B

(les autres 
as peuvent être traités d'une manière similaire), alors la sous-
haîne de C

j

entre u

1

et u

2

qui ne passe pas par u

3


ontient exa
tement un sommet de

�

B.

- Si (V (u

1

� z

j

) n fz

j

g) \

�

B 6= ;, alors j

�

Bj � j

�

B

1;j�1

j + 2 + j

�

B

j+1;p

j �

p

2

+ 2, une


ontradi
tion.

- Si V (u

1

� z

j

) \

�

B = ;, alors j

�

B

1;j�1

j =

j�1

2

et j

�

B

j+2;p

j =

p�(j+2)+1

2

. Ainsi, par
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l'assertion 1, il existe deux 
haînes R

1

et R

2

qui ont, respe
tivement, mêmes extrémités

et parité que w

0

� w

j�1

et w

j+1

� w

p

. Comme V (P

j�1

)[V (z

j�1

� z

j+1

)[V (P

j+1

) � B,

on peut 
onstruire, à partir de R

1

et R

2

, une 
haîne R entre w

0

et w

p

ayant la même

parité que P

0

. Alors R

0

[ P

�

est un 
y
le impair dont les sommets sont tous dans B,

une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, on a z

j

2

�

B. En utilisant les 
haînes R

1

, (P

j�1

; z

j�1

� z

j

; P

j

) et (w

j

�

w

j+1

; R

2

) ave
 des arguments similaires à 
eux utilisés dans la preuve de l'assertion

2, on peut montrer qu'il existe une 
haîne R

0

entre w

0

et w

p

ave
 une parité opposée

à 
elle de P

0

. De plus, R

0

passe par u

1

; z

j

et u

2

. Soit R la 
haîne obtenu à partir de

R

0

en �tant la sous-
haîne entre u

1

et u

2

et en ajoutant les arêtes u

1

u; uu

2

. Comme

V (w

j

� w

j+1

) \

�

B = ;, R et P

�

forment un 
y
le impair dont tous les sommets sont

dans B, une 
ontradi
tion.

Cas 2. u est 
ontenu dans la fa
e C

0

. (On peut remarquer que 
e 
as est le même que


elui où u est la fa
e extérieure de H. On doit juste bouger la 
haîne P

�

pour le voir.)

Supposons que les sommets u

1

; u

2

; u

3

appartiennent tous à la 
haîne P

0

. (Les 
as où


ertains des sommets u

1

; u

2

; u

3

sont dans la 
haîne P

�

peuvent être étudiés selon les

mêmes prin
ipes.) On peut supposer que u

1

; u

2

; u

3

n'appartiennent pas au même 
y
le

C

i

. Si u

1

; u

2

; u

3

sont tous dans le même 
y
le, alors on retrouve le 
as 1. On pose ainsi

j; k; l, 1 � j � k � l � p de telle façon que u

1

; u

2

; u

3

appartiennent respe
tivement à

V (C

j

); V (C

k

); V (C

l

) (voir la �gure 8.8).

Supposons d'abord que fu

1

; u

2

; u

3

g �

�

B. Comme jV (C

i

) \

�

Bj � 1 pour i = 1; :::; j �

1; j + 1; :::; k � 1; k + 2; :::; l� 1; l + 1; :::; p, j

�

Bj �

p

2

+ 2, on a une 
ontradi
tion. Ainsi,

j

�

B \ fu

1

; u

2

; u

3

gj � 2.

On peut 
onsidérer le 
as où j est impair, k est pair et l est impair (les autres 
as

peuvent être traités de façon similaire). De plus, s.p.d.g., on peut supposer que j > 1,

j + 1 < k < l � 1 et l < p� 1.

C

k

C

l

C

j

u

u

1

u

3

u

2

Fig. 8.8 �

Cas 2.1. j

�

B \ fu

1

; u

2

; u

3

gj = 2.

Si

�

B \ fu

1

; u

2

; u

3

g = fu

1

; u

3

g ou

�

B \ fu

1

; u

2

; u

3

g = fu

2

; u

3

g, alors j

�

Bj �

p

2

+ 2,
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une 
ontradi
tion. Don


�

B \ fu

1

; u

2

; u

3

g = fu

1

; u

2

g. Par 
onséquent, j

�

B

1;j�1

j =

j�1

2

,

j

�

B

j+1;k�1

j =

(k�1)�(j+1)+1

2

et j

�

B

k+1;p

j =

p�(k+1)+1

2

. Par l'assertion 1, il existe trois


haînes R

1

, R

2

et R

3

ayant, respe
tivement, mêmes extrémités et parité que w

0

� w

j�1

,

w

j

� w

k�1

et w

k

� w

p

. Alors, par l'assertion 2 par rapport à R

1

et R

2

, il existe une


haîne R entre w

0

et w

k�1

ayant une parité opposée à 
elle de w

0

� w

k�1

. Maintenant,

en réutilisant l'assertion 2 par rapport à R et R

3

, on obtient une 
haîne R

0

entre w

0

et

w

p

de même parité que P

0

. Par 
onséquent, R

0

et P

�

forment un 
y
le impair. Comme

l'ensemble de sommets de 
e 
y
le est dans B, on a une 
ontradi
tion.

Cas 2.2. j

�

B \ fu

1

; u

2

; u

3

gj = 1.

On peut supposer que u

1

2

�

B (les 
as où u

2

2

�

B et u

3

2

�

B sont similaires). Alors

jV (C

k

) \

�

Bj = 1. Soit V (C

k

) \

�

B = fzg.

Si z =2 V ((u

2

� w

k

) [ P

k

), alors j

�

B

k+1;l�1

j =

l�k�1

2

. De plus, par l'assertion 1, il

existe une 
haîne R entre w

k

et w

l�1

de même parité que w

k

� w

l�1

. Ainsi, le 
y
le

(uu

2

; u

2

� w

k

; R; w

l�1

� u

3

; u

3

u) est impair et son ensemble de sommets est dans B,

une 
ontradi
tion.

On peut don
 supposer que z 2 V ((u

2

� w

k

)[P

k

). Alors j

�

B

1;j�1

j =

j�1

2

et j

�

B

j+1;k�1

j =

k�j�1

2

. Par 
onséquent, par l'assertion 1, il existe deux 
haînes R

1

et R

2

ayant, respe
-

tivement, mêmes extrémités et parité que w

0

� w

j�1

et w

j

� w

k�1

. Par l'assertion 2

par rapport à R

1

et R

2

, il existe une 
haîne, disons R

�

, entre w

0

et w

k�1

ayant une

parité opposée à 
elle de w

0

� w

k�1

.

Assertion 3 j

�

B

l;p

j =

p�l+1

2

+ 1.

Preuve. Il est 
lair que j

�

B

l;p

j �

p�l+1

2

. Supposons que l'assertion ne soit pas vraie. Alors

j

�

B

l;p

j =

p�l+1

2

, et, par l'assertion 1, il existe une 
haîne R ave
 les mêmes extrémités

et parité que u

3

� w

p

. Cependant, 
omme les 
y
les (uu

1

; u

1

� u

2

; u

2

u) et (uu

1

; u

1

�

w

0

; P

�

; w

p

� u

3

; u

3

u) sont impairs, il s'ensuit que le 
y
le (uu

2

; u

2

� w

0

; P

�

; w

p

�

u

3

; u

3

u) est pair. De plus, 
omme R

�

a une parité opposé à 
elle de w

0

� w

k�1

et que

R a la même parité que u

3

� w

p

, le 
y
le (uu

2

; u

2

� w

k�1

; R

�

; P

�

; R; u

3

u) est impair,

une 
ontradi
tion. �

Assertion 4 fw

l�1

; w

l

g �

�

B.

Preuve. Si w

l�1

=2

�

B, alors V (u

3

� w

l�2

) \

�

B = ;. De plus, 
omme j

�

B

k;l�2

j =

l�k�1

2

,

par l'assertion 1, il existe une 
haîne R entre u

2

et w

l�2

de même parité que u

2

� w

l�2

.

Alors le 
y
le (uu

2

; R; w

l�2

� u

3

; u

3

u) est impair, une 
ontradi
tion. Ainsi w

l�1

2

�

B.
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Maintenant, pour montrer que w

l

2

�

B, nous allons montrer d'abord que jV (P

l

)\

�

Bj = 1

et j

�

B

l+2;p

j =

p�l�1

2

. Si V (P

l

) \

�

B = ;, alors j

�

B

k;l

j =

l�k+1

2

, et ainsi par l'assertion 1

il existe une 
haîne R entre u

2

et u

3

ave
 la même parité que u

2

� u

3

. Alors le


y
le (uu

2

; R; u

3

u) est impair, une 
ontradi
tion. Suppose que w

l

=2

�

B. Alors V (u

3

�

w

l+1

) \

�

B = ;. Par l'assertion 1, il existe une 
haîne R entre w

l+1

et w

p

ave
 la

même parité que w

l+1

� w

p

. Cependant, 
omme les 
y
les (uu

1

; u

1

� u

2

; u

2

u) et

(uu

1

; u

1

� w

0

; P

�

; w

p

� u

3

; u

3

u) sont tous impairs, il s'ensuit que le 
y
le (uu

2

; u

2

�

w

0

; P

�

; w

p

� u

3

; u

3

u) est pair. Comme R

�

a une parité opposée à 
elle de w

0

� w

k�1

,

le 
y
le (uu

2

; u

2

� w

k�1

; R

�

; P

�

; R; w

l+1

� u

3

; u

3

u) est impair, une 
ontradi
tion. �

Par les assertions 3 et 4, j

�

B

k;l�2

j =

l�k�1

2

et j

�

B

l+2;p

j =

p�l�1

2

. Alors par l'assertion 1, il

existe deux 
haînes R

1

et R

2

ave
 les mêmes extrémités et parité que, respe
tivement,

w

k�1

� w

l�2

et w

l+1

� w

p

. Par 
onséquent, par l'assertion 2 par rapport à R

1

et R

2

,

il existe une 
haîne R entre w

k�1

et w

p

ave
 une parité opposée à 
elle de w

k�1

� w

p

.

On peut remarquer que si on rempla
e dans C

0

la 
haîne w

0

� w

k�1

par R

�

, 
omme

R

�

a une parité opposée à 
elle de w

0

� w

k�1

, le 
y
le obtenu, disons

e

C

0

, est pair. Si

on rempla
e aussi dans

e

C

0

, w

k�1

� w

p

par R, 
omme les deux 
haînes ont des parités

opposées, on obtient un 
y
le impair. Cependant, tous les sommets de 
e dernier 
y
le

sont tous dans B, 
e qui est impossible.

Cas 2.3.

�

B \ fu

1

; u

2

; u

3

g = ;.

Soient U

1

= V ((u

1

� w

j

) [ P

j

) [ V (P

k�1

[ (w

k�1

� u

2

)),

U

2

= V ((u

2

� w

k

) [ P

k

) [ V (P

l�1

[ (w

l�1

� u

3

)).

Si U

1

\

�

B = ; (le 
as où U

2

\

�

B = ; se déduit par symétrie), alors j

�

B

j+1;k�1

j =

k�j�1

2

.

Par l'assertion 1, il s'ensuit don
 qu'il existe une 
haîne R ave
 mêmes extremités et

parité que w

j

� w

k�1

. Comme V (u

1

� w

j

) \

�

B = ; et V (w

k�1

� u

2

) \

�

B = ;, le 
y
le

(uu

1

; u

1

� w

j

; R; w

k�1

� u

2

; u

2

u) est impair et son ensemble de sommets est dans B,

une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que U

1

\

�

B 6= ; 6= U

2

\

�

B.

Assertion 5 i) j

�

B

1;j�1

j =

j�1

2

,

ii) j

�

B

j;k

j =

k�j+1

2

+ 1,

iii) j

�

B

l;p

j =

p�l+1

2

+ 1.

Preuve. i) On observe tout d'abord que

j�1

2

� j

�

B

1;j�1

j �

j�1

2

+ 1. Supposons que

j

�

B

1;j�1

j =

j�1

2

+ 1. Si V ((u

1

� w

j

)[ P

j

)\

�

B 6= ;, alors j

�

B

j+2;p

j �

p�j�1

2

. Ce
i implique

que jV (P

i

)\

�

Bj = 1 pour i = j+2; j+4; :::; p�1 et alors U

2

\

�

B = ;, une 
ontradi
tion.

Si 
e n'est pas le 
as, alors V (P

k�1

[ (w

k�1

� u

2

)) \

�

B 6= ;, et j

�

B

j+1;k�2

j �

k�j�1

2

+ 1.
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Par 
onséquent, j

�

B

k+1;p

j =

p�k

2

et don
 jV (P

i

) \

�

Bj = 1 pour i = k + 1; k+ 3; :::; p� 1.

On a alors U

2

\

�

B = ;, une 
ontradi
tion.

ii) On sait que

k�j+1

2

� j

�

B

j;k

j �

k�j+1

2

+1. Supposons que j

�

B

j;k

j =

k�j+1

2

. Par l'assertion

1, il existe une 
haîne R ave
 mêmes extrémités et parité que u

1

� u

2

. Alors le 
y
le

(uu

1

; R; u

2

u) est impair, une 
ontradi
tion.

iii) On sait que

p�l+1

2

� j

�

B

l;p

j �

p�l+1

2

+ 1. Supposons que j

�

B

l;p

j =

p�l+1

2

. Alors,


omme j

�

B

1;j�1

j �

j�1

2

, par l'assertion 1, il existe deux 
haînes R

1

et R

2

ave
 mêmes

extrémités et parité que, respe
tivement, w

0

� u

1

et u

3

� w

p

. Comme le 
y
le

(uu

1

; u

1

� w

0

; P

�

; w

p

� u

3

; u

3

u) est impair, le 
y
le (uu

1

; R

1

; P

�

; R

2

; u

3

u) est aussi

impair. Comme l'ensemble de sommets de 
e dernier 
y
le est dans B, on a une 
ontra-

di
tion. �

Assertion 6 i) jV (P

k

) \

�

Bj = 1,

ii) jV (P

l�1

) \

�

Bj = 1.

Preuve. Nous donnons la preuve de i), 
elle de ii) est similaire. Il su�t de montrer

que V (P

k

)\

�

B 6= ;. Si jV (P

k

)\

�

Bj � 2, 
omme par l'assertion 5 ii), j

�

B

j;k

j =

k�j+1

2

+1,

il s'ensuit que

�

B \ V (C

t

) = ; pour un 
ertain t 2 fj; :::; k � 1g, une 
ontradi
tion.

Maintenant, supposons, au 
ontraire, que V (P

k

)\

�

B = ;. Comme k < l� 1, k est pair

et l est impair, on a l � k � 3. Si l � k = 3, alors par l'assertion 5, on a j

�

B

1;j�1

j +

j

�

B

j;k

j+ j

�

B

l;p

j =

p

2

+1 (Notons que par l'assertion 5 i),

�

B

1;j�1

\

�

B

j;k

= ;). Par 
onséquent

V (C

k+1

) \

�

B = ;, une 
ontradi
tion. Si l � k > 3, alors

(l�2)�(k+2)+1

2

� j

�

B

k+2;l�2

j �

p

2

+ 1 � j

�

B

1;j�1

j � j

�

B

j;k

j � j

�

B

l;p

j �

(l�2)�(k�2)+1

2

� 1, et nous avons à nouveau une


ontradi
tion. �

Assertion 7 Si jV (P

k�1

) \

�

Bj = 1, alors w

k�1

2

�

B.

Si jV (P

l

) \

�

Bj = 1, alors w

l

2

�

B.

Preuve. Supposons que jV (P

k�1

)\

�

Bj = 1 ave
 w

k�1

=2

�

B. Alors V (u

2

� w

k�2

)\

�

B = ;.

Par les assertions 5 ii) et 6 i) il s'ensuit que j

�

B

j;k�2

j =

(k�2)�j+1

2

. Ainsi par l'assertion

1, il existe une 
haîne R entre u

1

et w

k�2

ave
 la même parité que u

1

� w

k�2

. Mais


e
i implique que le 
y
le (uu

1

; R; w

k�2

� u

2

; u

2

u) est impair, une 
ontradi
tion.

Maintenant, on suppose que jV (P

l

)\

�

Bj = 1 ave
 w

l

=2

�

B. Alors V (u

3

� w

l+1

)\

�

B = ;.

Observons que par l'assertion 5 i), j

�

B

1;j�1

j =

j�1

2

, et par les assertions 5 iii) et 6 ii),

j

�

B

l+2;p

j =

p�(l+2)+1

2

. Alors par l'assertion 1, il existe deux 
haînes R

1

et R

2

ave
 mêmes

extrémités et parité que, respe
tivement, w

0

� w

j�1

et w

l+1

� w

p

. Alors le 
y
le

(uu

1

; u

1

� w

j�1

; R

1

; P

�

; R

2

; u

3

� w

l+1

; u

3

u) est impair, une 
ontradi
tion. �

On distingue maintenant deux 
as.
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Cas 2.3.1. Soit w

k

=2

�

B, soit w

k

2

�

B et V (P

k�1

) \

�

B = ;.

On suppose tout d'abord que soit w

l�1

=2

�

B, soit w

l�1

2

�

B et V (P

l

) \

�

B = ;. Dans

les deux 
as, il est fa
ile de prouver qu'il existe une 
haîne R entre u

2

et u

3

ave
 la

même parité que u

2

� u

3

. Alors (uu

2

; R; u

3

u) est un 
y
le impair dont l'ensemble des

sommets est dans B, une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, w

l�1

2

�

B et jV (P

l

) \

�

Bj = 1. Par les assertions 5 et 1, il est fa
ile

de prouver qu'il existe trois 
haînes R

1

, R

2

et R

3

ayant mêmes extrémités et parité

que, respe
tivement, w

0

� u

1

, u

2

� w

l�2

et w

l+1

� w

p

. Alors, par l'assertion 2 par

rapport à R

2

et R

3

, il existe une 
haîne R entre u

2

et w

p

ayant une parité opposée

à 
elle de u

2

� w

p

. Comme les fa
es (uu

2

; u

2

� u

3

; u

3

u) et (uu

1

; u

1

� w

0

; P

�

; w

p

�

u

3

; u

3

u) sont impaires, alors le 
y
le (uu

1

; R

1

; P

�

; w

p

� u

2

; u

2

u) est pair. Ainsi, le 
y
le

(uu

1

; R

1

; P

�

; R; u

2

u) est impair, une 
ontradi
tion.

Cas 2.3.2. w

k

2

�

B et jV (P

k�1

) \

�

Bj = 1.

Alors par l'assertion 7, w

k�1

2

�

B. Supposons que soit w

l�1

=2

�

B, soit w

l�1

2

�

B et

V (P

l

) \

�

B = ;. Par l'assertion 5, on peut fa
ilement prouver qu'il y a deux 
haînes R

1

et R

2

ave
 mêmes extremités et parité que, respe
tivement, u

1

� w

k�2

et w

k+1

� u

3

.

Alors, par l'assertion 2, il existe un 
haîne R entre u

1

et u

3

ave
 une parité opposée à


elle de u

1

� u

3

. Ainsi, le 
y
le (uu

1

; u

1

� u

3

; u

3

u) est pair, et le 
y
le (uu

1

; R; u

3

u) est

impair, une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent w

l�1

2

�

B et jV (P

l

) \

�

Bj = 1. Alors, par l'assertion 7, w

l

2

�

B. De

plus, par les assertions 5 et 1, il est fa
ile de voir qu'il existe trois 
haînes R

1

, R

2

et

R

3

ave
 mêmes extrémités et parité que, respe
tivement, w

0

� w

k�2

, w

k+1

� w

l�2

et

w

l+1

� w

p

. Alors, par l'assertion 2 par rapport à R

1

et R

2

, il existe une 
haîne R entre

w

0

et w

l�2

ayant une parité opposée à 
elle de w

0

� w

l�2

. D'une manière similaire,

par l'assertion 2 par rapport à R et R

3

, il existe une 
haîne, disons

e

R, entre w

0

et w

p

ayant la même parité que P

0

. Comme la 
haîne

e

R et P

�

forment un 
y
le impair dont

l'ensemble des sommets est dans B, on a une 
ontradi
tion, 
e qui termine la preuve

de notre théorème. 2
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