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V ö ïñðJü[)ZöJí§úZý(�<ö()Äð£÷ø÷Xö¬í§ú öJö¬í»÷Xð()Kþ$Y»ö£ï$)?ümïùü[�[Y*'�÷��<û�b�ö¬í»ïùð\dKý¬ú�-.í<ð¬úZö£ïùð1}.÷�ðJïñü.÷�¶�Y§úZþùïñö£ïù÷øð � ÞPó Û ��+
� ÞpóßáL�X%Ùí»÷�ý£÷�úKðÙö¬í.÷�d?ý£ú�-.í®ïñö£ð£÷�þ,/�ïùðÙü[)Kö"ú�/°÷�úZð£ïùû»þù÷2ð()Kþ$Y»ö£ï$)?üt)�/�ö¬í»÷Öì��
ò¯ò|ó

^�)?ý ö£í.÷�2w)32�÷�ü ö�_[%J÷�%Ùïùþñþ)þù÷!öîö¬í.ïñð
úZðXúKü:)3-�÷�ü:¶�Y.÷�ð7ö¬ï$)Kü)óJìîí.÷gúKþñý£÷�ú!�*bt'�Y»ý£ï$)�Y.ðÙý£÷�ú!�.÷�ý"ïùð
ý£÷/°÷�ý�ý£÷���ö() | í§ú�-»ö£÷�ý�ö"_r%Ùí.÷�ý�÷�%J÷c-.ý()3-8)?ð�÷SúKüDïùü ö£÷�d?÷øýq-.ý1)3d?ý¬ú!2w2�ïùü[du/])?ý12�Y.þ ú ö¬ï$)Kü:/])?ý"ö¬í.÷
ì��Xò¯òò%Ùí.÷øü

L = 4
� úKü*��úKþñð()�/])?ýîï ö¬ðîü[)��.÷�k?÷øý£ð�ï$)?ü���ó

ìîí»÷�ð�÷�-§úZý¬úZö£ï$)?üe-.ý1)?û.þñ÷�2 /])Ký2úað1bpð�ö£÷�2 )�/ ïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö¬ïñ÷�ðm'�)?ü.ð�ïùð7ö¬ð%ïùühkK÷�ý£ï,/	bpïùü[d~%Ùí.÷!ö¬í.÷øý\ú
d?ï,k?÷�ü�ð()Kþ$Y»ö£ï$)?ü

x∗ ∈ IRE ð¬úZö£ïùð�}§÷�ðSö¬í»÷�ð�bPð7ö¬÷o2 úKü[��_Uï./
ü[)Kö?_ ïùü·}§ü*�.ïùü[dNúKü�ïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö�b;)!/
ö¬í»÷mð�bPð7ö¬÷o2 ö£í§úZögïùð�kpï$)?þùúZö¬÷o�fûLb

x∗ ó�ìîí.÷mð£÷�-.úKý¬úZö£ï$)?ü�-.ý()Kû.þù÷o2¼/])?ýÖïùü.÷o¶�Y.úKþùï ö¬ïù÷øð � ÞPó Û ��'�úZü
û�÷�ð1)?þ.kK÷��YïñüQ-8)?þ,bPü*)32mïùúKþJö£ï$2�÷tY.ð£ïñü[dVúKüLbK-8)?þ.bpü[)�2mïùúKþ\2mú7`�+²c�)l%�úZþ$d3)?ý�ïñö£í[2 � ÷Kóôd.ó U ó3óyV �!ó
V,ü.÷o¶�Y.úKþùï ö¬ïù÷øð � ÞPóâáL��'�úKü<úZþùð()2û�÷Ùð£÷o-§úKý¬ú ö¬÷��mïùüu-8)?þ.bpü[)32�ï úZþpö£ï$2�÷\%Ùí.÷�ü

L ≤ 3
ó�V,üA/�ú!'øö?_�ïñü�ö£í.ïùð

'�úZð£÷�_�ïñöÐïñðXü[)Zö2í§úKý1��öJ)að�÷�÷Äö¬í.úZöXö£í.÷Äð£÷o-§úKý£úZö¬ï.)?üh-.ý1)?û.þù÷o2�ý£÷��*Y['�÷øð%ö()�}§ü[�»ïùü[daú~2�ïùü»ï$2�Y[2
%U÷�ï$dKí�ö'÷��[d?÷îð1Y.û.ð�÷øö¯ö¬í§ú öïùü ö¬÷øý£ð�÷�'øö£ð¯úKþùþ

L
+
st
+³-§úZö¬í»ð�ó�yÙ÷�'ø÷�ü ö¬þ,b3_�^�)?ý�ö£ÿJ÷!ö úKþ�ó�UßÞ�Ý�V§í§ú?kK÷îð£í[)l%Ùü

ö¬í.úZö ö¬í»ïùð&-.ý1)?û.þñ÷�2 ý£÷��*Y['�÷øð"ö()�ú�2<ú7`�+dc�)l% -»ý()?û.þñ÷�2 � úKðp�»÷�ð('øý£ïñû�÷o�ëïñü<ö¬í»÷�-.ý()�)�/�)�/�g�÷�2A2<ú
ÞPóßÞPóßÞ3� úKü[�ëí.÷�ü*'�÷�'�úKüëû�÷Öð1)?þ.kK÷��ëïùüa-8)?þ.bpü[)32�ï úZþ�ö£ï$2�÷Kó

ìîí�Y.ðo_�ûLb®ö¬í.÷Ö÷�þñþùï.-.ð()?ï.�t2m÷!ö¬í[)���UâáLÝ�VB_§ö¬í»÷\ì��Xò¯òG'�úZü�û�÷gð1)?þ.kK÷���ïñü�-8)?þ.bpü[)�2mïùúKþ�ö£ï$2�÷Kó\V ö
%X)3Y.þ$�ëö¬í.÷øü�û�÷gïñü ö¬÷�ý�÷�ð7ö¬ïùü*dmöJ)A'Éí§úKý£ú�'øö£÷�ý�ïùÿ�÷Öö¬í.÷�d?ý£ú�-.í.ð�/])?ýp%Ùí.ï$'Éí

Q(G, L)
ïñð"ïñü ö¬÷�dKý¬úKþ ó\V,ü

%Ùí§úZö�/])?þñþ$)l%Ùð�_�%J÷�%Ùïùþñþ�ð�í[)l%`ö¬í§ú ö
Q(G, L)

ïñðîïùü ö¬÷od?ý¬úZþj/])?ýÙúKüLbad?ý£ú�-.ít%Ùí.÷øü
L = 2, 3

ó
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	�	 O$?<u&T]@C?FO$S Jy?AM
L = 2, 3

�À÷�}§ý�ð�ö"ð�ö¬úZö¬÷2ö£í.÷�2<úKïñüaý£÷øð(Y.þ ö�)�/|ö£í.ïùðp'Éí.ú�-»ö¬÷øý�ó

å î�Á�Ä8Å�Á�Ó ä®ü$ø®ü Ð ü
P (G, L) = Q(G, L) ý � = L = 2, 3

ÿ

ìîí.÷a-.ý1)")!/q)�/"ö¬í»ïùð\ö£í.÷�)?ý�÷�2 %ÙïñþùþJû�÷td?ï,k?÷�ü�ïùüznp÷�'øö£ï$)?üQÞPóßÝPó·V,ü·%Ùí§úZöu/])?þñþ$)l%Ùð�_�%U÷ëð£í§úKþñþ
�.ïùð1'�Y.ð�ðUö£í.÷q�.ï.2m÷øü.ð£ï.)?üA)�/

P (G, L)
úKü[�mð�öJY*�*b<ð1)32�÷m-.ý1)3-�÷�ý�ö£ïù÷øðX)�/)ïñö¬ðW/�ú�'øï úKþ§ð7ö¬ý(Y*'øöJY»ý£÷KóWg�÷!ö

G = (N, E)
û�÷mú�d?ý£ú�-.í)ó�xXüÀ÷o�[d?÷

e ∈ E
%Ùïùþñþû�÷A'�úKþñþù÷o�

L
�
st
�(
����l
������<�#)ï./

e
û�÷�þ.)?ü[d?ð%öJ)

úKü
st
+�'oY»ö�)�/W'�úKý(�»ïùü§úKþñïñö�b

2
)?ýXúKü

L
+
st
+³-§úZö¬í�+�'�YPö�)�/W'�úZý(�.ïñü§úKþùï ö�b

2
ó�g�÷øö

E∗ �.÷øü[)Kö£÷\ö¬í.÷Sð�÷øö)�/
L
+
st
+ ÷�ð£ð�÷�ü ö¬ïùúKþ�÷��[d?÷øð�ó2ìîí�Y.ðo_

P (G − e, L) = ∅
/])KýXúKþñþ

e ∈ E∗ óXìîí»÷c/])?þùþ.)l%Ùïùü[d�ö¬í.÷o)?ý£÷o2'Éí§úKý£ú�'øö£÷�ý£ïñÿ�÷øð"ö£í.÷��.ï$2�÷�ü»ð£ï$)Kü:)!/|ö£í.÷�-j)?þ,b�öJ)3-�÷
P (G, L)

ó

å î�Á�Ä8Å�Á�Ó ä®ü$ø®ü.ä®ü
dim(P (G, L)) = |E| − |E∗|

ÿ
�X��6l6�=Dÿ�g�÷øö

e
û�÷2úKü

L
+
st
+ ÷�ð£ð�÷�ü ö¬ïùúKþ)÷o�[d?÷�)�/

G
_»ö£í§úZöJïùð�_

e ∈ E∗ óìîí.÷�ü�_§ûLbw�.÷o}.ü.ïñö£ï$)?ü�_pö¬í.÷øý£÷÷`Pïùð7ö¬ðUúKü
st
+�'�YPö

δ(W )
� ý�÷�ð1-)ó¯úKü

L
+
st
+�-§ú ö¬í"+³'�Y»ö

T
��)�/�'�úKý(�.ïñü§úKþñïñö�b\ö�%X)c'o)?ü öÉúKïñü.ïùü*d

e
ó�nPïùü['ø÷

÷okK÷�ý1bNð1)?þ$Y»ö£ï$)?üDö()®ö£í.÷�ì��Xò¯ò�2�Y.ð7öc'o)?ü öÉúKïñüfú ögþñ÷�úKð7ö%ö�%\)�÷��[d?÷øð�/°ý1)32
δ(W )

� ý£÷�ð1-)ó�/°ý1)32
T
�_�%U÷aí§ú?k?÷®ïùüM/�ú!'øöÄö£í§úZö�ïñöc'�)?ü ö¬úKïùü.ð\ûj)Kö£í^÷��[dK÷�ðs)�/

δ(W )
� ý£÷�ð1-)ó´)�/

T
��_¯úKü[�^í.÷øü['�÷

e
ó

ìîí.÷�ý�÷o/])?ý�÷�_�ö¬í»÷�ïñü['�ï.�.÷�ü*'�÷�k?÷o'øö()?ý�)�/ úZü�b�ð()?þ.Y»ö¬ï.)?ü�öJ)aö£í.÷�ì��Xò¯òGð¬ú ö¬ïùð�}§÷�ð
x(e) ≥ 1

úZð%úKü
÷�¶�Y§úZö£ï$)?ü�óìîí.ïùðÙï$2A-.þñïù÷�ð ö¬í§ú öîö¬í.÷��.ï.2m÷øü.ð£ï.)?üt)�/

P (G, L)
ïùðÙúZö�2A)?ð�ö

|E| − |E∗|
ó

�Ðücö¬í.÷h)Zö¬í.÷øýaí§úKü[��_p/])?ý�úKüLbY÷o�[d?÷
e
ö¬í§ú öaïùð�ü*)Kö

L
+
st
+ ÷�ð�ð£÷�ü ö£ï úKþP_�%U÷ví§ú?k?÷�ö£í§úZö

E\{e}ïùðgú�/°÷�úZð£ïùû»þù÷�ð()?þ.Y»ö¬ï.)?üfö()�ö£í.÷<ì��
ò ò�ó�f�)Ký£÷�)lkK÷�ý�_'ö£í.÷<÷o�[d?÷�ð�÷øö£ð
E
úZü[�

E\{e}
_�/])Ký\÷okK÷�ý�b

e ∈ E\E∗ _?úKý£÷X'�þù÷�úKý£þ,bÖú!��ü.÷�þ,bÖïùü[�.÷o-�÷øü[�.÷øü�ö�óWnPïñü['�÷ ö¬í.÷øý£÷ úZý£÷ |E|−|E∗|+1
ð(Y['ÉíSð1)?þ$Y»ö£ï$)?ü»ð�_

%J÷�)?û»ö¬úKïùü�ö£í§úZö
dim(P (G, L)) ≥ |E| − |E∗|

_§úKü*�ëö£í.÷%ý£÷�ð1Y.þñöÙïñðp-.ý()lkK÷��)ó

í�Ä8Å�Ä8Ò�Ò�Ô[ÅlÂ ä�ü.ø®ü.ø®ü O]=
G = (N, E)

�$��H�67@q98#$
��
m°��	�	I
|N | ≥ 4 ý �	I�
� P (G, L)

�$��=���#	#����	@�
���
��B67�8<�#eÿ

ìîí.÷:/])?þùþ.)l%Ùïùü[d�ö£í.÷�)?ý�÷�2 d?ï,k?÷øð<ú´-.ý()�'�÷o�[Y.ý£÷a/])?ýu)?û»ö¬úKïùü»ïùü[dNúvþùïùü»÷�úKýs�.÷øð('øý£ï$-Pö¬ï$)Küò)�/
ö¬í.÷
ì��Xò¯ò5-8)?þ.b�öJ)�-�÷q/])KýÙú�ð1Y.û[d?ý£ú�-.í:)�/

G
/°ý()32¾ö¬í§úZö�'o)?ý£ý�÷�ð1-j)?ü*�.ïùü[dSö()

G
ó
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L = 2, 3

+y©

å î�Á�Ä�Å7Á�Ó ä®ü.ø®ü úRü ��
�
G = (N, E)

�
�<�S��1<9�I ý s, t �P°\6��r6���
��q6�= N
<��8�

L ≥ 2
<��~�	����
BS�
�Dÿ

��
�
e
�
w<��z
(�lS�
~6�=

E
ÿ~��
�

G′ = (N, E ′)
�
s�	I�
�S��1<9�I;6����B<��	�r
(��=��J67@

G
�=n���
#$
���	��S

e
ÿì�I�
�{<M#U�	�r
(<��~�&n����
@ ��
��lH�������	��S

P (G′, L)
H(<��{�
e6����B<��	�r
(�w=��J67@ <´�&n����
@ ��
��lH�������	��S

P (G, L)
�=nw�J
@�67�l�	��Sw�	I�
��7<�����<L��#$
��cH�67���J
���9�67�8���	��SA��6

e
ÿ

�X�J6l6�=Dÿqn"Y[-*-j)?ð�÷�_�)KüÀö¬í.÷A'�)Kü�ö£ý¬úKý�b3_�ö£í§úZöÖö¬í.÷øý£÷mïùðgú:/�ú�'ø÷øö1+³�.÷o}.ü.ïùü[d�ïùü.÷o¶�Y§úKþùï ö�b
a′x ≥ α

)�/
P (G′, L)

%Ùí»ï$'Éíe�[)p÷�ð2ü[)Zö�'�)32�÷�/°ý1)32 ú�/�ú�'�÷!ö1+��»÷o}§ü.ïñü[daïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö�b:)�/
P (G, L)

ó%ìîí.÷øüfúZü�b
kZúKþùï.� ïùü.÷o¶�Y.úKþùï ö�bK)�/

P (G, L)
)�/Ðö£í.÷�/])?ý12

ax = a′x + σx(e) ≥ α
_\%Ùïñö£í

σ ∈ IR
_&�[)p÷�ð

ü[)KöA�.÷}§ü.÷�ú>/�ú!'�÷øöw)�/
P (G, L)

ó�ìîí�Y.ð
ax ≥ α

ïñðA�*)32mïñü§úZö£÷�� ûLb�úNþñïùü.÷�úKýs'�)32\û.ïùü§ú ö¬ï$)Kü
)�/W/�ú�'ø÷øö1+³�.÷o}.ü.ïùü[d<ïùü.÷o¶�Y.úKþùï ö¬ïù÷øðm)!/

P (G, L)
ó2ìîí§úZö%ïñð
ö¬í»÷�ý£÷�úZý£÷ckZúKþñï$�h'o)?ü.ð�ö£ý¬úKïñü ö¬ð

bix ≥ βi

_
i = 1, . . . , p

_[�»÷o}§ü.ïñü[du/�ú�'�÷!ö¬ð�)�/
P (G, L)

úZü[�
λ1, . . . , λp > 0

_.ð(Y*'Éí�ö¬í.úZö

a ≥

p
∑

i=1

λibi, α ≤

p
∑

i=1

λiβi.

g�÷øö
r = |{i : b′i 6= 0}|

óM�"÷�ý£÷
b′i
ïùð\ö£í.÷aý£÷øð�ö¬ý�ï$'!ö¬ï$)Kü·)�/

bi

)Kü
E ′ ó Ü )Kö£÷�ö¬í§úZö�_�/°ý()32 ö¬í.÷

íLb�-j)Kö£í.÷�ð�ïùðo_�ï ö�/])Kþùþ$)l%Ùð ö£í§úZö
r ≥ 2

ó\xXð
b′ix ≥ βi

ïùðpkZúKþùï.�a/])Ký
P (G′, L)

/])Ký
i = 1, . . . , p

_[%U÷
)?û»ö¬úKïùüaö£í§úZö ∑p

i=1 λib
′
ix ≥

∑p
i=1 λiβi

ïùð&kZúKþñï$�~/])?ý
P (G′, L)

ó Ü )l%�)Kû.ð£÷øý1k?÷Öö¬í§ú öîö¬í.ïñðîþ úZö�ö¬÷�ý
ïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö�bw�[)32�ïùü§úZö£÷�ð

a′x ≥ α
_*%Ùí.ï$'Éí:'�)Kü�ö£ý¬ú��»ï$'øö£ð ö¬í.÷�/�ú!'øöîö¬í.úZöîö¬í.ïñð ïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö�bw�.÷o}§ü»÷�ð
ú

/�ú�'ø÷øö�)�/
P (G′, L)

ó

V,ü®ö¬í»÷�/])?þñþ$)l%Ùïùü*d[_�%U÷�%Ùïùþùþ�ð(Y[-[-8)?ð�÷Öö£í§úZö
G = (N, E)

ïùðp'�)�2w-.þñ÷øö£÷�%Ùïñö¬í
|N | ≥ 4

ó\�"÷�ü['ø÷�_
ûLb | )?ý()Kþùþ úZý1baÞpóßá»óâá*_

P (G, L)
ïùð�/]Y.þñþ��.ï$2�÷�ü»ð£ï$)Kü§úKþ�óWV³/

G = (N, E)
ïùðÙü[)Kö�'�)�2w-.þñ÷øö£÷�_.ö¬í»÷�üDú

�.÷øð('�ý�ï$-»ö£ï$)?ü�)�/
P (G, L)

'�úKüDû�÷c)?û»ö¬úKïùü»÷���/°ý1)32ßö¬í§úZöq)�/
P (G, L)

_jY.ð£ïñü[d�ý£÷o-�÷�úZö¬÷o�.þ.bëìîí.÷o)!+
ý£÷o2�ÞPóâá»óâó»ó��
÷øý£÷

G
ïñð¯ö£í.÷�'�)32A-.þñ÷øö¬÷�d?ý£ú�-.íu)?û»ö¬úKïùü»÷��u/°ý()32

G
û�b�ú!�[�.ïùü*dÖö£í.÷�2mïñð£ð£ïñü[d2÷��*d?÷�ðøó

f�)?ý�÷�)lk?÷øý�_.ï ö ïñðX'øþù÷�úZýUö¬í.úZöJö£í.÷�-.ý1)?û.þù÷o2½'�úKü�û�÷Ðý�÷��[Y['ø÷��aöJ)Öö¬í§ú ö&'�úZð£÷2ûLb�úZð£ð()�'�ïùúZö¬ïñü[dgú\û.ï$d
'�)Kð�öÙöJ)Sö¬í»÷�2�ïùð�ð£ïñü[dS÷��[dK÷�ð"ïùü�ö¬í»÷�dKý¬ú�-.í�ó

g�÷!ö
S(G) = {F ⊆ E | (N, F )

ïùð"úSð()Kþ$Y»ö£ï$)?üt)�/�ö¬í»÷Öì��
ò¯ò
}.

�2ï.k?÷øüëúKü�ïñü.÷�¶�Y§úZþùïñö�b
ax ≥ α

ö£í§úZö��.÷}§ü.÷�ð
ús/�ú�'�÷!ö�)�/
P (G, L)

_"%U÷gþñ÷øö
Sa(G) = {F ∈ S(G) | axF = α}.

V,üw%Ùí.úZöX/])Kþùþ$)l%Ùðo_�%U÷m%Ùïñþùþ['o)?ü.ð�ï$�.÷øý
a(e)

úKðUú�%J÷øï$d?í öX)?ü
e
ó��"÷�ü['ø÷�_»úKüLbmð1)?þ$YPö¬ï$)Kü

S
)!/

Sa(G)%Ùïùþñþ�í§ú?kK÷\ú�%U÷�ï$dKí�ö
a(S)

÷o¶�Y.úKþ)öJ)
α
_.úKü[��úKüLbað()?þ.Y»ö¬ï.)?üt)�/

S(G)
ús%J÷øï$d?í ö

≥ α
ó
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�X��6l6�=Dÿ¾n"Y[-[-8)?ð£÷h}.ý£ð�ö<ö¬í§úZö
|W | = 1

óØnPïñü['�÷
|N | ≥ 4

_îö£í.÷�ý�÷D÷`Pïùð7ö�ö�%\) ü[)��.÷øð
u, v

ïùü
W\{t}

óTg�÷øö
F = {su, sv} ∪ E(W )

ó | þñ÷�úKý�þ.b�_
F ∈ S(G)

úKü[�
axF = α

óWx
ð
su ∈ ∆st

úKü[�
axFsu = α

_.ï ö&/])?þùþ.)l%Ùð ö¬í§úZö
0 = bxFsu − bxF = b(st) − γ

ó
V³/

|W | = 2
� ý�÷�ð1-)ó

|W | ≥ 3
��_ ö¬í.÷øü�_Ùû�bò'�)?ü»ð£ï$�»÷�ý£ïñü[dfö£í.÷�ð1)?þ$Y»ö£ï$)?ü

{ut, sv} ∪ Γ
� ý£÷øð(-)ó

{ut, vt}∪Γ
��_3%Ùí.÷�ý�÷

u ∈ W\{s}
_
v ∈ W\{t}

� ý£÷øð(-)ó
u, v ∈ W\{s}

��_�%U÷�)?ûPöÉúKïñü<úKþ.)?ü[d%ö¬í.÷
ð¬ú�2�÷2þùïñü.÷Ðö¬í.úZö

b(st) = γ
úKü[�®ö¬í.÷�'øþ úKï.2¾ïñðp-.ý()lk?÷o�)ó

�

Ü ÷`pö\%U÷Ðð£í*)�%�ö£í§úZö
b(e) = 0

/])?ýUúKþùþ
e ∈ Γ

ó��À÷�%Ùïùþñþ�-.ý()lkK÷Xö¬í.ïñðT/])Ký
e ∈ E(W )

_ ö¬í»÷q-.ý1)")�/
%Ùí.÷�ü

e ∈ E(W )
'�úKü®û�÷��[)Kü.÷ÖúKþ$)?ü*dÄö¬í.÷%ð¬ú!2m÷%þùïñü.÷Kó

g�÷øö
e ∈ E(W )

ó:V³/
e
ïùðgü[)KöÄïñü['�ï.�.÷�ü öÖöJ)

s
_�ïñögïùð�'�þù÷�úKýgö£í§úZö

Ff\{e}
ïùðgú�ð()Kþ$Y»ö£ï$)?ü´)�/îö¬í»÷

-.ý()Kû.þù÷o2�/])?ýî÷�ú�'Éí
f ∈ ∆st

_.úKü[�ëí.÷�ü['ø÷
b(e) = 0

ó
ìîí�Y.ð�_�ð(Y[-[-8)?ð�÷\ö¬í§ú ö

e ∈ [s, u]
/])?ý"ð()�2m÷

u ∈ W
ópV³/

|W | = 1
_�úKð

|N | ≥ 4
_
W\{s, u} 6= ∅

ó
g�÷øö

v ∈ W\{s, u}
úZü[�

f ∈ [v, t]
ó�xXð

Ff\{e} ∈ S(G)
_[%U÷Öí.úlkK÷Öö£í§úZö

b(e) = 0
ó

Ü )l%�_)ï,/
|W | ≥ 2

_�þù÷øö
v′ ∈ W\{t}

ó��Xb�'o)?ü.ð�ï$�.÷øý£ïùü*d
f ′ ∈ [s, v′]

_j%U÷Sí§ú?k?÷Äö£í§úZö
Ff ′\{e} ∈

S(G)
úKü[�ëí.÷�ü*'�÷

b(e) = 0
ó

x
þñöJ)�d?÷øö£í.÷�ýo_*%J÷Öí§ú?k?÷2ö£í§úZö
b(e) = γ

_[/])?ýÙúKþñþ
e ∈ δ(W )

_
b(e) = 0

_[/])?ýÙúZþùþ
e ∈ Γ

ó
xXð

α > 0
ûLb>g�÷o2w2múaÞPóâá»óßö"_

γ > 0
ósf�)Ký£÷�)lkK÷�ý�_�ûLbDð£÷!ö£ö£ïùü[d

ρ = γ
_�%J÷�í§ú?kK÷�ö£í§úZö

b = ρaúKü[�®ö¬í.÷2ö£í.÷�)?ý�÷�2 ïñðî÷�ð7öÉúKû.þñïùð�í.÷��)ó
�f÷�d?ï.kK÷Ðü[)l%5ü.÷�'ø÷�ð�ð¬úKý�bëúKü[�að(Y"�w'øïù÷øü�ö�'o)?ü[�.ï ö¬ï.)?ü.ð\/])?ý ö¬í.÷

L
+
st
+�-§úZö£í"+�'oY»ö ïñü.÷�¶�Y§úZþùïñö£ïù÷øðUöJ)

û�÷�/�ú�'ø÷øö�+��.÷}§ü.ïùü*du/])Ký
P (G, L)

ó

å î�Á�Ä8Å�Á�Ó ä�ü ü ü.ø®ü 4�67�
L ≥ 2 ý �	�r
�~��[<�#U�	�rn£ø²þ�ÿ��Dù���
��W�r
��c<q=o<�H�
��6�= P (G, L)

� =�<��8��67��#}n�� =
|V0| = |VL+1| = 1

ÿ
�X��6l6�=Dÿ! �
�H�
�����	�rn*ÿe�f÷�%Ùïùþñþ¯ð£í[)l%eö¬í§ú ö

x(T ) ≥ 2
�[)p÷�ð\ü[)Kö��»÷o}§ü.÷�ú�/�ú�'�÷!ös)�/

P (G, L)
ï./

|V0| ≥ 2
ó¯ìîí.÷�'�úKð£÷�%Ùí.÷�ý�÷

|VL+1| ≥ 2
/])?þùþ.)l%Ùð ûLb®ð1b�2w2�÷øö£ý1bKó

n"Y*-[-j)Kð£÷2ö¬í§ú ö
|V0| ≥ 2

_�úKü[�a'o)?ü.ð£ï.�.÷�ýîö£í.÷�-§úKý�ö£ïñö£ï$)?ü~dKï.k?÷øü�ûLb
V 0 = {s},

V 1 = V1 ∪ (V0\{s}),

V i = Vi , i = 2, . . . , L + 1.ìîí.ïùð�-.úKý�ö£ïñö¬ï.)?üXïñü[�[Y['ø÷�ð�ö¬í»÷
L
+
st
+�-§ú ö¬í"+³'�Y»ö�ïñü.÷�¶�Y§úZþùïñö�b

x(T ) ≥ 2
_?%Ùí.÷�ý�÷

T = T\[V0\{s}, V2]
ó



+lgÝY ��»�¡o§�«1¬p¤*h
P (G, L)

¦ �

xXð
G
ïùð�'�)32A-.þù÷!ö¬÷!_!%U÷ í§ú?k?÷Jö£í§úZö

T
ïùð|ð�ö¬ý�ï$'!ö¬þ.b�'o)?ü öÉúKïñü.÷��gïùü

T
_KúKü[�Äí»÷�ü['ø÷�_

x(T ) ≥ 2
'�úKü.ü*)Kö

û�÷�/�ú!'�÷øö�+��.÷}§ü.ïñü[d.ó

p��({GH�B
�rH&n.ÿ Ü )l%�_�ð(Y[-[-8)?ð�÷\ö¬í§ú ö
|V0| = |VL+1| = 1

_§ö£í§úZö
ïùð
V0 = {s}

úKü[�
VL+1 = {t}

ó
g�÷øö�Y.ð��.÷øü[)Kö¬÷%ïñü.÷�¶�Y§úKþñïñö�b � ÞPóâáL�JûLb

ax ≥ α
úKü*�ëþñ÷øö

bx ≥ β
û�÷Öú�/�ú�'ø÷øö1+³�.÷o}.ü.ïùü[d�ïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö�b

)�/
P (G, L)

ð(Y['Éíëö¬í§ú ö

{x ∈ P (G, L) | ax = α} ⊆ {x ∈ P (G, L) | bx = β}
ó

�f÷�%Ùïñþùþ�ð£í[)l%`ö£í§úZö
a = ρb

/])?ýîð1)32m÷
ρ > 0

ó
g�÷!ö

V0 = {s}, V1, . . . , VL, VL+1 = {t}
û�÷�ö¬í.÷�-§úKý�ö£ïñö£ï$)?üfïùü[�[Y*'�ïùü*d

ax ≥ α
ó´g�÷øö

E =

E\T = (
⋃L

i=1 E(Vi))∪ (
⋃L

i=0[Vi, Vi+1])
óWg�÷øö

f ∈ [s, t]
úKü[�

Tf = T\{f}
ó�x
ðJö¬í.÷qd?ý¬ú�-»í

Gïùðp'o)32A-.þù÷!ö¬÷�_»ïñöîïñð"÷�úKð1b<öJ)�ð£÷ø÷Öö£í§úZöîö¬í»÷Öð�÷øö£ðmd?ï,k?÷øü�ûLb

Fe = E ∪ {f, e}
_[/])?ýÙúKþùþ

e ∈ Tf

_

ïùü*�[Y['�÷�ð1)?þ$Y»ö£ï$)?ü»ð�)�/Jö£í.÷�ì��Xò¯ò�_�%Ùí[)?ð�÷mïñü['�ï.�.÷�ü*'�÷sk?÷o'øöJ)Ký£ð\ð£úZö¬ïñð1/	b
ax ≥ α

%Ùïñö£íf÷o¶�Y§úKþùï ö�b?ó
ìîí�Y.ð�_

0 = bxFe − bxFe′ = b(e) − b(e′)
_[/])?ýÙúKþùþ

e, e′ ∈ Tf

ó

�
÷øü['�÷!_
b(e) = b(e′)

_[/])?ýÙúZþùþ
e, e′ ∈ Tf

ó � ÞPóßÝ3�
Ü )l% þù÷øö

g ∈ [V0, VL]
_
g′ ∈ [V1, VL+1]

�
g, g′ ∈ Tf

�_�úKü[�
F ∗ = E ∪ {g, g′}

ópV ö
ïùð�)?ûLkpï$)3Y»ð
ö¬í.úZö

F ∗ ïùü*�[Y['�÷øð ú\ð1)?þ$YPö¬ï$)KüA%Ùí[)Kð£÷Ðïñü['�ï.�.÷�ü['ø÷mkK÷�'øö()?ý ð£úZö¬ïñð1}§÷øð ax ≥ α
%Ùïñö£í�÷�¶�Y§úKþñïñö�bKó'ìîí�Y.ð

bxF ∗

− bxFg = b(g′) − b(f) = 0
ó ìîí»ïùð öJ)�d?÷øö£í.÷�ýp%Ùïñö£í � ÞPóßÝ3�Xbpïù÷øþ$�.ð

b(e) = γ
_[/])?ýÙúKþñþ

e ∈ T
/])?ýîð1)32�÷

γ ∈ IR
ó

Ü )l%�_�%U÷îð£í.úKþùþ�ð£í*)�%�ö¬í.úZö
b(e) = 0

/])?ý�úKþùþ
e ∈ E

ó�n"Y[-[-8)?ð�÷\}§ý£ð7ö'ö¬í.úZö
e ∈ [V0, V1]

ó | )?ü.ð£ï.�.÷�ý
úKü®÷��*d?÷

h ∈ [s, w]
%Ùïñö£í

w ∈ V2

úKü[�aö¬í»÷Ö÷o�[d?÷2ð�÷øö
Fh\{e}

_*%Ùí.÷�ý�÷
Fh

ïñðîúKðp�.÷}§ü.÷���úKû8)�kK÷Kó
V ömïùð�÷�úKð�b öJ)Nð£÷�÷ëö¬í§ú ö

Fh\{e}
ð�ö¬ïñþùþîïñü[�[Y['ø÷�ðmúNð1)?þ$Y»ö£ï$)?üK)�/Xö¬í.÷ëì��Xò¯òD%Ùí[)?ð�÷�ïñü['�ï.�.÷�ü['ø÷

k?÷o'øö()?ý
ð£úZö¬ïñð1}§÷øð
ax ≥ α

%Ùïñö£í�÷o¶�Y§úKþùï ö�b?óìîí�Y.ðo_
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0 = bxFh − bxFh\{e} = b(e)
ó

nPï.2mïñþ úKý�þ.b�_�%U÷A)?û»öÉúZïùü�ö¬í.úZö
b(e) = 0

/])?ý%úKþñþ
e ∈

⋃L
i=0[Vi, Vi+1]

ó | )Kü.ð£ï.�.÷�ý%ü[)l%�úZüN÷o�[d?÷
e ∈ E(Vi)

_
i ∈ {1, . . . , L}

ó�g�÷!ö
v ∈ VL

úKü[�
h′ ∈ [s, v]

ó | þù÷�úKý£þ,b3_?ö£í.÷
ð�÷øö
Fh′\{e}

ïñü[�[Y['ø÷�ðJú
ð()?þ.Y»ö¬ï.)?üa)�/'ö£í.÷�-»ý()?û.þñ÷�2ëó\x
ð

axFh′ = axFh′\{e} = α
_�%U÷\í.úlkK÷gö£í§úZö

bxFh′ = bxFh′\{e} = αúKü[�ëí.÷�ü*'�÷
b(e) = 0

ó
| )?ü»ð£÷�¶�Y.÷øü ö¬þ.b�_8%U÷%í§ú?k?÷%ö¬í§ú ö

b(e) = 0
_"/])?ýÙúKþùþ

e ∈ E
_

b(e) = γ
_[/])?ýÙúKþñþ

e ∈ T
ó

nPïñü['�÷
α > 0

_�%J÷Xí§ú?k?÷Ðö¬í.úZö
γ > 0

_»úKü[�aûLbmð£÷øö�ö¬ïñü[d
ρ = 1/γ

_�%J÷q)?û»öÉúZïùü<ö£í§úZö
a = ρb

ó

g�÷øö
E ′ û�÷�ö£í.÷�ð£÷øö�)�/J÷��[d?÷øðÖö£í§úZö��[)ëü[)KöÖû�÷øþ$)?ü*d�ü.÷øïñö£í.÷�ý2öJ)�úKü st

+�'�YPögü*)?ý2öJ)�úKü
L
+
st
+

-§úZö£í"+�'oY»ö?_8'�)?ü»ð£ïùð7ö¬ïñü[d�)�/¯÷�`»ú�'øö£þ.b®ö¬í.ý�÷�÷g÷��[d?÷øð�ó�^§ý1)32 ö¬í.÷�-.ý£÷kpï$)3Y.ð"ö¬í.÷o)?ý£÷o2mðo_j%U÷Äí§ú?k?÷gö¬í.÷
/])?þùþ.)l%Ùïùü[d.ó

í�Ä8Å�Ä8Ò�Ò�Ô[ÅlÂ ä�ü ü ü úCü O	=
G = (N, E)

�$�tH�67@q98#$
��
A<��8�
|N | ≥ 4 ý �]I�
�z<�@s�	���	@A<�#WH�67@q98#$
��
#U�	�r
(<�����
��lH���ß98�P�B67��6�=

P (G, 2)
�$�qS��	��
�>�=n

x(δ(s)) ≥ 2,

x(δ(t)) ≥ 2,

x(T ) ≥ 2,
=?67��<�#	#

2
�
st
�$9*<��]I��(H���

T
�	�8����H�
(�~�=n

V0 = {s}, V1, V2, V3 = {t},

x(e) ≤ 1,
=?67��<�#	#

e ∈ E,

x(e) ≥ 0,
=?67��<�#	#

e ∈ E ′.

í�Ä8Å�Ä8Ò�Ò�Ô[ÅlÂ ä�ü ü ü Ú ü O	=
G = (N, E)

�$�tH�67@q98#$
��
A<��8�
|N | ≥ 4 ý �]I�
�z<�@s�	���	@A<�#WH�67@q98#$
��
#U�	�r
(<�����
��lH���ß98�P�B67��6�=

P (G, 3)
�$�qS��	��
�>�=n

x(δ(W )) ≥ 2,
=?67�c<�#	#

st
�(H���

δ(W ),

x(T ) ≥ 2,
=?67��<�#	#

3
�
st
�$9*<��]I��(H���

T
�	�8����H�
(�~�=n

V0 = {s}, V1, V2, V3, V4 = {t},

x(e) ≤ 1,
=?67��<�#	#

e ∈ E,

x(e) ≥ 0,
=?67��<�#	#

e ∈ E ′.
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P (G, L)

©lf

t�;�" # ?�û BDEHNFE�@ ?FJ
P (G, L)

V,üÀö£í.ïùðgð£÷�'!ö¬ï.)?ü�_�%U÷~'�)Kü.ð£ï.�.÷�ýÖö¬í.÷~�*)32mïñü§úKü ö�)�/îö¬í»÷�-8)?þ.b�öJ)�-�÷
P (G, L)

óa�À÷�d?ï.kK÷�ú�'o)32u+
-.þñ÷øö¬÷a�.÷øð('øý£ï$-Pö¬ï$)Küò)�/
ö¬í§úZöA-8)?þ.bpí.÷o�.ý()KüQ/])?ý�úKüLbKd?ý£ú�-.í

G
úKü[�Yïñü ö¬÷�dK÷�ý

L ≥ 2
ð(Y*'ÉíYö¬í§ú ö

P (G, L) = Q(G, L)
ó

g�÷!ö
Dom(P (G, L))

û�÷2ö¬í.÷��[)�2mïñü§úKü öp)�/
P (G, L)

_»ö£í§úZö"ïùð

Dom(P (G, L)) = {y ∈ IRE | ∃ x ∈ P (G, L), x ≤ y}.

g�÷!ö
D(G, L)

û�÷2ö£í.÷�-j)?þ,bpí.÷��.ý1)?üad?ï.kK÷�üëûLb

y(δ(W )) ≥ 2,
/])?ýÙúKþùþ

st
+�'�YPö

δ(W ),

y(δ(W )\{e}) ≥ 1,
/])?ýÙúKþñþ

st
+�'oY»ö

δ(W ), e ∈ δ(W ),
� ÞPóâöL�

y(T ) ≥ 2,
/])KýÙúKþùþ

L
+³-§úZö¬í�+�'�YPö

T,

y(T\{e}) ≥ 1,
/])?ýÙúKþñþ

L
+�-§úZö£í"+�'oY»ö

T, e ∈ T,
� ÞPóßà3�

y(e) ≥ 0,
/])KýÙúKþùþ

e ∈ E.
� ÞPóâ÷L�

å î�Á�Ä�Å7Á�Ó ä®ü ð ü Ð ü 4�67�>
��
�(n
L ≥ 2 ý � = P (G, L) = Q(G, L) ý �]I�
� Dom(P (G, L)) =

D(G, L)
ÿ

�X�J6l6�=Dÿ��f÷�}§ý£ð7ö�-.ý()lkK÷Äö¬í§úZö
Dom(P (G, L)) ⊆ D(G, L)

ó�g�÷øö
y ∈ Dom(P (G, L))

ó2ìîí.÷�ü
ö¬í»÷�ý£÷%÷�`»ïñð�ö£ð

x̄ ∈ P (G, L)
ð(Y['Éíëö¬í§úZö

x̄ ≤ y
óW�
÷�ü*'�÷�_

y
ð£úZö¬ïñð1}§÷øð � ÞPó Û �_ � ÞPóâáL� úKü[� � ÞPóâ÷L��ó��À÷

ð£í*)�%Gö¬í§úZö
y
úKþùð1)Sð¬úZö£ïùð1}.÷�ð�'�)Kü.ð�ö£ý¬úKïñü�ö£ð � ÞPóâöL� úKü[� � Þpóùà3��ó

| )Kü.ð£ï.�.÷�ýJú�'�)Kü.ð�ö£ý¬úKïñü�ö
y(δ(W )\{e}) ≥ 1

)�/�ö�b�-�÷ � ÞPóâöL�!ó�xXð
x̄(δ(W )) ≥ 2

úKü[�
x̄(e) ≤ 1

_
%U÷gí§ú?kK÷%ö£í§úZö

y(δ(W )\{e}) ≥ x̄(δ(W )\{e})

= x̄(δ(W )) − x̄(e)

≥ 2 − x̄(e)

≥ 1.

Ü )l%�_JïùüAúvð£ï$2�ïùþùúKý�%Jú?b3_\%U÷:)?û»öÉúZïùü^ö¬í§ú ö
y(T\{e}) ≥ 1

/])?ý�úKþùþ
L
+
st
+�-§úZö£í"+�'oY»ö

T
úKü*�

e ∈ T
óìîí.÷�ý�÷o/])?ý�÷

Dom(P (G, L)) ⊆ D(G, L)
ó
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Ü ÷`pö�%U÷~-.ý()lkK÷<ö¬í§ú ö
D(G, L) ⊆ Dom(P (G, L))

óëì�)�ö¬í.ïñð\÷øü[��_�}§ý�ð�öSþñ÷øöcY.ð\ü[)Zö¬÷<ö£í§úZö
ö¬í.÷·�*)32mïñü§úKü ö�)�/

D(G, L)
_

Dom(D(G, L))
_\ïñð

D(G, L)
ïñö¬ð�÷�þ,/¥ó ìîí�Y»ð�_\ö()G-.ý()lk?÷^ö£í§úZö

D(G, L) ⊆ Dom(P (G, L))
_Pï öUïñðUð1Y*�A'�ïñ÷�ü öJö()\ð£í*)�%�ö£í§úZöJúKüLbm÷�`pö¬ý£÷o2m÷m-j)Kïùü ö

ȳ
)�/

D(G, L)û�÷øþ$)?ü*d?ðSöJ)
P (G, L)

ó5V,ü[�.÷ø÷���_îð1Y[-[-8)?ð£÷ëö¬í§ú ö�ö£í.ïùð�ïùðSö£í.÷�'�úKð£÷Zó�ìîí.÷�ü�úZü�bK'o)?üLk?÷�`5'o)32u+
û.ïùü.úZö¬ï.)?üM)�/Ù÷�`pö¬ý£÷o2m÷�-j)?ïñü ö¬ðc)!/

D(G, L)
ïñðÄúKþñð()�ïñü

P (G, L)
óe�2üVö£í.÷~)Kö£í.÷�ý\í§úKü[��_ð�ïùü['ø÷

Dom(D(G, L)) = D(G, L)
_'úKüLbvð1)?þ$Y»ö£ï$)?ü

y ∈ D(G, L)
'�úKüVû�÷mð�÷�÷�ü úZð

ỹ + z
_�%Ùí.÷øý£÷

ỹû�÷øþ$)?ü*d?ð|ö()Xö¬í.÷\'�)?üLk?÷�`Sí�Y.þñþ")�/§ö£í.÷ ÷�`Pö£ý£÷o2m÷&-8)?ïñü�ö£ð�)�/
D(G, L)

úZü[�
z ≥ 0

ó�x
ð
ỹ ∈ P (G, L)

_
%J÷Öí§ú?k?÷2ö£í.÷�ý�÷o/])?ý�÷%ö£í§úZö

y ∈ Dom(P (G, L))
ó

n")�þù÷!ö
ȳ
û�÷ÖúKü®÷`pö¬ý�÷�2�÷�-8)?ïùü öp)!/

D(G, L)
ó�xXð

P (G, L) = Q(G, L)
úKü[��úKþùþ�ïùü.÷o¶�Y§úKþùï ö¬ïñ÷�ð

ïùü
Q(G, L)

úZý£÷Öïùü
D(G, L)

÷`"'�÷o-»ö
x(e) ≤ 1, e ∈ E

_�ïùü:)?ý(�»÷�ýÙöJ)<ð�í[)l%`ö¬í.úZö
ȳ ∈ P (G, L)

_
ïñöîð1Y*�A'�÷øð
öJ)�ð�í[)l%`ö¬í§ú ö

ȳ(e) ≤ 1
/])?ýÙúKþñþ

e ∈ E
ó

n"Y*-[-j)Kð£÷�ö¬í§úZö
ȳ(e0) > 1

/])?ý%ð1)32m÷
e0 ∈ E

ó~nPïùü['ø÷
ȳ
ïùðÖúKüN÷`pö¬ý�÷�2�÷w-8)?ïùü ö�)�/

D(G, L)
_

ö¬í.÷øý£÷Ð÷�`Pïùð�ö£ðÙúZö þñ÷�úKð7öp)?ü.÷q'�)?ü.ð7ö¬ý£úKïùü öÙú�2A)?ü[d � ÞPó Û ��_ � ÞPóßö3�_ � ÞPóâáL�_ � Þpóùà3��_�ïùüLk3)?þ,kpïùü[d\ö£í.÷qkZúKý�ï úKû.þñ÷
y(e0)

úKü[�®ö¬í.úZöÙïùð ö£ï$d?í öp/])?ý
ȳ
ó

V³/
ȳ(δ(W )\{f}) = 1

%Ùï ö¬í
e0 ∈ δ(W )\{f}

_pö¬í.÷øü�_�'�þñ÷�úKý�þ.b3_
ȳ(e0) ≤ ȳ(δ(W )\{f}) = 1

_�ú
'�)?ü ö£ý¬ú��.ï.'øö£ï$)?ü)ó
V³/

ȳ(δ(W )) = 2
%Ùïñö£í

e0 ∈ δ(W )
_\ö£í.÷�ü

ȳ(e0) + ȳ(δ(W )\{e0}) = 2
_ÄúKü[� í.÷�ü['ø÷

ȳ(e0) = 2 − ȳ(δ(W )\{e0})
óKx
ð

ȳ
ð¬úZö£ïùð�}§÷�ð � ÞPóâöL��_Uï ös/])?þùþ.)�%ÙðÄö£í§úZö

ȳ(e0) ≤ 1
_W%Ùí.ï$'ÉíAïùð

ï$2A-j)Kð£ð£ïñû.þù÷Zó
�À÷m)?û»ö¬úKïùümúgð�ï$2�ïùþ úZý�'�)?ü ö£ý¬ú��.ï.'øö£ï$)?ü�ï./�)Kü.÷m)!/)ö¬í.÷m'�)?ü»ð�ö¬ý£úKïùü ö£ð � ÞpóßáL��_ � ÞPóßà3�'ïùð¯ö¬ï$dKí�öT/])?ý

ȳ
ó

V öw%\)3Y»þ$��û�÷�ïùü ö£÷�ý£÷øð�ö£ïùü[dÀö()VïùüLkK÷�ð�ö£ï$d ú ö¬÷�ö£í.÷h�[)�2mïñü§úKü ö�)!/2ö¬í.÷�ì��Xò¯ò�-8)?þ.b�ö()3-�÷a%Ùí.÷øü
P (G, L) 6= Q(G, L)

ó�xXü ï$2A2m÷o�.ï ú ö¬÷�'o)?ü.ð�÷�¶�Y.÷�ü*'�÷:)�/Xìîí»÷�)?ý�÷�2�ðAÞPóßáPó Û úKü*�òÞpóùàPó Û ïùð\ö£í.÷
/])?þùþ.)l%Ùïùü[d.ó

í�Ä8Å�Ä8Ò�Ò�Ô[ÅlÂ ä®ü ð ü.ä®ü O	=
L = 2, 3 ý �]I�
� Dom(P (G, L)) = D(G, L)

ÿ

t];�$ % ?�EHñ÷uDðHw6B=E6K M'S�û NAM'�vG

V,üfö£í.ïùð�'Éí§ú�-Pö¬÷�ýo_�%U÷mí.úlkK÷�'o)?ü.ð£ï.�.÷�ý�÷��Nö¬í.÷A-.ý()Kû.þù÷o2 )�/\}.ü[�.ïùü*d�úa2mïñü.ï$2cY[2 'o)?ð�ög÷��*d?÷mð�÷øö
'�)?ü ö¬úKïùü.ïñü[dDúZöÄþù÷�úZð�öSö�%X)N÷o�[d?÷�+��.ïñð]v1)?ïñü�ö�-§úZö¬í»ðSû�÷!ö�%J÷ø÷�ü ö�%\)vö¬÷øý(2�ïùü§úKþñð

s
úKü[�

t
)�/"þù÷øü[dKö¬í

ü[):2w)?ý�÷\ö¬í.úKü
L
_�%Ùí.÷�ý�÷

L ≥ 2
ïñð%úadKï.k?÷øüfïñü ö¬÷�dK÷�ý�ós�f÷�í§ú?k?÷Ad?ï.kK÷�üvð()32�÷skZúKþùï.�Dïùü.÷o¶�Y.úKþ,+

ïñö£ïù÷�ðA/])?ýmö£í.ïùð�-.ý()?û»þù÷�2 úKü[�r_�%Ùí»÷�ü
L = 2, 3

_ÙúKü�ïñü�ö£÷�d?÷øý~-.ý1)3d?ý¬ú!2w2�ïùü[d>/])?ý12�Y.þ ú ö¬ï$)KüAïñü
ö¬í.÷�ð(-.ú�'�÷A)�/Jö£í.÷A�.÷�ð�ï$d?ü>kZúKý£ïùúKû.þù÷øð�óu�À÷�í§ú?k?÷múKþñð()ëïùüLk?÷øð�ö¬ï.d úZö£÷��Nïñö¬ð�-8)?þ.bpí.÷o�.ý¬úZþð�ö¬ý1Y['øö(Y.ý£÷
%Ùí.÷�ü

L = 2, 3
ó�V,üt-§úKý�ö£ï$'oY.þ úKýo_"%U÷2í§ú?k?÷%ð£í*)�%Ùüëïùü�ö£í§úZöp'�úKð£÷2ö£í§úZö ö£í.÷%úKð£ð1)"'øï úZö£÷��t-8)?þ.b�ö()3-�÷

P (G, L)
ïùð��»÷�ð('øý£ïñû�÷o��ûLbÄö£í.÷ ö¬ý�ï.kpï úZþB_

st
+³'�Y»ö úKü*�

L
+
st
+�-§úZö£í"+�'oY»öïñü.÷�¶�Y§úKþñïñö£ïù÷�ðøó�f:)?ý£÷o)�kK÷�ýo_�%U÷

í§ú?k?÷�d?ï.kK÷�ü�ü.÷�'ø÷�ð�ð¬úKý�b<úZü[�<ð1Y*�A'�ïù÷øü ö\'o)?ü[�.ï ö¬ï$)Kü.ð�/])?ýö¬í»÷�ð£÷"ïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö¬ïñ÷�ð�ö()gû�÷p/�ú�'�÷!ö1+³�.÷o}§ü»ïùü[d
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/])?ý\úKüLb
L ≥ 2

ó�ìîí.ïñðcbpïù÷�þ.�.÷��Àú�'�)�2w-.þñ÷øö£÷�úKü[�M2mïñü.ï$2múKþ'þñïùü.÷�úKý��»÷�ð('øý£ï.-»ö¬ï.)?ü�/])?ý
P (G, L)%Ùí.÷øü

L = 2, 3
ó��À÷"í§ú?k?÷�}§ü§úKþñþ.bs'o)?ü.ð£ï.�.÷�ý�÷���ö¬í.÷��[)32�ïùü§úZü�öT)�/

P (G, L)
_L/])?ý�%Ùí.ï$'ÉíA%J÷
í§ú?k?÷

d?ï,k?÷�ü�ú�'o)32w-»þù÷øö£÷&�.÷øð('�ý�ï$-»ö£ï$)?ü�/])KýúKüLb
L ≥ 2

%Ùí.÷øü
P (G, L)

ïùð�d?ï,k?÷øüSû�b\ö¬í[)?ð�÷îïùü.÷o¶�Y§úKþùï ö¬ïñ÷�ð�ó

Ü )Kö¬÷Öö¬í§ú öXö¬í»÷Äý£÷øð(Y.þ ö¬ðq/])?ý
L = 2

'�)�Y.þ$��û�÷\÷�úKð£ïñþ.b®÷�`Pö£÷�ü[�»÷��vöJ)mö£í.÷Äü[)��.÷�k?÷�ý�ð£ï.)?üe)�/ö¬í»÷
ì��Xò¯ò�_�ö£í§úZöÙïñð�_[%Ùí.÷øüëö£í.÷2ö�%\)mý£÷�¶�Y.ïñý£÷o�

L
+
st
+³-§úZö£í.ðp2�Y.ð7ö
û�÷%ü[)��.÷+³�.ïùð	v1)?ïùü ö�ó�^�)Ký ö¬í.ïñðîü.÷o%

-.ý1)?û.þù÷o2�_7)?ü.÷\'�úKüÄïñü[�.÷ø÷��Sð(Y*-[-j)Kð£÷Jö£í§úZö�ö£í.÷\Y»ü[�.÷�ý�þ.bpïùü*d�d?ý¬ú!-.í
G
ïùð|ð£ï$2A-.þñ÷Kó�ìîí.÷�ý�÷o/])?ý�÷�_�úKüLb

ö�%X)X÷��*d?÷+³�.ïùð	v1)?ïùü ö
2
+
st
+�-§úZö£í.ð�úKý�÷JúKþñð()Ùü[)��.÷+³�.ïùð	v1)?ïùü ö�_¨úKü[�gö£í.÷ö�%\)m-.ý()Kû.þù÷o2mð�úKý�÷U÷o¶�Y.ï.kZúKþñ÷�ü ö�ó

npïùü['ø÷Öö£í.÷gð�÷�-§úZý¬úZö£ï$)?ü:-.ý()Kû.þù÷o2mðp/])?ýÙïùü»÷�¶�Y§úKþñïñö¬ïñ÷�ð � ÞPó Û �îúKü[� � ÞPóâáL�&'�úKü�û�÷Öð()?þ,k?÷o��ïùü:-8)?þ.bL+
ü[)32�ï úZþ¯ö£ï$2�÷w%Ùí.÷øü

L ≤ 3
� ð�÷�÷:nP÷o'øö¬ï.)?üzÞPóßÞ3�_�/°ý1)32 ìîí»÷�)?ý�÷�2 Þpóßá»ó Û _ï ö�/])?þùþ.)l%Ùðgö¬í.úZö?_�/])?ý

L ≤ 3
_�ö£í.÷Äì��Xò¯ò '�úKüDû�÷Sð()?þ,k?÷��vïñüh-j)Kþ.bpü[)32�ï úKþ�ö£ï$2�÷�Y.ð�ïùü[d®ú~'oY»ö£ö£ïùü[dt-»þ úKü.÷ÄúKþ$d3)Ký£ïñö£í[2ëó

ì�)\ö¬í.÷
û�÷øð�öp)!/�)3Y.ýXZpü*)�%Ùþñ÷��[dK÷�_»ö£í.ïùð ïùð ö¬í.÷�}§ý£ð7ö � ü*)?ü"+,÷øü�Y[2m÷øý¬úZö£ï.kK÷l�T-8)?þ,bPü*)32mïùúKþ�úKþ.d3)?ý£ï ö¬í[2
�.÷kPïñð£÷o�a/])KýJö¬í.ïñð&-.ý1)?û.þù÷o2�ó�nPïùü['ø÷2ú�2A)?ý£÷�dK÷�ü.÷øý¬úKþj'�Y»ö�ö¬ïùü*ds-.þ úKü»÷2úKþ$d�)?ý£ï ö¬í[2 '�úKüaû�÷��»÷�ý£ï,k?÷o�
/])?ý�ö¬í.÷X-.ý()Kû.þù÷o2�%Ùí.÷�ý�÷îúKüÄúZý£û.ï ö¬ý¬úZý1b%ü�Y[2Äû�÷�ý

k ≥ 2
)�/§÷o�[d?÷�+��.ïñð]v1)?ïñü�ö

L
+
st
+³-§úZö£í.ð�ïñð|ý�÷�¶�Y.ïùý�÷��

�
k
�Xò¯òT�_[%U÷�%Ùïñþùþj-.ý£÷øð£÷�ü öm'�)32A-[Y»ö¬úZö¬ï.)?ü§úKþ�ý£÷øð(Y.þ ö¬ðp/])?ýîïñöÙþùúZö¬÷øý&)?ü�_§ïñü | í§ú�-»ö£÷�ýmá»ó

f:)?ý£÷o)�kK÷�ýo_Jú�ü§ú öJY.ý£úKþ\¶�Y.÷øð�ö¬ï.)?üVö¬í.úZös2múlbfû�÷~-j)Kð£÷�� ïñðc%Ùí.÷øö£í.÷�ý�ú�ð�ï$2�ïùþùúKý%ïùü ö¬÷od?÷�ý�-»ý()!+
d?ý£ú�2w2�ïùü*d�/])?ý(2�Y»þ úZö£ï$)?üs'�úKü<û�÷m)Kû»öÉúKïñü.÷��A/])?ýö¬í.÷

k
�
ò¯ò � %Ùí.÷�ü

L = 2, 3
�_púKü[�A%Ùí.÷øö£í.÷�ýUïñö£ð

þùïñü.÷�úZý ý£÷øþ ú7`»úZö£ï$)?üaïñðîð�ö¬ïñþùþ�ïùü ö¬÷od?ý¬úKþ ó'ìîí.ïñðp2w)Kö£ï.kZúZö£÷�ðpY.ðîöJ)ud?ï,k?÷Ðö£í.÷�/])?þùþ.)�%Ùïñü[d�'o)?ü7v�÷�'!öJY.ý�÷Kó

í�Ä8Ë"ê�Á�Î�Ì�Í�Å�Á ä®ü��®ü Ð ü'& I�
�
L = 2, 3 ý �]I�
�#U�	�r
(<��c�J
#,<? �<����B67�·6�= k

���é� �$���	����
BS��1<�#�=?67�u<��án
k ≥ 2

ÿ
V,ü | í§ú�-Pö¬÷�ýXá*_L%U÷�%Ùïñþùþ.ð�í[)l%cö¬í§ú ö ö£í.ïùð�'o)?ü7v�÷o'øöJY»ý£÷"í[)?þ$�»ð¯ö£ý(Y.÷�%Ùí.÷øü

L = 2
ó'ìîí.÷�¶�Y.÷�ð7ö¬ï.)?ü

/])?ý
L = 3

%Ùïñþùþ�ý£÷o2<úZïùü�)�-�÷øü�_.úKþ ö¬í[)�Y[d?ímö£í.÷�'o)32w-*Y»öÉúZö£ï$)?ü.úKþ�÷`"-�÷øý£ï.2m÷øü�ö£ð\%Ùïùþñþ�d?ï.kK÷qY.ðîð1)32m÷
÷�2A-.ïñý£ï$'�úKþ�ï.�.÷�ú�úKû8)3Y»öîö£í.÷ÖúKü.ð�%J÷øý�ó

^�)?ý
L = 2, 3

_�ö¬í.÷A/])?ý(2�Y»þ úZö£ï$)?ü>d?ï,k?÷�ü^ïñü·nP÷o'øö£ï$)?üKÞpóùÞt/])?ýgö£í.÷�ì��Xò¯ò0'�úKüÀû�÷m÷`pö¬÷øü[�.÷��
öJ)�ö£í.÷�'�úKð£÷�%Ùí.÷øý£÷s2A)?ý£÷Öö¬í§úZüe)?ü.÷s-§úKïñýq)�/ö£÷�ý12mïñü§úKþùð"ïùðq'�)?ü.ð�ï$�.÷øý£÷o�)ó��m)l%J÷k?÷øý�_�ö¬í.÷Äþñïùü.÷�úKý
ð1bpð7ö¬÷�2 )!/�'o)?ü.ð7ö¬ý¬úZïùü ö¬ð&%Ùïñþùþ�ü[)Sþ$)?ü*d?÷�ý û�÷2ð(Y"�w'øïù÷øü�öÙö()s'�)32A-.þù÷!ö¬÷øþ.bA�.÷�ð1'�ý�ïùû�÷%ö£í.÷%úKð�ð()�'�ï ú ö¬÷��
-8)?þ.b�öJ)�-�÷ZópV,ü�/�ú�'!ö?_8'�)?ü.ð�ï$�.÷øý"ö£í.÷cdKý¬ú�-.í�ð£í[)l%ÙüDïñü�^�ï.d3Y.ý�÷cÞpóßöu%Ùïñö¬íëö�%\)�-§úKïùý�ðm)!/�ö¬÷øý(2�ïùü§úZþùð
{s, t}

úKü[�
{s′, t′}

ó�n�Y[-[-8)?ð£÷ëö¬í§úZö
L = 2

ó{�"÷�ý£÷!_"ú´/°÷�úZð£ïùû»þù÷ëð()?þ.Y»ö¬ï.)?üQ2cY.ð�ö�'�)?ü öÉúZïùücú ö
þù÷�úKð�ö
ö�%\)a÷o�[d?÷�+��.ïñð]v1)?ïñü�ö

2
+
st
+�-§úZö£í.ðÐúZü[�DúZöXþù÷�úZð�öXö�%X)a÷��*d?÷+³�.ïùð	v1)?ïùü ö

2
+
s′t′
+�-§úZö£í.ð�ómV ö2ïùð
ü[)Kö

í§úKý1�YöJ)Àð£÷�÷�ö¬í§úZömö¬í.÷�/°ý¬ú�'!ö¬ï$)Kü§úKþp-8)?ïùü ö
x̄ = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1/2, 1/2, 1/2)

ð¬úZö£ïùð1}.÷�ð�úZþùþ
ö¬ý�ï.kpï úZþB_

st
+³'�Y»ö�úKü*�

L
+
st
+�-§úZö£í"+�'oY»ö�ïñü.÷�¶�Y§úKþñïñö£ïù÷�ð � %Ùïñö£í2ý£÷øð(-�÷�'øö�ö()Ùö£í.÷ö�%\)�-§úZïùý£ð�)!/pö£÷�ý12mïñü§úKþùðJ�!ó



©W¦ �j¥T¤���¨*©�§&ó²ôm�.¬�õ(¤��,£3«÷ö�¤Wi-ó�þX¤�£"¬1«�º�»��.£"§?¨ Z »l«�k"¬ Z º�¤!¹*¦.§?ª

s′ t′

t

s

e1

e2

e10

e9

e8

e7

e6
e5

e4

e3

^�ï.d3Y.ý£÷�Þpóßößb�x�/°ý£ú�'øö£ï$)?ü.úKþ�÷�`Pö£ý£÷o2m÷�-j)Kïùü ö&/])?ý ö£í.÷�-.ý()?û»þù÷�2�%Ùïñö£í�ð�÷ok?÷øý¬úKþ��.÷o2<úZü[�.ð

f�)?ý�÷�)lk?÷øý�_
x̄
ïñð�úZüÄ÷`pö¬ý�÷�2�÷\-8)?ïùü ö�)�/.ö£í.÷\-8)?þ,bPí»÷��.ý1)?ücd?ï,k?÷øü\ûLbgö£í.÷�ð�÷Jïñü.÷�¶�Y§úKþñïñö£ïù÷�ðøó�xp'øöJY.úKþùþ,b3_

ö¬í.÷�/])?þñþ$)l%Ùïùü*dÄïùü.÷o¶�Y§úKþùï ö�b
x(e3) + x(e5) + x(e7) + x(e8) + x(e9) + x(e10) ≥ 3

� ÞPóâãL�
ïùð�kZúKþùï.��/])?ýÙö¬í.÷�-.ý()Kû.þù÷o2�_�û[Y»ömkPï.)?þ ú ö¬÷���ûLb

x̄
ó��À÷�%Ùïùþñþ�ð7öJY[�"b�ïñü��.÷o-»ö¬í�ö£í.ïùðm2w)?ý�÷�dK÷�ü.÷øý¬úKþ

-.ý()Kû.þù÷o2 ïùü | í.ú�-»ö¬÷øý£ð�ó�úKü[�·ÝPótV,üM/�ú�'!ö?_�ïñü.÷�¶�Y§úZþùïñö�b � ÞPóâãL��%Ùïùþùþû�÷<ü*)Kö¬í.ïñü[dëû[Y»öSú:�[)3Y.û»þù÷
-§úZö£í"+�'oY»öÙïùü.÷o¶�Y§úKþùï ö�b � ð£÷�÷�nP÷o'øö£ï$)?ü�ÝPóßÞ3�!ó
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20 15 9 9 0.034 23 4 0.095

20 19 0 0 0.011 0 0 0.010

40 2 22 13 0.073 54 9 0.229

40 10 22 22 0.124 52 49 0.825

40 19 22 22 0.139 55 46 0.873

40 30 15 15 0.111 57 31 0.851

40 39 0 0 0.022 0 0 0.023

60 2 44 26 0.241 84 12 0.614

60 15 40 40 0.454 79 75 4.269

60 30 41 41 0.563 137 133 9.929

60 45 24 24 0.326 144 117 9.097

60 59 0 0 0.040 0 0 0.041

80 2 21 17 0.254 112 5 1.537

80 19 50 50 1.208 245 243 35.746

80 39 62 62 1.815 270 267 45.783

80 59 33 33 0.857 159 152 21.950

80 78 9 9 0.268 26 0 0.727

100 2 39 22 0.530 217 7 8.190

100 19 53 53 1.964 503 500 152.323

100 45 84 84 4.730 493 491 181.618

100 78 44 44 1.734 553 537 207.464

100 98 7 7 0.348 87 0 4.764

L = 2
'�úZü®úKþùð1)\û�÷Xð()Kþ.k?÷o�t-j)Kþ.bpü[)32�ï úKþñþ.b�_!/])?ý

k
}*`P÷��r_»ûLb<÷øü�Y[2m÷øý¬úZö£ïùü[dgö¬í.÷ � úZö\2w)?ð7ö��

n− 1�.ïe)�÷øý£÷�ü ö
2
+
st
+³-§úZö£í.ð�ïùü

G
úKü[�ò-»ï$'�Z�ïùü[dNö¬í.÷

k
)!/Xö¬í»÷�ð£÷�-§úZö£í.ðw%Ùï ö¬í�ð(2múKþùþñ÷�ð�öu'o)?ð�ö�ó�ìîí.÷

ð¬ú!2m÷Äí*)?þ$�.ðm/])?ý2úKüLb�}"`»÷o�ekKúZþ$Y.÷øð�)�/
L
úZü[�

k
_)ð�ïùü['ø÷Äö¬í.÷Äü�Y[2\û�÷øý�)�/

L
+
st
+�-§ú ö¬í.ðÐïñð2úKþ,% ú?bpð

-8)?þ.bpü[)32�ï úZþj/])?ýÙð£ï.2w-»þù÷�d?ý£ú�-.í.ð
úKü[�®ö¬í.÷Ö÷��*d?÷+³�.ïùð	v1Y.ü['øö£ï$)?ü:)�/
k L

+
st
+³-§úZö£í.ð�'�úKü�û�÷�k?÷øý£ï.}.÷��

ïùüa-8)?þ.bpü[)�2mïùúKþ�ö£ï$2�÷ � ûLbtk?÷øý£ï,/	bPïñü[d�ö¬í§úZöÙö£í.÷%ý£÷�ð1Y.þñö£ïùü[d�ïñü['�ï.�.÷�ü['ø÷�k?÷�'!öJ)?ý"ïùðÙïñü
0 − 1

�!ó Ü )Kö£÷
ö¬í.úZö�)3Y»ýq'�YPö£ö¬ïñü[d~-.þùúKü.÷\úKþ$d3)Ký£ïñö£í[2 /])?ý

L = 2, 3
ïñðq-8)?þ.bpü[)�2mïùúKþ)÷okK÷�üe%Ùí.÷øü

k
ïùðXü*)Köq}*`P÷o�)ó

�
÷øý£÷
û�÷øþ$)l%�_�%U÷�'o)32w-.úKý£÷Ùö¬í.ïñðJ÷øü�Y*2m÷øý¬úZö£ï.k?÷m-.ý()�'�÷o�[Y.ý�÷
öJ)�)3Y.ýX'�Y»ö�ö¬ïùü*dc-.þùúKü.÷
úKþ$d3)Ký£ïñö£í[2¾)Kü
ð£÷k?÷øý¬úKþ�ïùü.ð7öÉúKü*'�÷�ðo_�úZü[��ð�í[)l%0ö¬í§úZöÙö£í.÷gþùúZö£ö£÷�ý�)?ü.÷Öïùð"ú�þ$)Kö�2A)?ý£÷%÷&)�÷o'øö¬ï,k?÷gïùü:-.ý¬ú�'!ö¬ï.'�÷2ö¬í§úZü
ö¬í»÷m/])?ý12m÷øýX)?ü»÷Kó�V,ü�ö¬í»÷Xü.÷�`PöJöÉúKû.þñ÷�_"�ü�Y*2

2
úKü[�t�ü�Y[2

3
ý£÷o-j)?ý7öJö£í.÷ | òW¿¹ö£ï$2�÷"ïñü�ð£÷o'�)?ü*�.ð

)�/�ö¬í.÷%÷øü�Y*2m÷øý¬úZö£ï.k?÷ÖúKþ.d3)?ý�ïñö¬í*2�_L/])?ý
L = 2

úKü[�
3
_.ý�÷�ð(-�÷�'!ö¬ï,k?÷�þ,b?ó

| þñ÷�úKý�þ.b�_8/])?ý"ö¬í.÷gïùü.ð7öÉúKü*'�÷�ð
ö¬÷�ð7ö¬÷o��_�ö¬í»÷�'�Y»ö�ö¬ïñü[d�-.þùúKü.÷\úKþ$d3)Ký£ïñö£í[2 -�÷�ý�/])?ý(2�÷���ú<þ$)Kö�/�úKð7ö¬÷�ý
ö¬í.úKügö£í.÷J÷øü�Y*2m÷øý¬úZö£ï.k?÷T-.ý1)"'ø÷��[Y.ý�÷Kó�V,ü�-§úKý7ö¬ï$'oY.þ úZý�_l%Ùí.÷�ü

(n, k) = (20, 5)
_
(20, 10)

)?ý
(40, 5)

_
/])?ý

L = 3
_[%Ùí.ïñþù÷Xö£í.÷�/])?ý(2�÷�ýp)?ü»÷�d?úlkK÷Öö£í.÷�)3-»ö£ï$2múKþ�ð1)?þ$YPö¬ï$)Küaïùü®þù÷øð£ðîö¬í§úZü�)?ü»÷Öð�÷�'o)?ü[��_§ö¬í»÷

þ ú ö£ö¬÷øý&)?ü.÷%í§ú!��ü[)Zöpb?÷øö
ý£÷�ú�'Éí.÷o��)3-»ö£ï$2múKþùï ö�b�ú!/¡ö¬÷øýp)?ü.÷��§ú?bt)�/�'�)�2w-[YPöÉúZö£ï$)?ü.ðøó



Y*Y
k
��¨*©�§&ó²ôm�.¬�õ(¤��,£3«÷ö�¤Wi-ó�þX¤�£"¬1«�º�»��.£"§?¨ Z »l«�k"¬ Z º�¤!¹*¦.§?ª

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Number k of required edge-disjoint paths

0.000

1.000

2.000

3.000

4.000

5.000

C
PU

 ti
m

e 
in

 s
ec

on
ds

L=2

^�ï$d3Y»ý£÷�á»óßÞ-b | òW¿`ö¬ï$2�÷Ðïñüa/]Y»ü['øö£ï$)?üa)�/
k
/])?ýÙúsd?ï.kK÷�ü

k
�Xò¯òYïñü.ð�ö¬úKü['�÷�%Ùí.÷øü

L = 2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Number k of required edge-disjoint paths

0.000

50.000

100.000

150.000

200.000

250.000

300.000

C
PU

 ti
m

e 
in

 s
ec

on
ds

L=3

^�ï$d3Y»ý£÷�á»óâáßb | òW¿`ö¬ï$2�÷Ðïñüa/]Y»ü['øö£ï$)?üa)�/
k
/])?ýÙúsd?ï.kK÷�ü

k
�Xò¯òYïñü.ð�ö¬úKü['�÷�%Ùí.÷øü

L = 3



/ ga© þX¤!£*¡¦�,"¨*�,£*©cºJ§?ªu»�º(¢�¬ Y m

ì|úKû.þù÷�á»óùÞ�bqyÙ÷�ð1-�÷o'øö¬ï,k?÷ | òW¿ ö¬ï.2m÷øð�)�/ö¬í»÷S÷�ü�Y[2�÷�ý¬ú ö¬ï.kK÷�úKü[�e'oY»ö£ö£ïùü[dt-.þùúKü.÷SúZþ$d3)?ý�ïñö(2mðp/])?ý
L = 2, 3

n k V ÆÁ¯ Å 2
Ù SUT 2 V ÆÁ¯ Å 3

Ù SWT 3

20 2 0.03 0.02 0.89 0.03

20 5 0.43 0.02 > 86400.00 0.03

20 10 6.16 0.02 > 86400.00 0.06

40 2 0.07 0.04 81.95 0.05

40 5 91.15 0.07 > 86400.00 0.51

100 2 2.78 1.52 18303.94 4.51
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��Õ�Ö ×¸���D�UÎ6�Á���4����Ú¥���ÌÆ»�¥�@>�ª�·�¹�Ñ�ÒBAÔ��ä¥�Ù�ã�ÔÎ�Õ����L�����¥�
c : E → IR

�-�������ã�U�Ð�������¤�W���Ù�F�����¥���
c(e)�����ç�U���¢�Ù��Ú¥�

e ∈ E
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Ä¤LÅgÆ�Ç-ÉÌÊ2Ë!ÍDÑ����!���vß����m�_Öt�¤����Ö Õ�Ö����U�Ð�N��Õ�×�Ú¥���U��� ��Õ����m�����W�ç�©×¸�Ù���¡����� �ç�U��������Öq�U���
{s, t} ∈ D
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L ≥ 2
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�����Ù��Ú¥�Áä¥���U�²�¤�Ý���ÙÚ¥���æ���Ð�¥Ú¥���WÖqÖt�¤��ÚÿÎ��U��Ö Õ�£¤�W�����¥� Î��¥�å������Ç-É2ÊÌË!Ír�-�Á���
L = 2, 3

ÒFCm�
�U£¤�Ð�}������������Õ��Ù�!���Lä¥�����U£I�Ù£��U�Ð�����F�UÎzäW�U£¤���ã�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�9�W£¤�¥��ÚN�-�����È�����Ù���Ð���U��î'���¥���������¤�¥���¡�U���
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L = 2, 3
ÒBC �N���¥����£¤Õ�����×�î

Ú¥��ä�����Úq�Ð�¥Öt�}���UÖq��Õ9���W���¤�¥���W£z�����ÐÕ�£����Ì×��W�������U�x���W�����¥Ö �U���x���ç�W£ �����Ð���U�����Ù���é�¤������� �Ð�9�U�����
�U�����U��×��������U�Ðîq�ç�W�����Ù��Î��¥�

L = 2
�¥�

3
Ò

J-�����U£¤£©�����¬�ç�6Î��¥�!�ã���U���������¤�¥�
Π = (V0, V1, . . . , Vp)

�UÎ
N
�6�����æ�W���������¤�W���Ù�¢Ååþ9Ä ´»½;±Lþ�´è�¤�

G
�

�������U���Ù�ã×Ýî
∆Π(G) = δ(V0, V1, . . . , Vp)

�����R�����â���L�D�UÎI�Ù��Ú¥���D���çä��¤��ÚÔ���������G�����q���9�����D�¤�å���F�
���<Ké���Ð���Ý�!�ÐÕ�×��Ð�Ù���ÙÒLCm�B�-�¤£�£I�����Ù�ÿ���Ù���U���B×Ýî

Eq,r
Π =

⋃

i=q,q+1,...,r [Vi, Vi+1]
�����B���Ù�Ì�UÎG�Ù��Ú¥���

×é�L���F�Ù���������}���U�����Ù��Õ�����ä¥�}��Õ�×��Ð�Ù���
Vq, Vq+1, . . . , Vr+1

�WÎ
Π
ÒNMÌ£������¸Ú¥��äU���x�ã���L�!�UÎG����Öq�U�����

D ⊆ N × N
�U�����U�x���Ý����ÚU���

L ≥ 2
�¸�����}�Ù�¥�Ýä¥������Õ�£¤£©�UÎè����� ������������������ä¥���L���¥�Ð�!�UÎG�����}�Ð�WÛ

£¤Õ����¤�¥��� ���Ô�����PÇ-ÉÌÊ2Ë!Í �¥�
G
�Ý���Ù���U���Ù�q×Ýî

PG(D, L)
�¥�-��£¤£�×é�P���U£¤£����}�����-Ç-ÉÌÊÌËÌÍ�·�ª¬ÄPOW´�ª�·�LÒ

ÇP���D�����U�9����� �¤�©�¥�ÐÚÝ�U���<Q����B�U�©Î��¥£¤£��°�-��Ò©���B�����¡���L���è�Ð���L���¤�U�I�W�¡�F����äU�������¤Ú¥�W���G�����¡�Ù�¥Öq��£¤�L�9�Á��î
�UÎ������ÔÆ������U���Ù�ýÑ©Ç-É2ÊÌË!ÍÞÒU���æÓ����Ù���¤�¥�}ê�ÒSR9�W�¡�FÚ¥�Áä¥�ü�W�}�¤�Ý����Ú¥�Ù�è���Ð�¥Ú¥���WÖqÖt�¤��ÚüÎ��U��Ö Õ�£¤�W�����¥�ÔÎ��¥�
�����D���Ð�¥×�£¤�ÙÖ@�-���Ù�

L = 2, 3
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���P���ü�ç�U��îã���å�����Ô�����W�ü�����!�����U�����'Ç-ÉÌÊ2Ë!Í����P� Ú¥���������W£¤�~Q��W�����¥�t�UÎ©�����!���¡�WÛ��Ù��Ú¥�Ô�Ù�¥�����Ù�Ù���Ù�
��Õ�×�Ú¥���W���>�����¥×�£¤��Ö_ÒNÇP���¤�Ô�Ù�¥�������Ð�����©Ú¥��äU���>�'Ú¥���U���ÿ�-�������F�Ù�¤Ú¥�Ý���Ô�U���Á���!�Ù��Ú¥�Ù���©�¤�ÿß������¤��Ú
�>Öq�����¤Ö Õ�Ö��¡����Ú¥�Ý�t��Õ�×�ÚU���U��� ��Õ����²�����¬�ç�F×¸�Ù���¡���Ù�a�ÙäU����î|���U�¤�å�WÎ!���������Ù�¡�������Ð���������Ð�q�W�
£¤���U�Ð�F���F�å�Ù��Ú¥�LÛ����¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�F���W������Ò¡Ó9� �����!���F�WÛ�����ÚU�!���¥�������L�����_��Õ�×�Ú¥���W���v�����¥×�£¤��Ö �¤�¡���U�����¤��Ú
×�Õ��B�����t�����U����� Ç-É2ÊÌË!Í]Î��¥�

D = {s} × N
�U���
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�ÐÕ�Gt�������Ý��£Áîm£¤�U��ÚU�UÒ'��� ���Ô�F�Ù£¤£Dà���� �-�

�����W�Ì�����¤�-Î��¥��Öt���â���Ð�¥×�£¤�ÙÖ��¤�
NP

Û����U�Ð�I�¸�Ùä¥�Ù���-�����ÿ�����B�¡����Ú¥�Ý���Ô�U�Ð� �U£�£©��Ø�Õ��U£Þ���
1
ÒâÇP�����

�¤Öt��£��¤���¡�����W�-�����B�Ð�9�W�����vÇ-É2ÊÌË!Í �¤�â�U£����
NP

Û����U���_�¤�v�����¤�-�ç�U�Ð�UÒ@���¥���Ù�°ä¥���Ù�é�Ð�¤���Ù�N�����N�¤�9Û
��Õ�� �¤�©������� �UÎ��é�U£�î����¥Öt���U£U£¤����ÚU���I� �¡�F���çä¥�¡�����W�Þ�����¡�Ð�9�U�����BÇ-ÉÌÊÌËÌÍ>��� �����Ð�¥��Ú¥£Áî
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Û����W���IÒ

��� �-���W�tÎ��¥£¤£�� �-�Ù�¡�¡�ÿ�U�Ð��ÚU�¥�¤��Ú>���m�����°�J�����W�t�����������U���Ù��Ç-ÉÌÊ2Ë!ÍÏ����Öq�U�����æ�Ð���Ð�¥��Ú¥£Áî
NP

Û����U���_Î��¥�-�ÙäU���Ðî
L ≥ 2

ÒN�ÌÎè���¥Õ��Ð���W�6���������������}�����U�����xÇ-É2ÊÌË!Í ���Ì�t���U�Ð���¤�ÙÕ�£��U�P���U���B�UÎ
�����NÇ-É2ÊÌË!ÍÞ�����������WÖq�!�-��£¤£6���¥£¤�'Î��¥�ü������£��W�Ð�����P�����¥×�£���Ö_Ò

�����	�����(� ���<�������&� ª¬º
L ≥ 2 �s� �®��Ô½ � P 6= NP

�!´?>�L³²´?>�Èº�ª°ª¬´µ�®�¦I¶â¾2À!Â§½¤¹t¹L´»º�ª¬³�¯UÄPO
NP

«�>�¼UºÐ®��

Â¡º�ª°ª)����Cm�ÿ�-�¤£¤£â����� � �����W�v�U�Ýîa�����Ð���U���Ù�ÿ�UÎ������xÖq�����¤Ö Õ�Ö �ç�U�Ð���¤���W£¤����î|���¥Öq�����W���¤��Úm���Ù�
���Ð�¥×�£¤�ÙÖ ���U��×¸�å�é�¥£Áî����¥Öt���U£�£�îã�����U���ÐÎ��¥�ÐÖq�Ù�ÿ���'�U�>�����Ð���U�����}�UÎ4����� �Ð�9�W������Ç-É2ÊÌË!Í��-�����
L ≥ 2

Ò8MÌ�4�����-Î��¥�ÐÖq�Ù�D�����¥×�£���Ör���
NP

Û����W���xÆ»���Ù� UU��VWV�ÑL�Ý�����¤�G�-�¤£�£������°äU�2�����W�¡�����â£��W�Ð�����G�U���
�¤�Ì�U£¤�Ð�

NP
Û����U�Ð�IÒ&���U�����°äU�����I�U�2����� �¤����Õ��!���W���t�UÎG�����}���¥�Ð�����Ð�é�U�����¤��ÚÈÇ-ÉÌÊ2Ë!Í������Ð���U���Ù�

�-�¤£�£¸�U£��F�çî9�F×é�2�UÎ©�é�U£�î����¥Öt���U£�£¤����ÚU���I���¡�Ô�¥×����W�¤�q�����W�¡�������¡���Ð�¥×�£���ÖÏ�¤�¡�Ð���Ð�¥��Ú¥£Áî
NP

Û����W���IÒ

íF�U�����������-�U�v�����Ð���U�����
G = (N, E)

�UÎ©�����Ô���¥Öt�¤���W���¤��ÚB���L�2�����¥×�£���Ö_ÒèÇP�����P�����U×�£¤�ÙÖ ���U�9Û
�����Ð���P�¤�Èß������¤��Úæ�å��Õ�×����L�

N ′ �UÎ N
�UÎÞÖq�����¤Öq�U£ý�ç�W���������U£¤�Á��îæ��Õ����v�����W�-�ÙäU���ÐîÈ���9���Ô�¤�

N\N ′�¤�-�W�¬Ü��U���Ù�Ý�â���t�W�â£¤�ç�W�Ð�-�¥���Ô���9�����UÎ
N ′ Ò

ûz�L�ãÕ��q���¥���Ð���ÐÕ��Ù�È�U�������Ð���U���Ù���UÎ2�����������U���Ù� Ç-É2ÊÌË!Í§Î��¥�t��ß9���Ù��äW�U£¤Õ��_�WÎ
L
�¤�|�����

Î��¥£�£¤�°�-�¤��ÚN�ü�çîUÒ�Cm���������W�����å�Ð�¥Õ����Ù�B���9���
s
���W���_���¡�t���¥�������Ù�

N1

�U���
N2

���UÎ
N
Ò¡íF�¥���Ð�¤���Ù�

�U�v����Ú¥�
sv
Î��¥�F�ç�U���_�������

v ∈ N1 ∪ N2
���U���_�U�v����ÚU�

v1v2
×¸�Ù���¡���Ù�

v1 ∈ N1
�U���

v2 ∈ N2��Î4�����å���¥�Ð���Ù���¸�¥��������Ú'���������Ô���
N
�U���å�Ù���������Ì�����å���WÖq�å�¥�!�U�¬Ü��U�Ù���Ý�Ô���v�ç�W�����W�����Ù�Ô�¤�ÿ�����

�¥�Ð�¤Ú¥�����U£�ÚU���U���
G
ÒBXè�����U£¤£Áî¥�W�¤���Ð���Ð�

L−2
���������4�UÎ6����ÚU�����-���¡�}�¥�t�ç�U���q����ÚU�â×¸�Ù���¡���Ù�'���Á�����Ù�

s
�U���

N2

���¥�
N1

�W���
N2

ÒE�!×����Ù�Ðä¥�2�����W�D�����Ì£��¬�����Ù�4�¥�é�Ù���W���¤�¥�æ�����U����Î��¥��Öt�D�������Ð�Ì�Ù��Ú¥���¡�¤�Ý���
���W�����4�UÎé£¤����ÚU���

L−1
�Ý�-���¤���t�F�-���Ù���U���â�¤�å�����PÎ��¥£¤£�� �-����ÚÌ�F�çî¥ÒEX��¥�G�ç�W���

u ∈ {s}∪N1
�U���

v ∈ N2

��£¤�Ù�¡Õ��ü���U£¤£
Puv

�����
(L− 1)

Û
uv
Û����¬���IÒGûz�L�üÕ��¡�������W���!×Ýî

G = (N, E)
�����Ô�WÕ9�9�¤£¤�¤�U�Ðî
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Ú¥���W���IÒ2Ó9����Xè�¤Ú�Òüê�Ò0�BÎ��¥�2�U�x��£¤£�Õ��Ð�����W���¤�¥�ÈÎ��¥�
L = 3

Ò@C �B���¥���Ð�¤���Ù�2�����}�Ð�9�U������Ç-ÉÌÊÌËÌÍ �U�
G
���-������Õ������-���U�Ð���-�¥�_�U£�£I����Ú¥���Ù�é�W���'���������L�

N2

�U�P�����Ð���¤���¬���¤�U�_���9���Ù�-����£¤�W���Áä¥�Ù£�ît���
s
Ò

ûz�Ù�
S∗ ×é�v�W�²�U������Öã�U£D���U£¤Õ����¤�¥�á���>�����'�����U�����|Ç-ÉÌÊ2Ë!Ír�¤�

G
�-�����|�Ð�����¸���L�æ���

s
�U���

N2

Ò_��� �-���¬�}Î��¥£�£¤�°�-���Þ�F�ã�U���qÚ¥�¥�¤��Ú_���ÿ�����°�Ï�����W� �W�á�¥�����¤Öq�U£R���U£¤Õ����¤�¥�m�UÎü�����ãÇ-ÉÌÊ2Ë!Í
�¤�

G
���¥�Ð���Ù���¸�¥�����Ô���v�'Öt�¤����Ö Õ�ÖJ���U���������U£�����î_���¥Öt�¤���¬���¤��Úq�Ð�Ù�N�¤�

G
�U���>���¥�ÝäU�����Ð��£Áî¥Òåûz�Ù�

Γ1 =
⋃

v∈N2
Psv

�U���
Γ2 =

⋃

u∈N1,v∈N2
Puv

Ò

N1

N2

s

z
v1

z1

w1

u1

u2

w2
v2

u

v w

z2

G = (N, E)G = (N, E)

Xè�¤Ú¥Õ����Nê�Ò<���NM2�ÿ�¤���Ð���W����� �WÎR�����}���¥Öt�¤���W���¤��Úæ�Ð�Ù�Ô���Ð�¥×�£���Ö Æ»Ú¥���U���
G
Ñâ�U���ÿ�����

���¥�Ð�����Ð�é�U�����¤��Úq�����Ð���U�����Ô�WÎ �����������U���Ù�_Ç-É2ÊÌË!Í��-�Á���
L = 3

Æ�Ú¥���U���
G
Ñ

� ÄÁ¼U½�Å ���DÇP�������N�L�9���Ð���â�U�v�¥�9���¤Öq�U£é���¥£�Õ������¥�
S∗ �UÎÞ�����N�Ð�9�W�����vÇ-É2ÊÌË!Ía��� G

��Õ����_�����¬�

Æ���Ñ
S∗ �Ù�¥�Ý���U�����-�U£�£6�����Ô���W�����â�UÎ Γ1

�ý�U���
Æ»����Ñ

S∗ �Ù�¥�Ý���U�����P�L���U�L��£Áî |N |
���W�����PÎ����¥Ö

Γ2

Ò
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G
Æ�Î��U� �����WÖq��£��U�

����� ×�£��W��à_���9���
w
���©Xè��Ú¥Õ����Nê�Ò0� ÑLÒ£���¥�Ð���°ä¥�Ù���I�Á�Ì���Ì��£��ç�U�â�����¬�!�U�Ýî��¥�����¤Öq�U£©���¥£�Õ������¥�����
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���m�-���W�BÎ��U£¤£¤�°�-�Ù�©�¡�ã�������Ð���Ý� ���Ù�Ï��£¤�U���Ð���N�UÎüäW�U£��¤���¤����Ø�Õ��U£����������!Î��¥�Ô�����qÇ-É2ÊÌË!Í]Î��¥�N�U�Ýî
L ≥ 2

�U���á�Ð�Ù� �WÎ-����Öq�U�����
D = {{s1, t1}, . . . , {sd, td}}

�-�Á���
d ≥ 2

Ò�Ê2�W���q�����W�}���¥Öt�
���ÙÖã�U�����-Öã�çîÈ���°äU�B�Ù�¥ÖtÖq�¥�'���9���Ù��Ò

�����	�����(� ���0���Â���NÃ L´
G = (N, E)

¼U³¸®
Π = (V0, V1, . . . , VL+1)

ÃL}¼B·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ ª)�
N
¨G½�´>

s1 ∈ V0

·�º��¹�·Î�
t1 ∈ V0

¸'¼U³¸®
t1 ∈ VL+1

·�º��¹�·Î�
s1 ∈ VL+1

¸�� Ã L´
i ∈ {0, . . . , L}

¹Lþý±9>�´>�¼U´
Vi

¼U³¸®
Vi+1

½�³¸®Uþ�±�
st
«�±Lþ9´�¹!� Ã L´

E = [Vi−1, Vi] ∪ [Vi+1, Vi+2] ∪ (
⋃

k,l /∈{i,i+1}, |k−l|>1 [Vk, Vl]),¼U³¸®
F ⊆ E

�q¦�>�L³ÿ´>��½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO

x(∆Π(G)\(F ∪ E0,i−2
Π ∪ Ei+2,L

Π )) ≥ 3 − b|F |/2c
Æ»ê�Ò*ì¥Ñ

½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, L)

�
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Â¡º�ª°ª)�����!×����Ù�Ðä¥�N�����¬�P�����ÔÎ��¥£�£¤�°�-�¤��Ú}�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�ü�U�Ð�ÔäU�W£¤�¤�ÈÎ��U�ü�����ÔÇ-É2ÊÌË!ÍÞÒ
x(δ(Vi)) ≥ 2,

x(δ(Vi+1)) ≥ 2,

x(∆Π(G)\E0,L
Π ) ≥ 2,

− x(f) ≥ − 1,
Î��¥�-�U£¤£

f ∈ F,

x(f) ≥ 0,
Î��U�-�U£¤£

f ∈ E\F.

ÇP���vß������q���¡�á�¤����Ø�Õ��U£���������� �������Ù�����Ù�¥���Ð���Ð�é�¥��� ���>�����
st
Û���Õ����q������Õ��Ù����×Ýî

Vi

�U���
Vi+1

�
���Ù���¸���Ù����äU��£�îU�-�U���²�����v���������²�¥�����¤�å�����

L
Û
s1t1

Û����W����Û���Õ9�ã������Ø�Õ��U£�����î¢������Õ��Ù��� ×�î
Π
ÒÐI¡î

��Õ�ÖtÖt�¤��Ú!�������Ð�2������Ø�Õ��U£������¤���Ù�¥���Áä9�����¤��ÚÌ�����-�ÐÕ�Ö§×Ýî
2
���U���t���UÕ���������Ú�Õ��t�����-����Ú¥�Ý�����U���t�Ð�¤���

���å�����N���¤Ú¥���Ù�Ð�â�¤�Ý����Ú¥�Ù�����¡�B�U×����U���'�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î�Æ�ê�Ò*ì¥ÑLÒ

�����ÙØ�Õ��U£¤�Á��î Æ�ê�Ò*ì¥Ñ��-��£¤£4×é�ã�ç�U£�£¤��� ®�ª¬þ�Ã�Ä¤_±Lþ9´Ô½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂOW�G�W���á�����ã���Ù�æ�WÎ-����Ú¥�Ù�å���çä��¤��Ú>�
�é�U��������äU�Ô������Gt�������Ý�â�¤�mÆ»ê�Ò*ì¥ÑÔ®�ª¬þ�Ã�Ä¤ ±Lþ�´.Ò

���ÿ���U�Ð���¤��Õ�£��U�Ù�ý�������Ð�å�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������P�-�¤£�£©���UàU�N�����BÎ��¥£¤£�� �-����ÚåÎ��¥��ÖJ�-���Ù�
L = 2, 3

�
|F | = 1�U���

i = 0
Æ»���'�����W�-���U���

Vi−1

�������-���W�-�L�9�¤����ÑLÒ

Ñ �ª�«�ªÒÂÒÂ¿_�ÈÓÔ���Õ�s�<��� ½S¸ Ã L´
L = 2

¼U³¸®
(V0, V1, V2, V3)

ÃL�¼'·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³�ª)�
N
¹Lþý±9>á´?>�¼U´

s1 ∈ V0

·�º��¹�·Î�
t1 ∈ V0

¸È�
t2 ∈ V1

¼U³¸®
t1 ∈ V3

·�º��¹�·Î�
s1 ∈ V3

¸�� Ã L´
e ∈ [V1, V2]

�t¦�>�
®�ª¬þ�Ã�Ä¤ ±Lþ9´D½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�O

x(δ(V0)) + x([V1, V3]) + x([V1, V2]\{e}) ≥ 3
Æ�ê�ÒST¥Ñ

½¤¹H¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, 2)

�
½�½S¸ Ã L´

L = 3
¼U³¸®

(V0, . . . , V4

¸ãÃL}¼N·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³ ª)�
N
¹Lþý±9>_´>�¼U´

s1 ∈ V0

·�º��¹�·Î�
t1 ∈ V0

¸È�
t2 ∈ V1

¼U³¸®
t1 ∈ V4

·�º��¹�·Î�
s1 ∈ V4

¸�� Ã L´
e ∈ [V1, V2] ∪ [V2, V4]

�²¦�>�æ®�ª¬þ�Ã�Ä¤È±Lþ�´
½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�OÖ·.¹°� � ½Á¯���Æª�~¥!¸

x(δ(V0)) + x([V1, V3 ∪ V4]) + x([V1 ∪ V4, V2]\{e}) ≥ 3
Æ�ê�Ò]VUÑ

½¤¹H¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, 3)

�

�!Õ��ü�Ð���Ù�¥���'��£¤�U���F�UÎzäW�U£¤���ã�¤����Ø�Õ��U£����������¡�U���2�ç�U£�£¤�Ù�ÿ´.º�½*·¸Ä¤¡·�¼U´?>�«�±Lþ�´G½�³6®�þ�¼UÄ ½�´»½;�¹LÒR���v�}�Ð�¤ÖåÛ
�¤£¤�U�2�F�çî>�U��×é�LÎ��¥���W�I�F�æ�-�¤£�£è�Ð�é���Uàÿ�UÎF��´.º�½*·¸Ä¤!·�¼U´>�«�±Lþ9´R�U�!�����æ�Ð�Ù�N�UÎD�����å�Ù��Ú¥���N���çä��¤��Ú_�
�é�U��������äU�Ô������Gt�������Ý�â�¤�v��Õ����x�U�v�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î¥ÒRÇP���Ùî_�U�Ð�N���Ùß����Ù�ÿ�U�PÎ��¥£�£¤�°�-��Ò
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#/<�!* ���

t1

V4

V1 V2 V3

V0

s1

t2

e

Xè�¤Ú¥Õ����!ê�ÒS���DÓ9Õ����é�U�Ð�âÚ¥���W���v�UÎR�æ���¥Õ�×�£¤�Ô�ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îqÎ��¥�
L = 3

�����	�����(� ���Õ���<Ád�NÃ L´
L ≥ 4

¼U³¸®
Π = (V0, V1, . . . , VL+2)

ÃLå¼ ·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³¢ª)�
N
¹Lþý±9>x´?>�¼U´

s1, s2 ∈ V0

�
t1 ∈ VL+1

�F¼U³¸®
t2 ∈ VL+2

� Ã L´
e ∈ [VL, VL+1 ∪ VL+2]

�q¦�>�L³x´?>�N½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�O
2x(∆Π(G)\E0,L−1

Π ) − x(
⋃

j=0,1,2,L[Vj, VL+1 ∪ VL+2]) − x([VL−1 ∪ VL+2, VL+1]) − x(e) ≥ 3,Æ»ê�ÒUYÝÑ
½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º

PG(D, L)
�

Â¡º�ª°ª)���2ûz�Ù�
T1

×¸�4�����
L
Û
s1t1

Û����¬���9Û���Õ�� �¤����Õ����Ù� ×ÝîN�����F���U�Ð���������¥�
(V0, V1 ∪ VL+2, V2, V3, . . . ,

VL−1, VL, VL+1)
�W�U���

T2
�W���

T3
×¸�D�����

L
Û
s2t2

Û����W���9Û���Õ���� ������Õ��Ù���B×�î
(V0, V1 ∪ VL+1, V2, V3,

. . . , VL−1, VL, VL+2)
�U���

(V0, V1, V2, V3, . . . , VL−1, VL ∪ VL+1, VL+2)
�¡�Ð�����¸���L���Áä¥��£Áî¥Ò¢ÇP���Ù�

������Î��U£¤£¤�°�-����Ú �¤����Ø�Õ��U£����������F�U���ÔäW�U£¤���ÈÎ��¥�ü�����ÔÇ-ÉÌÊÌËÌÍ Ò
x(T1) ≥ 2,

x(T2) ≥ 2,

x(T3) ≥ 2,

− x(e) ≥ − 1.

I¡îæ�ÐÕ�ÖqÖt�¤��Ú��������Ð�Ì������Ø�Õ��U£������¤���Ù�Ý�U£��¥��ÚÔ�-�����q���U������Ú¥�W���Áä9�Á��îå���U���Ð�����U��������������ä������¤��ÚÔ�����-��Õ�Ö
×Ýî

2
�ý�W���v���¥Õ������¤��ÚæÕ��v�����N�Ð�¤Ú¥�Ý�����U���v�������U���¡���¥×����U�¤�v�¤����Ø�Õ��U£�����îÿÆ»ê�ÒUYÝÑLÒ

C �����
L = 2, 3

�D��������£¤�'���W���9Û���Õ��q�¤����Ø�Õ��U£����������å���çäU�ÿ�>��£¤��Ú¥�Ý��£Áîá���0K6�Ù�����Ý�tÎ��¥��Ö_�D��Õ������
Ö Õ�£Á������£¤�B�9�Ù��Õ��Ð�����Ù���N�UÎD���������U���>���Ù�����UÎF�Ù��Ú¥�Ù�N���ÿ�����æ£��ÙÎ������U�����������å�UÎ!Æ»ê�ÒUYÝÑ�Ò ÇP���å�ü�çî��WÎ
�¥×����U�¤���¤��Ú}������ÖJ�����çî��2��� �¡�ÙäU���-���������UÖq�WÒ

Ñ �����ªÒÂÒÂ¿��«ÓÔ���Õ���0��� ½S¸ Ã L´
L = 2

¼U³¸®
(V0, V1, . . . , V4)

ÃLÌ¼P·�¼UºL´»½�´»½;ª¬³xª)�
N
¨G½�´>

s1, s2 ∈

V0

�
t1 ∈ V3

¼U³¸®
t2 ∈ V4

�q¦�>�L³ÿ´>�N´»ºL½*·¸Ä¤P·�¼U´>�«�±Lþ�´¡½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�Om·.¹°� � ½Á¯���Æª�Ç×�¸
2x([V0, V2]) + x([V0, V3 ∪ V4]) + x([V1, V3]\{e}) + x([V1 ∪ V3, V4]) ≥ 3,

Æ»ê�ÒSØÝÑ
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¨�>�Lº�
e ∈ [V1, V3]

�D½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, 2)

�
½�½S¸ Ã L´

L = 3
¼U³¸®

(V0, V1, . . . , V5)
ÃLæ¼æ·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³²ª)�

N
¨G½�´?>

s1, s2 ∈ V0

�
t1 ∈ V4

¼U³¸®
t2 ∈ V5

�æ¦�>�L³ÿ´?>�N´»º�½*·¸Ä¤P·�¼U´?>�«�±Lþ�´D½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO

2x([V0, V2∪V3])+2x([V1, V3])+x([V0∪V1∪V2∪V3, V4∪V5]\{e})+x([V4, V5]) ≥ 3,Æ�ê�Ò0�ÈÚÝÑ
¨�>�Lº�

e ∈ [V2 ∪ V3, V4] ∪ [V3, V5]
�4½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º

PG(D, 3)
�

V4

V1 V3

V0

t1 t2

s1

s2

V2

e

Xè�¤ÚUÕ����Ôê�ÒUR��DÓ9Õ����é�U�Ð�-Ú¥���U���v�UÎG� �����¤��£¤�!���¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îqÎ��¥�
L = 2

�!Õ��ü���L���â��£��W���ü�UÎÞ������Ø�Õ��U£������¤���¡Ú¥��äU���ü�����ÔÖq�����¤Ö}Õ�Ö§��Õ�Ö ×¸���P�UÎÞ����Ú¥���PÕ��Ð���_×Ýî'�}Î��ç�W���¤×�£¤�
���¥£�Õ������¥���UÎ4�����tÇ-É2ÊÌË!Í ���>�'Ö Õ�£����¤�ÙÕ��ç�I×��U���Ù�m�¥���'��Õ�×����L�}�UÎ¡���ÙÖã�U�����Ô�����U���Ù�>�¤�>���¥Öt�
�������

s
ÒECm�!�-�¤£�£6���U£¤£é��Õ����x�æÖ}Õ�£����¤��Õ9�P�'º�ª°ª¬´µ�®U«¤·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³q�U���'�����B�W���������¤�W���Ù�v�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îÈ�

º�ª°ª¬´µ�®U«¤·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³ÿ½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂOWÒ

�����	�ª�«�(� ���Õ���<Ûd�£Ã L´
L ≥ 2

¼U³¸®
T = {t1, . . . , tp}

ÃLÈ¼_¹Lþ�ÃL¹°L´Nª)�
p
®��¹L´»½�³¸¼U´.½;ª¬³ ³6ª�®��¹

º�LÄÁ¼U´.½¤ULÄPOt´µªt³6ª�®�
s
� Ã L´

Π = (V0, V1, . . . , Vp)
ÃLB¼N·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ ª)�

N
¹Lþý±9>_´>�¼U´

s ∈ V0

�F¼U³¸®
ti ∈ Vi

���çª¬ºB¼UÄ�Ä
i = 1, . . . , p

�N�I� � ½Á¯���Æª�SÆ��çª¬ºB¼U³ÿ½�Ä�Ä þ�¹L´»ºÐ¼U´.½;ª¬³ª�q¦�>�L³x´?>�N½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�O

x(∆Π(G)) ≥ p + dp/Le (= d(L + 1)p/Le)
Æ�ê�Ò0��� Ñ

½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, L)

�

Â¡º�ª°ª)���-ÇP���!���Ð�9�WÎ©�¤�F×Ýîq�¤����Õ��Ù���¤�¥�q�¥�
p
ÒG��Î

p = 1
���Á�F���F�¥×Ýä��¤�¥Õ��¡�����W�F�¡�Ô�����Ù�v�W�ü£��ç�U���F���¡�

����ÚU���P�¤�v�W��îtÎ��ç�W���¤×�£¤�!�Ð�¥£¤Õ����¤�¥�6���U���È����Õ��NÆ»ê�Ò<���°ÑD�¤�F���W���¤�Ðß����IÒDÓ9Õ����é�U���!�����W�ü�����Ô�Ð���¬����Öt���Ý�
���¥£����ÌÎ��¥���U�Ýîx���U�Ð�������¤�¥�ÿ×��U���Ù�m�¥�>�¬��Öq�¥���

p − 1
���Ù�Ð�������W���¤�¥���������Ù�N�Ð��£¤�W���Áä¥��£Áîv���

s
ÒjCm�

�-�¤£�£6����� �@�����W�P�������Ð���W���ÙÖq�Ù���â�Ð��Öq�U�¤���ü����Õ��!Î��U�ü���������U�����Á���¤�U�
Π
Ò



Z�[UZ�¹ -«;0/<��/<����º�»�-«;0/0
#/<�!* ��Ü

s

t2

t4

t5

t1

t3

V0

V1

V2

V3

V5

V4

Xè��Ú¥Õ��Ð�!ê�Ò ê_�DÓ9Õ����¸�¥���2ÚU���U���v�UÎè�å�����U���Ù�9Û����U�Ð���������¥�È������Ø�Õ��U£�����îq�¥�
p = 5

����Öq�U�����

Xè�����Ð�F���ÙÖã�U�Ðàå�����W�F�F�Ô���U�v�U���ÐÕ�Öt�!�����W�¡�����
Vi � �ü�Ù�¥�Ý���U���È�¥��£Áîã�¥���!�������U�������W�ü�¤� V0 = {s}�U���

Vi = {ti}
Î��U�

i = 1, . . . , p
Òè��Îé���U���U�F�-�Ù�¥Õ�£¤�å�������Ù���æ���¥�����¤�����R�����üÚ¥���W���æ�¥×����W�¤���Ù� Î����¥Ö

G
×Ýî>�Ù�¥�Ý�����W�Ù������ÚÈ�����

Vi � �Ô�-����� |Vi| ≥ 2
Ò ���N�¤�Ô��£��ç�U�2�����W�N���Ù���������!�����æ��Õ�Ö ×é�Ù�Ô�UÎ¡����Ú¥�Ù�

�¤�v�����BÖ Õ�£�������Õ��������¥�P�����B��Õ�Ö}×é�Ù�
p
�UÎè���¤�����¤��Ú¥Õ��¤�Ð�����_���Ù�Ð�������W���¤�¥���Ù���F�UÕ�£¤�_×é�N�����U��Ú¥����×�î

�����¤�P�¥�¸�����W�����¥�I���W�����������Ù�N�������¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îq���q���Ð�°ä¥�����ÙÖã�U�����ü�����N���UÖt�UÒ
Ê2�°� £¤�L�

F
×¸�È��Î����U����×�£¤�t���¥£�Õ������¥���UÎP�����qÇ-ÉÌÊ2Ë!Í ÒGûz�L�

T1

Æ»�Ð�����6Ò
T2

Ñ�×é�t�����q��Õ�×����Ù�æ�WÎ
���Ù�Ð�������W���¤�¥���-�W�¬Ü��U���Ù�Ý�2���

s
Æ»���Ù���IÒ¡���U�2�U�¬Ü��W�����Ý�-���

s
Ñü�¤�

F
Ò�IDî'���������Ð�Ùä��¤�¥Õ��2�Ð��Öq�U��àý���¡�

�ç�W���U���ÐÕ�Öt�N�����W�
T1 6= ∅

Òâûz�Ù�
t1 ∈ T1

Ò-ÇP���Ù���BÖ Õ��Ð�Ì�L�9�¤���Ì���
F
�U���W�����Ù�

L
Û����W����×é�L���F�Ù���

s
�U���

t1
Ò4Êâ�U���Ì�����W�¡�������ü���W���È�ç�U�'Õ������U�È�Ù��Ú¥�!�����W�ü���F���W���U£�£¤��£���� �����Ìß����Ð�ü����Ú¥�Ì×é�L���F�Ù���

s
�U���

t1
ÒtÇP�����Ð�t���¡�x���W�����NÚ¥�Áä¥�æÕ��N�_�Lî���£¤�

C
�UÎ¡£¤�Ù��ÚU���

c
�z�-�����

2 ≤ c ≤ L + 1
�©Ú¥�¥����Ú

�������¥Õ�ÚU� �W�_Öt�¥�Ð�
c − 1

���������¤���W�����¥����ÒJÓ9Õ����¸�¥���W�Ô��Ò £.Ò ��Ò Ú�ÒÁ�Ì�����W�
C = {s, t1, . . . , tc−1}

Ò
ûz�Ù�

Π′ = (V ′
0 , V

′
1 , . . . , V

′
p−c+1)

×¸�m����� ���U�����Á���¤�U��ÚU��ä¥�Ù�@×Ýî
V ′

0 = {s, t1, . . . , tc−1}
�W���

V ′
i = Vi+c−1

Î��¥�
i = 1, . . . , p − c + 1

ÒEI¡î'������Õ��L�����¥�I���¡�����çä¥�
x(∆Π′(G)) ≥ (p − (c − 1)) + d(p − (c − 1))/Le.

ÇP�����-î�����£¤���
x(∆Π(G)) ≥ (p − (c − 1)) + d(p − (c − 1))/Le + c.Ó9�������

c ≤ L + 1
�ü�¡�ÿ���çä¥�x�����W�

p − (c − 1) ≥ p − L
Ò Éâ�����Ù�

d(p − (c − 1))/Le ≥

d(p − L)/Le = dp/Le − 1
Ò¡Ó9���

x(∆Π(G)) ≥ p + 1 + dp/Le − 1

= p + dp/Le.
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Cm�â�-��£¤£����°� �������Ð���Ý�P�N���Ù�¤��Î��¥�Ð���ÙÖq�Ù���D�UÎé�����2�����U���Ù�9Û����U�Ð���������¥� ������Ø�Õ��U£������¤���R�-�����
L = 2

Ò

s

t2

t4

t5

t1

t3

V0

V1

V2

V3

V5

V4

e

V6

X �¤Ú¥Õ��Ð�!ê�Ò*ì��DÓ9Õ����é�¥���âÚ¥���U���_�WÎR�æ�����U���Ù�9Û��U���ÐÛ����U�Ð�������¤�¥�q�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã�¥�
p = 5

���ÙÖã�W�����

�����	�ª�«�(�¢���Õ���~Ý��EÃ L´
L = 2

¼U³¸®
T = {t1, . . . , tp}

ÃL2¼�¹Lþ�ÃL¹°L´Rª)�
p ≥ 2

®��¹L´»½�³¸¼U´.½;ª¬³q³6ª�®��¹
ª)�

s
¼UÅãª¬³�¯¬¹L´P´>�q®�LÅt¼U³¸®¬¹ãª)�

D
� Ã L´

Π = (V0, . . . , Vp−1, Vp, Vp+1)
ÃLt¼æ·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ ª)�

N¹Lþý±9>È´?>�¼U´
s ∈ V0

�4¼U³¸®
ti ∈ Vi

���çª¬ºÔ¼UÄ�Ä
i = 1, . . . , p

� Ã L´
e ∈ [Vp−1, Vp+1]

���I� � ½Á¯���Æª�Þ´�çª¬º
¼U³ÿ½�Ä�Ä þÝ¹L´.ºÐ¼U´»½;ª¬³ª�q¦�>�L³ÿ´?>�E�çª¬Ä�Ä¤ª¬¨G½�³�¯æ½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO

x(∆Π(G)\([Vp, Vp+1] ∪ {e})) ≥ d3p/2e,
Æ»ê�Ò0�«�¥Ñ

½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, 2)

�

Â¡º�ª°ª)���-��Î
p = 2

�9���ü���ü�¥×Ýä��¤�¥Õ��F�����¬�ü�F�Ì�����Ù���¬�P£¤���U�Ð�¡�����Ð���Ô����Ú¥���P���'�U�ÝîãÎ����U����×�£¤�2���¥£�Õ������¥�I�
�U���_����Õ��}Æ»ê�Ò0�«�¥Ñü�¤�-���W�����Ðß��Ù�IÒ-Ó9Õ����é�¥�Ð�B�����W�-�����N�Ð���W���ÙÖq�Ù�Ý�Ì���U£¤���-Î��¥�â�U�Ýîv���U���������¤�¥�'×��U���Ù�
�¥�v�W�FÖq�¥���

p− 1
���Ù�Ð�������W���¤�¥�È���9���Ù�ü���Ù£��W����äU��£�îæ���

s
Ò8C �Ì�-��£¤£ý����� � ×ÝîÈ������Õ��L���¤�U�q�����W�ü�����

�Ð���W���ÙÖq�Ù���â�Ð��Öq�U�¤���¡����Õ���Î��U�ü���������U�����Á���¤�U�
Π
Ò

Xè�¤�Ð�Ð�t���U���_�����W���P�U�æ�F�����¤�²�¤� ÇP�����¥�Ð��Ö ê�Ò ê�Ò*ì9�¡�¡�x���U�a��Õ����é�U���������W�t�����_���L���
Vi

�
i =

0, . . . , p + 1
�ý�U���N���Ù��Õ��Ù���x���q�Ð�¤��Ú¥£������9������ÒpMÌ£¤�Ð�t�¡�NÖã�çîv��Õ����é�U���B�����W�-�����ÈÆ����¤��Ú¥£¤�çÑF���9���

�UÎ
Vp+1

�è���°î
v
�è���}�xÓ����Ù�¤���Ù�}�������WÒ_���������Ù�I�G��ÎF�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î²Æ»ê�Ò0�«�¥ÑÔ���NäW�U£��¤�>�¤���������B���U���W�R���

�F�UÕ�£¤�_�U£����æ×é�ÔäW�U£��¤�È�ÁÎ ���������9���Ô�UÎ
Vp+1

���-� �����ÐÖq�����U£é���9���UÒ
íF�¥���Ð�¤���Ù�I�����G�Ð�9�U�����9Û����U���������¤�¥�2�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îâ�¤����Õ������N×ÝîÌ�����G���U���������¤�¥�

(V0, . . . , Vp−1∪Vp+1, Vp)
�

x(δ(V0, . . . , Vp−1 ∪ Vp+1, Vp)) ≥ d3p/2e.



Z�[UZ�¹ -«;0/<��/<����º�»�-«;0/0
#/<�!* Ù(f

Ó9��Öq��£��U�Ð£�î¥�Ý×Ýîv�Ù�¥£¤£¤�U��������Ú
Vp
�W���

Vp+1
���¡�BÚU�Ù�

x(δ(V0, . . . , Vp−1, Vp ∪ Vp+1)) ≥ d3p/2e.

Ó9�������
∆Π(G) = δ(V0, . . . , Vp−1 ∪ Vp+1, Vp) ∪ [Vp−1, Vp+1] = δ(V0, . . . , Vp−1, Vp ∪ Vp+1) ∪

[Vp, Vp+1]
�����������Ð�Ùä��¤�UÕ��P���F�t�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������F���U�_×é�����Ù���¸���L����äU��£Áî'�-�����Ð���Ù���W�

x(∆Π(G)) − x([Vp−1, Vp+1]) ≥ d3p/2e,
Æ�ê�Ò0�ÈRÝÑ

�U���
x(∆Π(G)) − x([Vp, Vp+1]) ≥ d3p/2e.

Æ�ê�Ò0�çê�Ñ
ûz�Ù�

F
×¸�N�æ�Ð�¥£¤Õ9���¤�U�È���å������Ç-É2ÊÌË!ÍÞÒ�Cm�����¤��������Ú¥Õ������È���¡�q���U���Ù��Ò

Ñ ¿�ß!�à��á
e /∈ F

�¥�
F ∩ [Vp, Vp+1] = ∅

Òr��Î
e /∈ F

�-�����Ù�I�!×Ýî Æ»ê�Ò<�çêÝÑL�2�¡�>���çä¥�>�����¬�
Æ»ê�Ò<�«�UÑâ�¤�2���W���¤��ß�����×Ýî

xF �é�����å�¤���Ù�¤���Ù�����Nä¥���L���¥�Ô�WÎ F
ÒÔ��Î

F
���9�Ù�!���U�!�¤�Ý���Ù�����Ù�Ù�

[Vp, Vp+1]
�

�������_�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î>Æ»ê�Ò<�ÈR¥Ñ¡�¤Öt��£¤�����!Æ»ê�Ò0�«�¥Ñ����U���v����Õ��P�����¤�-£��W�Ð���Ù�ü�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã���-���W���¤�Ðß����v×Ýî
xF Ò

Ñ ¿�ß!�à��á
e ∈ F

�W���
F ∩ [Vp, Vp+1] 6= ∅

Ò{Xè�������ÿ���U��� �����W�ÿ�¡�¢Öã�çî���Õ����é�¥�Ð�¢�����W�
F ∩ [s, Vp+1] 6= ∅

�Þ×é�Ù�ç�UÕ��Ð�ã�U���������-�¤�Ð�
F\{e}

�F�UÕ�£¤��×é�t�v���¥£�Õ������¥�>�UÎF�����tÇ-ÉÌÊÌËÌÍ �Þ�U���
íü�U�Ð�7���F�UÕ�£¤���U����£Áî¥ÒFÓ9�t£¤�Ù�âÕ��-�Ù�¥�����������2�U�_����ÚU�U�ý���çî

e0

���UÎ
F ∩ [s, Vp+1]

ÒFûz�L�Ì�W£¤���
e′
×é�

�U�v����Ú¥�B���
F ∩ [Vp, Vp+1]

Ò
Ó9Õ����é�¥�Ð�¡�����W�Þ�����Ù���D�¤� �2�Ùî��Ù£¤�

C
�WÎ�£¤�Ù��ÚU���

c = 2
�¥�

3
�¬£¤����à��¤��Ú

s
�U���

c−1
���Ù�Ð�������W���¤�¥���©Î����UÖ

{t1, . . . , tp−2}
Ò©C�Ò £.Ò ��Ò Ú�ÒÁ�è�¡�'Öã�çî���Õ����é�¥�Ð�È�����¬�

C
��� ����Öq��£¤�q�U���

C = {s, t1, . . . , tc−1}
Ò

ûz�Ù�
Π′ = (V ′

0 , . . . , V
′
p−c+2)

�ÐÕ���� �����W�
V ′

0 =
⋃

i=0,...,c−1 Vi

�2�U���
V ′

i = Vi+c−1

�âÎ��U�
i =

1, . . . , p − c + 2
Ò8C �����çäU�

xF (∆Π′(G)) = xF (∆Π(G)) − c.
Æ»ê�Ò<� ìUÑ

I¡îv������Õ��L���¤�U�_�Ýî��¸�U�����Ù�������¸�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î>Æ»ê�Ò<�«�UÑP���-���W���¤�Ðß����_×�î
xF �-�������Ð�����¸���L�Ì���

Π′ �U��� e
�

�U���_���Ù�������F��Ú¥�L�

xF (∆Π′(G)\([V ′
p−c+1, V

′
p−c+2] ∪ {e})) ≥ d3(p − c + 1)/2e.

MÌ�
c ≤ 3

��×Ýî�Æ�ê�Ò0� ì¥ÑL���Á�DÎ��U£¤£¤�°�-�G�����W�F������Ø�Õ��W£¤����îvÆ»ê�Ò0�«�¥ÑG�¤�¡�U£¤�Ð�B���W�����Ðß��Ù�È×Ýî
xF �-�����ã���Ù���¸���L����

Π
�U���

e
ÒâÇP��Õ��Ì�F�}Öã�çî_��Õ����é�¥�Ð�}�����W�2�����}�ÐÕ�×�Ú¥���U���I�é���çî

G̃ = (Ṽ , Ẽ)
�¸�¤����Õ����Ù�ÿ×Ýî

F�¥�'�����N���9���Ù�
s, t1, . . . , tp−2

���9�Ù�â���U�-���¥�Ý���U�¤�_�U�Ýîv�Ùî��Ù£¤���UÎ £¤����ÚU���
2
�¥�

3
Ò

ûz�Ù�
T1

Æ»���Ù���IÒ
T2

ÑÌ×¸� �����å�Ð�Ù�N�UÎD�����������WÖq�¥��Ú
{t1, . . . , tp−2}

�����¬���U���å£��¤��àW���²Æ������Ð�IÒå���U�
£¤����àU�Ù�ýÑ����

s
×Ýî �Ù��Ú¥�Ù�å�¤�

F
ÒxÊ2�U���q�����W�ç�èÎ��U�B�Lä¥����îá�������

ti ∈ T1

�è�¡�'�U£¤�Ð�ç�U�9îm���°äU�È�¥���
2
Û
sti
Û����¬���I�¸���UÖt��£ÁîÈ�����}����Ú¥�

sti
ÒÌÓ9�¤���Ù�

G̃
�������2���U�2���¥�Ý���W�¤�ÿ�Lî9�Ù£¤�Ù�!�UÎG£�����ÚU���

2
�¥�

3
�¸�����

���Ù���¥���
2
Û
sti
Û����W���ÈÎ��U�

ti ∈ T1

Ö Õ��Ð�-Õ��Ð�Ô�¥���Ô����Ú¥�Ô�UÎ
[ti, {tp−1, tp, v}]

ÒE���U�����°äU�����ý�W£¤£é�����¥�Ð�
����Ú¥���2�U���Ô���<Ké�����Ù�Ý�çÒ4ÇP�����Ð�ÙÎ��¥�Ð�U�����q�Ù� äU���

T1

�
F
Õ����Ù�Ì�¬�-£¤�ç�W�Ð�

2|T1|
�Ù��Ú¥���ÙÒ



Ù \ ���	��
�����������������������������! "
#���%$&��'(�)������*+
#,.-�/0���!��1&�!
2����,.354���*/0���768,9��:�;<��=

Ê2���9���¡���U���|�������'�¤�
T2

Ö Õ��Ð�æ×¸�'£¤����àU�Ù�á���
s
×�î ���F�

2
Û����W�������4�ç�W���²�U���'Ú¥�¥����Úx�������¥Õ�ÚU�

���Á�����Ù�
T1

�¥�
{tp−1, tp, v}

Ò4É2�������
F
Ö Õ����-Õ��������F�q�U�����������¥���U£¸����Ú¥���PÎ��¥�P�Lä¥����îv���������UÎ

T2

Ò
�����Ù�¥���Ð��Ø�Õ��������U�¸�¤�'�����

2
Û����W�����â×¸�Ù���¡���Ù�

s
�U���v���������������

{t1, . . . , tp−2}
�
F
Õ��Ð���2�W�-£¤���U�Ð�

2(|T1| + |T2|) = 2(p − 2)
����Ú¥���ÙÒ

ûz�Ù�
F̃
×é�â�����Ì���Ù�ü�UÎz�����Ù���Ô�Ù��Ú¥���Ù���U���

F̃ ′ ×é�Ì�����!�Ð�Ù�P�UÎ©�Ù��Ú¥�Ù�ü�UÎ F ���<Ké���Ð���Ý�üÎ����UÖÏ�����¥�Ð�!�¤�
F̃ ∪ [Vp, Vp+1] ∪ {e}

Ò8Cm�����çä¥�������ÔÎ��¥£�£¤�°�-�¤��Ú ��£¤�U�¤Ö_Ò
� ÄÁ¼U½�Å§�

|F̃ ′| ≥ 3
Ò

Â¡º�ª°ª)���¦Xè�������È���U���ÿ�����¬�
e0 ∈ F̃ ′ ÒâMÌ£����¢�¥×�������ä¥�>�����¬�ç�â�¤� �¥�Ð�����È���¢���°ä¥�Ù�

tp−1, tp
�Ì×¸�LÛ

���������
e0, e, e

′ ���¡���Ð����£¤£¸�����Ù���U��� 2
Û����W���ÈÎ��Ð�¥Ö

s
���

tp−1

�U���v�U���W�����Ù�üÎ����¥Ö
s
���

tp
ÒâÆÂJâ�Ù�ç�U£�£

�����¬�
v
�¤�â�tÓ������¤�����P�������UÒ*ÑÉC �����U�����������P���¡�q���U���Ù��Ò

Ñ ¿�ß!�Ö������á Ê2�¥���2�UÎI�����!����Ú¥���¡�UÎ
F̃
�¤�D�¤���Ù�¤���Ù���¡���

tp−1

�¥�
tp
ÒGÇP���¤�D�¤Öt��£¤�����G�����¬�¡�����Ì�Ù��Ú¥���

�UÎ
F̃
Õ��Ð���²�¤�

2
Û
sti
Û����W�������G�-�����

ti ∈ T1 ∪ T2

�4Ú¥�¥����Úx�������¥Õ�Ú¥�¢�����'�������È�Ð�Ù�
{tp−1, tp, v}�U���t�U£�£R�¤�����¤�����Ý�����

v
ÒÈÓ9���©���_���°ä¥�Ù�

tp−1

�©�¡�ã���Ù���á�¬�B£��ç�U���N�¥���æÖq�U���æ����ÚU�U�Þ���çî
h
�©Î����UÖ

δ(tp−1)\{e}
Ò^���¥�Ð���°ä¥�Ù���©�F�æ���W��� �����W�

h ∈ F̃ ′ Ò}��Î h /∈ [tp−1, tp]
�I�����Ù�I�©�¤���¥�Ð�����!���_�Ù�°ä¥���

tp
���¥���NÖq�U��������ÚU�B���

F̃ ′ �¤�-�����Ù�����6�6�U�������Ù�����W� |F̃ ′| ≥ 3
ÒF��Î

h ∈ [tp−1, tp]
�ý�WÚÝ�U�¤�v�Á�2���P���U�

���U�Ð�_���t�Ð���Ô�����W�â�¥���ÔÖt�¥���Ô�Ù��Ú¥�ÔÎ����¥Ö
F̃ ′ ���P�����Ù�������U�Ðîv���t�Ù�°ä¥���â×¸�U��� tp−1

�W���
tp
Ò

Ñ ¿�ß!�¾�d�<��á Ó9�UÖq�N�UÎR�����}�Ù��Ú¥���Ì�UÎ
F̃
�U���N�¤���Ù�¤���Ù�Ý�Ì���

tp−1

�¥�
tp
Ò2��ÎG�������Ð�}�¤�2�U�ÿ�Ù��Ú¥�B�UÎ

F̃�¤���Ù�¤���Ù�Ý�P���
tp−1

Æ������Ð�IÒ
tp
ÑL���������

F̃ ′ Ö}Õ��Ð�â���U�����U�¤�'����������Ú¥� stp−1

Æ»���Ù���IÒ
stp
ÑLÒG��Î ���U���������

����ÚU�P�UÎ
F̃
�F�UÕ�£¤�å���W�G×é�Ù£¤�¥��Ú!�����

2
Û
sti
Û����¬���I�¥�-���Ù���

ti ∈ T1∪T2

�¥�-�������æ�¤�G�!�Ù�¥�Ý�����W���¤�L���¤�U�IÒ
ÇP�����Ð�ÙÎ��¥�Ð�U�9��Î6�������Ð�Ô�U�Ð�2�Ù��Ú¥���F�UÎ

F̃
�¤���Ù�¤���Ù�Ý�¡���}×¸�U���

tp−1

�U���
tp
���������È�Ù£¤�ç�W��£�î

F̃ ′ ���¥�Ý���W�¤����W�-£¤���U�Ð�-����������Ú¥�Ù�
e0, stp−1, stp

�U���v����Õ��
|F̃ ′| ≥ 3

ÒDÊ2�°�]��Õ����é�U���������Ù�����¤�-�¥��£ÁîÈ�¥���N���9���
ti
�UÖt�¥��Ú

tp−1, tp
�����W�ü���F�¤�����¤�����Ý�F��� ���¥Öt�Ì�Ù��Ú¥�2�UÎ

F̃
ÒèÇP��Õ��

sti ∈ F̃ ′ Ò��_�¥���Ù� äU���Ù����� �Ù�°ä¥���
tj
�
j ∈ {p − 1, p}\{i}

�9�¡�B�������_�¥����Öt�¥���Ô�Ù��Ú¥���¤�
F̃ ′ ���-���¤���_�¤Öt��£¤�����¡�����W� |F̃ ′| ≥ 3

Ò
�

�����Ù�¥���Ð��Ø�Õ��������U�¸×Ýî'�������Ù£��U��Ö �U×¸�°ä¥�W�ý�U�����U�
F̃ ∪ F̃ ′ ⊆ F

�9�F�N���çä¥�������¬�

|F | ≥ 2(p − 2) + 3 ≥ d3p/2e,Î��¥�-�U£�£
p ≥ 2

Ò

�����ÙØ�Õ��U£¤�Á��������Æ�ê�Ò0�«�¥Ñæ�-��£¤£-×¸�ÿ�ç�U£�£¤�Ù�@º�ª°ª¬´µ�®U«�ª�·¸´»«¤·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ ½�³6®�þ�¼UÄ ½�´»½;�¹LÒ ÇP���¢º�ª°ª¬´��®U«�ª�·¸´.«
·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³��-�¤£¤£D�����Ù�|×é�È�����'���L�q�WÎ2�Ù��Ú¥�Ù�æ�-�Á���¢�¸�¥���Á���Áä¥�È�Ù�9�"Gq�Ù�¤�Ù���æ���á�����v�Ù�¥���Ð�����¸�¥�����¤��Ú
�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î¥Ò Ê2�U���P�����W�G�����¤�G�������������¤�U�q�UÎý�����-�����U���Ù�9Û����W�Ð���Á�����¥�}������Ø�Õ��U£������¤���ÞÎ��¥�G�U�������RäW�U£�Õ����
�UÎ

L
£¤���U���¡���}���U�ÈäU�W£¤�¤�t�¤����Ø�Õ��U£����������GÎ��¥�4�����ÌÇ-ÉÌÊÌËÌÍ Ò����������Ù�I�����U�����������P�N�����U���Ù�È�¤���Ð���W�����

�-�����Ð�
s
�¤�ü���������¥Õ��������������W�

t1
�W���

t2
�U�Ð�!�����Ô���Ù�Ð���¤���W���¤�¥�v�������Ù�P�UÎ

s
���W���

v
�¤�ü�qÓ������������

�������UÒDMJ�Lî���£¤�'�WÎÌ£�����ÚU���áÎ��¥Õ��å�Ð���U��������Ú
s, t1, v, t2

�¤�á�����¤�å�U�����Ù�å�¤�}Î����U����×�£¤�ãÎ��U�
L = 3

Ò
É2�°�¡�Ùä¥�Ù���©��ÎG�¡� ���WàU�

V0 = {s}
�
V1 = {t1}

�
V2 = {t2}

�W���
V3 = {v}

Æ»�������Ù�
p = 2

ÑL�6�����
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#��'ª� Ù�¡

���U�����Ù���¸�¥��������Úæ�����U���Ù�9Û��U���ÐÛ����U�Ð�������¤�¥�q�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã�¡�¥Õ�£¤�v×¸�
xst1 + xst2 + xsv + xt1t2 ≥ d4p/3e = 3,

�-�����������üä9���¥£��¬�����'×Ýî'�����¤�P�¸�¥�¤�Ý��Ò

ï'ð.ä å�µBùpnüôsÍ öjq ôsr¶n�õ ötö�ô�n-÷ tævyxyzç| k�ö�l&Ttô©öjkèn

���å�������R���Ù�Ù���¤�¥�I�¥�¡�ü�-�¤£�£9�Ù�¥���Ð�¤���Ù�R�����ü�Ð�9�W�����å���U���W�Ý�-�����Ð�2�W£¤£������P���ÙÖã�W�����G�U�Ð�P�����U���Ù�å�¤�å�W�
Õ�����Ø�Õ��ü���UÕ����Ù�ü�������

s
ÒGÓ9���¥£¤�L�

G = (N, E)
×¸�P�ÌÚ¥���U���å�U���

D = {{s, t1}, . . . , {s, td}}
×é�ü�

���L�-�UÎÞ�����U���Ù�È���ÙÖã�U������ÒBCm�Ì�-�¤£�£é���Ù���Ù���¤×¸�Ô���Ù�����Ð���U��îv���¥���������¤�¥���F�U���'�ÐÕ�Gt���¤�Ù�Ý�-���¥�����������¥���
Î��¥�æ�����������Lä��¤�¥Õ��q�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á������� ��� ×é�vÎ»�U���L�ÐÛ����Ùß����¤��Ú�Ò±IF�Ù���������ã���������t�������U���Ù���¤���U£-�¤�Ý���Ù�������ç�
���������N���U���������¤�¥���F�-�¤£�£I×é��Õ��Ð���_�¤�'�����N���L���Ì�Ð���L���¤�U�_���v�¥�����Ù�P���æ���Ùä������N��Gt�������Ý�â�������U���W���¤�¥�
���Ð�9�Ù����Õ��Ð���ÙÒ

X �¤�����È�¡�����¤���ÙÕ����È�����>���¤Öt�������¤�U�a�UÎ
PG(D, L)

Òh��Î
D = {{s, t}}

�
dim(PG(D, L)) =

|E| − |E∗
st|
�-�����Ð�

E∗
st

�¤�N�����È�Ð�Ù�å�WÎ
L
Û
st
Û����Ð���Ù�������U£¡����ÚU��� �UÎ

G
�G���Ù�_Ó9���L�����¥�°�9ÒUR�ÒèJ-�����U£¤£

�����W�N�U�>����ÚU�
e
�¤�

L
Û
st
Û����Ð���Ù�������U£G�ÁÎ¡�U���>�¥��£Áîÿ��Î

e
×¸��£¤�U��Ú¥�!���_�U�

st
Û��ÙÕ����¥�

L
Û
st
Û����W���9Û��ÙÕ��

�UÎG���U�����¤���U£�����î
2
ÒÌ��ÎG�¡� �L���������ÿ�����¤�â���Ùß��������¤�¥���UÎ

E∗
st

���'�W��î_���ÙÖã�W���
{s, t} ∈ D

�¸�¡� Ú¥�L�
�����W�

dim(PG(D, L)) = |E| − |
⋃

{s,t}∈D E∗
st|
Òq���m�����æÎ��U£¤£¤�°�-����Ú��I�¡�t�-��£¤£G�U£Á�ü�çî��N��Õ����¸�¥�Ð�

�����W�
G = (N, E)

�¤�2�ã���¥Öt��£��Ù���NÚ¥���U���x�-�Á���
|N |

£��U�ÐÚ¥�������¥Õ�Ú¥�x���ã���çä¥� ⋃

{s,t}∈D E∗
st = ∅

�
�U���_���Ù�����

PG(D, L)
Î�Õ�£�£6����Öq�Ù�������¥���U£.Ò

ûz�L�
S(G) = {F ⊆ E | (N, F )

�¤�-�å�Ð�¥£¤Õ����¤�¥�'�WÎ ������Ç-ÉÌÊÌËÌÍ
}.AÔ��ä¥�Ù�_�U��������Ø�Õ��W£¤����î

ax ≥ α
äW�U£��¤�ÈÎ��¥�

PG(D, L)
���¡���-��£¤£I�������U����×�î

Sa(G) = {F ∈ S(G) | axF = α}.

Cm�Ìß��Ð�Ð�FÚ¥��äU�2���¡�å£¤��ÖtÖq�U�G�����W�¡�-�¤£�£¸×¸�2Î��Ð��Ø�Õ��Ù����£�îqÕ����Ù�v�¤�q�����!�Ð��Ø�Õ���£.���Ð�¥Öq�L����Öq�Ù�D�-�Á���9Û
�¥Õ�� �L�9��£��¤�Ù���Þ���LÎ������Ù�����WÒRÇP���¡�������UÎ��Þ�UÎ��Ð�¤Öt�¤£��W�I���Ù��Õ�£Á���è���°ä�����ÚÌ�W£¤�����U��î�×¸���Ù� Ú¥��äU���B�¤�åÓ����Ù���¤�¥�
�9ÒUR��������Ùî_�U�Ð�Ô�¥Öt���������'���Ù���WÒ

½ ���¾�¾¿°�s�<Û��Â���LÃ L´
ax ≥ α

ÃLt¼H�Ù¼�±�L´»«�®� � ³�½�³�¯v½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�Oÿª)� PG(D, L)
�2®U½ é!Lº�L³�´���º�ª¬Å

´>�Ì´»º�½¤°½»¼UÄ�½�³6®�þ�¼UÄ ½�´»½;�¹!�æ¦�>�L³£�çª¬º!"¤ULº¯Ot�®°¯�
e ∈ E

�R´>�Lº�N � ½¤¹L´�¹Ì¼U³x�®°¯�-¹Lþ�ÃL¹°L´Þ½�³ Sa(G)´>�¼U´-±�ª¬³�´;¼U½�³�¹
e
¼U³¸®È¼U³6ª¬´>�Lº ª¬³6�´?>�¼U´F®�ª°�¹�³6ª¬´��
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½ �(�D�ê¿W���<Ûd�<���@Ã L´
ax ≥ α

ÃL�¼@�Ù¼�±�L´»«�®� � ³�½�³�¯å½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂOãª)� PG(D, L)
�D®U½ é!Lº�L³�´���º�ª¬Å ¼

´.º�½¤°½»¼UÄz½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�O��t¦�>�L³
a(e) ≥ 0,

�çª¬ºN¼UÄ�Ä
e ∈ E

¼U³¸®
α > 0

�

ÇP���DÎ��¥£¤£��°�-�¤��Úü���¡�2�������¥�Ð��Öt� ÚU��ä¥�D���U���������¤�¥���IÎ��¥� ������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�4Æ»ê�Ò0��� Ñ6���Ì×¸�DÎ»�U�Ù�Ù��Û����Lß����¤��Ú�Ò

�����	�ª�«�(�ë���<Û��<Ád�EÃ L´
G = (N, E)

ÃLâ¼å±�ª¬ÅÌ·¸Ä¤L´�D¯UºÐ¼L·�>t¼U³¸®�Ä¤L´
t1, . . . , tp

ÃL
p
®��¹L´»½�³¸¼U´»½;ª¬³

³6ª�®��¹Ì¼¬¹�¹°ª°±L½»¼U´µ�®}´�ª
s
� Ã L´

Π = (V0, V1, . . . , Vp)
ÃLÔ¼2·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³ÿª)�

N
¹Lþ�±9>q´?>�¼U´

s ∈ V0

¼U³¸®
ti ∈ Vi

�çª¬º
i = 1, . . . , p

� ¬ �B´?>�}º�ª°ª¬´µ�®U«¤·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³>½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�Oè·ÇÆª����"¸q½¤¹��Ù¼�±�L´.«�®� � ³�½�³�¯��¡´>�L³
p
½¤¹�³6ª¬´F¼ãÅåþ�Ä ´.½*·¸Ä¤ ª)�

L
�

Â¡º�ª°ª)���2Ó9Õ����¸�¥�Ð�B�����W�
p
�¤�â�tÖ Õ�£����¤��£��Ô�UÎ

L
Ò@Cm�B�-��£¤£I�Ð���°�]�����W���¸Î��U�2�W��îvÎ����U����×�£¤�����U£¤Õ����¤�¥�

F
�-���¥���2�¤���Ù�¤���Ù�����âä¥�Ù�Ù���U�

xF ���W�����Ðß��Ù�ÔÆ»ê�Ò<���°ÑR�-�Á���q��Ø�Õ��U£�����î¥���¡�Ì���çä¥� |F ∩ [s, T ]| = 2p/L
�

�-�����Ð�
T = {t1, . . . , tp}

Ò£IFÕ��2�������â�-��£¤£©�¤Öt��£ÁîÈ�����¬�!�ÙäU����îÿ���U£¤Õ����¤�¥�_�UÎR�����}Î»�U�Ù�}���Lß�������×Ýî
Æ»ê�Ò0��� ÑF���W�����Ðß��Ù�P��������Ø�Õ��¬���¤�U�

x([s, T ]) = 2p/L.
MÌ�BÆ»ê�Ò<���°ÑF�¤�P���U�â�æ�¸�¥���Á����äU�!Ö Õ�£Á������£¤�2�UÎ �����¤�-�ÙØ�Õ��W�����¥�I���Á�P�ç�U�����U�â���Ùß����}� Î»�U�Ù�Ù��Ò
X��¥�!���������Iß��Ð�Ð�N���U���å�����W���Þ�U�Ô�F�t���¤�>×¸�ÙÎ��¥�Ð�U�z�¡�tÖq�çî���Õ����é�U���æ�����W�Ô�����

Vi � �N�U�Ð�æ������Õ����Ù����'�Ð�¤��Ú¥£��}�������Ù���I�����W�Ô�¤�
V0 = {s}

�
Vi = {ti}

�
i = 1, . . . , p

ÒB���!�¤�!���U�Ðî����'���Ù�å�����W�!��ÎG�����
�Ð���W���ÙÖq�Ù�������¥£¤���Ì�¤�x�����¤�!���U���W�z�����W£¤���ã���¥£¤���Ì�-�����������å��£���Öt���Ý���Ô�UÎG�����å���U�����Á���¤�U�ÿ�U�Ð� ���U�
�����Ù���Ð���U�Ð�¤£�îÈ���¤��Ú¥£¤�L���¥���ÙÒ
� ÄÁ¼U½�Åç���}ÇP���t�Ð�¥£¤Õ9���¤�U�

F
�������Ô���U�Ô���U�����U�¤�>�W��îÿ�����¥����£¤���Ð�Ô�Ùî���£��å���¥�Ý���U�¤������Ú

s
�UÎD£¤�Ù��ÚU���

≤ L
Ò

Â¡º�ª°ª)����M2���ÐÕ�Öq�D�¥�������D���U�������U��îÔ�����¬�Þ�������Ð�¡���9�¤�Ð��� ���
F
�â�����U����£������ �Ùî���£��

C
�����U�����¤��Ú

s
�U���

�W�-Öt�¥�Ð�
L − 1

���Ù�Ð���¤���W���¤�¥�'���9���Ù�2�WÎ
s
Ò¡Ó9Õ����é�¥�Ð�U����Ò £;Ò ��Ò Ú�Ò��������W�

C
�����U���

V0, V1, . . . , Vc−1

�
c ≤ L

Ò-ûz�Ù�
Π′ = (V ′

0 , V
′
1 , . . . , V

′
p−c+1)

×¸�N�����}���U�Ð���������¥�vÚ¥��äU����×�î
V ′

0 =
⋃

i=0,...,c−1 Vi

�¸�U���
V ′

i = Vi+c−1

��Î��¥�
i = 1, . . . , p − c + 1

ÒEI¡îã�����!äW�U£��¤���Á��îq�WÎ �����Ô�����U���Ù�9Û����U�Ð���������¥�ã������Ø�Õ��W£¤����î
�¤����Õ����Ù��×Ýî

Π′ ���¡�B���çäU�
|∆Π′(G) ∩ F | ≥ d(L + 1)(p − c + 1)/Le.

�!�v�����Ô�U�������P���W���I���¡�N���°äU�
|∆Π(G) ∩ F | = (L + 1)p/L

ÒBM2�
|∆Π(G) ∩ F | = |∆Π′(G) ∩

F | + c
�����PÎ��¥£�£¤�°�-�F�����W�

(L + 1)p/L ≥ d(L + 1)(p − c + 1)/Le + c = d(p − c + 1)/Le + p + 1.

MÌ�
c ≤ L

���¡�N���°äU�
p/L ≥ d(p − L + 1)/Le + 1 = p/L + 1,
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p
���}��Ö Õ�£����¤��£��å�UÎ

L
Ò©I¡Õ��}�����¤�N�¤�}�

���U�������U���¤�Ù���¤�¥�6Ò
�

íF�¥���Ð��Ø�Õ��Ù����£�îU� ×Ýî�íF£¤�U�¤Ö{�¥�
F
�������Ô���U�����¥�Ý���U�¤���U�Ýîÿ�Lî���£¤�å�����W�������U���

V0

�U�����Ð�Ù���
Vi � ����U���v�-���¥�Ð��£¤����ÚU���v�¤�P£����Ð�-�����U�_�¥�P��Ø�Õ��W£I���

L
Ò

� ÄÁ¼U½�Åì¥(�&M2�Ýîx���¡�'�Ùî���£����
C1, C2 ⊆ F

�
C1 6= C2

�é�UÎ4£¤�Ù��ÚU���
L + 1

�U���ÿÚU�¥�¤��Út�����Ð�¥Õ�Ú¥�
s
�

�ç�W�����U�â���çä¥�B�å�������������W�����¥�'���������¤�v���UÖqÖt�¥�IÒ

Â¡º�ª°ª)���âMÌ���ÐÕ�Öt�U�Ì�U�a�������Ù�¥�Ý�����W�Ðî¥�â�����¬�
C1

�U���
C2

�¤�Ý���Ù���Ð���Ù�v���
r
���Ù�Ð���¤���W���¤�¥� ���9���Ù���

L ≥ r ≥ 1
Òaû©�L�

q
×¸�v��������Õ�Ö ×é�Ù�q�WÎ!���Ù�Ð�������W���¤�¥�²���������q���°ä¥�Ù������×�î

C1 ∪ C2

ÒíXè�¤�Ð�Ð�
�¡�ã����� �§�����W�

q < p
ÒÈ���mÎ»�U�L�ç�Þ��Õ����é�¥�Ð�U�R×Ýî����U�������U���¤�Ù���¤�¥�6�©�����W�

q = p
ÒÈ��Î

p = L
� �������

|F | = L + 1
ÒBMÌ�

|C1| = L + 1
�U���

|C2\C1| ≥ 1
���¡�B���çäU�N�����W�

|F | ≥ |C1| + |C2\C1| ≥ L + 2,

�å���¥�Ý�����U�����Ù���¤�¥�IÒ
Ó9�æ��Õ����é�U���������W�

p > L
Ò4ÇP���Ù�

q = 2L − r > L.ÇP���Ù���ÙÎ��U���U�
r < L

ÒEIFÕ��-�������P�¤Öt��£¤�����D�����W�
q = p

�¤�P���W�Ì�åÖ Õ�£�������£¤�2�UÎ
L
�ý�å�Ù�¥�Ý�����W���¤�L���¤�U�IÒ

íF�¥���Ð��Ø�Õ��Ù����£�îU�
q < p

ÒWM2£¤�Ð���R�U�
r ≥ 1

�Þ�F�'���çäU�
q ≤ 2L − 1

Ò©���¥���Ù�°ä¥���Ù�4�¥×����Ù�ÐäU�È�����W�
|C1 ∪ C2| ≥ q + 2

Ò�ÇP���¤�}Î��U£¤£¤�°�-�NÎ����¥Ök�����ÈÎ»�U�Ù�B�����W�
C1 ∪ C2

���°äU�����
q + 1

���������å�W���
C1 ∪ C2

�¤�P���U�â�å�Ð�¤Öt��£¤�!�Lî���£¤�WÒ
Ó9Õ����é�¥�Ð�U�D��Ò £.Ò ��Ò Ú�ÒÁ�G�����W�

t1, . . . , tq
�U���È�����v�������������W�����¥�¢���������æ�Ù� äU���Ð����×Ýî

C1 ∪ C2

Ò¢ûz�Ù�
Π̃ = (Ṽ0, Ṽ1, . . . , Ṽp−q)

�ÐÕ����B�����W�
Ṽ0 = {s, t1, . . . , tq}

�¬�U���
Ṽi = {ti+q}

� Î��¥�
i = 1, . . . , p−q

Ò
I¡îÈ�����ÔäW�U£¤��������ît�UÎ �����������U�����9Û����U�Ð�������¤�¥�q�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã�Ù�¥���Ð�����¸�¥�����¤��Úæ���

Π̃
���¡�����çä¥�

|∆Π̃(G) ∩ F | ≥ d(L + 1)(p − q)/Le.

Ó9�������
|∆Π(G) ∩ F | ≥ |∆Π̃(G) ∩ F | + q + 2

���¡��Ú¥�Ù�

|∆Π(G) ∩ F | ≥ d(L + 1)(p − q)/Le + q + 2,

= p + 2 + d(p − q)/Le,

≥ p + 2 + d(p − (2L − 1))/Le,

= p + p/L + d1/Le,

= p + p/L + 1.

IFÕ��}������� ���¥�Ý�����U�����Ù���}�����ÈÎ»�W�Ù�}�����W�
xF ���W�����Ðß��Ù�_Æ»ê�Ò0��� ÑÔ�-�����¢��Ø�Õ��U£�����î¥�4�W���á�����ã��£��W�¤Ö��¤�

���Ð� äU���IÒ
�
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� ÄÁ¼U½�Å}×	�}ÇP���t�Ð�¥£¤Õ9���¤�U�
F
�������Ô���U�Ô���U�����U�¤�>�W��îÿ�����¥����£¤���Ð�Ô�Ùî���£��å���¥�Ý���U�¤������Ú

s
�UÎD£¤�Ù��ÚU���

≥ L + 2
Ò

Â¡º�ª°ª)���|Ó9Õ����é�U���'�����Ù���'���æ�ÿ�Ùî���£��
C ⊆ F

�UÎâ£¤����ÚU���
c ≥ L + 2

Ò¾C �v�W����Õ�Öq�È�����W�
c
���

Öq�����¤Ö}Õ�Ö�Ò2Ó9Õ����é�U���}��Ò £;Ò ��Ò Ú�Ò2�����W�
C
Ú¥�����2�������UÕ�Ú¥�

s, t1, . . . , tc−1

�¤�x�����¤�2�¥�����Ù��Ò�Ó��¤���Ù�
F�¤�B�_Î����U����×�£¤�æ���U£¤Õ����¤�¥��Î��¥�������tÇ-ÉÌÊ2Ë!Í �U���I� ×�î íF£¤�U�¤Öî�U�

F
�������B���U�B���¥�Ý���W�¤� �Lî���£¤�Ù�}�UÎ

£¤�Ù��ÚU���æ£������R�����U�æ�¥�G�ÙØ�Õ��U£����
L
�Ý�����Ù���-Ö Õ����4�L�9�¤���D���¡�N���W�����

P1

�U���
P2

�UÎ¸£¤�Ù��ÚU���
L
ÜÐ�¥�¤������Ú

s
���

t1
�U���

tc−1

�����Ù���¸���L����äU��£Áî¥ÒDûz�Ù�
C1 = {st1} ∪ P1

�U���
C2 = {stc−1} ∪ P2

Ò
��Î

c ≥ L+3
�Ý�����Ù�ã�����Ù���2Ö Õ��Ð�ü�U£¤�Ð�B���9�¤�Ð�ü�B�����U����£������¡���W���

P
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×é�Ù£¤�¥��Ú¥�¡���æ�U�ÝîÈ���U£¤Õ����¤�¥�t�-���¥���Ô�����������������ÌäU���Ù���¥�

���¬���¤��ß����BÆ�ê�Ò<��� Ñ¡�-�����_�ÙØ�Õ��U£¤�Á��î¥���-���¤���vî9����£����-�UÚÝ�U���v�t�Ù�¥�Ý�����U���¤�L�����¥�IÒ
Xè�����U£¤£Áî¥����Î

|V0| = 3
���U���

V0

�Ù�¥�Ý���U�����ü�¥���Ô�����Ð���¤���¬���¤�U�È�������
t
�U���'�¥���NÓ������������F���9���

u
�9�¡�

���çä¥�B�����W�
|[s, t]| = 1

�é�U���
|[s, u]| = 1

�¥�
|[u, t]| = 1

Ò��!����� �UÚÝ�U���I���¥���B�ç�U�ÿ�Ð���°�������W�
stÖ Õ����â×é�Ù£¤�¥��Ú ���t�U�Ýîv���¥£�Õ������¥�'�¤�È�����ÔÎ»�U���WÒ

�ýþ¯ó ±L½;L³6±"O��4Ó9Õ����é�U���Ì�����W�ÌÆ»��ÑL�éÆ»����ÑR�U���ÿÆ»���¤��ÑÞ���¥£¤�6Ò8MÌ�
p ≥ 2

�U���
p
���¡�����I�Ý�¡�Ì���çäU�Ì�����¬�

p ≥ 3
Ò}ûz�Ù��Õ������Ù���U���å������Ø�Õ��W£¤����î

x(∆Π(G)) ≥ d3p/2e
×�î

ax ≥ α
�U����£��Ù�

bx ≥ β
×¸�æ�

Î»�U�Ù�Ù�ÐÛ����Ùß����¤��Úæ������Ø�Õ��U£�����îã�UÎ
PG(D, 2)

�ÐÕ����������W�

{xF ∈ PG(D, 2) | axF = α} ⊆ {xF ∈ PG(D, 2) | bxF = β}
Ò

Cm���-��£¤£é�����°� �����W�
b = ρa

Î��¥�P�Ð�¥Öq�
ρ > 0

Ò

íF�U�����������P�����N�Ù��Ú¥�����L���
F0 = {sti, i = 1, . . . , p} ∪ {titi+1, i = 1, 3, . . . , p − 2} ∪ {tp−1tp} ∪ E(V0)

�
Fe = (F0\{tp−1tp}) ∪ {e}

�
Î��¥�P�Ð�¥Öq�

e ∈ δ(tp)\{stp}
Ò

���2�¤�â���U�2���U�Ð�����ã���Ù�B�����W�
F0

�W���
Fe

×¸��£��¥��Út���
Sa(G)

ÒPÇP��Õ��
bxF0 = bxFe = β

���-�������
�¤Öt��£��¤���D�����¬�

b(e) = b(tp−1tp),
Î��¥�-�U£�£

e ∈ δ(tp)\{stp}.
Æ»ê�Ò0�ÈTÝÑ

X�Õ��������Ù��Öt�¥���W�ý£¤�Ù�
F ′

0 = (F0\{stp}) ∪ {t1tp}
ÒâÓ9�¤���Ù�

axF ′

0 = α
�é�W���x���Ù�����

bxF ′

0 = β
���¡�
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�¥×����U�¤�È�����W�
b(stp) = b(t1tp)

ÒGÇP���¤�P���UÚ¥�Ù�������P�-�����mÆ»ê�Ò0�ÈTÝÑ¡î��¤�Ù£¤���

b(e) = b(e′),
Î��¥�-�U£�£

e, e′ ∈ δ(tp).

I¡î'���������U��Ú¥����Út���������¥£����P�UÎ
tp
�U���v�����

ti � ��� i 6= p
���F��Ú¥�L�

b(e) = ρ,
Î��¥�-�U£�£

e ∈ ∆Π(G),
Æ»ê�Ò0�«V¥Ñ

Î��¥�P���UÖq�
ρ ∈ IR

Ò

Êâ� � ��Õ����é�U���Ô�����¬�
E(V0) 6= ∅

Æ��������Ù���ç�U�Ð�!ä9��Ñ¡�UÎèÍG���¥�¸������î>Æ
π
Ñ¡�������-���U�P���¥£¤�ýÑ����U���_£��Ù�

f ∈ E(V0)
ÒÌ��Î4�U���}���U���å�WÖq�¥��Úã��Ñ�Û��Áä�Ñü�UÎ-Æ

π
Ñ-���¥£¤�����ý�����Ù�

F ′′
0 = F0\{f}

���Ì�Ð���¤£�£Þ���
Sa(G)

Ò
ÇP��Õ��2�Á���P���������������Ù�Ôä¥���L���¥�-���W�����Ðß��Ù�

bx ≥ β
�U�-��Ø�Õ��W£¤����îU���U���v�¡�NÚU�Ù�

0 = bxF0 − bxF ′′

0 = b(f)
Ò

Êâ� � �U�Ð��Õ�Öt�ã�����W�å���U���Èä�ÑB�UÎBÆ
π
ÑN���¥£¤���ÙÒ>ûz�Ù�

t
×¸�ã�����q�����ÐÖq�����U£4�������È�UÎ

V0

���0K6�Ù�����Ý�
Î����¥Ö

s
Ò¶I¡î�ÍG�Ð�¥�é�Ù�Ð��î�Æ

π
ÑÔä�ÑL�

|[s, t]| ≥ 2
Òvûz�L�

F1 = (F0\{tp−1tp, f}) ∪ {ttp}
Ò_íF£¤���U��£Áî¥�

F1 ∈ S(G)
ÒBM2�

axF1 = axF0 = α
�����PÎ��¥£�£¤�°�-�F�����W�

0 = bxF0 − bxF1 = b(f) + b(tp−1tp) − b(ttp)
Ò

Ó9�¤������×Ýî�Æ»ê�Ò0�«V¥Ñ
b(tp−1tp) = b(ttp)

���¡�N���çä¥�������W�

b(f) = 0.

íF�¥������Ø�Õ��Ù�Ý��£�îU�¸�¡���¥×����U�¤�
b(e) = 0

��Î��¥�-�U£�£
e ∈ E(V0)

�
b(e) = ρ

��Î��¥�-�U£¤£
e ∈ ∆Π(G)

Ò
Ó9�������

bx ≥ β
���t���<Ké�����Ù�Ý�qÎ��Ð�¥Ö �������Áä����U£ü������Ø�Õ��W£¤����îU�D�¡�x���°äU��×Ýî ûz��ÖtÖã��ê�Ò*ì9ÒS�������W�

β > 0
���U���_���Ù�����

ρ > 0
ÒGÇP���Ù���LÎ��¥���W�

b = ρa
�-�Á���

ρ > 0
Ò

Cm�!���°� ���Ð�����Ù�Ý�-�����Ù�������U�Ðî'�U���È�ÐÕ�Gt���¤�Ù�Ý�P���¥���������¤�¥���DÎ��¥�4�����!���¥Õ�×�£��Ì��Õ9�ü�¤����Ø�Õ��U£����������4���
×é�ÔÎ»�U�Ù�Ù��Û����Lß����¤��Úæ�-�����

L = 2
Ò8Cm�����¥�����¤�����Pß������-�������ç�W���Ô�-�����Ð�

s ∈ V0

Ò

�����	�ª�«�(� �s�<Û��<Û���Ã L´
L = 2

¼U³¸®
G = (N, E)

ÃL>¼a±�ª¬ÅÌ·¸Ä¤L´�'¯Uº�¼L·�>�¨G½�´>
|N | ≥ 4

�
ª¬³6æ¹°ª¬þ9º�±�q³6ª�®�

s
¼U³¸®

d
®��¹L´»½�³¸¼U´.½;ª¬³¢³6ª�®��¹

T = {t1, . . . , td}
� Ã L´

(V0, V1, V2, V3)
ÃL'¼

·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ ª)�
N
¹Lþ�±9>_´>�¼U´

s ∈ V0

�
t2 ∈ V1

¼U³¸®
t1 ∈ V3

� Ã L´
e ∈ [V1, V2]

�ã¦�>�L³ÿ´>�}®�ª¬þ�Ã�Ä¤
±Lþ9´D½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�OÖ·ÇÆª�Âô9¸æ½¤¹E�Ù¼�±�L´»«�½�³¸®Uþý±L½�³�¯´�çª¬º

PG(D, 2)
½ �N¼U³¸®_ª¬³�ÄPOæ½ �
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#*´��cd
#e��£,9�	��
���%�E$&1&4�6Ô'ª��;Õa�
#��'ª� Ü(f

·�½S¸
|V0| = 1

�
·�½�½S¸

|V1| = 1
�

·�½�½�½S¸
d = 2

�
·�½¤¸¢½ �

v2

½¤¹P´>�âL³¸®�³6ª�®�âª)�
e
½�³

V2

¼U³¸®
|[t2, v2]| ≥ 2

�©´>�L³
|[t1, v2]| ≥ 2

¼U³¸®
|[s, v2]| ≥ 2

�

Â¡º�ª°ª)���2ûz�Ù�âÕ��-���Ù���U����������Ø�Õ��U£�����î�Æ»ê�ÒUTÝÑF×Ýî
ax ≥ α

�U����£��Ù�
Sa(G)

×é�Ô�������¤����Õ������vÎ»�U�Ù�UÒ

¾N�±��¹�¹L½�´ÂO��
Æ���ÑNÓ9Õ����¸�¥�Ð�U�R�¥�m�����q���¥�Ý�����U�ÐîU�è�����W� ������Ø�Õ��U£�����î²Æ�ê�ÒUTÝÑ����BÎ»�U�Ù�Ù��Û����Lß����¤��Ú��-����£¤�

|V0| ≥ 2
Ò

ûz�Ù�
v0 ∈ V0\{s}

ÒBC �B�U�Ð�NÚU�¥�¤��Ú ���q�Ð���°� �����W�2�U�ÝîÈÎ��ç�U�Ð�¤×�£��Ô���¥£�Õ������¥�
F ∈ Sa(G)

�������â���U�
�¤�Ý�������Ð���L�

[v0, V2]
�Ý�-�������q�Ù�¥�Ý�����W���¤�L���Dûz��ÖtÖã�!ê�Ò*ì9Ò0�¥Ò4Ó9Õ����é�U���P�����¬�D�����¤�G���G���U�4�����â���U���â�U���

�����W�F�������Ð�Ì�L�9���Ð���ü�NÎ��ç�W���¤×�£¤�â���¥£�Õ������¥�
F
���U�����U�¤���¤��Ú

f ∈ [v0, V2]
�W���È��Õ����È�����W�

xF ���¬���¤��ß����Æ»ê�ÒSTÝÑü�W�â�ÙØ�Õ��W�����¥�IÒEXè�������ç�����W���!�����W�ç�ý�U�
f
×¸��£��¥��Ú¥�ü���æ���������¥Õ�×�£¤�Ô��Õ9�ç�

F
�Ù�¥�Ý���U�����-�L���U�Ù��£�î

���¡�ÿÖq�U���ã�Ù��Ú¥�Ù�}�UÎ-�Á�çÒÖ�!� �����q�U�������}���U���I�R�Ð�¤���Ù�
f
�¤�B�¤���Ù�¤���Ù���B���Ù���������B���

s
�R���U�N���

t1Æ»�Ð���Ð�IÒ
t2
ÑL�

f
���2���W�ÌÕ��Ð�ÙÎ�Õ�£©���t�����N���¡�

2
Û����W�����â×¸�Ù���¡�����

s
�W���

t1
Æ������Ð�IÒ

t2
ÑP�����W�

F
Ö Õ��Ð�

���U�����U�¤�6ÒGÉ2�°�¡�Ùä¥�Ù���9���D�¤�4���U�D�¸�¥���Ð�¤×�£��P���}×�Õ��¤£��æ�������Ð�2Î��¥Õ��D���W�����4�-�����q�U��£�î ���¡�}Öt�¥�Ð�â�Ù��Ú¥�Ù�
Î����UÖ �����N���¥Õ�×�£��Ô��Õ���Ò

Æ��¤��ÑBÓ9Õ����é�U���v�¥�á�����È���¥�Ý�����U��î �����W�å�¤����Ø�Õ��U£�����îaÆ»ê�ÒUTÝÑN���}Î»�U�Ù�Ù�ÐÛ����Ùß����¤��Úÿ�-���¤£¤�
|V1| ≥ 2

Ò
É2�Ù�����W�©���¤����� �����åÚ¥���U���

G
���!���¥Öt��£��Ù���W�6�¡�t���°äU�å�����W�

|[V1, V2]| ≥ 2
Ò}Ó9Õ����é�¥�Ð�åß������Ô�����W�

e ∈ [t2, V2]
ÒâÇP���Ù�I�6�¡�}���çä¥�B�����W�!�U�Ýî_����Ú¥�

f ∈ [V1\{t2}, V2]
×¸��£��¥��Ú¥�-���t�����B���¥Õ�×�£��}�ÙÕ��çÒ

É2�°�¡�ÙäU�����
f
���ü���U�üÕ����LÎ�Õ�£éÎ��¥�F×�Õ���£¤������Ú

2
Û����W�����F×¸�Ù���¡���Ù�

s
�U���

t2
���U�

s
�W���

t1
ÒGÇP���Ù���ÙÎ��U���U�

�U�Ýî_Î��ç�U�Ð�¤×�£��B�Ð�¥£¤Õ����¤�¥�
F ∈ Sa(G)

�ç�U�����U�!�Ù�¥�Ý���U���
f
Ò2ÇP��Õ����z×Ýîÿûz�ÙÖqÖq�tê�Ò ì9Ò0�¥�¸�F� ���°äU�æ�

���U�������U���¤�Ù���¤�¥�6Ò
Ó9Õ����é�¥�Ð�����°�@�����W�

e ∈ [V1\{t2}, V2]
ÒD���'�����W�-�ç�W���U�¸�U�Ýî'�Ù��Ú¥�

f ∈ [t2, V2]
�¤�P���È���������¥Õ�×�£¤�

��Õ9�çÒDíF�¥���Ð�¤���Ù�P� ���U£¤Õ����¤�¥�
F ∈ Sa(G)

�����W�ü�Ù�¥�Ý���U�����
f
ÒG��Î

f
�¤�¡���U�PÕ��Ð���v�¤�ã�

2
Û
st2
Û����W���È�WÎ

F
�¸�������

f
���9�Ù�Ì���W�!×¸��£¤�U��Úq���'�U�Ýî_�UÎG�����

2
Û����W�����2×é�L���F�Ù���

s
�U���

t2
�6�U���

s
�U���

t1
�6�U���

���������LÎ��¥���å�¡�qÚU�Ù�Ô�����t���UÖt�å���¥�Ý�����U�����Ù�����¥���U�Ô×¸�ÙÎ��¥�Ð�UÒbMÌ�N�'���¥������Ø�Õ��Ù�����W�
f
Ö Õ�����×é�Ù£¤�¥��Ú

���æ�
2
Û
st2
Û����W���È�WÎ

F
�UÎz�����!Î��¥��Ö

(s, v2, t2)
�-�����

v2 ∈ V2

ÒBM2�F�����¤�ü���¬���'Õ��Ð���P���F�æ�Ù��Ú¥���P�WÎ
�����Ì���¥Õ�×�£¤�â��Õ����

F
���U�È�¥��£Áîå���U�����U�¤�q�¥���2Öq�¥�Ð�-����Ú¥�2�UÎz�Á�DÎ��U�D�����2�W�����Ù�

2
Û
st2
Û����W���È�U���qÎ��¥�

�W�2£¤���U�Ð�Ì�¥���}�WÎR�����B���F�
2
Û
st1
Û����W����� Æ»Ú¥�Áä¥�Ù�x�����¬�

sv2

�ç�U�ÿ×¸�}Õ������ÿ���¥Ú¥�L�����Ù�2�-�����ÿ�U�x����Ú¥�
�UÎ

[v2, t1]
���åÎ��¥��Ö �

2
Û
st1
Û����W���ýÑ�ÒEIFÕ��-�����¤�P�¤�-�W£¤���æ��Öq�¸�¥���Ð�¤×�£��UÒ

Æ��¤����ÑÎI¡î����Ùß����Á�����¥���UÎ������¡���¥Õ�×�£��D�ÙÕ��ç�¬�F�F�U£¤�Ð�ç�U�9îÔ���çä¥�D�����W�
d ≥ 2

Ò û©�L�èÕ�� �Ð���°�¢���°�¢�����¬�
d ≤ 2

�-�����>�����å���¥�Ð�����Ð�é�U�����¤��Ú_������Ø�Õ��W£¤����î_���!Î»�U���L�ÐÛ����Ùß�������Ú�Ò}Ó9Õ����¸�¥�Ð�U�©�¥�������å�Ù�¥�Ý�����U�ÐîU�



Ü \ ���	��
�����������������������������! "
#���%$&��'(�)������*+
#,.-�/0���!��1&�!
2����,.354���*/0���768,9��:�;<��=

�����¬�¡�����!���¥Õ�×�£¤�â��Õ��F�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îæ�¤�4Î»�U���L�ÐÛ����Ùß����¤��Ú}�-���¤£¤�-���������2�L�9�¤�����P�����������q���������¤���W�����¥�ã�UÎ
s
�9���°î

t3
ÒBIDîÿÆ���ÑG�U���ÿÆ»����ÑL�¥�¡�Ì���°äU�2�����W�

t3 ∈ V2 ∪V3

ÒGíF�¥�����������F�B�Ð�¥£¤Õ����¤�¥�
F ∈ Sa(G)

���U�
���¥�Ý���U�¤������Ú

e
ÒPÇP�����Ð�ÙÎ��¥�Ð�U�¸���������F�

2
Û
st2
Û����W�����2�UÎ

F
�U���N�¥��£Áî'���¥���Ð���Á��Õ��������UÎG����Ú¥���2�¤�v�����

���¥Õ�×�£¤�!�ÙÕ��çÒ�Xè�����Ð�����Á�P�¤�ü�Ù£¤���U�F�����W�P�����Ù�������W�����P�ç�W�����U�-×¸�Ô×é�W���'�UÎ £¤�Ù��ÚU���
2
ÒG��Îè�U���Ô�UÎ©�����

���W�����P�¤�P�UÎÞ£�����ÚU���
1
�U���'�����Ô�U�����Ù�P�¤�P�UÎÞ£�����ÚU���

2
�9�¡�N�U£¤�Ð�ç�U��îã���çä¥�Ô�����������Ù��Ú¥���P���UàU�Ù�_×Ýî

F
���v�����Ô���¥Õ�×�£¤�!�ÙÕ��ç���-���¤£¤�2�F���Ð���¤£�£é���Ù���v���æ���U���Ð����Õ��L�Ì�¬�P£¤���U�Ð�-�¥���

2
Û����W���ÈÎ��¥�F�¥�����UÎ©�����

���F�å�����Ð���¤���¬���¤�U�ã���������
t1, t3

Ò4íF£��ç�U�Ð£�î¥�������¤�F���¡��Öq�¸�¥�Ð���¤×�£¤�UÒ�Xè�¤���U£¤£Áî¥�¥�ÁÎz×é�W���
2
Û
st2
Û����¬�����F�U���

�UÎÞ£¤�Ù��ÚU���
1
�9�¡�Ô�ç�W�'�Ð����£¤£ý���UàW�Ô�¥���!Öt�¥�Ð�!����ÚU�!�¤�ã�����Ô���¥Õ�×�£¤�!�ÙÕ��çÒEI¡Õ��ç�������¤�D����Öq�W���¡�Ô�����Ù�

���v£¤����àx×¸�U���
t1
�U���

t3
���

s
×Ýîÿ���¡�

2
Û����W������Ò§�!���Ù�q�WÚÝ�U�¤�6�I�������Ô�¤�Ô���U���¸�¥�Ð���¤×�£¤�UÒÉCm�æÚ¥�Ù�

�����Ù���LÎ��¥���Ì�����W�ü�U�Ýîã�Ð�¥£¤Õ����¤�¥�
F ∈ Sa(G)

���9�Ù�ü���¥�Ý���U�¤�
e
���-���¤���'�Ù�¥�Ý�����U���¤�L���Pûz�ÙÖqÖq�Bê�Ò*ì9Ò0�¥Ò

Æ���ä�ÑÔÓ9Õ����¸�¥�Ð�æ�����W�Ô�����æ���¥Õ�×�£��å��Õ��N������Ø�Õ��U£�����î��¤�!Î»�U�Ù�Ù��Û����Lß����¤��Úv�U���>�����W�
|[t2, v2]| ≥ 2

Ò
ÇP�����Ð�ÙÎ��¥�Ð�U���W��îq����Ú¥�

e′ ∈ [t2, v2]\{e}
×é�Ù£¤�¥��ÚU�D���}�����Ì���¥Õ�×�£��Ì�ÙÕ��çÒEI¡îãûz��ÖtÖã��ê�Ò*ì9Ò0�¥�9�������Ð�

Ö Õ������L�9�¤���}�ÈÎ����U����×�£¤� �Ð�¥£¤Õ9���¤�U�
F
�¤�

Sa(G)
�Ù�¥�Ý���U�����¤��Ú

e′
Ò§���¥���Ù�°ä¥���Ù�

e′
Ö}Õ��Ð�N×¸��£¤�U��ÚÈ���

�
2
Û
st2
Û����W���_�UÎ

F
ÒüÇP�����-���W�����¤�P�������x�WÎR������Î��¥�ÐÖ

(sv2, e
′)
ÒpMÌ�

sv2
�U���

e′
×¸��£��¥��Úæ���æ�����

���¥Õ�×�£¤�â��Õ����9�¥��£�îæ�¥���âÖt�¥���â����ÚU�Ì�UÎz�Á�DÖ Õ��Ð�¡×¸�2Õ��Ð���È���BÎ��¥�ÐÖÏ�B���Ù���¥���
2
Û
st2
Û����W���È�U���q�¥���

2
Û
st1
Û����W��� Æ������Ô�W�����Ù�â�U����Õ�������Úå�����Ô�Ù��Ú¥�

sv2
��£¤Õ��-�U���Ù��Ú¥���¤�

[v2, t1]
ÑLÒ¡íF£¤���U��£Áî¥�9�������¥��£Áî

�é�U������×��¤£�����îB���}���B�����W�D�¤�4���}ÚU�B�¥�����!�WÚÝ�U�¤�å�������¥Õ�Ú¥�
v2

Ò8MÌ�F�B�Ù�¥�����ÙØ�Õ������Ù�U���¡�Ì�¥×9���U���t�����W�
×é�W���

[s, v2]
�U���

[v2, t1]
���U�����U�¤�_���U���U£¤£���£¸����ÚU����Ò

�ýþ¯ó ±L½;L³6±"O��
Ó9Õ����¸�¥�Ð�2�����W�ÔÆ���Ñ��IÆ��¤��Ñ��¸Æ»���¤��Ñ �U���>Æ���ä�ÑR���¥£¤�6ÒGûz�Ù�

v2

×¸�â�����Ì�Ù���È�������2�UÎ
e
���

V2

ÒGûz�Ù�
bx ≥ β×é�N� Î»�U�Ù�Ù�ÐÛ����Ùß����¤��Úæ������Ø�Õ��U£�����îã�UÎ

PG(D, 2)
�ÐÕ����������W�

{xF ∈ PG(D, 2) | axF = α} ⊆ {xF ∈ PG(D, 2) | bxF = β}
Ò

MÌ�-×¸�ÙÎ��¥�Ð�U���¡���-��£¤£I�Ð���°�@�����W�
b = ρa

Î��¥�P�Ð�¥Öq�
ρ > 0

Ò

íF�¥�����¤�����������q���¥£�Õ������¥�
F = {st1, st2, t1t2}

Ò_íF£¤���U��£Áî¥�Þ�����N�����������������æä¥���L���¥�
xF ���W���¤��ß����

ax = α
ÒæÊâ�U���å�����W���F�t�ç�U�m�U���>���

F
�U£¤£è�����æ����ÚU���N�¤�

E(V2 ∪ V3) ∪ {e}
�-���¤£��

xF �Ð���¤£�£
ä¥�Ù����ß����

ax = α
Ò¡íF�¥�����ÙØ�Õ����Ý��£Áî¥���¡�BÚ¥�L�

b(f) = 0,
Î��U�-�U£¤£

f ∈ E(V2 ∪ V3) ∪ {e}.
Æ»ê�Ò0�ÈYÝÑ

Êâ� ���ý£��Ù�
F ∗ = (F\{t1t2}) ∪ {sv2, e, v2t1}

Ò¡íF£¤�ç�W��£�îU�
F ∗ ∈ Sa(G)

ÒDÉâ�����Ù�
bxF ∗

= β
ÒEMÌ�

×Ýî�Æ»ê�Ò0�ÈYÝÑ
b(e) = b(v2t1) = 0

�������¤�üî��¤�Ù£¤���
b(t1t2) = b(sv2).

Æ�ê�Ò0�ÈØÝÑ
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#e��£,9�	��
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#��'ª� Ü�¡

ÇP���N���UÖt�N���¥£¤���P�ÁÎ©�F�N���Ù��£��U�Ù���¤�
F ∗ st1

Æ»�¥�
st2
ÑF×Ýî

t1t2
ÒGÇP���Ù���ÙÎ��U���

b(st1) = b(t1t2) = b(st2).
Æ»ê�ÒS��ÚÝÑ

X��Ð�¥ÖkÆ�ê�Ò<��ØÝÑü�U���mÆ»ê�Ò]��Ú¥ÑL���¡�BÚU�Ù�

b(st1) = b(st2) = b(t1t2) = b(sv2).

MÌ�q�����Ù���ÿ�Ù��Ú¥���v�W���ÿ�W��×��Á�����W�Ðî|����Ú¥���ãÎ��Ð�¥Ö
[s, t1]

�
[s, t2]

�
[t1, t2]

�
[sv2]

�-�Ð�����¸���L���Áä¥��£Áî¥�P�¡�
�¥×����U�¤�È�����W�

b(f) = ρ,
Î��U�-�U£¤£

e ∈ [s, t1] ∪ [s, t2] ∪ [t1, t2] ∪ [s, v2],
Æ»ê�ÒS��� Ñ

Î��¥�P�Ð�¥Öq�Ô�Ð�ç�U£¤�U�
ρ
Ò

Ê2�°�@���¥���Ð�¤���Ù�P���������U£¤Õ����¤�¥�
Fv = {sv2, e, v2t1, sv, vt2, vt1}Î��¥�

v ∈ (V2 ∪ V3)\{v2, t1}
Ò!���!���Ì���W�!���U�Ð�ÿ���È�Ð��� �����W�

F ∈ Sa(G)
ÒÌÇP���Ù���LÎ��¥���

bxFv = β
Ò

MÌ�
bxF ∗

= β
��Õ�������Ú

(4.18)
�F�N�¥×����U�¤�È�����W�

b(st1) + b(st2) = b(sv) + b(vt2).
Æ»ê�ÒS���¥Ñ

MÌ£����æ���U�����������
F ′

v = (Fv\{vt2}) ∪ {st2}
Ò

Ó9�������
F ′

v ∈ Sa(G)
�ý�U���_�������Ù�

bxF ′

v = β
���¡�NÚ¥�Ù�

b(st2) = b(vt2).
Æ»ê�ÒS��RÝÑ

X����¥ÖgÆ»ê�ÒS���¥Ñü�W���mÆ»ê�ÒS��RÝÑ������PÎ��¥£�£¤�°�-�F�����W�

b(st1) = b(sv).
Æ»ê�Ò]�¬ê�Ñ

X��Ð�¥Ö�Æ»ê�Ò]��R¥Ñ4�W����Æ�ê�Ò]�¬ê�Ñè���¥Ú¥�L�����Ù�D�-�Á���æ�����-Î»�U�L�¡�����W�
sv
Æ»�Ð�����6Ò

vt2
ÑG�¤�D�U�ã�U��×��������U�Ðî ����Ú¥�

×¸�Ù���¡�����
s
�U���

v
Æ»���Ù���IÒ

v
�U���

t2
Ñ���×ÝîmÆ»ê�ÒS��� ÑD���PÎ��¥£�£¤�°�-�F�����W�

b(f) = ρ,
Î��U�-�U£¤£

f ∈ [{s, t2}, V2 ∪ V3]\[v2, t2].
Æ»ê�ÒS�¥ì¥Ñ

��Î¡�����Ù���t�U�Ð�t�Ù��Ú¥�Ù�B���
[v2, t2]\{e}

�z�F�t�Ð���¤£�£è���Ù���m���v�����°ä¥�æ�����W�������Ù�¤�Ô������Gt�Ù�¤���Ý�B�¤�
b
���

��Ø�Õ��W£è���
ρ
Ò Ó9Õ����¸�¥�Ð�æ�����¤�Ì�¤�Ì�����å�ç�U�Ð�æ�U���>£¤�L�

v2t2
×¸�æ�U���Ù��Ú¥�æ�UÎ

[v2, t2]\{e}
ÒNÇP���Ù�I�z×Ýî

Æ»�Áä�ÑL�6�����æ����Ú¥�å�Ð�Ù�
F̃ = {sv2, g, e, v2t2, v2t1, h}

���9�¤�Ð����ÒåÉâ���Ð�U�
g
�W���

h
�U�Ð�å����ÚU�������U���U£¤£���£
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#,.-�/0���!��1&�!
2����,.354���*/0���768,9��:�;<��=

���
sv2

�U���
v2t1

�Þ�Ð���Ð�é�Ù�Ù���Áä¥�Ù£�î¥ÒãíF£¤���U��£Áî¥�©�����Ô�¤���Ù�¤���Ù�����åäU���Ù���¥�
xF̃ ���W�����Ðß��Ù�

ax = α
ÒæÇP��Õ��

bxF̃ = β
ÒBM2�

bxF ∗

= β
���¡�N�U×����U���

b(g) + b(v2t2) = 2b(st2).
Æ�ê�ÒS��TÝÑ

X����¥ÖgÆ»ê�ÒS��� Ñü�U���v�����ÔÎ»�U�Ù�-�����W�
v2t2

���-�U�_�U��×��Á�����U�Ðîã����Ú¥���UÎ
[v2, t2]\{e}

���F�NÚ¥�L�

b(f) = ρ,
Î��¥�-�W£¤£

f ∈ [v2, t2]\{e}.
Æ»ê�ÒS��V¥Ñ

X����UÖ Æ�ê�Ò<��YÝÑL�¤Æ»ê�ÒS��� Ñ���Æ�ê�ÒS�¥ì¥ÑL�¤Æ»ê�Ò]��VUÑL�F�¡�>���çä¥�
b = ρa

ÒâM2�
bx ≥ β

�¤�È�¢Î»�W���Ù��Û����Lß�������Ú
�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã���<Ké�����Ù�Ý�âÎ��Ð�¥Ö[�å���Ð��ä����W£é�¥���U��×Ýî_ûz��ÖtÖã� ê�Ò*ì9ÒS�9���Á�PÎ��¥£¤£�� �-�¡�����W�

ρ > 0
Ò

ÇP���ÔÎ��¥£�£¤�°�-�¤��ÚB�������¥�Ð��Ö ÚU��ä¥�Ù�-� ����Öq��£��U�D���Ù��Õ�£Á�üÎ��¥�ü�����Ô���¥Õ�×�£��!��Õ9�-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�F×��W�����v�¥�
���U���������¤�¥���F�-�����

s ∈ V3

ÒG�����-�������UÎ �¤�-�U£��¥��Ú ���������UÖt��£¤�¤���Ô�U�P�����¬�-�UÎèÇP�����¥�Ð��ÖJê�Ò*ì9Ò*ì9Ò

�����	�ª�«�(� �s�<Û��<Ý���Ã L´
L = 2

¼U³¸®
G = (N, E)

ÃL>¼a±�ª¬ÅÌ·¸Ä¤L´�'¯Uº�¼L·�>�¨G½�´>
|N | ≥ 6

�
ª¬³6æ¹°ª¬þ9º�±�q³6ª�®�

s
¼U³¸®

d
®��¹L´»½�³¸¼U´.½;ª¬³¢³6ª�®��¹

T = {t1, . . . , td}
� Ã L´

(V0, V1, V2, V3)
ÃL'¼

·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ ª)�
N
¹Lþ�±9>_´>�¼U´

t1 ∈ V0

�
t2 ∈ V1

¼U³¸®
s ∈ V3

� Ã L´
e ∈ [V1, V2]

�ã¦�>�L³ÿ´>�}®�ª¬þ�Ã�Ä¤
±Lþ9´D½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�OÖ·ÇÆª�Âô9¸æ½¤¹E�Ù¼�±�L´»«�½�³¸®Uþý±L½�³�¯´�çª¬º

PG(D, 2)
½ �N¼U³¸®_ª¬³�ÄPOæ½ �

·�½S¸
|V0| = 1

�
·�½�½S¸

|V1| = 1
�

·�½�½�½S¸¢½ �
v2

½¤¹�´>�åL³¸®ã³6ª�®� ª)�
e
½�³

V2

¼U³¸®
|[t2, v2]| ≥ 2

�4´>�L³
|[s, v2]| ≥ 2

�

X��¥�
L = 3

�Ý�F�2���çä¥�Ô�U£����N�¤�Ýä¥�Ù�Ð���¤ÚÝ�W�����q�����Ù�������U�Ðîq���U���������¤�¥���4Î��U�4�����Ì���¥Õ�×�£��â�ÙÕ��ü������Ø�Õ��W£ÁÛ
�����¤���ÔÆ»ê�ÒSV¥Ñ¡���t×¸�!Î»�U���L�ÐÛ����Ùß�������Ú�Ò����U���������Ù��������£Áî¥���¡�B���°äU�Ô�����ÔÎ��¥£�£¤�°�-�¤��Ú�Ò

�����	�ª�«�(� ���~Û��Çõ��%ö >�L³
L = 3

�D½ �Ô½�³6®�þ�¼UÄ ½�´�OÖ·ÇÆª�2÷#¸q®� � ³6�¹B¼N�Ù¼�±�L´Pª)� PG(D, 3)
�4´>�L³

·�½S¸
|V0| = 1

�
·�½�½S¸

|V2| = 1
�

·�½�½�½S¸
|V4| ≤ 2

�
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#e��£,9�	��
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Â¡º�ª°ª)���}Æ»��ÑPû©�L�
s ∈ V0

�U������Õ����é�¥�Ð�B�����W�
|V0| ≥ 2

ÒPûz�L�
v0 ∈ V0\{s}

ÒPíF�¥�����������2�åÎ��ç�U�Ð�¤×�£��
���U£¤Õ����¤�¥�t���W���¤��Î�î9����ÚB�����Ì���¥Õ�×�£��Ì��Õ9�ü�¤����Ø�Õ��U£�����îå�-�����ã�ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã�W���È���U�����U�¤���¤��ÚB�U�È�Ù��Ú¥�

v0v2�-�����
v2 ∈ V2

Ò�MÌ�â�������2�Ù��Ú¥� ���W�Ì�ã�Ù�9�"Gt���¤�Ù�Ý�
1
�¤�v�����B���¥Õ�×�£��}�ÙÕ��Ì������Ø�Õ��W£¤����îU�ý���2Ö Õ��Ð�2×¸�

Õ��Ð��� ���������
3
Û����W������£��¤��à��¤��Ú

t1, t2
���

s
Ò'Ó�Õ����¸�¥���æß������B�����W�N����×¸��£��¥��Ú¥�Ô���x�v���W���m�UÎ¡�����

Î��¥�ÐÖ
s, v2, v0, t1

Æ������Ð�IÒ
t2
Ñ�Ò4íF£¤���U��£Áî¥�Ý���������P�������Ù�2�Ù��Ú¥���D�UÎé�����-���¥Õ�×�£¤�-��Õ9�ü�U�Ð�â�U£¤�Ð�ç�U��î}Õ����Ù�

×Ýî>�������B���¬���I� ���B�¤�N�¤Öt�é�¥�Ð����×�£¤� ���x���U���Ð����Õ��L�}���������q�U�������
3
Û����¬�������-����� �¥��£Áî������Ù���q����Ú¥�Ù�

��£�Õ��Ô�����¥�Ð�q�WÎF�Ù�9�"Gq�Ù�¤�Ù���
0
�©���Ù�����ã�_�Ù�¥�Ý�����U���¤�L�����¥�IÒæÊ2�°��� ��Õ����¸�¥�Ð�t�����W���F�t���çä¥�t���¬�����Ù�

�v���W�����UÎ¡�����æÎ��¥��Ö
s, v0, v2, t1

Æ»�Ð���Ð�IÒ
t2
ÑLÒ§C �������¥Õ���£��¥�����UÎFÚ¥�����Ù���U£�����îU�©�¡�ã���U����Õ����¸�¥�Ð�

�����W�!����� ��������������Ú¥�å�UÎ4�������Ô���W�����¤�
e
Ò}É2�������U�z�¡�æÖã�çî��¥��£�î�Õ��Ð� ���F�_Öq�U��� �Ù��Ú¥���Ô���ÿ�����

���¥Õ�×�£¤�-��Õ9�¡���B�Ù�¥���Ð����Õ��L�P�U���U�����Ù�
3
Û����¬���æ���

t1
Æ»�Ð�����6Ò

t2
Ñ4�W���q���¡�

3
Û����W�����G���

t2
Æ»�Ð�����6Ò

t1
ÑLÒ

íF£¤���U��£Áî¥���������F���¡��Öq�¸�¥���Ð�¤×�£��U�Ý�-�������È���¥�Ý�����U�����Ù���Pûz��ÖtÖã��ê�Ò*ì9Ò<�UÒBMÌ�ü�B���¥���Ð��Ø�Õ��Ù�����W�ý�¡�!���çäU�
�����W�

|V0| = 1
ÒBM �Ð�¤Öt�¤£¤�U�¡�������UÎè���U�_×é�Ô���U���Ô�-�����

s ∈ V4

Ò

Æ��¤��Ñüû©�L�
s ∈ V0

�U���x�ÐÕ����¸�¥���B�����W�
|V2| ≥ 2

Ò-û©�L�
v2, v

′
2 ∈ V2

�ÐÕ����ÿ�����¬�
e ∈ δ(v2)

Ò2íF�¥�9Û
���ÙØ�Õ����Ý��£Áî¥�ý�U£�£������Ô�Ù��Ú¥���F�¤�

[v′
2, V1 ∪ V4]

���çä¥���}�Ù�9�"Gt���¤�Ù�Ý�
1
�¤�q�����!���¥Õ�×�£��Ì��Õ9�-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î¥Ò

Ê2�°���6�������Ð�}Ö Õ��Ð�Ô�������Ð�!�qÎ��ç�U�Ð�¤×�£��B�Ð�¥£¤Õ9���¤�U�x���¬���¤��Î�î��¤��Út�������Ì�¤����Ø�Õ��U£�����î_�U�Ì�U�ÿ��Ø�Õ��W£¤����î��U���
���U�����U�¤���¤��ÚÌ�����ü�Ù��Ú¥�

v′
2t1
ÒGíF£¤���U��£Áî¥�U�����¤� ����ÚU�PÖ Õ��Ð�4×¸��£��¥��ÚÌ�����

3
Û
st1
Û����W���IÒB���U�����°äU�����Ý�����¤�

���W���ÈÖ Õ����F�Ù�¥�Ý���U���È�U�q����ÚU�!�¤�
δ(V0)

�9�-���¤���È���¡�UÎI������Gt�������Ý�
1
Ò�C �2���¥�����¤�����4���F�å���U���Ù��ÒG��Î

�����Ô���W���vÕ��Ð���â�U�'�Ù��Ú¥���¤�
[V0, V1 ∪ V4]

�����PÖ}Õ��Ð�ü�������_���U�����U�¤�v�W�'����Ú¥�Ô�WÎ
[V1 ∪ V4, v

′
2]
�U���

���_Öq�U���å����Ú¥�q���������æ���¥Õ�×�£¤�æ��Õ9�B���U��×é�tÕ����Ù�m���_�Ù�¥��������Õ��Ù�}�_�Ð�����U���
3
Û
st1
Û����¬���I�z�-�������

�¤����Öq�¸�¥���Ð�¤×�£��UÒå��Îü�����æ���W��� Õ��Ð���B�U� �Ù��Ú¥�
f ∈ [V0, V2 ∪ V3]

� �Á���Ô���������>����Ú¥�ÿÆ���ÎF�U�Ýî�Ñ����N�WÎ
������Gt�Ù�¤���Ý�

0
ÒE���¥�Ð���°ä¥�Ù�������ã�����Ì×¸���Ð�ü�ç�U�Ð�U�������W�¡�¤�F�ÁÎ

e
�¤�¡�¤���Ù�¤���Ù�Ý�F���

t2
�����D�-�¤£�£ý×é�2�é�¥�Ð����×�£¤�

���N���UÖq��£��Ù���
f
×Ýîæ����Ú¥���D�UÎé������Gt�������Ý�

0
���NÎ��¥�ÐÖr�

3
Û
st2
Û����W���6ÒGÊ2�°���Ý�F�â���çä¥�â�������U���Ð����Õ��L�

�B�Ð���Ù�¥���
3
Û
st2
Û����W���ÈÕ��Ð�¤��ÚB�¥��£�îæ�U���Ì�Ù��Ú¥�Ì�WÎz�����2���¥Õ�×�£��2�ÙÕ��çÒDíF£��ç�U�Ð£�îU�������Ì�U��£�ît�¸�¥���Ð�¤×���£¤����î

�¤� ���ÿ���UàW�_�U�|����Ú¥�v���
[V0, V1]

ÒDIFÕ��å�������I�D���å���å�¤Öt�é�U������×�£¤�t�����Ù�¥Öq��£¤�Ù���'���å×Ýî¢�Ù��Ú¥�Ù�t�WÎ
������Gt�Ù�¤���Ý�

0
���tÖq�UàU���æ���Ù���¥���

3
Û
st1
Û����W���IÒBM����¤Öt�¤£¤�U�D�������UÎ �ç�U�_×é�Ô���¥���Ô�-�����

s ∈ V4

Ò

Æ��¤����Ñæû©�L�
s ∈ V0

ÒòC �>�U�Ð��Ú¥�¥����Ú ���¢�Ð���°� �����W�ç�2��ÎÔ�������Ð�����9�¤�Ð���
w ∈ V4\{t1}

�-�����Ù�
e ∈ [w, v2]

Æ��������U£¤£������W�
V2 = {v2}

ÑLÒ�MÌ�ü�B���¥���Ð��Ø�Õ��Ù�����W��×�îqÕ��������Á��îæ�UÎ
e
�9�¡�2�-��£¤£ý���çä¥�2�����W�

|V4| ≤ 2
ÒÉI¡îx���¥�Ý�����U�����Ù���¤�¥�I�é£¤�L�

w ∈ V4\{t1}
�U���>��Õ����é�U���å�����¬�

e
���!���U�!�¤���Ù�¤���Ù���Ô���

w
Ò

ÇP���Ù�I�9�����2�Ù��Ú¥�
wv2

�¤�D�UÎ6������Gt�������Ý�
1
�U���t�����Ù���ÌÖ}Õ��Ð�¡�L�9�¤���ü�N���¥£�Õ������¥�t���¥�Ý���W�¤������Ú����D��£¤Õ��

���¡�x�U������������Ú¥���N�¤�������q���UÕ�×�£¤�å�ÙÕ��çÒ7MÌ�N�U£�£è�����t����Ú¥���N�¤�
δ(V0)

���çä¥�È�'�Ù�9�"Gq�Ù�¤�Ù���
1
�z�¡�

�U�Ð�q�¥×�£¤�¤ÚU�������v���UàW�t�����æ���F���W���������¤�¥���U£è�Ù��Ú¥���B�¤�>����������Õ�×��Ð�Ù��Òm���¥���Ù�°ä¥���Ù�R���������q�W�NÖt�¥�Ð�
�¥���ã����Ú¥�ã�UÎ

δ(V1)
Æ»�.Ò �WÒ

e
ÑN���}�UÎ-�Ù�9�"Gt���¤�Ù�Ý�

0
�G�W�}£¤�ç�W�Ð� �U���È�UÎP�������Ð�È���F���Ù��Ú¥���å×¸��£��¥��Ú¥�

���
[V0, V1]

ÒÉ�Ô�������å�U�������Ô���U���I�Þ�U�!�����å�Ù��Ú¥�
wv2

Ö Õ�����×é�åÕ�������×Ýî>�
3
Û����W���6�6�����å�W�����Ù�

�UÎ-���������È���¡������Ú¥���æÖ Õ����å×¸�È�¤�
[s, v2]

�¥�
[s, w]

ÒøI¡Õ�� �������I�4�¤�¢×¸�U���á�ç�U�Ð���Ù�¡�Á� �¤�B��£��ç�U�Ð£�î
�¤Öt�¸�¥���Ð�¤×�£��B���v�Ù�¥Öq��£¤�Ù��� �����å�Ù��Ú¥�æ�¤�

[V0, V1]
×�îÿ����Ú¥�Ù���UÎF�Ù�9�"Gt���¤�Ù�Ý�

0
���'Î��¥��Ö �v�Ð���Ù�¥���

3
Û
st1
Û����W���IÒBM�����Öq��£��U�D�������UÎÞ�ç�W��×¸�����¥���Ô�-���Ù�

s ∈ V4

Ò



Ü�Ï ���	��
�����������������������������! "
#���%$&��'(�)������*+
#,.-�/0���!��1&�!
2����,.354���*/0���768,9��:�;<��=

Cm�2���°äU�!�U£����N�¤�Ýä¥�Ù�Ð���¤ÚÝ�W�����æ�����â���U���������¤�¥���DÕ��������4�-�������q�����2���Ð�¤��£��P���W���9Û��ÙÕ��D�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�
�U��� Î»�W���Ù��Û����Lß�������Ú'�-�����

L = 2
ÒåÊ2�U��� �����¬�ç�©�¤�ÿ�����å�ç�U�Ð�q�WÎ¡�Ð�9�W�����>���ÙÖã�W�������z�¡�æ���¤Öt��£Áî

�é�U���
s1 = s2

Ò

�����	�ª�«�(� ���~Û�� � �£Ã L´
L = 2

¼U³¸®
G = (N, E)

ÃLq¼�±�ª¬ÅÌ·¸Ä¤L´µ�¯Uº�¼L·�>ÿ¨G½�´?>
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{xF ∈ PG(D, 2) | axF = α} ⊆ {xF ∈ PG(D, 2) | bxF = β}
Ò

MÌ�-×¸�ÙÎ��¥�Ð�U���¡���-��£¤£I�Ð���°�@�����W�
b = ρa

Î��¥�P�Ð�¥Öq�
ρ > 0

Ò

I¡î]Æ»��ÑL�BÆ»����Ñq�W���pÆ»�¤����Ñ��F�F�>���çäU�>�����W�
V0 = {s}

�
V3 = {t1}

�
V4 = {t2}

�Ì�U�����������Ù�
T\{t1, t2} ⊆ V1 ∪ V2

Ò¡íF�¥���Ð�¤���Ù�-���������¥£�Õ������¥�
F = {st1, st2, t1t2} ∪ E

�
�-�����Ð�U�

E = {f ∈ E | a(f) = 0}
Ò

íF£¤���U��£Áî¥�
F ∈ Sa(G)

ÒEXè�¤�Ð�Ð�ü�¡�N�����°� �����W�

b(f) = 0,
Î��¥�-�U£�£

f ∈ E.
Æ�ê�Ò]��YÝÑ

��Î
T ∩ (V1 ∪ V2) = ∅

�6�������
F\E

���Ô�ã���U£¤Õ����¤�¥�ÿ�WÎG����� Ç-É2ÊÌË!ÍÞÒ©É2�Ù�����
F\{f} ∈ S(G)Î��¥�-�U£�£

f ∈ E
�ý�W���mÆ»ê�ÒS��YÝÑF���U£¤���ÙÒ

Êâ� �h��Õ����é�¥�Ð�t�����W�
T ∩ (V1 ∪ V2) 6= ∅

Ò^M2����Õ�Öq�æß������Ô�����¬�
T ∩ V1 = ∅

�©�U���>���������LÎ��¥���
T ∩ V2 6= ∅

Ò�ûz�Ù�
t
×¸�'�ÿ�������������W�����¥�á�������È�WÎ

V2
Òê�!×����Ù�Ðä¥�'�����W�ç�G���

F
�
t
��� ���U�������L���Ù�

���
s
×Ýîá�������Ù�

2
Û����¬�����Ù�¡���WÖq�Ù£�î

(sv, vt)
�
(st1, t1t)

�
(st2, t2t)

�¡�-�������
v ∈ V1

Ò²ÇP��Õ��Ù�F×Ýî
����£��Ù���¤��Ú_Î����¥Ö

F
�U�Ýî �Ù��Ú¥�È�WÖq�¥��Ú

{sv, vt, t1t, t2t}
�R�����q�����ÐÕ�£����¤��Ú����¥£�Õ������¥� ���}�����¤£�£RÎ��ç�U�Ð�ÁÛ

×�£¤�WÒ©MÌ�
v
�U���

t
�U���È�U��×��Á�����U�Ðî>���

V1

�U���
V2

� ������� �¤Öt��£¤�����Ô�����W�
F\{f} ∈ S(G)

Î��U� �U£�£
f ∈ [s, V1]∪ [V1 ∪ {t1, t2}, V2 ∩ T ]

ÒEIFÕ��F�F�Ô���U�v�U£¤�Ð�}���U����£�ît���ÙÖã�U�Ðàt�����W�����¤�t�������ü�ç�W���U�9�����
���¥£�Õ������¥�'�¥×����U�¤�����'Î����¥Ö

F
×Ýîv����£��Ù������Úæ�U�Ýîv����Ú¥���UÎ

E\([s, V1] ∪ [V1 ∪ {t1, t2}, V2 ∩ T ])
�¤�

�Ð���¤£¤£¸Î��ç�U�Ð�¤×�£��UÒGÇP���Ù���LÎ��¥���W���F�N���çä¥�������¬�BÆ»ê�ÒS��YÝÑF���U£¤���ÙÒ
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#��'ª� Ü�Ü

Êâ�°� ��Õ����¸�¥�Ð�2�����W�
T ∩V1 6= ∅

ÒGíF�¥�����������4ß��Ð�Ð�F�����Ì���U���â�-�����Ð�
T ∩V2 = ∅

Ò8Cm�2�Ù�¥���Ð�¤���Ù�
���¡�q���U���Ù��Ò

Ñ ¿�ß!�â��á
|V1| ≥ 3

Ò ÇP���������q�¤�t��£¤���U�æ�����W�
F\{f} ∈ S(G)

Î��¥�ã�W£¤£
f ∈ E({s} ∪ V1)

Ò
���¥�Ð���°ä¥�Ù���¸�U�

T ∩ V2 = ∅
�9�F�B�U£¤�Ð�å���çä¥�������¬�

F\{f} ∈ S(G)
Î��¥�-�U£�£

f ∈ E\E({s} ∪ V1)
Ò

Ñ ¿�ß!�ø��á
|V1| ≤ 2

ÒFÓ�Õ����¸�¥���������¬�
|V1| = 2

Æ������N���U�����-���Ù���
|V1| = 1

�¤�P����Öq��£��U��ÑLÒ ÇP��Õ��
V1���U�����U�¤���â�Ù���������P�¥���N�U�ü���F�t�������������W�����¥�'���������ÙÒ

Xè�����Ð�F��Õ����é�¥�Ð�!�����¬�
V1 = {t3, t4} ⊂ T

�U���È�����W�
t3
���F�����Ì�����v�������!�UÎ

e
�¤�

V1

ÒEIDî>Æ�ä�Ñ��9�¡�
���çä¥�������W�â�W�-£¤���U�Ð�-�U�����UÎ ���������L���

[s, t3]
�W���

[s, t4]
�Ù�¥�Ý���U�����ü���F�t����Ú¥���ÙÒ

��Î
|[s, t4]| ≥ 2

�������Ù�
F ′ = {st1, st2, t1t2, e, st3, t3t4} ∪ [s, t4]�¤���È�Ð�¥£¤Õ9���¤�U���UÎ

S(G)
Ò ÇP���Ù���LÎ��¥���

F\{f} ∈ S(G)
Î��¥�!�U£¤£

f ∈ E\({e, st3, t3t4} ∪ [s, t4])
Ò

���¥�Ð���°ä¥�Ù������� �¤� �ç�U��î}���!���Ù�ü�����W�
F ′\{f ′} ∈ S(G)

�UÎ��¥�è�U£¤£
f ′ ∈ {e, st3, t3t4}∪[s, t4]

ÒèÉ2�������U�
��Ø�Õ��¬���¤�U� Æ�ê�ÒS��YÝÑF���¥£�����Ò
��Î
|[s, t4]| = 1

���������
|[s, t3]| ≥ 2

ÒDíF�U�����������P�����N�Ð�¥£¤Õ9���¤�U���
F1 = {sv2, t2t3} ∪ E

�
F2 = {sv2, t2t3} ∪ Ẽ

�
�-���Ù���

v2 ∈ V2

�U���
Ẽ = [s, t3]∪ {st4, t3t4, t3v2, t4v2, e, v2t1, v2t2}

Ò8C �2���çä¥�!�����W�
F1, F2 ∈

Sa(G)
ÒèÉ2�������

b(f) = 0
Î��U�4�U£¤£

f ∈ E\Ẽ
Ò8MÌ£������Ý�Á�G�¤�G���U�4���U�Ð�æ���������P�����W�

F2\{f} ∈ S(G)Î��¥�æ�U£�£
f ∈ Ẽ\{e, v2t1, v2t2}

Ò°Xè�¤���U£¤£Áî¥�R�¡�_���°äU�_�����W�
F\{f} ∈ S(G)

�D�-�������
F
��� �����

���U£¤Õ����¤�¥�'������������Õ��Ù�����U×é�°äU�B�W���
f ∈ {e, v2t1, v2t2}

Ò��!äU�����U£¤£.���F���¥×9���U���
b(f) = 0,

Î��¥�-�U£�£
f ∈ E,

�U���_���Ù�����ãÆ»ê�ÒS��YÝÑD���¥£¤����Ò
��Î
|V1∩T | = 1

�Ý�ÙØ�Õ��W�����¥��Æ»ê�ÒS��YÝÑè���U�æ×é�-����� �-�t�¤�t�Ô����Öq��£��U�©�F�°îU�9Õ����¤��Ú������¤�R���¤Öt�ü���U���������¤�¥�
Æ�ä���ÑLÒ

X �¤���U£�£�îU�9�����B���U�����-�����Ð�
T ∩ V2 6= ∅

���U�x×¸�N�������W���Ù��Õ��Ð�¤��Út����Öq��£��U�F�¤�����U�â�U�-×é�LÎ��¥���W�é�W���
�¡�B�¥×9���U���È�����W�BÆ�ê�ÒS��YÝÑü�U£����æ���¥£����P�¤�'�����¤�P�ç�W���UÒ

Êâ�°�á�F�D����� � �����W�
b(f) = ρ

Î��U� �W£¤£
f ∈ E\(E∪[s, V2])

�U�W���
b(f) = 2ρ

Î��¥�Þ�U£�£
f ∈ [s, V2]

�
Î��¥�2���¥Öt�

ρ ∈ IR
ÒBíF�¥���Ð�¤���Ù�Ì����� ���¥£�Õ������¥�

F
�¤�Ý���Ð�9��Õ����Ù�>�U×é�°äU�U�I�-��������×é�Ù£¤�¥��ÚU�2���

Sa(G)
Ò

ûz�Ù�
F ∗ = (F\{t1t2}) ∪ {v1t2}

ÒâíF£��ç�U�Ð£�î¥�
F ∗ ∈ Sa(G)

�6�U���x���Ù�����
bxF ∗

= bxF = β
ÒPÇP�����

î��¤�Ù£¤���
b(v1t2) = b(t1t2).

Æ»ê�ÒS��ØÝÑ
ÇP���}���WÖq�����¥£����-��Î �F�N���Ù��£��U�Ù�B���

F ∗ �����N����ÚU��� st1, st2
×Ýî

sv2

���-�����
v2 ∈ V2

�¸�U���_����Õ��
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�F�NÚ¥�L�
b(sv2) = b(st1) + b(st2).

Æ�ê�ÒUR�ÚÝÑ
íF�¥���Ð�¤���Ù�â��� � �������Ù��Ú¥�����L���

F1 = {st1, v1t2, t1t2} ∪ E
�

F2 = {st2, v1t2, t1t2} ∪ E
Ò

C �����çäU�N�����W�
F1, F2 ∈ Sa(G)

�U���v���������
bxF1 = bxF2 = β

ÒBMÌ�
bxF = β

�9�F�N���çä¥�
b(st2) = b(v1t2) = b(st1).

Æ�ê�ÒUR�� Ñ
ÇP���¤�P���¥Ú¥�Ù�������ü�-�Á���mÆ»ê�ÒSR�Ú¥Ñ¡î9����£��

b(sv2) = 2b(st1).
Æ�ê�ÒUR��¥Ñ

MÌ�
v2

���-�U�x�W��×��Á�����W�Ðîq���9���N���
V2

���Á�üÎ��¥£�£¤�°�-�F�����W�
b(f) = 2b(st1),

Î��¥�-�U£�£
f ∈ [s, V2].

Æ�ê�ÒUR�RÝÑ
íF�¥�����¤����� ���°�Ï�����ã����Ú¥�È���L���

{v1t2, v
′
1t1, st2} ∪ E

�U���
{st1, v

′
1t2, st2} ∪ E

�R�-�Á���
v′

1 ∈

V1\{v1}
ÒGíF£¤���U��£Áî¥�¬×é�W���N���Ù���R×¸��£¤�U��Úâ���

Sa(G)
�U���B�������Ð�ÙÎ��¥�Ð�D��������� �����������������4ä¥���L���¥�Ð�è���W�����ÐÎ�î

bx = β
ÒBM2�

bxF = β
��×ÝîmÆ»ê�ÒUR�� Ñ4�F�NÚ¥�Ù�

b(v′
1t1) = b(t1t2) = b(v′

1t2).
Æ�ê�ÒURUê�Ñ

X����UÖkÆ»ê�Ò]��Ø¥ÑL�©Æ�ê�ÒSR�� Ñü�U���mÆ»ê�ÒSRUêÝÑL���¡�B���°äU�������°�-�������W�
b(f) = ρ,

Î��¥�-�W£¤£
f ∈ [s, {t1, t2}] ∪ [t1, t2] ∪ [v1, t2] ∪ [v′

1, {t1, t2}],Î��¥�P���UÖq�Ô�Ð�ç�U£¤�U�
ρ ∈ IR

ÒBM2�
v′

1

�¤�-�W���W��×��Á�����W�ÐîÈ���9���Ô���
V1\{v1}

���Á�â�U£¤�Ð� Î��¥£¤£��°�-�F�����¬�
b(f) = ρ,

Î��¥�-�U£¤£
f ∈ [s, {t1, t2}] ∪ [t1, t2] ∪ [v1, t2] ∪ [V1\{v1}, {t1, t2}].

Æ»ê�ÒURÝì¥Ñ
��Î¡�����Ù���t�U���æ�Ù��Ú¥���N�¤�

[v1, t1]\{e}
�z�F�t�Ð���¤£¤£ �����Ù�m���_�����°ä¥�æ�����¬�N���������Ô������Gt�������Ý�B�¤�

b
�¤�

��Ø�Õ��U£ ���
ρ
Ò Ó9Õ����¸�¥���å�����¤�!���Ì�����å�ç�U�Ð�æ�U���>£¤�L�

v1t1
×¸�æ�U������Ú¥�æ�UÎ

[v1, t1]\{e}
ÒNÇP�����6�z×�î

Æ»�Áä�Ñ��������N����Ú¥�}�Ð�Ù�
F̃ = {v1t1, v1t2, st2} ∪ E

�¤�-�¤�
S(G)

Ò-íF£��ç�U�Ð£�îU�������-���������������Ù�NäU���L���¥�
xF̃���W���¤��ß����

ax = α
ÒGÇP��Õ��

bxF̃ = β
ÒBMÌ�

bxF = β
��×Ýî�Æ»ê�ÒURÝì¥Ñ¡�¡�N�¥×����W�¤�

b(v1t1) = ρ.
Æ»ê�ÒUR�TÝÑ

Ó9�¤�����
v1t1

���-�U�x�W��×��Á�����W�Ðîq����Ú¥�N�UÎ
[v1, t1]\{e}

�9�������P�¤Öt��£¤�����¡�����W�
b(f) = ρ,

Î��¥�-�W£¤£
f ∈ [v1, t1]\{e}.

Æ»ê�ÒUR�V¥Ñ
X����UÖ Æ�ê�Ò]��YÝÑL�¤Æ»ê�ÒUR��¥Ñ���Æ�ê�ÒURÝì¥ÑL�¤Æ»ê�ÒSR�VUÑL�F�¡�>���çä¥�

b = ρa
ÒâM2�

bx ≥ β
�¤�È�¢Î»�W���Ù��Û����Lß�������Ú

�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã���<Ké�����Ù�Ý�âÎ��Ð�¥Ö[�å���Ð��ä����W£é�¥���U��×Ýî_ûz��ÖtÖã� ê�Ò*ì9ÒS�9���Á�PÎ��¥£¤£�� �-�¡�����W�
ρ > 0

Ò
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Êâ�U���æ�����W����������£¤�å���W���9Û���Õ��N������Ø�Õ��U£������¤���Ì���ÙäU���}���Ùß����tÎ»�U���L���N�UÎ
PG(D, L)

�-�����
L = 3

Ò
���t�¤�å���������Ù� ��Öq�¸�¥�Ð���¤×�£¤�q����ß�������Î��ç�W���¤×�£¤�È�Ð�¥£¤Õ����¤�¥�|���W�����ÐÎ�î��¤��Ú��ÐÕ���� �U�|������Ø�Õ��U£�����îm�-�����
��Ø�Õ��W£¤����îq�-���¤£��Ô���¥�Ý���U�¤������Úæ�U�v����Ú¥���¤�

[V1, V3]
Æ��UÎè�Ù�9�"Gt���¤�Ù�Ý�

2
���È�����Ô���Ð�¤��£��Ô���W���9Û��ÙÕ���Ñ�Ò

ï'ð#ü ý§n´kmµÔõ8µÔô©úÙöBó¶Í

���>�������!���Ù�Ù�����¥�I�z�¡�t���¤���ÙÕ����������å�������U���W���¤�¥�>���Ð�¥×�£���Ö Î��U�Ì�����æ������Ø�Õ��U£������¤���2�¤�Ý���Ð�9��Õ����Ù�m×¸�LÛ
Î��¥�Ð�UÒ2û©�L�

x∗ ×¸� �tä¥���L���¥�2�¤� IR|E| Òâ���x�����}���ÙØ�Õ���£.�é�¡�}�-�¤£�£z�������W��� ×Ýî Gx∗ = (N, Ex∗)
�����

¹Lþ°·Ý·�ª¬ºL´è¯UºÐ¼L·�> �WÎ
x∗ �������W�â�¤�ü������Ú¥���W���v�¤����Õ������_×ÝîÈ�����N�Ù��Ú¥�Ù� e

��Õ����_�����W�
x∗(e) > 0

Ò

ÇP���
st
Û��ÙÕ�� ���¥���������U�¤�Ý���üÆ»ê�Ò0� ÑI�ç�W� ×é�D���Ù���U���W���Ù� �L���U�L��£�îNÕ��Ð�¤��Ú-�����´AÔ�¥Öq�U�ÐîÝÛµÉâÕ}�U£�Ú¥�¥�Ð������ÖUU��ØyV.ÒGÇP���¤�-���Ð�9��Õ������-�����N�Ð�WÛ����U£¤£����mAÔ�¥Öt�¥�ÐîÝÛµÉâÕÈ���Ð���U���-���¤���x���U�P���������Ð�¥�é�Ù�Ð��îÈ�����W�PÎ��¥�-�W£¤£

���U�����N�UÎP�������Ù�
s, t ∈ N

�����ÈÖt�¤����Ö Õ�Ö
st
Û���Õ��}�¤�������t�����Ù�ã��� �U£������xÖq�����¤Ö}Õ�Ö

st
Û���Õ��}�¤�

Gx∗

ÒåÇ �v���'�����¤���z�¡�æÕ����å�����q�W£¤Ú¥�¥�Ð������Ö����ÙäU��£¤�U�é�Ù�m×ÝîêAÔÕ��Ðß��Ù£¤�¤Uëê�RyV.ÒåÇP���¤�Ô�¥���t�Ð��Ø�Õ��������
|N | − 1

Öq�¬�9�¤Ö Õ�Öÿþ��°�Ï���UÖq��Õ9���W���¤�¥���ÙÒq���m�����W�Ù�������W�Þ�����Ð�é�Ù���áÕ��������t���UÖq��Õ9���W���¤�¥�I�I�¡�
ß��Ð�Ð�âÕ����N�å����Öq��£¤�!���ÙÕ������Ð���¤�Ì���æ���ÐîÈ���æØ�Õ��¤��à�£�îÈß����_�åä����¥£��W�����

st
Û���Õ��â�¤����Ø�Õ��U£�����î¥ÒèÇP���¤�P�¥���

Ú¥�����2�U�2Î��U£¤£¤�°�-�ÙÒ@C �B�����Ù���W����äU��£�îÈ���¥�Ý�����U�Ù�2�����N����Ú¥���!×Ýî_���Ù�������U������Ú
x∗ äW�U£�Õ����âÕ��Ý����£ �Ù��������������t���U���U£GäW�U£�Õ��æ�UÎF�����ã�Ð����Õ���à�ÚU���U���

G̃ = (Ṽ , Ẽ)
���B£������������U� �Á������Õ�Ö ×¸���N�UÎP���������Ù�è�¥�

���������B�¥��£Áîv����Öq�U���_���¡�È���������ÙÒ2���������Nß������!�ç�W���U�6�W�2£¤�ç�W�Ð�2�¥���}�WÎR�����B���������2�UÎ
G̃
�¤����Õ����Ù�

����Õ��æä��¤�U£��W�����¢×Ýîá�����_�Ð�����������Ù���¤�¥�¢�UÎ
x∗ �¥� Ẽ

Ò°I¡î¢���9���U��������Ú��������å�������U�4�F�v�¥×9���U��� �
ä��¤�¥£¤�W���Ù���ÙÕ��2�¤�

Gx∗

ÒP���x�����N�����Ù�¥�������U���W�¸�¡�}�����Ù��àx�ÁÎè�����B�ÙÕ��!×¸�Ù���¡���Ù�ÿ���������F�ã���9�����Ì�WÎ
G̃
�¤�-ä��¤�¥£¤�W���Ù���¥�2���U��ÒL�ÌÎ4�Ù�¥Õ����Ð�U�é�¤�x×¸�U���ÿ�ç�U�Ð���Ù�é�¡�}ä¥�Ù����Î�î_�ÁÎR�����B��Õ��Ì�¥×����U�¤���Ù�x�Ð�����U���W���Ù�

���¡�È���������â�UÎè�����}���UÖt�N����Öq�U���IÒP��ÎR�����¤�-���ÙÕ������Ð���¤���¤�âÕ����ÐÕ����Ù������Î�Õ�£;�¸�F�N�����Ù�ÿÚ¥�Ù�������W���������
AÔ�¥Öq�U�ÐîÝÛµÉâÕt�������W��Õ��Ð�¤��ÚN�����£A�Õ��Ðß��Ù£¤�È�W£¤Ú¥�¥�Ð������Ö��W���}�Ð�����W���W���2�����Ì��Õ9�ü���U���Ð�����U�������F�����W�Ù��£Áî¥Ò

ÇP���
L
Û����¬���9Û���Õ��q�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��������Æ»ê�ÒS�¥Ñå�ç�U���U£¤�Ð�m×¸�x�Ð�����W���W�����a�����¸�¥£�î����¥Öt���W£¡����Öq�'�-���Ù�

L = 2, 3
Òq��� Î»�U�Ù���ÞÎ��U�B�vß��9���á����Öq�U���

{s, t} ∈ D
�Þ�����q�Ð�����W���W���¤�¥�m�����¥×�£¤��Ö ������Õ����Ù�}���

ß������¤��Úx�xÖq�����¤Ö}Õ�Ö �¡����Ú¥�Ý� ����Ú¥�ã�ÐÕ�×����L� �����W� ���������Ð�����L���}�U£¤£
L
Û
st
Û����W������Ò_ÇP���¤�B���U�}×¸���Ù�

����� �-�x�é�¥£Áî����¥Öt���U£�£�ît���¥£ÁäW�U×�£¤�����¡UU�¥ìWV.ÒP���x�����U�Ù���¤�Ù�U���-�����
L = 2

���¡�}���t�����NÎ��¥£¤£��°�-�¤��Ú Î��¥�
�ç�W�������ÙÖã�W���

{s, t} ∈ D
Ò8C ���Ù�¥�����������P���������U�Ð�������¤�¥�

Π = (V0, V1, V2, V3)
�-�Á���

V0 = {s}
�

V3 = {t}
���U���q�-�������

V1

�U���
V2

�U�Ð�2�Ù�¥���Ð����Õ��L���Ù�v�U�DÎ��U£¤£¤�°�-�ÙÒ8X��¥�4�ç�U���ã���9���
u ∈ N\{s, t}

�
�¡� ��Õ��

u
�¤�

V1

�ÁÎ
x(su) ≥ x(ut)

�é�U���
u
�¤�

V2

��ÎG���U�çÒ´Cm�B�������ÿ���Ù�Ð�2�����Nä9���¥£��¬���¤�U�_�WÎR�����
���U�����Ù���¸�¥��������Ú

2
Û
st
Û����W���9Û���Õ��2�¤����Ø�Õ��U£�����î¥Ò�C �����

L = 3
��Î��¥�2���U�������ÙÖã�U���

{s, t} ∈ D
���F�

ß��Ð�Ð�ü��������àt��Î6�����ÌÖt�¤���¤Ö Õ�Ö �F�Ù�¤Ú¥�Ý�¡����ÚU�Ì���L�ü�ÙÕ������¤��Ú}�U£¤£������
3
Û
st
Û����¬�����4�UÎ

Gx∗

�¤�D£¤�Ù���4�����W�
2
Òx��ÎPî¥���Ù�G�����Ù���È��� �

3
Û
st
Û����¬���9Û���Õ��}�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î�ä9���¥£��¬�����m×Ýî

x∗ ÒÿÇP���W� �¥���È���B�������¢×�Õ���£¤�
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�����Ð�¥Õ�Ú¥�_�æ×������U�����_ß��Ð�Ð�â�����U�����_Î����¥Ö
s
���

Gx∗

Ò

ûz�Ù�qÕ��æ��Õ��Ð� ��� �[�¥Õ��t�W�������Ý�����¥�|���>�����_���Ù���U���¬���¤�U� ���Ð�¥×�£���Ö Î��¥�å�����v�����U���Ù�9Û����W�Ð���Á�����¥�
�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������tÆ»ê�Ò<���°ÑLÒ7Cm�t�����U£�£4�����°ä¥�t�����¬�N�����¤�����Ð�¥×�£���ÖgÎ��¥�

L = 2
�Þ�-���Ù�

p
�¤���9���I�è�W���

�����æ���W�Ð���Á�����¥�����L�����Þ�L�9�Ù�����
V0

� �W���æ������Ú¥£¤�L���¥�����©�ç�U�>×¸�æ���¥£Áä¥���m�¤�>�¸�¥£�î����¥Öt���W£Þ���¤Öt�UÒåÊâ�U���
�����¬�¡�������Ð�2���¡� ���¥���������¤�¥���D�U�Ð�2�������Ù�����U�ÐîtÎ��¥�4�����â�����U���Ù�9Û����U�Ð���������¥�å�¤����Ø�Õ��U£����������R���}×¸�âÎ»�U�Ù�Ù�
���Ùß����¤��Ú��¥���Ù�üÇP�����U����Öpê�Ò*ì9Ò ê�Ò�MÌ�è���Þ�-�¤£¤£Ý��Õ����å�¥Õ9�ç�U�����W�R�����¥×�£���Ö]�-�¤£�£�������Õ����ü���!Öq�����¤Öt�~QÙ�¤��Ú
�å��Õ�×�Öt����Õ�£��W�FÎ�Õ����L���¤�U�_�U�x�å���U�Ð����îã��Õ�×�Î»�WÖq��£�îq�UÎR�å£¤�W�����¤���2Î»�UÖq��£�îUÒ

ûz�Ù�
M
×¸�P�Ìß����Á���ü�Ð�Ù��Ò8MaÎ»�UÖt�¤£�î

C
�UÎ¸��Õ�×����L���4�UÎ¸��£���Öt���Ý���G�UÎ

M
�¤�è�ç�U£�£¤��� � ÄÁ¼U´.´»½;±�d�Ù¼UÅå½�ÄPO

��Î
X ∪ Y, X ∩ Y ∈ C,

Î��¥�-�U£�£
X, Y ∈ C.M]Î�Õ����Ù���¤�¥�

f : C → IR
�¤�P���U�¤�'���t×¸� ¹Lþ�Ã�Åãª�®Uþ�ÄÁ¼UºF�ÁÎ

f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) ≤ f(X) + f(Y ),
Î��¥�-�W£¤£

X, Y ∈ C.

M���Õ�×¸���¥£�£¤�Ù�Ù�����¥�
D
�UÎ

C
�¤�P���U£¤£����_�}·�¼UºL½�´ÂO��Ù¼UÅå½�ÄPO!��Î

X ∩ Y ∈ D ⇐⇒ X ∪ Y ∈ D,
Î��¥�-�U£�£

X, Y ∈ C\D.

���¡UU��Y�V;�ªAÔ�9�ÙÖã�W���-�U���mJâ�UÖã�Wà��Ð�¤�Ð�����U�v���çä¥�N����� �-�v������Î��U£¤£¤�°�-����Ú ���Ù��Õ�£Á�çÒ
�����	�ª�«�(� �s�<Ý��Â��� US��YWV��ü½¤UL³ ¼>¹Lþ�Ã�Åãª�®Uþ�ÄÁ¼UºL��þ�³6±L´.½;ª¬³

f
ª¬³a¼mÄÁ¼U´.´»½;±�&�Ù¼UÅå½�ÄPO

C
�å¼U³¸® ¼

·�¼Uº�½�´�O��Ù¼UÅå½�ÄPO
D
ª)�

C
�R¼N¹°L´

U
Åå½�³�½�Åå½���½�³�¯

f(U)
ª�¤ULº

U ∈ D
±�¼U³vÃLs�çª¬þ9³¸®}½�³}·�ª¬ÄPO¬³6ª¬Åå½»¼UÄ

´.½�Åã!�

�����	�ª�«�(� ���~Ý��<��� ¦�>�!¹°�·�¼UºÐ¼U´»½;ª¬³q·¸º�ªUÃ�Ä¤LÅ �çª¬ºÔ´>�Nº�ª°ª¬´��®U«¤·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ÿ½�³6®�þ�¼UÄ ½�´.½;�¹
x(∆Π(G)) ≥ d3p/2e,

Æ�ê�ÒUR�YÝÑ
¨�>�L³

L = 2
�
p
ª�®Ý®��D¼U³¸®

Vi = {ti}
�çª¬º

i = 1, . . . , p
�P±�¼U³>ÃL!¹°ª¬ÄP¤U�®q½�³ã·�ª¬ÄPO¬³6ª¬Åå½»¼UÄ6´»½�Åã!�

Â¡º�ª°ª)���âûz�Ù�
x ∈ IR|E| ÒÀMÌ� p

�¤�å�����I�G�����_�Ð�����W���W���¤�¥�¢���Ð�¥×�£���Ö Î��U�å�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�'Æ�ê�ÒSR�YÝÑ}�¤�
��Ø�Õ��ÁäU�W£¤���Ý�P���

min x(∆Π(G)) − 3p/2 − 1/2,
Æ»ê�ÒUR�ØÝÑ

�°ä¥���q���������U�Ð�������¤�¥���
Π = (V0, V1, . . . , Vp)

�UÎ
N
��Õ����a�����W�

Vi = {ti}
Î��¥�

i = 1, . . . , p
Ò

ÍG���¥×�£���ÖgÆ»ê�ÒUR�ØÝÑF���U�x�W£¤���æ×¸�!�-���Á�����Ù�x�W�
min

S⊆
Sd

i=1
{ti}, |S| ����� x(E(S)) + x(δ(S)) − 3|S|/2 − 1/2.

Æ»ê�Ò ê�Ú¥Ñ
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Êâ�°�r£¤�L�
M

×¸�å�����æ���L�
N
�WÎF�������Ù�N�WÎ

G
�
C
×é�å�����æ���Ù�B�UÎ¡��Õ�×����Ù���}�UÎ

N
���¥�Ý���U�¤���Ù�m���

⋃d
i=1{ti}

�
f(S) = x(E(S)) + x(δ(S)) − 3|S|/2 − 1/2

���U���
D = {X ∈ C : |X|

�����
}
Ò

���B�¤�N��£��ç�U�Ô�����W�
C
���}�_£��W�Ð������� Î»�UÖt�¤£Áî��U���������¬�

D
�¤�N�����W������î�Î»�WÖq��£�î¥Ò§MÌ£��������N�ç�U�m×é�

�ç�W���¤£Áî������Ù�¢�����W�
f
�¤�}��Õ�×�Öt����Õ�£¤�U�B�U�

C
Ò�íF�U�����ÙØ�Õ����Ý��£Áî¥�D×�îmÇP���Ù�¥���ÙÖ ê�ÒUT�Ò0�¥�è�����È���Ù��Õ�£Á�

Î��¥£�£¤�°�-��Ò

�����¥Õ���IF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��}�U£¤Ú¥�U��������Ö_�é�¡�t�-��£¤£R���W�����Ù��Õ����q�_����Õ��Ð�¤�Ð���¤�å�Ð�����U���W�����¥��Î��¥�Ô�����
�����U�����9Û�Æ»�¥����Û�Ñµ���U�Ð�������¤�¥�_�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������æÆ�ê�Ò<��� Ñ Æ�Æ�ê�Ò0�«�¥Ñ�Ñ�Ò}ÇP�������¥��� �¡�¥��à��B�U�!Î��¥£¤£��°�-�ÌÎ��¥�!���U���
���UÕ����Ù�����9���

s
�-�����a�W�'£¤���U�Ð�q���F�¢�����Ð���¤���¬���¤�U����Ò Cm�ÿ�Ù�¥�����������q�����ÿ���9���Ù�ã�����W�v�U�Ð�ÿ���U�

���Ù�Ð�������W���¤�¥���t�UÎ
s
�W�ÈÓ������������q���9������Ò ��Î

L = 2
�¡�F�_ß������È£¤���¥à Î��U�t�������W��Ú¥£¤�Ù�åÎ��¥��Öt���²×Ýî

����Ú¥���æ�-�����|äW�U£�Õ��
1
Ò|��Î

C
���å��Õ���� �ÿ�������W��Ú¥£¤�W�G�����Ù�²�¡���Ù�¥�Ý�����U�Ù�

C
�¤�Ý�����>�����ÙÕ����WÛ��������

w
Ò���Î

C
�Ù�¥�Ý���U�����

s
Æ»�Ð�����6Ò��x���Ù�Ð�������W���¤�¥�á���9���q×�Õ��å���U�

s
ÑqÆ»���Ù���IÒ��U��£�îmÓ������������ ���9���Ù��Ñ��

�������
w
�-�¤£�£I���UàW�B�����B�Ð�¥£¤�N�UÎ

s
Æ»�Ð�����6Ò2�t�������������W�����¥�_���9���°ÑNÆ»���Ù���IÒâ�ãÓ����Ù�¤���Ù�2�������çÑâ�¤�v�����

���L�§Ú¥���W���IÒbM2Î��������������Ô�é�¥�Ð����×�£¤�å�������6� �¡�q�Ù�¥�����������Ô�����qÓ����Ù�¤���Ù�N���9���Ù��Òq��ÎP�_Ó����Ù�¤���Ù�
u
�¤�

�U�¬Ü��W�����Ý�Þ���2�W�Þ£¤���U�Ð�Þ�¥���4���Ù�Ð���¤���W���¤�¥�N�������U� �������B�¡�D���¥�Ý�����U�Ù�Þ�����¡�Ù��Ú¥�4�����W�Þ���W�Þ�����4���¤Ú¥�����Ð�
äW�U£¤Õ��U��×¸�Ù���¡���Ù�

u
�U���_� ���Ù�Ð���¤���W���¤�¥�ã���9���UÒGÇP���Ô���L� �������!���ü���U�����������Ð���_�U�P� ���Ù�Ð���¤���W���¤�¥�

�������UÒ4��Îè���U�ç���������v�¡�B�Ù�¥�Ý�����W�Ù�
u
�U���

s
�U���_���¥���Ð�¤���Ù�P���������L� �������N�U�

s
Ò�Mü�-�������������UÎ

�����¤�G���Ð�9�Ù����Õ��Ð�U�Ý�¡�âÚU�Ù�D�!Ú¥���U���å�-�������¥Õ��DÓ������������G���9���W���U���æ���¥�Ý���U�¤������Ú��W���çî
p
�Ý�����Ð���¤���¬���¤�U�

���������
t1, . . . , tp

ÒèÇP�����RÚ¥���U���åÚ¥�Áä¥���è���¤�Ð�F�����!���U�Ð���������¥�
V0, V1, . . . , Vp

�UÎ
N
�ÐÕ����æ�����W�

s ∈ V0�U���
Vi

�Ù�¥�Ý���U�����}�¬�}£��ç�U���}�v���Ù�Ð�������W���¤�¥���������q�WÎ
s
�ÞÎ��U�

i = 1, . . . , p
Òã��Î

L = 3
�Þ���������F�

�����Ù��àæ�-���Ù�������4�����â�����U���Ù�9Û����U�Ð���������¥� ������Õ��Ù���t×�îå�����¤�4���W�Ð���Á�����¥�å�¤�Rä��¤�U£��W�����IÒ ��Î
L = 2

�Ý�����Ù�
�¡�Ì���U�����������D�B�Ð�9�W������Û��¥����Û����W�Ð���Á�����¥� �¥×����U�¤�����åÎ����¥Ö

V0, V1, . . . , Vp

�W�4Î��U£¤£¤�°�-�ÙÒñCm�2�Ù�¥�����������
�U�t����ÚU�

uv
�-�����æÖq�¬�9�¤Ö Õ�ÖpäW�U£¤Õ��P��Õ����ã�����W�

u ∈ Vi

�U���
v ∈ Vj

Î��¥�G�Ð�¥Öq�
i, j ∈ {1, . . . , p}

�
i < j

�©�U�����W��£��ç�U�����¥���å�UÎD�����å���Ù���
Vi\{u}

�W���
Vj\{v}

�Ù�¥�Ý���U�������W��£��ç�U���N�È���������¤���W�����¥�
�������UÒ'��Î

Vi\{u}
Æ������Ð�IÒ

Vj\{v}
Ñ!���¥�Ý���W�¤���B�����Ù�Ð���¤���W���¤�¥�6�Þ���������F�q���¥���Ð�¤���Ù�B�����q�Ð�9�W������Û

�¥����Û����W�Ð���Á�����¥� ������Õ��Ù���¢×Ýî
e = uv

���¥Ú¥�L�����Ù�}�-�����á�����'���W�Ð���Á�����¥�
Π′ = (V ′

0 , V
′
1 , . . . , V

′
p+1)Ú¥�Áä¥���_×Ýî

V ′
l = Vl

Î��¥�
l = 0, . . . , i − 1,

V ′
l−1 = Vl

Î��¥�
l = i + 1, . . . , j − 1,

V ′
l−2 = Vl

Î��¥�
l = j + 1, . . . , p,

V ′
p−1 = Vj

Æ������Ð�IÒ
Vi

Ñ
,

V ′
p = Vi\{u}

Æ»���Ù���IÒ
Vj\{v}

Ñ
,

V ′
p+1 = {u}

Æ»���Ù���IÒ
{v}

Ñ
.

Cm�}���U���¤�Ù�N�����W�ç�é�U�2�����°�-���¤�v�����}���Ð�9�UÎR�UÎGÇP���Ù�¥���ÙÖ ê�Ò*ì9Ò ê�Æ��¤��Ñ����������2�Ð�9�W������Û��¥����Û����W�Ð���Á�����¥�
�¤����Ø�Õ��U£�����ît�¤�ü�����Ð�¥��Ú¥�Ù�ü�����U�È�����Ô�����U�����9Û����U�Ð�������¤�¥�t�¥���WÒECm�!�������È���Ù�Ð�-�����Ìä��¤�¥£¤�W�����¥�ã�UÎ©�����¤�
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�����U���Ù�9Û��U���ÐÛ����U�Ð�������¤�¥�B�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î¥ÒB�_�¥���Ù� äU���Ù���¤�æ×¸�U���t�ç�W�����!Æ
L = 2

�¥�
L = 3

ÑL�Ý��Îé�����P�����Ð�����
�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î ���G���U�4ä��¤�¥£¤�W���Ù�I�¥�F�-�������t���¥�Ý�����U�Ù�4���¡�}�Ð�Ù���

Vi, Vj

��Õ����ã�����¬�
[Vi, Vj]

���¥�Ý���W�¤���4�U�
����ÚU�ü���çä��¤��Ú!�����ü×���Ú¥Ú¥�����èäW�U£�Õ��F���

∆Π(G)
�Ý�U��� �������R�������è�ÐÖã�U£�£¤�Ù� ���W�Ð���Á�����¥�IÒ©ÇP���¤� ���������Ù��Õ��Ð�

�¤�ü�����¥���é�Ù�_�-���Ù���ÙäU���-�����Ô��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎ ���U�Ð���������¥�È�ÐÕ�×����L���â×é�Ù���¥Öt���
2
�����������!�����Ô���U�����Ù���¸�¥���9Û

�¤��Úå�Ð�9�W������Û����U�����Á���¤�U�È�¤�ü���������U�
st
Û���Õ9�çÒ

C ���Ù�
L = 2, 3

���¡� �U£����ã�Ð�����W���W���}���ÙÕ������Ð�����ç�U£�£�îq�����B���¥Õ�×�£��B�ÙÕ��!������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�NÆ»ê�ÒUTÝÑ�Û�Æ»ê�ÒSV¥Ñ
�U���á�����¤��£¤�æ���W���9Û��ÙÕ��å�¤����Ø�Õ��U£����������qÆ»ê�ÒSØÝÑ�ÛLÆ�ê�Ò<��ÚÝÑLÒ����á�-���W�}Î��U£¤£¤�°�-�Ù�è�F�ã�����Ù�����Ý�å���������}���Ù���¬Û
���W���¤�¥�����Ð�9�Ù����Õ��Ð���NÎ��¥�

L = 2
Ò'ÇP���¥�Ð�ãÎ��¥�

L = 3
�W���t���¤Öt�¤£¤�U��Ò7X��¥�Ô�����tÎ��¥��Öt�����Ù£��U�Ð��� �¡�

�U����£Áîå�����âÎ��¥£¤£��°�-�¤��ÚÔÎ��¥�D�ÙäU���Ðîã����Öq�U���
{s1, t1} ∈ D

�U���ã�ÙäU����îã���Ù��Öt�¤���W£����9���
t2
���0K6�Ù�����Ý�

Î����¥Ö
s1, t1

Ò7Cm�q�Ù�¥���Ð�¤���Ù�N�����q���U�Ð���������¥�
Π = (V0, . . . , V3)

�-���Ù���
V0 = {s1}

�
V1 = {t2}

�
V2 = N\{s1, t1, t2}

�
V3 = {t1}
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�-�����m�Ù��Ú¥�æ���¥�����N��Ø�Õ��U£G�����Ð�¥Õ������Ù���GÕ��Ù£¤�¤���ç�U�����¤�����U�������ÙÒãÇP���æ���Ù�Ð���N�¡���Ð�q�¸����Î��¥��Öt���>Î��¥�
L = 2, 3

ÒÞ���æ�����U�L�������U�Ý���U���ü�����W�R�����P×é�UÕ����å�¥�å�����P���¥Õ����¤��ÚÌ���W�����G���9�Ù�G���U�4Õ��ÐÕ��U£�£�îN�L�9���Ù���
4
ÒqÇP���q�Ð���Ù�¥��� �Ð�Ù�B�UÎü�����Ð���U���Ù���N���¥Öt����Î����¥Ö �����t���Ù���¡�¥�Ðà��WÎ¡������I¡��£¤ÚU���U�����Ù£¤�Ù���¥ÖtÖ Õ���� Û
�ç�W���¤�¥���!�¥�¸�����¬���¥�Ù�dIF��£�ÚÝ�U�Ù�¥Ö��¸�¥�

52
�Ù�����¤���Ì�U���>��Õ�×����L�����UÎ4�����Ù���WÒ}ÇP���æ���W�����¥Ö �����U×�£¤�ÙÖq�

�F�Ù���!ÚU�����Ù���W�����È�-�����
n = 10

���
n = 40

���������Ù���-�����ã���0K6�Ù�����Ý�F��Õ�Ö ×é�Ù�
d
�UÎI����Öq�U�����ÙÒEX��¥�
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�ç�W�����Ù�¥Õ���£��
(n, d)

��ß�äU�B�����Ð���U�����Ù�P�F�Ù�������������Ù�IÒ

���v������äW�U�Ð�¤�¥Õ��ü���U×�£����Ù���������Ù�����������â�U�����

n
�
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ ���9�����-�UÎÞ���������Ð�¥×�£¤�ÙÖ��

d
����������Õ�Ö ×¸���-�UÎ ����Öq�U�������

íFÕ �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ Ú¥�����Ù���W�����
st
Û��ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�ÔÆ���Õ��W�¥ÑL�

ÍG� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ Ú¥�����Ù���W�����
L
Û����W���9Û��ÙÕ��-�¤����Ø�Õ��U£�����������Æ���Õ��W�¥Ñ��

Ë2� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ Ú¥�����Ù���W�����_���¥Õ�×�£¤�Ô��Õ9�2������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù��Æ»�ÐÕ��©�UÑL�
J-� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ Ú¥�����Ù���W�����_�����U���Ù�9ÛLÆ��¥����Û�Ñ����U�Ð���������¥��Æ���Î

L = 2
ÑF�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������ÔÆ���Õ��W�¥Ñ��

ÇÞ� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ Ú¥�����Ù���W�����v���Ð�¤��£��!���W���9Û��ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�ÔÆ���Õ��W�¥ÑL�
��� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ �����¥×�£¤��Öt�P���U£�ä¥�Ù�_���æ�¥������Öã�W£¤����î�Æ���Õ�� � ÑF�°ä¥�Ù�âß�ä¥�N�¤�������U���Ù���P���Ù�Ð�����I�
��� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ �����¥×�£¤��Öt�P���U£�ä¥�Ù�_���æ�¥������Öã�W£¤����î�Æ���Õ��W�¥ÑF�°ä¥�Ù�âß�ä¥�N�¤�������U���Ù���P���Ù�Ð�����I�
A��U��� �
������ÚÝ�U�v×¸�Ù���¡������������×¸���Ð�âÕ����é�Ù�â×¸�¥Õ������W���_������£¤�°�¡���-×é�UÕ����v�¥×����U�¤���Ù�

�¬�P�����������U�-�������Ô�UÎÞ�����jI¡���U������Ûµ�U����Û�íFÕ��-���Ð�����¤�'�����Ôß������2�ÐÕ��I�
A��U��� �
������ÚÝ�U�v×¸�Ù���¡������������×¸���Ð�âÕ����é�Ù�â×¸�¥Õ������W���_������£¤�°�¡���-×é�UÕ����v�¥×����U�¤���Ù�

�¬�P�����������U�-�������Ô�UÎÞ�����jI¡���U������Ûµ�U����Û�íFÕ��-���Ð�����¤�'�����������Ù�¥������Õ��I�
A!��� �
������ÚÝ�U�v×¸�Ù���¡������������×¸���Ð�âÕ����é�Ù�â×¸�¥Õ������W���_������×é�Ù�Ð�â£¤�°�¡���-×¸�¥Õ����

�U×����U�������v���v�����Ôß������â��Õ��I�
A!�¯� �
������ÚÝ�U�v×¸�Ù���¡������������×¸���Ð�âÕ����é�Ù�â×¸�¥Õ������W���_������×é�Ù�Ð�â£¤�°�¡���-×¸�¥Õ����

�U×����U�������v���v���������Ù���¥���_��Õ��I�
ÇÞ���Ù��� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ ���9�����-�¤�'�����jI¡���U������Ûµ�U����Û�íFÕ��-���Ð���ÔÎ��¥�ü�����Ôß������2�ÐÕ��I�
ÇÞ���Ù�È� �
��������Õ�Ö ×¸���-�UÎ ���9�����-�¤�'�����jI¡���U������Ûµ�U����Û�íFÕ��-���Ð���ÔÎ��¥�ü�����������Ù�¥���_��Õ��6�
íüÍ���� �
�����Ô���U���U£6���¤Öt�!�UÎÞ�����Ôß��Ð�Ð�â��Õ��_�¤�v�Ð�����U�������
íüÍ��L� �
�����Ô���U���U£6���¤Öt�!�UÎÞ���������Ù���¥���x��Õ������'�����Ù�¥�����ÙÒ

ÇP���!ß������P���F�å���W×�£¤�Ù�P�����¸�¥���ü�������çäU�����WÚ¥�Ô���Ù��Õ�£Á���üÎ��¥�F�����!���U�����¥Ö �¤�������U�������Ù���¥×����U�¤�����'�¤�
�����N���U�����UÎ �����U�����_����Öq�U�����Ù��Î��¥�

L = 2
�U���

L = 3
�����Ù���¸���Ù����äU��£�îUÒ

���¢Ç �U×�£��ãê�Ò0�¥�è�¡�'���ÙÖã�W��à������¬�ç�RÕ��á���
20

���9�����å�U���
15

���ÙÖã�W�������4�W£¤£4�����U×�£¤�ÙÖq�B���çä¥�
×¸�����'�Ð�¥£�äU���'���}�¥������Öã�W£¤����îB�-�������¤�ã�����Ì���¤Öt�2£��¤Öt���çÒñIF�Ù���¤�����ü�¥���!�L�9���Ù�������¥�I�������¤�¡�¤�F�U£¤�Ð�}�����
�ç�W��� Î��¥�

30
Æ»�Ð���Ð�IÒ

40
Ñâ���9���Ù�!�-�������������Ð�æ�U���

15
Æ»�Ð���Ð�IÒ

10
Ñâ�����Ð���¤���¬���¤�U���!�¥�2£¤���Ð��ÒHC �����

�¡�x���U�����������
20

����Öq�U�����q�¥�tÖt�¥���W�F�¥��£Áî¢�¥���_�¤���Ð���W�����_���U�t×é�Ù��� ���¥£Áä¥�����¤�²£¤���Ð�t�����U�
5���¥Õ�����ÒBCm���ç�U�_���ÙÖã�U�Ðàq�����W�-���U�âÖq�U�Ýî

st
Û���Õ��â�¤����Ø�Õ��U£����������P�W���Ô�¥×����U�¤�����'Î��¥�ü�����N���<Ké�����Ù�Ý�

�¤���Ð���W�����Ù��Ò}ÇP���¤���z���ÿÎ»�U�Ù���I�¤�Ô×¸�����UÕ��Ð�U�z�-�����
L = 2

�6�����
L
Û
st
Û����W����Û���Õ9�Ô�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������Ì���¥ÖæÛ

�¤���W���t�����
st
Û���Õ��å�Ù�¥���������W�¤�Ý���å������Õ��Ù���¢×Ýî¢���¥�¢�Ð�¤��ÚU£¤�Ù���¥���ÈÆ»���Ù�_Ó9���L�����¥�Ô�9ÒUTÝÑLÒ�Ê2�W���È�����W�ç�
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Çè�U×�£¤�Ôê�Ò0���EJ-����Õ�£����PÎ��¥�P���U�����UÖ �¤���Ð���W�����Ù�âÎ��¥�
L = 2

�U���_�����U�����v����Öq�U�����
n d ��� ���  !� "#� $&% ��' �)( *,+-%.' *,+-%/( *102' *103( $&465758' $&465759( �:�<;=' �:�<;!(
10 2 0 4 2 2 2 5 5 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 0.01 0.01

10 5 1 24 5 9 5 5 5 8.0 1.1 0.0 0.0 17 5 0.10 0.06

10 8 3 70 20 26 8 5 5 12.0 5.0 0.0 0.0 156 34 1.30 0.54

20 5 0 36 5 10 10 5 5 6.6 0.9 0.0 0.0 10 2 0.12 0.09

20 10 5 480 65 311 25 5 5 13.5 6.8 0.0 0.0 1143 547 32.02 40.88

20 15 13 3077 371 973 59 5 5 15.1 9.2 0.0 0.0 79054 35770 6711.73 7081.31

30 8 2 249 22 273 26 5 5 8.9 3.3 0.0 0.0 152 51 5.05 15.19

30 15 8 2465 207 1491 82 4 4 12.8 7.4 0.2 0.7 28501 7694 5023.44 5215.93

30 22 17 2982 327 1554 40 1 1 30.5 20.2 22.6 15.7 73564 26235 14591.42 14432.96

40 10 3 1714 87 2972 84 4 4 13.2 7.4 0.1 1.0 10458 2139 3696.43 4426.79

40 20 13 3252 213 3379 56 0 0 33.4 24.2 25.6 20.7 60744 10978 18000.00 18000.00

40 30 26 3191 234 1626 19 0 0 43.3 36.3 39.1 34.1 53753 12859 18000.00 18000.00

�¤�'�����B�Ð�����U���x�ÐÕ��I�¸�t�Ð�¤Ú¥����ß����U�Ý�2��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎR���¥Õ�×�£¤����Õ9�ç�ý�����U���Ù�9Û��U���ÐÛ����U�Ð�������¤�¥�I���U�������Ð�¤��£��
���W���9Û��ÙÕ��Ô�¤����Ø�Õ��U£����������â���çä¥�å×¸���Ù��ÚU�����Ù���W�����IÒN��Î4�����Ù��� î��¤�Ù£¤�ÿ£�������£¤�N�¤Öt���U�L�!�¥�ÿ����� ��Õ�Ö ×¸���
�UÎI�����Ð���U���Ù���F�Ð�¥£�äU���t���N�¥������Öã�W£¤����îU�U�¥�D�¥�æ�����ÌíüÍ������¤Öt�U�¥�¡�Ì���ÙÖã�W��à}�����W�4�����âÚÝ�U���!Æ�AN�U���9�
AÔ�9�¥ÑÌ�U���I�z�¤�����W�Ð������Õ�£¤�U���é�����å�Ð�~Q��å�WÎ¡�����bIF���W�����9Ûµ�W���9Û�íFÕ9�N�����Ù�_Æ»ÇÞ�������¥ÑÔ�U���å�Ð�¤Ú¥����ß����U�Ý��£�î
���Ù��Õ����Ù���-�����x�����Ð�é�Ù�Ù�Ô���¶AN�W���¥�dA!���U�6�U����Ç �Ð�����UÒ£C � Öq�çî��U£¤�Ð�È�¥×��Ð���ÐäU� �����¬�!Î��¥�2����� ���9Û
�Ð���U�����Ù�2�-�Á���

20
����Öq�U�����2�¥�-Öt�¥���W�������NÚÝ�U���W�P�����B�Ð�9�W�2���9�������v�����N�����Ù�¥���ÿ�ÐÕ�� Æ�A��U���¥Ñ

�¤�P×¸�Ù�Ð�����P�����U�'�����Ôß����U£zÚÝ�U�v�¥×����U�¤�����_�WÎ����Ù�
5
���¥Õ��Ð�â���'�����Ôß��Ð�Ð�â��Õ��mÆ�AÔ�!� ÑLÒ

Ç �U×�£��qê�ÒS�_ÚU��ä¥�Ù�B�����ã�Ù�¥Öq��Õ����W���¤�¥���U£G���Ù��Õ�£Á����Î��¥�N�����ã���UÖt�ã�¤���Ð���W�����Ù� �U�N�����¥�Ð�ã�UÎüÇè�U×�£¤�
ê�Ò0�¥���-���Ù�

L = 3
Ò

Çè�U×�£¤�Ôê�ÒS���EJ-����Õ�£����PÎ��¥�P���U�����UÖ �¤���Ð���W�����Ù�âÎ��¥�
L = 3

�U���_�����U�����v����Öq�U�����
n d ��� �>�  !� "#� $&% ��' �)( *,+-%.' *,+-%/( *102' *103( $&465758' $&4�5759( �:�<;?' �@�>;!(
10 2 5 0 2 3 1 5 5 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 0.01 0.01

10 5 11 53 10 14 3 5 5 11.3 5.6 0.0 0.0 58 17 0.70 0.21

10 8 9 198 20 8 2 5 5 12.3 6.4 0.0 0.0 278 89 7.26 1.50

20 5 28 146 13 45 2 5 5 8.3 5.2 0.0 0.0 37 17 2.25 1.35

20 10 30 3407 52 312 9 5 5 13.9 6.8 0.0 0.0 3681 1247 2403.97 437.00

20 15 38 24953 170 422 21 0 0 30.6 16.1 21.8 8.6 10049 11971 18000.00 18000.00

30 8 30 2250 42 384 1 5 5 10.3 5.3 0.0 0.0 996 336 1927.48 468.81

30 15 60 18509 122 1071 5 0 1 29.9 16.4 21.9 9.9 5326 5087 18000.00 16647.14

30 22 39 15703 105 318 4 0 0 42.8 30.4 38.5 27.7 3859 5753 18000.00 18000.00

40 10 58 9351 71 1087 4 2 3 16.7 7.4 6.6 1.7 1965 1099 11925.39 8710.00

40 20 61 11442 76 940 1 0 0 46.0 36.7 42.4 34.7 1808 1930 18000.00 18000.00

40 30 49 11344 85 274 4 0 0 57.3 45.7 55.1 44.4 1525 1547 18000.00 18000.00
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Ó��¤Öt�¤£��W�2�¥×�������äW�W�����¥�����U�ÔÎ��¥�ÔÇ �U×�£��åê�Ò<�æ���U�>×é�æÖq�U��� Î��¥�ÔÇ �U×�£��åê�Ò]��ÒæÉ2�°�F�Lä¥�Ù��� �����æ�¤ÖåÛ
���Ð� äU��Öt���Ý�â×é�L���F�Ù���v�����!ß����Ð�â�W���'���Ù���¥���_��Õ����P�¤�ü�Lä¥�Ù��Öt�¥���2�¤Öt�é�U�Ð���W����Òè�����������6�¸�U���!�ç�W�
���ÙÖã�W��àv�����W���éÎ��¥�2����� �����Ð���U���Ù���!�-�����

(n, d) = (10, 8)
�
(20, 10)

�¥�
(30, 8)

�¸�����æíüÍ��h���¤Öt�
�¤�Ì�U£¤Öt�¥���2����ä��¤���Ù�x×Ýî

5
ÒÌÇP���¤�Ì���U��×¸�}�L�9��£¤�U�¤�����ÿ×Ýî_�����NÎ»�U�Ù�2�����W�2�����

st
Û���Õ9�!�¤����Ø�Õ��U£����������

�-���Ù�
L = 2

���çä¥�B×é�Ù�����W£¤£zÚ¥�Ù�������W���Ù�ÿ×Ýî��UÕ��-����Õ��Ð�¤�����¤�W���-���¤£��U��Î��¥�
L = 3

�������N�L���U�L�!���Ù�9Û
�U���W�����¥�I���-���¤�������UàW���ÔÖt�¥��������Öq�W�¸���U�!×¸�����xÕ����Ù�IÒ&X��¥�-�������Ì�����U���U�I�6�Á�Ì���2���¬��Õ����U£Þ���È���UÖq�
�-������Öt�¥�Ð�Ô�L�9���Á���¤��Úq�Ð����Õ�£����-�����ÐÕ��

1
�-���Ù�

L = 2
�����W�������ÐÕ��

1
�-���Ù�

L = 3
Ò´���¥�Ð���°ä¥�Ù���

Î��¥�â�����B�¤�������U���Ù���Ì�-�Á���
(n, d) = (30, 15)

�¥�
(40, 10)

�¸�¡� ���U�ÿ���Ù� �����¬�Ì�¥��� Öq�U���N�¤�������U���Ù�
���U�-×¸���Ù���Ð�¥£�äU�������æ�¥������Öã�W£¤����îæ���v��Õ��

2
ÒEMÌ���_ß����U£¤£Áî¥�9������ÚÝ�U�WAÔ�9�}���U�-×¸���������Ù��Õ����Ù��Î��¥�

�����N×��¤Úæ�¤�������U�������-×Ýîv�U£�Öq�U�Ð�
10%

�-�Á���_�����Ð�é�Ù�Ù�-���7A!���¥Ò

Ç �U×�£����Nê�ÒURx�U���mê�Ò ê��ÐÕ�ÖqÖq�U�Ð�~Q��å�����ã�çäU�����WÚ¥�ã�Ð����Õ�£����B�¥×����U�¤���Ù��Î��U�������ã���UÖt�q�����Ð���U�����Ù���
×�Õ��-�-�Á���_�U��×��������U�Ðîq���L���â�UÎ ����Öq�U�����ÙÒ

Çè�U×�£¤�Ôê�ÒUR��EJ-����Õ�£����PÎ��¥�P���U�����UÖ �¤���Ð���W�����Ù�-Î��U�
L = 2

�U�����U�Ð×��������U��îã���ÙÖã�W�����
n d �:� �>�  1� "#� $&% ��' �)( *,+-%.' *,+-%/( *102' *103( $&465758' $&4�5759( �:�<;?' �@�>;!(
10 5 3 59 21 10 20 5 5 10.2 8.8 0.0 0.0 21 21 0.16 0.24

20 5 3 76 14 7 20 5 5 4.7 3.8 0.0 0.0 7 9 0.22 0.40

20 10 7 761 52 20 102 5 5 8.3 7.8 0.0 0.0 625 358 50.58 45.19

30 8 5 650 66 56 154 5 5 8.5 8.5 0.0 0.0 459 489 28.61 43.40

30 15 13 5397 412 119 910 2 2 12.5 12.7 3.9 4.6 23291 15357 11748.40 11613.36

40 10 6 519 50 15 73 5 5 5.4 5.0 0.0 0.0 107 63 15.28 16.44

40 20 13 6565 363 15 736 0 0 17.0 19.3 11.4 14.0 10859 8349 18000.00 18000.00

Çè�U×�£¤�Ôê�Ò ê_�EJ-����Õ�£����PÎ��¥�P���U�����UÖ �¤���Ð���W�����Ù�-Î��U�
L = 3

�U�����U�Ð×��������U��îã���ÙÖã�W�����
n d �:� �>�  1� "@� $&% ��' �)( *,+-%.' *,+-%/( *102' *103( $&4�575)' $&4�5752( �:�<;=' �:�<;1(
10 5 9 68 21 4 2 5 5 7.0 5.8 0.0 0.0 29 22 0.35 0.34

20 5 20 565 46 6 0 5 5 8.5 7.7 0.0 0.0 103 91 12.12 10.01

20 10 31 20280 395 7 3 2 2 20.7 18.5 8.0 6.7 5042 4369 12555.41 11183.45

30 8 50 14251 282 40 4 3 3 15.7 14.0 3.1 2.1 1948 1816 8489.24 8181.75

30 15 29 19982 318 4 1 0 0 56.7 56.4 53.7 53.5 1126 1190 18000.00 18000.00

40 10 64 16501 279 9 1 0 0 30.1 33.5 23.8 28.2 1605 1709 18000.00 18000.00

40 20 29 12519 148 4 1 0 0 61.5 61.4 60.2 60.0 274 301 18000.00 18000.00

�â��Î��¥����Õ����¬����£Áî¥�6Î��U�!Çè�W×�£¤�Ù�!ê�ÒUR'�U���>ê�Ò ê��I���'�Ð�¤Ú¥���Áß��ç�W���!�¤Öt�����°ä¥�ÙÖq�Ù�Ý�Ô×é�L���F�Ù���>����� ß����Ð�
�U���ã�����Ù�¥���v��Õ����F���F�¥×��Ð����ä¥���6Ò�Cm�Ì×¸��£��¤�ÙäU�2�����W�F�����¤�¡�¤�D×é�Ù�ç�UÕ����!�����2äW�U£¤���q������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�D�����LÛ
���Ù�Ý�����_�¤�q�������ü�����U�������-�U�Ð�ÔÖq�U���!�W���U�������'��� �Ð�9�W�����'����Öq�U�����ÙÒ¡Éâ�°�F�Lä¥���Ù��Öã�W��îã�¤�������U�������
�¤�æ×¸�U���æ���U���Ù�D���°äU�2×¸���Ù�q�Ð�¥£�äU���æ�����¥�����¤Öq�U£¤�Á��î¥ÒsX��¥�

L = 2
���U£�£9�����â�����Ð���U���Ù���G�-�����tÕ��t���

10
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����Öq�U�����â�¡���Ð�}���U£�ä¥�Ù�����q�¥�9���¤Öq�U£�����î¥ÒEX��¥�
L = 3

���������-�F�U�â�����N�ç�U�Ð�NÎ��U�âÕ������
5
����Öq�U�����

�¥��£Áî¥Ò

���tÇè�W×�£¤�Ù�Gê�Ò ìÔ�U���tê�ÒST��¥�¡�-���Ù�é�¥���G�����-�Ù�¥Öq��Õ����W���¤�¥���U£9�Ð���ÐÕ�£����D�U×����U�������åÎ��¥�è���ç�W£��¤�������U���Ù���
Î��¥�

L = 2
�U���

L = 3
�©�Ð�����¸���L���Áä¥��£Áî¥ÒqÉ2�Ù���U�©�����t�����Ð���U���Ù���Ô�-�����

10
����Öq�U�����N�U�Ð�t�Ð�9�W�����6�

�-���¤£��!�������U�������Ð�-���çä¥�NÖ Õ�£����¤��£����¡���¥Õ��Ð���Ù��Ò

Ç �U×�£��Ôê�Ò ì(�EJâ�Ù��Õ�£Á���PÎ��¥�P�����U£z�¤���Ð���W�����Ù�-�-�����
L = 2

n d ��� �>�  !� "@� $&% *,+-%.' *,+-%/( *109' *103( $&4�575)' $&4�5959( �@�>;?' �:�<;!(
11 10 0 37 25 28 3 9.9 3.3 0.0 0.0 201 29 1.83 0.59

11 30 0 793 4 48 49 17.3 8.9 0.0 0.0 135 95 7.86 10.67

11 55 1 2376 8 51 51 20.9 10.1 0.0 0.0 245 235 118.30 88.88

30 10 4 241 35 302 27 9.9 3.4 0.0 0.0 215 101 5.19 18.58

30 30 2 1862 7 347 67 17.3 8.9 0.0 0.0 103 87 35.29 94.78

30 55 0 8767 4 610 98 20.9 10.1 0.0 0.0 227 321 463.32 859.75

52 10 1 613 48 1041 59 9.9 4.5 0.0 0.0 641 315 35.30 226.05

52 30 0 4184 13 1239 156 17.3 9.2 0.0 0.0 161 235 241.0 1130.67

52 55 0 13540 3 6920 90 20.9 11.1 0.0 7.4 221 1051 3119.40 18000.00

Ç �U×�£��Ôê�ÒST��EJâ�Ù��Õ�£Á���PÎ��¥�P�����U£z�¤���Ð���W�����Ù�-�-�����
L = 3

n d ��� �>�  !� "#� $&% *,+-%.' *,+-%/( *109' *10A( $&4�5958' $&4�5959( �:�<;=' �@�>;!(
11 10 10 135 19 3 0 11.2 2.4 0.0 0.0 869 81 21.82 1.13

11 30 11 2887 234 14 5 16.2 8.8 0.0 0.0 4627 891 1655.84 126.39

11 55 11 3485 351 9 0 16.1 7.3 0.0 0.0 3767 721 2741.18 196.13

30 10 3 43 3194 50 339 11.2 3.8 0.0 0.0 3235 603 3678.49 348.73

30 30 14 24111 423 659 44 17.1 8.9 5.3 1.8 2233 3115 18000.00 18000.00

30 55 16 25376 512 576 45 53.2 7.6 46.8 1.0 1605 2361 18000.00 18000.00

52 10 51 14309 68 1328 9 11.3 7.3 3.2 2.6 1643 2221 18000.00 18000.00

52 30 31 14685 80 535 4 21.5 12.2 13.9 6.6 449 407 18000.00 18000.00

52 55 42 11950 103 1234 11 53.5 13.7 49.1 10.6 383 387 18000.00 18000.00

íF�¥�����¤�����üß��Ð�Ð�PÇ �U×�£��!ê�ÒUT�Ò8C �Ì�ç�U�v���ÙÖã�W��àå�����¬�ç��Î��¥�D�����Ô�����Ð���U���Ù���P���U£�ä¥�Ù�'���å�¥�����¤Öq�U£¤�Á��î¥�
�����ÈíüÍ�� ����Öq�å���m�����tß����Ð�}��Õ��m���U�B×é�Ù���á���Áä��¤���Ù�m×Ýî�Öq�U���æ�����U�

10
�¤�>�����q�����Ù�¥���á�ÐÕ��IÒ

MÌ���åÎ��¥� �����P�U�������G�����Ð���U���Ù�����Ý�����üß����U£�ÚÝ�U�§A!�¯�Ì���U�G×¸���Ù�q�Ù�¥���Ð�¤���Ù���U×�£Áî}�Ð����Õ������q���¥Öt���U�Ð���
���7A!���¥ÒRÇP���NÖt�¥���-���¤ÚU����ß����U�Ý�P�ç�W�����¤�ü�����Ô�¤�������U�����Ô�-�����

30
���������â�U���

55
����Öq�U�����ÙÒGÇP���

ß����U£4ÚÝ�W� ���Ù�������U���Ù�}Î����UÖ
46.8%

���
1%
ÒvÉâ� �¡�ÙäU���Ù�GØ�Õ������t��Õ������Ð�¤������Ú¥£Áî¥�Þ�¤��Çè�U×�£¤�tê�Ò ì��ÞÎ��¥�

�����Ì���UÖt�!�¤���Ð���W�����Ù�F�-�����
L = 2

�9�����!���Ù���¥���v�ÐÕ��'�������ü���W�ü�¸����Öt���¡��� ��Öq�����°ä¥�2�����Á�����Ù�F�����
íüÍ�������Öq�W�Ý���¥�4�����-ß����W£¸Ú¥�U�IÒE�!��£Áîå�����âÚÝ�U�q�W�D�����â�����U�D�������2�������Ð�ç�U�Ð���ü×¸�Ù���¡���Ù�È�����â���F�
��Õ�����Ò
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Éâ���Ð�_×¸��£��°���D�¡���������Ð���Ý�t�����v×¸���Ð�t�Ð�¥£¤Õ����¤�¥��� �¥×����U�¤���Ù�¢Î��¥� �����v�Ð�ç�U£P�����Ð���U�����Ù�å�-�����
52IF�Ù£¤Ú¥�¤�U�v�������¤�Ù����Î��¥�

L = 2
�U���

L = 3
�¸���Ù���¸���L����äU��£Áî¥Ò-ÇP���}���U���N�-�����Ð�

d = 10
Æ�Xè��Ú¥Õ�����ê�ÒSV¥Ñ

���U�����Ù���¸�¥�����-���t�å�����U�����v���Á��Õ��W���¤�¥�È�-���������¡���¡�¥Õ�£���£��¤àW�Ì���t£¤����àt�����CBµ���U�������U£¤�)D2�UÎ �����Ô���Ù�
���ÙÚ¥�¤�U�����UÎ@I¡��£¤ÚU�¤Õ�Ö ���mIF��Õ������Ù£¤�ãÆ�I@JE�!ÑLÒdC ���Ù�

d = 30
Æ»���Ù�5Xè��Ú¥Õ��Ð� ê�ÒUYÝÑL�z�¡�q�Ð��£¤�Á�Ô�����Ù���

���Ù�á���Á�������N�¤�Ý���x���¡�ÿÚ¥�Ð�¥Õ����Ù�R���UÖt��£Áî I@J´AÌÛ+AF�4Ê-Û MÌÊ2ÇFÛ�É�MÔÓÝÛµû���� �U���¾CèM��2ÛµÊNM&�vÛ�ûz�)�RÛ
�©�ÔÊ-Û2M£JâûG�é�W���I�ý�¤�_�ç�U���xÚ¥���¥Õ�����£�Õ���IF��Õ��Ð���Ù£¤���ý�¡�}���ÙØ�Õ��¤�Ð�B���¡�

L
Û����¬�����â���Ù£��W����ä¥�Ù£�îÈ���ã�W£¤£

����� �é�U������×�£¤�B���U������ÒHX �¤���U£�£�îU�ý�-�����
d = 55

Æ�Xè��Ú¥Õ��Ð�}ê�ÒUØÝÑL�¸�F�å�Ù�¥���Ð�¤���Ù�Ô�U£¤£Þ���ÙÖã�U�����!×��U�Ð���
�¥�'�������������Ù���Ù�����¤���P��£¤Õ���IF�ÐÕ����Ð��£���Ò
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Xè��Ú¥Õ����Pê�Ò]V���IF�����F�Ð�¥£¤Õ9���¤�U���RÎ��¥Õ����tÎ��¥�
52
���Á�������R�-�����

10
����Öq�U�����Ù�9�¥�æ�����â£��ÙÎ������-�����

L = 2Æ»�U������Öã�U£�ÑL�9�U���I���¥�_����������Ú¥�Ý�ç�9�-�����
L = 3
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Xè�¤ÚUÕ����Pê�ÒUY���IF�����F�Ð�¥£¤Õ����¤�¥���RÎ��¥Õ����æÎ��¥�
52
���Á���¤�Ù�R�-�����

30
���ÙÖã�W���������¥�æ�����-£��ÙÎ��ç�Ý�-���Ù�

L = 2Æ»�¥�9���¤Öq�U£�ÑL���U���I���U�_���������¤ÚU�����9�-���Ù�
L = 3
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52
���Á���¤�Ù�R�-�����

55
���ÙÖã�W���������¥�æ�����-£��ÙÎ��ç�Ý�-���Ù�

L = 2Æ»�¥�9���¤Öq�U£�ÑL���U���I���U�_���������¤ÚU�����9�-���Ù�
L = 3
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���å�������R�����U�9�����Ù�Ý�F�-���çä¥�-����Õ��������å�����PÇÞ�¡�WÛ��Ù��Ú¥�P�Ù�¥�����Ù�Ù���Ù�ÈÉâ�¥�9Û��Ù�¥���������W�¤���Ù�æÊ2�Ù���¡�¥�ÐàåËÌ�LÛ
����Ú¥�'ÍG���U×�£¤�ÙÖ Æ�Ç-ÉÌÊ2Ë!ÍDÑLÒ�Cm�!���çäU�Ô�����°ä¥�Ù�È�����¬�F�����!�����U×�£¤�ÙÖ �Ð��Öq�U�¤���¡�������U��Ú¥£�î

NP
Û����U�Ð�

�ÙäU�����¤�x�����å�����U�����ÿ���U���æ�U���ÿÎ��¥�Ô�U�Ýîxß9���Ù�
L ≥ 2

Ò&C �å���çäU�åÚ¥��äU���>�U����������Ú¥�Ù�!���Ð�¥Ú¥���WÖæÛ
Öt�¤��Ú>Î��¥��Ö}Õ�£��W���¤�¥�|�UÎÔ�����xÇ-É2ÊÌË!Í§�-���Ù�

L = 2, 3
�P�U���a�������Ù����×é�Ù�aäU�W���¤�UÕ��tÎ»�WÖq��£¤�¤�Ù�å�UÎ

äW�U£¤���ÿ�¤����Ø�Õ��U£����������ÙÒHCm�å���çä¥�å��������Î�����Õ��Ð�������¥�������å�����U���Ù���ç�U�Ð�q�W���
L = 2, 3

�é�-�����Ð�æ�¡�
���çä¥�N�Ð��Õ��������_�����Ù�������U�Ðî_�Ù�¥�����Á���¤�U���P�U���_��Õ�Gq�Ù�¤�Ù���â�Ù�¥�����Á���¤�U���üÎ��¥�ü����������������Ø�Õ��U£������¤���¡���æ×é�
Î»�U�Ù�Ù�ÐÛ����Ùß����¤��Ú�ÒbCm�æ���çä¥�ã�U£¤�Ð�_���¤���ÙÕ����Ð���m�������U���W���¤�¥�����UÕ����������!Î��¥�Ô�����æ���<Ké���Ð���Ý�N��£��W�����Ù�B�WÎ
�¤����Ø�Õ��U£����������ÙÒ!�������U�����¤�ÙÕ�£��W���ýÎ��¥�Ì����� �����U���Ù�9Û����U�Ð���������¥�_�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù���ý�-�����������å��£���Öt���Ý���!�WÎ
�����È���U���������¤�¥�6� ���0K6�Ù���Ù���BÎ����¥Ök�����ã�¥���È���¥�Ý���U�¤������Ú������ã�Ð�¥Õ��Ð���È�������W�4�U���q���¤��Ú¥£¤�L���¥���Ù�R�U���
�-���Ù�v�������Ð���U���!�U�È�����'��Õ�Ö ×¸���ü�UÎ©������Ö_�9�¡�Ô���çä¥�Ô�Ð���°�-�v�����W�ü�����Ô�U�Ð�������¤�W���Ù�'�������U���W���¤�¥�
���Ð�¥×�£¤�ÙÖ§�ç�U�ã×é�â���Ù��Õ����Ù�È���N�����2Öq�����¤Öt�~Q��W�����¥� �UÎI�}��Õ�×�Öq����Õ�£¤�U�GÎ�Õ����Ù���¤�¥�6�9�W���È���Ù�����W���ç�W�
×¸�N�Ð�¥£�äU���_�¤�v�¸�¥£�î����¥Öt���W£¸���¤Öt�UÒ

�â������ÚÈ�¥Õ��â�¸�¥£�î����Ù�����U£Þ���Ù��Õ�£Á���Ù�é�¡� ���çä¥�å���Lä��¤���Ù�>�5IF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��Ô�U£�Ú¥�¥�Ð������Ö Î��¥�
L =

2, 3
�R�U���á�����Ù���Ù�������|�L���������Ð��ä¥�'�Ù�¥Öt��Õ����¬���¤�U���U£G���Ù��Õ�£Á���ÙÒWC �q���¥Õ�£¤�á�Ù�Ð����Öã�¬���æ�����q��Ké���Ù� �UÎ

�����ã���¥Õ�×�£¤�t��Õ����è�����ã�����U�����9Û�Æ»�¥����Û�Ñµ���U�Ð�������¤�¥�>�U��� �����t���Ð�¤��£��t���W���9Û���Õ��B�¤����Ø�Õ��U£������������¤�������
IF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��Ô�U£�Ú¥�¥�Ð������Ö�Ò¡ÇP���¤�â�¤�â���U�����¤�ÙÕ�£��W��£�îã�Ð�����¥��ÚtÎ��¥�-�����B�����U���Ù�x�ç�W���}�Ð�¤���Ù�B�������Ð�
�¤����Ø�Õ��U£����������}�U���'Öt�¥���v�W���U�������¢���������¤�å�ç�W���UÒ°X��¥�æ�W��×��Á�����W�Ðîm����Öq�U�����Ù�D�����'×¸���Ð�t�Ð����Õ�£����
���çä¥��×é�Ù���a�Ð�ç�U£��~QÙ��� Î��U�æ�����x�Ð�ç�U£-�����Ð���U�����Ù�q�-���Ù�

L = 3
Ò Cm�x���UÕ�£¤� �U£¤�Ð� Öt�ç�U�ÐÕ����v�����

�¸���ÐÎ��U��Öq�U�����Ô�WÎè�¥Õ��â�Ð�����W���W���¤�¥�È������������Ø�Õ����ÙÒ

ÇP�������LÎ��¥���W�6�Á�2�¡�¥Õ�£��x×¸�}�UÎGÚU���ç�¬�!�¤�Ý�������Ù�Ð�2���ãà����°�p�U�����������¥���U£6��£��W�����Ù�!�UÎRäW�U£��¤�_�¤���ÙØ�Õ��U£¤� Û
�������4Î��¥�G�����âÇ-ÉÌÊ2Ë!Í¢�-�����ã�����â����Öq�U���q���Ù�¡���U�����U�¤���¡Ö Õ�£�������£¤�P�Ð�¥Õ��Ð�����ÙÒGÇP���¥�Ð�Ì���UÕ�£¤�t�����Ù�
×¸�ÈÕ����Ù�|�U� �ÙÕ������¤��Úÿ��£��U���Ù� �¤�m�¥Õ��^I¡���U������Ûµ�U����Û�íFÕ��æ�W£¤Ú¥�¥�Ð������Ög�¤� �¥�����Ù�}���x�¤Öt�����°ä¥�t�����
���Ð�Ùä��¤�¥Õ��F���UÖq��Õ9���W���¤�¥���W£������ÐÕ�£����ü�¤�t�����¬�F���U���WÒDÇP���ÌÚ¥�Ù�������U£6Ç-É2ÊÌË!Í Æ»�.Ò �WÒR���¥�È�������Ù�����U����£�î
�����U�����ýÑ¡�-��£¤£6×¸�����¥�����¤�������Ù�����'�����������9�2�����U�9�����ÙÒ
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Cm�B�Ù�¥�Ý���¤��Õ��N���Ù���}�UÕ��-�Ð��Õ���î_�UÎè�����}Ç©�F�¬Û�����Ú¥�B�Ù�¥�����Ù�Ù������Éâ�¥�9Û��Ù�¥���������W�¤���Ù�ÿÊ2�L���F�U��à_ËÌ�LÛ
����Ú¥��ÍG���¥×�£¤��Ö_�°�¥�zÇ-É2ÊÌË!ÍÞÒ°���}íF���U�����Ù�©ê��ç�F�D�U£������U��î!Ú¥�°äU�G���Lä¥�����U£����Ù��Õ�£Á���IÎ��¥�6�����¤�z�����¥×�£���Ö_Ò
É2�°�¡�ÙäU�����9�ÙäU���È�ÁÎ¸�����-�¤�Ý���Ð�9��Õ����Ù�q�Ù£��U�Ð�����D�UÎéäU�W£¤�¤�å������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù� �¡�����âÚ¥�Áä¥���t�¤�q�U£�£�Ú¥�Ù�������U£¤�Á��î¥�
�����ÙîÈ���U���¸�����Ù�I��×Ýîã�������¤�¡�Ð����Õ��L��Õ��Ð�U�����å×¸�!Öt�¥���2��Ké���L����äU���¤�ã�����Ô�ç�U�Ð�Ô�UÎ©�����U�����'���ÙÖã�U������Ò
ÇP���Ù���ÙÎ��U���U�¥�¡�F�-��£¤£����°�²�����Ù�����Ý�D�U���������¤�¥���W£Ý��£��W�����Ù�R�UÎ�äW�U£��¤�N�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù��� �-���¤���}���W�������è���UàU�
�¤�Ý���È�U�Ù���¥Õ��Ý�!�����}���Ý�������U�Ù���¤�¥��×é�L���F�Ù������������Û�������ÜÐ�¥�����2���ÙÖã�U������ÒNC �N�-�¤£¤£I���������Ð��� �ÁÎè�����Ùî
�U�Ð�}Õ��Ð�ÙÎ�Õ�£ �¤�x�����U�L���¤�Ù�U�ý�-�����ÿ�¡�å�U�Ð�}���x���Ð�����Ù�����å�WÎD�U��×��Á�����U�Ðîv���ÙÖã�W�����åÆ����¥�ÿ�������Ù�����U����£�î
�����U�����ýÑ�Ò ÇP���¤�!�¡�¥�Ðàÿ�¤�!�����ÐÕ����>Î����¥Ö �����å���UÖt�å���¥£�£��U×¸�¥���¬���¤�U�ÿ�U�Ô���ÿ�����æ���Ð�Ùä��¤�¥Õ��Ô�����U���������
×�Õ��â���W�â���U�-×é�Ù���v�������¥×�ÜÐ���Ù�2�UÎè�å��Õ�×�£��¤�ç�¬���¤�U�ÈÕ��v���æ���°��Ò

äæð�ñ ò¸óåôzõèöt÷vøvù¡ô©úÙöBó

Cm�â���N���U�4���Ù�ç�U£�£������Ð�P�����-�Ð���W���ÙÖq�Ù�Ý�4�UÎé�����-Ç-ÉÌÊ2Ë!Íá�����U×�£¤�ÙÖr�U���æ�Á���G���Ù£��W�����æ���Lß��������¤�¥����Ò
X��¥�ü�����¤���9�����������U���Ù�â���P���LÎ������Ð���v���ãÓ9���L�����¥�vê�Ò<�UÒ

ÇP���������U�������È���È�¥��Ú¥�U���~QÙ��� �W�ãÎ��¥£¤£��°�-��Ò ���a�����xÎ��¥£�£¤�°�-�¤��Ú����Ù�Ù���¤�¥�I�P�¡�������Ù���Ù���_�Ð�Ùä¥�Ù���U£
���L�r��£¤�U���Ð�����UÎDäW�U£¤���ÿ�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������2Î��U�!�����æÇ-ÉÌÊ2Ë!Í �-���Ù�

L = 2
Ò�C ����£¤�}�����å�¤����Ø�Õ��U£����������
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Ú¥��äU��� �¤��íF���U�������tê��¡���Ð�x×��U�Ð���a�U�����Lä¥�Ù���U£â�����U���Ù� ����Öq�U�����Ù�F�����Ù�����¥�����q�U�Ð��×�Õ��¤£¤�|�¥�
���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�P����Öq�U�����ÙÒD����Ó9�Ù�Ù���¤�¥��ì9ÒUR����¡�N�U£¤�Ð�å�����¥�¸�¥�Ð�B�å�Ð�¤Öt�¤£��W�DÎ»�UÖt�¤£Áîæ�UÎÞäU�W£¤�¤�ã�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�
Î��¥�Ì�����æ�����¥×�£¤��Ö �-�����

L = 3
ÒjCm�å�����Ù��ÚU��ä¥�å����Õ��Ð�¤�Ð���¤�å�Ð�����U���W�����¥�����Ð�9�Ù����Õ��Ð����Î��¥�Ì�������Ð�

�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������å�¤�aÓ9���L�����¥� ì9Ò ê��F�U���������Ð�q�����Ù�¤�æ��Ké���L���Áä¥���������È�-�Á�������²������Î����UÖt�Ù�¡�¥��à¢�UÎÌ�¥Õ��
IF���W�����9Ûµ�W���9Û�íFÕ9�P�U£�Ú¥�¥���Á����Öp�¤�ÈÓ9���L���¤�U�'ì9Ò*ì9Ò�Cm�2ß����U£¤£Áîå�����Ù���Ù���ü���¥Öt�Ì�Ù�¥����£�Õ�������ÚB�Ð��Öq�U��à��
�U×¸�¥Õ��P�����¤�P�Ð��Õ���îv���v������£��U���P���Ù�Ù���¤�¥�IÒ

ätðg x nON ù�l!µ�Í�Í�n�Í öjqQP£µ�lLúÙ÷ ú�ó%n�ÌtømµHlLúLô©ú"n�Íÿq¬öNõ
L = 2

���_�����¤�P�Ð���L���¤�U�I���F��Ú¥�Áä¥�����L� ��£¤�U���Ð���â�UÎÞäU�W£¤�¤�ã�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�FÎ��¥�ü������Ç-ÉÌÊÌËÌÍ��-�����
L = 2

Ò

�����	�ª�«�(� Û��<�������jÃ L´
V0, V1, . . . , V4

ÃLx¼_·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³@ª)�
N
�

d1 = {s1, t1}
ÃLx¼¢®�LÅt¼U³¸®

ª)�
D
¹Lþ�±9>¢´>�¼U´

|d1 ∩ V0| = 1
¼U³¸®

|d1 ∩ V4| = 1
�B¼U³¸®

V1

½�³¸®Uþ�±�v¼U³
siti

«�±Lþ�´8�çª¬ºt¹°ª¬Åã
i ∈ {2, . . . , d}

� Ã L´
e ∈ [V1, V2 ∪ V3]

�&�I� � ½Á¯Uþ�º��Þ�����'¦�>�E�çª¬Ä�Ä¤ª¬¨G½�³�¯t½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO«�-±�¼UÄ�Ä¤�® �
���¥Õ�×�£¤�Ô���W���9Û��ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î��

x([V0, V1]) + x([V0, V3]) + x([V0 ∪ V1 ∪ V2, V4]) + x([V1, V2 ∪ V3]\{e}) ≥ 3
Æ.ì9Ò<�°Ñ

½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, 2)

�

Â¡º�ª°ª)���-������Ø�Õ��W£¤����îaÆ;ì�Ò<� ÑÔ�ç�W�¢×é�q�¥×����W�¤���Ù�¢�U�B�����È�Ð�¥Õ������Ù�9Û�Õ��¢���U£�Î�Û���Õ�Ö��UÎF�����ãÎ��U£¤£¤�°�-����Ú
���¥���Ð�����U�¤�Ý���!�

Û
siti
Û���Õ9�2������Ø�Õ��W£¤����îq�¥�_��Õ�×����Ù�

V1
�

Û
2
Û
s1t1

Û����¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îã�¥�'���������U�����Á���¤�U�
V0, V1 ∪ V2, V3, V4

�
Û

2
Û
s1t1

Û����¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îã�¥�'���������U�����Á���¤�U�
V0, V2, V1 ∪ V3, V4

�
Ûq���Ð��ä����W£6�¤����Ø�Õ��U£�����î

−x(e) ≥ −1
�

Ûq���Ð��ä����W£6�¤����Ø�Õ��U£����������
x(f) ≥ 0

Î��¥�-�W£¤£
f ∈ [V1, V2 ∪ V3]\{e}

Ò

ÇP���Ô�Ð���Ù�¥���_��£��W���P�¤�F���¤Öt�¤£¤�U�G��� �����!ß������-�¥���W��×�Õ��P�Á�P�¤�F×��U���Ù�v�¥�
2
Û����W���9Û���Õ��F�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������

Î��¥�P���0K6�Ù�����Ý�â���ÙÖã�U������Ò



¼ []\ 1&�!�Ð ";0-�*#*��*p��cSR«-«;</0�5/0����º�»�-�;0/Õ
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L = 2

f�f«�

V4

V3

V2

e

s1

V0

V1

t1

s2

Xè�¤ÚUÕ�����ì�Ò<���DÓ�Õ����¸�¥�Ð�âÚ¥���U���v�UÎè�æ���¥Õ�×�£��N���W���9Û���Õ��-������Ø�Õ��W£¤����ît�-���Ù�
L = 2

Æ
t2 ∈ N\V1

Ñ

�����	�����(� Û��<�d�<����Ã L´
V0, V1, . . . , V4

ÃLÌ¼â·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ÿª)�
N
�G¼U³¸®

d1 = {s1, t1}
�
d2 = {s2, t2}ÃLB´.¨FªÈ®U½¤¹?Äçª¬½�³�´F®�LÅt¼U³¸®¬¹åª)�

D
¹Lþý±9>�´>�¼U´

|d1 ∩ V0| = 1
�
|d1 ∩ V4| = 1

�
|d2 ∩ V1| = 1

¼U³¸®
|d2 ∩ V2| = 1

� Ã L´
e ∈ [V1, V2 ∪ V3]

���I� � ½Á¯Uþ9º�jÞ��~¥(�q¦�>�B�çª¬Ä�Ä¤ª¬¨G½�³�¯t½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO«�P±�¼UÄ�Ä¤�®ã¼U³
�¥���¸�¥�Ð���_���¥Õ�×�£��Ô���W���9Û��ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î��

x(δ(V0)) + x([V2, V4]) + x([V1, V2 ∪ V3]\{e}) ≥ 3
Æ.ì9ÒS�¥Ñ

½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, 2)

�

Â¡º�ª°ª)���â�����ÙØ�Õ��U£¤�Á��î Æ.ì9Ò]�UÑ����U�¢×é�q�¥×����U�¤���Ù�¢�U�}�����ã�Ð�¥Õ��������9Û�Õ��¢���U£ÁÎ�Û���Õ�Ö
�WÎü�����qÎ��¥£¤£�� �-����Ú
���U���Ð�����U�������!�

Û
s1t1

Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îã�¥�v��Õ�×��Ð�Ù�
V0
�

Û
2
Û
s1t1

Û����W���9Û���Õ��-������Ø�Õ��W£¤����îã�¥�
V0, V2, V1 ∪ V3, V4

�
Û

2
Û
s2t2

Û����W���9Û���Õ��-������Ø�Õ��W£¤����îã�¥�
V1, V0 ∪ V4, V3, V2

�
Ûã������ä��¤�U£6������Ø�Õ��U£�����î

−x(e) ≥ −1
�

Ûã������ä��¤�U£6������Ø�Õ��U£������¤���
x(f) ≥ 0

Î��U�-�U£¤£
f ∈ [V1, V2 ∪ V3]\{e}

Ò
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V4

V3

V2

e

s1

V0

V1

t1

s2
t2

Xè�¤Ú¥Õ����Nì9ÒS���DÓ9Õ����é�¥���-Ú¥���W�����WÎR�U�v�¥���é�¥�Ð���_���¥Õ�×�£¤�����W���9Û��ÙÕ��-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î

ÇP���NÎ��¥£¤£��°�-�¤��Úå���¡�È��£¤�U���Ð���Ô�U�Ð�B�U×����U�������x�U�ÌíF��ä>TW���U£ÁÛ)A��UÖq�¥��î'��Õ9���Ì�WÎR�����N���F�ã�����Lä9���¥Õ��
�¥���Ù��Ò

�����	�ª�«�(� Û��<���<Ád�@Ã L´
V0, . . . , V4

ÃL�¼!·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³>ª)�
N
�D¼U³¸®

d1 = {s1, t1}
�
d2 = {s2, t2}

ÃL
´.¨Fªæ®U½¤¹?Äçª¬½�³�´4®�LÅt¼U³¸®¬¹-¹Lþý±9>È´?>�¼U´

|d1 ∩ V0| = 1
�
|d1 ∩ V4| = 1

�
|d2 ∩ V1| = 1

�
|d2 ∩ V2| = 1

�
Ã L´

e ∈ [V1, V2 ∪ V3]
¼U³¸®

f ∈ [V0, V3 ∪ V4]
�Ö�I� � ½Á¯Uþ9º�7Þ��Ç×	� ¦�>�´�çª¬Ä�Ä¤ª¬¨G½�³�¯_½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO«�

±�¼UÄ�Ä¤�®È¼B��î��é���¡�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î��
x([V0 ∪ V4, V1 ∪ V2]) + x([V0, V3 ∪ V4]\{f}) + 2x([V1, V2 ∪ V3]\{e}) + x(e) ≥ 4

Æ;ì9ÒURÝÑ
½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º

PG(D, 2)
�

Â¡º�ª°ª)���-������Ø�Õ��W£¤����îaÆ;ì�ÒSRÝÑÔ�ç�W�¢×é�q�¥×����W�¤���Ù�¢�U�B�����È�Ð�¥Õ������Ù�9Û�Õ��¢���U£�Î�Û���Õ�Ö��UÎF�����ãÎ��U£¤£¤�°�-����Ú
���¥���Ð�����U�¤�Ý���!�

Ûã���¥Õ�×�£¤�R���W���9Û���Õ��©������Ø�Õ��W£¤����îÌ�U�Ð���������¬�����!���P���U���������¤�¥�
V1, V0, V4, V3, V2

� ���ÙÖã�W�����
d2, d1

�
�U���v�Ù��Ú¥�

f
�

Ûã�¥���¸�¥�Ð���ã���¥Õ�×�£��â���W���9Û���Õ��¡�U�Ð�������¤�W���Ù�t���B���W�Ð���Á�����¥�
V1, V0, V4, V3, V2

�9���ÙÖã�W�����
d2, d1

�
�U���v�Ù��Ú¥�

f
�

Û
2
Û
s2t2

Û����¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îã�¥�v���U�Ð�������¤�¥�
V1, V0, V3 ∪ V4, V2

�
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f�fÈÜ

Ûã������ä��¤�U£6������Ø�Õ��U£�����î
−x(e) ≥ −1

�
Ûã������ä��¤�U£6������Ø�Õ��U£������¤���

x(g) ≥ 0
Î��¥�-�U£�£

g ∈ [V1, V2 ∪ V3]\{e}
Ò

V4

V3

V2

e

s1

V0

V1

t1

s2
t2

f

X �¤Ú¥Õ��Ð�Nì9ÒUR��DÓ9Õ����¸�¥���-Ú¥���U�����UÎè� ��î��é�N�¡������Ø�Õ��W£¤����î

�����	�����(� Û��~���Õ���£Ã L´
V0, . . . , V4

ÃLã¼t·�¼Uº�´.½�´»½;ª¬³ ª)�
N
�Ô¼U³¸®

d1 = {s1, t1}
�
d2 = {s2, t2}ÃLã´.¨Fª�®U½¤¹?Äçª¬½�³�´�®�LÅt¼U³¸®¬¹vª)�

D
¹Lþ�±9>á´>�¼U´

|d1 ∩ V0| = 1
�
|d1 ∩ V4| = 1

�
|d2 ∩ V1| = 1

�
|d2 ∩ V2| = 1

� Ã L´
e ∈ [V1, V2 ∪ V3]

�^�I� � ½Á¯Uþ�º�bÞ��SÆª�x¦�>���çª¬Ä�Ä¤ª¬¨G½�³�¯È½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO«�â±�¼UÄ�Ä¤�®_¼
��î��é���Ð�F�¤����Ø�Õ��U£�����î��

x(δ(V0)) + x([V1, V4]) + x([V2, V4]) + 2x([V1, V2 ∪ V3]\{e}) ≥ 4
Æ.ì9Ò ê�Ñ

½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º
PG(D, 2)

�

Â¡º�ª°ª)���â�����ÙØ�Õ��U£¤�Á��î Æ.ì9Ò êÝÑ����U�¢×é�q�¥×����U�¤���Ù�¢�U�}�����ã�Ð�¥Õ��������9Û�Õ��¢���U£ÁÎ�Û���Õ�Ö
�WÎü�����qÎ��¥£¤£�� �-����Ú
���U���Ð�����U�������!�

ÛÈ���UÕ�×�£¤�F���W����Û���Õ9�G�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î �W���������¤�W���Ù� ���Ô���W�Ð���Á�����¥�
V0, . . . , V4

�Ý���ÙÖã�U�����
d1, d2

�Ý�U���
�Ù��Ú¥�

e
�
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Ûã�¥���¸�¥�Ð�������¥Õ�×�£��æ���W����Û���Õ9���¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î��U�Ð���������¬�����>���v���W�Ð���Á�����¥�
V0, . . . , V4

�Þ����Öq�U�����
d1, d2

���W�����Ù��Ú¥�
e
�

Û
2
Û
s2t2

Û����¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îã�¥�v���U�Ð�������¤�¥�
V1, V0, V3 ∪ V4, V2

�
Ûq���Ð��ä����W£6�¤����Ø�Õ��U£�����î

−x(e) ≥ −1
�

Ûq���Ð��ä����W£6�¤����Ø�Õ��U£����������
x(f) ≥ 0

Î��¥�-�W£¤£
f ∈ [V1, V2 ∪ V3]\{e}

Ò

V4

V3

V2

e

s1

V0

V1

t1

s2
t2

Xè��Ú¥Õ����Nì�Ò ê_�DÓ�Õ����¸�¥�Ð�-Ú¥���U���_�UÎè�å��î��¸�B�Ð�¡������Ø�Õ��W£¤����î

�!Õ��ü£¤�U�Ð�F��£¤�U���P�UÎzäW�U£��¤�È������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�¡Ú¥�Áä¥�Ù�F�����ÔÖt�¤���¤Ö Õ�Öh��Õ�Ö ×é�Ù�P�UÎÞ����ÚU���P�¤�È� Ö Õ�£����¤�ÙÕ��
×��U�Ð���_�¥���Ð�ÙäU�����W£Þ���¤��ÜÐ�U�¤�Ý�P���ÙÖã�U������Ò

�����	�ª�«�(� Û��<���~Û���Ã L´
{s1, t1}, . . . , {s2p+1, t2p+1}

�
1 ≤ 2p + 1 ≤ d

�-ÃLå®U½¤¹?Äçª¬½�³�´-®�LÅt¼U³¸®¬¹
ª)�

D
�q¼U³¸®

V0, V1, . . . , V4p+2

ÃLÿ¼ÿ·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³]ª)�
N
� Ã L´

V2j−1 = {sj}
¼U³¸®

V2j = {tj}�çª¬º
j = 1, . . . , 2p + 1

�q¼U³¸®
V0 = N\(

⋃

i=1,...,4p+2 Vi)
� �ýþ°·Ý·�ª°¹°�´?>�¼U´

|[si, ti]| ≤ 1
�çª¬º

i = 1, . . . , 2p + 1
�à�I� � ½Á¯Uþ�º�øÞ��Þ���¦�>�L³�´?>�ÿ½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂOÈ�_±�¼UÄ�Ä¤�®²¼����¤��ÜÐ�U�¤�Ý�ÐÛ����U�Ð�������¤�¥�

�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î��
x(δ(V0, . . . , V4p+2)) ≥ 4p + 3

Æ.ì9Ò ìUÑ
½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º

PG(D, 2)
�



¼ [ ¡�1&�!�Ð ";0-�*#*@��cSR«-«;0/<�%/0����º�»�-«;</Õ
/0��*�cÇ��,
L = 3

f \ f

Â¡º�ª°ª)���âÇP����Î��¥£¤£��°�-�¤��Ú ������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�ü�U�Ð��äW�U£��¤�I�
x(δ(Vj)) ≥ 2, j = 1, . . . , 4p + 2,

x(δ(V0)) ≥ 0.I¡î'�ÐÕ�ÖtÖq����Ú �����Ù���N�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������ü�W��������ä��¤������Ú ×Ýî
2
�9�F�N�¥×����U�¤�

x(δ(V0, V1, . . . , V4p+2)) ≥ 4p + 2.

ûz�Ù�PÕ��P��Õ����¸�¥�Ð�!�����W�F�������U×¸�°ä¥�Ô������Ø�Õ��U£�����ît���¥£����¡�-�Á���'�ÙØ�Õ��U£¤�Á��îqÎ��¥�F�U�'�¤�Ý����Ú¥�Ù�ü���¥£�Õ������¥�
x̃
Ò

ÇP���Ù�q�¥���â�Ð���¥Õ�£��æ���çä¥�
x̃(δ(Vj)) = 2

Î��¥�
j = 1, . . . , 4p+2

�U���
x̃(δ(V0)) = 0

ÒèÇP���¤�4�¤Öt��£¤�����
�����W�

x̃′ �¤�©�����¡Õ����¤�U�}�UÎý������ÜÐ�¥���Ý� �Lî���£¤�Ù� C1, . . . , Cq

�-���Ù���F�����F�������Ù�è���U�����Ù���¸�¥��� ���Ì��£���Öt���Ý���
�UÎý�����â���U�Ð���������¥�IÒÞÉ2�Ù���

x̃′ �¤�è�����P���Ù�Ð�����¤�L�����¥�å�UÎ x̃ �U� G(
⋃

i=1,...,4p+2 Vi)
ÒGÊâ�U���ü�����W�G�ÁÎé���Lî���£¤�

Ú¥�����Ì�������UÕ�Ú¥�>�ã���Ù��Öt�¤���W£
si

Æ
ti
ÑL�6���������Á�ÔÖ Õ������U£����ÈÚ¥�È�������UÕ�Ú¥�

ti
Æ
si

ÑLÒ��������¥������Ø�Õ��Ù�����W�
�ç�W�����Lî���£¤�åÖ}Õ��Ð��×¸�å�ÙäU���IÒÉM2�

L = 2
�U���

|[si, ti]| ≤ 1, ∀i = 1, . . . , 2p + 1
�I���U�����Ùî���£��å�¤�

�UÎG£�����ÚW���x�����U�Ù��£�î
4
�W���x���������LÎ��¥���NÕ��Ð���!�����W�Ù��£Áîv���F�È���U�¤�Ð�2�UÎè�����ÐÖq�����U£���ÒüÇP��Õ��Ì�����}�Lî���£¤�Ù�

�U£Á���¥Ú¥�L�����Ù�¡ÚU�}�����Ð�¥Õ�Ú¥�È�U�È�ÙäU���'��Õ�Ö ×¸���F�UÎz���U�����¡�UÎz���Ù��Öt�¤���U£���ÒèÓ9�¤�����2�����!��Õ�Ö ×¸���¡�UÎ©���U�����
�UÎÞ���Ù��Öt�¤���U£��ü�¤�P�����I�9�������P�¤�P�¤Öt�¸�¥���Ð�¤×�£��UÒ

s2

t3

s3

s1
t1

V1 V2

V4

V6V5

V3

t2

V0

X �¤Ú¥Õ��Ð�Nì9Ò*ì��DÓ9Õ����¸�¥���-Ú¥���U�����UÎè�å���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý��Û����U�����Á���¤�U�ã�¤����Ø�Õ��U£�����ît�-�����
p = 1

äæð#² x nON ùpl!µ�Í�Í ö�qQP&µHlÙúÙ÷ úÙó¶n�Ìtø¶µ�lLú�ô©ú�n�ÍìqWö�õ
L = 3

C ���Ù�
L = 3

���¡�B���U�_�L�����Ù���������ÔÎ»�UÖq��£�ît�UÎ ���¥Õ�×�£¤�Ô���W���9Û��ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������ü�W�-Î��U£¤£¤�°�-�ÙÒ
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V0, V1, . . . , V5

ÃLx¼_·�¼Uº�´»½�´.½;ª¬³@ª)�
N
�

d1 = {s1, t1}
ÃLx¼¢®�LÅt¼U³¸®

ª)�
D
¹Lþ�±9>¢´>�¼U´

|d1 ∩ V0| = 1
¼U³¸®

|d1 ∩ V5| = 1
�B¼U³¸®

V1

½�³¸®Uþ�±�v¼U³
siti

«�±Lþ�´8�çª¬ºt¹°ª¬Åã
i ∈ {2, . . . , d}

� Ã L´
e ∈ [V1, V3]

���I� � ½Á¯Uþ9º�jÞ��Âô��t¦�>�â���¥Õ�×�£��Ô���W����Û���Õ9�-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î��
x(δ(V1)\{e}) + x([V0, V3 ∪ V4 ∪ V5]) + x([V2, V4 ∪ V5]) + x([V3, V5]) ≥ 3

Æ;ì9ÒUTÝÑ
½¤¹�¤¬¼UÄ ½»®N�çª¬º

PG(D, 3)
�

V5

V2

s1

V0

V1

t1

s2

V4V3

e

Xè�¤ÚUÕ����Nì9ÒUT��DÓ9Õ����é�U�Ð�âÚ¥���W���v�UÎR�å���UÕ�×�£¤�Ô���W���9Û���Õ��â������Ø�Õ��U£�����ît�-�����
L = 3

Æ
t2 ∈ N\V1

Ñ

Â¡º�ª°ª)���-������Ø�Õ��W£¤����îaÆ;ì�ÒSTÝÑÔ�ç�W�¢×é�q�¥×����W�¤���Ù�¢�U�B�����È�Ð�¥Õ������Ù�9Û�Õ��¢���U£�Î�Û���Õ�Ö��UÎF�����ãÎ��U£¤£¤�°�-����Ú
���¥���Ð�����U�¤�Ý���!�

Û
siti
Û���Õ9�2������Ø�Õ��W£¤����îq�¥�_��Õ�×����Ù�

V1

�
Û

2
Û
s1t1

Û����¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îã�¥�'���������U�����Á���¤�U�
V0, V1 ∪ V2, V3, V4, V5

�
Û

2
Û
s1t1

Û����¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£�����îã�¥�'���������U�����Á���¤�U�
V0, V2, V3, V1 ∪ V4, V5

�
Ûq���Ð��ä����W£6�¤����Ø�Õ��U£�����î

−x(e) ≥ −1
�

Ûq���Ð��ä����W£6�¤����Ø�Õ��U£����������
x(f) ≥ 0

Î��¥�-�W£¤£
f ∈ [V1, V3]\{e}

Ò



¼ [UZ û	�!'_-È,9-È
#/<���5'�,9�	 "����»(,9��* f \ ¡

äæð�ï ý§n´kmµÔõ8µÔô©úÙöBó k'õèötùpn-÷vøÈõñn�Í

���ÿ�����¤�Ì�Ð���L���¤�U�I�6�¡�å�����Ù�����Ý�����ÙÕ������Ð���¤� �Ð�����U���W�����¥�ÿ���Ð�9�Ù����Õ������!Î��U�Ì�¤����Ø�Õ��U£����������}Æ;ì9Ò0� Ñ�ÛLÆ;ì�ÒSTÝÑ�Ò
MÌ�-×¸�ÙÎ��¥�Ð�U��£��Ù�

x∗ ×é�Ô�����N�ÙÕ����Ð���Ý�â���¥£�Õ������¥�È�����W�-�F�Ô�¡�¥Õ�£¤�_£¤��àU�Ì���q�Ð�����W���W���UÒ

ÇP���t�Ð�����W���W���¤�¥���Ô�WÎ¡������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�åÆ;ì�Ò<� Ñ!�W��� Æ;ì9ÒS�¥ÑÌ�U�Ð�å�é�Ù�ÐÎ��¥�ÐÖq�Ù������Ö Õ�£����U���Ù�¥Õ���£Áîx���ÿ�����
Î��¥£�£¤�°�-�¤��Út�ü�çîUÒ}ÇP���å���Ð�9�Ù����Õ���� Î��¥�!�Ð�����W���W���¤��Ú'������Ø�Õ��U£������¤���}Æ;ì�ÒSTÝÑâÕ����Ù�N�Ð�¤Öt�¤£¤�U�-�¤�����U��ÒHC �
���U�����������q�ç�U���a�¸�¥�Ð���¤×�£¤�v���U���q�UÎÌ���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�t���ÙÖã�U�����ã�UÎ

D
�ü���çî

{s1, t1}
�U���

{s2, t2}
�-�����

���������'Î��¥Õ��å���9�����æ���¤���������Ù�å���¡�m×Ýîá���¡��ÒDCm�'�����Ù� £��9�¥à>Î��¥�}�����v����ÚU���WÖq�¥��Ú
s1s2

�
s1t2

�
t1s2

�
t1t2

�-�����á�����ãÖã�¬�9��Ö Õ�Ö
x∗ Û�äW�U£�Õ��UÒ�ûz�L� uv

×¸�ã�����¤�B����Ú¥�v�W���¢£¤�L�
u′ Æ»�Ð�����6Ò v′ ÑB×é������æ�����ÐÖq�����U£R�W���������¤�W���Ù�����

u
Æ»�Ð���Ð�IÒ

v
Ñ�Ò^MÌ£�£è�����æ�U���������������Ù�N×¸���Ð�¤���Ù�N�����¥�Ð�æÎ��UÕ����U���æ���

V3

ÒNCm�}���¤�Ð������×�Õ����
u, v, u′, v′ ��� V0, V1, V2, V4

�U�âÎ��U£¤£¤�°�-�ÙÒâ��Îè�����B����Ú¥�Ù�!×¸�Ù���¡�����
u
�W���

V3���çä¥�æ�ã���U���W£ �¡���¤ÚU���!×��¤Ú¥ÚU���Ì�����U�ÿ�����¥���å×¸�Ù���¡���Ù�
v
�U���

V3

�6�¡�æ��Õ��
u
�¤�

V2

�U���
v
�¤�

V0

�
�U���_���Ù�����W�

u′ �¤� V1

�W���
v′ ��� V4

Ò4��Îè���������¥�Ý�����U�ÐîÈ���¥£¤�������¡�B���W�����Ù�P��Õ��
u
���

V0

�U���
v
�¤�

V2

���-���¤£��
u′ �U��� v′ �U������Õ9�Ì��� V4

�U���
V1

���Ð�����¸���L���Áä¥��£Áî¥Ò�C �������Ù�x�����Ù��à'Î��¥�P�����Ôä��¤�¥£¤�W�����¥�
�UÎ¡�����æ���¥Õ�×�£¤�æ���W���9Û��ÙÕ��N�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îÿ�W���������¤�W���Ù�����_�����¤�Ô���U�Ð���������¥�>�U���>���_����Ú¥�

e
�Þ�-���Ù���

e���U�P������×��¤Ú¥ÚU���Ð�
x∗ Û;äW�U£¤Õ����WÖq�¥��Ú ���������L� [V1, V2 ∪ V3]

ÒBC ���W���Lä¥�Ù�2Öq�çîÈ×¸�U���¡�}�U£����å����îÈ���
Ú¥�Ù�������W���2��ä����¥£��W�����å�¥���é�¥�Ð���q���¥Õ�×�£��-���W����Û���Õ9�¡������Ø�Õ��W£¤����îUÒ�M2ÚÝ�U�¤�6�¥£¤�L�

uv
×é�-�����â�Ù��Ú¥�-�-�����

�����ÈÚ¥�����W���Ù�Ð�
x∗ Û;äW�U£¤Õ��ã�UÖt�¥��Ú s1s2

�
s1t2

�
t1s2

�
t1t2

�4�U���
u′, v′ �����ã�����ÐÖq�����U£¤�B�U�Ð���������¬��������

u, v
ÒÌÇP�����2����Öq�W�é�ÁÎR����� ����ÚU���!�������������Ý�Ì���

u′ �U��� V3

���çä¥� �ã×��¤ÚUÚ¥���â�F�Ù�¤Ú¥�Ý�Ì�����U�ÿ�����¥���
×¸�Ù���¡�����

v′ �U��� V3

�
u′ ���ü��£¤�U���Ù�_��� V2

�U���
v′ �¤� V0

���U���v����Õ��
u
�¤�P��Õ��-�¤�

V1

�W���
v
�¤�

V4

Ò
��Î4���U���

u′ �¤�Ì���W�������Ì��£��U�Ù���ÿ��� V0

�U���
v′ ��� V2

�6Öq�Uà��¤��Ú
u
�¤�

V4

�W���
v
�¤�

V1

ÒLXè�¤���U£¤£Áî¥���¡�
���Ù�Ð�â��Î©�������¥���¸�¥���Ù�_���¥Õ�×�£��Ô���W����Û���Õ9�2������Ø�Õ��W£¤����îã�U�Ð���������¬�����'���æ�����¤�F���U�Ð�������¤�¥�v�U���v���æ����Ú¥�
e
���-�����Ð�

e
���W�D�����Ì×���Ú¥Ú¥�Ù�Ð�

x∗ Û;äW�U£¤Õ��â�UÖt�¥��Ú������2�Ð�Ù� [V1, V2 ∪V3]
�9���Dä��¤�U£��W�����æ�¥�D���U�¡×�î

x∗ Ò

������Ø�Õ��U£����������üÆ;ì9ÒURÝÑ �W���vÆ;ì�Ò ê�ÑÞ�U���ü�U£¤�Ð�Ì���Ù���U���W���Ù�æ�W�R�����ü���UÖt�¡���¤Öt�UÒÞÇP���¤�Þ�F�U��à��4�U�èÎ��¥£�£¤�°�-�
Î��¥�F�U�Ýîã������ÜÐ�¥���Ý�F���ÙÖã�W�����

{s1, t1}
�U���

{s2, t2}
�¤�

D
Ò8MÌ£�£¸�����!�U�������¡���9�����P�U�Ð�2ß��Ð�Ð�P��Õ��ü���

V3
ÒBX��¥�G�ç�W���ã�UÎ¸�����Ù���-Î��¥Õ��G�������Ù�����F�-�����U�����qÎ��¥�R�����-�������������Ý�4����Ú¥�U�����

V3
�¥�G�Á���D�U�Ð���������¬�����

���Ù��Öt�¤���W£;���-�����ÿ����� ×��¤Ú¥Ú¥�Ù�Ð�
x∗ Û;äW�U£¤Õ��WÒLCm�å�U£¤�Ð�È���UÖq��Õ9���}�����}���W���U£Þ�F�Ù�¤Ú¥�Ý�Ô�UÎ4�Á���!�������������Ý�����Ú¥���â���

V3
�U���x�����â�U���Ð�9�Ù���W�����������ÐÖq�����U£;��Öt�¤��Õ��P�����}���Ð�Ùä��¤�UÕ��2Öq�¬�9�¤Ö}Õ�Ö[����Ú¥�UÒâûz�Ù�

u
×é�

����� �������}�-�����x�����¤�Ì�Ù�¥Öt��Õ����Ù�ÿäW�U£¤Õ��BÖq�����¤Ö}Õ�Ö�Ò-ÇP���Ù�I�I�¡� ��Õ��
u
���

V1

�W����£¤�L�
e
×¸�}�����

Öq�¬�9�¤Ö Õ�Ö ����ÚU�}���U�����Ù���¸�¥��������Úæ���
u
ÒpMÌ£¤�Ð������Î

u′ ���â�����������ÐÖq�����U£z�W���������¤�W���Ù�_��� u
���¡�}��Õ��

u′ ��� V2

ÒxÇP���'�U�������B����Öq�U��� ���U�¤�N�¤�B���¤�����Ð�¤×�Õ������á×¸�Ù���¡���Ù�
V0

�U���
V4

�U���Ù�¥��������Úx���x�����
���W���U£6�¡����Ú¥�Ý�â�UÎR�Ù��Ú¥���â×¸�Ù���¡�������ç�U���_���Ù��Öt�¤���U£é�������N�U���

V3
Æ»Öt�¤����Öq�<Q��Ù�F�¤�

V0
��Öq�¬�9�¤Öt�~Q��Ù�

�¤�
V4

Ñ�ÒLCm�}���Ù�Ð�!�����}ä��¤�¥£¤�W�����¥�_�UÎG�����B��î9�¸� �Ð�â������Ø�Õ��W£¤����îv�Ù�¥���Ð���Ð�é�¥�����¤��Úq���ã�����¤�!���U�Ð���������¥�
�U��� ����Ú¥�

e
Òx���|�U�Ýî��ç�U�Ð�U�R�¡�È���Ð�9�Ù�����á���x�����ÈÚ¥���������¬���¤�U� �UÎâ�v��î9�¸�È���¤����Ø�Õ��U£�����î>�¤�������

Î��¥£�£¤�°�-�¤��Ú�Öq�U�����Ù��Ò8Cm�Ì�����U���FÎ����UÖÏ�����!���Ð�Ùä��¤�UÕ��F���W�Ð���Á�����¥�ã�W���È����Ú¥�
e
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f
�U�}�����ãÖq�¬�9�¤Ö}Õ�Ök����ÚU�'�U�Ð���������¬�����m���������ã������Öt�¤���U£4�¤�

V0
ÒÖCm�ã�����Ù��àá��ÎF�����

���¥�Ð���Ù���¸�¥��������Úå��î9�¸�N�¡������Ø�Õ��U£�����îã�¤�üä��¤�¥£¤�W���Ù�'×Ýî
x∗ �¥�P���U�çÒ

�����ÙØ�Õ��U£¤�Á�������-Æ.ì9Ò ìUÑR�U���P�Ð�����U���W���Ù�q��� �����PÎ��¥£�£¤�°�-�¤��Ú2�F�°îUÒ8C �-£��9�¥à�Î��¥�è�����-����Öq�U���
{s1, t1}�UÎ

D
Öt�¤���¤Öt�~Q�����Úã�����q�¡����Ú¥�Ý�å�UÎü�����ãÖ Õ�£�������Õ��

V1 = {s1}
�
V2 = {t1}

�
V0 = N\{s1, t1}

Ò
ÇP���_���¥�Ð�����Ð�é�U�����¤��Ú����U�Ð���������¥�¢�¤� �������|���Ù�Ð����� Î��U�t������Õ��Ù�¤��Ú>��ä��¤�¥£¤�W���Ù�¢���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý��Û����U�����Á���¤�U�
�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î¥ÒD��ÎR���W�ç���¡�}�����U�����_Î��¥�P���F�ã�U�����Á�����¥���U£é���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�-���ÙÖã�U�����2���

V0

Öq�����¤Öt�~QÙ�¤��ÚN�����
���U���U£é�¡����Ú¥�Ý�P�UÎ©�����!����ÚU���-×é�L���F�Ù���v���F�æ�UÎz���������FÎ��¥Õ��F���9���������¥�ü×¸�Ù���¡�����_�¥���Ô�WÎz�����ÙÖ[�U���
���¥Öt�-�������-�¤�

V0

���<Ké���Ð���Ý�4Î����¥Öp�����ÙÖ�ÒRÇP���2�Ð����Õ�£�������ÚÔÎ��¥Õ��G���Ù��Öt�¤���W£����������D�U�Ð�â���UàU�Ù�qÎ����UÖ
V0

���NÎ��¥Õ��D���Ù� �ÐÕ���×��Ð�Ù���������WÖq�Ù£�î
V4p−1, . . . , V4p+2

�9�ÁÎ6�����¤�D�¤�G�����
p 06U ���������W�����¥�æ�UÎI�����¤�4�Ð�����IÒÇP���'���L� ������ÜÐ�¥���Ý�ÐÛ����U�Ð���������¥�>�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î��¤� �����Ù��àU�Ù� Î��¥�}ä����¥£��W���¤�¥�6�è�U���I�4��ÎP�����¤�}��� ���U�}�����
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ÇP���_�������U���W���¤�¥�²���Ð�9�Ù����Õ��Ð���t�UÎÌ�����_�����Lä9���¥Õ��æ���Ù�Ù���¤�¥�|�F�Ù������Ö ×¸�������������Ý���������ÖIF���U�����9Û
�U���9ÛµíFÕ��}�U£¤Ú¥�U��������Ö �������Ð���Ý���Ù�¢�¤� íF���U�������Bê�Ò5C �æ�¡�¥Õ�£¤�m�¤���������m£¤��àU�å���_������� �ÁÎü�¥Õ������L�
��£¤�U���Ð���D�UÎIäW�U£¤���å�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������R�¡�����2�UÎz�W��îæ�����U�L���¤���U£�Õ��Ð�2Î��¥�G�����2Ç-É2ÊÌË!Íá�-�����

L = 2, 3
�W���

�U��×��������U�Ðîq���ÙÖã�U������Ò

MâÎ������Ì���¥Öt� ���Ð��£¤��Öq�����U��îv�L�9�é�Ù����Öq�Ù�������6�¡�å���U���¤�Ù���ÿ�����W�Ô���'������ÜÐ�¥���Ý�ÐÛ����U�Ð���������¥�_�¤���ÙØ�Õ��U£¤� Û
�������!�¡�����tÚ¥�Ù�������W���Ù� ×Ýî��¥Õ����Ð�����U���W�����¥�>���������Ù��Õ��Ð�UÒ7���¥�Ð���°ä¥�Ù���R�W�B�W£¤�����U��îxÖq�Ù�����¤�¥�����>�¤�
�����}�����Lä9���¥Õ��2�����U���������I�U£¤£zä��¤�¥£¤�W���Ù�

st
Û���Õ��Ì�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�P�F�Ù��� Î��¥Õ����x�����Ð�¥Õ�Ú¥������� ����Õ��Ð�¤�Ð���¤�

�-�����
L = 2

�������W�ü�¤���9���å�U���������¤�¥���W£¸�U�����F�¡���Ð����������Õ��Ù���'×Ýîã�����!�L���U�L�P���Ù���U���W�����¥�'�¤�ã�����W�
�ç�U�Ð�UÒEMÌ£��������¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�ÔÆ.ì9ÒSR¥Ñü�U���mÆ;ì9Ò ê�Ñ¡�¡���Ð�NÖt�¥�Ð�ÔØ�Õ��¤��à�£�î'�Ð�����W���W�����I�ý�U���_Öt�¥�Ð�Ô��Õ�Öq�Ù��Û
�¥Õ��Ð£�î>Ú¥�Ù�������W���Ù�I�è�����U�á�¤����Ø�Õ��U£����������tÆ.ì9Ò<�°ÑN�U��� Æ;ì�Ò]�¥Ñ�ÒmXè�¤���W£¤£�îU�IÎ��¥�������q×��¤Ú¥ÚU���Ð�N�����Ð���U�����Ù���
�-�����|���ÙÖã�W����� ���U���Ù£�îm�����U�Ð���²�x���UÖq�ã���9���U�4���}�����ÙÖq�Ù�¢Öq�U���È�"Gq�Ù�¤�Ù���å���xß��Ð�Ð�æ���Ù���U���W���
�����Ù���q���Ù�Ï�Ù£��U�Ð�����B�UÎü������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù���z�����W�m�����¥���ã�U���U�����������������t�����U���Ù�m���U���W�è�����¬�}�����©�����
���¥Õ�×�£¤�Ô��Õ9�ç�������U�����9Û�Æ»�¥����Û�Ñµ���U�Ð�������¤�¥�ã�U���v��������£¤�Ì���W����Û���Õ9�-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�FÎ����UÖJíF���U�9�����-ê�Ò

M2�æ�>�Ù�¥���Ð��Ø�Õ��������U�¡�F�v���çä¥�v���Ù���������¢���>�¸����Î��¥��Ö
�����'�Ð�����U���W�����¥�¢�UÎ-�����vÎ��U£¤£¤�°�-����Úx���9Û
��Ø�Õ��U£������¤���Ù���U�������v�����¤�P�������Ù�¤�Ð�N�U�����Ù���
�¥Ò

st
Û��ÙÕ��-�¤����Ø�Õ��U£�����������Æ�����Õ����¤�������ç�U£�£�î�ÑL�
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�9Ò
L
Û
st
Û����W���9Û��ÙÕ��-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���������

R�ÒP��î��¸�N�F�U���v��î��é�����¡�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������ÔÆ
L = 2

�¥��£�î�ÑL�
ê�Ò-���UÕ�×�£¤�Ì���W����Û���Õ9�-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�!Æ

L = 2, 3
ÑD�U���v�¥���¸�¥���Ù�v���¥Õ�×�£��!���W���9Û��ÙÕ��P������Ø�Õ��U£������¤���

Æ
L = 2

�¥��£Áî�ÑL�
ì9ÒP�����¤��£¤�!���¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£������¤���Ù�
T�Ò-���UÕ�×�£¤�Ô�ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���������
V9Ò-�Ð�9�U�����9ÛÌÆ��¥����Û��9�-�����

L = 2
ÑF���W�Ð���Á�����¥�È�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�

Y�Ò
st
Û���Õ��â�¤����Ø�Õ��U£����������!Æ»�L���U�L��£Áî¥���-���Ù�

L = 3
�¥��£�î�Ñ�Ò

���������}ß����Ð�2���F�È���U×�£����â�����Ð� ×é�Ù£¤�°���é�¡� ���Ð���Ð���Ý���çä¥�Ù���UÚ¥�}�����ÐÕ�£����Ì�¥×9���U�������xÎ��U�â����� ���WÖq�
���W�����¥Ö§�����Ð���U�����Ù�¡�-�Á���

L = 2, 3
�W���È�U�Ð×��������U��îå���ÙÖã�U�����F�W�¡���'Ó9�Ù�Ù�����¥�tê�Ò]V�ÒGÉ2�Ù���2�¡�Ì�U��£�î

���Ù���U���W���!�����Ô×��U�Ð�¤�Ô�U���VBµ������ÜÐ�¥������Dâ�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������D�¤�È�����Ô�¥�����Ù�£�¥ÒR���åê�Ò��9�ÙäU���Ý��Õ��W£¤£�îã��£¤Õ��´Y�ÒG��Î
L = 3

Ò

ÇP���N�Ù�Ý���������2�U�����W�-Î��U£¤£¤�°�-���

n
�������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎè�������Ù�â�WÎ �����������¥×�£¤��Ö_�

d
�
��������Õ�Ö ×é�Ù�-�UÎè����Öq�U�����Ù�

íFÕ �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�
st
Û���Õ��â������Ø�Õ��U£������¤���Ù�

ÍG� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�
L
Û����W����Û���Õ9�-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù���

ËÌ� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�����¥Õ�×�£��Ô���W����Û���Õ9�2������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù���
ËÌ�¸� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù���U���é�U�����_���¥Õ�×�£¤�Ô���¬���9Û���Õ��â�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�
ÇP� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�_��î��¸���F�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�
ÇP��� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�_��î��¸�����F������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù���
��R �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎè���Ð�¥×�£���Öt�ü���¥£Áä¥�Ù�����æ�¥�9���¤Öq�U£�����îæ�°ä¥�Ù�â�����Ôß�ä¥�N�¤�������U�������P�����Ð�����I�
A��U��R �������NÚ¥�U�v×é�L���F�Ù���x������×é�Ù�Ð�âÕ����¸���-×¸�¥Õ����_�U���v�����N£��°�F�Ù�â×¸�¥Õ����_�U×����U�������

�W�P�����������U�-�������Ô�UÎÞ������IF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��-�����Ù�U�
A!�9R �������NÚ¥�U�v×é�L���F�Ù���x������×é�Ù�Ð�âÕ����¸���-×¸�¥Õ����_�U���v�����N×¸�����â£¤�°�F�Ù�-×é�¥Õ����I�
ÇÞ�����!R �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎè�������Ù�â���'������IF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��-�����Ù�U�
íüÍ��LR �����������U���W£6����Öq�!���v�����Ù�¥�����ÙÒ

ûz�L�üÕ��ü�Ù�¥Öt���U���âÇ �U×�£¤�2ê�ÒURNÎ����UÖ íF���U�����Ù�Fê}�-�Á���ÈÇ �U×�£��!ì�Ò<�¥Ò8Xè�¤�Ð�Ð�ç���¥���2�ç�U�ã�����2�����W�¡�����
���WÖq�t��Õ�Ö ×¸���N�UÎü�����Ð���U�����Ù�N�¡���Ð�ã�Ð�¥£�äU��� �����¥�9���¤Öq�U£�����îv�-�������¤�>�����æ����Öq�å£��¤Öt���tÆ

5
���¥Õ��Ð��ÑLÒ

X��¥�Ô�����Ù���t�¥���Ù��� �����tÚÝ�U�á�¬�N�����t�����U���������ÿÆ�AN�W��RÝÑ!�¤������Öq��£��U�â���v�����t�¥���t�¥×����U�¤�����>�-�����
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Çè�W×�£¤�}ì9Ò0���´J-����Õ�£����-Î��¥�â���U�����¥ÖJ�¤���Ð���W�����Ù�2Î��¥�
L = 2

�U���ÿ�W��×��Á�����W�Ðî'���ÙÖã�W�������¸�-�����x×��U�Ð�¤�
�U���_���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�P������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�F�¥��£Áî

n d ��� �>�  !%  !%W� $@X $@X6X �)Y *,+-%/Y *10AY $&4�5959Y �@�>;!Y
10 5 4 60 21 16 40 51 5 8.9 0.0 22 0.28

20 5 2 77 11 7 49 48 5 3.8 0.0 15 0.49

20 10 7 816 71 43 99 177 5 8.0 0.0 558 66.82

30 8 6 626 67 58 192 244 5 8.5 0.0 425 45.16

30 15 12 5319 390 420 341 1080 2 11.8 3.5 15063 11489.65

40 10 6 531 47 36 134 178 5 5.1 0.0 109 22.25

40 20 13 6473 303 282 261 901 0 19.9 14.9 8211 18000.00

������×��W���¤�N�U���ZB������U���Ù�1D!������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù��Æ�A��U���¥Ñ����U���v����Õ��Ù�ýØ�Õ�������£������P�����U�v�������¥�����¥×9���U�������
�-�����t�����-×��U�����2�Ù�¥���������W�¤�Ý���4�¥��£Áî_Æ�A��U���°ÑLÒè���t�����-���UÖq�P�F�çî¥��Öt�¥�Ð�âíüÍ[� ����Öq�P���4Õ����Ù�q�-���Ù�
Öq�U���È������Ø�Õ��U£������¤���}�U���'�Ð�����W���W�����I�D�-���¤���¢î��¤�Ù£¤���æ�ÿ���W���U£D���¤Öt�víüÍ��LR>×���Ú¥Ú¥���B�����U� íüÍ��j�
Æ.�U���m�Ð�¤Öt�¤£��W�2���xíüÍ��£�¥Ñ�Ò%X��¥�Ô�¤���Ð���W�����Ù�}���U�N�Ð�¥£�äU���m�����U������Öã�U£�����îU�6�¥���t�ç�W� ���ÙÖã�W��àÿ�Ù�¥�9Û
�����U���¤�L������Úå���Ù��Õ�£Á����Ò@Xý�U�

(n, d) = (30, 15)
���F�B���çä¥�N�¤���������_�����¬�â�����NÚÝ�U���W�-�����N�����U�-�������

Æ�A��U��RÝÑD�U���È�����Ìß����W£6ÚÝ�U��Æ�A!�9RÝÑD�U���!×¸�U���È���Ù��Õ����Ù�v×�îÈ�U×¸�¥Õ��ü���U£�ÎÞ�}�¸���Ð���Ù���-�Ù�¥Öt���U���Ù�È���
�����-���Ð�Ùä��¤�UÕ��4�¥�����2Æ�AN�U�Î�¥�(AN�W���9�(A!���¥�(A!�¯�¥Ñ�Ò�M2£¤�����¥�����â�çä¥�Ù���UÚ¥�ÌíüÍ��a���¤Öt�ü���W�D�������Ð�ç�U�Ð���I�
�-���¤��� Öã�UàW���N�����t���Ù�Ï�Ù£��U�Ð���Ù� �UÎP������ÜÐ�¥���Ý�B������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�ÔØ�Õ������t×¸�Ù�������N�����U�������q�����U���Ù� ���9Û
��Ø�Õ��U£������¤���Ì�¤�Ý���Ð�9��Õ��������¤��íF���U�����Ù�Bê�ÒæÉ2�°�F�Lä¥�Ù��� �-�����

(n, d) = (40, 20)
�z�U£�£è�����Ù���åäW�U£¤Õ����

×é�Ù���¥Öt� �¡�¥���Ð�t�����U�������Ù�¤�Ô�Ù�¥Õ��Ý���Ù�����U�����N�¥×����U�¤���Ù�>�¤�ÿ�����t�����Ùä����¥Õ��Ô���Ù�Ð���ÙÒæÇP���¤���¤�ÌÖã�U����£�î
��Õ�� ���v����� Î»�U�L�Ô�����W���I��Î4�����å£¤�°�¡���Ô×¸�¥Õ��������Ð£¤�¤ÚU����£�î_�¤Öt���Ð� äU� �¤�ÿ�����¤�Ô���Ù�p��Õ��I�z�����åÕ����¸���
×é�UÕ������N�U�Ð�t���U�B�U��Ú¥�9�����U��×é�LÎ��¥����Æ����¤�����æÖq�U���å����Öq� ���Ô���°�§���U�Ð���Ù� �¤�>�Ð�����U���W�����¥���N�U���
£¤�Ù���Ô�¤��×����U�������¤��Ú¥�Ù�z���Ù�tÇÞ���Ù��R'���UÖq���W�����ÿ���vÇ �Ð�����t�U����ÇÞ���Ù�È�¥Ñ��zÖã�Wà�����Úã�����æ� äU�����U£¤£ ÚÝ�U���
£��U�ÐÚ¥���ÙÒ

Çè�W×�£¤�}ì9ÒS���´J-����Õ�£����-Î��¥�â���U�����¥ÖJ�¤���Ð���W�����Ù�2Î��¥�
L = 3

�U���ÿ�W��×��Á�����W�Ðî'���ÙÖã�W�������¸�-�����x×��U�Ð�¤�
�U���_���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�P������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�F�¥��£Áî

n d ��� ���  !% �)Y *,+-%/Y *10AY $&465759Y �@�>;!Y
10 5 9 88 52 5 7.6 0.0 37 0.49

20 5 15 703 159 5 8.4 0.0 111 15.97

20 10 27 21568 2552 2 19.5 6.6 4521 11983.82

30 8 39 14694 2183 3 15.3 3.0 2020 8712.69

30 15 26 20258 1450 0 56.6 53.6 1092 18000.00

40 10 34 16533 1722 0 32.8 27.2 1516 18000.00

40 20 23 12333 494 0 61.5 60.2 269 18000.00

X��¥�
L = 3

�©�����t���¥Õ�×�£¤�æ���W���9Û��ÙÕ��N�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������!������������Õ��Ù��� �����������N�����U�����Ù�B�������W�BÚU��ä¥�
ä¥�Ù�Ðî'���W�����ÐÎ»�U�L���¥��îã�Ð����Õ�£����ÙÒG�������Ù���I�������ÔÚÝ�U���ü�U����íüÍ��@���¤Öt�!�W���!×¸�Ù���¡���Ù�_�����Ô���¥�Ð���Ù���¸�¥���9Û
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�¤��ÚNäW�U£�Õ����4�¥×����U�¤�����t�¤�ãíF���U�������DêB�����U��à��D���N�����â×��U�����2�Ù�¥���������W�¤�Ý���Ù�9�Ð�����¸���L���Áä¥��£Áîå�-�����ã�U���
�-�������¥Õ��â�����}�����U�����x������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù��Ò��!��£Áî'Î��¥�

(n, d) = (20, 10)
�������Nß����U£©ÚÝ�W�x���Ù���'Æ�AÔ�.RÝÑP�¤�

��£��¤Ú¥�Ý��£�îq��Öq�U£¤£����¡�����U�_×é�W���v�UÎÞ���������Ð�Ùä��¤�¥Õ��â�U�����BÆ�A!���U�]A!�¯�¥Ñ�Ò

ÇP���âÎ��¥£�£¤�°�-�¤��Ú!���U×�£����4���Ð�����Ù�Ý�P�çä¥�Ù���UÚ¥�â���Ù��Õ�£Á���D�¥�æ�����â���UÖt�-���L�F�UÎ6Ç-ÉÌÍ4Í¢�¤�������U�������Ù�9×�Õ��ç�
�����¤�P����Öq�W�9�����\B������U���Ù�1D!������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�P�U���N�U£����æ���Ù���U���W���Ù�¢Æ»���'�������¥�Ð�����H�¥Ò4���§Y�Ò*ÑLÒEC �����çäU�
������Î��U£¤£¤�°�-����Ú ���Ý�����¤�Ù��Ò

n
�������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎè�������Ù�â�WÎ �����������¥×�£¤��Ö_�

d
�
��������Õ�Ö ×é�Ù�-�UÎè����Öq�U�����Ù�

íFÕ �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�
st
Û���Õ��â������Ø�Õ��U£������¤���Ù�

ÍG� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�
2
Û����¬���9Û���Õ��-������Ø�Õ��U£������¤���Ù�

ËÌ� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�����¥Õ�×�£��Ô��Õ��â�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�
J-� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù���Ð�9�W������ÛLÆ»�U���ÐÛµÑ����U�����Á���¤�U�ã�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�
ÇÞ� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�_��������£¤�!���W���9Û���Õ��â������Ø�Õ��U£������¤���Ù�
ËÌ� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�����¥Õ�×�£��Ô���W����Û���Õ9�2������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù���
ËÌ�¸� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù���U���é�U�����_���¥Õ�×�£¤�Ô���¬���9Û���Õ��â�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�
ÇP� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�_��î��¸���F�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�
ÇP��� �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎèÚ¥�Ù�������W���Ù�_��î��¸�����F������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù���
�¥ê �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎè���Ð�¥×�£���Öt�ü���¥£Áä¥�Ù�����æ�¥�9���¤Öq�U£�����îæ�°ä¥�Ù�â�����Ôß�ä¥�N�¤�������U�������P�����Ð�����I�
A��U��ê �������NÚ¥�U�v×é�L���F�Ù���x������×é�Ù�Ð�âÕ����¸���-×¸�¥Õ����_�U���v�����N£��°�F�Ù�â×¸�¥Õ����_�U×����U�������

�W�P�����������U�-�������Ô�UÎÞ������IF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��-�����Ù�U�
A!��ê �������NÚ¥�U�v×é�L���F�Ù���x������×é�Ù�Ð�âÕ����¸���-×¸�¥Õ����_�U���v�����N×¸�����â£¤�°�F�Ù�-×é�¥Õ����I�
ÇÞ�����Ùê �������N��Õ�Ö}×é�Ù�â�WÎè�������Ù�â���'������IF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��-�����Ù�U�
íüÍ��2ê �����������U���W£6����Öq�!���v�����Ù�¥�����ÙÒ
Ç �U×�£¤�Nì�ÒSR���J-���ÐÕ�£����-Î��U�P���U�����¥Ö �����Ð���U�����Ù�âÎ��U�

L = 2
�U���_�U�Ð×��������U��îÈ���ÙÖã�U���������-�Á���v×��U�Ð�¤�U�

������ÜÐ�¥�����P�U���_�����U���Ù�_������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�
n d ��� ���  !� "@� $&%  !%  !%W� $@X $#X�X �8] *,+-%�] *106] $&4�5759] �@�>;1]
10 5 3 57 5 3 9 16 14 39 50 5 8.7 0.0 22 0.28

20 5 1 69 3 3 5 12 7 44 47 5 3.8 0.0 11 0.47

20 10 7 833 27 20 92 60 44 81 151 5 7.8 0.0 521 73.74

30 8 6 594 22 20 109 58 49 181 218 5 8.5 0.0 289 34.34

30 15 12 5299 203 112 901 330 363 318 980 2 11.6 3.5 14001 11719.93

40 10 7 521 14 8 50 38 32 130 166 5 5.0 0.0 80 22.08

40 20 13 6341 151 16 606 247 287 240 859 0 21.9 17.1 7929 18000.00

ûz�L�!Õ��!��� � �W���U£�î(QÙ�}Ç �U×�£¤� ì9ÒURã���¥Öt���U�Ð���_���ã����� ���Ð�Ùä��¤�¥Õ��Ì�¥���Ù��ÒH�!���B�ç�U��ß������Ô���ÙÖã�U�Ðà
�����W���ã£¤�U��Ú¥�}�UÖt�¥Õ��Ý�Ô�UÎGä��¤�U£��W�����ÿ������Ø�Õ��U£������¤���-�¡�����åÚU�����Ù���W�����>�¤���W£¤£©Î»�UÖq��£¤�����BÆ»×��W���¤�W�6������Û
ÜÐ�¥�����2�U���ÿ�����U���Ù�ýÑLÒ-ÇP�����2Öt�ç�W���2�����W�ç�ý���������}�ç�W���}�WÎ4�U��×��������U�ÐîÈ����Öq�U�����Ù�é�����}�����������U�Ù���¤�¥�
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×é�L���F�Ù���ã���¡�}���Ý�����Ð���Ù�Ù������ÚN����Öq�U�����D�¤�G������£¤£����B�Ù�¥�����������ÙÒE�ÌÎI�Ù�¥Õ����Ð�U��Öq�U���-���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�4������Ø�Õ��U£ Û
�����¤���-�W���ÔÎ��¥Õ����v�����U�x�Ð�9�U�����v�¥���Ù���ý×�Õ��â�����N���<Ké�����Ù�����N�¤�-���W�2�Ð�q��Öq�¸�¥�����U�Ý�çÒ¡íF�¥Öt���U�Ð���v���
�����B���Ù��Õ�£Á���Ì�������Ð���Ý���Ù���¤�ÿíF���U�������Ìê��é�¥���}�ç�W�x�����°���Ð�¤Öt�¤£¤�U�P���¥����£¤Õ����¤�U���Ì�W�2Î��¥�âÇè�W×�£¤�}ì9Ò0�¥Ò
ÇP���¤�Ì���Ù�h��Õ��������¤£�£ �Ð£¤��Ú¥�Ý��£�î_��Öq���Ð�°ä¥���!����� ÚÝ�W���!Î��¥�Ô�U£�£ �����Ð���U���Ù���ÔÕ������

(n, d) = (40, 10)
Ò

ÇP���P���U�������U��î Õ��9Î��¥�Ð��Õ����W����£�îB���U���é�Ù���GÎ��¥�è�����P×��¤Ú¥ÚU���è�����Ð���U���Ù����ÒèÇP���â�U�����Á���¤�U���U£Ý����Öq�¡Õ����Ù�
�¤�È�Ð�����W���W���¤�¥���F£¤�¤Öt�����D�UÚÝ�U���q�����Ô���ç�W�����v�¤�ã�����HIF���U�����9Û��U���9ÛµíFÕ��ü���Ð���WÒGÇP���¤�P���W�P�U�'�¤Öt���U�L�
�¥�'������Ø�Õ��U£�����îã�UÎ �����Ôß����U£zÕ����é�Ù�-×é�¥Õ����������-���¤���ÿ�W�����¤���¤£��¬�����D��������Öq���Ð�°ä¥��Öt���Ý�-Öq�U���Ô�¥�
������£�� �¡���-×¸�¥Õ�������Ò

Çè�W×�£¤�Nì9Ò ê_��J-����Õ�£����PÎ��¥�P���U�����UÖ �¤���Ð���W�����Ù�âÎ��¥�
L = 3

�U���_�U��×��������U�Ðîã����Öq�U���������-�����v×��U�����U�
���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�-�W�����Ð�9�W�����v������Ø�Õ��U£������¤���

n d �:� �>�  1� "@� $&%  1% �8] *,+-%�] *106] $&4�5957] �:�<;#]
10 5 7 67 21 3 2 37 5 5.3 0.0 26 0.43

20 5 20 556 46 5 0 136 5 7.6 0.0 89 11.65

20 10 30 20311 385 4 4 1811 2 19.2 7.4 4395 11407.33

30 8 38 14147 272 22 3 1278 3 13.6 1.7 1896 8432.54

30 15 28 19650 297 0 0 822 0 56.4 53.4 1196 18000.00

40 10 35 16491 272 1 1 1138 0 29.3 23.4 1634 18000.00

40 20 28 12213 132 0 1 312 0 61.4 60.0 289 18000.00

X��¥�
L = 3

�9�����Ô�Ð�¤Ö Õ�£Á���U�����¥Õ��FÕ������UÎÞ×��U�Ð�¤�W�������U���Ù�v�U���v������ÜÐ�¥�����F�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������F���üØ�Õ������Ô�ÙÎ�Û
Î����L����äU�F�Ù�¥Öq���U���Ù�}���â�����Ù�¤�è�Ð�����W���W���FÕ��Ð�UÒ�Cm�F���������Ù� Ú¥�L�G�U� ��Öq�����°ä¥�ÙÖq�Ù��� �UÎ������FÚÝ�W� �W� �����
�����U�â�������}�W���x�UÎè������ß����U£©ÚÝ�W�x�¤�_�����U��£Áî_�U£¤£z���U���Ù��ÒNX��¥�2�����UÖq��£¤�U���-���Ù�

(n, d) = (30, 8)
�

AÔ��êæ�¤�P��Ø�Õ��W£I���
1.7%

���-���¤���_�¤�
1.4%

��Öq�U£�£¤���D�����W�©A!���N�U���
0.4%

��Öq�U£¤£����¡�����U�WAÔ�9�'Æ»�Ð���
Çè�W×�£¤�æê�Ò ê�ÑLÒ7MÌ£������©�-�����

(n, d) = (40, 10)
�ñA!��ê_���U��Î��¥�ÔäU�W£¤Õ��

23.4%
�z�����W�B�¤���

0.4%
£����Ð�

�����W�%A!���!�W���
4.8%

£������4�����U�¶A!�¯�9Ò�Xè�¤���W£¤£�îU�Ý���U���â�����W�D�����Ù���!Ú¥�����q�Ð����Õ�£����F�U���âÖq�U�¤��£Áîå��Õ��
���æ�����N×��U�Ð�¤�����U���Ð�����U���������������B���UÕ�×�£¤���ÙÕ��Ì������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�P�U���v�����N���¥Õ�×�£¤�����W���9Û��ÙÕ��2�¤���ÙØ�Õ��U£¤� Û
���������¸���������Nä¥�Ù�Ðî_Î��Ù�]ä��¤�¥£¤�W���Ù���Ù�¥���������W�¤�Ý���â�F�Ù���}Î��¥Õ������UÖt�¥��Úæ�����B�U�������Ì�Ù£��U�Ð���Ù�!�UÎG�Ð�9�U�����
�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���������9���UÖt��£Áîq�����Ô��������£¤�Ì���W����Û���Õ9�Ì�W���v�����U���Ù�9Û����W�Ð���Á�����¥�È�¥���Ù��Ò

ätð+ü h ö}óvùplÙøv÷'ú�ó%³ õñn�i µ�õ�I�Í

���È�������ü�����U�9�����Ù���¡�N���°äU�Ô�����U�é�¥�Ð���v���Lä¥�Ù���U£z�W���������¤�¥���U£ý��£��W�����Ù�P�UÎ©äW�U£¤���ã�¤����Ø�Õ��U£������Ù�¡Î��¥�¡�����
Ç-ÉÌÊ2Ë!Íá�-�����

L = 2, 3
ÒèÇP���Ù���Ô�U�Ð�-×��U���Ù�ã�¥�t������ÜÐ�¥�����4����Öq�U�����Ù�������W�D�¤�Ù������Öq�U�����G�����W�D���

��� �Ð���U���2���������ÙÒ8C �2���çä¥�Ì�������ÈÚU��ä¥�Ù�È���ÙÕ������Ð�����Ì���Ð�9�Ù����Õ������¡���}�Ð�����W���W���2���������Ì�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�
�¤���¥�Ð�����2���vÕ���� ������Ö �-�������¤�ÿ����� Î����UÖt�Ù�¡�¥�Ðà��UÎ4�����bIF���W�����9Ûµ�W���9Û�íFÕ9�N�U£¤Ú¥�U��������ÖJ���Lä9�����Ù�
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�¤��íF���W�����Ù�âê�Ò

X��Ð�¥Ö �����q���L�§���UÖq��Õ9���W���¤�¥���W£R���Ù��Õ�£Á���N�¥×����W�¤���Ù�I�©���N�U���¸�ç�W���������W�N�Ð�����U���W������Úv�����Ù���ã���9Û
��Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù� �W���B�����F���Ð�Ùä��¤�UÕ���B������U���Ù�1D4�¥���Ù�R�W�©�����F���UÖq�4����Öq�Gî��¤�Ù£¤���©�����¡×¸�����R�¤Öt���Ð� äU��Öt���Ý���
���U�����Ù��������ÚN�����âÚÝ�U���ÙÒRÇP���¤�4���D�Ù���¸���Ù���U£�£�î}����Õ��-�-���Ù�

L = 3
�����������W�9���æ�����W�D�ç�W���U�������2���UÕ�×�£¤�

���W���9Û��ÙÕ��â�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������F���q���W�-Ú¥��äU�Ô���W���¤�ÐÎ»�W�Ù���U�Ðî'�Ð����Õ�£����P�-���Ù��Õ������x�U£¤�U���UÒ

�ÌÎ ���¥Õ������W�¸�U�����Á���¤�U���U£6��Öq�����°ä¥�ÙÖq�Ù�����-���¥Õ�£���������£¤£6×¸���é�Ù�ÐÎ��¥�ÐÖq�Ù�IÒ�Xè�¤�Ð�Ð�����¥�������UÕ�£¤�v�Ð��Õ���î
���Ù�����Ð���U��îq�U���æ��Õ�Gt�Ù�¤���Ý�¡���¥���������¤�¥��� Î��¥�G�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������PÆ.ì9Ò0� Ñ�Û�Æ;ì9ÒUTÝÑÞ���N×¸�PÎ»�U���L�ÐÛ����Ùß����¤��Ú�Ò ÇP���¤�
�¡�¥Õ�£¤���¤���������x�é�Ù��Öt���P���q���Ùä������}Öt�¥�Ð�B�"K6�Ù�Ù���Áä¥�B�������U���W���¤�¥�_���Ð�9�Ù����Õ��Ð���Ù�I�¤�v�����B���Ù�����}�����W�
�����Ùîá�¡�¥Õ�£�� �¥��£�îmÚ¥�����Ù���W���'�����'Î»�U�Ù���U£�£�î�×é�Ù�Ð�t��Õ9����ÒF�!�¢�����v�U�������æ���W���I�4�F�'�����¤��à �����W�
���UÖq� �¡�¥��àx���¥Õ�£��>�Ð����£¤£ ×é�æ���¥���å���¥���Ù���Ð���¤��Úv�����t�U×����Ù�����¤�¥���WÎF×¸�Ù�Ð������Õ����é�Ù�N×¸�¥Õ�������ÒbX��¥�
�����}×���Ú¥Ú¥�����â�¤�������U���Ù���Ù�6���W�����¥ÖJ�Ð�¥Õ���������Út�¤�����Ù���ÿ×¸��ÚU�¤���-���q���ç�W���ÿ�����â£��¤Öt������ÒF���â�¡�¥Õ�£¤��×é�
�¤�Ý�������Ù�Ð���¤��Úå���æ��Öq��£���Öt���Ý�üÎ�Õ��������Ù�-����Õ��Ð�¤�����¤�Ù�üÎ��¥�P�¥×����U�¤���¤��Ú Î����U����×�£¤�!�Ð�¥£¤Õ9���¤�U����Ò





i Jkwpo \_^ u ^

b c Z � yzs[_ãZryzjÏ\
4
dNn Zho�dti Zrjkst\_u�whyzjg^�` � w \`Jks

� u_Zh���I^�� s

���ã�����¤�¡�����U���������9�F�!��Õ����ÐÕ��Ì�����!�Ð��Õ���îq�UÎz�����2Ç-ÉÌÍ4Í �����U�����Ù�È�¤�víF���U�����Ù�´�9ÒGÇP���¤�¡���¤Öt�U�Ý�¡�
�U£����'���U�������������ãäW�U�Ð���U�Ý�Ô�UÎ4�����¤�!�����¥×�£���Ö_�I���UÖt��£Áî��-�������å����� ���F�v�Ð��Ø�Õ��¤�Ð���

L
Û
st
Û����W�����Ô�UÎ

�����N�Ð�¥£¤Õ9���¤�U�'Ö Õ��Ð�-×¸���������LÛ����¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�P�����Ð���ç�U�v�UÎ ����ÚU�LÛ����¤��ÜÐ�U�¤�Ý�çÒEX��¥�ü×¸�U���väU���Ð���¤�U�������¡�NÚU��ä¥�
�U���¤�Ý���ÙÚ¥���â�����UÚ¥���UÖtÖt�¤��Ú Î��¥�ÐÖ Õ�£¤�W�����¥�'�¤�_�����N�����W���}�WÎR�����N���Ù���¤ÚU�xäW�U���¤�U×�£¤�Ù�ü�-�����

L = 4
Ò

ÇP�����F�F�U��àã���U�ü×¸�����È�����Ô�¥×�ÜÐ�Ù�Ù�P�WÎè�W�'�U�Ð���¤�Ù£¤�2�-�Á���5MBÒ_J-�¤�����^�x�U�¬ÜÐ�UÕ�×�U ê�TyV;���U£������¥Õ�ÚU�È���U�
î¥�L�Ì��Õ�×�£¤�������Ù�IÒ

üqð�ñ ò¸óåôzõèöt÷vøvù¡ô©úÙöBó

J-���ç�W£¤£4�����tÎ��¥£¤£�� �-����Úv���Ùß��������¤�¥� Î��Ð�¥Ö
íF���U�9�����^�9ÒèAÔ��äU���¢��Î�Õ����Ù���¤�¥�
c : E → IR

�-���¤���
�U�Ð���������¬�����æ���Ù�¥�Ð�

c(e)
���>�ç�U���²����ÚU�

e ∈ E
�G����� ¦©¨Fªx¶Nª�·¸«�±�ª¬³�¹L´.ºÐ¼U½�³6�®xÂP¼U´>Ý¹ãÂ¡º�ªUÃ�Ä¤LÅ

Æ»Ç-É2Í4Í¡ÑP�¤�P���tß����ÿ�æÖq�����¤Ö Õ�Ö �Ù�¥�Ð�2��Õ�×�Ú¥���U���x��Õ����x�����¬�2×¸�Ù���¡���Ù�
s
�U���

t
�����Ù���N�L�9�¤���!�W�

£¤���U�Ð�B���F�
L
Û
st
Û����W������Òx��� �������}�����W�����Ù���R�¡�È�-�¤£¤£4�Ð�é���Uàm�WÎP�����ÿ³6ª�®�ÔÇ-ÉÌÍ4Íp�ÁÎü�����U���ã���¡�

���W�����-Ö Õ����2×¸�Ô�������LÛ����¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�����U���v�UÎÞ�����È�®°¯�FÇ-ÉÌÍ4Ía��Î©�����ÙîvÖ Õ��Ð�-×¸�N�Ù��Ú¥��Û�������ÜÐ�¥������Ò

���_�-���W�2Î��¥£¤£�� �-�Ù���F�B���¥�����¤�����-�����N�������BÇ-É2Í4Í��W���������}�Ù��Ú¥�NÇ-ÉÌÍ4Ía�-�����
L = 4

Ò´X��¥�
×¸�U���_ä¥���Ð�����¥�����ý�¡�}Ú¥�Áä¥�B�U�x��������Ú¥�Ù�-�����¥ÚU���UÖtÖq����Ú Î��¥�ÐÖ Õ�£��¬���¤�U�'�¤�v�����B�����U�Ù�}�UÎ �����N���Ù���¤ÚU�
äW�U���¤�U×�£�����Ò�Ó9Õ����|�_Î��¥�ÐÖ Õ�£��¬���¤�U�����}���������Ù�á���U�N���Ð��ä����W£R���ÿ�¥×9���U���mÎ��¥�������q����ÚU�È�ç�U�Ð�q�-���Ù�
L = 4

���U�â�U£����ç�W��îÈÖt���Ý�����¥���Ù�_����íF���U���������9Ò



fÈ¡ \ �ª���^4L/0*3a��/<��

4
��$&��'(�)������*+
#,9-«/0�����76ñ-È
#e�*�68,9��:_;0��=b*

���������x���L���È�Ð���Ù���¤�¥�6�ü�F�_ß������È���Ð�¥�é�U���ÿ�W�a�¤�Ý���ÙÚ¥���t���Ð�¥Ú¥���WÖqÖt�¤��Ú�Î��¥�ÐÖ Õ�£¤�W�����¥�I�4�¤�²�����
�����W���t�UÎ¡�����t�����Ð�¤Ú¥��äW�U���¤�U×�£������IÎ��U�������æ�������æÇ-ÉÌÍ4Í@�-�����

L = 4
ÒqÇP�������¥���å�-�¤£�£R�U£����v×é�

äW�U£¤���t�-���Ù�
L = 2, 3

Ò ���F�-��£¤£�×¸�Ì×��U�Ð���È���U�F�U��£�îæ�¥�q�����
st
Û���Õ��F�U���

L
Û
st
Û����¬���9Û���Õ��¡�¤���ÙØ�Õ��U£ÁÛ

�����¤���Ô���Ý��������Õ��Ù����×é�LÎ��¥���W�©×�Õ��}�U£¤�Ð�_�U�bB����9���LÛ�äU���Ð���¤�U����Dæ�WÎ¡�������Ð�q�¥������Òq���áÓ����Ù���¤�¥�êT�ÒUR��z�F�
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X����¥Ö íF���U�9�����&�9�6�¡� à����°�p�����W�!����� �¤�����¤�������Ù�}ä¥�Ù�Ù���U�
xF �UÎD�U�Ýî����¥£�Õ������¥�
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½�³6®�þ�¼UÄ ½�´»½;�¹L���U�Ð���U£¤�Ð�åäU�W£¤�¤�qÎ��¥�ü���������Ð�¥×�£���Ö_ÒGÇP���Ùî_�U�Ð�Ô���Ùß������x�U�
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G− z
���-���¤���v�U�Ð�ÌäW�U£¤���qÎ��¥�D�����
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X �¤���U£�£�îU�Ý���¥���Ð�¤���Ù�¡�����ÌÎ��¥£�£¤�°�-�¤��Ú�£��¤�����U�¡��î��Ð���ÙÖ �Ù�¥�������Ð���¤��ÚB�UÎz�����2�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������4�¤�Ý���Ð�9��Õ����Ù�
�U×¸�°ä¥�U�������W�â�¤�Ù�

x(δ(W )) ≥ 2,
Î��¥�-�W£¤£

st
Û���Õ��

δ(W ),
Æ�T�Ò0� Ñ

xG−z(δ(W )) ≥ 1,
Î��¥�-�W£¤£

st
Û���Õ��

δ(W ),
Î��U�-�U£¤£

z ∈ N\{s, t},
ÆÂT�ÒS�¥Ñ

x(T ) ≥ 2,
Î��¥�-�U£�£

L
Û����W���9Û���Õ��

T,
ÆÂT�ÒSR¥Ñ

xG−z(T ) ≥ 1,
Î��¥�-�U£�£

L
Û����W���9Û���Õ��

T,
Î��¥�-�U£�£

z ∈ N\{s, t},
Æ�T�Ò ê�Ñ

x(e) ≤ 1,
Î��¥�-�U£�£
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ÆÂT�Ò*ì¥Ñ

x(e) ≥ 0,
Î��¥�-�U£�£
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z
�6�t���¥�Ý�����U�����Ù���¤�¥�IÒFÊ2�°���¸��Îè�������Ð�}�������Ð���!�

4
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Ò4íF£¤���U��£Áî¥�������ÌÖq�����¤Ö Õ�Ö

��Õ�Ö ×¸���G�UÎ¸���U���G�UÎ¸��Õ����t�Ô���W���å�¤�
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GF − z
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GF
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L = 4

Ò Ó�Õ����¸�¥���È�����W�æ�U£�£
st
Û���Õ9�t�U���
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Û����9����Û��ÙÕ��

���U���Ð�����U�������ü�U�Ð�Ì���W�����Ðß��Ù�'×�î
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F
�U���

P0

�



fÈ¡ Z �ª���^4L/0*3a��/<��

4
��$&��'(�)������*+
#,9-«/0�����76ñ-È
#e�*�68,9��:_;0��=b*

�����U�Ð���Ù�Ð�
st
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���������
P0

�¤�P�����B�U��£�î
4
Û
st
Û����W���_�¤�

GF

Ò¡���
Î»�U�Ù������Î¸�����Ù���â�L�9�¤�����¡�
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Û����W���I�¸�UÎè£¤����ÚU���x�W�Ì£��ç�U���

5
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���ÙÖã�U�Ðà��������ü�¤�-��£��ç�U�ü�����W�P�����
Vi � �â�U�������U����Öt����î¥�ý�W���_�����W� s ∈ V0
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t ∈ V5
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s
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t
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Ò�íF£¤���U��£Áî¥�
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P0

�¤�å�ÿ�Ð���¥�Ð�������
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2 | ≥ 2
ÒPÉâ�����Ù�U�
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|P0| ≥ 5

�9���������Ì�L�9�¤�����F���
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st
Û����W���ã�¤�

GF

ÒGÇP��Õ��Ù���F�Ì�ç�U�È×�Õ��¤£��ã���������L��£Áît�U�'�U���ÙØ�Õ��W���
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Û����W���9Û��ÙÕ��-�¤����Ø�Õ��U£�����î¥Ò

��Îý�����¤�R�Ð����Õ�£��G�Ù£¤�ç�W��£�îB���¥£����èÎ��¥�
L = 2, 3

×Ýî ���U�¤��ÚÔ�!�Ð�¤Öt�¤£¤�U�©�������UÎµ�U�����¤�R���R���U�è�����P���U���üÎ��¥�
L = 5

Ò-íF�¥�����¤�����â�¤�����Ù���_�����N�¤�Ý���ÙÚ¥���â���U£¤Õ����¤�¥�v�¤�ÖXè��Ú¥Õ����HT9Ò<�¥Ò�C �N���çä¥�N�����W�â�Á���-�¤���Ù�¤���Ù�����
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��������������Ç-ÉÌÍ4Í �-�Á���
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�ý×�Õ��â���¬���¤��Î�î��¤��Úæ�Ðî�������Ö
Æ�T�Ò0� Ñ�ÛLÆ�T9ÒSTÝÑ

üãð+² åãö�õ�i ø%l�µ�ô©úLöBó qWö�õJôsr%nën-÷%³�nutwv{|w| N r%n-ó
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��� íF���U�����Ù�ñ�9�°�F�4���çä¥�D����� �-�N�����¬�z�����4£¤�����ç�W�6�Ðî�������Ö��UÎ9�¤����Ø�Õ��U£����������RÆ�T�Ò0� ÑL�¤Æ�T9ÒSRÝÑ���ÆÂT�Ò*ì¥ÑL�¤Æ�T�ÒUTÝÑ��
�U£¤�U��Ú��-�����²�����_�¤�Ý����Ú¥���U£¤�Á��îá���U���Ð�����U���������ü���æ��Õ�Gt�������Ý�ã����Î��U��Ö Õ�£¤�W���È�����x�Ù��Ú¥�_Ç-ÉÌÍ4ÍrÎ��¥�
L = 2, 3
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�¸�U�â�¤£¤£�Õ��Ð�����W�����v×ÝîÖXè�¤Ú¥Õ�����T�ÒS�9ÒN�!���
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V0, . . . , VL+r

×¸�â�N���W�Ð���Á�����¥�å�UÎ
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�ÐÕ����q�����W�

r ≥ 1
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s ∈ V0
�U���

t ∈ VL+r
ÒGÇP�����6�ý�����B¯�L³6LºÐ¼UÄ ½��¬�®�Ä�þ�ÅÌ·�½�³6®�þ�¼UÄ ½�´ÂO!�¤�

∑

e∈[Vi,Vj ],i6=j

min(|i − j| − 1, r) x(e) ≥ r.

ÇP���Ù���N�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�ü�ç�W��×¸�Ô�ç�U�Ð�¤£ÁîÈ�L�����������Ù�x���å����������Ú¥��Ç-É2ÍDÍÞ�¸�U�üÎ��¥£¤£��°�-���
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min(|i − j| − 1, r) x(e) ≥ 2r.
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L = 4

�z�¡�t�����¥�¸�¥��� �����åÎ��¥£¤£��°�-�¤��Úq���Ù�
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V0, V1, . . . , V6
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W1, . . . , W4
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s ∈ V0
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Ò Ó9�Ù�bXè�¤ÚUÕ����
T�Ò ê Î��¥�-�U�v�¤£�£¤Õ��������W�����¥�IÒdC �Ô���°äU�N�����W�-�W£¤£é�����

Vi � �2�W���Ô���¥����Öt����î¥���W���'�����W�P����� Wi � �âÖq�çî×¸�N�ÙÖq�9��î'�¥�P���U��ÒGÇP���B�U���Ð�9�Ù���W�����v�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��îã���-�������W�����_×Ýî

ax ≥ 4,
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a(e) = min(|i − j| − 1, 2), ∀e ∈ [Vi, Vj], i 6= j,

a(e) = 2, ∀e ∈ [Wi, Wj], |i − j| ≥ 2,

a(e) = 2, ∀e ∈ [Vi, Wj], j − i ≥ 2
�U�

i − j ≥ 3,

a(e) = 1, ∀e ∈ [Vi, Wj], (i, j) = (2, 3), (3, 1), (3, 4), (4, 2),

a(e) = 0,
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s, u1, v1, u2, v2, u3, t
Ò

J-��Öq�U��à �����W�ç�9�U�D�����!�Ð���¥���������
st
Û����W���ã�UÎ

G′
F

�¤�¡�UÎz£¤�Ù��ÚU���ã�L���U�L��£Áî
5
�9�������Ð�ÌÖ Õ����ü×¸�Ì���

GF�U�����������¥���U£©�Ù��Ú¥���tÆ»�U�����������Ù��Ñ2Î��¥�ÐÖq����Ú��ý�ÙäU���Ý��Õ��W£¤£�î��-�����ÿ����ÚU���Ô�UÎ4�����W�Ô���W���I�z�U�
st
Û����W���

�UÎ £¤�Ù��ÚU���
5
Ò

íF�U�����������}�����È���W�Ð���Á�����¥�
Π = (V0, . . . , V6, W1, . . . , W4)

���
GF

���Ùß������²�U�BÎ��U£¤£¤�°�-�ÙÒWC �
���L�

V0 = {s}
�
V1 = {u1}

�
V2 = {v1}

�
V3 = {u2}

�
V4 = {v2}

�
V5 = {u3}

�6�U���
V6 = {t}

Ò
MÌ£�£F�����_�W�����Ù�t���9���Ù�t�U���v�����Ð���Ð�¤×�Õ9�����¢���>�����

W ′
is
�������¥Õ�Ú¥�²�>×����ç�W�����²ß������q�Ð�ç�U�Ð��� Î��Ð�¥Ö

s
�¤�

GF

ÒrÓ���� Xè�¤ÚUÕ����WT�Ò ìmÎ��U�'�U� �¤£�£¤Õ��������W�����¥�IÒ]Êâ�U���ÿ�����W�'�Ð�¥Öq�
Wi � �'Öq�°î ×¸����Öt����î¥�×�Õ��ÿ���U���W£¤£��UÎå������Ö ×�î �¥Õ��������Lä��¤�¥Õ��x����Öq�U�Ðà¸Ò ûz�Ù�

E = (
⋃

j−i≥2 �84 i−j≥3[Vi, Wj]) ∪

(
⋃

(i,j)=(2,3),(3,1),(3,4),(4,2)[Vi, Wj])
�ý�����¬�!�¤�Ù�������B���Ù�!�UÎG����Ú¥���2×é�L���F�Ù���������N���F�ã£��çî¥�Ù���Ì�WÎR�����

���U�����Á���¤�U�
Π
�����W�Ô���çäU�æ�È�é�¥�Ð������ä¥�B������Gt�������Ý���¤�������å�Ù�¥���Ð�����¸�¥�����¤��Ú'������Ø�Õ��U£�����î Æ�T9Ò]VUÑLÒ£Cm�

��£¤�U�¤Ök�����W�
GF

�������å���U� ���¥�Ý���W�¤�|�U�Ýîá�Ù��Ú¥�ÈÎ��Ð�¥Ö
E
ÒáÓ9Õ����é�U���È�����¤� ��� ���U�å�����È�ç�W���UÒm��Î

���������N�ü�W�Ì�U������ÚU�B�UÎ
GF

�¤�
[Vi, Wj]

�-�����
j − i ≥ 2

�ý�������������2�Ù���x�������N�¤�
Wj

�¡�¥Õ�£¤��×é�
�W�â�����Ð���W�����

i + 1
Î����¥Ö

s
�¸�U���_���Ù�����W�6���-�Ð���¥Õ�£��x���çäU�}×¸��������Õ��2�¤�

Wi+1

×�îv�Ù�¥��������Õ��Ù�����¥�IÒ
ÇP���â���UÖt�-���¥�Ý�����U�����Ù���¤�¥�å���U£¤���GÎ��¥�G�Ù��Ú¥���D�UÎ

GF

�¤�
[V2, W3]∪ [V3, W4]

ÒRÊ2�°�����U���ÐÕ�Öq�-���������
�¤���W�m�Ù��Ú¥�

e
�UÎ

GF

�¤�
[Vi, Wj]

�-�Á���
i − j ≥ 3

ÒæÇP��Õ��Ù�è×Ýî>���¥���Ð���ÐÕ��Ù���¤�¥�6�Þ�������Ð�t���9�¤�Ð���B���
GF

�v��Õ�×����W���
P
�zÎ��Ð�¥Ö

s
���_�����t�����m���9���t�WÎ

e
���

Wj

�©�UÎF£¤�Ù��ÚU�����L���U�L��£Áî
j
Ò7IFÕ��N�������I�

GF

���U�����U�¤���¡�����ÌÚ¥���U���È�UÎdXè�¤Ú¥Õ�����T�Ò]���
P
�U���

e
���U���È���������U�9���F� �Ù��Ú¥��Û�������ÜÐ�¥�����

4
Û
st
Û����W�������

�-�������m���Ô�¤Öt�é�¥�Ð����×�£¤�WÒÉXè�����U£¤£Áî¥�é��Î
GF

Õ��Ð���N���¥Öt�å����Ú¥�åÎ����¥Ö
[V3, W1] ∪ [V4, W2]

�z�F�æÚ¥�L�}�
����Öq��£��U�D���U�������U���¤�Ù���¤�¥�6Ò
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s t

V0

V4V2

V6

W3W2

W1

u1

v1

u2

v2

u3

V1
V5

W4

V3

e2e1 e3

Xè��Ú¥Õ����£T�Ò ì(�4Í �¥�Ð���¤×�£¤������ÚU���-�¤�'�����N�Ù�¥��������Õ��Ù���Ù�x���W�Ð���Á�����¥�
Π

íF�¥������Ø�Õ��Ù�Ý��£�îU�N�������¥��£�îa����Ú¥�Ù�x�UÎ
GF

×é�L���F�Ù���@�����m���¡��£¤�çî¥���Ð���WÎå���U���������¤�¥�
Π
���çä¥�

������Gt�������Ý��Q��Ù���v�¤�ÿ�����æ���¥�Ð�����Ð�é�U�����¤��Ú_������Ø�Õ��W£¤����îáÆ�T9Ò]V¥Ñ�Òb���¥�Ð���°ä¥�Ù���©×Ýî����U���Ð����Õ��L���¤�U�I�z�����
£¤�°�¡���ü���W�Ð���Á�����¥�q���U�����W�P���¥�Ý���U�¤�È�����¥�����Ù���U���È�����!Õ����é�Ù�ü�¥���!���U�FÎ��¥�¡�¥��£�ît�����U�����

e1, e2, e3

Ò
Ó9�¤�����-�����Ù���Ì�������Ù�Ì����Ú¥���¡���çä¥�!�N������Gt�������Ý�

1
���¡�Ì�U×����U���t�����W�

axF = 3 < 4
���U���ã�����2�������UÎ

�¤�P�Ù�¥Öq��£¤�Ù���UÒ

üãð�ï h ö}óvùplÙøv÷'ú�ó%³ õñn�i µ�õ�I�Í

���å�������R�����U�������Ù�¥�F�-���çä¥�-�Ù�¥�����������Ð���å�����PÇÞ�¡������Ú¥��Û�������ÜÐ�¥���Ý�GÉ2�U�9Û��Ù�¥���Ð�����U�������æÍ �W�����¡ÍG�Ð�¥×9Û
£¤�ÙÖ��-�U£��¥��Ú��-����� �����ÿ���9����Û�������ÜÐ�¥���Ý�qäU�����Ð�¤�¥� �WÎÔ�������È�����U×�£¤�ÙÖ��F�-�����

L = 4
ÒwX��¥�ã×¸�U���

ä¥�Ù�������¥���Ù�ý�¡�����çä¥�N�����Ù���Ù�������ÿ���Ù� Î»�UÖt�¤£��¤�Ù�¡�UÎ äW�U£¤���È�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�����������U���_�¥×����U�¤���Ù�_�U�v�¤�Ý���ÙÚ¥���
�����UÚ¥���UÖtÖt�¤��Ú'Î��¥�ÐÖ Õ�£��¬���¤�U���¤�m�����È�Ð���U���q�UÎP�����ã���Ù���¤ÚU� äW�U���¤�U×�£¤�Ù��ÒvÇP���Ù���ã�������¥�Ð�Ù���¤�ç�W£¡�Ð�LÛ
��Õ�£Á���-�ç�W�ÿ�U£����æ×é��Õ��Ð�ÙÎ�Õ�£Þ�¤�v�����U�Ù���¤�Ù�U��Î��¥�-�L���UÖt��£���Î��U�üä¥���Ð��Î�î��¤��Út�-���L�����Ù�!�æÚ¥��äU���_���¥£�Õ������¥�
�¤�!Î����U����×�£¤� �U�!���U�ÔÎ��¥�!�����åÇ-ÉÌÍ4Í@�-�Á���

L = 4
Ò^X����¥Ö������æ���Ð�9�WÎ��!�UÎ¡ÇP�����¥�Ð��Öt��T�Ò]��Ò<�æ�U���

T�ÒUR�Ò]���6�¥���}���¥Õ�£��ÿ�¤�������Ù�������Ð��ä¥�}�������U���W���¤�¥�x���������Ù��Õ����Ù�!Î��¥�!�W���¤�Ý���ÙÚ¥���2���¥£�Õ������¥�ÿ���Ù£��W����äU��£�î
���å�����N�Ù�¥���������W�¤�Ý���-�UÎÞ�����ÔÎ��¥�ÐÖ Õ�£¤�W�����¥�����9�U�-�Ð���W���Ù��×ÝîÈ�����ÔÎ��¥£¤£��°�-�¤��Ú}�������U����Ö_Ò

�����	�ª�«�(�{Ý��0���Â��� �ü½¤UL³È¼U³æ½�³�´�;¯�LºD¹°ª¬Ä þ�´.½;ª¬³
x∗ �©´>�©·¸º�ªUÃ�Ä¤LÅrª)� � ³¸®U½�³�¯!¨�>�L´?>�LºPª¬ºF³6ª¬´ x∗¹�¼U´.½¤¹ � �¹å¹"O°¹L´�LÅ ·#ô���"¸¬«¯·#ô��Âô9¸ê·9·#ô���"¸È�#·#ô��Ç×�¸È�#·#ô��Þ"¸È�#·#ô��Âô9¸È�#·#ô��2÷#¸9¸v±�¼U³ ÃLæ¹°ª¬ÄP¤U�®x½�³ÿ·�ª¬ÄPOW³6ª¬Åå½»¼UÄ

´.½�Åã!�

ÇP���Ù�¥���ÙÖîT�Ò ê�Ò0�'�¤�Nä¥����î¢�¤Öt�¸�¥�Ð���U�Ý�BÎ��Ð�¥Ö
�ÿ�����U�L�����ç�U£¡�é�¥���Ý� �UÎPä��¤�L��Òm���������Ù�I�4�¤�áÖq�U�Ýî
�U�����Ð�Ý�U�����Ù�P£¤��àU�Ì�ÙÕ������¤��Ú}��£��U�����P�U�������Ý�W�������Ù���¥���!���U�ü��� �Ð�¥£�äU�Ì�����ÌÎ��ç�U���U×���£¤����îæ�����¥×�£���ÖÏÎ��¥�
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��Ú¥��äU����Æ��¤�Ý���ÙÚ¥����ÑR���¥£�Õ������¥�IÒè��Îé�����â���U£¤Õ����¤�¥�æ�¤�GÎ����U����×�£¤�PÎ��¥�G�����2Õ��������Ð£�î��¤��ÚN���Ð�¥×�£¤�ÙÖ��¥�������q���
�¤�F�¥������Öã�W£;ÒñI¡îãÇP�����¥�Ð��Ö¨T�Ò ê�Ò0�¥�9�����¤�F�����¥×�£¤��Ö �ç�W�'×é�!�Ð�¥£�äU���v�¤�'�¸�¥£Áî9���¥Öq�¤�U£�����Öq�âÎ��¥�ü×¸�U���
�����N���9���N�U���_�Ù��Ú¥��Ç-ÉÌÍ4ÍÞÒ

�ÌÎG�Ù�¥Õ��Ð���U�¸���-�¡�¥Õ�£��x×¸�}�¤�Ý�������Ù�Ð���¤��Úæ���qà���� ���Ð�����W���W���¤�¥�_���������Ù��Õ��Ð���ÌÎ��¥�P�������Ð� �¤���ÙØ�Õ��U£¤� Û
�������â���Ù£��W����ä¥�Ù£�îÈ���ã�W��î_�Ð�¥£¤Õ����¤�¥�mÆ��¤�Ý���ÙÚ¥���â�¥�â���U��Ñ�Òü�������Ù���I�é��Î �����

st
Û���Õ9�åÆ»�U���

st
Û����9���LÛ��ÙÕ���Ñ

�¤����Ø�Õ��U£����������-�ç�W�>�U£��F�çî9�2×é�}�������U���W�����������W�Ù��£Áî_�¤�ÿ�¸�¥£�î����UÖq�¤�U£6����Öq�W�é�Á�Ì���Ì�W£¤�����U��î_���U�2�����
�ç�W���GÎ��¥�I�����

L
Û
st
Û����W���9Û��ÙÕ��¡Æ.�W���

L
Û
st
Û����W���9Û����9����Û��ÙÕ���Ñé������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù��Òs���¥�Ð�4�����Ù���¤�Ð��£Áî¥�¬�¤�]US�Uì�V.�

X��¥�Ð�Q��Ù�2�U£;ÒD���Ð�¥�é�U���N�t�¸�¥£Áî9���¥Öq�¤�U£ÁÛ;����Öq�-���Ù���U���W�����¥�v�UÎè�������Ð�}�¤����Ø�Õ��U£����������F�-�����
L = 2, 3

�
�U���>�Ð���°�h�����W�����Ô×¸���Ù�¥Öt���

NP
Û����U����Î��¥�

L ≥ 12
ÒB���>���U�Ð���¤�ÙÕ�£��U�Ù�6�����å���¥Öt��£¤���9����î��UÎ¡�����

���Ù���U���W�����¥�v�����¥×�£¤��Ö �U���Ð�9�Ù���W�����v���å�����
4
Û
st
Û����W���9Û���Õ��-������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�F���ÙÖã�W�¤���-�U�_�¥�¸���vØ�Õ����µÛ

�����¥� Æ»���Ù�xU ì�TyV�ÑLÒN���U�����°äU�����¸�F�B�Ð���¤£¤£z�����������ã���Ýä¥��������ÚÝ�W���N���°� ���ã���Ù���U���W���N���������F�¬Û�£��çîU�����Ù�
4
Û����W���9Û��ÙÕ��-�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��������Ò

Ó��¤���Ù�ü�����-Ç-ÉÌÍ4ÍmÎ��U�
L = 4

�ç�W�t×¸�-���¥£Áä¥�Ù�t���æ�é�¥£Áî����¥Öt���U£�����Öq�¡×�îæ�Ù��Õ�Öq�Ù���W���¤�¥�_Æ»�W�4£¤���U�Ð�
�¤�}���¤Öt��£��FÚ¥���U������ÑL�UÎ��Ð�¥Ö �����P��Ø�Õ��ÁäW�U£¤�Ù�����ü×¸�Ù���¡���Ù�q�U������Öq�<Qç�W���¤�¥�B�U���å�Ð�����U���W�����¥�I�¥�Á�èÎ��¥£�£¤�°�-�
�����W�ü������Ø�Õ��U£������¤���2ÆÂT�ÒSR¥ÑD�U���>Æ�T�Ò ê�Ñ����U�D�F�Ù£¤£é�U�F������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�ÌÆÂT�ÒSV¥ÑL���ç�U�ã×é�2�������U���W�����'���ã�¸�¥£�îÝÛ
���¥Öt���W£����¤Öt�F�WÖq�¥��Ú!�Ì��î9�����ÙÖr�UÎý�¤����Ø�Õ��U£����������Þ�����Ð���Ð�¤×�����ÚÌ�����üÇ-ÉÌÍ4Ím�¸�¥£Áî����¥�¸�¡���}�����¬�R�ç�W���UÒ

M2£¤�Ð����� ���¬��Õ����U£6Ø�Õ��Ù�Ð�����¥�'�����¬�PÖã�çîq×é�Ô�¸�¥�Ð���'�¤�¡�-���Ù�������-�¥�ü���U�ü���������ÔÎ��¥�ÐÖ Õ�£¤�W�����¥���D�U���
���UÖq��£��Ù���U�������¬�Ì���â�-���L�����Ù�!�¥�â���U�2�����Ù�¤�-£¤�����ç�U�-�Ð��£�� ���¬���¤�U�����2��������Ú¥���U£;ÒO�2��Î��¥����Õ����W���Ù£�î¥�ýÎ��¥�
�����N���9���ÔäU�����Ð�¤�¥�6���������P�¤�P���U�P�������ç�U�Ð�}�W�â�Ð���°�-��×Ýî'�����ÔÎ��¥£¤£�� �-����Ú �����WÖq��£��UÒ

íF�U�����������â����� ÚU���U���
G = K6

�UÎEX �¤Ú¥Õ��Ð��T9ÒST��¸�-�����Ð�}�����}����Ú¥���!���x�Ð�¥£¤���x£¤�������â���çä¥�BäU�W£¤Õ��
1/2

�9�����!�¥�����ü���È×é�U£¤�È���çäU�!äU�W£¤Õ��
1
���U���È�����!�Ð��Öq�U�¤���¤��ÚB����Ú¥�Ù�P���çä¥�!äW�U£�Õ��LQÙ������ÒG���P�¤�¡�ç�U��î

���Nä¥�Ù����Î�îå�����W�D�������4���¥£�Õ������¥�æ�¤�¡�NÎ����W�Ù�����¥���U£��L�����Ð��Öt�Ì�¸�¥�¤�Ý�D�UÎ6�����â�é�¥£Áî��������Ð�¥�ãÚU��ä¥�Ù�ã×Ýîæ�����
£¤�����ç�W�â�Ð��£¤�¬���W�����¥�v�UÎR�����B�������BÇ-ÉÌÍ4Ía�-�����

L = 4
�U���

D = {{1, 6}}
ÒüÇP�����2�¸�¥�¤�Ý�2�ç�U��×é�

��Õ9�2��K�×Ýî'�����ÔÎ��¥£�£¤�°�-�¤��ÚNäW�U£¤���'�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á��î

2x(e2) + x(e3) + x(e4) + 2x(e5) + x(e6) + x(e7) + 2x(e9) + x(e11) + x(e14) + 2x(e15) ≥ 3.

���¥�Ð���°ä¥�Ù���������¤�P�¤����Ø�Õ��U£�����îÈ���üÎ»�U���L�ÐÛ����Ùß����¤��ÚåÎ��¥�ü�������é�¥£Áî����¥�¸�!�¥�v�������PÚ¥���W���IÒ

M2�|�¤�Ý���Ù������������Ú�Ø�Õ��������¤�U�|�¡�¥Õ�£��¢×é�È�������Ù�v�-���Ù�������å�����'£��¤�����U�}�Ð��£¤�¬���W�����¥�á�UÎ-�����'����Ú¥�
ä¥�Ù���Ð�¤�¥�_�¤�P��������Ú¥���U£;Ò
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2

6

1

3

e4e2

e7

e10

e13

e14

e9

e8

e3

e5

e6

4

5

e15

e12

e11

e1

Xè�¤Ú¥Õ����&T�ÒUT��EX����W�Ù�����¥���U£é�L�����Ð��Öt���é�¥���Ý�PÎ��¥�ü�������������ÔÇ-É2ÍDÍ��-�Á���
L = 4

Xè�����U£�£�î¥�z�¡�ã�¡�¥Õ�£¤� £¤�¤àW�q���ÿ�¥×����U�¤����Õ����²�U� �¤�Ý���ÙÚ¥���B�����¥ÚU���UÖtÖq����Ú'Î��¥��Ö}Õ�£��W���¤�¥��Î��¥�}�U�Ýî
Ú¥�����W���Ù�BäW�U£�Õ����B�UÎ

L
�G�Ð���W�Ð������Ú�Î��Ð�¥Ö

L = 5
Ò�Ê2�W���q�����W���èÎ����¥Ö��¥Õ��}�L�9�¸���Ð�¤�������È�Ð��ÚÝ�U�Ð���¤��Ú

L = 4
�ý���-�Ð���ÙÖq�-�����¬�2���������9���BÇ-É2ÍDÍ ���â�Ð�¤Öt��£¤�Ù�F�����U������������Ú¥�NÇ-ÉÌÍ4ÍaÎ��¥�P�����W�âÖã�W�Ð���Ù��Ò

M �����U��������Ú}�¸�¥�¤�Ý�4�¡�¥Õ�£¤�ã×é�W��Î��¥�D�L���UÖt��£��U�Ý���}ß����ã���°� ��� ��Õ��¡��Kv�����Ì�¤�9Î��ç�U�Ð�¤×�£��â�Ð�¥£¤Õ9���¤�U�q�UÎ
Xè�¤ÚUÕ�����T�Ò0�¥ÒèÇP����� �¡�¥��àB���¥Õ�£¤�å�U£����2×é�ü���������������å���2�����üÖt�¥�Ð�FÚ¥�Ù�������U£9�����¥×�£���Öt�è�������ÙÕ����Ð���æ�¤�
�����Ì�����Lä9���¥Õ��ü�����U�����Ù���Ù�������¬�ü�¤�Ù�9�-���Ù�'Öq�U���2�����U�È���¡�å���W�����P�U�Ð�Ì���ÙØ�Õ��¤�Ð���'�¥�D�-�����v���Lä¥�Ù���U£
����Öq�U�����N���°äU�q���_×¸�æ£¤����àU�Ù�IÒ�X��¥�Ô�����UÖq��£¤�U�z�����åÎ��¥��Ö Õ�£��W���¤�¥���2Ú¥��äU�����¤�>�������Ô�����U�������N�ç�U�
×é�N�ç�W���¤£Áî'Ú¥�Ù�������U£¤�<Q����_���æ�����B�ç�U�Ð�B�-���Ù���BÖq�¥�Ð�Ô�����U���¥���N���U���â�WÎR���Ù��Öt�¤���U£��P�¤�-���U�����������Ð���IÒ
É2�Ù���U�¡Î��¥�æ�ç�U���²ä¥���Ð�����¥�I�F�����'Î��¥��Ö Õ�£��W���¤�¥�¢���tÚU��ä¥�Ù� ×Ýî¢������������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�å����£¤�W���Ù�¢��� �Lä¥�Ù�Ðî
���U���

{s, t}
�WÎF���Ù��Öt�¤���W£¤���I���¥Ú¥�L�����Ù���-�Á���>�����t�¤�Ý����Ú¥���U£¤�Á��îÿ���U���Ð�����U��������ÒãÉ2�������U�è�U� �"Gt���¤�Ù�Ý�

���Ù���U���¬���¤�U� �U£�Ú¥�¥�Ð������Ö Î��¥��������Ø�Õ��U£������¤���tÆÂT�ÒURÝÑL�¡Æ�T9Ò ê�ÑÔ�U��� Æ�T9Ò]V¥ÑÌ�¡�¥Õ�£��m×¸�q�WÎüÚ¥�Ð�ç�W�N�¤�Ý�������Ù�Ð�
Î��¥�P���U£�ä��¤��Ú ������Ö Õ�£Á���¤��£¤�Ì����Öq�U�����-�ç�W���N×�îÈ��Õ��Ð���¤��Út��£��U���Ù��Ò
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���>�������!�����Ù���¤�Ù�z�F�t���¥�����¤�������Ù�������
k
Û�����Ú¥�æ�Ù�¥�����Ù�Ù���Ù�

L
Û����¥�9Û��Ù�¥���������W�¤���Ù�����Ù���¡�¥��à����Ù����Ú¥�

���Ð�¥×�£¤�ÙÖ�ÒB���¥���Ì�����Ù���¤�Ð��£Áî¥���¡���Ð��Õ����¤�Ù�'���ÙäU�����U£z���U�����¤�ÙÕ�£��W�F�ç�W�����P�WÎÞ�����¤�F�����¥×�£¤��Ö �U�Ù���¥�Ð���¤��Ú
���q����� äW�U£�Õ����â���UàW���>×Ýîx����� ���U���UÖq�L���Ù���

k
�U���

L
�z�U£��¥��Úã�-�Á���x����� à��¤�����WÎ4����Öq�U�������W�¤���

Æ»�Ð�¤��ÚU£¤�U�9�����U���Ù�I�ý�U�Ð×��������U��î�Ñ�Ò�Cm�B�W£¤���æ�Ù�¥�����������Ð���v�����������������U�������L���Ù�x�ç�W���UÒ

���������t�ç�W���t�UÎ-�v���¤��Ú¥£¤�å���ÙÖã�W���
{s, t} ∈ D

�©�¡�t�¡���Ð�È�U×�£��å���x�U×����U�����_�Ù�¥Öq��£¤�Ù���t�U���
Öt�¤����Öã�U£G�������Ù�����������¥�¢�UÎ-�����v�W���������¤�W���Ù�¢�é�U£�î����¥�¸�qÎ��U�å�U�Ýî

k ≥ 2
�-���Ù�

L = 2
�4�W���¢Î��¥�

k = 2
�-�����

L = 3
Ò��_�¥���Ù� äU���Ù�è���������t�U£�£è�����tÕ��������Ð£�î��¤��Ú_������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�æÆ

st
Û���Õ��B�U���

L
Û
st
Û

���W���9Û��ÙÕ��!������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù��Ñ-�U���B�������U���U×�£¤�}���ÿ�¸�¥£�î����¥Öt���W£6����Öq���-�����
L = 2, 3

�¸�¡� ���Lä��¤���Ù�>�U�
��Ké���L���Áä¥�ü�ÙÕ������¤��Ú!��£��U���F�U£¤ÚU�¥���Á����Ö@���!���U£�ä¥�¡�����ü�����¥×�£���Ö��¤�B�����W�è�ç�U�Ð�UÒRÇP���¤�è�U���F�F�U�R�¤�������Ù�
�x£��U�}×¸�Ù�Ð���Ù� �¤�á�����U�L���¤�Ù�q�����U�á�����È����Õ�Öt�����W���Áä¥�È���Ð�9�Ù����Õ����UÒ�ÇP���È���¥Öt��Õ����W�����¥���U£4�Ð����Õ�£����
�U£����È�W���é���U���Ù�x���ã���¥��ß���ÖJ�����¬�Ì����� �����Lä��¤�¥Õ��2�����Ð���Ð�¤�����¤�¥���¤�Ì������£¤£z���UÖq��£��Ù���BÎ��¥�2�U�Ýî

k ≥ 2�-���Ù�
L = 3

Æ;íF�¥�¬ÜÐ�Ù�Ù��Õ������9ÒUY�Ò<�°ÑLÒæ��� �W���������¤�¥�6�I�F�t���U���¤���Ù�������W�������t�����¥×�£���ÖgÚU�Ù����Öt�¥���
���UÖq��£��¤���W���Ù�È�-�����

k
�¤�-�U×¸�¥Õ��-���W£�ÎÞ�����Ô��Õ�Ö ×¸���-�UÎ ���������â�¤�È������Ú¥���W���IÒ

C ����� �����ã�Ð�Ù� �WÎP����Öq�U�����}�¤�N���U�B���Ù��Õ��Ù���á���x���Ð�¤��Ú¥£��æ���U�¤�Ù�Þ�¡�È���çäU�ã����� �-�á�����W�N�����
���Ð�¥×�£¤�ÙÖ[�¤�-�������U��Ú¥£�î

NP
Û����U���I��Î��U�

k = 2
�U���x�U£¤£6ß9���Ù��äW�U£�Õ����UÎ

L ≥ 2
���Ùä¥�Ù�x�-���Ù�����������

���ÙÖã�U�����!���çä¥�}�¥��� �Ð�9�U�Ì�������}���ÿ���¥ÖtÖt�¥�IÒâ��ÎD�����
st
Û���Õ��Ô�U���

L
Û
st
Û����W���9Û��ÙÕ��!������Ø�Õ��U£������¤���

Æ��-�Ð���Ð�����åÎ��¥�4�W£¤£
{s, t} ∈ D

Ñè���B£��¥��Ú¥�Ù�R��Õ�Gq�Ù�2���N�Ù�¥Öt��£¤�L����£Áî}�������Ù����×é�P�����2�W���������¤�W���Ù�q�¸�¥£Áî�Û
���U�é�W�è�����Lî ������£¤£4���¥���Ð���Á��Õ����È�U� �¤�Ý���ÙÚ¥���N�����UÚ¥���UÖtÖt�¤��Ú'Î��¥�ÐÖ Õ�£��¬���¤�U���WÎP�����È�����¥×�£���Ög�-���Ù�
L = 2, 3

ÒòMÌ£������â�F�>ÚÝ�çä¥�>�Ð�Ùä¥�Ù���U£����L�g�Ù£��U�Ð�����v�UÎNäW�U£¤���a�¤����Ø�Õ��U£����������Ù�2�W���U������� ß������_���
�����U�����v����Öq�U�������¸�U���v�����Ù�_���q���¤��ÜÐ�U�¤�Ý�P�¥���Ù��Ò�X��¥�ü������Î��¥�ÐÖq�Ù�ü�¥���Ù�����F�N�Ð��Õ��������_�����Ù�������U�Ðî
�U���²��Õ�Gq�Ù�¤�Ù���t�Ù�¥�����Á���¤�U���}Î��¥� ������Ö ����×¸�ÈÎ»�U�Ù�Ù�ÐÛ����Ùß����¤��Ú�Ò°Xè�¤���W£¤£�îU�è�¡���ÙÖ ×é�Ù�����Ù� �Ð�����¬Û
���¬���¤�U�����������Ù��Õ����Ù�NÎ��U�������¥�Ð�t���<Ké�����Ù�Ý�B�Ù£��U�Ð���Ù�N���Ý���'�����æÎ����WÖq�L�F�¥�Ðàx�UÎü�¶IF���U�����9Ûµ�U���9Û�íFÕ��
�U£�Ú¥�¥���Á����Ö_�G�U��� ���Ð���Ð���Ý���Ù�a�L�����Ù�����Áä¥�����¥Öt��Õ����W�����¥���U£¡�����ÐÕ�£����åÎ��¥�å×é�W���²���U�����¥Ö �U��� �Ð�ç�U£
�¤���Ð���W�����Ù��Ò
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4
��$&��'(�)������*+
#,9-«/0�����76ñ-È
#e�*�68,9��:_;0��=b*

X����UÖ �������2���9�é�Ù���¤Öt���Ý���U£z�Ð��Õ���î¥�¸���2�U���é���U���Ù�������W�2�����N�����¥×�£¤��Ö Î��¥�
L = 3

�¤�â�q£��U�-Öt�¥���
���<Gt�ÙÕ�£��©���â���U£�ä¥�¡�¤�N�����W�Ù�������G�����U�B�����W�ÞÎ��¥�

L = 2
Ò É2�°�¡�ÙäU�����¥�����¡�U�����Á���¤�U���U£¥�Ù£��U�Ð����� �UÎ�äW�U£��¤�

�¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á������� �����W�R�¡�-�¤�Ý���Ð�9��Õ����Ù�æ�¡���Ð�-Öq�¥�Ð�ü��Ké���L���Áä¥�-�¤� �����üÎ��¥��Öt���è�ç�U�Ð�ü�����U�æ��� �����P£¤�W�������
�¥���W���-�������â�¥��£Áî �Ð�����U���W������Ú!�����â�Ù�¥���������W�¤�Ý���4�UÎ¸�����PÎ��¥�ÐÖ Õ�£¤�W�����¥�}�F�U�4�UÎ����Ù�q���W�����ÐÎ»�U�L���¥��î¥Òè���
���U�����¤�ÙÕ�£��W���������B×é�Ù�Ð�Ô��Öq�����°ä¥�ÙÖq�Ù�����Ì�UÎè����� Ú¥�U�����ý�����U��à��Ì���q�����¥�Ð�}���L� �¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�����¡�����
Öã�W���!Î��¥�P�����U£z�¤���Ð���W�����Ù�-�-�Á���

L = 3
Ò

Xè�����U£�£�î¥�¸�F�t�ç�WÖq�æ×��U��àÿ���'�����æ�ç�W���æ�-�����Ð�t�������Ð�q���Ô�¥��£�îÿ�_�Ð�¤��ÚU£¤�å���ÙÖã�U���m�W���
k = 2

�
���������-�W�Gß����Ð�4�¡�P�F�Ù���-���U�D�U×�£¤�F����ß����ã�W�å�¤�Ý���ÙÚ¥���G���Ð�¥Ú¥���UÖqÖt�¤��Ú2Î��¥�ÐÖ Õ�£��¬���¤�U�I�U��� �����P�Ð���U���
�UÎz�����Ì���Ù���¤ÚU�ãäW�U���¤�U×�£¤�Ù�����-�����

L ≥ 4
ÒBM2Î������¡���¥Öt�2�¡�¥��àý���¡�!�¥×9���U�������q���ÙäU�����U£I���L� �Ù£��U�Ð���Ù�

�UÎRäW�U£��¤�_���¥���������U�¤�Ý���âÎ��¥�2�����}�����¥×�£���Ö_�ý���U�!�U��£�î'�-���Ù�ÿ�����B���F�È�Ð��Ø�Õ��������
L
Û
st
Û����¬�����2Ö Õ��Ð�

×é�å�Ù��Ú¥��Û�������ÜÐ�¥�������I×�Õ��B�U£����È�-���Ù�������Ùîÿ�����Ù�����_×¸�å�������LÛ����¤��ÜÐ�¥�¤�Ý��Ò}���>�ç�U�����ç�W���U�©�¡�æ�������
ÚÝ�çä¥�È�ÐÕ����|��Î��¥�ÐÖ Õ�£¤�W�����¥���-�����

L = 4
ÒÿÊâ�U���t�����W�B�������B�U���È�ç�W�á×é�q�ç�U�Ð�¤£Áîm���������������¢���

�����¥�9Û����¤��Ú¥£¤�L���¥�¢�Ð�Ù�
D
×�î �-�������¤��Úÿ���¥Ú¥�L�����Ù�æ�����'���U���Ð�����U�������åÎ��¥�å�ç�U���²���ÙÖã�U���IÒq�2��Î��U��Û

��Õ����W���Ù£�î¥� �¤�>�����q�������LÛ����¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�N�ç�U�Ð�U�è�����ã�����¥�¸�¥���Ù� Î��¥�ÐÖ Õ�£��¬���¤�U�>�U���¸�ç�U�Ð��� ���x×¸�q���Ù���������
��Õ�Gt�Ù�¤���Ý�¡Î��¥�

L ≥ 5
�����¥�D���¥Öt��£¤�L���P���B�����Ð���Ð�¤×¸�2�����Ì�U�Ð�������¤�W���Ù�ã�¸�¥£�î����U�é�PÎ��¥�

L = 4
ÒRÇP���Ù���

���F�tØ�Õ����������¥���2�U£¤�Ð�å����Öq�U���'�¥�é�Ù�����'����������Ú¥�LÛ����¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�P���U���WÒ

���t�����âÎ�Õ���Õ��Ð�U�����4�¡�¥Õ�£¤�q×é�â�¤�Ý�������Ù�Ð���¤��Ú����B��Õ����ÐÕ��2�����¤�D�Ð��Õ���ît�¤�æ�����2Î��¥£�£¤�°�-�¤��ÚÔ���¤���Ù�Ù���¤�¥���ÙÒ
MÌ�F�U£¤�Ð�ç�U��î Öq�Ù�����¤�¥�����I��íF�¥�¬ÜÐ�Ù�Ù��Õ����&��ÒSY�Ò0�Ì�Ð��Öq�U�¤���4���}×¸�2�����°ä¥�Ù�'����Ú¥�U��������Ú

L = 3
ÒB�Ô�t�����

�U�������N���U���I�©�¡�ã�Ð���¤£�£R£��U��à>�v���W��Õ����W£RÎ��¥��Ö Õ�£��W���¤�¥�ÿÎ��¥�N�U£�£RäW�U£¤Õ��Ù���UÎ
L ≥ 5

Ò5MP�Ù��Õ��U£¤£Áî¥�zÎ��¥�
L = 4

���¡�Ì�¡�¥Õ�£��ã£¤��àU�-���Bà���� � �ÁÎI�����Ì���W��Õ����W£ýÎ��U��Ö Õ�£¤�W�����¥� �¡�ÌÎ��¥Õ����q���¥Öt��£��Ù���Ù£�îå�������Ù����×é�Ù�
����� �U���Ð�9�Ù���W�����ÿ�¸�¥£�î����¥�é�B�¥�Ì���U�çÒ!���Ì�F�¥Õ�£¤���U£����È×¸� ���������Ð���Ð���¤��Úq���Èà����°� ���°�����'���Ù���U���W���
�������Ð�WÛ����U£¤£����È���¡�WÛ�£¤�°îU���Ð���

4
Û����W���9Û���Õ��-������Ø�Õ��W£¤�����¤�Ù�����W������� � ���æ�L���������_�����ÙÖ ���t�U�Ýî

L
Ò

��� �����P�ç�U�Ð�P�UÎ¸Ö Õ�£Á���¤��£¤�4����Öq�U�������Ý���UÖq�P�W���������¤�¥���U£Ý�F�¥�Ðà}���Ù�����G���Ô×é�ü���¥���U�Ý�Ù���¸���Ù���U£�£�îN�¤�
�����B�ç�U�Ð�}�UÎG�U��×��Á�����U�Ðî'���U�¤�Ð��ÒN�!Õ��£I¡���U������Ûµ�U����Û�íFÕ��Ì�U£¤ÚU�¥���Á����Ö ���¥Õ�£��x���������Ù�ÿ×¸�}�¤Öt���Ð� äU���
���v�U£Á�ü�çî���Ú¥��äU�å×é�L�������Ô���Ù��Õ�£Á���ÙÒ�C �����

L = 3
�I����� ß����U£RÚ¥�U���Ô�¥×��Ð����ä¥��� �WÎ����Ù�

5
���¥Õ������U�Ð�

Ø�Õ�������£¤�U��Ú¥�vÎ��¥�æ������×��¤ÚUÚ¥�����ã���U�����¥Ö �����Ð���U���Ù����Ò���Î����UÖq�_�¤Öt�����°äU��Öt���Ý�ã�Ù�¥Õ�£���×¸�xÖq�U���
���ÙÚÝ�U�����¤��ÚN�����2£¤�°�F�Ù�F×¸�¥Õ������F×Ýîã���Ùä��¤�Ð�¤��ÚB���Ù� Î»�U�Ù�Ù��Û����Lß����¤��Ú �¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á�������R���}�������U���W���U�������
���¥���Ð���ÐÕ��Ù���¤�¥�m�UÎPÚ¥����� ���ÙÕ������Ð�����ç�U£4�Ð�¥£¤Õ����¤�¥����Î��U�N�����ãÕ����é�Ù�}×¸�¥Õ������}�U£¤�Ð�����������}����×é�ã�U�9Û
�����Ù���Ð���IÒ
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UÕ�=Vj�mÒsIü�>v;�¥Õ>�U��� M}Ò�J�Ò��x�W�¬ÜÐ�¥Õ�×IÒqÓ������������
2
Û�����Ú¥�æ���¥�������Ù�����m��Õ�×�ÚU���U�����¸�¥£�î����U�é�Ù�Ô�¥�

���Ù��������Û����U���U£¤£���£6ÚU���U������Ò´� ¬xw Åzy��ÞÀ�½¤¹°±Lº�L´�£Å�¼U´?>��¤�d�ÈÚ�Æ�RÝÑ¯� ì�Ú¥ì&{�ì��çê����ÈØ�Ø�V9Ò
UU�WVHM}ÒÎIü�U£¤�Uà����¤�Ð�����U�x�U���}|åÒªMÌ£����¤��àW��Öt���ÙÒ~�2�Ð�¤��ÚÈ�ã���¥�9Û����¥���Ð�����U�¤�����ÿÖt�9����£©���ÈÚ¥�Ù�������W���

�U£Á�����Ð���W����ä¥�G�Ù�¥ÖtÖ Õ������ç�W���¤�¥�2���Ù���¡�¥��àÔ��������Ú¥�IÒ������ w y�� � ª¬ÅÌ·¸þ9´��¤� êýÆ��UÑ"�0�ÈØ��&{���ÚÝì9���ÈØ�Ø��9Ò
U RyV�XFÒ�Iü�U���U���¥���2�U����M}Ò�J�Ò��x�U�¬ÜÐ�¥Õ�×IÒ��Ô�N���F�¬Û����U�������L���Ù�å��Õ�×�ÚU���U����� �¸�¥£�î����¥�é�Ù��Ò�À�½¤¹°±Lº�L´�

Å�¼U´?>��¤�d�çê�V�Æ+�ÙÛ RÝÑ"�0�ÈØ�{(RUê��ª�ÈØ�ØÝì9Ò
Uëê*V&C�ÒsIF����Û MÌÖt��Õ���ÒqíF�¥���������W�¤���Ù�m£�����ÚU���>���¥�������Ù����ä�����î��U������Õ���ä9�ÁäW�U×�£¤�æ���L���F�U��à���Òv¾BL´»«

¨Fª¬º�¿°¹L��R�T�Æ)� Ñ"�0�«V&{(R�R�����Ú�Ú�Ú�Ò
U ìWV&C�Ò�IF���9Û2MÌÖt��Õ��ã�U���Q�-ÒpAÔ�¥Õ������¤�IÒ ���Ý���Ù�����L�'���UÕ�������Ú �W�����Ð��£��¬�����²���¥�¸�¥£��¥ÚUî¢������Õ�����Ò

� ¬xw Å�y_�ÞÀÔ½¤¹°±Lº�L´�£Å�¼U´?>��¤�d�ÈV��<��Y�{�ê�Ø��_��Ú�Ú�R9Ò
U TyVj�mÒ6ËÌ�¤���ñIF�����ã�U���©M}Ò�JNÒÎ�x�U� ÜÐ�¥Õ�×IÒ

k
Û��Ù��Ú¥�B���¥�������Ù�����>�¸�¥£�î����Ù�����t�¥�ÿ���Ù��������Û����U���U£¤£���£

Ú¥���U�����ÙÒ	� ·�Lº����-�¹!� Ã L´»´2�¤�d�ÈØ��]V��W{�V�Y����ÈØ�Ø�T�Ò
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� ·¸´.½�Å§�¤����Æ�RÝÑ¯� ê�VWê�{�ì�ÚWê��Î�ÈØ�Ø��9Ò

U ê�ÚyVj�mÒ�A��H®U���Ð������£.�ÝíÌÒWû4Ò����U��Öã�9�U�U���^�mÒUÓ��������ÙÒ�Ë2������Ú¥�}�WÎ���Õ���ä���äW�U×�£��D���Ù���¡�¥��à���Ò¸¾BL´»¨Fª¬º�¿
Åmª�®�LÄ*¹9�é¶�¼U³¸®ÝÃLª°ª°¿°¹d� ·�Lº��#�-�¹!��Å>¼U³¸¼°¯�LÅãL³�´��I±L½Â�d÷���Åè�����!¡â¼UÄ�ÄS�¡¦ñ� Ã ��Å>¼°¯U³¸¼U³�´»½~� � �
Ã �8Å�ª¬³�Åt¼��ü¼U³¸®}��� Ã �R¾NLÅt¼�>�¼UþÝ¹°Lº9�-�®¬¹!�0�4¾Nª¬ºL´>�«;¶Nª¬Ä�ÄÁ¼U³¸®�� w Å}¹L´�LºÐ®Ý¼UÅå�ÎV(�ST��ÈV&{�T�V��U�
�ÈØ�ØÝì�Ò

U ê��=Vj�mÒÎA��H®U���Ð������£.�6íÌÒ¸ûGÒ����¥��Öq���ý�U���è�mÒéÓ����9�Ù��ÒPÍÞ�¥£�î����Ù�����U£Þ�U���x���UÖq��Õ9���W���¤�¥���W£I�¤�Ýä¥�Ù��Û
����ÚÝ�W�����¥����Î��¥� ���Ù����Ú¥���¤��Úÿ���¥ÖtÖ Õ����¤�ç�¬���¤�U�m���L���F�U��à��å�-����� ���¤Ú¥�¢�ÐÕ��Ðä��ÁäU�W×��¤£�����î>���ÙØ�Õ��¤�Ð�LÛ
Öq�Ù�Ý����Ò�� ·�Lº����-�¹!�¤��ê�R�ÆÂTÝÑL���ÈØ�ØÝì�Ò

U ê��WVj�mÒBAÔ�x®W����������£ü�W���°�mÒ�C�ÒèÍ �U��×¸���ÐÚ�Ò�Í �U£�î����������U£4�����Ù�¥�ÐîUÒ ¦�>��¦�ºÐ¼�¤ULÄ ½�³�¯Ö�é¼UÄ¤�¹LÅt¼U³
Â¡º�ªUÃ�Ä¤LÅ§ú w �üþ�½»®��® ¦éª¬þ�º�ª)� � ª¬ÅtÃ�½�³¸¼U´�ª¬º�½»¼UÄF� ·¸´.½�Åå½��°¼U´»½;ª¬³��±�@� Ã � Ã ¼U¨PÄ¤Lº.�¬y��\���
Ã L³�¹L´.ºÐ¼�� w �Þ¶H�������-½�³�³6ª°ª�O²�}¼U³>¼U³¸® Àj�S¡����_>�Åãª�O ¹9�¡�®¬¹!�0� ö ½�Ä¤"OÈ�R¾NL¨G«�³éª¬º�¿¬�Î�ÈØ�Y¥ì9Ò

U ê�RyVNË}Ò�A�Õ���ß���£��IÒ´�4���Ðî��Ð�¤Öt��£¤�æÖt�Ù�����9����Î��¥�B�U£¤£G���U�¤�Ð�B���L���F�U��àøþ��°� �W���U£�î��Ð�¤��Ò©� ¬Hw Å y��
� ª¬ÅÌ·¸þ9´��¤�d�ÈØ�Æ)� Ñ"�0�çê�R&{ª� ì¥ì9�ª�ÈØ�Ø�Ú�Ò

U êUê*V	��ÒFÉ2�U�á�W������Ò�IÌÒ��!��£¤���IÒ M�Î»�U�Ð�����ã�U£¤Ú¥�U��������Ö Î��U�tß������¤��Ú������_Öt�¤����Ö Õ�Ö �ÙÕ��È���a�
���¤�Ð���L�����_Ú¥���U���IÒOy�� w Ä ¯�ª¬º�½�´?>�Å}¹L�Î�«V�Æ�R¥Ñ"� ê	�Wê�{�êUê�T��ª�ÈØ�ØUê�Ò

U êÝìWVNË}Ò�ÉâÕ�î�Ú¥�������ª�mÒ�ûÞ�W×�×��W��MBÒ�J�Ò��x�W�¬ÜÐ�¥Õ�×I���U���'ÍÞÒ�ÍÞ�������ç�UÕIÒèÇP���Ì���¡�WÛ��Ù��Ú¥�Ô���U�������L���Ù�
���¥�9Û����¥���Ð�����U�¤�����á���L���F�U��à ��������Ú¥�á���Ð�¥×�£���Öu���D�U£��¤���¤���ÙØ�Õ��U£¤�Á���¤�Ù�N�U���á×����U�����qµJ��Õ9�ç�
��Ú�ÚÝì�ÒDÓ9Õ�×�Öt���Ð�����6Ò

¶ ê�T>·NË}Ò©É2Õ9î9ÚU�����B�U��� M}ÒdJ�Òs�x�U� ÜÐ�¥Õ�×IÒå���Ý���ÙÚ¥�������Ð�¥Ú¥���UÖqÖt�¤��ÚqÎ��¥�ÐÖ Õ�£��¬���¤�U���2Î��¥�!�����å���F�
4
Û����¥�9Û����¥���������U�¤���Ù�v���W�����â�����¥×�£���Ö_����Ú�ÚÝì9ÒDÓ9Õ�×�Öq�Á�����Ù�IÒ

¶ ê�V�·NË}ÒéÉ2Õ�î�Ú¥�Ù������M}ÒªJNÒ��x�W�¬ÜÐ�¥Õ�×I�é�U���xÍ Ò¸Í �Ù�������UÕIÒâÇÞ�¡�È�Ù��Ú¥�LÛ����¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�â���¥��Û����U���Ð�����U�������
���W�����â�U���_�é�¥£Áî�����������Ò@� ¬xw Å�y_�ÞÀÔ½¤¹°±Lº�L´�£Å�¼U´?>��¤�d��Y�Æ��¥Ñ¯�]��Y�V&{�R��È�9�_��Ú�ÚUê�Ò

¶ ê�Y>·HM}ÒÞ�����U�.�o� ÒèÍÞ����£.�G�U�����åÒèÓ9���¤£��Ý�U���IÒvÇP���q���¥Öt��£��L�9����î>�UÎPß������¤��ÚxÖq�¬�9�¤Ö Õ�Ök���¤��ÜÐ�U�¤�Ý�
���W�����P�-�����_£¤�Ù��ÚU���_�Ù�¥���������W�¤�Ý���ÙÒF¾BL´»¨Fª¬º�¿°¹L�d�«���S��V�V&{���Y�T��ª�ÈØ�Y��9Ò

¶ ê�Ø>·�|åÒl�¥�U���IÒ´M�Î»�U�Ù���¥�
2
�U�����Ð�ç����Öã�¬���¤�U���W£¤Ú¥�¥�Ð������Ö Î��¥�-�����}Ú¥�Ù�������U£¤�<Q����xÓ������¤�����Ì���Ù���¡�¥��à

�����U×�£¤�ÙÖ�Ò � ª¬ÅtÃ�½�³¸¼U´�ª¬º�½;±�¼U�_�����SR�Ø&{�T�Ú��_��Ú�Ú��¥Ò
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¶ ì�Ú>·NÉBÒo|Ô���Ð��ä��¤���U���êMBÒ�JNÒs�x�W�¬ÜÐ�¥Õ�×IÒqËÌ�Ù���¤ÚU�m�UÎF��Õ���ä���äW�U×�£��å���Ù���¡�¥��à����ÉMÏ��Õ���ä¥�ÙîU�B��Ú�ÚÝì9Ò
¾NL´.¨Fª¬º�¿°¹L�����t�U���é���U��Ò

¶ ì��.·NÉBÒl|��Ù���Áä9���I�ªM}ÒdJ�Ò����U�¬ÜÐ�¥Õ�×6�©�U����íÌÒIÊâ�9�ÙØýÒ
(1, 2)

Û���Õ���ä9�ÁäW�U×�£¤�N���L���F�¥�Ðà��!�!Î»�U�Ù�Ù���!�U���
×����U�����9Û��U���9Û���Õ���Òg¦�>�Ö�_>�¼Uº�·��¹L´ � þ9´§ú]¦�>� ¬ ÅÌ·�¼�±L´tª)�¶Å>¼U³���º��®mÂü¼Ý®ÝÃLLº.¯²¼U³¸®m¶Ì½¤¹
ö ª¬º�¿È�bÅ�Â���¸�� ¬xw Å �ILº��¬� ·¸´.½�Å§�0�^Åè�V�üº�¹¬´�¹°±9>�LÄS�'�®��0�b� ¬xw ÅÖ�BÂ�>�½�ÄÁ¼Ý®�LÄ ·�>�½»¼U�P���UÚ¥���
�«���W{ª� ì��9�_��Ú�ÚUê�Ò

¶ ì���·NûGÒ[��ÒGûz��×�£¤�U���v�U���FJ�ÒBJ-�������9���IÒDJâ�Ù£¤���W×�£¤�q£¤�¤��à����¥�é�U£¤�¥ÚUî!�W���U���U�Ù����îm�U���|�Ð�¥Õ�������Ú��¤�
×��U��à�×¸�¥���ÿ����£¤�Ù���¥ÖtÖ Õ����¤�ç�¬���¤�U� ���L���F�U��à���ÒwC �U��à��¤��Ú ���U�¸���%Ø�Ú Û)Ú�Y��N�Ì�¡��� AÔ���U��Õ��W���
Ó9�������¥£z�UÎ8�x�U���UÚ¥��Öt���Ý���,�D�U�����Ù��×���£�� �â����äU�����Ð����îU�éÊ2�U���Ýä��¤£�£¤�W��Ç-ÊB�d��Ø�Ø�Ú�Ò

¶ ì�R>·NûGÒ���Òýû©�Ù×�£��W���U��J�Ò�Jâ�Ù���������I����ÒéíF���6ºt�Ù���ý�U���xÍ Òª�x�U���Ùî¥ÒFÍè�U��àW�Ù�Ì���¥Õ����¤��Úæ���_����£¤�Ù���¥ÖåÛ
Ö Õ����¤�ç�¬���¤�U���æ���Ù���¡�¥��à��t�-����� ���W�����U���Fþ��°�����Ù�Ð�����¤�L�����¥����Ò ¬ ¾ � ����ÅÖ�»y�� � ª¬ÅÌ·¸þ9´��¤�
����ÆÂRÝÑ"�0�ÈY�Y&{ª�ÈØ�V9���ÈØ�Ø�Ø9Ò

¶ ìWê<·BíÌÒ ÛµûGÒâû©�.�ÔÓéÒPÇÔÒ����çíF�¥��Öt�¤��àý�Ô�W��� Ë}ÒâÓ��¤Öt�����ÁÛ�û©�Lä��;Ò Xè�������¤��Ú¢���¤��ÜÐ�¥�¤�Ý�v���W�����v�-�����
���0K6�Ù�����Ý�â���W���9Û��Ù�¥�Ð���!�¡íF�¥Öt��£¤���9����î'�W���x�W£¤Ú¥�¥�Ð������Öq�ÙÒ4¾NL´»¨Fª¬º�¿°¹L�ª����Æ�V¥Ñ¯�ST¥ì�R�{�T�T�V9����Ø�Ø��9Ò

¶ ì¥ì�·HM}Ò�JNÒ����U�¬ÜÐ�¥Õ�×6ÒBÇ©�F�¬Û�����Ú¥�æ���¥�������Ù�����������W�����¤��Ú_�ÐÕ�×�Ú¥���U�������W���>�é�¥£Áî�����������Ò^Å>¼U´>��
Â¡º�ª�¯Uº�¼UÅåÅå½�³�¯U�_TUê�MåÆ��¥Ñ"�0�ÈØ�Ø&{���Ú�Y��ª�ÈØ�ØWê�Ò

¶ ì�T>·HM}ÒÎJNÒÎ�x�U� ÜÐ�¥Õ�×>�U����Ó¸ÒéÇÔÒ����°íF�¥�ÐÖq����àýÒ!ÇP���å���UÖq��£��L�9����îv�WÎ4Öã�¬�mþ��°�p�U����Öt�¤����Õ��
�-������×¸�¥Õ��������9Û�£¤�Ù��ÚU���v���¬�����Ù�ª��Ú�ÚUê�ÒRÍ4�Ð�����Ð�¤�Ý�çÒ

¶ ì�V�·�IÌÒÞË}Ò����g|��çî¥�8�mÒñ���¤£�£¤�Ù���©�U������Ò Ó9�¤���U�IÒ�M ���U���q�U�m£¤�U��Ú¥�æÚ¥���U�����N�UÎF�����UÖt�Ù�����Ô���¡�
�U���_Ú¥�Áä¥���_Öq�¬�9�¤Ö Õ�Ö ���ÙÚ¥���Ù�UÒ�y��Dª¬³ � ª¬ÅtÃÈ�â¦�>��ª¬º¯O§�ILº���¡P��VWêýÆ)� Ñ"�0���ÈÚ�{����ÈY��ª�ÈØ�Ø�Y9Ò

¶ ì�Y>·BíÌÒ©ûGÒd���U��Öã�v�U���>Ë}Ò�XFÒzÓ����U£¤£����Ð�¥���ÙÒÉ���L���������ÔÎ��¥�!��������Ú¥������Ú'���¥ÖtÖ Õ����¤�ç�¬���¤�U���2���Ù�ÐÛ
�¡�¥��à��G�-�����å���������U��� ���F�¬Û����U�������L���Ù�ã��Õ��Ðä���äW�U×���£¤�Á��î����¥���������U�¤�Ý���ÙÒ[� ·�Lº!���â�¹!�¤��R�V�Æ»êÝÑ"�*ì�R���{
ìWê_�U���ÈØ�Y�Ø9Ò

¶ ì�Ø>·NÉBÒ¡ÍG�¤�Ðà�Õ�£Ì�U��� ÓéÒFÓ9�¥���.Ò Ê2�L�JÎ��¥��Ö Õ�£��W���¤�¥���æ�W���a���U£¤Õ����¤�¥�²���������Ù��Õ��Ð���qÎ��U�t�����x���U�
���U���Ð�����U������� ���L���F�U��àa���Ù����Ú¥� �����U×�£¤�ÙÖ�Ò¼�Fþ�º�ª�·��¼U³°y��¬� ·�Lº��C�-�¹!�¤�H�çê�Y�Æ+� Ñ¯�<�«��T�{ª�çê�Ú9�
��Ú�Ú�R�Ò

¶ T�Ú>·&C�Ò�JNÒRÍ4Õ�£¤£¤�Lî�×�£��U��à¸Ò|ÍÞ�¥£�î����Ù�����W£P���¥Ö ×��¤���W���¥�������ÙÒ¼� ·¸´.½�Åå½��°¼U´»½;ª¬³��Ô¶�¼U³¸®ÝÃLª°ª°¿°¹b� ·�Lº��
�-�¹!��Å>¼U³¸¼°¯�LÅãL³�´��I±L½Â�´���±��� Ã �¡¾BLÅ�>�¼UþÝ¹°Lº.� w �¡¶H�\�����-½�³�³6ª°ª�OZ�}¼U³��!¼U³¸®mÅø�Ey��
¦éª�®Ý®��F�®¬¹!�0�R¾Bª¬º�´>�«;¶Bª¬Ä�ÄÁ¼U³¸®�� w Å}¹L´µLºÐ®Ý¼UÅå�����UR�V��W{�ê¥ê�T����ÈØ�Y�Ø9Ò

¶ T��.·HM}Ò�Ó9�����Ð�ëÜ�ä¥�Ù��Ò � ª¬ÅtÃ�½�³¸¼U´�ª¬º�½»¼UÄo� ·¸´.½�Åå½��°¼U´»½;ª¬³�«DÂâª¬ÄPOÈ>��®UºÐ¼q¼U³¸®��ªó ±L½;L³6±"O¬ÒsMÌ£¤ÚU�¥���Á����Öt�
�U���xíF�¥Ö ×��¤���W���¥�������Ù�1�4�¥£.Ò��Wê�ÒýÓ���������Ú¥���Ù��IF�Ù��£¤���I��Éâ��������£�×é�Ù��Ú�����Ú�Ú�R�Ò


