LpDr1v. 241

UNIVERSITE BLAISE PASCAL - CLERMONT-FERRAND II

ECOLE DOCTORALE
SCIENCES POUR L’INGENIEUR DE CLERMONT-FERRAND

THESE

présentée par

Hervé KERIVIN

pour obtenir le grade de

DOCTEUR D’UNIVERSITE
Specialité: INFORMATIQUE

RESEAUX FIABLES ET POLYEDRES

Soutenue publiquement le 16 novembre 2000 devant le jury

MM. Alain QUILLIOT Président
Martine LABBE Rapporteur
Thomas M. LIEBLING Rapporteur
Jean-Francois MAURRAS Rapporteur
Philippe MAHEY Examinateur
Ali Ridha MAHJOUB Directeur de Thése






A la mémoire de mes grands-parents maternels,
de Tante Lise et de Tante Nanne.






REMERCIEMENTS

ge tiens tout d’abord & remercier Monsieur Ali Ridha Mahjoub, Professeur a 1’Uni-
versité Blaise Pascal de Clermont-Ferrand, pour la confiance qu’il m’a accordée en me
permettant d’effectuer une thése sous sa direction. Ce travail n’aurait pu aboutir sans
sa constante disponibilité, son soutien et ses précieux conseils. Je lui témoigne ma plus
profonde gratitude pour avoir su me transmettre sa passion pour la recherche.

Mes remerciements vont ensuite a Madame Martine Labbé, Professeur a I’Université
Libre de Bruxelles (Belgique), pour l'intérét qu’elle a bien voulu porté a ce travail, et
pour m’avoir fait I'honneur d’accepter la charge de rapporteur.

3 "adresse mes plus sincéres remerciements a Monsieur Thomas M. Liebling, Professeur
a I'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (Suisse), pour s’étre intéressé a mon
travail. Ce fut pour moi un grand honneur de le compter parmi mes rapporteurs.

3 "ai été trés honoré que Monsieur Jean-Francois Maurras, Professeur a I’Université de
la Méditerrannée de Marseille, ait accepté de rapporter ma theése. Je tiens a lui expri-
mer ma plus profonde reconnaissance ainsi que mes plus vifs remerciements.

ge voudrais également remercier Monsieur Alain Quilliot, Professeur a I’Université
Blaise Pascal de Clermont-Ferrand, pour avoir accepté de présider le jury de cette
thése. Aussi, je remercie Monsieur Philippe Mahey, Professeur a I’Université Blaise
Pascal de Clermont-Ferrand, qui a accepté d’éxaminer ce travail et de participer au

jury.

Un immense merci au Conseil Régional de Bretagne pour la confiance qu’il m’a témoi-
gnée en m’attribuant une bourse de thése. Sans la Bretagne, région qui m’est si chére,
ce travail n’aurait jamais pu voir le jour. Merci également a I’Université de Bretagne
Occidentale de Brest pour m’avoir accueilli durant mes trois premiéres années de thése.

3 e tiens a exprimer toute ma reconnaissance a Mourad Baiou et Farouk Toumani ainsi
qu’a leur compagne Nora et Nines pour leur gentillesse et les innombrables nuits passées
chez eux. Ce sont dans les moments difficiles que I’on reconnait ses véritables amis. Un
autre merci & Mourad Baiou pour ses nombreux conseils et 1'aide précieuse apportée
au moment du travail expérimental.

Merci également a Lotfi Lakhal et Jean-Marc Petit pour leur gaité et leur sympathie.
IIs ont contribué a dissiper le cafard d’un exil solitaire en Auvergne. Je remercie aussi
Fatiha et Jean Mailfert ainsi que Pierre Pesneau pour le temps accordé a 1’élaboration
de ma soutenance. J’aurai voulu avoir le temps de mieux connaitre Pierre Fouilhoux.
En tous cas, je le remercie pour sa bonne humeur, ses discussions passionnantes et pour
sa disponibilité au moment de la soutenance.



Un immense merci & mon veil ami Didi Biha avec qui j’ai eu le plaisir de collaborer. Je
le remercie pour les merveilleux souvenirs partagés ensemble dont I'entraide, les pauses-
café et les conversations interminables faisaient partie. Merci a I’adorable Sophie pour
sa présence lors de mon séjour brestois, ses encouragements, et surtout pour sa gaité
et son amitié.

3 e tiens également a remercier Nelly, Stéphane, Laetitia et Jean-Christophe pour leurs
blagues, les bons souvenirs “d’avant-guerre” et pour leur éternelle amitié. Aussi, je vou-
drais grandement remercier Michael pour les multiples soirées qui me faisaient oublier
mes démonstrations. Son amitié et son soutien ont été d’'un grand recours.

Un grand merci & toute ma petite famille: mes parents Marie-Francgoise et Bernard,
Dany, Babeth, Cathy, Catherine, Olivier et tous les neveux et niéces (présents et fu-
turs!), pour leur soutien, leurs encouragements et surtout pour I’essentiel : leur amour.

(est avec une affection toute particuliére que je dédie ma thése a Tante Nanne qui
nous a malheureusement quitté trois jours avant la soutenance. Elle s’est toujours in-
téressée a mon travail et n’était jamais avare d’encouragements. J’espéere qu’elle aurait
été aussi fiere de moi que je I’étais d’elle.

Tout ceci serait bien incomplet si je ne remerciais pas mes grands-parents paternels,
mes oncles et tantes ainsi que tout le reste de ma famille pour leurs encouragements et
leur intérét.

“Aujourd’hus, l’oiseau quitte son nid

pour voler de ses propres ailes....... 7



Résumé

Soient G = (V, E) un graphe et r € ZK un vecteur types de connexité associés aux
sommets. Un sous-graphe est dit aréte-fiable si entre chaque paire de sommets u, v de
V, il existe au moins min{r(u),r(v)} chaines aréte-disjointes. Si les arétes sont munies
de poids, le probléme de conception de réseaux fiables consiste a déterminer un sous-
graphe aréte-fiable de G' de poids minimum. Ce probléme a des applications dans les
domaines des télécommunications et des transports. Dans cette thése, nous étudions
une approche polyédrale pour ce probléme.

Tout d’abord, nous montrons que le polytope associé aux solutions de ce probléme,
ESNDP(G, ), est complétement caractérisé par les contraintes triviales et les contraintes
de coupe quand le graphe G est série-paralléle et les types de sommets tous pairs.
Comme conséquence, nous obtenons un algorithme polynomial pour résoudre le pro-
bléme dans ce cas.

Dans une deuxiéme partie, nous considérons le probléme quand r € {1,2}". Nous mon-
trons que le probléme de séparation des inégalités dites de partition est polynomial.
Nous ramenons ce probléme a la minimisation d’une fonction sous-modulaire. Il est
également montré que ces contraintes avec les contraintes triviales et les contraintes de
coupe suffisent pour décrire le polytope ESNDP(G, r) dans les graphes série-paralléles.
Ce résultat est ensuite étendu au cas ot r € {k, k+ 1}V, avec k impair. Des contraintes
généralisant les contraintes dites de SP-partition sont alors utilisées dans cette carac-
térisation.

Par la suite, nous examinons le polytope ESNDP(G,r) lorsque r € {0,1}" ainsi que
le polytope des arbres Steiner qui lui est étroitement lié. Nous introduisons une nou-
velle classe d’inégalités valides pour ces polytopes. Cette classe généralise la plupart
des classes de contraintes valides, connues dans la littérature, pour ces polytopes. Nous
introduisons également des opérations de construction de facettes. Ces derniéres sont
utilisées pour infirmer une conjecture de Chopra et Rao, et caractériser le polytope
ESNDP(G,r) et le dominant du polytope des arbres Steiner dans les graphes série-
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paralléles ot les sommets tels que 7(v) = 1 ont une disposition particuliére.

Finalement, nous développons un algorithme de coupes et branchements pour le pro-
bléme de conception de réseaux fiables quand les types de sommets sont tous égaux a
2 et quand 7 € {1,2}V. Cet algorithme est basé sur les résultats polyédraux présen-
tés. L’étude expérimentale montre I'importance de certaines opérations de réduction de
graphes, ainsi que D'efficacité des inégalités de partition et de F-partition pour résoudre
ces problémes.

Mots clés: sous-graphe aréte-fiable, polytope, facette, graphe série-paralléle, arbre
Steiner, probléme de séparation, algorithme de coupes et branchements.
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Abstract

Given a graph G = (V| E) and a vector of node types r € ZK, a subgraph is said
to be edge-survivable if between every pair of nodes u, v of V, there are at least
min{r(u),r(v)} edge-disjoint paths. If each edge has a weight, the survivable network
design problem is to determine a minimum-weight edge-survivable subgraph of G. This
problem has applications to the design of reliable communication and transportation
networks.

First, we show that, when the underlying graph is series-parallel and the node types
are all even, the polytope associated with the solutions of this problem, ESNDP (G, r),
is completely described by the trivial and the cut constraints. As a consequence, we
obtain a polynomial-time algorithm for solving the problem in this case.

In a second part, we study the problem when r € {1,2}". We show that the separation
problem for the so-called partition inequalities can be reduced to the minimization of a
submodular function and thus can be solved in polynomial time. It is also shown that,
on series-parallel graphs, the polytope ESNDP(G,r) is given by the trivial, cut and
partition constraints. By generalizing the so-called SP-partition inequalities, we extend
this description to the case when r € {k,k + 1}V with &k odd.

We also consider the polytope ESNDP(G,r) when r € {0,1}" and the closely re-
lated Steiner tree polytope. We introduce a new class of valid inequalities for this
polytope, and show that these inequalities may define facets. These inequalities gene-
ralize most classes of valid inequalities known for these polytopes. Using procedures of
construction of facets, we give a counterexample to a conjecture of Chopra and Rao,
and characterize this polytope, as well as the dominant of the Steiner tree polytope, on
series-parallel graphs where the nodes with r(v) = 1 have a special disposition. These
results are also valid for the dominant of the Steiner tree polytope.

Finally, we develop a branch and cut algorithm for solving the survivable network
design problem when the node types are all equal to 2 and when r € {1,2}V. This al-



gorithm is based on the discussed polyhedral results. The computational study shows
the importance of certain graph reduction operations, and the efficiency of the partition
and F-partition inequalities for solving these problems.

Key words: edge-survivable subgraph, polytope, facet, series-parallel graph, Steiner
tree, separation problem, branch and cut algorithm.
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Préface

L’optimisation combinatoire est une des branches de 'informatique et des mathéma-
tiques appliquées. Elle combine des techniques de la combinatoire, de la programmation
linéaire et de la théorie des algorithmes afin de résoudre des problémes d’optimisation
ayant des structures discrétes (généralement un graphe). Elle a connu durant les trois
derniéres décennies un développement considérable, tant sur le plan théorique que pra-
tique.

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste généralement a déterminer un élé-
ment (le meilleur) dans un ensemble fini. Dans la pratique, de nombreux problémes
peuvent se formuler comme des problémes d’optimisation combinatoire, comme par
exemple les problémes de localisation, d’affectation, de production,. ... Théoriquement,
ces problémes paraissent faciles & résoudre. Nous pourrions envisager une approche
énumérative de résolution. Cependant, vu le nombre éventuellement exponentiel de ses
solutions, cette méthode ne peut étre appliquée. D’ou la nécessité de mettre en place
des techniques plus efficaces pour résoudre ce type de problémes. Plusieurs techniques
ont ainsi été développées durant ces derniéres années et se sont avérées performantes
comme la programmation linéaire, la programmation en nombres entiers, les méthodes
d’optimisation dans les réseaux et l’approche polyédrale.

Une des méthodes puissante pour résoudre les problémes d’optimisation combinatoire
est la méthode dite polyédrale. Initiée par Edmonds [66] dans le cadre du probléme du
couplage, elle consiste a décrire ’enveloppe convexe des solutions du probléme par un
systéme d’inégalités linéaires. Le probléme se raméne, en conséquence, a la résolution
d’un programme linéaire. Dantzig [56] est le premier & avoir proposé un algorithme (la
méthode du simplexe) pour résoudre de tels programmes.

Généralement, il est difficile d’obtenir une caractérisation compléte de I’enveloppe
convexe des solutions d'un probléme d’optimisation combinatoire. De plus, lorsque
le probléeme est NP-difficile 84|, il s’avere impossible d’obtenir une telle caractérisa-
tion. Néanmoins une description partielle du polyédre des solutions par un systéme
d’inégalités linéaires peut étre suffisante pour résoudre le probléme en temps polyno-
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mial. En effet, comme il a été montré par Grotschel, Lovasz et Schrijver |95] (voir aussi
[111, 143]), si le probléme de séparation associé a ce systéme est polynomial, alors le
probléme d’optimisation sur ce systéme peut étre résolu en temps polynomial. Cette
équivalence entre optimisation et séparation a été a ’origine d’un nouvel essor de 1’op-
timisation combinatoire ces derniéres années. L’approche polyédrale a été appliquée
avec succes a plusieurs problémes d’optimisation combinatoire comme le probléme du
voyageur de commerce et celui de la coupe maximale.

Dans cette thése, nous considérons cette approche pour le probléme de conception
de réseaux fiables.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Eléments de la théorie des polyédres

Dans cette section, nous allons introduire quelques définitions et propriétés de la théo-
rie polyédrale, qui nous seront utiles tout au long de ce mémoire. Pour plus de détails,
se référer & Pulleyblank [152] et Schrijver [158].

Soit n € IN. Le symbole IR™ (resp. ZZ'} ) représente I'ensemble des vecteurs (ou points)
ayant n composantes réelles (resp. entiéres). Par soucis de clarté, nous noterons par
0, le vecteur ayant toutes ses composantes nulles. L’ensemble des nombres réels non
négatifs sera noté IR . Soit A un scalaire. Alors |A| (resp. [A]) représente le plus grand
entier inférieur ou égal (resp. le plus petit entier supérieur ou égal) a A.

Un point z € IR™ est une combinaison linéaire des points z', 22%,..., 2% € R" ¢'il
existe k scalaires A, Ag, ..., A\ € IR tels que

De plus, si

k
(resp. s E Ry pouri=1,.... ket > N\ =1),
i=1

on dit que x est une combinaison affine (resp. combinaison convere) de ces points.



x 1NOLIO1LIS plcoliiiiiiiallics

Des points x!,... 2% € IR" sont dits linéairement indépendants (resp. affinement in-
dépendants) si le systéme

k
Z )\ixl =0
=1
k . k
(resp. Y Nz' =0 et Y X\ =0)
i=1 i=1
admet une solution unique, \; = 0 pour tout ¢ =1,..., k.
Remarque 1.1 Si 2' # 0,, pour tout i = 1,...,k, alors x',... 2% sont linéairement
indépendants si et seulement s’ils sont affinement indépendants. O

Soit S un ensemble non vide de points de IR". L’enveloppe convezre des points de S,
notée conv(S), est 'ensemble de tous les points de IR" qui peuvent s’écrire comme
combinaison convexe de points de S.

Si A est une matrice réelle ayant m lignes et n colonnes et b € IR™, alors le sys-
téme Ax < b est appelé systéme d’inégalités linéaires et le systéme Ax = b, systéme
d’équations linéaires. Soient a € IR™ \ {0,,} et ag € IR. On appelle demi-espace de IR"
I'ensemble de points {z € R" | a’z < ap}.

Un polyédre P est un ensemble de points de IR" engendré par I'intersection d’un nombre
fini de demi-espaces de IR". D’une maniére équivalente, P est I’ensemble des solutions
d’un systéme d’inégalités linéaires, c’est-a-dire

P={reR"| Az < b},

ol A est une matrice & m lignes et n colonnes, et b un vecteur & m composantes. Nous
dirons alors que le systéme Az < b définit (ou détermine ou caractérise) le polyédre P.

Un polytope est un polyédre borné. Ainsi, un polyédre P C IR"™ est un polytope si
et seulement s’il existe [,u € IR" tels que I < x < w pour tout point x de P. Par
exemple, ’enveloppe convexe d’un ensemble de points est un polytope.

Le dominant d’'un polyédre P est le polyedre
Dom(P)={y € R" |3z € P tel que z < y}.

Un polyédre P de IR" est de dimension d si le nombre maximum de points de P af-
finement indépendants est égal & d + 1. Nous écrirons alors dim(P) = d. De plus,
si 0, ¢ P, d’aprés la remarque 1.1, la dimension d’un polyédre P est donnée par le
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nombre maximum de points linéairement indépendants. Un polyédre P est de pleine
dimension si dim(P) = n.

Un point z € IR" est un point extréme (ou sommet) d’un polyédre P §’il ne peut
pas étre écrit comme combinaison convexe d’autres points de P. Un polyédre dont tous
les points extrémes sont entiers est dit entier.

T

Une inégalité (ou contrainte) a'x < ag est dite wvalide pour un polyédre P si elle

est vérifiée par tous les points de P, c’est-a-dire si P C {z € R" | ale < ao}

Soit P = {z € R" | Az < b}. Un sous-ensemble I’ de P est une face de P si
F={reP| Az =10} ot Az <V est un sous-systétme de Az < b. La face
F est propre si F' # () et I # P. Si a’x < ag est valide pour P, alors la face
F={z € P|a"z = ag} est dite définie par a’z < ag. Si F est une face de P, alors on
a dim(F) < dim(P). Une face propre non vide maximale (au sens de 'inclusion) est
appelée facette. En d’autres termes, une face F est une facette si dim(F') = dim(P)—1.
Les faces de dimension nulle sont les points extrémes de P. Ainsi, un point x € IR" est
un point extréme de P si et seulement si z est 'unique solution d’un systéme A'z < b’
ot A'z < b est un sous-systéme de Az < b.

Une inégalité est dite essentielle pour P si elle induit une facette de ce polyédre. Une
inégalité est dite redondante dans un systéme Az < b définissant un polyédre P, si le
sous-systéme, obtenu & partir de Ax < b en supprimant cette inégalité, définit le méme
polyédre P.

Soit #* € IR". Nous dirons que I'inégalité a’z < ag est serrée pour z* si a’ z* = ay.

1.2 Rappels sur la théorie de la complexité

La théorie de la complexité est née a la suite des travaux d’Edmonds [65] et de Cook
[49]. Elle offre un cadre d’étude mathématique dans lequel les problémes peuvent étre
classés en problémes faciles ou difficiles. Dans cette partie, nous allons en rappeler
briévement quelques définitions de base. De plus amples informations sur la théorie de

la complexité peuvent étre trouvées dans de nombreux ouvrages et notamment dans
Garey et Jonhson [84| et Maurras [135].

Un algorithme est dit en O(f(n)) s’il existe un scalaire ¢ et un entier ng tels que
son temps d’exécution est au plus c.f(n) pour tout n > ng. Si le temps d’exécution
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d’un algorithme est borné par une fonction polynomiale en la taille du probléme et des
données du probléme (resp. en la taille du probléme), nous parlerons alors d’algorithme
polynomial (resp. d’algorithme fortement polynomial).

Un probléeme de décision est un énoncé auquel la réponse peut étre uniquement “oui”

ou “non”, par exemple: “Soit G' un graphe non orienté, existe-t-il un cycle Hamiltonien
dans G7”.

Les probléemes de décision sont divisés en deux classes: les probléemes décidables et
les problémes indécidables. Un probléme est dit indécidable s’il est impossible d’écrire
un algorithme pour le résoudre.

Soient P un probléme de décision et I les instances de ce probléme pour lesquelles
la réponse est “oui”. P est dit NP (“Nondeterministic Polynomial”) s’il existe un algo-
rithme polynomial qui permet de vérifier que la réponse est “oui” pour toute instance
de I. Parmi les problémes NP, nous distinguons d’une part les problémes dits polyno-
miauz, c’est-a-dire ceux pour lesquels il existe un algorithme polynomial permettant
de les résoudre, et d’autre part, les problémes NP-complets.

La notion principale pour définir la NP-complétude est celle de la réduction polyno-
miale. Un probléme de décision P; se réduit polynomialement au probléme de décision
P; ¢’il existe une fonction polynomiale qui transforme chaque instance de P; en une
instance de P, de telle maniére que la réponse pour P; est “oui” si et seulement si la
réponse pour P, est “oui”. Nous noterons alors PyaP». Pour démontrer qu'un probléme
P est NP-complet, il faudra montrer que P est dans la classe NP et qu’il existe un
probléme () connu pour étre NP-complet tel que QaP. Cook [49] a été le premier a
montrer la NP-complétude d’un probléme, celui de la satisfiabilité. Depuis, des cen-
taines de problémes ont été montrées NP-complets. Une premiére liste de problémes
NP-complets est donnée dans Garey et Jonhson [84].

Un probléme d’optimisation est dit NP-difficile si le probléme de décision qui lui est
associé est NP-complet.
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1.3 Approche polyédrale, méthode de coupes et bran-
chements

Soient P un probléme d’optimisation combinatoire et 8 ’ensemble de ses solutions. Le
probléme P s’écrit alors

max {cz | x € 8§},

ol ¢ est une fonction poids associée aux variables du probléme. Considérons ’enveloppe
convexe conv(8) des solutions de P. Le probléme P est équivalent au programme linéaire

max {cz | © € conv(8)}.

Ainsi, si nous réussissons a décrire le polyédre conv(8) par un systéme d’inégalités li-
néaires, alors nous ramenons le probléme P a la résolution d’un programme linéaire.
Ceci permet donc de résoudre le probléme P en utilisant les algorithmes de la program-
mation linéaire |56, 110, 115]. Rappelons que la résolution d’un programme linéaire est
un probléme polynomial [110, 115].

L’approche polyédrale, introduite par Edmonds [66] dans le cadre du probléme du cou-
plage, consiste a étudier le polytope conv(8) afin de pouvoir résoudre P comme un
programme linéaire. Une caractérisation compléte du polytope conv(8) est générale-
ment difficile & obtenir. Et si le probléme est NP-difficile, il y a peu d’espoir de trouver
une telle description (sauf si P = NP!!!). Remarquons par ailleurs que la plupart des
polyédres connus (associés a des problémes faciles) sont trés souvent définis par des
systémes ayant un nombre exponentiel d’inégalités. Le probléme d’optimisation sur le
polytope conv(8) ne peut donc étre résolu comme un programme linéaire ayant expli-
citement toutes ses contraintes. La méthode de coupes permet de résoudre un probléme
P comme une séquence de programmes linéaires, chacun contenant un nombre raison-
nable de contraintes.

Pour pouvoir utiliser une telle approche, nous devons trouver des classes d’inégali-
tés valides (et non redondantes) pour conv(8), pour lesquelles le probléme suivant,
appelé probléme de séparation, peut étre résolu efficacement.

Probléme 1.1 Soit C une classe d’inégalités valides pour conv(8). Etant donné un
point x € IR", le probléme de séparation associé a C et x consiste o décider si x
satisfait toutes les inégalités de C et sinon de trouver une inégalité de C violée par x.

Comme il a été mentionné, le probléme de séparation est un des points essentiels dans
I'approche polyédrale. En effet, Grotschel, Lovasz et Schrijver |95] (voir aussi [111, 143])
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ont montré que le probléme d’optimisation combinatoire sur un ensemble de contraintes
C peut étre résolu en temps polynomial si et seulement si le probléme de séparation
associé a C peut étre résolu en temps polynomial. Ainsi, la méthode de coupes permet
de résoudre un probléme d’optimisation combinatoire en temps polynomial, si le pro-
bléme de séparation associé aux contraintes du polyédre de ses solutions est polynomial.

Cependant, pour les problemes NP-difficiles, il y a peu d’espoir d’obtenir une des-
cription compléte des polyédres associés par un systéme d’inégalités linéaires. Mais,
dans ce cas, une description partielle peut étre suffisante pour résoudre le probléme.
Si le systéme obtenu n’est pas complet, la solution donnée par la méthode de coupes
peut étre fractionnaire (non optimale). Ici, nous devons faire appel a la méthode de sé-
parations et évaluations (en anglais Branch and Bound) pour terminer la résolution du
probléme. Elle consiste a choisir une variable fractionnaire, et la fixer soit a 0, soit a 1.
Et nous considérons ainsi deux programmes linéaires obtenus a partir du programme
linéaire courant en ajoutant respectivement les équations (non valides) xz(e) = 0 et
z(e) = 1. Une nouvelle solution optimale est calculée pour chacun de ces programmes
linéaires. Ces deux programmes donnent lieu & deux nouveaux noeuds dans I’arbre de
résolution. Nous sélectionnons un noeud de cet arbre auquel est associée une solution
fractionnaire. Nous générons de nouvelles contraintes valides, violées par cette solution,
qui seront incorporées dans le programme linéaire correspondant. Nous choisissons une
variable fractionnaire de cette solution, et nous considérons deux nouveaux programmes
linéaires. Ce processus continue jusqu’a qu’'une solution optimale soit trouvée. Cette
combinaison de la méthode de séparations et évaluations et celle de la génération de
nouvelles contraintes (coupes) au niveau de chaque noeud de l'arbre est appelée mé-
thode de coupes et branchements (en anglais Branch and Cut). Cette approche est
maintenant largement utilisée pour les problémes d’optimisation combinatoire.

1.4 Fonctions sous-modulaires

Soient S un ensemble fini et J une famille de sous-ensembles de S. On dit que M = (S,7)
est un matroide si les axiomes suivants sont vérifiés

(M0) 0 €79,

(M1) Si J' C J eJalors J €7,

(M2) Pour tout sous-ensemble X C S, chaque sous-ensemble maximal (au sens de
I'inclusion) de X appartenant a J a la méme cardinalité.
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Cette cardinalité commune est appelée rang de X. Le rang de I’ensemble S est appelé
le rang du matroide. Les membres de J sont appelés les ensembles indépendants de M.
Un ensemble indépendant maximal de M est appelé base.

Une fonction f : 2% — ZZ, est la fonction rang d’un matroide si et seulement si

(RO) f(@) =0 (nulle sur '’ensemble vide),

(R1) f(X) < f(Y)si X CY C S (monotonie),

(R2) f(X) < |X]|si X CS (sous-cardinalité),

(R3) f(X)+f(Y) > f(XNY)+ f(XUY) pour tout X, Y C S (sous-modularité).

Les fonctions qui possédent la propriété (R3) sont appelées fonctions sous-modulaires.
Elles ont fait I'objet d’une attention particuliére durant ces derniéres années. En effet,
le concept de fonctions sous-modulaires en optimisation discréte semble étre, sous plu-
sieurs aspects, analogue a celui des fonctions convexes en optimisation continue. Dans
de nombreux problémes et théorémes d’optimisation combinatoire, la sous-modularité
est impliquée et joue un role essentiel. Dans cette section, nous présentons les résul-
tats principaux relatifs & la minimisation d’une fonction sous-modulaire. Pour des tours
d’horizon complets sur la notion de sous-modularité, voire Fujishige [82] et Lovasz [127].

Si E est un ensemble et € IR” un vecteur associé aux éléments de F, alors, pour
tout F' C I, z(F) représente ) .. x(e). Si f et g sont deux fonctions sous-modulaires
sur un ensemble S, alors f + ¢ est également une fonction sous-modulaire sur S. Les
fonctions sous-modulaires ont en outre la propriété suivante.

Lemme 1.2 Soit f : 25 — IR une fonction sous-modulaire. Soit y € IR® un vecteur
associé a S tel que

y(X) < f(X) pour tout X C S. (1.1)

Considérons deuz sous-ensembles A et B de S. Si A et B sont tels que f(A) = y(A)
et f(B) =y(B) alors f(ANB) =y(ANB) et f(AUB) =y(AUB).

Preuve. Il n’est pas difficile de voir que y(A) + y(B) = y(AN B) + y(A U B). Donc,
nous avons

f(A)+f(B) = y(A)+y(B)
y(ANB) +y(AU B)
< f(ANnB)+ f(AUB)

< f(A)+[(B).
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Par conséquent, nous obtenons y(AN B) +y(AUB) = f(AN B) + f(AU B). Ainsi,
par (1.1), nous avons f(ANB)=y(ANDB)et f(AUB) =y(AUB,). O

L’importance des fonctions sous-modulaires en optimisation combinatoire a été décou-
verte par Edmonds [67]. En effet, de nombreux problémes d’optimisation combinatoire
peuvent étre formulés comme un probléme de minimisation (ou maximisation) d’une
fonction sous-modulaire. Ainsi, étant donnée une fonction sous-modulaire f : 25 — IR,
le probléme qui consiste & trouver un sous-ensemble U C S minimisant f(U) a été lar-
gement étudié dans la littérature [20, 50, 52, 75, 91, 153]. En utilisant la méthode des
ellipsoides, Grotschel, Lovasz et Schrijver |95 ont montré qu'un ensemble U minimi-
sant f(U) peut étre trouvé en temps fortement polynomial, si 'on dispose d’un oracle
qui permet de retourner f(V') pour tout V' C S. Récemment, Schrijver [159] et Iwata,
Fleischer et Fujishige [107] ont donné des algorithmes combinatoires fortement polyno-
miaux pour minimiser une fonction sous-modulaire, dont la valeur est donnée par un
oracle.

1.5 Notations et définitions

Les graphes que nous considérons sont non orientés, finis, connexes et peuvent contenir
des arétes paralléles. Nous notons un graphe par G = (V, E) ou V est 'ensemble de
sommets et ' ’ensemble des arétes.

Un sous-graphe H = (U, F') de G est un graphe tel que U C V et FF C E. Un sous-
graphe H de G est dit couvrant si U = V.

Si e est une aréte reliant deux sommets u et v, alors u et v seront appelés les ez-
trémités de e, et nous écrirons e = uw. Si u est une extrémité de e, alors nous dirons
que u (resp. e) est incident a e (resp. u). Par ailleurs, si u et v sont les deux extrémités
d’une aréte, alors nous dirons qu’ils sont adjacents.

Soit W C V un sous-ensemble de sommets de V. L’ensemble d’arétes ayant exac-
tement une extrémité dans W et 'autre dans V' \ W est appelé coupe et noté par 6(W).
En posant W = V \ W, nous avons §(W) = §(W). Si W = {v} alors nous écrirons §(v)
pour §({v}). Nous noterons par G(WW) le sous-graphe de G induit par W.

Etant donnés deux sous-ensembles disjoints de sommets W et W’ de V, alors [W, W’
représente ’ensemble d’arétes ayant une extrémité dans W et 'autre dans W', Si u et
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v sont deux sommets de V', alors nous écrirons [u, v] a la place de [{u}, {v}].

Si F' C E est un sous-ensemble d’arétes, alors V' (F) représente I'ensemble des sommets
des arétes de F. Si W C V est un sous-ensemble de sommets, alors E(W) dénote
I’ensemble des arétes ayant leurs deux extrémités dans W.

Etant donné un sous-ensemble d’arétes F' C E, nous désignerons par G\ F le graphe
obtenu a partir de G en supprimant les arétes de F. Si F' est réduit a une seule aréte
e, alors nous noterons simplement G — e.

Un graphe G est dit contractible & un graphe G’ si G’ peut étre obtenu a partir de
G par suppressions et/ou contractions d’arétes. La contraction d’une aréte e = uv
consiste & supprimer e, a identifier u et v en préservant leurs adjacences. Si ' C E
est un sous-ensemble d’arétes, alors G/F' représente le sous-graphe obtenu a partir
de G en contractant F. Si W C V est un sous-ensemble de sommets, alors le graphe
obtenu en contractant W est le graphe obtenu en contractant toutes les arétes de E(W).

Soient u et v deux sommets de V. Une chaine entre u et v est une séquence de som-
mets et d’arétes (Uo,el,’Ul,eQ,Ug,...,’Ul_1,€l,’Ul) ol vg = u, vy = v, € = V;_1V; pour
1=1,...,1 et vg,...,v; sont des sommets distincts de V. Deux chaines entre u et v
sont dites aréte-disjointes (resp. sommet-disjointes) si elles n’ont aucune aréte (resp.
aucun sommet a l’exception de w et v) en commun. Un cycle (contenant u et v) est un
ensemble de deux chaines sommet-disjointes entre u et v.

Un graphe G est connere si, pour toute paire de sommets u, v de V, il existe au
moins une chaine entre u et v. Un graphe ne possédant pas de cycle est appelé une
forét. Un arbre est une foret connexe.

Une composante connere d'un graphe est un sous-graphe connexe qui est maximal
par rapport a cette propriété. Si G — e posséde plus de composantes connexes que G
pour une aréte e de GG, alors e est appelée un pont de G.

Par la suite, nous serons amenés a considérer, de maniére occasionnelle, des graphes
orientés. Nous notons un graphe orienté par D = (V, A) ou V est I’ensemble de sommets
et A I'ensemble des arcs. Si a est un arc dont I'extrémité initiale est u et extrémité
terminale est v, alors nous noterons a = (u,v). Si W C V est un sous-ensemble de
sommets, alors I’ensemble des arcs allant de V' \ W vers W, noté 6~ (W), est appelé
coupe orientée.
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Chapitre 2

Le probléme de conception de réseaux
fiables

Dans ce chapitre, nous présentons le modeéle de conception de réseaux fiables sur lequel
est basé ’ensemble de notre travail. Tout d’abord, nous le décrivons d’une maniére
trés générale, puis nous le formulons en terme de graphes. Par la suite, afin de pouvoir
I’étudier d’un point de vue polyédral, nous introduisons le polytope associé. Aprés avoir
présenté les principaux travaux effectués sur ce probléme, nous examinons la dimension
de son polytope, et nous discutons de quelques classes de contraintes valides.

2.1 Présentation générale

Aujourd’hui, la nature des services et le volume des demandes dans l'industrie des
télécommunications ont radicalement changé grace a l'introduction de la technologie
des fibres optiques. En effet, elle offre une grande capacité de transmission. Ainsi, les
réseaux actuels tendent a avoir une topologie de plus en plus clairsemée et une grande
quantité du trafic réalisée par chaque cable. Dans ce cas, la défaillance d’un ou plusieurs
cables (ou noeuds) peut avoir des conséquences désastreuses si le réseau ne fournit pas
d’autres chemins de routage.

De ce fait, deux questions principales apparaissent dans le processus de conception de
réseaux a fibre optique: économie et fiabilité. D’une part, nous devons tenir compte
du cott de construction du réseau. D’autre part, il doit étre possible de restaurer le
service dans ’éventualité de la défaillance d’un noeud ou d’un cable. Ainsi, une topo-
logie en arbre satisfait le critére économique, mais, si un simple composant du réseau
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est défectueux, le service est alors interrompu. Ceci implique que des contraintes de
fiabilité doivent étre intégrées lors de la construction des réseaux. Par conséquent, un
compromis entre cott de réalisation plus élevé et fiabilité doit intervenir. Concevoir des
topologies de réseaux qui fournissent des garanties vis a vis de la défaillance de com-
posants du réseau devient donc un probléme primordial. De plus, dans la planification
d’un réseau a long terme (sur une période d’environ dix ans), les données concernant
les demandes futures ne sont pas suffisamment fiables. Ainsi les aspect topologiques
sont tout d’abord pris en compte. De ce fait, ’établissement de la topologie du réseau,
la plus fiable possible, s’avére étre la condition préalable avant toute mise en service
du réseau (optimisation du trafic, routage,. . .).

Par conséquent, lorque nous évoquons les réseaux de télécommunication, seules leurs
topologies nous intéresse. La fiabilité d'un réseau est donc exprimée en terme de
connexité. Plus précisément, entre deux noeuds quelconques du réseau, il doit exis-
ter au moins un nombre prédéfini de chemins de routage. En pratique, les différents
noeuds sont souvent classés suivant leur importance. Pour un réseau téléphonique, nous
distinguons donc

- des noeuds spéciauzx, pour lesquels un fort degré de fiabilité doit étre garanti dans
le réseau,

- des noeuds ordinaires, qui doivent simplement étre connectés au réseau, et

- des noeuds optionnels, pouvant appartenir ou non au réseau.

Sachant que tous les liaisons possibles entre les différents noeuds sont connues, le pro-
bléme consiste donc a sélectionner des liaisons, de telle maniére que la somme de leurs
colts soit minimum et que les conditions de fiabilité soient satisfaites. Actuellement,
les compagnies téléphoniques se contentent de faibles conditions de fiabilité (existence
d’au moins deux chemins différents entre deux noeuds spéciaux). C’est cette topologie
qui s’est avérée performante dans la pluspart des cas pratiques. Néanmoins, de fortes
conditions de fiabilité peuvent étre imposées par la demande d’au moins trois (voire
plus) chemins différents pour certaines paires de noeuds spéciaux. Ceci garantit une
fiabilité du réseau dans le cas ou plusieurs composants du réseau sont défectueux.

2.2 Formulation en terme de graphes

Dans cette section, nous reformulons le probléme de conception de réseaux fiables en
terme de graphes. Pour cela, nous considérons un graphe G = (V, F), fini, non orienté,
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ou

- ’ensemble V' représente les noeuds qui doivent étre reliés dans le réseau, et

- Pensemble F représente les paires possibles de noeuds entre lesquels un lien direct
peut étre placé.

Le graphe G peut contenir des arétes paralléles mais ne comporte pas de boucle. A
chaque aréte e € E, est associé un coit fixe c(e). Le cott d’un sous-graphe H = (U, F)),
ou U C Vet F CE, estégal a la somme des cotlits des arétes appartenant a F',
c’est-a-dire

eeF

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que tous les coiits sont strictement
positifs. En effet, si une aréte e € E posséde un cott négatif c(e), alors elle fait partie
de toute solution optimale. Nous pouvons donc lui attibuer un cott nul, et traiter c(e)
comme une constante additive. De plus, si une aréte e € E a un cotut nul, alors elle
peut étre supposée dans toute solution optimale.

Dans [178, 179], Winter considére le probleme Steiner généralisé (GSP) défini de la
manieére suivante.

Probléme 2.1 Soient G = (V, E) un graphe, S CV et ¢ : E — IR une fonction codt
qui associe & chaque aréte e de E un codt c(e). Etant donnée une matrice carrée de
taille |S|, R = (Ry;), définissant certaines conditions de connexité entre les sommets,
trouver un sous-graphe de G de codt minimum, couvrant S de telle maniére que pour
chaque paire de sommets i, j de S, il existe au moins R;; chaines aréte-disjointes (ou
sommet-disjointes) entre i et j.

Ce probléme a été considéré plus tard par Grotschel et Monma [97] (voir aussi Grot-
schel, Monma et Stoer [98, 99, 100| et Stoer [161]|) dans le cadre d’un modéle plus
général. Celui-ci, que nous avons adopté pour ce travail, peut étre présenté comme suit.

Soient G = (V, E) un graphe et ¢ : E — IR une fonction cout. Pour modéliser
les conditions de fiabilité, le concept de types de connexité des sommets a été introduit
par Grotschel et Monma [97]. Ainsi, un entier positif 7(s) est associé a chaque sommet
s € V pour caractériser sa condition de fiabilité (ou importance). Cet entier représente
le nombre de liaisons qui doivent lier le sommet s au réseau final. Nous appellerons
r(s) le type de connexité du sommet s ou plus briévement le type du sommet s. Le
vecteur r = (r(v) | v € V) est, pour sa part, appelé vecteur types de connerité associé



LC P1oOoplcliic UC COLILCpPLioll U4 1Cs5Cauix 11abics

aux sommets ou encore vecteur types de sommets. Nous dirons alors qu’un sous-graphe
H=(UF),ouU CV et FF CE, vérifie les conditions de fiabilité en arétes (resp. en
sommets), si pour toute paire de sommets s, t de V, il existe au moins

r(s,t) = min{r(s),r(t)}

chaines aréte-disjointes (resp. sommet-disjointes) entre s et t. Un sous-graphe de G vé-
rifiant les conditions de fiabilité en arétes (resp. en sommets) sera appelé sous-graphe
aréte-fiable (resp. sommet-fiable). Plus généralement, un sous-graphe de G vérifiant les
conditions de connexité en arétes ou en sommets sera tout simplement appelé fiable.
De plus, les conditions de fiabilité en arétes (resp. en sommets) seront plus commu-
nément appelées conditions d’aréte-connezité (resp. conditions de sommet-connexité).
Ces conditions garantissent la survie de quelques chemins de communication entre s
et t lorsqu'un nombre prédéfini d’arétes ou de sommets sont défaillants. Si le vecteur
types des sommets est uniforme, ¢’est-a-dire r(v) = k pour tout v € V| pour un certain
entier k, nous parlerons alors de sous-graphes k-aréte connezres ou k-sommet connezes,
suivant que les conditions de fiabilité sont exprimées en terme d’arétes ou de sommets.

Tout au long de cette thése, nous noterons par 7., le type de sommets maximum
du graphe, c’est-a-dire

Tmaz = max{r(s) | s € V}.

Si Tmaz < 2 (reSp. Tmaz > 3),, nous parlerons alors de faibles (resp. fortes) conditions
de connexité, c’est-a-dire que nous aurons r € {0,1,2}V (resp. r € ZK) Par ailleurs,
nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que le graphe G contient au moins
deux sommets de type de connexité égal a r,,,.. En effet, par la définition d’un sous-
graphe fiable, nous pouvons toujours ramener le probléme a ce cas. Le probléme de
conception de réseaux de coit minimum, vérifiant les conditions d’aréte-connexité, que
nous noterons ESNDP, peut alors étre défini de la maniére suivante.

Probléme 2.2 Etant donnés un graphe G = (V,E), un vecteur types de sommets
r = (r(v) | v eV) etune fonction coits ¢ : E — IR, déterminer un sous-graphe
aréte-fiable de G de cotdt minimum.

Si, dans la définition du probléme 2.2, les conditions d’aréte-connexité sont remplacées
par des conditions de sommet-connexité, nous avons alors le probléme de conception de
réseaux sommet-fiables de coit minimum (noté NSNDP). Remarquons que le probléme
GSP, introduit par Winter [178, 179] correspond soit au probléme ESNDP, soit au
probléme NSNDP, avec S = V et Ry = min{r(s),r(t)} pour toute paire de sommets s,
t de V. Bien que I’étude du probléme NSNDP ne soit pas 'objet de ce travail, nous le



. L 1051 alllillc 111icqallc ©ll 1101IDICs Cliticls €L pPpolyculic assodclce

mentionnons néanmoins en vue de la section 2.4 relative a une étude bibliographique
du probléme de conception de réseaux fiables. Toutefois, a I’exception de la section 2.4,
nous considérerons uniquement le probléme ESNDP.

2.3 Programme linéaire en nombres entiers et poly-
édre associé

Avant de formuler le probléme ESNDP comme un programme linéaire en nombres
entiers, nous énoncons le théoréme suivant de Menger qui établit un rapport entre
chaines et coupes.

Théoréme 2.1 [137| Dans un graphe G, il n'existe pas de coupe de cardinalité infé-
rieure ou égale a k — 1 déconnectant deux sommets donnés s et t, si et seulement s’il
existe au moins k chaines aréte-disjointes entre s et t.

Dans le but d’abréger certaines notations, nous étendons le vecteur r des types de
connexité associés aux sommets & des vecteurs associés a des ensembles de sommets en

posant
r(W) = max{r(s)|se W} pour tout W C V|
con(W) = max{r(s,t)|seW, teV\W}

= min{r(W),r(V\ W)} pour tout W CV, 0 #W #£ V.

D’une maniére similaire au vecteur types de sommets, nous appellons (W) le type de
connezité de [’ensemble W ou plus simplement type de [’ensemble W.

Soit F' C E un sous-ensemble d’arétes. Soit rp € ZE\F le vecteur rp € ZE\F défini de
la maniére suivante

_ [ @) siv & V(F),
re(v) = { con(V(F)) siv=1v,

ou v’ est le sommet résultant de la contraction de F. Le vecteur rr sera le vecteur
types de connexité associés aux sommets du graphe G/F.

Introduisons maintenant, pour chaque aréte e € E, une variable z(e) et considérons
espace vectoriel IR des vecteurs indexés par E. Si F C E est un sous-ensemble
d’arétes, alors le vecteur =¥ € IR® donné par

{1 sieeF,

F _
v (6) 10 sinon.
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est appelé vecteur d’incidence de F'.

Il n’est pas difficile de voir que le probléme de conception de réseaux aréte-fiables
ESNDP est équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant

z(e) >0 pour tout e € E, (2.1)
z(e) <1 pour tout e € E, (2.2)
z(6(W)) > con(W) pour tout W C V0 £ W #V, (2.3)
z(e) € {0,1} pour tout e € E. (2.4)

En effet, considérons une solution réalisable z de ce programme linéaire en nombres
entiers. Le théoréme 2.1 implique que le sous-graphe H = (U, F*) de G, oa U C V et
F*={e € E | z(e) = 1}, vérifie les conditions d’aréte-connexité associées au probléme
ESNDP. Les contraintes (2.1) et (2.2) sont appelées inégalités triviales, les contraintes
du type (2.3) inégalités de coupe et les contraintes (2.4) inégalités d’intégrité.

Soit
ESNDP(G, r) = conv{z € R¥ | x satisfait (2.1) — (2.4)}

I'enveloppe convexe des solutions du probléme ESNDP. Le polytope ESNDP(G, r) sera
appelé polytope des sous-graphes aréte-fiables.

Dans cette thése, nous étudions le polytope ESNDP(G, 7). Nous discutons de certaines
variantes de ce polytope. En particulier, nous le caractérisons dans certaines classes
de graphes et nous développons des algorithmes de séparation pour ses contraintes.
Ces algorithmes seront utilisés dans le cadre d’'un algorithme de coupes et branche-
ments pour résoudre des instances du probléme ESNDP. Par ailleurs, nous faisons les
hypothéses suivantes

1. au moins, deux sommets différents de V' ont un type de connexité égal a r,,4z,

2. tous les cotits associés aux arétes sont positifs.

Mais avant d’entamer cette étude, nous allons présenter les principaux résultats relatifs
aux problémes ESNDP et NSNDP connus dans la littérature.
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2.4 FEtat de l’art

Le probléme de conception de réseaux fiables est un des problémes centraux de 1’opti-
misation combinatoire. Il a fait I’objet, ces derniéres années, de nombreux travaux tant
d’un point de vue théorique que pratique. Plusieurs modéles spéciaux de ce probléme
peuvent étre formulés en faisant varier ses paramétres. Par exemple, nous pouvons avoir

e uniquement des conditions d’aréte-connexité, ou des conditions de sommet-connexité,
ou encore les deux,

e des types de sommets
- généraux (probléme ESNDP ou NSNDP),
- uniformes (sous-graphes k-aréte ou k-sommet connexes),

- dans {0,1} (arbres Steiner),

e des cotits généraux, euclidiens ou uniformes.

Cette section a pour but de présenter certains résultats concernant les versions les plus
rencontrées des problémes ESNDP et NSNDP dans la littérature. Pour un tour d’ho-
rizon complet sur ce modéle, voir [41, 161, 180, 181].

Dans un premier temps, aprés avoir évoqué la complexité du probléme, nous énon-
cons certains cas pour lesquels le probléme peut étre résolu en temps polynomial. Par
la suite, nous abordons les principaux axes d’investigations pour ESNDP et NSNDP.
Nous présentons les propriétés structurales, les heuristiques, les algorithmes d’approxi-
mation et enfin I’approche polyédrale. Finalement, nous évoquons le probléme dans le
cas ou le graphe est orienté.

Tout au long de ce travail, nous ne considérons que des conditions de fiabilité mesu-
rées en nombre de chemins aréte-disjoints (ou sommet-disjoints) entre les sommets.
Cependant, d’autres moyens de définir la fiabilité ont été pris en considération par les
chercheurs, comme par exemple la probabilité de destruction d’une aréte ou d’un som-
met |78, 173, le diamétre [81, 122], la taille des composantes connexes |21, 22, 103], la
longueur maximale des cycles [72], .. ..

2.4.1 Complexité et cas polynomiaux

Le probléme de conception de réseaux fiables est NP-difficile dans le cas général. En
effet, de nombreux problémes d’optimisation combinatoire, connus comme étant NP-
difficiles [84], peuvent étre vus comme des cas particuliers de ce modéle. C’est le cas
par exemple, du probléme de 'arbre Steiner (r(v) € {0,1}, pour tout v € V) et du
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probléme du sous-graphe k-aréte connexe (r(v) = k, pour tout v € V et k est un entier
positif fixé).

Par ailleurs, le probléme du voyageur de commerce [40, 126, 144| est étroitement lié
au probléeme ESNDP (NSNDP). En effet, comme cela a été démontré par Eswaran
et Tarjan |69], le probléme de déterminer si un graphe posséde un cycle Hamiltonien
(c’est-a-dire un cycle sans corde passant par tous les sommets du graphe) peut étre
ramené au probléme ESNDP. Ceci corrobore le caractére NP-difficile du probléme de
conception de réseaux fiables de cotit minimum. De plus, le probléme de I’arbre Steiner
est NP-difficile dans les graphes planaires [84]. Ceci implique que le probléme ESNDP
est également NP-difficile dans cette classe de graphes.

Cependant, le probléme ESNDP (NSNDP) peut étre résolu en temps polynomial sous
certaines conditions de types de sommets, des fonctions couts spéciales et dans des

classes particulieres de graphes.

Conditions de connexité particuliéres

En limitant les types de connexité associés aux sommets a un certain nombre de valeurs,
le probléme de conception de réseaux fiables se raméme a des problémes polynomiaux
trés connus.

e Sir(v) = 1 pour tout v € V, nous obtenons le probléme de I’arbre couvrant de
colt minimum. Les algorithmes polynomiaux les plus célébres permettant de le
résoudre sont ceux de Kruskal [124] et de Prim [148].

e Si r(v) = 1 pour exactement deux sommets de V et r(v) = 0 pour tous les
autres, ce n’est rien d’autre que le probléme du plus court chemin. L’algorithme
de Dijkstra [61] permet de le résoudre en temps polynomial.

e Le probléme des plus courts k-chemins peut étre modélisé sous la forme d’un
probléme de conception de réseaux fiables en posant r(v) =k, k > 2, pour exac-
tement deux sommets de V' et 7(v) = 0 pour tous les autres. Ce probléme a été
résolu par Suurballe [162] et Suurballe et Tarjan [163].

e Sir(v) € {0,1} pour tout v € V, nous avons le probléme de I’arbre Steiner. Ce
probléme est NP-difficile en général. Lawler [125] a montré qu’il peut étre résolu
en temps polynomial quand le nombre de sommets de type de connexité égal a 0
(égal a 1) est réduit.



&.x 1sal Ut 1 altv

Fonctions cotits particuliéres

Certains problémes de conception de réseaux fiables peuvent étre résolus en temps
polynomial si la fonction cotits satisfait a quelques conditions (cotts uniformes ou
cotts en 0 et 1).

e coits uniformes

Le graphe sous-jacent G peut alors étre vu comme un graphe complet. Si les coiits
sont uniformes, le probléme consisterait a construire un graphe vérifiant les conditions
de connexité et contenant le plus petit nombre d’arétes. Dans certains cas, 'utilisa-
tion d’arétes paralléles est autorisée dans la solution. Nous faisons remarquer que les
algorithmes donnés pour les conditions d’aréte-connexité ne permettent généralement
pas de résoudre les problémes avec des conditions de sommet-connexité. Ainsi, nous
sommes amenés a faire la distinction entre ces deux types de conditions de fiabilité.

Chou et Frank [37] ont étudié le probléme suivant.

Probléme 2.3 Etant données des conditions d’aréte-connexité r; € ZY*", trouver un
graphe satisfaisant ces conditions et ayant le plus petit nombre d’arétes (avec ou sans
arétes paralléles).

Chou et Frank [37] ont donné un algorithme polynomial pour résoudre le probléme
2.3 lorsque plusieurs copies d'une aréte sont autorisées. Leur algorithme résoud ce pro-
bléme en ramenant les conditions d’aréte-connexité r;; € ZK*V a des types de sommets
r(i) = max{r;; | 7 € V'} pour tout i € V. Ceci leur a permis de prouver le résultat sui-
vant. Etant donnés des types de sommets r(v) > 2 pour tout sommet de V', le nombre
minimum d’arétes d’un graphe vérifiant les conditions d’aréte-connexité données par r
est [% > r(v)—‘.
veV

Stoer [161] a ensuite décrit un algorithme polynomial similaire & celui de Chou et Frank
dans le cas ot 'on peut avoir des types de sommets égaux & 1. Chou et Frank [38] ont
également résolu le probléme 2.3 quand aucune aréte paralléle n’est autorisée, mais
des sommets supplémentaires sont permis dans la construction. Pour ce qui est d'une
version du probléeme 2.3 avec des conditions de sommet-connexité, aucune solution gé-
nérale de résolution n’a pu étre trouvée dans la littérature.

e codts en 0 et 1

Dans la littérature, le probléme de conception de réseaux fiables avec des cotits en
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0 et 1 est connu sous le nom de probléme d’augmentation. Il peut étre défini de la
maniére suivante :

Probléme 2.4 Etant donnés un graphe G = (V,E) et des conditions de connewité
Tij € ZK*V, Uaugmenter par le plus petit nombre d’arétes de V xV (possibilité d’utiliser
des arétes paralléles) de telle maniére que le graphe obtenu soit fiable.

Ce probléme peut étre vu comme un probléme de conception de réseaux fiables as-
socié & un graphe complet H sur I'ensemble de sommets V. Toutes les arétes de F
ont ainsi un cout égal a 0, et celles de (V V) \ E, un cout égal a 1. Le probléme
2.4 a été mentionné par Eswaran et Tarjan [69] pour des graphes 2-aréte et 2-sommet
connexes. Ensuite, Rosenthal et Goldner [156] ont continué ce travail pour ’augmenta-
tion des graphes 2-sommet connexes. Leur algorithme polynomial contenait une erreur
qui a été corrigée par Hsu et Ramachadran [105]. Ces derniers ont également proposé
une implémentation paralléle de leur algorithme. Hsu et Ramachadran [105] ont aussi
développé un algorithme en temps linéaire pour 'augmentation des graphes 3-aréte
connexes. Wanatabe et Nakamura [172|, Ueno, Kajitani et Wada [167] et Cai et Sun
[27| ont étudié le probléme d’augmentation pour des graphes k-aréte connexes. Pour ce
probléme, P’algorithme connu le plus rapide est celui de Naor, Gusfield et Martel [141].
Plus récemment, Frank [76] a complétement résolu le probléme 2.4 pour des conditions
d’aréte-connexité générales. Hsu et Kao [104] se sont intéressés au probléme d’augmen-
tation en faisant combiner des conditions d’aréte-connexité (pour certains sommets) et
des conditons de sommet-connexité (pour les autres sommets). Ils ont ainsi donné un
algorithme polynomial permettant de le résoudre lorsque r(v) = 2 pour tout v € V.
Toutes les solutions que nous venons de mentionner sont algorithmiques et utilisent
des procédures polynomiales. De plus, a 'exception de celles de Eswaran et Tarjan
|69], Rosenthal et Goldner [156| et Hsu et Kao [104], I'utilisation d’arétes paralléles est
autorisée.

Classes particuliéres de graphes

D’autres cas polynomiaux pour le probléme de conception de réseaux fiables sont
connus si le graphe sous-jacent appartient a certaines classes particuliéres de graphes.
Dans ce cas, nous avons également affaire & une restriction sur les cofits, si les arétes
non existantes sont vues avec un cott infini.

Plus particuliérement, la classe des graphes série-paralléles a recu beaucoup d’atten-
tion. En effet, de nombreux problémes d’optimisation combinatoire, NP-difficiles pour
des graphes généraux, sont polynomiaux dans cette classe de graphes [1, 2, 23, 44, 45,
130, 157, 165, 170, 171, 179|. Ainsi, le probléme de I’arbre Steiner peut étre résolu en
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temps polynomial par un algorithme récursif. Cela a tout d’abord été mentionné par
Takamizawa, Nishizeki et Saito [165] et explicitement démontré par Wald et Colbourn
[171]. Pour le probléme du sous-graphe Steiner 2-connexe, c’est-a-dire r(v) € {0,2}
pour tout v € V, Winter [179] a donné un algorithme linéaire permettant de le ré-
soudre aussi bien dans le cas de conditions d’aréte-connexité que de sommet-connexité.
D’autres classes de graphes ont également été étudiées comme celles des graphes de
Halin ou celle des graphes outerplanaires. Winter a ainsi développé des algorithmes
polynomiaux pour les problémes ESNDP et NSNDP lorsque les types de sommets sont
égaux a 0 et 2 dans ces deux classes de graphes [176, 178]. Pour les graphes de Halin, il
a donné des algorithmes qui permettent de résoudre en temps polynomial les problémes
ESNDP et NSNDP avec des types de sommets égaux a 0 et 3 [181]. Dans la classe des
graphes sans W, (la roue sur 5 sommets), Coullard et al. [47] ont donné un algorithme
linéaire pour résoudre le probléme NSNDP lorsque r € {0,2}".

Pour certains problémes de conception de réseaux fiables et certaines classes de graphes,
des caractérisations complétes des polytopes associés a ces problémes ont permis de
montrer que ces problémes sont polynomiaux. Ces différentes situations seront présen-
tées dans la section 2.4.3.

2.4.2 Propriétés structurales, heuristiques et algorithmes d’ap-
proximation

La connaissance des propriétés structurales des solutions de problémes d’optimisation
combinatoire joue un role trés important dans I’élaboration d’heuristiques. Souvent,
elles permettent d’améliorer les formulations d’un probléme d’optimisation combina-
toire. Pour cette raison, plusieurs travaux ont été menés dans cette direction pour le
probléme de conception de réseaux fiables.

Un a-algorithme d’approximation pour un probléme d’optimisation combinatoire a mi-
nimiser (resp. maximiser) est un algorithme polynomial qui donne une solution dont la
valeur est inférieure ou égale (resp. supérieure ou égale) a aCgp, out Cso est la valeur
de la solution optimale de ce probléme. Cette approche a été largement explorée durant
les derniéres années [8, 30, 83, 88, 92, 116, 129, 154, 174].

Propriétés structurales

Quand la fonction cotts satisfait I'inégalité triangulaire (c’est-a-dire c(eq) < c(eq) +
c(eg), pour tout triplet d’arétes (ej,es,e3) définissant un triangle), Frederickson et
Jaja [80] ont montré qu’un graphe 2-aréte connexe peut étre transformé en un graphe
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2-sommet connexe sans augmenter son colt (et éventuellement le réduire). Ce ré-
sultat implique une équivalence entre conditions d’aréte-connexité et conditions de
sommet-connexité lorsque la fonction coiist satisfait 'inégalité triangulaire et les types
de connexité associés aux sommets sont égaux a 2.

Monma, Munson et Pulleyblank. [138]| ont obtenu une caractérisation structurale des
solutions optimales 2-connexes quand les cotits satisfont 'inégalité triangulaire. Ils ont
ainsi montré qu’il existe une solution optimale dont les sommets ont tous un degré
égal & 2 ou 3 et telle que toutes les composantes connexes résultantes de la suppression
d’une aréte ou d’une paire d’arétes contiennent un pont. Par la suite, ce travail a été
généralisé par Bienstock, Brickell et Monma [18] au cas k-connexe. Ils ont établi des
propriétés structurales pour les solutions optimales des problémes du sous-graphe k-
aréte ou k-sommet connexe. Ils ont également prouvé qu'un graphe k-sommet connexe
de colit minimum n’a pas forcément le méme cotit qu’'un graphe k-aréte connexe de
colit minimum.

Heuristiques

Les premiéres heuristiques pour concevoir des réseaux fiables de colit minimum sont
apparues dans un travail de Steiglitz, Weiner et Kleitman [160]. Ils considérent le pro-
bléeme sous des conditions de connexité générales. Leur approche consiste a trouver une
solution de départ par un algorithme glouton aléatoire. Ils testent a chaque étape la réa-
lisabilité de la solution. Une fois qu'une solution réalisable est trouvée, une procédure
d’optimisation essaie de ’améliorer en remplacant successivement une paire d’arétes
par une autre paire d’arétes jusqu’a ce qu’aucune amélioration ne puisse étre réalisée.

Monma et Shallcross [139] ont considéré le probléme avec des types de sommets dans
{1,2}. Tls ont développé plusieurs heuristiques pour construire des solutions initiales
réalisables et des heuristiques d’amélioration locale. Les “heuristiques de construction”
sont inspirées de la structure spéciale des sous-graphes 2-aréte ou 2-sommet connexes.
Les “heuristiques d’amélioration” s’inspirent, quant a elles, de la grande variété d’heu-
ristiques existantes pour le probléme du voyageur de commerce (1-opt, 2-opt, 3-opt,
pretzel, quetzel, degree). De plus, ces heuristiques sont congues pour des graphes sous-
jacents creux. Elles font partie d’un logiciel commercialisé par Bellcore [13, 28| pour la
conception de réseaux fiables.

Ko et Monma [120] ont modifié les heuristiques de Monma et Shallcross pour le pro-
bléme de conception de sous-graphes k-aréte ou k-sommet connexes. Clarke et Anan-
dalingram [42] ont ajouté une heuristique constructive a celles proposées par Monma
et Shallcross pour le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe.
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Algorithmes d’approximation

Goemans et Bertsimas [88] ont considéré le probléeme ESNDP lorsqu’une aréte peut
étre utilisée plusieurs fois. Ils ont décrit et présenté une analyse dans le pire des cas
de deux heuristiques trés simples. La premieére est une généralisation d’une heuristique
d’arbre pour le probléme de ’arbre Steiner. La seconde est une méthode d’approxi-
mation combinant I’heuristique de Christofides [39] pour le probléme du voyageur de
commerce et ['heuristique d’arbre Steiner.

Si les arétes paralléles ne sont plus autorisées dans la solution et les cotits sont tous
égaux a 1, Khuller et Viskhin [119] ont étudié le probléme ESNDP. Ils ont donné un
algorithme pour résoudre ce probléme avec une garantie dans le pire des cas de 2 (2-
algorithme d’approximation), lorsque tous les types de sommets sont égaux a k. Sous
ces mémes hypotheses, ils ont également proposé un %—algorithme d’approximation
pour le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe et un %—algorithme d’approximation

pour le probléme du sous-graphe 2-sommet connexe.

Pour une large classe de problémes incluant le probléme Steiner généralisé avec des
conditions d’aréte-connexité et des arétes pouvant étre utilisées plusieurs fois, Goe-
mans et Williamson [92] ont décrit un algorithme primal-dual. La garantie dans le pire
des cas de cet algorithme est la méme que celle de I’heuristique d’arbre introduite par
Goemans et Bertsimas. Le premier algorithme d’approximation polynomial pour ce
probléme a été donné par Williamson et al. [174|. Cet algorithme a une garantie dans
le pire des cas de 2r,,. Une implémentation différente de cet algorithme a été décrite
par Gabow, Goemans et Williamson [83]. Elle améliore le temps d’exécution dans le
pire des cas. En changeant I'ordre dans lequel ’algorithme considére les conditions de
connexité, Goemans et al. [89] ont amélioré la garantie dans le pire des cas qui devient
2H (Tmax), 00 H(Imax) = 14 5 4+ ...+ —

Tmazx

Lorsque les types de sommets appartiennent a {0,1,2}, Balakrishnan, Magnanti et
Mirchandani [8] ont donné un %—algorithme d’approximation pour le probléme Steiner
généralisé. Ils ont également décrit une nouvelle formulation étendue du probléme GSP
pour des conditions d’aréte-connexité. En utilisant ceci, ils ont amélioré les heuristiques
données par Goemans et Bertsimas [88] et Goemans et Williamson [92], quand au moins
un sommet a un type de connexité égal & 1. En se basant sur une formulation dans
le cas orienté, Magnanti et Raghavan [129] ont présenté un algorithme dual-ascendant
pour ce méme probléme. Leur procédure donne aussi bien une borne inférieure qu’une
solution réalisable au probléme. Des expérimentations sur des problémes de 300 som-
mets et 3000 arétes ont abouti & des solutions a 4% de 'optimalité.
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Frederickson et Jaja [79] ont considéré les problémes du sous-graphe 2-aréte connexe
et 2-sommet connexe. Pour le premier, ils ont donné un 2-algorithme d’approximation.
Pour des conditions de sommet-connexité, ils ont présenté un 3-algorithme d’approxi-
mation. Dans [30|, Cheriyan, Seb6 et Szigeti ont donné un g—algorithme d’approxi-
mation pour le probléme du sous-graphe k-aréte connexe. Ils ont montré que si la
%—conjecture pour le probléme du voyageur de commerce métrique est vraie [138], alors
il existe un %—algorithme d’approximation pour le probléme ESNDP lorsque r(v) = 2

pour tout v € V.

Khuller et Raghavachari [116] ont donné trois algorithmes d’approximation. Tout d’abord,
quand les coiits sont uniformes et le graphe sous-jacent est quelconque, ils ont pré-

senté un (1.85)-algorithme d’approximation pour le probléme du sous-graphe k-aréte

1
m . . . . . .

bléme du sous-graphe 2-sommet connexe. Et si les cotits vérifient I'inégalité triangulaire,

connexe. Ils ont également donné un (2 + - )-algorithme d’approximation pour le pro-
ils ont proposé un 2-algorithme d’approximation pour le probléme du sous-graphe k-
sommet connexe.

Par ailleurs, Ravi et Williamson [154| ont présenté un 23 (k)-algorithme d’approxi-
mation pour le probléme du sous-graphe k-sommet connexe. Ils ont également donné
un 3-algorithme d’approximation pour le probléme GSP avec des conditions de sommet-
connexité et r;; € {0,1,2}, pour tous i, j € V.

2.4.3 Approche polyédrale

Grotschel et Monma [97] et Grotschel, Monma et Stoer [98, 99, 100] ont étudié le
probléme de conception de réseaux fiables d’un point de vue polyédral. Ils se sont
aussi bien intéressés a des conditions d’aréte-connexité qu’a des conditions de sommet-
connexité pour r € {0,1,2}V, pour tous i, j € V. Ils ont introduit de nombreuses
inégalités valides. Ceci leur a permis de développer un algorithme de coupes pour ré-
soudre a 'optimalité certains problémes réels ayant environ 100 sommets et 200 arétes.
Ils ont poursuivi ce travail en considérant les problémes ESNDP et NSNDP avec des
types de sommets pouvant étre supérieurs a 3 [101|. De nombreuses inégalités valides
pour de faibles conditions de connexité ont ainsi été généralisées. Par ailleurs, ils ont
présenté des conditions sous lesquelles ces inégalités définissent des facettes. Ils ont
ensuite incorporé ces contraintes dans un algorithme de coupes, leur permettant de
résoudre facilement le probléme du sous-graphe k-aréte connexe de colit minimum. Ils
obtiennent également des bornes inférieures a moins de 4% pour des problémes réels
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avec de fortes conditions de connexité.

Auparavant, Mahjoub [131] a considéré une approche polyédrale pour le probléme
du sous-graphe 2-aréte connexe. Il a montré que le polytope ESNDP(G,r) est com-
plétement donné par les contraintes triviales et les contraintes de coupe lorsque G est
série-paralléle et r(v) = 2 pour tout v € V. Il a également introduit une classe d’in-
égalités définissant des facettes du polytope des sous-graphes 2-aréte connexes. Cette
classe a été généralisée par Grotschel, Monma et Stoer [99] pour r quelconque. Baiou
et Mahjoub [6] ont généralisé cette caractérisation du polytope ESNDP(G,r) a des
types de sommets en 0 et 2. Récemment, Didi Biha et Mahjoub [60] I’ont étendu pour
r € {0,k}V ot k est pair. Etant donné que le probléme de séparation des contraintes de
coupe est polynomial, ces caractérisations donnent des algorithmes polynomiaux pour
résoudre ces cas particuliers du probléeme ESNDP. Dans |58|, Didi Biha et Mahjoub ont
donné une description compléte de ESNDP(G,r) quand G est un graphe série-paralléle
et 7(v) = k pour tout v € V. Si G est un graphe de Halin et r(v) = 2 pour tout
v € V, Barahona et Mahjoub [12] ont complétement caractérisé les polytopes associés
aux problémes ESNDP et NSNDP. Dans [26], Boyd et Hao ont introduit une classe
d’inégalités valides pour ce polytope. Ils ont également énoncé des conditions néces-
saires et suffisantes pour que ces inégalités définissent des facettes de ce polytope.

Le polytope ESNDP(G,r) a été étudié par Chopra [33] quand les types de sommets
sont tous égaux a k et plusieurs copies d'une arétes sont autorisées. Il a ainsi caractérisé
le polyédre P(G,r) associé a ce probléme pour les graphes outerplanaires et k impair.
Auparavant, ce polyédre a été étudié par Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [44]. 11 ont
montré que si le graphe est série-paralléle et k est pair, alors P(G,r) est complétement
décrit par les contraintes de non-négativité et les contraintes de coupe. Par la suite,
Baiou [4] a montré que P(G,r) est complétement décrit par ces mémes inégalités dans
cette classe de graphes et pour r € {0,2}". Didi Biha et Mahjoub ont donné des ca-
ractérisations de P(G,r) pour r(v) = k pour tout v € V [58], et pour r € {0,k}", ou
k est un entier pair [60].

Dans [45, 46, 47, 48|, Coullard, Rais, Rardin et Wagner ont étudié le polytope as-
socié au probléeme NSNDP quand 7 € {0,2}V. Ils ont décrit ce polytope dans la classe
des graphes série-paralléles [46]. IIs ont donné une description compléte du dominant
de ce polytope dans la classe des graphes non contractibles a Wy [48]. De plus, ils ont
développé un algorithme linéaire pour résoudre ce probléme pour les graphes de Halin
et les graphes non contractibles a Wj.

Fortz, Labbé et Maffioli |72, 73, 74| ont étudié le probléme NSNDP en imposant la
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contrainte suivante: chaque aréte doit appartenir a un cycle de longueur inférieure ou
égale a un entier K. Ils ont étudié des inégalités valides et définissant des facettes pour
ce probléme. De plus, ils ont développé une méthode “exacte” du type “Branch and
Cut” pour le résoudre. Cependant, cette méthode ne leur permet de résoudre que des
instances de petite taille. Aussi, ils ont développé plusieurs heuristiques.

2.4.4 Cas orienté

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme de conception de réseaux fiables
dans le cas des graphes orientés. Dans ce cas, les conditions de fiabilité sont exprimées
en terme de chemins arc-disjoints (sommet-disjoints). Nous présentons des cas polyno-
miaux, certains algorithmes d’approximation ainsi que des résultats polyédraux.

De nombreux résultats valides pour le probléme d’augmentation (probléme 2.4) ont
été généralisés par Frank |76] aux graphes orientés. Il a décrit un algorithme qui résoud
le probléme d’augmentation pour le graphe orienté k-arc connexe, lorsque le graphe
sous-jacent est complet et la duplication des arcs dans la solution est autorisée. Frank
et Tardos |77] ont étudié le probléme du k-branchement sommet-disjoint de cott mi-
nimum. Ce probléme consiste a trouver k chemins sommet-disjointes entre un sommet
“racine” spécifié et les autres sommets du graphe. En utilisant une réduction astucieuse
des flots sous-modulaires, ils ont décrit un algorithme permettant de le résoudre.

Le premier algorithme d’approximation pour le cas orienté est di a Frederickson et
Jaja |79]. Ils ont donné un 2-algorithme d’approximation pour le probléme du sous-
graphe l-arc-connexe de coit minimum. Pour leur part, Khuller, Raghavachari et
Young [117, 118| ont étudié le probléme du sous-graphe fortement connexe dans le
cas de cotts uniformes. Dans un premier papier [117], ils ont proposé un algorithme
d’approximation avec une garantie dans le pire des cas de %2 ~ 1.645. Par la suite [118|,
ils ont amélioré cette garantie dans le pire des cas en la ramenant a %2 — % ~ 1.617.

Dans [31], Chopra a décrit plusieurs inégalités définissant des facettes pour le probléme
du sous-graphe fortement connexe. Il a également proposé une méthode qui permet de
transformer le probléme ESNDP en une version orientée dans le cas ou la duplication
des arétes est autorisée dans la solution. Il a ainsi présenté une étude expérimentale
qui montre que la solution de la relaxation linéaire du probléme orienté est toujours
(pour les instance traitées) a moins de 1% de la solution optimale. Pour des graphes
série-paralléles orientés fortement connexes, Chopra [32] a montré que les inégalités de
coupe orientée décrivent complétement le polyédre associé aux solutions du probléme
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du sous-graphe fortement connexe. Il a également caractérisé le polyedre des coupes
orientées pour les graphes série-paralléles. Dahl [53] a étudié des inégalités valides et des
facettes pour un cas particulier du probléme de conception de réseaux fiables orientés.
Il s’est intéressé a ce probléme lorsque tous les chemins orientés émanent d’un som-
met “racine” spécifié. Dans un second papier [54], il a discuté de deux modéles pour
ce probléme de conception de réseaux fiables orientés: un modéle naturel de coupes
orientées et une formulation en terme de flots orientés. Pour le premier modéle, il a
présenté plusieurs classes d’inégalités valides et a décrit un algorithme de coupes. Il a
aussi donné une méthode générale pour obtenir des facettes pour le polytope associé
au probléme de conception de réseaux fiables orientés a partir de cas spéciaux décrits
dans [53].

2.5 Dimension et contraintes générales

Grotschel et Monma [97] ont examiné la dimension du polytope associé aux solutions
du probléme ESNDP. Ils ont également donné des conditions pour que les contraintes
triviales et de coupe définissent des facettes de ESNDP(G,r). Ces résultats généralisent
des résultats donnés par Mahjoub [131| pour le cas ou r(v) = 2 pour tout v € V. Dans
[98, 99, 101], Grotschel, Monma et Stoer ont introduit de nouvelles inégalités pouvant
définir des facettes de ESNDP(G,r). Dans cette section, nous proposons de résumer
I’essentiel de ces résultats.

2.5.1 Dimension du polytope ESNDP(G,r)

Etant donnés un graphe G' = (V, E) et un vecteur types de connexité r = (r(v) | v € V),
nous dirons qu’une aréte e € F est essentielle si le graphe G' — e n’est pas aréte-fiable.
En terme de polyédre, cela se traduit par le fait que ESNDP(G — e,r) est vide. Notons
par ES(G,r) ensemble des arétes essentielles du graphe G par rapport au vecteur r.

Si e € E est une aréte essentielle, alors nous avons x(e) = 1 pour tout vecteur d’inci-
dence d’un sous-graphe aréte-fiable. Ainsi

ESNDP(G,r) C {x € R” | z(e) =1, pour tout e € ES(G,7)}.

En se basant sur cette remarque, Grotschel et Monma [97] ont montré que la dimension
du polytope ESNDP(G,r) est |E| — |ES(G,r)|.
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Avant d’étudier des contraintes valides pour le polytope ESNDP(G,r), nous énongons
le lemme suivant qui nous sera trés utile pour la suite.

Lemme 2.2 Soient G = (V, E) un graphe et v € {0,1, ..., Tmaz}” un vecteur types de
connezité tels que ESNDP(G,r) soit de pleine dimension. Supposons que la contrainte

Z a(e)z(e) > «

ecl
définisse une facette F de ESNDP(G,r), différente d’une facette triviale. Alors, a(e) > 0
pour tout e € E.

Preuve. Soit ¢y € E. Puisque F est une facette non triviale et ESNDP(G,r) est de
pleine dimension, il existe ' C E \ {ep} tel que " € F, c’est-a-dire

Z ale)z’ (e) = a.
ecFE\{eo}

Sinon, F serait contenu dans la face définie par la contrainte x(ep) < 1, une contradic-
tion. Posons Fy = F'U{eg}. Il est clair que le sous-graphe induit par Fj est aréte-fiable.
Donc z® € ESNDP(G, r). Par conséquent,

Z ale)z™(e) > a. (2.5)

eeE

De plus, nous avons

Za(e)xF‘)(e) = Z a(e)z’ (e) + aley) = a + alep). (2.6)

ecE ecFE\{eo}

De (2.5) et (2.6), nous déduisons ainsi que a(eg) > 0. O
Le lemme 2.2 nous permet de faire la remarque suivante.

Remarque 2.3 Pour un polyédre de pleine dimension, si deux inégalités ax > « et
bx > 3 définissent la méme facette, alors a = \b et a« = A3 pour A > 0. O

2.5.2 Contraintes valides

Comme nous ’avons vu dans la section 2.3, toute solution réalisable du probléme de
conception de réseaux aréte-fiables vérifie les contraintes triviales (2.1) et (2.2) et les
contraintes de coupe (2.3). Dans [97], Grotschel et Monma ont donné des conditions
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nécessaires et suffisantes pour que les inégalités triviales définissent des facettes de
ESNDP(G,r).

Dans le cas de faibles conditions d’aréte-connexité, c’est-a-dire r(v) < 2 pour tout
v € V, Grotschel et Monma [97] ont donné des conditions nécessaires et suffisantes
pour que les inégalités de coupe définissent des facettes de ESNDP (G, r).

A notre connaissance, de telles conditions ne sont pas connues pour des types de som-
mets quelconques. Cependant, dans le cas de types de connexité uniformes, c’est-a-dire
r(v) = k pour tout v € V, Grotschel et Monma [97] ont donné des conditions néces-
saires et suffisantes pour que ces contraintes définissent des facettes de ESNDP(G, ).
Ces conditions généralisent celles données par Mahjoub [131| pour k = 2.

Le probléme de séparation des contraintes de coupe peut étre résolu en temps polyno-
mial en utilisant un algorithme polynomial pour le probléme de flot maximum [62, 68|.
Par conséquent, le probléme ESNDP peut se résoudre en temps polynomial quand le
polytope ESNDP(G, r) est complétement caractérisé par les contraintes (2.1)-(2.3).

2.5.3 Les contraintes de partition

Dans cette section, nous présentons la classe des contraintes dites de partition. Ces in-
égalités généralisent les inégalités de coupe (2.3). Elles ont été introduites par Grotschel
et Monma [97| pour le probléme de conception de réseaux fiables lorsque 7(v) = 1 pour
tout v € V. Pour cela, ils se sont basés sur un travail de Cornuéjols, Fonlupt et Naddef
[44]. Par la suite, Grotschel, Monma et Stoer [98, 99] ont étendu cette classe a des
types de connexité généraux, c’est-a-dire r € {0,..., 7,4, }" pour tout v € V. Soient
G = (V,E) un graphe et r € ZK un vecteur types de connexité. Soit (Vi,...,V,),
p > 2, une partition de V', c’est-a-dire

o VA0 pouri=1,...,p,
e ViNV;=0,pour 1 <i<j<p,

P
L4 U ‘/z = V:
i=1
Soit 6(V4,...,V,) 'ensemble des arétes ayant leurs extrémités dans des sous-ensembles

différents de la partition (V4,...,V}). Supposons que r(V;) > 1, pour tout i = 1,...,p.
Posons

L ={i|con(V;)=1;i=1,...,p},

L={i|con(V;) >2;i=1,...,p}.
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Dans |98, 99|, Grotschel, Monma et Stoer ont montré que les inégalités
b - 1 s ]2 - @7

z(6(V1,..., V) = (2.7)

[% > con(Vi)w + [11] sinon.
i€la

sont valides pour ESNDP. Ces inégalités sont appelées inégalités de partition. Elles sont
une généralisation des contrainte de coupe (2.3).

Remarque 2.4 Si p = 2, I'inégalité (2.7) n’est rien d’autre qu’une inégalité de coupe
(2.3). Par ailleurs, si ) ;. con(V;) est pair et I; est vide, alors I'inégalité de partition
(2.7) est dominée par les contraintes de coupe. En effet, elle peut étre obtenue en
sommant les inégalités x(6(V;)) > con(V;) pour i =1,...,p. O

L’inégalité (2.7) généralise également l'inégalité
z(0(Vh,..., V) >p—1 (2.8)

pour toute partition (Vi,...,V,) de V. L’inégalité (2.8) a été introduite par Grotschel
et Monma [97] pour le probléme du sous-graphe connexe (c’est-a-dire lorsque r(v) = 1
pour tout v € V). Les inégalités (2.8) sont également appelées inégalités de partition.
Ils ont par ailleurs montré que ces derniéres contraintes avec les inégalités triviales sont
suffisantes pour décrire complétement le polytope des sous-graphes connexes.

Pour toute famille de contraintes valides pour un probléme, il est intéressant d’établir
des conditions sous lesquelles ces inégalités définissent des facettes du polytope associé.
Pour des types de connexité généraux, c’est-a-dire r € ZK, nous ne connaissons pas
de conditions pour que les contraintes (2.7) définissent des facettes de ESNDP(G,r).
Cependant, sous certaines conditions, Grotschel, Monma et Stoer [98, 99| ont prouvé
que les inégalités (2.7) peuvent définir des facettes de ESNDP(G, ).

Dans le cas général, c’est-a-dire r € ZK, le probléme de séparation des inégalités de
partition est NP-difficile. En effet, considérons le probléme suivant.

Probléme 2.5 Etant donnés un graphe G = (V, E) et trois sommets vy, vy, vz € V,
déterminer un sous-ensemble d’arétes F' C E tel que vy, vy et vs appartiennent a des
composantes différentes de G\ F, et F soit de cardinalité minimum.

Dahlaus et al. [55] ont montré que le probléme 2.5 est NP-difficile. Dans [100], Grot-
schel, Monma et Stoer ont prouvé que le probléme 2.5 peut étre réduit au probléme de
séparation des inégalités (2.7). Ainsi ce dernier est NP-difficile.
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Par contre, lorsque les types de sommets sont tous égaux a 1, le probléme de sépa-
ration des inégalités (2.8) est polynomial. Cunningham [51] a montré que ce probléme
se raméne a une séquence de |F| problémes de coupe minimum. Par la suite, Barahona
[11] ’a ramené a |V/| problémes de coupe minimum. Or le probléme de coupe minimum
est polynomial [62, 68]. Par conséquent, le probléme de séparation des inégalités (2.8)
est polynomial.

2.5.4 Les contraintes de r-recouvrement

Une relaxation trés intéressante de ESNDP est le probléme du r-recouvrement. Ce pro-
bléme peut étre défini comme suit. Etant donnés un graphe G = (V, E) et des entiers
positifs 7(v) pour tout v € V, un r-recouvrement est un sous-ensembles d’arétes I de
E tel que |FNé(v)| > r(v) pour tout v € V. Si les arétes sont munies d'un systéme de
poids, alors le probléme du r-recouvrement consiste a déterminer un r-recouvrement de
poids minimum.

Dans [66], Edmonds a démontré que le probléme du r-recouvrement est polynomial. Il
a aussi montré que le polytope associé aux solutions de ce probléme est complétement
caractérisé par les inégalités

0<uz(e) <1 pour tout e € E,
z(0(v)) > r(v) pour tout v € V, (2.9)
L(EU)) +z(6(U)\T) > = Zr —|T|+1) pourtout U C Vet (2.10)
velU
T C§(U) tels que Y. r(v) — |T| est impair.
vel

Les inégalités (2.10), appelées inégalités de r-recouvrement, sont valides pour ESNDP.
En effet, toute solution du probléme ESNDP, associé & un graphe G et un vecteur types
de connexité r € ZK, est également un r-recouvrement.

Les inégalités (2.9) sont un cas particulier des contraintes de coupe (2.3). Elles sont
induites par des coupes dont un des sous-ensembles de sommets est réduit a un seul
sommet. Par la suite, nous serons amenés parfois a les différencier des contraintes de
coupe générales. Nous les appelerons alors inégalités de degré.

Cette relaxation a un réel intérét puisque le probléme du r-recouvrement peut étre
résolu en temps polynomial [66]. Ainsi, par la résolution de ce probléme [143], nous
pouvons obtenir une borne inférieure pour ESNDP.
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Grotschel, Monma et Stoer [101] ont généralisé les inégalités de r-recouvrement de
la maniére suivante. Soient G = (V, E) un graphe et r € ZK un vecteur types de
connexité. Soient H un sous-ensemble de sommets de V', H # V| appelé branche, et
T C §(H) un sous-ensemble d’arétes. Pour chaque aréte e € T, notons par T, 'en-
semble de ses 2 extrémités, c’est-a-dire si e = uv alors T, = {u,v}. Les ensembles T,
sont appelés les dents. Spécifions que si e et f sont deux arétes paralléles de T, la
distinction est faite entre T, et Ty. Etant donnée une partition (Hy, ..., H,), p > 3, de
H telle que

r(H;) > 1, pour tout i = 1,...,p,
pas plus de con(H;) — 1 dents intersectent H;, pour tout i = 1,...,p,

e au moins 3H; sont intersectés par des dents,

> con(H;) —|T| est impair, ou Iy = {i | con(H;) > 2; i=1,...,p}.
i€l

Posons I} = {i | con(H;) = 1; i =1,...,p}. L’inégalité

(6(Hy, ..., H))+z(6(H)\T) > = Zcon —|T| + 1) + || (2.11)

i€l

est valide pour le probléeme ESNDP [101]. Elle est appelée inégalité de r-recouvrement
généralisé.

Par ailleurs, Grotschel, Monma et Stoer [101| ont donné des conditions nécessaires
et des conditions suffisantes pour que les inégalités de r-recouvrement (2.10) défi-
nissent des facettes de ESNDP(G,r). Ils ont également donné des conditions néces-
saires pour les contraintes de r-recouvrement généralisé (2.11) définissent des facettes

de ESNDP(G, 7).

Dans [101]|, Grotschel, Monma et Stoer ont ramené le probléme de séparation des
inégalités de r-recouvrement généralisé (2.11) au probléme 2.5. Ils ont ainsi montré
que séparer les inégalités (2.11) est NP-difficile. Néanmoins, pour ce qui des inégalités
de r-recouvrement (2.10), Padberg et Rao [143| ont donné un algorithme polynomial
pour les séparer.



Chapitre 3

Types de sommets pairs et graphes
série-paralléles : caractérisations
polyédrales

Dans ce chapitre, nous donnons une caractérisation compléte du polytope ESNDP(G, ),
dans la classe des graphe série-paralléles et pour des types de sommets quelconques mais
tous pairs. Nous montrons que dans ce cas, le polytope ESNDP (G, r) est donné par les
contraintes triviales et les contraintes de coupe. De plus, sous ces mémes hypothéses,
nous obtenons une description linéaire compléte du polyédre associé aux solutions du
probléme ESNDP lorsqu’une aréte peut étre utilisée plusieurs fois dans la solution. Ce
travail a fait I’objet d’une publication dans [113|. Dans toute la suite de ce mémoire,
nous allons supposer que le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension, ¢’est-a-dire
que 'ensemble des arétes essentielles ES(G,r) est vide.

3.1 Introduction

De nombreux problémes d’optimisation combinatoire NP-difficiles, et en particulier ce-
lui de conception de réseaux fiables (sous certaines conditions sur le vecteur types de
sommets), peuvent étre résolus en temps polynomial dans la classe des graphes série-
paralléles [2, 23, 130, 157, 165]. D’un point de vue plus pratique, les graphes série-
paralléles peuvent étre également tres intéressants. En effet, la topologie des graphes
série-paralléles (qui sont des graphes creux) est parfois demandée pour les réseaux de



90 L4 YPES U SOLILIIICLS Palls ©L 51apllEs selle=pal dallclies. CalaticlisaluliUlls polycul ales

télécommunication.

Lors de la derniére décennie, le polytope ESNDP(G,r) a fait 'objet de nombreux
projets de recherche aussi bien pour des graphes quelconques [34, 35, 97, 98, 99, 100,
101, 161| que pour des graphes série-paralléles |6, 34, 35, 58, 60, 87, 131|. Et comme
nous avons pu le remarquer dans la section 2.4, la parité des types de connexité asso-
ciés aux sommets semble étre un facteur influent dans I'obtention d’une caractérisation
de ce polytope. Nous rappelons que les contraintes de partition sont alors dominées
par les contraintes de coupe. Par conséquent, de nombreux chercheurs ont restreint
leurs études a des types de sommets tous pairs. Ainsi, Mahjoub [131] a montré que
le polytope ESNDP(G,r) est complétement décrit par les contraintes triviales et les
contraintes de coupe quand G est un graphe série-paralléle et 7(v) = 2 pour tout v € V.
Par la suite, Baiou et Mahjoub [6] ont généralisé ce résultat a des types de sommets en
0 et 2 dans cette méme classe de graphes. Et récemment, Didi Biha et Mahjoub 'ont
étendu au cas 7(v) = k pour tout v € V' [58], puis au cas r € {0,k}" [60], ou k est un
entier pair non nul.

Le probléme de conception de réseaux aréte-fiables a également été trés souvent consi-
déré lorsque plusieurs copies d’une aréte sont autorisées dans la solution |4, 33, 44,
58, 60|. En effet, cette relaxation de ESNDP n’est pas sans intérét puisqu’elle permet
de produire une borne inférieure pour ESNDP. Ce probléme peut étre présenté de la
maniére suivante.

Probléme 3.1 Etant donnés un graphe G = (V,E), un vecteur types de sommets
r e ZX et un vecteur poids w € IRF associés auz arétes de G, le probleme consiste d
déterminer un vecteur entier x € Z¥ tel que le graphe H = (V, E(z)) est aréte-fiable
et Y .cpw(e)z(e) est minimum, ot E(x) est l'ensemble d’arétes obtenu en remplagant
chaque aréte e € E par x(e) copies.

Soit P(G,r) le polyédre associé aux solutions du probléme 3.1. Dans [44]|, Cornué-
jols, Fonlupt et Naddef ont considéré le probléme 3.1 pour des types de sommets
tous égaux a k ou k est un entier pair. Ils ont caractérisé le polyédre P(G,r) par les
contraintes de non-négativité et les contraintes de coupe dans la classe des graphes
série-paralléles. Dans [4], Baiou a montré que P(G,r) est complétement décrit par ces
mémes contraintes lorsque le graphe est série-paralléle et r € {0,2}". Ce que Didi Biha
et Mahjoub [60] ont étendu pour r € {0, k}" ou k est un entier pair non nul.

Une des grandes motivations dans la recherche de telles caractérisations est que le pro-
bléme de séparation des contraintes de coupe est polynomial. Ainsi, le probléme ESNDP
peut étre résolu en temps polynomial par un algorithme de coupes quand ESNDP(G, )
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est complétement décrit par les inégalités triviales et de coupe. Par conséquent, il nous
a semblé intéressant de généraliser les résultats précédents a des types de sommets
quelconques mais tous pairs.

Dans 63|, Duffin a défini les graphes série-paralléles de la maniére suivante.

Définition 3.1 Un graphe est dit série-paralléle s’il peut étre obtenu a partir du
graphe constitué de deux sommets liés par une seule aréte, en appliquant d’une maniére
récursive les deux opérations suivantes:

0, : dupliquer une aréte (i.e. ajouter une aréte joigant les mémes sommets),

6, : subdiviser une aréte (i.e. insérer un nouveau sommet de degré deux).

Nous pouvons remarquer que les graphes série-paralléles sont connexes. De plus, ils
possédent la propriété suivante.

Lemme 3.2 Si G = (V, E) est un graphe série-paralléle avec |V'| > 3, alors G contient
un sommet qui est adjacent a exactement deur sommets.

Preuve. Puisqu’'un graphe série-peralléle peut étre obtenu en appliquant récursive-
ment les deux opérations mentionnées précédemment, le dernier sommet ajouté par
Popération 0, est adjacent a exactement deux sommets. a

Tout au long de ce chapitre, nous considérons un graphe connexe G = (V, E) et un
vecteur types de sommets r € ZK. Nous rappelons qu’il existe au moins deux som-
mets de V' qui ont un type de connexité maximum, c’est-a-dire égal a 7,,,,. De plus,
nous supposons que ESNDP(G, ) est de pleine dimension. Notons par Q(G, ) le po-
lytope donné par les contraintes (2.1)-(2.3). Avant de donner le résultat principal de
ce chapitre, nous allons tout d’abord discuter de quelques propriétés structurales de

Q(G,r).

3.2 Propriétés structurales de Q(G,r)

Soit x une solution de Q(G, ). Durant toute la démonstration du résultat principal de
ce chapitre, nous serons amenés a considérer la restriction de x dans un graphe obtenu
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a partir de GG en contractant un sous-ensemble d’arétes. Ainsi, nous avons le lemme
suivant.

Lemme 3.3 Soit F' C E un sous-ensemble d’arétes qui induit un sous-graphe conneze
de G. Soit ' € IRP\" la restriction de x sur E \ F. Alors ' est une solution de

Q(G/F,’f’p)

Preuve. Il est évident que 2’ satisfait les inégalités triviales (2.1) et (2.2) de Q(G/F,rp).
Par ailleurs, toute coupe de G/F est également une coupe de G. Ainsi, les inégalités
de coupe (2.3) sont aussi satisfaites par 2’. Par conséquent, 2’ € Q(G/F,rr). O

Lemme 3.4 Soient §(W1) et 6(Ws) deux coupes serrées pour x telles que Wi MWy # ()
et r(Wy N Wy) < min{r(Wy \ W), r(Wy \ Wh)}. Alors

a) con(Wy \ Wy) = con(Wh),
con(Wo \ W1) = con(Ws).

b) (W1 \ Wa) et 6(Wy \ Wh) sont serrées pour x, et
x[Wl N WQ, Wl U Wg] =0.

Preuve. a) Nous démontrons le résultat pour Wy, la preuve étant similaire pour Ws.
Puisque (W N Wy) < min{r(W; \ W), r(Ws \ W1)}, nous avons

r(Wy) = max{r(WyNWsy),r(W;\ Ws)}
- T(Wl \ W2)7

et

PN, = max{r(W) N Wa), (7))
r(Wh).

Par conséquent, nous obtenons

con(Wi \ Wa) = min{r(W;\ W2_)>7’(W1 \W,)}
min{r(Wy),r(W)}
= con(Wy).

Par symétrie, nous avons également con(Wy \ W) = con(Ws).
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b) De a), nous avons

con(Wy \ Wa) + con(Wo \ Wy) = con(W;) + con(Ws)
= z(6(Wh)) +z(6(W2))
= $(5(W1\Wz))+$(6(W2\W1))+2 l’[WlﬂWQ,WlUWQ].

Et d’aprés les inégalités (2.1) et (2.3), nous obtenons

x(é(Wl \ Wg)) = CO’/L(Wl \ Wg),
x(é(Wg \ Wl)) = CO’/L(WQ \ Wl),
2[Wi N W, WL UW,] = 0. O

La propriété suivante caractérise la connexité des sous-ensembles de sommets induisant
des coupes serrées pour x. Elle nous sera trés utile pour la suite.

Lemme 3.5 Soit = une solution de Q(G,r) telle que x(e) > 0 pour tout e € E. Si

d(W) est une coupe serrée pour x, alors G(W) et G(W) sont tous les deux connezes.

Preuve. Supposons par exemple que G(W) n’est pas connexe. Soit (W1 W?) une
partition de W telle que [W?, WW?] = (). Puisque G est un graphe connexe, nous avons
(WL W] #0 et W2 W] # 0.

D’apreés les hypothéses, nous avons

W W] >0 et a[W? W] >0 (3.1)

De plus, puisque §(WV) est serrée pour x, nous devons avoir con(W) > 0. Ainsi, au
moins un des sous-ensembles W' et W2 a un type de connexité strictement positif.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que r(W1) > 0 et r(W?) < r(W?1).
Nous en déduisons alors

con(W) < con(W1). (3.2)

En effet, nous avons con(W) = min{r(W),r(W)}.
Or (W) = max{r(W),r(W?2)} = r(W?h). Si r(W?') > r(W), alors con(W) = r(W).
Et nous obtenons

1

con(Wh) = min{r(W'),r(W")} o
= min{r(Wl),mai{r(W2),7’(W)}}

max{r (W), (W)}

r(W)

con(W).

vl
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Si r(W?t) < r(W), alors con(W) = r(W1). Et nous obtenons

1

con(W') = min{r(W),r(W")} -
= min{r(W?), max{r(W?),r(W)}}

r(W1)

con(W).

Ainsi, I'inégalité (3.2) est prouvée. Puisque (W) est une coupe de G, nous avons
z(§(WY)) > con(W1). De plus, §(W?) = [W?!, W]. Nous déduisons donc

oW W] > con(WH). (3.3)
Par conséquent, des inégalités (3.1) et (3.3), nous obtenons

con(W) = x(é(WE B
2[WL W] + [ W2, W]
> con(Wh) + z[W?2 W]

> con(Wh).

Ce qui contredit I'inégalité (3.2). O
Les deux lemmes suivants donnent des propriétés concernant les arétes paralléles.

Lemme 3.6 Soient u et v deur sommets de G. Si x est un point extréme de Q(G, ),
alors [u,v] contient au plus une aréte ayant une valeur fractionnaire.

Preuve. Le lemme est immédiat si |[u, v]| = 1. Supposons que |[u, v]| > 2 et qu’il existe
deux arétes e; et ey de [u, v] telles que 0 < z(e;) < 1et 0 < x(ey) < 1. Soit 2’ € R” le
vecteur tel que

z(e) + € sie=ey,
r'(e) =1 z(e) —¢ sie = e,
z(e) sie € E\{ep, e},

ou € est un scalaire non nul. Puisque toute coupe de G contient [u,v] ou alors ne
I'intersecte pas, toutes les coupes qui sont serrées pour x le sont également pour z’. Or,
pour toute aréte e € E, 2/(e) est entier si z(e) 'est aussi. Ainsi, toutes les inégalités de
Q(G, r) qui sont satisfaites a I’égalité par x le sont également par x’. Mais ceci contredit
le fait que z est un point extréme de Q(G,r). O

Lemme 3.7 Soient u et v deuz sommets de G. Soient x un point extréme fractionnaire
de Q(G,r) et 2’ la restriction de x sur E \ [u,v]. Alors ' est fractionnaire.
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Preuve. Puisque x est un point extréme fractionnaire de Q(G,r), x est I'unique so-
lution d’un systéme dont les membres droits des équations sont entiers et tous les
coefficients sont 0 ou 1. Par conséquent, ' doit contenir au moins deux composantes
fractionnaires. Or, d’aprés le lemme 3.6, [u, v] contient au plus une seule aréte ayant
une valeur fractionnaire. Donc, 2’ est fractionnaire. O

3.3 ESNDP(G,r) dans les graphes série-paralléles

Le résultat principal de ce chapitre donne une description compléte de ESNDP(G, r)
par les inégalités triviales (2.1), (2.2] et de coupe (2.3) lorsque G est série-paralléle et
r(v) est pair pour tout v € V. Il est énoncé dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.8 Si G = (V, E) est un graphe série-paralléle et r(v) est pair pour tout
v eV, alors ESNDP(G,r) = Q(G,r).

Preuve. La démonstration est par récurrence sur le nombre d’arétes. Il n’est pas diffi-
cile de voir que le théoréme est vrai pour tout graphe ayant au plus deux arétes. Suppo-
sons qu’il est vrai pour tout graphe série-paralléle ayant au plus m arétes, et supposons
que G contient exactement m + 1 arétes. Supposons, au contraire, que ESNDP(G, r)
# Q(G, r). Puisque les inégalités (2.1)-(2.3) sont valides pour ESNDP(G, ), nous avons
ESNDP(G,r) C Q(G,r). De plus, toute solution entiére de Q(G, ) est également une
solution de ESNDP(G, r). Par conséquent il doit exister un point extréme fractionnaire
r € R de Q(G,7).

Assertion 3.8.1 z(e) > 0 pour tout e € E.

Preuve. Supposons qu’il existe une aréte eg € F telle que x(ep) = 0. Soit 2’ la restric-
tion de = dans le graphe G — eq. Il est clair que 2’ appartient & Q(G — eq, r). De plus, il
n’est pas difficile de voir que z’ est un point extréme de Q(G — eg, ). D’aprés le lemme
3.7, ' est fractionnaire, ce qui contredit notre hypothése de récurrence. O

Soit Ey l'ensemble des arétes e de E telles que z(e) = 1. Puisque x est un point
extréme de Q(G,r), il existe une famille de coupes {§(W;); i = 1,...,s} telle que x
soit I'unique solution du systéme

z(e) =1 pour tout e € Fj,
(3.4)
x(6(W;)) = con(W;) pouri=1,...,s,
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ou |E| = |Ey| + s. Nous rappelons que, par le lemme 3.5, les sous-graphes G(W;) et
G(W;) sont connexes, pour i = 1,...,s.

Une famille de sous-ensembles {S; C V; i = 1,..., s} est dite emboitée si S; C S; ou
S; C S;ou S;NS; =0, pour tout ¢ # j,. Une famille de coupes {0(S;); i =1,...,s} est
laminaire si la famille {S; C V; ¢ =1,..., s} est emboitée. Pour des types de connexité
tous égaux a 2, Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [44] ont montré que le systéme qui défini
un point extréme du polyédre associé aux solutions du probléme 3.1 peut étre choisi de
telle maniére que les coupes appartenant a ce systéme forment une famille laminaire.
Nous allons étendre, dans la prochaine assertion, cette notion de laminarité des coupes
a des types de sommets tous pairs, en nous restreignant néanmoins a certaines coupes.

Assertion 3.8.2 Soit 6(WW) une coupe serrée pour x. Alors le systéme (3.4) peut étre
choisi de telle maniére que si 6(W;) vérifie »(W \ W;) < min{r(W N W;),r(WUW,;)}
ou r(W NW;) < min{r(W \ W;),r(W; \ W)}, alors W; C W ou W; C W.

Preuve. Supposons qu’il existe une coupe §(W;) du systéme (3.4) telle que (W N
W;) < min{r(W \ W;),r(W; \ W)} (la démonstration est similaire si (W \ W;) <
min{r(W N W;),r(WUW,)}).

Par le lemme 3.4, les coupes (W \ W;) et 6(W; \ W) sont serrées pour z, et

con(W) = con(W \ Wy),

con(W;) = con(W; \ W),

W NW;, WuWw,] =0.
Ainsi, de cette derniére égalité, combinée avec I’assertion 3.8.1, nous obtenons [W N
W;,W UW,] = (. De plus, nous avons

2(0(W3)) = 2(6(W A\ W) + 2(6(W; \ W) — z(6(W)).
Par conséquent, I’équation z(6(W;)) = con(W;) est redondante par rapport aux égalités

2(5(W)) = con(1V),
2(8(W, \ W) = con(W; \ W),
2(5(W \ W,)) = con(W \ W),

Elle peut ainsi étre remplacée par ces équations dans le systéme (3.4). De plus, nous
avons W\ W; CW et W, \W CW. O

Assertion 3.8.3 Chaque variable z(f), ou f € E, a un coeflicient non nul dans au
moins deux équations du systéme (3.4).
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Preuve. Soit f une aréte de E. Il est clair que z(f) doit avoir un coefficient non nul
dans au moins une équation du systéme (3.4). Dans le cas contraire, nous pouvons
augmenter z(f) et obtenir une solution satisfaisant également le systéme (3.4), ce qui
est impossible.

Maintenant, supposons que 'aréte f = uv a un coefficient non nul dans exactement
une équation du systéme (3.4). Soit (3.4)" le systéme obtenu a partir de (3.4) en suppri-
mant ’équation contenant z(f) ainsi que les équations x(e) = 1 pour e € [u,v]. Nous
remarquons qu’aucune des variables z(e), pour e € [u,v], n’apparait dans le systéme
(3.4)". Posons F = [u,v] et soit 2’ la restriction de = sur £\ F. D’aprés le lemme 3.3,
¥ € Q(G/F,rp). Par ailleurs, 2’ est une solution du systéme (3.4)". Puisque ce der-
nier est un systéme non-singulier et chaque équation de ce systéme correspond a une
contrainte de Q(G/F,rr), ceci implique que z’ est un point extréme de Q(G/F,rr).
De plus, par le lemme 3.7, 2’ est fractionnaire. Etant donné que G//F est un graphe
série-paralléle ayant moins d’arétes que G, ceci contredit I’hypothése de récurrence. O

D’aprés le lemme 3.2 et du fait que le graphe G est série-paralléle, il doit exister
un sommet v de V' qui est adjacent a exactement deux sommets v, et vy de V. Notons
par [y (resp. Fy) ensemble des arétes entre v et vy (resp. entre v et vy). Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que

x(Fy) > x(Fy). (3.5)

Dans ’assertion suivante, nous allons montrer que la coupe §(v), si elle appartient au
systéme (3.4), n’est pas la seule coupe contenant Fj de ce systéme.

Assertion 3.8.4 Il existe une coupe §(W) serrée pour z telle que v € W, F} C 6(W),
W] >2et |W|>2.

Preuve. Supposons le contraire. D’aprés l'assertion 3.8.3, chaque variable z(e), ou
e € Fy, apparait dans au moins deux équations du systéme (3.4). Puisque G contient
au moins deux sommets de type de connexité maximum, les équations suivantes doivent
apparaitre dans le systéme (3.4),

2(0(v)) = r(v),

xz(e) =1 pour tout e € F}.

Nous avons, x(d(v)) = x(Fy) + x(F,). Or, par le lemme 3.6, au plus une aréte de I}
peut avoir une valeur fractionnaire. De plus, z(4(v)) et x(F}) sont entiers. Donc, nous
avons z(e) = 1 pour tout e € F, et 'équation x(d(v)) = r(v) est redondante dans le
systéme (3.4). Ainsi nous obtenons une contradiction. O
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D’aprés l'assertion 3.8.4, il existe une coupe §(W), serrée pour z, contenant Fj. Puisque,
d’aprés le lemme 3.5, G(W) et G(W) sont connexes, la coupe 6(WW) est telle que
F, C E(W). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que §(W) est une coupe
du systéme (3.4). Nous pouvons également supposer que, pour toute coupe 6(Z) du
sytéme (3.4) telle que Fy; C 0(Z) et Fy C E(Z), nous avons 7(Z \ {v}) > r(W \ {v}).
Posons W’ = W\ {v} (voir figure 3.1).

FiG 3.1

Dans la suite de cette démonstration, nous allons étudier la coupe 6(W). Plus parti-
culiérement, nous allons nous intéresser aux types de connexité de v et W', puis a la
relation que cette coupe permet d’établir entre z(F)) et z(Fy).

Assertion 3.8.5 z(Fy) — x(Fz) < con(W) — con(W").

Preuve. Puisque d(W) est une coupe serrée pour x, nous avons
z(S(W)) = z(Fy) + z[W', W] = con(W).
Par le fait que x € Q(G, 1), nous avons aussi
z(S(W) = z(Fy) + z[W', W] > con(W').

Par conséquent, nous obtenons z(Fy) — x(Fz) < con(W) — con(W"). O

Assertion 3.8.6 r(v) > r(WW’).
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Preuve. Supposons, au contraire, que r(v) < r(W’). Nous avons alors

con(W) = min{r(W),r(W) o
min{max{r(v),_r(W’)}, r(W)}
min{r(W’'),r(W)}.

Par définition de con(WW’), nous avons

con(W') = min{r(W’),r(W")} -
= min{r(W’), max{r(v),r(W)}}.

Si r(v) > r(W), alors, puisque par hypothése r(W') > r(v), il en découle que r(W’) >
r(W). Ainsi, nous avons con(W) = r(W). Par ailleurs, nous avons également con(W') =
min{r(W’),r(v)} = r(v). Par conséquent, con(W) < con(W’).

Si r(v) < r(W), alors con(W’') = min{r(W’),r(W)} = con(W). Finalement, nous
déduisons

con(W) < con(W'). (3.6)

Et par assertion 3.8.5, il en résulte que x(Fy) < x(F3). Donc, par l'inégalité (3.5),
x(Fy) = x(Fy). Cette derniére égalité combinée avec 'assertion 3.8.5 et 'inégalité (3.6)
nous donne con(W) = con(W").

Nous allons maintenant montrer que I’équation z(d(v)) = r(v) ne fait pas partie du
systéme (3.4). Pour cela, supposons le contraire. Par hypothése, G contient au moins
deux sommets ayant un type de connexité maximum. Donc, con({v}) = r(v). Puisque
d(W) est une coupe serrée pour x, nOUS avons

(W) = a(F)+z[W W
con(W)
= con(W').

5

Or z(Fy) = z(F}), donc

z(6(W') = x(Fﬂ%—x[W’,?]
W

Alinsi,
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Ce qui implique

(W' W] = con(W') — #
Puisque con(W’) est entier et r(v) est pair, z[W’, W] est entier. Or z(F}) +z[W', W] =
con(W') et x(Fy) = z(F,). Par conséquent, x(Fy) et z(Fy) sont entiers. Or, d’aprés
le lemme 3.6, F} et F, ne peuvent pas avoir plus d’une valeur fractionnaire. Ainsi,
nous obtenons z(e) = 1 pour tout e € Fy U F,. Mais cela implique que ’équation
z(6(v)) = r(v) est redondante dans le systéme (3.4), une contradiction.
Par conséquent, z(d(v)) = r(v) n’est pas une équation du systéme (3.4). Soit 6(W;)
une coupe du systéme (3.4) contenant Fj et telle que Fy, C E(W;). Remarquons que
d(W;) peut étre égal a 6(W). D’aprés 'hypothése de minimalité de type de connexité
sur W\ {v}, nous avons r(W;\ {v}) > r(W\{v}) = r(W’). Comme r(v) < r(W’), nous
obtenons r(W;\ {v}) > r(v), et ainsi con(W;) = con(W;\ {v}). Puisque xz(F}) = z(F3),
la coupe 6(W; \ {v}) est serrée pour z. Donc, dans le systéme (3.4), nous pouvons
remplacer toutes les équations z(0(W;)) = con(W;) telles que Fy C 6(W;) et Iy C
EW;) par z(6(W; \ {v})) = con(W; \ {v}). Soient (3.4)* le systéme ainsi obtenu
et 2’ la restriction de z sur E \ F;. D’aprés le lemme 3.7, 2’ est fractionnaire. De
plus, par le lemme 3.3, 2/ € Q(G/Fy,rp ). Soit (3.4)* le systéme obtenu a partir du
systéme (3.4)* en supprimant les équations z(e) = 1 pour e € F;. Nous remarquons
qu’aucune variable z(e), ot e € Fy, n’apparait dans le systéme (3.4)*, et que 2’ est une
solution de ce systéme. Or, G/F} est un graphe série-paralléle et |E'\ Fi| < |E|. Donc,
d’aprés 'hypothése de récurrence, Q(G/Fy, g, ) est entier. Puisque 2’ est une solution
fractionnaire de Q(G/Fy,rp,), il doit exister une solution entiére y’' de Q(G/Fi,rp,)
qui est également une solution du systéme (3.4)*. Par ailleurs, puisque z(F}) = z(F3),
Fy et F; sont de méme cardinalité. Posons F} = {e1,...,e;} et Fy = {f1,..., f;}. Soit
y € IR¥ la solution donnée par

‘(e siee E\ Fi,
yle) = y,(> . .\ o
y'(fi) sie=e¢; i=1,...,L

Nous allons montrer que y est une solution du systéme (3.4). Tout d’abord, remarquons
que y(e) = 1 pour toute aréte e € E telle que z(e) = 1, c’est-a-dire e € E. Considérons
maintenant une coupe 6(W;) du systéme (3.4).

- Si FiN6(W;) = 0, alors §(W;) est aussi une coupe du systéme (3.4)*'. Donc §(W;)
est serrée pour y'. Et ainsi y(6(W;)) = v/ (6(W;)) = con(W;).

- Si Fy C §(W;), alors 6(W;) est différent de §(v). Ainsi, nous pouvons supposer
que v € W; et que, par le lemme 3.5, F; C E(W;). Or, nous avons montré ci-
dessus que, dans ce cas, con(W;) = con(W;\ {v}) et 6(W;\ {v}) est une coupe du
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systéme (3.4)*. Donc, 6(W; \ {v}) est serrée pour y'. Du fait que y(F)) = y(F3),
nous obtenons

y(o(Wy)) = y(F1) +y[Wi\ {U}>Kz]
= y(F2) +y[W; \ {v}, W]
= y(OWi\{v}))
= y(6(W;\{v}))
= con(W; \ {v})
con(Wj)

Et ainsi, 6(W;) est serrée pour y.

Par conséquent, y est une solution du systéme (3.4). Puisque y # x, ceci contredit le
fait que z soit la solution unique du systéme (3.4). O

Assertion 3.8.7 r(W’) > 0.

Preuve. Supposons que r(W’) = 0. D’aprés I'assertion 3.8.3, il existe une coupe,
disons §(W3), du systéme (3.4) qui contient Fy. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que v € Ws. Puisque r(W’) = 0, nous avons r(W \ Ws) = 0. Ainsi, par
assertion 3.8.2, il s’en suit que Wy C W. Par conséquent, Wy = {v}. De plus, puisque
d(W3) est une coupe du systéme (3.4), il doit exister une aréte f € F; telle que 0 <
x(f) < 1. En effet, supposons, au contraire, que z(e) = 1 pour tout e € F,. D’aprés le
lemme 3.6, F} peut contenir au plus une aréte fractionnaire. Puisque r(v) est entier,
nous avons donc z(e) = 1 pour tout e € F;. Et I'équation x(§(Ws)) = con(Ws) est
redondante dans le systéme (3.4), une contradiction. Ainsi, Fy contient une aréte f qui
posséde une valeur fractionnaire. Cette aréte apparait dans exactement une équation
du systéme (3.4), en l'occurrence z(6(v)) = r(v). Mais ceci contredit I'assertion 3.8.30

Assertion 3.8.8 L’équation z(d(v)) = r(v) n’appartient pas au systéme (3.4).

Preuve. Supposons le contraire, c¢’est-a-dire que §(v) est une coupe du sytéme (3.4).
Nous allons tout d’abord montrer qu’il existe une aréte f; de F; dont la valeur z(f;) est
fractionnaire. En effet, si z(e) = 1 pour tout e € F}, alors nous devons avoir également
xz(e) = 1 pour tout e € F,. Sinon, il existerait au moins deux arétes de F, dont les
valeurs seraient fractionnaires, contredisant ainsi le lemme 3.6. Mais ceci implique que
I'équation z(d(v)) = r(v) est redondante dans le systéme (3.4), une contradiction.
D’une maniére similaire, nous pouvons montrer qu’il doit exister une aréte fo de Fy
dont la valeur z(f2) est fractionnaire. D’aprés le lemme 3.6, nous avons x(e) = 1 pour
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tout e € [y \ {f1} et z(e) = 1 pour tout e € F» \ {f2}.
D’autre part, par l'assertion 3.8.6, nous avons con(W) = r(v). Puisque 6(W) et d(v)
sont deux coupes serrées pour , nOus avons

(W) = z(F) + z[W', W] = con(W) = r(v),
z(6(v)) = z(F1) + z(Fy) = r(v).

Ce qui nous donne z[W’, W] = z(F,). Nous obtenons donc

(W) = z(F) +x[W' W]
> con(W').

De D'assertion 3.8.6, nous avons également con(W’) = r(W’). Etant donné que z(f5)
est fractionnaire, 2 z(F3) n’est pas pair. Par contre r(1W’) est pair. Nous en déduisons

donc
2(Fy) > T(VQV,). (3.7)
Puisque z(d(v)) = x(Fy) + z(F») = r(v), ceci implique, par l'inégalité (3.7), que
o(F) < r(v) — "I (3.8)

2

Maintenant, d’aprés 'assertion 3.8.3, il doit exister une autre coupe 6(W3) du systéme
(3.4), différente de 6(v), et qui contient fy. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que v € Wy. D’aprés le lemme 3.5, Fy C E(Ws). Posons Wy = W5\ {v} (voir
figure 3.2).

FiG 3.2

Nous allons maintenant montrer que

2(5(W3)) = r(v). (3.9)
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Pour cela, supposons au contraire que x(5(W3)) < r(v). Puisque z(6(W3)) > con(Ws),
nous avons alors con(W3) < r(v). Par conséquent, r(W3) < r(v). En effet, nous avons

con(Wy) = min{r(W3),r(W5)}
= min{r(W3), max{r(v),r(Ws)}}.
Or max{r(v),r(Ws)} > r(v) et con(W3) < r(v). Donc con(W}) = r(W;). Et ainsi
r(Wy) < r(v). Nous en déduisons alors que r(Ws,) = r(v). Puisque G contient au
moins deux sommets de type de connexité maximum, il en résulte que r(Ws) > r(v).
Nous avons donc
con(Ws) = min{r(Ws),r(Ws)}
= min{r(Ws),r(v)}
= r(v).
Alinsi, nous obtenons
con(Ws)
r(v).

Comme
z(6(W3)) = a(F1) + x[Wa, Wy
< r(v),

nous en déduisons x(Fy) > x(Fy), une contradiction avec (3.5). Par conséquent, 1'in-
égalité (3.9) est vérifice. Puisque 6(Ws) est une coupe serrée pour z, par (3.7), nous

avons
W/
x[Wa, W3] < con(Ws) — 7’(2 ) (3.10)
Finalement, de (3.8) et (3.10), nous obtenons
w(0(W3)) = x(Fr) + x[Wa, Wy
< r(v)— @ + con(Ws) — @
= r(v) + con(Ws) — r(W").
Et de (3.9), il en résulte que con(Ws) > r(W’).
Maintenant, nous allons montrer que
r(W N Ws) < min{r(W\ Wy),r(Wy\ W)}. (3.11)

Puisque v € W \ W,, d’aprés I'assertion 3.8.6, nous avons

r(WnNWy) <r(W') <r(v) =r(W\ Ws).
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Or con(Wy) > r(W') et con(Ws) = min{r(Ws),r(W3)}. Donc 7(W') < r(Ws). Ainsi,
r(Ws) = r(Wa \ W), ce qui implique que r(W N Wy) < r(Wy\ W).

Par conséquent, I'inégalité (3.11) est vérifice. Puisque v € WoNW, par 'assertion 3.8.2,
nous pouvons supposer que Wy C W. Mais, dans ce cas, nous avons F; C E(W), une
contradiction. O

Assertion 3.8.9 z(F)) — x(Fy) <r(v) —r(W’).

Preuve. Nous avons, d’aprés l'assertion 3.8.6, r(v) > r(W’). Donc, con(W) = r(v).
Ainsi, par l'assertion 3.8.5, x(F}) —x(F3) < r(v) —con(W’). Puisque con(W') = r(W"'),
il en résulte que z(Fy) — z(Fy) < r(v) — r(W’).

Maintenant, supposons, au contraire, que 1’assertion n’est pas vraie, c’est-a-dire que

z(F) — x(Fy) = r(v) — r(W').

Soit 6(W;) une coupe du systéme (3.4) contenant Fj telle que v € W;. Par Iassertion
3.8.8, nous avons 6(W;) # §(v). D’aprés 'hypothése de minimalité de type de connexité
de W\ {v}, nous avons r(W; \ {v}) > r(W \ {v}) = r(W’). Nous allons maintenant
montrer que con(W;) < r(v). En effet, supposons au contraire que con(W;) > r(v). 1l

n’est pas difficile de voir que #(W; \ {v}) > r(v) et (W) > r(v). Ainsi, nous obtenons

con(W;) = min{r(W;),r(W;)}
= min{max{r(v), T(Wz_\ {
= min{r(W; \ {v}),r(W;)

vh} r(Wi)}
}.
De plus, nous avons

con(Wi\{v}) = min{r(Wi\ {v}),r(Wi\{v})}
min{r(W; \ {v}), max{r(v),r(W:)}}
= min{r(W;\ {v}),r(W:)}.

Par conséquent, con(W; \ {v}) = con(W;), et

z(6(Wi\{v})) = z(6(Wy)) — x(F1) + z(F>)
con(W;) —r(v) + r(W’)
= con(W; \ {v}) —r(v) +r(W").

Par Passertion 3.8.6, nous obtenons z(6(W; \ {v})) < con(W; \ {v}), ce qui est impos-
sible.

Ainsi, con(W;) < r(v). De plus, nous avons r(W; \ {v}) = r(W’). Sinon, puisque par
hypothése r(W; \ {v}) > r(W’), nous aurions r(W; \ {v}) > r(W’). Or con(W;\ {v}) =
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min{r(W;\{v}), max{r(v),r(W;)}}, et par 'assertion 3.8.6, max{r(v),r(W;)} > r(W’).
Donc con(W; \ {v}) > r(W'). Ce qui implique que

(Wi \ {v}))
con(W; \ {v})
r(W’).

(Fy) + x[Wi \ {v}, W]

ARAVANI

Etant donné que

o(F) +2[Wi\ {v},W)] = 2(3(W3))

IA I
<
—
<
\'\/

il en résulte que z(Fy)—a(Fy) < r(v)—r(W'). Mais ceci contredit notre hypothése. Nous
obtenons donc r(W;\ {v}) = r(W’). Par conséquent, con(W;) = r(v) et con(W;\{v}) =
r(W'). D’ou

r(@(Wi\{v})) = 2(6(Wi)) —=(F1) + =(F2)
= con(W;) — x(Fy) + x(F»)

r(v) —r(v) +r(W’)

r(W’)

con(W; \ {v}).

Ainsi, la coupe §(W; \ {v}) est serrée pour z. De ce fait, si nous remplagons chaque
équation z(6(W;)) = con(W;) telle que Fy C §(W;) et v € W; par z(6(W; \ {v})) =
con(W; \ {v}) dans le systéme (3.4), nous obtenons un systéme (3.4)" qui admet z
comme solution unique. Soit 2’ la restriction de x sur E \ Fj. Soit (3.4)" le systéme

obtenu a partir de (3.4)" en supprimant toutes les équations x(e) = 1 pour e € Fj.
Il est facile de voir que 2’ est une solution de (3.4)”. De plus, par les lemmes 3.3 et
3.7, 2’ est une solution fractionnaire de Q(G/Fi,rr,). Or G/F; est un graphe série-
paralléle contenant moins d’arétes que G. Donc, par notre hypothése de récurrence,
Q(G/Fy,rp) est entier. Comme toutes les équations du systéme (3.4)"” correspondent
a des contraintes de Q(G/Fy,rr,), il doit exister une solution y’ de Q(G/Fy,rp,) satis-
faisant le systéme (3.4)"”. Nous sommes amenés a considérer deux cas.

Cas 1 z(e) = 1 pour tout e € Fy. Puisque z(F}) — z(F},) est entier et, par le lemme
3.6, F5 peut avoir au plus une aréte fractionnaire, nous avons également x(e) = 1 pour
tout e € Fy. Soit y € IR” la solution donnée par

[ () sie=FE\ Fi,
yie) {1 siee .
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Il est évident que y vérifie les contraintes triviales et les contraintes de coupe qui
ne contiennent pas Fj. Etant donné que x(e) = 1 pour tout e € Fj, nous avons
y'(Fy) = y(F2) = x(Fy). Considérons maintenant une coupe §(W;) du systéme (3.4)
contenant Fj. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v € W;. Comme
nous ’avons montré précédemment, la coupe §(W; \ {v}) est serrée pour z. Par consé-
quent, 'équation z(6(W; \ {v})) = con(W; \ {v}) appartient au systéme (3.4)”. Donc,
la coupe 6(W; \ {v}) est serrée pour y'. De plus, nous avons con(W; \ {v}) = r(W’) et
con(W;) = r(v). Ainsi

y(6(Wy)) = y(6(W;\{v})) +y(F1) — y(F2)
= YW\ {v})) +y(F1) — y'(F)
= con(W; \ {v}) + z(F1) — z(F3)
= con(W; \ {v}) +r(v) —r(W’)
= r(W')+r()—r(W)
= r(v)
= con(Wj;).

Et la coupe 0(W;) est serrée pour y.

Cas 2 Il existe une aréte f; € F telle que 0 < z(f1) < 1. Or z(Fy) — z(F3) est
entier. Ainsi, par le lemme 3.6, il doit exister une aréte fo € F; telle que 0 < z(f3) < 1
et z(fy) = (f1). Aussi, nous avons z(F}) —z(Fy) = |Fy| — |Fy|. Soit y € IR la solution
donnée par

y'(e) sie=FE\ F,

yle) =4 1 sie € F1\ {fi},

y'(f2) sie= fi.
Il est clair que y vérifie les contraintes triviales du systéme (3.4) ainsi que les contraintes
de coupe z(6(W;)) = con(W;) telles que Fy N o(W;) = (. Soit 6(WW;) une coupe du
systéme (3.4) telle que Fy C 0(W;) et v € W;. Alors, suite a la discussion ci-dessus,
d(W; \ {v}) est une coupe du systeme (3.4)". Ainsi y'(0(W; \ {v})) = con(W; \ {v}).
Par ailleurs, con(W; \ {v}) = r(W’) et con(W;) = r(v). Ainsi

y(6(Wy)) = y(@W;\{v})) +y(F1) — y(£2)
Y (W \ {v})) +y(F1) — y'(F2)
con(Wj \ {v}) +y(F1) — y'(F2)
r(W) + (JF| =1+ (f2) = (P2l = 1+ 9/ (f2))

= (W) =B+ A
= (W) +2(F) — x(F3)
= (W) +r(v) —r(W)

= r(v)
= con(Wj;).
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Par conséquent, la coupe 6(W;) est serrée pour y.
En conclusion, dans les deux cas, y est une solution du systéme (3.4). Puisque y # z,
nous obtenons une contradiction. a

Par les assertions 3.8.3 et 3.8.8, ainsi que par le lemme 3.5, il existe une coupe §(W;,)
du systéme (3.4) telle que F» C §(W;,) et Fy C E(W,,). Nous allons montrer que
con(Wy,) < con(W') = r(W'). Pour cela, supposons le contraire, ¢’est-a-dire con(W;,) >
con(W'). Nous avons alors

con(Wiy) = min{r(W;,),r(W;)}
= min{r(W,,), max{r(W\ W,,),r(WUW,)}}
> r(W).

Puisque v € W;,, nous avons alors r(W;,) > (') et ainsi, nous devons avoir max{r(W\
Wi),r(WUW,)} >r(W'). Oc W\ W,, CW’. Donc r(W\ W) <r(W), et

r(W\ W) <r(WUW,,).
Par ailleurs, v € W N W,, et, d’aprés I’assertion 3.8.6, r(v) > r(W’). Par conséquent
r(WA\ W) <r(WnWw,).
Il en résulte ainsi que
r(W\ W) < min{r(WnW,,),r(WUW;)}.

Etant donné que v € W NW,,, nous pouvons supposer, par l’assertion 3.8.2, que W;, C
W. Mais ceci implique que F; C §(W;,), une contradiction. Donc con(W;,) < con(W’).
Posons W = Wi, \ {v}. Puisque v € Wj, et, par 'assertion 3.8.6, r(v) > r(W’), nous
avons r(W;,) > r(W’). Par conséquent, con(W;,) = r(W;,) < r(W') < r(v). Etant
donné que G contient au moins deux sommets de type de connexité maximum, nous
avons r(Wj ) > r(v). Par conséquent con(W; ) = r(v). D’oi

2(6(W5,))

2(0(Wig)) — 2(F2) + x(F1)
con(Wy,) — x(Fy) + x(Fy)
con(W') — x(Fs) + x(F)
r(W') —z(Fy) + x(F).

A I

En combinant cette derniére inégalité avec ’assertion 3.8.9, cela nous donne

2(0(W)) < (W) +r(v) —r(W')

= r(v)
= con(W; ).
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Nous obtenons ainsi une contradiction qui termine la preuve de notre théoréme. O

Comme nous I’avons mentionné dans la section 3.1.2, le probléme de séparation des
contraintes de coupe peut étre résolu en temps pomynomial en utilisant un algorithme
de flot maximum. Ainsi, comme conséquence immédiate du théoréme 3.8, nous obte-
nons le corollaire suivant.

Corollaire 3.9 Le probleme ESNDP peut étre résolu en temps polynomial dans la
classe des graphes série-paralléles si les types de sommets sont tous pairs. O

3.4 Polytopes liés au ESNDP(G,r)

Soient G = (V, E') un graphe avec des cotits ¢(e) pour tout e € E et r € ZK un vecteur
types de sommets. Dans cette section, nous allons tout d’abord considérer le probléme
3.1, qui consiste & déterminer un vecteur entier z € IN” tel que

i) le graphe H = (V, E(x)) soit aréte-fiable, et

ii) > c(e)x(e) soit minimum.
c€E
Ici, E(x) correspond a l’ensemble d’arétes obtenu en remplagant chaque aréte e € E
par z(e) copies. Cette relaxation de ESNDP est importante parce qu’elle permet de
fournir une solution de coit inférieur par rapport au cas ou chaque aréte peut étre
utilisée une seule fois.

Soit P(G, r) 'enveloppe convexe des solutions de ce probléme, c¢’est-a-dire
P(G,r) = conv{x € ZZ | G(E(z)) est aréte-fiable}.

Il est clair que les contraintes (2.1) et (2.3) sont valides pour P(G, ). En effet, P(G,r)
n’est rien d’autre que le dominant de ESNDP(G, 7). Dans ce qui suit, en utilisant le
théoréme 3.8, nous allons montrer que ces inégalités suffisent pour décrire le polyédre
P(G,r) quand G = (V, E) est un graphe série-paralléle et r(v) est pair pour tout v € V.

Théoréme 3.10 Soit G = (V, E) un graphe série-paralléle. Si les types de connerité
sont tous pairs, alors P(G,r) est complétement décrit par les contraintes de non-
négativité (2.1) et les contraintes de coupe (2.2).
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Preuve. La démonstration utilise la méme idée que celle développée par Didi Biha et
Mahjoub [57, 60]. Soit P*(G, ) le polyédre défini par les inégalités (2.1) et (2.3), c’est-
a-dire P*(G,r) = {x € R” | z vérifie (2.1) et (2.3)}. Pour montrer le théoréme, il nous
suffit de prouver que les points extrémes de P*(G,r) sont tous entiers. Supposons au
contraire qu’il existe un point extréme fractionnaire 2 € IR” de P*(G,r). Considérons
alors le graphe G’ = (V, E') obtenu a partir de G en remplacant chaque aréte e de F
par [x(e)]| arétes e, ..., e[u). 1l est clair que G’ est série-paralléle. Par conséquent,
d’aprés le théoréme 3.8, P(G’,r) est entier. Soit 2/ € IR” la solution donnée par

(e;) =1 pouri=1,... [z(e)] — 1,

si x(e) #0
2'(e;) = xz(e) — [z(e) — 1] pour i = [z(e)].

Il n’est pas difficile de voir que 2’ satisfait les inégalités (2.1), (2.2) et (2.3). De plus
2’ est un point extréme de P(G’,r). En effet, supposons le contraire. Puisque P(G’,r)
est entier, il doit exister ¢ solutions entiéres, t > 2, y;,...,y; de P(G',r) et t scalaires
Aty ..y € IRy tels que 2 8’écrit comme combinaison convexe des points v, ..., v,
c’est-a-dire

t t
l’/:Z)\jy; et Z)\le
j=1 7=1

Soient 11, . ..,y; € IR” les solutions définies de la maniére suivante
[z(e)]
vi(e) = Y viles)
j=1

pour e € F et i = 1,...,t. Il n’est pas difficile de voir que yi,...,y, € P*(G,r). De
plus, nous avons

t
T = Z )\jyj,
j=1

ce qui contredit le fait que x est un point extréme de P*(G,r).
Par conséquent, =’ est un point extréme de P(G’,r). Puisque 2z’ est fractionnaire et G’
est série-paralléle, ceci contredit le théoréeme 3.8. O

Soit S C V' un sous-ensemble arbitraire de sommets. Considérons le polyédre P%(G,r)
obtenu a partir de P*(G, ) en ajoutant les contraintes {z(d(v)) = r(v); v € S}. Dans
[88], Goemans et Bertsimas ont montré que les programmes linéaires

min{cz | z € P*(G,r)} et min{cz | x € P{(G,r)}
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ont la méme solution optimale si les cotits (c(e) | e € F) satisfont I'inégalité triangu-
laire (c’est-a-dire c(e) + ¢(f) > ¢(g) pour tout triplet d’arétes (e, f, g) définissant un
triangle). Ils ont fait référence a cette propriété en terme de propriété parcimonieuse.

Soient G = (V, E') un graphe série-paralléle et r € ZK un vecteur types de sommets tel
que 7(v) est pair pour tout v € V. D’aprés le théoréme 3.10, le polyédre P*(G,r) est
entier. Puisque P%(G,r) est une face de P*(G, 1), il s’en suit que P&(G,r) est également
entier. Par conséquent, le probléme 3.1 est équivalent au programme linéaire

min{cz | z € P;(G,r)}. (3.12)

Or, pour tout sommet v € V tel que r(v) = 0, nous avons z(d(v)) = r(v) = 0. Ainsi,
pour résoudre le programme linéaire (3.12), nous pouvons supprimer ces sommets de
type de connexité nul.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme de conception de réseaux
fiables pour des types de sommets tous pairs. Nous avons ainsi montré que les inéga-
lités triviales et les inégalités de coupe sont suffisantes pour décrire complétement le
polytope associé aux solutions du probléme ESNDP dans la classe des graphes série-
paralléles. Etant donné que le probléme de séparation des contraintes de coupe est
polynomial, nous avons donné un algorithme de coupes pour résoudre en temps poly-
nomial le probléme de conception de réseaux fiables. Comme conséquence, nous avons
montré que les contraintes de non-négativité et les contraintes de coupe caractérisent
le polyédre quand plusieurs copies d’une aréte sont autorisées.

Dans la classe des graphes série-paralleles, les inégalités triviales et celles de coupe
ne sont pas suffisantes pour décrire le polytope ESNDP(G, r) lorsque certains sommets
ont un type de connexité impair. Dans le chapitre suivant, nous nous proposons d’étu-
dier le probléeme ESNDP dans ce cas de figure, c’est-a-dire pour des vecteurs types
de sommets combinant des valeurs paires et impaires. Par ailleurs, si nous ne nous
restreignons pas a la classe des graphes série-paralléles, de nouvelles inégalités inter-
viennent dans la description du polytope ESNDP(G, 7). C’est le cas par exemple des
contraintes de F-partition introduites par Mahjoub [131]|. Ainsi, de maniére a déve-
lopper un algorithme de coupes et branchements le plus efficace possible, nous nous
sommes intéressés, dans le chapitre 6, a l'utilité de ces derniéres inégalités dans une
telle approche pour résoudre le probléme de conception de réseaux fiables.



Chapitre 4

Le probléeme ESNDP avec des types
de sommets en ket k+1, k> 1

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de conception de réseaux fiables
lorsque le vecteur types de connexité associés aux sommets prend ses valeurs dans
{k,k + 1}, ou k est un entier non nul. Dans un premier temps, nous étudions la
complexité du probléme de séparation des inégalités de partition. Nous montrons que
ce probléme est polynomial si » € {1,2}V, en le ramenant & la minimisation d’une
fonction sous-modulaire. Puis nous donnons une caractérisation compléte du polytope
ESNDP(G,r) par les contraintes triviales, de coupe et de partition, quand k£ = 1 et
le graphe G est série-paralléle. Par la suite, nous généralisons les contraintes dites de
SP-partition, valides pour ESNDP dans la classe des graphes série-paralléles, pour des
vecteurs types de sommets généraux. Ceci nous permet d’obtenir une caractérisation
compléte du polytope ESNDP(G, r) lorsque r € {k,k + 1}V et k impair, dans cette
classe de graphes. Ce travail va faire ’objet d’une publication [114].

4.1 Motivation et introduction

Le probléme de conception de réseaux fiables semble se compliquer lorsque le vecteur
types de sommets peut prendre des valeurs impairs. En effet, pour de telles configu-
rations, les contraintes de partition (2.7) ne sont plus dominées par les contraintes de
coupe (2.3). De plus, la présence de sommets optionnels, ¢’est-a-dire ayant un type de
connexité nul, augmente & priori cette difficulté. Ainsi, pour les quelques caractérisa-
tions du polytope ESNDP(G,r) que nous connaissons [6, 33, 58, 60, 87, 97, 131], le
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probléme ESNDP considéré combine ni des types de sommets pairs et impairs, ni des
types de sommets nuls et impairs.

Cependant, a l'origine, le probléeme ESNDP est issu d’un probléme de sécurisation
dans les réseaux téléphoniques. Dans de tels réseaux, il existe

e des sommets spéciaux pour lesquels r(v) = 2,
e des sommets ordinaires pour lesquels r(v) = 1, et

e des sommets optionnels pour lesquels r(v) = 0.

Par conséquent, la réalité pratique (et industrielle) veut que nos modéles utilisent une
connexité faible et mettent en jeu des types de sommets pairs et impairs. Ceci est une
des raisons qui nous a amené a étudier le probléme de conception de résaux fiables avec
d’une part r € {1,2}V et d’autre part r € {0,1}V. Cette derniére propriété du vecteur
r est ’objet du chapitre 5.

Par ailleurs, des types de sommets supérieurs a deux vont vraisemblablement jouer un
role prépondérant dans les réseaux futurs. C’est pourquoi, il nous a semblé intéressant
d’étendre cette étude a des vecteurs r € {k,k + 1}V, avec k > 2.

Comme nous ’avons mentionné dans la section 3.1, les graphes série-paralléles per-
mettent d’obtenir une caractérisation compléte du polytope ESNDP(G,r) sous cer-
taines conditions sur le vecteur r. Ainsi, pour des types de sommets uniformes (pairs ou
impairs), de telles caractérisations sont connues. Dans [131], Mahjoub a complétement
caractérisé le polytope ESNDP(G,r) par les contraintes triviales et de coupe lorsque
r(v) = 2 pour tout v € V et G est série-paralléle. Par la suite, ce résultat a été étendu
au cas r(v) = k pour tout v € V, ot k est un entier pair, par Didi Biha et Mahjoub [58].

Lorsque tous les sommets ont un type de connexité égal a 1, Grotschel et Monma
[97] ont donné une description compléte du polytope ESNDP(G, r) par les contraintes
triviales, de coupe et de partition. Nous faisons remarquer que cette caractérisation
est valable pour un graphe G quelconque (pas nécessairement série-paralléle). Si main-
tenant, le vecteur types de sommets est tel que r(v) = k pour tout v € V, ou k est
un entier impair, Chopra [?] a introduit une nouvelle famille d’inégalités valides pour
le probléme 3.1 qaund G est outerplanaire (un graphe est dit outerplanaire s’il est
constitué d’un cycle avec des cordes qui ne s’intersectent pas). Par la suite, Didi Biha
et Mahjoub [58] ont étendu ces inégalités aux graphes série-paralléles. Ils ont montré
que ces contraintes, appelées contraintes de SP-partition, sont également valides pour
le probléme ESNDP lorsque G est série-paralléle. De ce fait, ils ont obtenu une carac-
térisation compléte du polytope ESNDP(G, r) par les contraintes triviales, de coupe et
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de SP-partition dans la classe des graphes série-paralléles et pour des types de som-
mets tous égaux & un entier impair. A notre connaissance, ces caractérisations sont les
seules mettant en jeu des types de connexité impairs pour le probléme de conception
de réseaux fiables.

Etant donné le role majeur que jouent les contraintes de partition lorsqu’interviennent
des types de sommets impairs, la premiére question sur laquelle nous nous sommes
penchés est celle de leur probléme de séparation.

4.2 Séparation des contraintes de partition

Dans la section 2.5.3, nous avons évoqué les inégalités de partition pour le probléme
de conception de réseaux fiables. Introduites par Grotschel, Monma et Stoer [98, 99],
ces inégalités se présentent de la maniére suivante. Etant données une instance (G, )
du probléme ESNDP et une partition (V4,...,V,), p > 2, de V, posons

={i|con(V;)=1;,i=1,...,p},
L={i|con(V;) >2;i=1,...,p}.
Alors I'inégalité
P — 1 si ]2 = @,
2(0(Vi,-. V) >
[% > con(Vi)-‘ +|I;| sinon,

i€l

(4.1)

est valide pour ESNDP. Par ailleurs, cette inégalité peut définir une facette pour le
polytope ESNDP(G,r)[98, 99]. Dans cette section, nous nous proposons d’étudier le
probléme de séparation de ces contraintes.

Dans le cas général, c’est-a-dire lorsque r € ZK, le probléme de séparation des in-
égalités (4.1) est NP-difficile. En effet, Grotschel, Monma et Stoer [100]ont considéré
le probléme 2.5 qui consiste a déterminer un sous-ensemble d’arétes de cardinalité mi-
nimum déconnectant trois sommets donnés. Ils ont ramené la recherche d’une inégalité
(4.1) la “plus violée” au probléme 2.5. Or Dalhaus et al. [55] ont montré que le probléme
2.5 est NP-difficile. De plus, Grotschel, Monma et Stoer [100| ont prouvé qu’avec un
algorithme exact de séparation pour une classe d’inégalités avec certaines propriétés, il
est possible de résoudre en temps polynomial le probléme consistant a rechercher une
inégalité la “plus violee” pour cette classe. Par conséquent, séparer les inégalités (4.1)
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est un probléeme NP-difficile.

Cependant, sous certaines conditions sur le vecteur types de sommets, le probléme
de séparation des inégalités de partition peut étre résolu en temps polynomial. C’est
ce que nous allons montrer dans la suite de cette section.

4.2.1 Types de sommets uniformes

Soient G = (V, E) un graphe et x € IRE un vecteur poids associés aux arétes de F.
Etant donnés une partition (S, ..., Sp), p > 2, de I'ensemble V' et deux scalaires a,
b € IR, considérons l'inégalité

z(0(S1,...,5p)) > ap+0b. (4.2)

Pour certaines instances du probléme ESNDP, les contraintes de partition correspon-
dantes s’écrivent sous la forme (4.2). Un des cas le plus connu est celui ou a = 1 et
b = —1. En effet, sous ces hypothéses, les inégalités de partition définissent le domi-
nant du polytope des arbres couvrants |97]. Nous rappelons que le probléme de ’arbre
couvrant de poids minimum n’est rien d’autre que le probléme ESNDP avec des types
de sommets tous égaux a 1.

Le probléme de séparation des inégalités (4.2) a déja été étudié dans la littérature [5].
Plus particuliéerement, Baiou, Barahona et Mahjoub ont prouvé le résultat suivant.

Théoréme 4.1 |5| Le probleme de séparation des inégalités (4.2) est polynomial. O

En plus de montrer la complexité du probléme, ils ont donné un algorithme polynomial
pour séparer ces contraintes. Leur démarche est présentée briévement ci-apreés.

Si a < 0, alors le probléme de séparation des inégalités (4.2) peut étre résolu par
la recherche d’une coupe minimum. Ainsi, I’étude du probléme peut se restreindre au
cas a > 0. Ainsi, sans perte de généralité, il peut étre supposé que a = 1. Baiou,
Barahona et Mahjoub ont alors été amenés a considérer deux cas: b < —1 et b > —1.

Le premier cas a tout d’abord été étudié par Cunningham [51] qui a ramené le probléme
de séparation des inégalités (4.2) a | E'| problémes de coupes minimum. Plus récemment,
Barahona [11] 'a ramené a |V| problémes de coupes minimum. L’algorithme de Bara-
hona est présenté dans la section 6.2.4.
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Pour le cas b > —1, Baiou, Barahona et Mahjoub ont considéré le probléme
minimiser z(6(S1,...,5,)) —p

parmi toutes les partitions (Si,...,S,) de V telles que p > 2. En utilisant un algo-
rithme de Queyranne [153] pour minimiser une fonction sous-modulaire symétrique, ils
ont ramené le probléme de séparation des inégalités (4.2) & |V|* problémes de coupes
minimum.

Dans la suite de ce travail, nous serons amenés a considérer des graphes dont tous
les sommets ont un type de connexité égal & 1. Ainsi, nous énoncons le corollaire sui-
vant.

Corollaire 4.2 |11, 51| Lorsque r(v) = 1 pour tout v € V, le probléeme de séparation
des inégalités

z(0(Vh,..., V) >p—1

est polynomial. O

4.2.2 Types de sommets en 1 et 2

Le probléme de conception de réseaux fiables avec de faibles conditions de fiabilité,
c’est-a-dire ., = 2, a suscité Iattention de nombreux chercheurs. En effet, ce pro-
bléme est trés répandu dans la pratique. Ainsi, puisque les inégalités de partition (4.1)
peuvent définir des facettes du polytope ESNDP(G, r) quand r € {0,1,2}" il est trés
intéressant d’étudier le probléme de séparation de ces inégalités pour de tels vecteurs
types de sommets.

Soient G = (V, E) un graphe, r € {0, 1,2}V un vecteur types de sommets et (V4, ..., V,),
p > 2, une partition de V' telle que r(V;) > 1 pour tout i = 1,...,p. La contrainte de
partition (4.1) s’écrit alors sous la forme

P — 1 Si ]2 — @7
c(6(Vi,... V) > (4.3)

P sinon,

ouly={i|con(V;)=2;i=1,...,p}.
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S’il existe au moins un sommet de V ayant un type de connexité nul, alors le pro-
bleme de séparation des inégalités (4.3) est NP-difficile. En effet, si r € {0,1}V, le
probléme ESNDP n’est rien d’autre que le probléme de I'arbre Steiner (voir chapitre
5). Et pour ce dernier probléme, Grotschel, Monma et Stoer [100] ont montré que le
probléme de séparation des inégalités

2(6(Vi, ..., V) = p—1 (4.4)

induites par une partition (Vi,...,V,) de V avec r(V;) = 1 pour tout i = 1,...,p,
est NP-difficile. Néanmoins, si le graphe G est planaire et les sommets de type 1 ap-
partiennent a la face extérieure du graphe, Grotschel, Martin et Weismantel [96] ont
prouvé que le probléme de séparation des inégalités (4.4) peut étre résolu en temps
polynomial.

Du fait du caractére NP-difficile du probléme de séparation de (4.4), nous avons res-
treint notre étude a des types de sommets en 1 et 2. Nous avons alors le résultat
suivant.

Théoréme 4.3 Le probléme de séparation des inégalités (4.3) est polynomial si les
types de sommets sont en 1 et 2.

Preuve. Supposons que 7(v) € {1,2} pour tout sommet v € V. Nous savons, par
hypotheéses, qu’il existe au moins deux sommets de V' ayant un type de connexité égal
a 2. De plus, r(V;) = max {r(v) | v € V;} pour tout i = 1,...,p. Par conséquent, il
existe au moins un sous-ensemble de la partition ayant un type de connexité égal a 2.
Ainsi, toute partition (Vi,...,V},), p > 2, de V est dans une des deux configurations
suivantes

i) exactement un sous-ensemble de la partition est de type 2,

ii) au moins deux sous-ensembles de la partition sont de type 2.

Etudions indépendamment ces deux configurations.

Configuration i) S’il exite un unique élément de la partition ayant un type de
connexité égal a 2, il n’est pas difficile de voir que con(V;) = 1 pour tout i = 1,...,p.
Ainsi, la contrainte de partition s’écrit

2(6(Vi, ..., V) = p—1. (4.5)

Considérons alors le graphe G; = (V4, E}) obtenu a partir de G en contractant ’en-
semble des sommets de type de connexité 2. Le sommet résultant de cette contraction
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étant le seul sommet de V] ayant un type de connexité égal a 2, nous pouvons ramener
son type a 1. Ainsi, nous pouvons supposer que 7(v) = 1 pour tout v € V;. Puisque,
dans le graphe G, tous les sommets de type 2 sont dans le méme sous-ensemble d’une
partition de configuration i), chercher une inégalité (4.5) violée dans G se raméne a
chercher une inégalité (4.5) dans G;. Or, comme nous ’avons mentionné dans le co-
rollaire 4.2, le probléme de séparation des inégalités (4.5) peut étre résolu en temps
polynomial. Par conséquent, nous pouvons séparer en temps polynomial les inégalités
(4.5) dans le graphe G.

Configuration ii) Pour une telle configuration, nous avons con(V;) = r(V;) pour
tout i = 1,...,p. Ainsi, I, # (. De ce fait, la contrainte de partition correspondante
est

H6h - V) 2 p (16)

Considérons alors le probléme
minimiser z(6(V1,...,V,)) —p (4.7)

avec p > 2. Ce probléme est appelé probléme de la multicoupe. Dans [5], Baiou, Ba-
rahona et Mahjoub ont montré que le probléme (4.7) est équivalent & minimiser la
fonction

9(5) = x(6(5)) = 2+ min {z(ds(Th, ..., 1)) = (k = 1)},

ou S C Vet (Ty,...,T}) est une partition de S pouvant éventuellement étre une
partition simple, c’est-a-dire k = 1. En effet, nous avons

eB(Vi V) —p = 2(804) + 2(8(Var... V) —p— 242
= 2(8(V1) — 2+ 2(bp, (Var. . V) — (0 — 1) — 1),

En posant, S =V, k=p—1et T, = Vi, pour tout i = 1, ..., k, nous obtenons bien
la fonction g. De plus, Baiou, Barahona et Mahjoub [5| ont montré que la fonction g
est sous-modulaire. Par conséquent, le minimum du probléme de la multicoupe peut
étre obtenu en minimisant la fonction sous-modulaire g.

Plus précisément, notre probléme consiste a trouver le minimum de (4.7) avec la
condition qu’au moins deux sous-ensembles de la partition sont de type 2. Posons
Uy = {uy,...,us} Pensemble des sommets de type de connexité 2. Nous cherchons
alors le minimum de (4.7) de telle maniére qu'il existe w;,, uj, € Us, ig # jo, n'ap-
partenant pas au méme sous-ensemble de la partition ainsi trouvée. Puisque (4.7) est
équivalent & minimiser la fonction g, nous pouvons supposer, sans perte de généralité,
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que u;, € S et u;, € S. Ainsi, pour tout couple u;, uj € Uy, i # j, posons Uy = {u;, u;}.
Considérons alors le probléme

minimiser ¢(.5)
(4.8)
SNU;| =1, ScV.

La condition |SNU;;| = 1 du probléme (4.8) peut étre modélisée en associant des poids
aux sommets du graphe. Ainsi, soient w;, w; € IRV les vecteurs poids définis de la
maniére suivante

0 SiUEV\U@j, 0 SiUEV\U@j,
w;(v) =¢ =M siv =, et w;(v) = M siv =,
M si v = vj, —M si v = vj,

ou M est un scalaire suffisamment grand. Considérons alors les fonctions
hi(S) = g(5) + wi(S) et hi(S) = g(S) + w;(9),

ou S C W. Les fonctions h; et h; correspondent respectivement au probléme (4.8) avec
les conditions S NU;; = {w;} et SNU;; = {u;}. Le probléme (4.8) est donc équivalent
a minimiser

{min £;(S), min h;(S)},

ou S C V. Puisque les fonctions g, w; et w; sont sous-modulaires, il est clair que les
fonction h; et h; le sont aussi. Par conséquent, le minimum des fonctions h; et h; peut
étre trouvé en temps polynomial en utilisant I’algorithme de Schrijver [159] ou celui de
Iwata, Fleischer et Fujishige [107]. Ainsi, le probléme (4.8) est polynomial.

Par ailleurs, en résolvant les C? problémes (4.8) correspondants & tous les couples
de sommets distincts de Us, et en considérant leur minimum, nous obtenons le mini-
mum de (4.7) avec la condition que la partition ainsi trouvée est dans la configuration

ii). Ainsi, le probléme de séparation des contraintes (4.3), induites par des partitions
s(s—1)
2
étant polynomiaux. O

de configuration ii), se raméne a une séquence de problémes (4.8), ces derniers

Remarque 4.4 Sir € {k,k+ 1}V avec k > 2, alors nous ne connaissons pas d’algo-
rithme polynomial pour séparer les contraintes de partition (4.1). En effet, ces derniéres
s’écrivent sous la forme

60he V) 2 [0+ )|
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0U pr41 représente le nombre de sous-ensembles de la partition (Vi,...,V,) ayant un
type de connexité égal a k+1. La complexité du probleme de séparation de ces contraintes
reste une question ouverte.

Pour des types de sommets tous égaux a 1 et 2, le probléme de séparation des inégaliés
de partition (4.3) est donc polynomial. Par la méthode des ellipsoides, il résulte que le
probléme ESNDP peut étre résolu en temps polynomial si le polytope ESNDP(G, ) est
complétement décrit par les contraintes triviales et les contraintes de partition (4.3).
Dans la prochaine section, nous montrons que les graphes série-paralléles permettent
une telle description de ESNDP (G, 7).

4.3 Le polytope ESNDP(G,r) dans les graphes série-
paralléles

Soient G = (V, E') un graphe connexe et r € ZK un vecteur types de sommets. Suppo-
sons qu’il existe au moins deux sommets de V' ayant un type de connexité maximum.
Supposons également que ESNDP(G, ) est de pleine dimension. Etant donnée une
partition (V4,...,V,), p > 3, de V, nous dirons que (V4,...,V,) est une partition de
type 1 (resp. partition de type 2) si elle est dans la configuration i) (resp. configuration
ii)) énoncée dans la preuve du théoréme 4.3. Bien que la notion de partition soit une
généralisation de celle de coupe, nous serons souvent amenés a faire la distinction entre
ces deux notions pour des facilités de compréhension. Soit R(G, 1) le polytope donné
par les contraintes

z(6(W)) > con(W) pour tout W C V, W # 0, (4.9)
z(6(V1,...,V,) >p—1 pour toute partition (Vi,...,V,) de type 1, (4.10)
x(6(V1,....Vp) >p pour toute partition (Vi,...,V,) de type 2, (4.11)
z(e) >0 pour tout e € E, (4.12)
z(e) <1 pour tout e € E. (4.13)

Dans la section suivante, nous allons donner quelques lemmes techniques qui nous
seront utiles dans la preuve du résultat principal de ce chapitre.
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4.3.1 Propriétés structurales de R(G, 1)

Soit x une solution de R(G, ). Les trois premiers lemmes nous donnent des informations
sur la structure des partitions et des coupes serrées pour une x.

Lemme 4.5 Soient 71 = (V4,...,V,), p > 3, une partition de V serrée pour x et
7 = (V{,...,V,_1) la partition définie de la maniere suivante

V=V pourt=1,....i—1,i+1,...,5—1,

V= VU,

Vi =Vin pourt=74,...,p—1,

pouri, j €{1,...,p}, i <j.
i) Si T est une partition de type 1, alors
z[V;, V;] < 1. (4.14)

i) Sim est une partition de type 2, et

ii.a) 7' est une partition de type 1, alors

AES! (4.15)
ii.b) 7' est une partition de type 2, alors

z[V;, V] < L (4.16)

De plus, si x vérifie ces inégalités a [’égalité, alors la partition 7' est aussi serrée pour
x.

Preuve. Nous allons démontrer le i) (le preuve du ii) est similaire). Puisque 7 est une
partition de type 1, il est clair que 7" est également de type 1. D’ou
(VY. V) =2 (p-1)—-1=p-2

p

Or, 2(3(V},...,V}1)) = 2(0(Vi,.... V) — alVi, Vi) et 2(8(Vi,..., ;) = p — L. Par

p
conséquent,

eV, Vil = a(6(Vi,..., V) —a(0(V), ..., V)

p—1-(p-2)
1.

IN
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De plus, si z[V;, V;] = 1, alors nous avons

2OV, Vo)) = 20V, Vp)) — alv, Vi

= p—-1-1
= p—2
Donc (V{, ...,V _) est également une partition de type 1 serrée pour z. O

Lemme 4.6 Soient §(W) une coupe serrée pour x et (W', W?2) une partition de W .
i) Si (WY, W2 W) est une partition de type 1, alors
oW W32 > 1. (4.17)
i) Si (WY, W2 W) est une partition de type 2, alors

oW W2 > 3 — con(W). (4.18)

Preuve. Nous allons démontrer le i) (la preuve du ii) est similaire). Nous avons

(WL W2 W) = z(6(W)) + z[W, W2
= con(W) +z[W? W?2.

Or (W, W2 W) est une partition de type 1. Donc au plus un des sous-ensembles
parmi W', W2 et W est de type 2. Par conséquent, nous avons soit r(WW) = 1, soit
r(W) = 1. Ainsi con(W) = min{r(W),r(W)} = 1. Nous obtenons donc z[W?! W?] =
r(S(WHLW2W)) — 1. De plus, z(6(WHL W2 W)) > 3 -1 = 2. 1l en résulte alors
z[WH W2 > 1. O

Lemme 4.7 Soient m = (V4,...,V},), p > 3, une partition de V serrée pour x, et
(Vi', V) une partition de V;, pour i € {1,...,p}. Soit ©' = (V{,..., V], ) la partition
définie de la maniére suivante

Vi=1V; pourj=1,...,7—1,
V/:Vl

V;/_H:V;z,

Vi=Vi, pour j=1i+2,....,p+ 1.

i) Sim est de type 1, et

i.a) 7' est de type 1, alors

e[VL VA > 1 (4.19)
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i.b) 7' est de type 2, alors

z[ViH, V2] > 2. (4.20)

K3 K3

i) Sim est de type 2, alors

2V VP > L (4.21)

Preuve. Nous allons démontrer le i.a) (la preuve est similaire pour i.b) et ii)). Puisque
7' est une partition de type 1, nous avons

(VY- Vo) = a(0(Vi,... V) +a[Vi V]
= p_1+x[‘/i1a‘/i2]
> p

Par conséquent, nous obtenons x[V;!, V2] > 1. O

Une conséquence directe des lemmes 4.6 et 4.7 est la suivante.

Remarque 4.8 Pour toute partition (V4,...,V,), p > 3, de V' (resp. coupe 6(W),
W C V) serrée pour une solution de R(G,r), les sous-graphes G(V;) pour tout i =

1,...,p (resp. G(W) et G(W)) sont connexes. O
D’une maniére similaire au lemme 3.3, nous pouvons montrer le lemme suivant.

Lemme 4.9 Soit F' C E un sous-ensemble d’arétes qui induit un sous-graphe conneze
de G. Soit € IRE\" la restriction de x sur E \ F. Alors ' est une solution de

R(G/F,’f’p) O

Dans [44], Cornuéjols, Fonlupt et Naddef ont introduit la notion de familles intersec-
tantes pour des types de sommets tous égaux a 2. En nous restreignant a certaines
coupes serrées pour x, nous adaptons cette notion a des types de sommets en 1 et 2.

Lemme 4.10 Soient 6(Wh) et §(Ws) deuz coupes serrées pour x telles que con(Wy) =
con(Wa) =2, WiNWy £ 0, Wy UWy #£ 0 et 7(Wy NWo) = r(WyUW,) = 2. Alors
(WiNWsy) et 6(Wy U W,) sont serrées pour x et x(e) = 0 pour tout e € [Wy\ Wa, Wa \
Wwhl.
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Preuve. Puisque r(W; N Ws) = 2 et (W, UW,) = 2, nous avons
con(Wy N Wy) = min{r(Wy N Wa),r(W N W,)} =2
et
con(Wy, UWy) = min{r(W, UW,),r(W, UWs,)} = 2.
Ainsi
con(W1 N Wy) + con(W, UW,) = con(Wy) + con(Wy).
Etant donné que 6(W;) et §(Ws) sont deux coupes serrées pour x, nous avons

z(0(Wh)) +z(8(W2)) = z(6(W1 N W) 4+ x(6(Wy UW,)) + 2 x[Wy \ Wa, Wy \ W]
con(W1) + con(W53)
con(Wr N Wy) + con(Wy UW,).

D’aprés les inégalités (4.9) et (4.12), nous déduisons

z(6(Wy N Wa)) = con(Wy N Wa),
2(0(Wr UWy)) = con(Wr UWy),
[E[Wl\WQ,WQ\Wl] = 0. U

(19

Dans le lemme précédent, nous avons vu comment certaines coupes peuvent “s’em-
boiter” les unes avec les autres. Dans le prochain lemme, nous nous intéressons a la
disposition de certaines partitions par rapport a une coupe donnée.

Lemme 4.11 Soit (W) une coupe serrée pour x telle que con(W) = 2. Une parti-
tion (Vi,...,Vp), p > 3, de type 2 serrée pour x posséde au mazimum 2 éléments qui
intersectent a la fois W et W.

Preuve. Supposons par exemple que V;, Vj et Vs intersectent a la fois W et WW. Posons
F,=EV;)Nno(W) pour i = 1,2,3 (voir figure 4.1).

D’aprés le lemme 4.7.ii), en considérant la partition (V; VW, V; W) de V;, nous avons
x(F;) > 1 pour ¢ = 1,2,3. Or Fy, F» et F3 sont trois sous-ensembles d’arétes deux a
deux disjoints de §(1V'). Donc

z(6(W)) z(F) + x(F) + x(F3)

3,

v v



VU LC P1OPICLIIC LJOILNDJLD avel Uccs Ly pes U sOLIcuLs €l /v €L v 71 1Ly v =2 1

contradiction avec le fait que x(5(WW)) = 2. O

Le lemme suivant est une extension de la notion de coupes emboitées (voir section
3.3) a celles de partitions emboitées avec une coupe donnée.

Lemme 4.12 Soit §(W) une coupe serrée pour x telle que con(W) = 2. Soit (V1,...,V,),
p > 3, une partition de type 2 serrée pour x telle qu’il existe eractement 2 éléments
VietV;, i, j € {l,...,p}, i < j, intersectant a la fois W et W. Alors la partition
(Vi,...,V}) définie de la maniere suivante

V=V pourt=1,...,0—1,
Vi=VinWw,

z',+1:Vz'ﬂWa

V=V, pourt=1i+2,...,7,
Vi =V,0

Vj/-i-QZVJ'mW’

V=V pourt=7j74+3,....,p+2,

avec p' = p+ 2, est également serrée pour x.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ¢ = 1 et 7 = 2. Posons
F,=EWV)Né(W) pour [ = 1,2. D’aprés le lemme 4.7.ii), en considérant la partition
(VinW,V,NW) de V;, nous avons z(F;) > 1, pour [ = 1,2. Or F} C§(W), F, C (W)
et F1 N Fy = (). Puisque la coupe §(W) est serrée pour x, nous avons donc

x(6(W)) > z(F) + x(Fy)
= 2.
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Alinsi, nous obtenons
z(Fy) = z(Fy) = 1. (4.22)

Etant donné que (V4,...,V,) est une partition de type 2 de V, il n’est pas difficile de
voir que (V7,..., V) l'est aussi. De plus

x(6(V/, ..., Vp’,)) = z(6(V1,...,Vp)) + x(F1) + z(F2)
p+2

/

p.

Par conséquent, la partition (V{,..., V) est serrée pour x. O

Les deux prochains lemmes sont donnés sans preuve, leurs preuves sont similaires a
celles des lemmes 3.6 et 3.7 respectivement.

Lemme 4.13 Soient u et v deuz sommets de G. Si x est un point extréme de R(G, 1),
alors [u,v] contient au plus une aréte ayant une valeur fractionnaire. O

Lemme 4.14 Soient u et v deux sommets de G. Soient x un point extréme fraction-
naire de R(G,r) et 2’ la restriction de x sur E \ [u,v]. Alors x' est fractionnaire.
O

4.3.2 Caractérisation de ESNDP(G,r)

Dans cette section nous montrons que, quand G est un graphe série-paralléle et r €
{1,2}V, le polytope ESNDP(G, r) est donné par les contraintes triviales (4.12), (4.13),
de coupe (4.9) et de partition (4.10), (4.11).

Théoréme 4.15 Si G = (V, E) est un graphe série-paralléle et r(v) € {1,2} pour tout
v eV, alors ESNDP(G,r) = R(G,r).

Preuve. La démonstration est par récurrence sur le nombre d’arétes. Il n’est pas
difficile de voir que le théoréme est vrai pour tout graphe possédant au plus deux
arétes. Supposons qu’il est vrai pour tout graphe série-paralléle ayant au plus m
arétes, et supposons que G posséde exactement m + 1 arétes. Supposons au contraire
que ESNDP(G,r) # R(G,r). Puisque les inégalités (4.9)-(4.13) sont valides pour
ESNDP(G,r), nous avons ESNDP(G,r) C R(G,r). De plus, toute solution entiére
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de R(G,r) est également une solution de ESNDP(G, r). Par conséquent il doit exister
un point extréme fractionnaire z € IR” de R(G,r). Posons Sy = {v € V | r(v) = 2}.
Supposons que |Ss| est maximum, c’est-a-dire que pour tout graphe série-paralléle
G' = (V/,E') tel que |E'| = m + 1 et tout vecteur types de sommets ' € {1,2}"
tel que [S5] > ||, ou S5 = {v € V' | r'(v) = 2}, alors nous avons ESNDP(G’, ") =
R(G',r"). Le vecteur x a alors la propriété suivante.

Assertion 4.15.1 z(e) > 0 pour tout e € E.

Preuve. Similaire a celle de 'assertion 3.8.1. O

Soit E; I'ensemble des arétes e de E telles que x(e) = 1. Etant donné que = est un
point extréme de R(G,r), il doit exister une famille de coupes {6(W;); i =1,...,¢1},
une famille de partitions de type 1 {(U7,. ..,UqJ;); j=1,...,c0} de V avec ¢; > 3,
j =1,...,co, et une famille de partitions de type 2 {(VF,.. .,VPIZ); k=1,...,c3} de

Vavec pr, > 3, k=1,..., ¢ telles que x soit 'unique solution du systéme
z(e) =1 pour tout e € Fj,

(4.23) z(6(W;)) = con(W);) pour tout i =1,..., ¢,

' x(é(Uf,...,Ugj)):qj—l pour tout j =1,..., ¢y,

x(é(Vlk,,Vp'Z)) = D pour tout k=1,...,cs,

ou |E| = |E1| + ¢ + 2+ cs.

Comme nous I’avons mentionné dans la section 3.3, Cornuéjols, Fonlupt et Naddef
[44| ont introduit la notion de famille laminaire pour des types de sommets tous égaux
a 2. Pour notre probléme, nous n’avons pas une notion aussi générale que la laminarité
des coupes et des partitions. Néanmoins, en utilisant un concept assez similaire bien
que plus restrictif, nous avons I’assertion suivante.

Assertion 4.15.2 Soit 6(W) une coupe serrée pour x telle que con(W) = 2. Alors le
systéme (4.23) peut étre choisi de telle maniére que

i) il n’existe pas de coupe 6(W;), i € {1,...,c1}, telle que con(W;) = 2, WNW; # 0,
WUW,; #Det r(WNW;) =r(WUW;) =2,

ii) toute partition (V1,...,V}) de type 2, serrée pour z, posséde au plus un élément
intersectant a la fois W et W.

Preuve. i) Supposons qu’il existe une coupe §(W;) du systéme (4.23) telle que con(W;) =
2, WnNW, # 0, WUW,; # 0 et r(WnNW,) = r(WUW,;) = 2. Par le lemme
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4.10, les coupes 6(W N'W;) et §(W U W;) sont serrées pour z et z(e) = 0 pour tout
e c [W \ Wi, W; \ W] Ainsi

B(3(W,)) = 2(6(W W) + (6T TT,)) — 2(5(W)).
Par conséquent, I’équation z(6(W;)) = 2 est redondante par rapport aux équations

z(6(W)) =2, z((WNW;)) =2 et x(5(W UW,;)) = 2. Elle peut ainsi étre remplacée
par ces équations dans le systéme (4.23).

ii) Supposons qu’il existe une partition (Vi,...,V},), p > 3, de type 2, dans le sys-
téme (4.23), telle que, sans perte de généralité, ViNW # 0, ViNW # (0, VoW # 0 et
VoW # (. D’aprés le lemme 4.11, il n’existe pas de partition de type 2 serrée pour x
ayant au moins trois éléments intersectent & la fois W et W. Ainsi, V;, C W ouV; C W

pour tout ¢ = 3, ..., p. Considérons alors la partition (V{,..., V) définie de la maniére
suivante

Vi=vinW,

Vi=VinW,

Vi=Van W,

Vi=VanW,

VI=V,_o pouri=>5,...,p+ 2,

et p’ = p + 2. Nous pouvons remarquer que cette nouvelle partition ne posséde aucun
élément intersectant & la fois W et W. D’aprés le lemme 4.12, la partition (V.. ., %9
est une partition de type 2 serrée pour z, et

2OV, V) = 2(8(Vf, ..., V) — 2(6(W)).

Par conséquent, ’équation z(6(V4, ..., V,)) = p peut étre obtenue & partir des équations
z(0(V{,..., V) =p" et 2(6(W)) = 2. Elle peut ainsi étre remplacée par ces équations
dans le systéme (4.23). O

Assertion 4.15.3 Chaque variable z(f), ou f € E, a un coefficient non nul dans au
moins deux équations du systéme (4.23).

Preuve. Similaire a celle de 'assertion 3.8.3. O

Du fait que le graphe G est série-paralléle, d’aprés le lemme 3.2, il doit exister un
sommet v de V' qui est adjacent a exactement deux sommets v, et vy de V. Notons par
F) (resp. Fy) 'ensemble des arétes entre v et vy (resp. v et vy). Sans perte de généralité,
NOUS pouvons Supposer que

2(Fy) > 2(F). (4.24)
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Dans la suite de la démonstration, nous allons étudier le type de connexité des sommets
v, v1 et vy, ainsi que les valeurs de z(F}) et z(F»). Nous allons également regarder la
structure du systéme (4.23) qui en découle. Intéressons nous tout d’abord au sous-
ensemble d’arétes F.

Assertion 4.15.4 x(F}) > 1.

Preuve. Supposons le contraire. Puisque, par hypothése z(Fy) > x(F3), nous avons
aussi z(Fy) < 1. De plus, par le lemme 4.13, F} et F» contiennent au plus une aréte
ayant une valeur fractionnaire. Ainsi, nous avons Fy = {f1} avec 0 < z(f;) < 1 et
Fy ={fa} avec 0 < z(fy) < 1.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que toute équation qui contient z(f;) contient
également z(fy) dans le systéme (4.23). A cette fin, supposons qu’une équation du
systéme (4.23) contienne x(f;) et pas x(f2). Si cette équation est définie par une coupe,
alors, d’aprés le lemme 4.6, nous avons x(Fy) = z(fy) > 1, une contradiction. Si c¢’est
une équation définie par une partition, nous avons, par le lemme 4.7, z(Fy) = z(f2) > 1,
une contradiction. D’une maniére totalement similaire, nous pouvons montrer que toute
équation du systéme (4.23) qui contient z(f,) contient également z(f,). Soit 7 € IR”
la solution donnée par

z(e) + € sie= fi,
T(e) =4 z(e) — ¢ sie=fy,
2(e) siee B\ {fi, f2},

ou € est un scalaire non nul. Il n’est pas difficile de voir que T est une solution du
systéme (4.23) différente de x, ce qui contredit le fait que = soit un point extréme de
R(G,r). O

La prochaine assertion a pour conséquence de limiter le nombre et le type d’équations
du systéme (4.23) contenant F.

Assertion 4.15.5 Le systéme (4.23) peut étre choisi de telle maniére que

i) si con(W;) =1, alors 6(W;) N Fy =0, pour i =1,..., ¢y,
ii) si (Uy,...,U;) est une partition de type 1, alors §(Uy,...,U,) N F; = 0,
iii) si (V4,...,V,) est une partition de type 2 telle que F; C §(V4,...,V}), alors il
existe 4, j € {1,...,p}, i # j tels que Fy C [V, V] et r(V \ (V;UVj)) = 1.
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Preuve. i) Supposons qu’il existe une coupe §(W;) du systéme (4.23) telle que con(W;) =
let Fy C 6(W;). Nous avons, d’aprés 'assertion 4.15.4, z(6(W;)) > 1. Puisque z(6(W;)) =
1, nous obtenons, par l'assertion 4.15.1, z(F;) = 1. Or, d’aprés le lemme 4.13, F} ne
peut pas avoir plus d’une aréte fractionnaire. Par conséquent, I’ensemble Fj est réduit
a une seule aréte, disons ej, telle que x(e;) = 1. Donc 'équation z(5(W;)) = 1 est
redondante dans le systéme (4.23).

ii) Supposons maintenant qu'’il existe une partition (Uy,...,U;), ¢ > 3, de type 1
du systeme (4.23) telle que Fy C §(Uy,...,U,). Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que Iy C [Uy, Us]. D’apreés le lemme 4.5.i), nous avons z[U;, Us] < 1. Puisque
Fy C Uy, U] et x(Fy) > 1, par I'assertion 4.15.1, il en découle que z[Uy, Us] = z(Fy) =

1. Par conséquent, la partition (U7, ..., Ué,) définie comme suit
Ul = U, UUs,
Ul = U pourt=2,...,q—1,

avec ¢ = q — 1, est également serrée pour z. Aussi, |F}| = 1. Posons F; = {e;}. Nous
pouvons aisément remarquer que I'équation définie par la partition (Uf, ..., U;,) peut
étre obtenue a partir des équations x(6(Uy,...,U;)) = ¢—1 et z(e;) = 1. Ainsi, elle ne
peut pas figurer parmi les équations du systéme (4.23). Soit (4.23)" le systéme obtenu a
partir du systéme (4.23) en remplacant I’équation x(5(Uy,...,U,)) = ¢ — 1 par I'équa-
tion z(6(Uy,...,Uy)) = ¢ — 1. Il n’est pas difficile de voir que le systeme (4.23)" est
non-singulier et qu'il admet x comme solution unique. De plus, §(U7, ..., U, ) N Fy = 0.

iii) Supposons qu'il existe une partition (Vi,...,V,), p > 3, de type 2 du systéme (4.23)
telle que, sans perte de généralité, Fy C [V, V5] et (V' \ (V4 U V3)) = 2. Considérons
alors la partition (V{,..., V) définie de la maniére suivante

p/
Vi=ViuVy,
Vi =Vin pourt=2,...,p—1,

ol p’ = p — 1. Etant donné que r(V'\ (V; UV2)) = 2 et (Vi,...,V,) est une partition
de type 2, il s’en suit que (V7,..., V) est une partition de type 2. Ainsi, d’aprés le
lemme 4.5.i.b), [V}, V5] < 1. Or Fy C [V, V5] et x(Fy) > 1. Par conséquent, par
lassertion 4.15.1, z[V}, V2] = z(Fy) = 1. Donc |Fi| = 1. Posons F; = {e;} avec
x(e;) = 1. Par ailleurs, d’aprés le lemme 4.5, la partition (V/,..., V) est serrée pour
z. De plus, I'équation z(6(V7,..., V) = p’ peut étre obtenue a partir de celle définie
par (Vi,...,V,) et de x(e;) = 1. Ainsi, elle ne peut pas figurer dans le systéme (4.23).
Soit (4.23)" le systéme obtenu a partir du systéme (4.23) en remplagant I’équation
z(0(Vi,...,Vp)) = p par I'équation z(6(VY, ..., V) = p'. Il peut étre aisément montré
que le systéme (4.23)" est non-singulier et qu’il admet x comme solution unique. Et
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nous avons §(V{,..., V) N Fy = 0. O

Dans toute la suite de la démonstration, nous supposons que le systéme (4.23) vé-
rifie ’assertion 4.15.5. Nous pouvons maintenant déterminer le type de connexité du
sommet v, puis celui de v;.

Assertion 4.15.6 r(v) = 2.

Preuve. Supposons que r(v) = 1.

a) Tout d’abord, nous allons montrer qu’aucune équation du systéme (4.23) ne contient
a la fois F} et F,. Pour cela, supposons le contraire. D’aprés ’assertion 4.15.5, F} n’ap-
parait ni dans une coupe §(W;) telle que con(W;) = 1, ni dans une partition de type 1
du systéme (4.23). Or, par la remarque 4.8, la seule coupe de ce systéme qui contient &
la fois F et Fy est 6(v). De plus, r(v) = 1. Par conséquent, F; et F, apparaissent dans
une partition (V4,...,V},), p > 3, de type 2 du systéme (4.23). Sans perte de généra-
lité, nous pouvons supposer que v € V; et vy € V5. Puisque, par la remarque 4.8, les
sous-graphes G(V;), i = 1,...,p, sont connexes, nous avons V; = {v}. Etant donné que
(Vi,...,V,) est une partition de type 2 et r(v) = 1, il existe 4, j € {2,...,p}, i # j, tels
que r(V;) = r(V;) = 2. De ce fait, (V4,...,V,) est une partition de type 2 du systéme
(4.23) telle que Fy C [V, V] et (V' \ (V1 U V) = 2. Mais ceci contredit I’assertion
4.15.5.iii). Donc, toute équation du systéme (4.23) qui contient F} ne contient pas F5.

b) Dans la suite, nous allons montrer que toute équation du systéme (4.23) qui contient
I peut étre remplacée par une équation contenant Fy et que

Supposons ainsi qu’il existe une coupe §(W;) du systéme (4.23) qui contient Fj. Par
'assertion 4.15.5.1), nous savons que con(W;) = 2. Par a), nous avons F» N §(W;) = 0.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v € W;, v; € W, et v, € W;.
Puisque, par hypothése, r(v) = 1, nous avons r(W; \ {v}) = 2 et r(W;) = 2. Par
conséquent, con(W; \ {v}) =2 et

z(O(Wi\{v})) = z(0(W;)) — z(F1) + z(F3)
2 —z(F) + x(Fy)
> 2.

Il en résulte alors que x(Fy) > x(Fy). Par l'inégalité (4.24), nous avons donc z(F;) =
z(Fy). Par conséquent, la coupe §(W;\ {v}) est serrée pour x. Elle peut ainsi remplacer
la coupe 0(W;) dans le systéme (4.23).
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Supposons maintenant qu’il existe une partition (V3,...,V,), p > 3, du systéme (4.23)
qui contient Fy. D’aprés I'assertion 4.15.5.ii), la partition (V3,...,V,) est de type 2. De
plus, par a), nous avons Fo N§(Vy,...,V,) = 0. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que v € Vi, v; € V5 et vy € Vi. Considérons alors la partition (V{,..., V)
définie de la maniére suivante

Vi=Vi\{v},
V; = VaU{u},
V=V pour i =3,...,p.

Puisque 7(v) = 1 et (V4,...,V}) est de type 2, la partition (V/,...,V]) est aussi de

type 2. Nous avons donc

z(0(VY,.... V) = x(6(Vi,....Vp)) — x(F1) + x(F2)
= p—x(F)+z(F)
> D

Par conséquent, x(Fy) > x(F}). Par I'inégalité (4.24), nous obtenons z(Fy) = z(F»). La
partition (V{,..., V) est donc serrée pour x et peut remplacer la partition (Vi,...,V})
dans le systéme (4.23).

¢) Dans le systéme (4.23), nous pouvons donc remplacer toutes les équations qui
contiennent Fj par des équations contenant Fy. Soient (4.23)* le systéme ainsi ob-
tenu et 2’ la restriction de x sur £\ Fj. D’aprés les lemmes 4.9 et 4.14, 2’ est une
solution fractionnaire de R(G/Fy, rp,). Considérons le systéme (4.23)* obtenu a partir
de (4.23)* en supprimant les équations x(e) = 1 pour e € Fj. Notons qu’aucune va-
riable z(e), ou e € F}, n’apparait dans le systéme (4.23)*'. De plus, 2’ est une solution
de ce dernier systéme. Etant donné que G/F} est un graphe série-paralléle ayant moins
d’arétes que G, d’aprés I'hypothése de récurrence, R(G/Fy,rp ) est entier. Puisque
x’ est une solution fractionnaire de R(G/Fi,rp), il doit exister une solution entiére
y' de R(G/Fy,rp) qui est également une solution du systéme (4.23)*. Par ailleurs,
nous avons x(F;) = x(Fy). Par conséquent, F; et F, sont de méme cardinalité. Posons
Fi={el,...,ell et Fy ={e?,... e2}. Soit y € IR” la solution donnée par
y(e):{y’(e) sie € E\ Fi,

y'(e?) sie=el; i=1,...,s.

Il est clair que y est entier et ainsi y # x. Nous allons maintenant montrer que y est
une solution du systéme (4.23). Tout d’abord, remarquons que y(e) = 1 pour toute
aréte e € F telle que e € F;. Considérons une coupe 6(W;) du systéme (4.23).

- Si FiNo(W;) = 0, alors 6(W;) est aussi une coupe du systéme (4.23)*’. Donc
d(W;) est serrée pour 3. Ainsi 3/ (6(W;)) = y(6(W;)) = con(W;).
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- Si Fy C §(W;), alors, d’apres le lemme 4.15.5.i), con(W;) = 2. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que v € W;. De a), nous avons Fo No(W;) = 0.
Ainsi la coupe 6(W; \ {v}) est aussi serrée pour y'. Puisque y(F}) = y(F,), nous
avons

y(o(Wi)) = yO@Wi\{v})) —y(F1) +y(F2)
y'(6(Wi\{v}))
2.

Et la coupe §(W;) est serrée pour y.
Considérons maintenant une partition (V4,...,V,), p > 3, du systéme (4.23).

-Si FiNo(Vi,...,V,) = 0 alors (Vi,...,V,) est aussi une partition du systéme

(4.23)*". Par conséquent (Vi,...,V,) est serrée pour y'. De plus, nous avons
y(o(Vi,..., V) =y (6(Va,...,V,)). Ainsi, (V4,...,V,) est également serrée pour
Y.

- Si Fy C6(Wy,...,V,) alors, par 'assertion 4.15.5.ii), (V4, ..., V},) est une partition
de type 2. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que Fy C [V, V3] et,
par a), [, C E(V;). Or, nous avons montré, dans b), que la partition (V] \
{v},VaU {v}, V5,..., V) est une partition de type 2 du systéme (4.23)*". Donc
(Vi\ {v}, Vo U{v}, V5,...,V,) est serrée pour y'. Puisque y(Fy) = y(F3), nous
obtenons

y(Oo(Vi,- Vo) = y(0(Vi\{v}, VaU{v}, Vs, V) = y(F1) + y(F2)
y'OVi\{v}, VaU{v}, V5., V)
= p.

Et la partition (Vi,...,V},) est serrée pour y.

Ainsi, y est une solution du systéme (4.23). Etant donné que y # x, ceci contredit le
fait que x est un point extréme de R(G,r). O

Assertion 4.15.7 r(v;) = 2.

Preuve. Supposons au contraire que r(v;) = 1. Soit 1 € {1,2}V le vecteur types de
sommets défini de la maniére suivante

r(u) siu e V\{v},

ri(u) =
2 siu = .



F.9 LIC POLYyLOPC LOINLDIL (U,y/) Ualls 1G5 514plits scelle=pdalalicics

Pour tout sous-ensemble de sommets W C V', posons
cony (W) = min{ry(W),r(W)}.

Nous allons montrer que x appartient & R(G,ry). Il est clair que x satisfait les inéga-
lités triviales. Soit (W) une coupe. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
que v; € W. Nous avons alors 71 (W) = r(W). Montrons que z(5(W)) > cony(W).
Supposons coni (W) = 1. Puisque v; € W et ri(v1) = 2, nous avons r1(IW) = 2. Par

conséquent, 7 (W) = r(W) = 1. Ainsi, con(W) = 1. Et nous obtenons

z(6(W)) > con(W)
=1
= coni(W).

Supposons maintenant que con, (W) = 2. Alors r{(W) = (W) = 2. De plus, r(W) =

Tl(W) = 2.

- Sir(W) =2, alors con(W) = 2 et ainsi x(6(W)) > con(W) = cony (W).
- Si 7(W) = 1, alors, d’aprés I'assertion 4.15.6, v € W. Etant donné que v; € W,
nous avons F; C 6(W). Posons Wy = W U {v}. Puisqu’il existe au moins deux

sommets ayant un type de connexité égal & 2 par rapport a r, nous avons W, # (.
Ainsi, r(W;) = r(W;) = 2. Par conséquent con(W;) = 2 et

2(6(Wh)) = x(6(W)) — 2(F1) + x(F2)

con(Wy)
2.

vl

Alinsi,
z(6(W)) > 2+ x(Fy) — z(Fy).

Or, par hypothése, nous avons z(Fy) > z(F,). Ceci implique alors que z(5(W)) >
2 = cony (W).

Par conséquent, pour toute coupe 6(W), nous avons z(6(W)) > cony (W).

Considérons maintenant une partition (Vi,...,V,), p > 3, de V. Sans perte de gé-
néralité, nous pouvons supposer que v; € V;. Nous avons alors ri(V;) = r(V;) pour
1=2,...,p.

- Si (V4,...,V,) est une partition de type 1 par rapport a r et r(V;) = 2, alors
nous avons (V' \ V;) = 1. Puisque r(V;) = r(V;) = 1 pour i = 2,...,p, la
partition (Vi,...,V}) est une partition de type 1 par rapport a 1, et x satisfait
la contrainte définie par la partition (V4,...,V],) par rapport a ry.
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- Si (Vi,...,V],) est une partition de type 1 par rapport a r et r(V;) = 1, alors il
existe un unique ig € {2,...,p} telle que r(V;,) = 2. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que ig = 2. D’aprés assertion 4.15.6, r(v) = 2. Ainsi
veVy Dou Fy C [V, Va] et (Vi,...,V,) est une partition de type 2 par rapport
a r1. De plus, il existe au moins deux sommets ayant un type de connexité égal
a 2 par rapport a r. Par conséquent, nous avons |V5| > 2. Aussi, puisque d’aprés
la remarque 4.8, les éléments de la partition doivent étre connexes, nous avons

aussi Iy C E(V3). Considérons alors la partition (V,..., V) définie comme suit
Vi=Wiu {U}’
Vo =Va\ {v},
V=YV, pour i =3,...,p.

I1n’est pas difficile de voir que (V/, ..., V) est une partition de type 2 par rapport
a r. En effet, tous les sommets de type de connexité égal a 2 (par rapport a r)
appartiennent & V5 et ils sont en nombre supérieur ou égal a 2. Ainsi, nous avons

z(6(VY,..., V) = x(6(Vi,...,Vp)) — x(F1) + 2(F)
.

v

Combinée a l'inégalité (4.24), cette inégalité implique que z(6(V4,...,V})) > p.
Ce qui montre que x satisfait la contrainte définie par la partition (V3,...,V})
par rapport a ri.

- Si (W4,...,V},) est une partition de type 2 par rapport a r, alors il existe au moins
deux éléments de la partition ayant un type de connexité égal & 2 par rapport a
r1. Par conséquent, (V4,...,V}) est une partition de type 2 par rapport a r;. Et
x satisfait la contrainte définie par la partition (V3,...,V,) par rapport a r;.

Par conséquent, x satisfait toutes les contraintes de partition associées au vecteur types
de sommets r;. Ainsi, + € R(G,r;). De plus, toutes les équations du systéme (4.23)
sont définies par des contraintes qui sont également dans R(G, ). En effet, les seules
contraintes de R(G,r) qui sont modifiées par le changement du vecteur types de som-
mets a r; sont définies, d’aprés ce que nous venons de voir, par des coupes §(WV) telles
que con(W) =1 et F; C §(W) et par des partitions (V4,...,V,) de type 1 par rap-
port & r telle que Fy C 6(V4,...,V},). Or, d’aprés notre hypothése, le systéeme (4.23)
est choisi de telle sorte que ces contraintes n’y apparaissent pas. Donc x est un point
extréme fractionnaire de R(G,r1). Posons S3 = {u € V | ri(u) = 2}. Nous avons
Sy = Sy U{wv1}. Ainsi |S3] > |Ss|. Puisque R(G, ;) contient un point extréme fraction-
naire, ceci contredit ’hypothése de maximalité de |Ss|, et notre assertion est prouvée.O)
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Nous allons maintenant montrer que |Fj| = 2 et que F} posséde exactement une aréte
fractionnaire.

Assertion 4.15.8 1 < z(F}) < 2.

Preuve. Montrons tout d’abord que z(F}) < 2. Supposons au contraire que x(Fy) > 2.
Si x(Fy) > 2, alors il est clair que F} n’appartient a aucune coupe du systéme (4.23).
De plus, d’aprés le lemme 4.5, F; ne peut appartenir a aucune partition de ce systéme.
En effet, dans le cas contraire, nous devons avoir z(F;) < 2. Par conséquent, les arétes
de F} peuvent apparaitre uniquement dans les équations de type xz(e) = 1 du systéme
(4.23), ce qui contredit I’assertion 4.15.3.

Supposons maintenant que z(F}) = 2. Puisque F} posséde au plus une aréte ayant une
valeur fractionnaire, nous avons |Fi| = 2 et z(e) = 1 pour e € F}. Posons F; = {e1, s},
avec x(e;) = x(e2) = 1. Si F} appartient & une coupe 6(W) du systéme (4.23), alors
con(W) = 2. Ainsi, z(6(W)) = z(F1) = z(e1) + z(ez). Par conséquent, I’équation
x(6(W)) = 2 est redondante par rapport aux équations z(e;) = 1 et z(eg) = 1.

Supposons maintenant qu’il existe une partition (V3,...,V,), p > 3, du systéme (4.23)
telle que Fy C §(V4,...,V,). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
Fy C [V, V5], De lassertion 4.15.5, nous savons que (Vi,...,V),) est une partition de
type 2 telle que (V' \ (V4 U V3)) = 1. Par conséquent, la partition (V; U Va, Vs, ..., V,)
est une partition de type 1 de V. Ainsi, par le lemme 4.5.i), nous avons z[Vi, V5] < 2.
Puisque F} C [Vi, V3], z(Fy) = 2 et xz(e) > 0 pour tout e € E, nous déduisons
Fy = [V1,V5]. Ainsi x[V;, V] = 2. Par le lemme 4.5, la partition (Vi U V5, V5,...,V,)
est serrée pour x. De plus, I’équation définie par cette partition ne fait pas partie du
systeme (4.23), car elle peut étre obtenue a partir de z(5(Vi,...,V,)) = p, z(e;) =1
et z(ey) = 1. Soit (4.23)" le systéme obtenu & partir du systéme (4.23) en remplacant
(Vi,...,V,) par (V1 UV, Vs, ..., V,). Ce nouveau systéme est non-singulier et admet z
comme unique solution. De ce fait, le systéme (4.23) peut étre choisi de telle maniére
que chaque aréte de F} n’apparait que dans une seule équation du systéme définissant
x, en occurrence x(e) = 1. Mais ceci contredit ’assertion 4.15.3. D’ou, x(F}) < 2.

Montrons maintenant que |F}| = 2. Etant donné que F} posséde au plus une aréte
ayant une valeur fractionnaire, il est clair que |F7| < 2. Supposons alors que |F| = 1.
Par l'assertion 4.15.4, il s’en suit que F; = {e;} avec x(e;) = 1. De plus, par I’assertion
4.15.6, r(v) = 2. En conséquence, con(v) = 2. Nous avons donc

z(0(v)) = wz(F)+ x(Fy)

= z(e1) + x(Fy)
> 2
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Il en résulte alors que x(Fy) > 1. Puisque x(F)) > x(F3), nous en déduisons que
z(Fy) = 1. Et, par le lemme 4.13, ceci implique que I, = {e2} avec x(e2) = 1. Nous
allons montrer que le systéme (4.23) peut étre choisi de telle sorte que ey apparaisse
uniquement, dans 1’équation z(ey) = 1. Si ey apparait dans une coupe 6(W) de ce
systéme, alors nous avons con(W) = 2. En effet, si ce n’est pas le cas, nous aurions
z(6(W)) = x(eq). L'équation x(5(W)) = 1 serait alors redondante avec I’équation
z(e2) = 1. De plus, puisque z(d(v)) = x(e1) + z(ez) = 2, nous avons W # {v}. Sinon,
I'équation z(5(1W)) = 2 serait redondante avec les équations xz(e;) = 1 et x(ez) = 1.
Sans perte de généralité, supposons que v € W et v, € W. Etant donné que G(W)
doit étre connexe, nous avons v; € W. Or, nous savons que 7(v) = r(v1) = 2. Donc,
r(W\ {v}) = r(W\ {v}) = 2. Ainsi, con(W \ {v}) = 2. Posons W' = W \ {v}. Nous
avons

z(06(W") = 2(6(W))

x(Fy) + z(FY)

Par conséquent, la coupe 6(W’) est serrée pour z. L’équation xz(5(W')) = 2 ne fait
donc pas partie du systéme (4.23) car elle peut étre obtenue a partir de celle définie
par 0(W) et x(e;) = 1, pour ¢ = 1,2. Ainsi, en remplagant §(1¥) par 6(W’) dans le
systéme (4.23), nous obtenons un nouveau systéme non-singulier qui admet = comme
unique solution.

Supposons maintenant que e; apparait dans une partition (Vi,...,V},), p > 3, du
systéme (4.23). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v € V; et vy €
Va. Si (V4,...,V,) est une partition de type 1, alors, d’aprés I'assertion 4.15.5.iii),
d(Vi,..., V)N Fy = 0. Ainsi v; € V;. Considérons alors la partition (V/,. .., V) définie
de la maniére suivante

Vi=Vi\{v},
Vy =Vau{o},
V=V, pour i = 3,...,p.

Puisque v; € V/ et v € Vj, par les assertions 4.15.6 et 4.15.7, nous savons que
r(v) = r(vi) = 2, la partition (V/,...,V]) est une partition de type 2. Par conséquent
z(6(VY,...,V))) = p. Par ailleurs, nous avons

2OV V) = (Vi V) — 2(Fy) + 2(FY)
= 2(6(Vi,....V}) — 2lea) + a(er)
= 2(6(Vi,....V}))
= p—1
< p
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une contradiction. Ainsi, e; n’apparait pas dans une partition de type 1 dans le systéme
(4.23).

Supposons maintenant que (V4,...,V,,) est une partition de type 2. Nous sommes ame-
nés a considérer deux cas.

Cas 1 |V}| = 1, clest-a-dire V; = {v}. Soit (Uy,...,U,) la partition définie comme
suit

U =V1UVs,

U =V pouri=2,...,p—1,

avec ¢ =p — 1.

- Si vy € V. Puisque Fy C §(V4,...,V,), d’aprés 'assertion 4.15.5.iii), »(V \ (V3 U
V3)) = 1. Par conséquent, (Ui, ..., U,) est une partition de type 1. Et nous avons

z(0(Uh,...,Uy) = x(6(V1,...,V,)) — (x(Fy) + x(Fy))
= 2(0(Vi,...,Vp)) — (2(e1) + 2(e2))
q— 1.

- Si vy ¢ Vo, alors (V' \ (V4 U Va)) = 2 car r(v1) = 2. De ce fait, (Uy,...,U,) est
une partition de type 2, et nous avons

2. U)) = a6(Vi,..., V) — o(F)
= x(é(‘/l"">vzu))_x(62)

p—1

q.

Par conséquent, la partition (Uy,...,U,) est serrée pour z. De plus, I’équation dé-
finie par cette partition est redondante par rapport a celle définie par la partition
(Vi,...,V,) et z(e;) = 1 pour ¢ = 1,2. Ainsi, le systéme obtenu & partir du systéme
(4.23) en remplacant (V4,...,V},) par (Uy,...,U,) est non-singulier et admet = comme
unique solution.

Cas 2 |Vj] > 2. Puisque les sous-graphes induits par les éléments de la partition

(Vi,...,V,) doivent étre connexes, nous avons v; € V;. Considérons alors la partition
(Ui, ..., U,) définie de la maniére suivante

Ul =Vi\{v},

Uy = VaU{v},

U=V pour i =3,...,p.
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Or, par les assertions 4.15.6 et 4.15.7, r(v) = r(v1) = 2. Puisque v; € U] et v € UJ, il
est clair que la partition (U7, ..., U;) est de type 2. Nous avons donc

2O, UD) = 2(6(Vh,..., V) — 2(Bs) + o(F})
= 2(6(Vi,.... V) — 2lea) + (er)

= p—1+1
Par conséquent, la partition (U7, ..., U)) est serrée pour z. De plus, I'équation définie

par cette partition ne fait pas partie du systéme (4.23). En effet, elle peut étre obtenue
a partir des équations z(6(V1,...,V},)) = p, x(e;) = 1 pour i = 1, 2. Considérons alors le
systéme obtenu & partir du systéme (4.23) en remplagant (V1,...,V,) par (Uj,...,U,).
Ce nouveau systéme est non-singulier et admet x comme unique solution.

En conclusion, nous venous de montrer que le systéme (4.23) peut étre choisi de telle
maniére que z(eg) y apparaisse avec un coefficient non nul dans une seule équation, en
l'occurrence x(ez2) = 1. Mais ceci contredit 1'assertion 4.15.3. Nous en déduisons donc
que |F1| = 2. Or F} posséde au plus une aréte ayant une valeur fractionnaire. Etant
donné que z(e) > 0 pour tout e € E, il en résulte que z(F;) > 1. O

De méme que nous I'avons fait pour le sous-ensemble d’arétes Fi, nous pouvons appor-
ter des précisions sur le type de contraintes du systéme (4.23) qui contiennent Fj.

Assertion 4.15.9 Le systéme (4.23) ne peut pas contenir

i) une coupe §(W;) contenant F» telle que con(W;) = 1,
ii) une partition (V4,...,V}) de type 1 telle que F, C §(V4,...,V,).

Preuve. i) Soit 6(W;) une coupe du systéme (4.23) contenant F; et telle que con(W;) =
1. Puisque z(e) > 0 pour tout e € E, il est clair que z(Fy) < 1. Si z(Fy) = 1 alors,
d’aprés le lemme 4.13, nous avons F» = {es} avec x(ey) = 1. Par conséquent, I’équation
z(6(W;)) = con(W;) est redondante avec x(ep) = 1. Supposons donc que z(Fy) < 1.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v € W; et v, € W,;. Puisque,
d’aprés assertion 4.15.8, x(Fy) > 1, nous avons F; N 6(W;) = 0. Ainsi v; € W;.
Considérons alors la partition (V7, Vs, V3) suivante

Vi ={v},
Vo= W\ {u},
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Etant donné que r(v) = 2 = 7(v;) = 2, nous avons r(V;) = r(V5) = 2. La partition
(V1, V2, V3) est donc de type 2. Par le lemme 4.6.ii), nous avons z(Fy) = z[V;, Va] >
3 —con(W;). Or con(W;) = 1. Par conséquent, nous obtenons z(F}) > 2, ce qui contre-
dit I'assertion 4.15.8.

ii) Supposons que, dans le systéme (4.23), F; apparait dans une partition (Us, ..., U,),
q > 3, de type 1. Puisque r(v) = r(v1) = 2, v et v; doivent appartenir au méme sous-
ensemble U;, 1 € {1, ..., ¢}, de la partition (Ui, ..., U,). Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que i = 1. Considérons alors la partition (U7, ..., Ué,) définie de la
maniére suivante

Ui ={v},
Ué = Ul\{v}v
U, =U; pour j =3,...,q+1,

avec ¢ = ¢ + 1. Il est clair que (U{,...,Ué,) est une partition de type 2. D’aprés
le lemme 4.7.i.b), ceci implique que z(Fy) = z[Uj,Uj] > 2, une contradiction avec

I’assertion 4.15.8. O

Assertion 4.15.10 Si xz(F3) < 1, alors

i) toute équation (différente de z(e) = 1) du systéme (4.23) qui contient F; contient
aussi Fo,

ii) le graphe G contient au moins trois sommets de type de connexité égal a 2.

Preuve. i) Tout d’abord, supposons qu’il existe une coupe §(WW;) du systéme (4.23)
telle que Fy C 6(W;) et FyNd(W;) = (). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
que Iy, C E(W;). D’aprés 'assertion 4.15.5.1), nous avons con(W;) = 2. Considérons la
partition ({v}, W; \ {v}) de W;. Par le lemme 4.6.ii), nous obtenons z(F3) > 1, ce qui
contredit notre hypothése sur z(F5).

Supposons maintenant qu'’il existe une partition (V4, ..., V) du systéme (4.23) telle que
Fy Co(W,...,V,) et F,nd(Vy,...,V,) = 0. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que F, C E(V}). D’aprés l'assertion 4.15.5.ii), (V4,...,V},) est une partition
de type 2. Considérons la partition ({v}, Vi \ {v}) de V}. Par le lemme 4.7.ii), nous
avons z(Fy) > 1, ce qui contredit de nouveau notre hypothése sur z(Fy).

ii) Puisque z(F,) < 1, nous avons, par le lemme 4.13, F;, = {fo} avec 0 < z(fy) < 1.
De plus, par l'assertion 4.15.8, il doit exister une aréte f; € Fj telle que 0 < z(f;) < 1.
D’aprés i), toute équation non triviale du systéme (4.23) qui contient x(f,) contient
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également x(fy). Par conséquent, il existe une équation de ce systéme contenant x(f5)
et pas z(f1). En effet, si ce n’est pas le cas, la solution Z € IR” donnée par

z(e) + € sie= fi,
Z(e) =< xz(e) —e sie= fo,
2(e) siee B\ {fi, f2},

ol € est un scalaire non nul, serait aussi une solution du systéme (4.23). Comme T # z,
nous avons une contradiction avec le fait que x est un point extréme de R(G,r). Ainsi,
il existe au moins une équation non triviale du systéme (4.23) qui contient x(fs) et pas
z(f1). Supposons qu’il existe une coupe §(W;) du systéme (4.23) telle que F» C §(W;)
et F1 No(W;) = 0. Sans perte de généralité, supposons que v € W;. D’aprés I'assertion
4.15.9.i), nous avons con(W;) = 2. De ce fait, il doit exister u € W, tel que 7(u) = 2.
Puisque F1No(W;) = 0, nous avons v; € W;. Par conséquent, u # vy. Or u est différent
de v et vy. De plus, r(u) = r(v) = r(v;) = 2. Nous avons donc bien au moins trois
sommets de type de connexité égal a 2 dans G.

Considérons maintenant une partition (Vi,...,V},), p > 3, du systéme (4.23) telle que
F, C 6(W,...,V,) et Fy Nno(Vi,...,V,) = (. Sans perte de généralité, nous pou-
vons supposer que v € Vj. D’aprés l'assertion 4.15.9.ii), (V4,...,V}) est une parti-
tion de type 2. Puisque Fy N o(Vi,...,V,) = 0, nous avons aussi v; € V;. Par consé-

quent, il existe u € V' \ V] tel que r(u) = 2. 1l est évident que u ¢ {v,v,}. Puisque
r(u) = r(v) = r(v1) = 2, ceci nous donne bien au moins trois sommets de type de
connexité égal a 2 dans G. O

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés uniquement a “I’emboitement” des coupes
et des partitions par rapport a une coupe donnée. Cependant, nous serons confrontés,
par la suite, au probléme de la disposition d’une partition par rapprt a une autre.
L’assertion suivante décrit la structure des partitions ot {v} en est un élément.

Assertion 4.15.11 Soit (V3,...,V,) une partition de type 2 du systéme (4.23) telle
que Fy C [V, Vj], V; = {v} et r(V\(V;UV})) = L. Soit (V},...,V}), t > 2, une partition
de type 2 de Vj}. Si z(F3) < 1, alors nous avons

6V, ..., Vh) > t+a(F) — 2. (4.25)

J

Preuve. Supposons, sans perte de généralité, que ¢ = 1 et j = 2. Puisque z(F») < 1,
par l'assertion 4.15.10.ii), il existe au moins trois sommets de type de connexité égal a
2 dans G. De plus, a 'exception de v (qui appartient a V7), tous les sommets de type
de connexité 2 appartiennent a V5. Par conséquent, une telle partition (V3!,..., V¥) de
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type 2 de V; existe. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v; € V.
Considérons alors la partition (V/,..., V) de V définie de la maniére suivante

‘/1,:‘/21U{U}7
Vi =V§ pour k=2,...,1,
VI = Vi_iio pourk=t+1,....p+1t—2,

avec p' = p+t—2. Nous avons v € V/ et r(v) = 2. Donc r(V{) = 2. Puisque (V3 ..., VJ)
est une partition de type 2 de V5, il existe V5°, 4o € {2,...,t} tel que r(V;°) = 2. Ainsi
r(Vi) = r(V3°) = 2. La partition (V{,..., V) posséde donc au moins deux éléments
ayant un type de connexité égal a 2. Par conséquent, (V7,..., V) est une partition de
type 2 de V. Nous avons donc

@V, Vo)) = 2(6(Vi,... V) + 2(6(Vy, ..., V) — w(FY)
= p+$(5(‘/21,...,v2t))—$(F1)

/

> p
= p+t—2
Ainsi, nous déduisons l'inégalité (4.25). O

Assertion 4.15.12 z(Fy) > 1.

Preuve. Supposons que z(F,) < 1.

a) Dans un premier temps, nous allons montrer que le systéme (4.23) ne contient pas
de coupe contenant Fy et pas Fj. Supposons au contraire qu'il existe une coupe 6(W;)
du systéme (4.23) telle que Fy C §(W;) et Fy N§(W;) = (). D’apres assertion 4.15.9.1),
nous avons con(W;) = 2. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v € W
et vy € W;. Etant donné que Fy N 6(W;) = 0, nous avons v; € W,. Or 1 < z(Fy) < 2.
Par conséquent, il existe exactement une aréte f; de Fj telle que 0 < z(f;) < 1. Par
assertion 4.15.3, la variable z( f) apparait dans au moins deux équations du systéme
(4.23). Supposons que f; apparait dans une coupe 6(W) du systéme (4.23). Nous faisons
remarquer que §(WW) # §(W;). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
v € W. Puisque F; C 6(W), nous avons, d’aprés l'assertion 4.15.10.1), Fy C 6(W).
Etant donné que le graphe induit par W est connexe, nous déduisons W = {v}.

De plus, z(f1) apparait dans une partition (Vi,...,V,), p > 3, du systéme (4.23). Sans
perte de généralité, supposons que F; C [V}, V5], v € Vj et v; € V,. Par assertion
4.15.5, (V1,...,V},) est une partition de type 2 telle que (V' \ (V3 U V3)) = 1. Nous
avons, d’aprés lassertion 4.15.10.1), F» C §(V4,...,V},). Puisque G(V]) est connexe, il
en résulte alors que V; = {v}. Sans perte de généralité, nous pouvons aussi supposer

que vy € V). Or nous avons con(W;) = 2. Ainsi r(W;) = r(W;) = 2 et il existe au moins



LC P1OPICLIIC LJOILNDJLD avel Uccs Ly pes U sOLIcuLs €l /v €L v 71 1Ly v =2 1

un sommet de type de connexité égal a 2 (différent de v et v; qui sont tous deux dans
W) appartenant 4 W;. Etant donné que r(V'\ (V;UV5)) = 1, tous les sommets de type
de connexité 2, a 'exception de v, appartiennent a V5. Par conséquent Vo N W; # () et
r(Vo N W;) = 2. De plus, v; € Vo N W,. Ainsi Vo N W; # (). Par Passertion 4.15.2.ii),
nous avons V,, C W;. Posons F’ = [Vy \ W, Vo \ W] (voir figure 4.2).

Fi1G 4.2
Considérons alors la partition (V/,..., V) définie comme suit
Vi= (Va\ W) U {u},
Vi=V, pour i =3,...,p.
Il est clair que r(V3) = 2. De plus, v € V]. Donc, par l'assertion 4.15.6, 7(V{) = 2. Par
conséquent, (V/,...,V]) est une partition de type 2. Nous avons donc
OV, V) = 20V, V) — x(6(W)) + 2(5(W4))
= 2(0(V1,-.., V) — x(F1) + ()
p—x(Fy) + x(F'

Ce qui nous donne z(F") > x(F}). Par ailleurs, nous avons
z(8(v)) = x(Fy) + x(Fp) > 2. (4.26)
Ainsi, z(F") + x(F2) > 2. De plus,

x(6(Wy) = z(F') +x(Fy) + z(6(W;) \ (F' U Fy))
= 2.
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Par I'assertion 4.15.1, nous en déduisons que z(6(W;) \ (F' U F3)) =0 et
o(F') + x(Fy) = 2. (4.27)

Or o(F') > z(F}). Des inégalités (4.26) et (4.27), nous obtenons donc z(Fy) = z(F").
Et la partition (V{,..., V) est donc serrée pour .
Supposons que la coupe 0(W) appartienne au systéme (4.23). Nous avons

25V VD) = 2(6(Va, ..., V) — a(Fy) + o(F)
= z(0(Vi,.... Vp)) — x(6(W)) + z(6(W)).

L’équation définie par la partltlon (Vi,...,V;) peut donc étre obtenue a partir des
équations z(0(V4,...,V,)) = p, z(6(W)) = 2 et z(5(W;)) = 2. Ainsi, elle ne peut pas
figurer dans le systéme (4.23). So1t (4.23)' le systéme obtenu a partir du systéme (4.23)
en remplagant la partition (V1,...,V}) par (V{,..., V). Il n’est pas difficile de voir que
le systéme (4.23)" est non-sigulier. De plus, il admet x comme solution unique. Aussi,
Py ¢ 6(VY,...,V,). Par conséquent, le systeme définissant = peut étre choisi de telle
sorte que la seule équation contenant z(f1) soit z(6(v)) = 2, ce qui contredit ’assertion
4.15.3. D’on, F} n’apparait pas dans une coupe du systéme (4.23).

De ce fait, dans le systéme (4.23), nous pouvons remplacer toutes les partitions de
type 2 contenant [} et Fy par des équations contenant uniquement F». Soient (4.23)*
le systéme ainsi obtenu et z’ la restriction de z sur £\ F;. D’aprés les lemmes 4.9 et
4.14, 2’ est une solution fractionnaire de R(G/Fy,rr,). Soit (4.23)* le systéme obtenu
a partir du systéme (4.23)* en supprimant les équations z(e) = 1 pour e € Fy. Il n’est
pas difficile de voir que z’ est une solution du systéme (4.23)*. Le graphe G/F} est
un graphe série-paralléle ayant moins d’arétes que GG. Donc, par 'hypothése de récur-
rence, R(G/Fy,rr) est entier. Puisque 2’ est fractionnaire, il existe un point extréme
y" entier de R(G/Fy,rp ) qui est également une solution du systéme (4.23)*. Puisque
o (F') = x(F") > z(Fy) > 1, ¢ peut étre choisi de telle maniére qu’au moins une aréte
de F' ait une valeur positive. Donc y'(6(W;)) = v/'(F') + y/'(F2) = 2. Soit t = y/'(F”).
Alors 1 <t < 2. De plus, puisque par I'assertion 4.15.8, 1 < z(F}) < 2, il s’en suit que
|Fy| = 2. Posons Fy = {ey,es}. Maintenant, considérons la solution y € IR” donnée par

y'(e) siee€ FE\ Fy,
yle)=1¢ 1 sie=e¢; i=1,...,1t,
sie=e; t=t+1,...,2.

Il est clair que y # x. Montrons que y est une solution du systéme (4.23). Tout d’abord,
notons que puisque |Fy N Ey| =1 et y/(F’) > 0, y peut étre considéré de telle maniére
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que si z(e) = 1 pour e € Fy, alors y(e) = 1. Donc, y(e) = 1 pour toute aréte e € Fj.
Considérons une coupe §(W;) du systéme (4.23).

- Si FiNd(W;) = 0, alors 6(W;) est également une coupe du systéme (4.23)*'. Donc,
d(W;) est serrée pour y'. Ainsi y(6(W;)) = ¢/ (6(W;)) = con(W;).

- Si By C §(W;) alors, d’aprés Passertion 4.15.10, Fy C §(W;). Or G(W;) et G(W),)
doivent étre connexes. Ainsi §(WW;) = d(v). Mais, nous avons montré précédem-
ment que la coupe §(v) ne fait pas partie du systéme (4.23).

Par conséquent, y serre toutes les coupes du systéme (4.23). Considérons maintenant
une partition (V4,...,V,), p > 3, du systéme (4.23).

- Si FiNo(Va, ..., V,) = 0, alors (V4, ..., V,) est également une partition du systéme
(4.23)*. Donc (V4,...,V,) est serrée pour y'.

- Si Fy C §(Vi,...,V,) alors, par l'assertion 4.15.10.i), nous pouvons supposer,
sans perte de généralité que Vi, = {v}, v; € V5 et vy € V},. De plus par l'assertion
4.15.5.iii), (V4, ..., V,) est une partition de type 2 telle que »(V \ (V; U V3)) = 1.
Or, nous avons montré que, dans ce cas, la partition (V{,..., V) définie comme
précédemment est une partition de type 2 du systeme (4.23)*. Ainsi (V/,..., V)
est serrée pour 7. Etant donné que y(F}) = y(F"), nous obtenons

y(O(Va,- Vo)) = w0V, V) +y(F) — y(F7)
y(OWi,.... V)
OVl V)

SIS

Donc, y serre toutes les partitions du systéme (4.23). Ainsi y est une solution du sys-
téme (4.23). Puisque y # z, ceci contredit le fait que z est un point extréme de R(G,r).
Par conséquent, toute coupe du systéme (4.23) qui contient F» contient également F;.

b) Par la suite, nous allons montrer que le systéme (4.23) peut étre choisi de telle
maniére qu’il ne contienne aucune partition de type 2 contenant F, et pas Fj. Pour
cela, supposons le contraire, c’est-a-dire qu'il existe une partition (V4,...,V,), p > 3,
de type 2 du systéme (4.23) telle que F1No(Vi,...,V,) =0 et F, C6(V4,...,V,). Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer que v € Vi et v; € Vi. D’aprés ’assertion
4.15.8 et le lemme 4.13, F; posséde exactement une aréte ayant une valeur fractionnaire.
Puisque z(F,) < 1, par l'assertion 4.15.10.i), toute équation (différente de z(e) = 1)
qui contient F) contient également F5. Il s’en suit, par la remarque 4.8, que F apparait
dans au plus une coupe (en l'occurrence 6(v)) du systéme (4.23). Or z(F}) est frac-
tionnaire. Par I'assertion 4.15.3, il doit exister une partition (Uy,...,U,), ¢ > 3, telle
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que Fy C6o(Uy,...,U,). Par l'assertion 4.15.10.i), nous avons F» C 6(Uy, ..., U,). Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer U; = {v} et vy € Us. D’aprés Passertion
4.15.5.ii), (U, ...,U,) est une partition de type 2 telle que »(V '\ (U; UU;)) = 1. Par
ailleurs, le systéme (4.23) peut étre choisi de telle sorte que ve & Us. En effet, si vy € Us,
alors nous avons

x[Ul,Ug] == $(F1)+JI(F2)
= z(6(v))

> 2.

Or, la partition (U; UUs, Us, ..., U,) est de type 1. Donc, par le lemme 4.5, nous avons
x[Uy, Us] < 2. Par conséquent, nous obtenons z[Uy, Us] = x(5(v)) = 2, et la partition
(Uy UU,, Us, ..., U,) est serrée pour x. De plus, nous avons

2(8(Uy,...,U,)) = 2(8(Uy UUs, Us, ..., U,)) + 2(6(v)).

De ce fait, les trois équations induites par les partitions (Uy, ..., Uy,), (U WUy, Us, . .., Uy)
et la coupe §(v) ne peuvent pas toutes appartenir au systéme (4.23). Ainsi, nous pou-
vons remplacer, dans ce systéme, I’équation z(6(Us,...,U,)) = ¢ par les équations
z(0(Uy U Uy, Us,...,U,)) = ¢ —2 et z(d(v)) = 2. Le systéme ainsi obtenu est non-
singulier et admet z comme solution unique. Aussi, la partition (U U Uy, Us, ..., Uy)
ne contient ni F} ni F5.

Soit s le nombre de sous-ensembles de la partition (Vi,...,V)) qui intersectent Us,.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

VinUy # 0 pour i =1,...,s.

Nous avons v; € U, et v; € V;. Par conséquent Vi N Uy # (). De plus, la partition
(Vi,...,V,) étant de type 2, il existe V;, io € {2,...,p}, tel que r(V;,) = 2. Or, tous
les sommets ayant un type de connexité égal a 2, a ’exception de v, appartiennent a
Us. Donc Vi, N Uy # (). Par conséquent, nous en déduisons que s > 2.

Posons

Us =VinU, pour:=1,...,s.

La partition (Us,...,Us) est une partition de type 2 de Us,. En effet, nous avons v; €
Uy. Par Dassertion 4.15.7, r(v;) = 2. Donc r(U;y) = 2. De plus, tous les sommets de
type de connexité égal a 2 du sous-ensemble V;, appartiennent a U,. Par conséquent,
r(UL) = 2. Ainsi, la partition (U}, ..., Us) posséde bien au moins deux éléments de
type de connexité égal a 2. Par 1’assertion 4.15.11, nous en déduisons donc

2(6(Uy,...,Us)) > s+a(F) — 2. (4.28)
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Pour la suite de la démonstration de cette assertion, nous sommes amenés a distinguer
trois cas.

Cas 1 s < pet F,N[V1,Vj] =0 pour j = 2,...,s. Soit (V/,..., V) la partition
telle que

- (L:le) \ {0},
= {v},

V!=Viis—o pour i =3,...,p—s+2

avec p' = p—s+2. Il n'est pas difficile de voir que r(V{) = r(V5) = 2. Ainsi (V{,..., V)

est une partition de type 2 de V. Nous avons donc

2(8(VL,..., V1)

P

2(6(Vi,. ..\ Vo)) — 2(6(Vi, ..., V) + x(FY)
p—3(06(Va,. ., V) + 2(Fy)

/

vl

p
p—s+2.
Nous en déduisons
x(6(Va,..., V) < s+z(Fy) — 2. (4.29)

Or 6(Uy,...,Us) C6(Vy,...,V,). Donc, d’apres I'assertion 4.15.1,
2(6(Uy, ..., U$)) < a(5(Vi, ..., V4)). (4.30)
Des inégalités (4.28), (4.29) et (4.30), il en résulte alors
(86U, ... U)) =2(6(Vi,...,V,)) = s+ x(F)) — 2.

Par conséquent, la partition (V/,..., V) est serrée pour x. De plus, cette partition
ne fait pas partie du systéme (4.23) car I’équation qu’elle définit peut étre obtenue a

partir de z(6(Uy, ..., U,)) = q et z(6(V4,...,V},)) = p. En effet, nous avons

S p
Uv. U v

z2(O(V{, ... V) = 2(0(Vesn, ..., V) + 2 +a(F) (4.31)
=1 1=s5+1
et
2(6(Vi,.. ., V) = 2(0(Va, .., Vo)) + 2(0(Vig, ..., V) + Uvm U Vi|. (4.32)
1=s+1
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Puisque (V4,...,V},) et (Uy,...,U,) sont serrées pour z, de l'inégalité (4.32), nous
obtenons

v Uv

=1 i=s+1

r(0(Vsgr,.. ., Vp)) + o +x(F)=p—s+2.

Et il découle de I'inégalité (4.31) que x(6(V7,...,V,))) = p'. Par conséquent, en rem-
plagant (Vi,...,V,) par (V{,...,V},) dans le systéme (4.23), nous obtenons un systéme
non-singulier qui admet x comme solution unique. De plus, 6(V/, ..., V};) contient Fy
et Fg.

Cas 2 s < pet Fy, C [V4,V}] pour un certain j € {2,...,s}. Considérons de nou-

veau la partition (V/,..., V)

) définie au cas 1. Nous avons alors

x(6(VY,..., V)

p

6WVhn . V) — 2(6(Vhn.. V) + 2(F) + 2(F)
p—x(0(Vi,..., Vi) +a(F) + x(Fy)

p
p—s—+2.

v

Et nous déduisons
z(6(Vi,..., V) —a(Fy) < s+ x(F) — 2. (4.33)

Or §(U;,...,Us) C(Vi,...,Vs). Puisque vy & Uy, nous avons F»N§(Uy, ..., Us) = 0.
Etant donné que z(e) > 0 pour tout e € E, nous obtenons

2(8(Uy,...,U)) < z2(6(Vi,...,V5)) — 2(F). (4.34)
Nous déduisons alors, des inégalités (4.28), (4.33) et (4.34),
(6(Uy,...,U3)) =x(6(Vi,..., Vi) — a(Fs) = s + (F)) — 2.

La partition (V/,...,V},) est donc serrée pour x. Cette partition ne fait pas partie du
systéme (4.23) car elle peut étre obtenue a partir de celles définies par (V3,...,V}) et
(Ui, ..., U,). Par conséquent, le systéme obtenu & partir du systéme (4.23) en rem-
plagant (Vi,...,V,) par (V{,..., V) est un systéme non-singulier admettant x comme
unique solution. Et (V{,..., V) contient Fy et F5.

Cas 3 s = p. Nous avons §(Uy,...,Us) C 6(V4,..., V), o Co(Vi,..., V), va & Us.
Ainsi F5 N (U3, ...,U5) = 0. Donc, par Passertion 4.15.1, nous obtenons I'inégalité
(4.34). Et nous déduisons, des inégalités (4.28) et (4.34)

s+a(F) -2 <a(6(Vi,..., Vo)) — a(F).
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Or z(6(WV1,...,Vs)) = s. Donc z(Fy) +x(F3) < 2. Puisque z(d(v)) = x(F)) +z(F) > 2,
la coupe d(v) est serrée pour x. Cette derniére ne fait pas partie du systéme (4.23) car
elle peut étre obtenue a partir des équations définies par (Vi,...,V},) et (Uy,...,U,).
Par conséquent, en remplagant (Vi,...,V,) par §(v) dans le systéme (4.23), le systéme
ainsi obtenu est non-singulier et admet x comme unique solution. Par ailleurs, §(v)
contient Fj et F5.

Le systéme (4.23) peut donc étre choisi de telle maniére que toute équation qui contient
F; contient également F. De plus, par I’assertion 4.15.10.1), toute équation du systéme
(4.23) contenant Fy contient aussi Fy. Puisque 1 < x(F}) < 2, F} contient une aréte f;
telle que 0 < z(f1) < 1. Par hypothése, z(Fy) < 1. Donc Fy = {fo} avec 0 < z(f2) < 1.
Considérons alors la solution Z € IR¥ donnée par

z(e) +e€ sie= fi,
Z(e) =< xz(e) —e sie = fo,
z(e) sie € E\{f1, f2},
ou € est un scalaire non nul. La solution T est également une solution du systéme (4.23),
ce qui contredit le fait que x soit un point extréme. Ainsi z(Fy) > 1. O

Maintenant que nous venons de prouver que xz(Fy) > 1, nous allons étudier les consé-
quences que cela entraine sur la composition du systéme (4.23).

Assertion 4.15.13 Toute équation du systéme (4.23) qui contient F} ne contient pas
.

Preuve. Supposons, au contraire, qu’il existe une coupe 6(W;) du systéme (4.23) qui
contient a la fois Fj et Fy. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v € W,.

Puisque G(W;) et G(W;) sont connexes, nous avons 6(W;) = §(v). Or par les assertions
4.15.8 et 4.15.12 | x(Fy) > 1 et x(F,) > 1. Par conséquent, nous avons

r(0(Wi)) = x(Fy) + x(F2)

> 2
une contradiction.
Supposons maintenant qu’il existe une partition (Vi,...,V,), p > 3, du systéme (4.23)
contenant a la fois I} et F,. D’aprés l'assertion 4.15.5.ii), (V4,...,V}) est une partition

de type 2. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer V; = {v} et v; € V5. Si
vy € V5 alors
Vi, Vo] = x(F1) +x(Fh)
> 2
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ce qui contredit le lemme 4.5.ii). Par conséquent, nous pouvons supposer, sans perte

de généralité, que vy € V,,. Considérons alors la partition (V,..., V) définie comme
suit

‘/1, - ‘/1 U ‘/])7

Vi=V, pouri=2,...,p— 1,

avec p' = p—1. Nous avons v € V] et v; € V. Donc, par les assertions 4.15.6 et 4.15.7,
(Vi,..., V) est une partition de type 2 de V. D’aprés le lemme 4.5.ii.b), nous avons
x[V4,V,] < 1. Ainsi, puisque Fy C [V4, V], (F2) > 1 et z(e) > 0 pour tout e € E, nous

obtenons x(F,) = 1. Par conséquent, la partition (V{,..., V") est serrée pour z. De

plus, cette partition ne fait pas partie du systéme (4.23) carpl’équation qu’elle définit
peut étre obtenue & partir de z(6(V4,...,V,)) = pet z(e) = 1 pour e € F,. La partition
(Vi,...,V,) peut étre remplacée par la partition (V{,...,V’) dans le systéme (4.23).
Le systéme ainsi obtenu est non-singulier et admet z comme solution unique. De plus,

nous notons que (V{,..., V) contient Fy et pas Fj. a

Maintenant, nous supposons que le systéme (4.23) vérifie, en plus de I’assertion 4.15.5,
I’assertion 4.15.13.

Assertion 4.15.14 z(Fy) < z(F)).

Preuve. Nous avons par hypothése z(F}) > x(F3). Supposons alors que z(Fy) = z(F5).
Nous allons tout d’abord montrer que r(vy) = 1. A cette fin, supposons le contraire,
c’est-a-dire r(vg) = 2. D’aprés I’assertion 4.15.5, les arétes de F; peuvent apparaitre
dans des équations triviales (z(e) = 1), des coupes 6(W) telles que con(WW) = 2 et des
partitions (V1,...,V},) de type 2 telles que Fy C [V;, V] et (V' \ (V;UV;)) =1, du
systeme (4.23).

Si Fy apparait dans une coupe §(W;) du systéme (4.23) telle que con(W;) = 2. Nous
pouvons supposer, sans perte de généralité, que v € W, et v; € W,. Puisque par
lassertion 4.15.8, x(F;) > 1, nous avons z(d(v)) = z(Fy) + z(F,) > 2. Donc 6(W;) #
d(v). De ce fait, vy € W;. Puisque r(v9) = 2, il est facile de voir que r(W; \ {v}) =
r(W; U {v}) = 2. Ainsi con(W; \ {v}) = 2. Nous avons alors

(@(Wi\{v})) = 2(6(Wy)) — x(F1) + 2(F3)
z(0(Wi))

2

= con(Wi\ {v}).

Par conséquent, la coupe 6(W; \ {v}) est serrée pour z.
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Soit (Vi,...,V,), p > 3, une partition de type 2 du systéme (4.23) telle que F; C
d(Vi,...,V,). Supposons, sans perte de généralité, que v € Vi et vy € V5. Si vy € Vo,
alors

Vi, Vo] = a(Fy) + x(Fy)
> 2

Nous obtenons alors une contradiction avec le lemme 4.5. Supposons maintenant que
vy € Vj avec j € {3,...,p}. Etant donné que (V' \ (V;UV3)) = 1, nous avons r(V;) = 1.

Soit (V7,..., V) la partition définie comme suit
‘/1, - ‘/1 U ‘/jv
V=V, pouri=2,...,5—1,
‘/z‘/:‘/i-‘rl pour ¢ = j,...,p— 1,

oit p' = p — 1. Il n’est pas difficile de voir que (V{,..., V) est une partition de type
2 de V. Ainsi, par le lemme 4.5.ii.b) et I'assertion 4.15.1, nous déduisons z(F,) =
z[V1, Vj] = 1. La partition (V,...,V],) est donc serrée pour z. De plus, cette partition
ne fait pas partie du systéme (4.23). En effet, I’équation qu’elle définit est redondante
avec les équations xz(6(V4,...,V,)) = p et z(ez) = 1 ou Fy = {ez}. De ce fait, le
systéme obtenu a partir du systéme (4.23) en remplacant la partition (V4,...,V,) par
la partition (V{,...,V};) est non-singulier et admet z comme solution unique. Nous
pouvons donc supposer que v € V;. Considérons alors la partition (V/, ..., V) définie

de la maniére suivante
Vi'=Vi\{v},

Vy = Vo U{v},
VI =V, pour ¢ =3,...,p.

Puisque r(vs) = 2 et vy € V[, il est clair que (V{",...,V}’) est une partition de type 2
de V. Nous avons donc

z(6(VY,.... V) = x(0(V1,..., V) — a(Fy) + 2(F2)
2(6(Vi, ..., Vp))

Et la partition (V/’,...,V}’) est serrée pour x.

Par conséquent, dans le systéme (4.23), nous pouvons remplacer toutes les équations
contenant Fj, a 'exception des équations triviales, par des équations contenant Fj.
Soit (4.23)* le systéme ainsi obtenu. Soit 2’ la restriction de x sur E'\ F;. D’aprés les
lemmes 4.9 et 4.14, 2’ est une solution fractionnaire de R(G/Fy,rp ). Considérons le
systéme (4.23)* obtenu a partir de (4.23)* en supprimant les équations x(e) = 1 pour
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e € Fi. Nous remarquons qu’aucune variable x(e), ot e € F}, n’apparait dans le systéme
(4.23)*'. De plus, 2’ est une solution de ce dernier systéme. Etant donné que G/F} est
un graphe série-paralléle ayant moins d’arétes que GG, d’apreés I’hypothése de récurrence,
R(G/Fy,rg,) est entier. Puisque 2’ est une solution fractionnaire de R(G/Fy,rp ), il
doit exister un point extréme entier ¢’ de R(G/Fy,rp,) qui est également une solution
du systéme (4.23)*. De plus, nous avons z(F}) = x(F»). Par conséquent F) et Fy sont

de méme cardinalité. Posons Fy = {el,... el} et Fy = {e?,...,e2}. Soit y € IRF 1a
solution donnée par
y'(e) sie € B\ Fi,
y(e) = (2 P . —
y'(eF) sie=e¢;; i=1,...,t

Il est clair que y # x. Nous allons maintenant montrer que y est une solution du
systéme (4.23). Tout d’abord, remarquons que y(e) = 1 pour toute aréte e € E telle
que e € E;. Considérons une coupe 6(W;) du systéme (4.23).

- Si FiNo(W;) = 0, alors §(W;) est également une coupe du systéme (4.23)*'. Donc,
d(W;) est serrée pour y'. Ainsi, y'(6(W;)) = y(6(W;)) = con(W;).

- Si Fy C §(W;), alors, d’apreés le lemme 4.15.5.1), con(W;) = 2. Puisque z(F}) > 1
et x(Fy) > 1, nous avons Fp No(W;) = ). Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que v € W;. De la discussion précédente, il en résulte que la coupe §(W;\
{0}) est serrée pour y/. Puisque y(Fy) = y(F) et y(5(W\ {0}) = ' (G(W:\ {0})),

y(6(Wa)) = y(6(Wi\ {v})) —y(F1) + y(F3)
y'(6(Wi\{v}))

= 2.

Et, la coupe §(W;) est serrée pour y.
Considérons une partition (Vi,...,V}), p > 3, du systéme (4.23).

- Si FENo(Vi,...,V,) = 0 alors (V4,...,V,) est aussi une partition du systéme

(4.23)*. Par conséquent (V4,...,V,) est serrée pour y'. De plus, nous avons
y(o(Vi, ..., V) =9y (6(Va,...,V,)). Alnsi, (Vi,...,V,) est également serrée pour
Y.

- Si Fy C€6(V4,...,V,) alors, par 'assertion 4.15.5.ii), (V4, ..., V},) est une partition
de type 2. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que F; C [V, V5.
Par la discussion précédente, nous savons que F» C E(V}). Or, nous avons montré
que, dans ce cas, la partition (V1 \ {v}, Vo U{v}, V5,...,V,) est une partition de
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type 2 du systéme (4.23)*. Donc (Vi \ {v}, Vo U {v}, Vs, ..., V,) est serrée pour
y'. Puisque y(F;) = y(Fy), nous obtenons

y(6(Vi,.. Vo)) = yOWVi\{v}, VaU{o}, Vs, V) — y(FY) + y(F2)
= yOVi\{v},VaU{v}, Vs, 1))
= p'

Et la partition (V,...,V}) est serrée pour y.

Ainsi, y est une solution du systéme (4.23). Etant donné que y # x, ceci contredit le
fait que x est un point extréme de R(G,r). D’ou r(vg) = 1.

Montrons maintenant que z est un point extréme de R(G,73), on ry € ZK est le
vecteur types de sommets suivant

r(u) siu e V\{v},
ro(u) =
2 Sl u = vs.

En utilisant une démonstration similaire a celle de I’assertion 4.15.7, nous pouvons
montrer que x € R(G,r3). Or, toutes les équations du systéme (4.23) sont définies
par des contraintes appartenant également & R(G, ry). Par conséquent, x est un point
extréme fractionnaire de R(G,r3). Posons S3 = {u € V | ry(u) = 2}. Nous avons
S3 = Sy U {wy}, et ainsi |S3| > |Ss]. Puisque R(G,r;) contient un point extréme
fractionnaire, ceci contredit ’hypothése de maximalité de |Ss|. De ce fait, nous obtenons
z(Fy) > x(Fy). O

Assertion 4.15.15 Le systéme (4.23) peut étre choisi de telle maniére que, pour toute
partition (Vi,...,V},), p > 3, de type 2 telle que F;, C [V}, V}], nous avons r(V \ (V; U
V) =1.

Preuve. Similaire a celle de 'assertion 4.15.5.iii). O

Nous rajoutons a présent au systéme (4.23) la condition qu’il vérifie également ’as-
sertion 4.15.15.

Assertion 4.15.16 Dans le systéme (4.23), F} n’apparait pas dans une coupe.

Preuve. Supposons qu'’il existe une coupe 6(W;) du systéme (4.23) telle que F; C
d(W1). D’apres lassertion 4.15.5.1), con(W;) = 2. Sans perte de généralité, nous pou-
vons supposer que v € Wy et v; € W1. De plus d’aprés Passertion 4.15.13, FoN§(W,) =



F.9 LIC POLYyLOPC LOINLDIL (U,y/) Ualls 1G5 514plits scelle=pdalalicics

(). Nous avons donc vy € Wy Posons W{ = Wi\ {v}. Montrons que 7(WW]) = 1. En effet,
supposons que r(W/) = 2. Puisque r(v) = 2, il en résulte alors que con(W7) = 2. Nous
avons ainsi

z(6(W7))

z(6(Wh)) — x(Fy) + x(Fy)
2 —x(F) + x(Fy)
2.

vV

Nous en déduisons donc que z(F)) < z(F3), ce qui contredit ’assertion 4.15.14. Ainsi
r(Wy) = 1.

Par I’assertion 4.15.3, les arétes de F5, doivent apparaitre dans au moins deux équa-
tions du systéme (4.23). Supposons ainsi que F» apparait dans une coupe 0(Ws) du
systéme (4.23). D’aprés l'assertion 4.15.9.i), con(W,) = 2. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que v € Wy et vo € W,. Nous avons v; € Ws. Sinon, Fy et
F, appartiendraient a une méme équation du systéme (4.23), ce qui contredirait I’as-
sertion 4.15.13. Etant donné que con(Wy) = 2, r(v) = r(v1) = 2 et {v,v,} C Wy, il
existe u € Wy tel que r(u) = 2. Puisque 7(W/) = 1, nous avons donc u € W; UW,. Et
ainsi W, U W, # 0. De plus, (W, UW,) = 2. Par conséquent, §(W5) est une coupe du
systéme (4.23) telle que v € Wy N Wy, Wy U W, # D et r(W, UW,) = r(WiNWy) = 2.
Ceci contredit 'assertion 4.15.2.1).

Supposons maintenant que F, apparait dans une partition (V4,...,V}), p > 3, du sys-
téme (4.23). D’aprés les assertions 4.15.9.ii) et 4.15.15, (V4,...,V,) est une partition
de type 2 telle que Iy, C [V;, Vi] et 7(V'\ (V; UV;)) = 1. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que ¢ = 1, 3 = 2, v € V] et v5 € V5. Nous avons aussi v; € V. En
effet, si v; ¢ Vi, alors Fy C §(V4,...,V,). Mais ceci contredit I'assertion 4.15.13. Etant
donné que v € Wy, v € Vi, v; € Wi et v; € V4, nous avons V,NW, # D et ViNW, # 0.
Puisque 7(V3) = 2, r(v) = r(v;) = 2 et r(W]) = 1, nous avons Vo N W; # (). De
plus, v2 € Wi et vy € Va, donc Vo N Wy # (. Ainsi la partition (V4,...,V,) contredit
lassertion 4.15.2.ii).

En conclusion, les arétes de F, apparaissent dans au plus une équation du systéme
(4.23), une contradiction avec I’assertion 4.15.3. O

Assertion 4.15.17 Soit (V4,...,V,), p > 3, une partition de type 2 du systéme (4.23)
telle que Fy C [V;,V;] et v € V;. Alors, r(V; \ {v}) = 1.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que i = 1 et j = 2. D’aprés
assertion 4.15.13, F» N 6(V4,...,V,) = (. Ainsi vy € V. Par conséquent, |V;| > 2.
Supposons, au contraire, que r(V;\ {v}) = 2. Considérons alors la partition (V{,...,V})
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définie de la maniére suivante

Vi=Vi\{v},
Vy =Vau{o},
V=V pour i = 3,...,p.

Puisque v € V3, r(v) =2 et r(V]) = r(Vi \ {v}) = 2, (V{,...,V}) est une partition de

type 2. Nous avons ainsi

z(6(V{,..., V)

p

z(0(Vi,...,V,)) — x(F1) + x(F)
.

v

Nous en déduisons donc z(Fy) < z(F3), ce qui contredit I’assertion 4.15.14. O
Assertion 4.15.18 Dans le systéme (4.23) F, n’apparait pas dans une coupe.

Preuve. Supposons qu’il existe une coupe §(W;) du systéme (4.23) telle que Fy C
d(W;). D’aprés 'assertion 4.15.9.i), con(W;) = 2. Nous savons que F; posséde une
aréte fractionnaire. Or cette aréte doit appartenir a au moins deux équations du sys-
teme (4.23). Par les assertions 4.15.5 et 4.15.16, il existe une partition (V4,...,V}),
p > 3, de type 2 telle que Fy C [V, Vi] et (V' \ (V; UV;)) =1, dans le systéme (4.23).
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que i = 1, j =2, v € Vj et v; € V4.
De plus, par I’assertion 4.15.17, nous avons r(V; \ {v}) = 1.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v € W, vy € W; et d’aprés as-
sertion 4.15.13, v; € W;. Etant donné que 7(W;) = 2 et tous les sommets (& I'exception
de v) ayant un type de connexité égal & 2 appartiennent & V5, nous avons W; N Va # .
De plus, d’aprés les définitions de 6(W;) et (Vi,...,V,), il est clair que W; NV} # 0,
WiNVy # 0 et W;NVa # (). Ainsi deux éléments de la partition (Vi,. .., V}) intersectent
a la fois W; et W;, contradiction avec 'assertion 4.15.2.ii). Par conséquent, les arétes
de Fy apparaissent dans au plus une équation du systéme (4.23). Ce qui contredit 1’as-
sertion 4.15.3. O

Par assertion 4.15.8 et le lemme 4.13, nous avons F} = {ey, fi} avec xz(e;) = 1 et
0 < z(f1) < 1. Nous énongons alors ’assertion suivante, similaire a ’assertion 4.15.11,
mais relative cette fois, & une partition contenant F; et pas F5.

Assertion 4.15.19 Soit (V3,...,V,) une partition de type 2 du systéme (4.23) telle
que Fy C [Vi,Vj] et {v,v2} C Vi. Soit (V}',...,V]), t > 2, une partition de type 2 du
sous-ensemble V. Alors

6V, ... V) > t+a(fr) — 2(F).

J
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Preuve. D’aprés l'assertion 4.15.5.iii), nous savons que la partition (V3,...,V},) est
telle que 7(V \ (V; U V})) = 1. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
1=1,75=2v €V, vy € Vyet vg € V. Aussi, par 'assertion 4.15.17, nous avons
r(Vi\ {v}) = L.

Nous avons au moins trois sommets de V' ayant un type de connexité égal a 2. En effet,
si au contraire, seuls v et vy ont un type de connexité égal a 2, alors il n’existerait pas
de partition de type 2 contenant F; et pas Fy. Or, d’apres les assertions 4.15.9, 4.15.13,
4.15.15 et 4.15.18 les arétes de Fy apparaissent dans au plus une équation du systéme
(4.23), en 'occurrence les équations triviales. Mais ceci contredit l'assertion 4.15.3.
Soit (V4!, ..., V{) une partition de type 2 de V,. Puisque r(V; \ {v}) = 1, | S| > 3 et
tous les sommets (& 'exception de v) de type de connexité égal & 2 appartiennent a V5,
une telle partition de V5 existe. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
vy € V3. Considérons alors la partition (V{’,..., V) définie de la maniére suivante

Vi =Vi\ {v},

Vi =V; U{uv},

e pouri =2,....4,
V=Vt pouri=t+2,....p+t—1,

avec p” = p+t— 1. Il n’est pas difficile de voir que (V/",...,V]’) est une partition de
type 2 de V. Ainsi, nous avons

s@V V) = w0V Vo)) + 2 (8(V3 . VE)) — a(F) + ()
= pHa(0(Vy,.... V%)) — a(F1) + x(Fh)
2 p/l
= p+t—1

Nous obtenons donc
w(6(Vy, ..., V) >t —1+a(F) — z(F).
Or nous avons x(F)) = z(e1) + z(f1) = 1 + z(f1). Nous obtenons ainsi

p(0(Vy,-. ., V3)) > t+a(fi) — x(F). O
Assertion 4.15.20 Dans le systéme (4.23), F» n’apparait pas dans une partition.

Preuve. Supposons au contraire, que Fy apparait dans une partition (Vi,...,V}),
p > 3, du systéme (4.23). D’apreés les assertions 4.15.9.ii) et 4.15.15, (V4,...,V,) est
une partition de type 2 telle que Fy C [V, V}] et #(V \ (V; UV})) = 1. Par Passertion

4.15.13, F; N 6(Vi,...,V,) = 0. Ainsi v et v; appartiennent au méme élément V; de la
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partition (V3,...,V},). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ¢ = 1.

Par les assertions 4.15.2, 4.15.3, 4.15.5.1i) et 4.15.16, il existe une partition (Ui, ..., U,),
q > 3, de type 2 du systéme (4.23) contenant Fi. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que I} C [Uy, Us] avec v € Uy et vy € Us. Par lassertion 4.15.5.ii), il s’en suit
que 7(V '\ (U UU,)) = 1. Par I’assertion 4.15.2, nous avons aussi vy € U;. Soit s < p le
nombre de sous-ensembles de la partition (Vi,...,V}) qui intersectent U,. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que

VinUs # 0 pour tout [ =1,...,s.

Puisque (V,...,V,) est de type 2 et v, v; € V, il existe au moins trois sommets de
type de connexité égal a 2 dans G. Et ainsi, s > 2. De plus, puisque r(V'\ (V;UV;)) = 1,
nous avons Fy C [V;, V] avec i < s et j < s. Posons

UéleﬁU2 pour tout [ =1,...,s.

La partition (Us,...,Us) de U, est de type 2. En effet, v; € U] et r(v;) = 2. Comme
il existe u € Uy \ {v1} tel que r(u) = 2, alors il existe [y € {2,...,s} tel que u € Uy.
Ainsi, par I'assertion 4.15.19, nous obtenons

w(6(Uy,...,Us)) > s+ a(f1) — z(F). (4.35)
Nous distinguons alors deux cas.
Cas 1 s = p. Puisque 0(Us,...,Us) C 6(V4,...,V;) et z(e) > 0 pour tout e € F,
nous avons

2(5(Uy,...,U3)) <x(6(Va,..., Vi)
Or Fond(U}, ..., Us) = 0, car vy & Us. De plus, Fy C 6(V4, ..., Vi) et z(6(Va,..., Vi) =

s.. Par conséquent, nous obtenons

z(0(Uy,...,Us)) < x(6(V,..., V) — x(Fh)
< s —x(Fy).

De l'inégalité (4.35), il en résulte que
s+a(f) —x(Fy) <z(6(Usy,...,Us)) < s —x(F).

Finalement, nous en déduisons que z(f;) < 0, une contradiction avec 1'assertion 4.15.1.

Cas 2 s < p. Considérons alors la partition (V{,..., V) définie de la maniere sui-
vante
S
Vll = U Vi,
=1

V! = Vs pourl=2,....,p—s+1,
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avec p’ = p — s+ 1. Etant donné que r(V;) = 1 pour tout [ € {s+1,...,p}, il n’est pas
difficile de voir que (V{,..., V) est une partition de type 1 de V. Nous avons donc

f
x(é(Vl’,,Vp’,)) = x(é(Vl,,Vp))—x((S(Vl,,Vs))
> p =1
= p—s+1-1
= p—s.

Par conséquent, nous obtenons

Ord(Uj,...,Us) Co(Va,..., Vi), Fsnd(Us, ..., Us) =0, Fy C6(Vi,..., Vi) et xz(e) >0
pour tout e € E. Donc

26U, U3) < 2(6(VA,..., Vi) — a(F)

<
< s —x(Fy).

Cette derniére inégalité, combinée avec l'inégalité (4.35), implique z(f;) < 0. Ce qui
contredit I’assertion 4.15.1.
De ce fait, F, n’apparait pas dans une partition du systéme (4.23). O

Des assertions 4.15.18 et 4.15.20, nous pouvons conclure que les arétes de F, appa-
raissent dans au plus une équation du systéme (4.23), en l'occurrence z(e) = 1. Mais
ceci contredit I'assertion 4.15.3, et notre théoréme est prouvé. O

Considérons maintenant le probléme ESNDP quand plusieurs copies d'une aréte peuvent
étre utilisées dans la solution, ¢’est-a-dire le probléme 3.1. Soit P(G,r) le polyédre as-
socié aux solutions de ce probléme. Comme conséquence du théoréme 4.15, nous avons
le résultat suivant.

Théoréme 4.16 Soit G = (V,E) un graphe série-parallele. Si r € {1,2}V, alors
P(G,r) est complétement décrit par les contraintes de non-négativité (4.12), les contraintes
de coupe (4.9) et les contraintes de partition (4.3).

Preuve. Similaire a celle du théoréme 3.10. O

Dans la section 4.2.2, nous avons montré que le probléme de séparation de contraintes
de partition (4.3) est polynomial. De plus, le probléme de séparation des contraintes
de coupe (4.9) peut étre résolu en temps polynomial. Ainsi, des théorémes 4.15 et 4.16,
nous obtenons le corollaire suivant.
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Corollaire 4.17 Si les types de sommets sont en 1 et 2, les problemes ESNDP et 3.1
peuvent étre résolus en temps polynomial dans la classe des graphes série-paralléles. O

D’une maniére assez naturelle et par rapport aux idées développées dans la démons-
tration du théoreme 4.15, nous avons étudié une généralisation de ce résultat pour des
types de sommets égaux a k et k+1, avec k > 1. Pour cela, il nous a fallu introduire de
nouvelles inégalités, bien spécifiques aux graphes série-paralléles. C’est cette nouvelle
famille de contraintes que nous présentons dans la prochaine section.

4.4 Les contraintes de SP-partition

4.4.1 Introduction

Dans [33], Chopra a étudié le probléme 3.1 dans la classe des graphes outerplanaires et
pour des types de sommets tous égaux a k, ou k est un entier impair. Nous rappelons
qu'un graphe est dit outerplanaire s’il est constitué d’un cycle avec des cordes qui ne
s'intersectent pas. Les graphes outerplanaires forment une sous-classe de la classe des
graphes série-paralléles. Chopra a ainsi introduit de nouvelles contraintes, valides pour
le probléme 3.1. Elles se présentent de la maniére suivante. Soient G = (V, E) un graphe

outerplanaire, des types de sommets tous égaux a k avec k impairet (V4,...,V,),p > 2,

une partition de V' telle que G(V;) soit connexe pour tout ¢ = 1, ..., p. Alors, I'inégalité
k

z(6(V1,...,V,)) > 5 p—1 (4.36)

est valide pour le probléme 3.1. Les inégalités (4.36) sont appelées inégalités de parti-
tion outerplanaire. Nous remarquons que la contrainte (4.36) n’est rien d’autre qu’'une
contrainte de coupe quand p = 2. Chopra a également montré que lorsque G est ou-
terplanaire et r(v) = k pour tout v € V avec k impair, alors P(G, ) est complétement
décrit par les contraintes de non-négativité, les cntraintes de coupe et les containtes
de partition outerplanaire. De plus, il a conjecturé que ce résultat reste vrai quand le
graphe G est série-paralléle.

Didi Biha et Mahjoub [58| ont étendu la validité des inégalités (4.36) pour les pro-
blemes ESNDP et 3.1 a la classe des graphes série-paralléles. Ils les ont alors appelées
inégalités de SP-partition. Dans cette classe de graphes, ils ont aussi complétement
caractérisé le polytope ESNDP(G,r) par les contraintes triviales, de coupe et de SP-
partition, quand tous les types de sommets sont égaux a une méme valeur impaire.
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Comme conséquence de ce résultat, ils ont démontré la conjecture de Chopra mention-
née précédemment (cette conjecture a été démontré indépendamment par Chopra et
Stoer [36]). Par ailleurs, Didi Biha et Mahjoub [58] ont donné des conditions néces-
saires et Didi Biha [57] des conditions suffisantes pour que les inégalités de SP-partition
définissent des facettes du polytope ESNDP(G,r).

Dans ce qui suit, nous allons étendre les inégalités de SP-partition & des types de
sommets quelconques, c¢’est-a-dire r € ZK.

4.4.2 Les inégalités de SP-partition

Soient G = (V, E)) un graphe série-paralléle et r € ZK un vecteur types de sommets.
Considérons une partition 7 = (V4,...,V,) de V, p > 2, telle que r(V;) > 1, pour
tout ¢ = 1,...,p. Dans le but de simplifier au maximum les expressions, nous sommes
amenés a introduire les notations suivantes

o 7. =max{con(V;) | i=1,...,p},
e p; est égal au nombre de sous-ensembles V; de la partition 7 tels que con(V;) = 1,
pour tout i = 1,...,7,, cest-a-dire p; = |[{j | con(V;) =14; j=1,...,p}|.

Remarquons que

T p Tr
Zpi =p et Zcon(vi) = lez
i=1 i=1 i=1

Considérons alors I'inégalité

i [41pi—1  sir, est impair,
i=1

rr o
o151 si r, est pair.

Théoréme 4.18 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle et r € ZX un vecteur
types de sommets tels que G soit aréte-fiable. Alors les inégalités (4.37) sont valides
pour ESNDP.
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Preuve. Il suffit de montrer que, pour tout graphe G = (V, E) série-paralléle et aréte-
fiable (par rapport a r € ZK), nous avons

iﬂc [A11Li| =1 si Tpaq est impair,
i=1
|E| > (4.38)

7; . .
RE SI T'pae €St pair,
i=1
oul; ={veV |r(v) =i} pourtouti=1,..., 7. Nous savons qu’il existe au moins
deux sommets de type de connexité égal & r,,,,. Ainsi, nous avons r(v) = con(v) pour
tout v € V. La preuve est par récurrence sur le nombre de sommets.

Si |V| = 2, alors la contrainte (4.38) est une contrainte de coupe (??). En effet, nous
avons I, =V et I, = pour tout i = 1,..., 7,4 — 1. Ainsi, |,

impair, alors le membre droit de l'inégalité (4.38) est

| = 2. Si e €St

max

max max 1
’77"2 —‘|Irmar|_]‘:(r 2+ )*2_1:Tmaz

Si 7 €st pair, nous obtenons alors

T'max T'max
’V ‘IT'maz| = *2 = Tmax -

2 2

La contrainte (4.38) s’écrit alors |E| > 7paq-

Supposons que 'inégalité (4.38) est valide pour tout graphe série-paralléle aréte-fiable
ayant au plus n sommets. Supposons que G posséde n + 1 sommets. Puisque G est un
graphe série-paralléle, il existe un sommet v € V qui est adjacent a exactement deux
sommets vy et vy de V. Posons F| = [v,v1] et Fy = [v,v5]. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que |Fj| > |F,|. Puisque G est aréte-fiable, nous devons avoir
|0(v)| > r(v) pour tout v € V. De plus, 6(v) = Fy U F,. Ainsi, nous avons

|Fy| > [@W . (4.39)

Soient G* = (V*, E*) le graphe obtenu a partir de G en contractant I’ensemble d’arétes
Fyetr®e ZK* le vecteur types de sommets défini de la maniére suivante

r(u) siue Vi {v*},
r*(u) =

cong({v,v1}) sl u = v¥,
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ol v* est le sommet résultant de la contraction de F7. Il est facile de voir que G* est série-
paralléle et qu’il vérifie les conditions d’aréte-connexité. De plus, puisque |V*| < |V,
d’aprés notre hypothése de récurrence, nous avons

( T:n
2 [ANI7] =1 sir),, est impair,
1=
|E*| >
Z (311471 sir) .. est pair,

ou 7l = max{cong*(u) | u € V*} et IF = {u € V* | cong«(u) = i} pour tout

=17

Or |E| = |E*| + | F1|. Ainsi

( *
Z (LI =14 |Fi|  sir),, est impair,
i=1
] 2 S (4.40)
iﬁ%“ﬁ‘ﬂ%ﬂ\ sir} .. est pair,
[ i=1

Nous distinguons deux cas.

Cas 1 1}, = Tmao- SiT(v) > r(v1), alors [I7 )| = |Lw] et [T, | = [Ley| — 1.
Alinsi, nous avons
s = ST~ [
> s - [,
Supposons que 7(v) < r(v1). Nous avons donc || = |[Irw)| — 1 et
T:;Laz _i— Tmax Z T(U)
) = Sl YA RN
S5 m=3 |5 w7

Nous en déduisons alors

re -

i:w % IHEDY e EW 11| — [ W . (4.41)

=1

Ainsi, d’aprés (4.39) et (4.41), l1negahte (4.40) s’écrit de la maniére suivante

Tmazx ( )

21 (%W |I;| — f W + [5] Si Tynae €St impair,
|E] >
’”Z (5114 = ( W + [L;)—‘ Si Tae €St pair.

i=1
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Et nous obtenons 'inégalité (4.38).

Cas 2 1}, < Tmasz- Dans ce cas, les deux seuls sommets qui ont un type de connexité
_ *
2. Nous avons donc r(u) < rk . pour

max |

égal & 7y, sont v et vy, c’est-a~dire |1,

tout w € V' \ {v,v1}. Par conséquent, |I. | = |L. [+ 1 et |I[}] = [[;] pour tout
i=1,...,7%. — 1. L'inégalité (4.40) s’écrit “alors
( T‘*
Z (5111 4T~ "““”1 — 14 |F] sir) .. est impair,
i=1
|E| = 4 (4.42)
REAARE ( ]+ | B sir} .. est pair.
[ =1

Soit C* la cardinalité minimum d’une coupe séparant v* et un sommet ayant un type
de connexité égal a r  dans le graphe G*. Puisque G* vérifie les conditions d’aréte-
connexité, il est clair que C* > Nous allons maintenant donner une nouvelle

max-*
borne inférieure pour la cardinalité de |F}].

Assertion 4.18.1 |Fi| > rpae — [ 5]

*

Preuve. Soit W* C V* un sous-ensemble de sommets tel que v* € W*, con(W*) = r} ..
et |0(W*)| = C*. Considérons alors le sous-ensemble de sommets W C V tel que
W = (W*\{v*})U{v}. Nous avons donc v; € V\W. Ainsi con(W) = 7,,4,. Etant donné
que le graphe G est aréte-fiable, nous avons [6(W)| > con(W) = ez et [6(v1)| > Tmae-
Or |d(W)] = |8(W*)\ d(v1)| + | Fi| et [0(v1)] = [0(W*) N d(vq1)| + |Fi|. Par conséquent,
|F1| > Toae — [0(W)\ 0(v1)] et |F1| > rimae — [0(WF) N (v1)]. Nous en déduisons donc

[F1| = Pinae — min{[6(W7) \ 6(w)], [6(W7) N o(wr)]} (4.43)

Puisque (6(W*)\ d(v1)) N (6(W*) N d(v1)) = 0 et |6(W*| = C*, nous avons

min {1507 \ 800, [5(W*) A1 6(or)]} < {%J . (4.44)

De (4.43) et (4.44), nous obtenons |Fi| > 7 — [ S ]. O

L’assertion précédente va nous permettre de réécrire I'inégalité (4.42) d’une maniere
beaucoup plus simple.

Assertion 4.18.2 |E| > igg L5+ rmaa-
=1



LGS LLIILL Alllles Uc ol =pal uviuivll

1VUJ
Preuve. Nous allons discuter de deux cas dépendants de I'égalité entre la valeur de
C* et cellede 77,....

Cas1C* =1},

x "

D’aprés l'assertion 4.18.1, I'inégalité (4.42) s’écrit comme suit

( *
; (A5 + [~ "“””1 — 14 Toae — |5 si 7k .. est impair,
|E| > (4.45)
i: (%HI | + ’V maz—l + Tmaz — L%J si ,r;knax est p&iI’.
[ =1
Or

2

W:mx_‘ L C J - W:mx_‘ V:mx J - 1 SL 7). €st impair,
2 2| | 2| B
0

si Ty .. est pair.
Donc, de 'inégalité (4.45), nous obtenons

¥

max /[;
‘E‘ Z Z ’75—‘ ‘]Z‘ +Tmar'

=1

Cas 2 C* > r; .. Alors, toute coupe dans G* qui sépare deux sommets de type

max a
une cardinalité supérieure ou égale a C*. Ainsi, d’aprés le théoréme 2.1, G* vérifie les
conditions d’aréte-connexité définies par les types de sommets suivants

r*(u) si7(u) # Thgas
7(u) =

pour tout u € V™.
C*

sir(u) =718
Posons I = {u € V* | conG*( ) =i} pour tout i = 1
pour tout i = 1,..., 7, — 1, [I}.

., C*. W est clair que |I]| = |I}|
'inégalité (4.42) s’écrit alors

|:Oet‘[/*:

1. |. D’apreés lassertion 4.18.1

;

rjnaz_l . " .
; N+ TSN | =14 e — [S7] sl C* est impair,
5> (1.46)
maz—1 . .
Z ’V%—‘ |I7,*| + ’7%1 ‘[:;‘nam‘ + Tmaz — L%J si C* est pair.
=
Puisque |I'. | =[l,s |+ 1, nous avons

[Vt = [ S e[S,

2
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Or C* > r*

max*

Donc [£] > V’"ﬁ} Ainsi

~ . = | > max ) i
s[5 [ bers 5]

De plus, |If| = |I;| pour tout ¢ = 1,...,7% .. — 1. Donc, 'inégalié (4.46) devient

; S+ TS | =14 Tmae — [S5] s O est impair,
|E] = 4

I |+ Tmaz — 1<) si C* est pair.

> [SIE+ 5T
\ Z:1
Etant donné que

[g.‘ ) {gJ 1 si C* est impair,

2 2 |~
0 si C* est pair,

T:;Laz .

nous obtenons |E| > > [Z]|1i] + Tmae- O
i=1

Donc, puisque |1, .| = 2, nous obtenons, d’aprés I’assertion 4.18.2, I'inégalité (4.38).

O

max

Les inégalités (4.37) seront appelées inégalités de SP-partition. Nous pouvons aisément
remarquer que ces inégalités généralisent les inégalités (4.36). En effet, nous avons,
dans le cas de types de sommets tous égaux a k, avec k impair, r, = k, pp = pet p;, =0
pour tout 7 # k.

Etant donnés un graphe G = (V, E) et une partition 7 = (V4,...,V,) de V, notons par
Gr. = (Vi, E;) le graphe obtenu a partir de G en contractant les sous-ensembles V;,
pour tout ¢ = 1,...,p. Supposons que G n’est pas série-paralléle, mais que la partition
7 est telle que

- G(V;) soit connexe pour tout i = 1,...,p, et

- G, soit série-paralléle.

Alors, le théoréme 4.18 implique que 'inégalité (4.37) est valide pour ESNDP. Par
contre, si le graphe G, n’est pas série-paralléle, ce résultat n’est plus vrai. En effet,
considérons le cas d’un graphe complet sur 4 sommets {vy, vo, v3,v4} tel que r(v;) = 3
pour i =1,...,3, r(vy) = 2 et p =4 (voir figure 4.3).
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<

F1G. 4.3 - K,

Le graphe K, est 3-aréte connexe et contient 6 arétes, alors que le membre droit de
'inégalité de SP-partition (4.37) correspondante est égal a

HENEE

Les deux remarques suivantes montrent le lien qui existe entre les inégalités de SP-
partition et les inégalités de coupe, respectivement de partition.

Remarque 4.19 Si con(V;) est pair pour tout ¢ = 1,...,p, alors les inégalités (4.37)
sont dominées par les contraintes de coupe (4.9).

Preuve. Puisque con(V;) est pair pour tout i = 1,...,p, nous avons 7, qui est pair et
la contrainte de SP-partition s’écrit sous la forme

e T
i .
dGVe V)2 S H P
i=1 j=1
Or, pour tout ¢ = 1,...,7r,, nous avons
%pi si ¢ est pair,
sinon.

Par conséquent,
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De plus, pour tout sous-ensemble V;, 7 =1,...,p, de 7, nous avons
z(0(V;)) = con(Vy).
En sommant ces p inégalités, nous obtenons
p
22(0(Vh,...,up)) > Zcon(vi) = Z:zpZ
i=1
D’ou
(Vi) = 230
x 1y-sUp 2 5. 1D;.

Et notre remarque est prouvée.

Remarque 4.20 Soient G = (V, E) un graphe (pas nécessairement série-paralléle) et

(Vi,...,V,) une partition de V' induisant un graphe série-paralléle. Nous avons

i) si r, < 2, alors la contrainte de partition (4.1) coincide avec la contrainte de

SP-partition (4.37),

ii) si rr > 2, alors la contrainte de partition (4.1) est dominée par la contrainte de

SP-partition (4.37).

Preuve. i) Triviale en réécrivant I'inégalité (4.37) pour une telle configuration de types

de sommets.

ii) Supposons qu'il existe 79 € {1,...,p} tel que con(V;,) > 2, et ainsi il existe au

moins deux sous-ensembles de la partition ayant un type de connexité strictement

supérieur a 2. L’'inégalité de partition correspondante est

2(6(Vi, .. Vi) = [ x conmﬂ .
1€19
> [%ZWZPJ + D1
1=2

Si £ > ip; est entier, alors nous avons
i=2

z(0(Vh,...,Vp)) >

(4.47)
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Si % i ip; n’est pas entier, alors nous avons
i=2
2(6(Vi, ..., Vp)) > 5(;ipz+1)+p1
Cette derniére inégalité nous donne
GV V) 2 53 gy (4.48)
x . - 1D; -=. .
1, s Vp =9 r P D1 9
Par ailleurs, nous avons
S5l = Sliln+m
= Z %pri‘ Z %pi“‘pl
iZ;aQir i i2n?p2air
= gépmt Zg %pri‘pl-

¢ impair

Si tous les sous-ensembles V; de la partition sont tels que con(V;) est pair ou bien égal

T

N 1 . .

a 1, alors nous avons 3 § 2zp2- entier et
1=

T

Z %pi =0.

. -223 .
¢ impair

Ainsi, I'inégalité de SP-partition s’écrit sous la forme

T

z(0(Vi, .. V) = Y [51m

=1
T

= 22%% + D1

Et nous retrouvons bien I'inégalité (4.47).

S’il existe au moins un sous-ensemble V; de la partition tel que con(V;) soit impair
et supérieur ou égal & 3, alors
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Et, I'inégalité de SP-partition s’écrit comme suit

T

2(6(Vi,.. . V) = S TEps

=1
= gépﬂr 23 pi+m

¢ impair

> %zipi"i_pl“—%-

=2
Par conséquent, le membre droit de I'inégalité de SP-partition induite par (Vi,...,V,)
est toujours supérieur ou égal a celui de I'inégalité de partition correspondante. O

Dans la suite de cette section, nous allons nous intéresser au probléme de sépara-
tion des inégalités de SP-partition.

Dans le cas de types de sommets uniformes et donc, par la remarque 4.19, impairs,
Didi Biha et Mahjoub [58] ont donné le résultat suivant.

Théoréme 4.21 [58]| Pour des types de sommets tous égauxr & un entier impair, le
probléme de séparation des inégalités de SP-partition (4.36) est polynomial.

Preuve. Découle directement du théoréme 4.1. O

Maintenant, dans le but d’étendre notre théoréme 4.15 a des types de connexité as-
sociés aux sommets en k et k + 1, nous avons étudié le probléme de séparation des
inégalités de SP-partition pour de tels vecteurs types de sommets. Nous avons alors été
amenés & considérer deux cas suivant la parité de k. En effet, si k est impair, 'inégalité
de SP-partition induite par la partition (Vi,...,V,) de V est de la forme

[g}p—l sir, =k,
HOh, V) > (1.49)
1 sinon.
Si k est pair, elle s’écrit comme suit
(ﬁp sir. =k,
(0(Vh, . V) > (1.50)
[E1p+ pry1 — 1 sinon.
Cette distinction vient du fait que lorsque k est impair, [g} = (%1 tandis que dans

le cas contraire, [4] = [

k+1

+=| — 1. Nous avons alors le résultat suivant.
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Théoréme 4.22 Si les types de connexité associés aur sommets appartiennent tous
a {k,k + 1}, avec k impair, alors le probléme de séparation des inégalités (4.49) est
polynomial.

Preuve. Similaire a celle du théoréme 4.3. O

Pour les inégalités (4.50), nous n’avons pas pu établir la complexité de leur probléme
de séparation. Si tous les sommets de type k& 4+ 1 sont dans le méme élément d’une
partition (V4,...,V,) de V, alors la contrainte

s ) 2 | 5]
peut étre séparée en temps polynomial par la méthode vue dans le théoréme 4.3. Par
contre, si au moins deux éléments de la partition sont de type k + 1, alors le membre
droit de la contrainte ne dépend plus uniquement de p (le nombre d’éléments de la
partition) mais également de pyy1 (le nombre d’éléments de type k+ 1 de la partition).
Par conséquent, une application directe des idées développées dans la démonstration
du théoréme 4.3 n’a pu étre envisagée pour séparer les inégalités

k
En effet, nous n’avons pas réussi a ramener ce probléme a la minimisation d’une fonc-
tion sous-modulaire.

Comme nous venons de le voir, le probléme de séparation des inégalités de SP-partition
peut étre résolu en temps polynomial sous certaines conditions sur le vecteur types de
sommets. Ainsi, pour de telles configurations, nous avons regardé si ces inégalités,
combinées aux inégalités triviales et de coupe sont suffisantes pour caractériser com-
plétement le polytope ESNDP(G,r) dans la classe des graphes série-paralléles. Cette
étude est décrite dans la section suivante.

4.5 Extension au cas k£ > 2

Le but de cette section est de voir si le théoréme 4.15 reste vrai lorsque les types de
sommets sont en k et k + 1 avec k£ > 2. Supposons donc que nous avons un graphe
série-paralléle G = (V) E) et un vecteur types de sommets r € {k,k+ 1}V avec k > 2.
Suite au travail réalisé dans la section précédente, nous avons considéré deux cas. Ainsi,



14190 LC P1OPICLIIC LJOILNDJLD avel Uccs Ly pes U sOLIcuLs €l /v €L v 71 1Ly v =2 1

regardons tout d’abord le cas ou k est impair.

Rappelons qu’étant donnée une partition (Vi,...,V,) de V, la contrainte de SP-partition
correspondante s’écrit de la maniére suivante

%Wp—l sir, =k,
(0(Vi, . V) > (1.51)
1 sinon.

Nous avons alors obtenu le résultat suivant.

Théoréme 4.23 Si G = (V, E) est un graphe série-paralléle et r(v) € {k,k+1}" avec
k > 3 et impair, alors le polytope ESNDP(G,r) est complétement caractérisé par les

contraintes triviales (4.12), (4.13), les contraintes de coupe (4.9) et les contraintes de
SP-partition (4.51).

Preuve. Le preuve de ce théoréme utilise les mémes techniques que celles développées
pour démontrer le théoréme 4.15. La seule modification notoire est qu’il faut parfois
considérer les coupes z(d(1V)) = k du systéme définissant le point extréme fraction-
naire (lorsque k = 1, ces coupes sont redondantes). O

Comme conséquence de ce théoréme, nous obtenons le résultat suivant qui généralise
celui de Didi Biha et Mahjoub [58].

Théoréme 4.24 Soit G = (V, E) un graphe série-paralléle. Si les types de connerité
sont en k et k+ 1 avec k > 3 et impair, alors P(G,r) est complétement décrit par
les contraintes de non-négativité (4.12), les contraintes de coupe (4.9) et celles de SP-
partition (4.51).

Preuve. Similaire a celle du théoréme 3.10. O

Puisque que les problémes de séparation associés aux inégalités de coupe et de SP-
partition (4.51) sont polynomiaux, nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 4.25 Si les types de sommets sont en k et k+1, avec k > 3 et impair, alors
les problemes ESNDP et 3.1 peuvent étre résolus en temps polynomial dans la classe
des graphes série-paralléles. O



aX.J LUJALCLIISIVUILIL au Cads v Z 4 1414

Intéressons nous maintenant au cas ou k est pair. La contrainte de SP-partition induite
par une partition (V4,...,V,) de V est de la forme

%Wp sir. =k,
z(6(V,..., V) > (4.52)
(%1]3 + pr+1 — 1 sinon.

Contrairement au cas précédent, les contraintes triviales, de coupe et de SP-partition
(4.52) ne sont pas suffisantes pour décrire le polytope ESNDP(G, r) quand G est série-
paralléle et r € {k, k+ 1} avec k pair. En effet, regardons le cas ot k = 2. Considérons
alors le graphe G = (V, E') donné par la figure 4.4, ou les cercles noirs représentent les
sommets ayant un type de connexité égal a 3.

Soit 7 € IR¥ la solution donnée par

1 sie=¢;1=1,...,0,
— o 1 . _ . .
T(e) =4 3 sie=fi;i=1,...,6,

1 C o

1 ste=fi;1=1,...,3.

Soit T'(G, r) le polytope défini par les contraintes triviales (4.12), (4.13), les contraintes
de coupe (4.9) et les contraintes de SP-partition (4.52). Le vecteur T est un point
extréme du polytope T'(G,r). En effet, considérons le graphe G; = (V, Ey) ou E; =
E\{e;|i=1,...,6}.Soit r; € {0,1}" le vecteur types de sommets défini de la maniére
suivante

1 stv=uwu;; 1=1,...,3,

ri(v) =
0 siv=wv;; 1=1,...,3.
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Soit 7 la restriction de T sur Ej. Didi Biha [57| a montré que T, est un pont extréme du
polytope T'(G1,r1). Notons par (Sz, ) le systéme d’égalités induites par des contraintes
de T(G1,r1) et dont Ty est I'unique solution. Il n’est pas difficile de voir que toute
contrainte de T'(Gy, 1) serrée pour T; peut étre étendue a une contrainte de T(G, )
serrée pour Z. Ceci est trivial pour les contraintes de la forme z(e) = 1. Si la contrainte

est une coupe induite par un sommet u;, ¢ = 1,...,3, nous avons
T1(0c, (ui)) = Ti(fai1) +T1(f2)
= 1.
De plus,

T(0g(ui)) = T(dg,(u;)) + T(ezi—1) + T(eg;)

= T1(0¢, (u;)) + T(ezim1) + ZT(e)

= 14+ 7Z(e2-1)+ Z(en)

= 3.
Puisque r(u;) = 3, la contrainte de coupe induite par u;, i = 1,...,3 est serrée pour Z.
Supposons maintenant que la contrainte est définie par une partition (Vi, Vs, V3) de
V avec ri(V;) = 1 et |V;] =i pour i = 1,...,3. Notons que seules ces inégalités de
partition sont serrées pour T;. Supposons, sans perte de généralité, que V3 = {u;},
Vo = {vy,us} et V3 = {vy, us, v3}. Nous avons alors

T1(0c,(V1,V2,V3)) = Tu(f1) +Tu(fo) + Tu(fa) + T () + 71 (f2)
= 2.
Or
T(0c(V1,V2,V3)) = T(0c, (V1, V2, V3)) + T(e1) + T(e2) + T(ea)
ZT1(0¢, (V1, Vo, V3)) + T(er) + T(ez) + T(eq)
= 2+ T(e1) +T(e2) + T(es)
= 5.
Par ailleurs, la contrainte de SP-partition induite par (V1, Va, V3) est z(0(V1, Va, V3)) >
3+ 3 — 1 = 5. Par conséquent, cette derniére est serrée pour 7.

Considérons le systéme (Sz) composé des équations z(e;) = 1 pour i = 1,...,6 et
des égalités obtenues a partir de celles de (Sz,) comme décrit précédemment. Le sys-

(0 )

ou I est la matrice identité a 6 lignes et 6 colonnes. Puisque (Sz,) est un systéme non

téme (Sz) a la forme suivante.

singulier, (Sz) Pest aussi. De plus, = est une solution de (Sz). Par conséquent, z est
I'unique solution de ce systéme. Ainsi, le vecteur T est un point extréme fractionnaire
du polytope T'(G, 7).
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le probléme de conception de réseaux fiables
est polynomial dans la classe des graphes série-paralléles et pour des types de sommets
en 1 et 2. En effet, aprés avoir prouvé que le probléme de séparation des inégalités de
partition est polynomial pour de tels vecteurs types de sommets, nous avons complé-
tement caractérisé, pour la classe des graphes série-paralléles, le polytope associé aux
solutions du probléeme ESNDP par les contraintes triviales, de coupe et de partition.
Par la suite, nous avons étendu ces résultats a des types de sommets en k et £+ 1 ou k
est un entier impair. Pour ce faire, nous avons généralisé les inégalités de SP-partition
pour des types de sommets généraux. Lorsque k& = 1, ces inégalités coincident avec les
inégalités de partition et si £ > 1, elles les dominent. Comme conséquence de ces ré-
sultats, nous avons obtenu une description compléte du polyédre associé aux solutions
du probléme 3.1 par les inégalités de non-négativité, de coupe et de SP-partition.

Lorsque k est un entier pair, nous n’avons pas pu établir une telle caractérisation.
Déja, pour k = 0, nous avons le probléme du sous-graphe Steiner connexe qui est trés
étroitement lié au probléme de ’arbre Steiner, pour lequel de nombreuses autres fa-
milles d’inégalités valides sont connues. L’étude de ce dernier probléme (correspondant
au cas k = 0) est I'objet de notre prochain chapitre.

A notre connaissance, la complexité du probléme ESNSP n’a pas encore été établie
dans les graphes série-paralléles. Néanmoins, notre investigation du probléme nous
conduit a donner la conjecture suivante.

Conjecture 4.1 Le probléme ESNDP est polynomial dans les graphes série-paralléles
pour tout vecteur types de sommets r € ZK.
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Chapitre 5

Le probléme de ’arbre Steiner

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de I'arbre Steiner qui est étroitement
lié¢ au probléme ESNDP. Nous introduisons une nouvelle classe d’inégalités valides qui
généralise plusieurs familles d’inégalités connues dans la littérature. Puis, nous donnons
des conditions suffisantes pour que ces inégalités définissent des facettes. Par la suite,
nous décrivons des procédures de construction de facettes. Elles vont nous permettre,
d’une part, de donner un contre-exemple a une conjecture de Chopra et Rao [35].
D’autre part, elles vont étre utilisées pour décrire le dominant du polytope des arbres
Steiner ainsi que le polytope ESNDP(G, 7) quand r € {0, 1}V dans des classes spéciales
de graphes. Une grande partie de ce travail a été réalisée en collaboration avec Didi
Biha [57] et a fait 'objet d’une publication [59].

5.1 Introduction

Le probléme de I'arbre Steiner est une version combinatoire du probléme Steiner dans
le plan euclidien, noté ESP. Ce dernier probléme consiste a trouver le plus court réseau
couvrant un ensemble de points donnés dans le plan euclidien [85, 175|. Dans le but
d’obtenir un tel réseau, il est souvent nécessaire d’introduire des points additionnels
aux endroits de jonction d’arétes. Des algorithmes exacts |24, 25, 43, 136, 178| ainsi
que des heuristiques efficaces |29, 121, 128] ont été développées pour le probléme ESP.

Dans de nombreuses applications, les locations des points additionnels sont limitées
a un ensemble fini. Ainsi, si I'hypothése que tous les points (donnés et additionnels)
sont dans le plan (en nombre fini) et les coits sur les arétes sont arbitraires (et non
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plus égaux a la distance euclidienne entre deux points), nous obtenons le probléeme de
l’arbre Steiner. Ce dernier, que nous noterons STP, peut étre formulé de la maniére
suivante.

Probléme 5.1 Etant donnés un graphe G = (V, E), un vecteur poids w € IRE associés
aur arétes de G et un ensemble de sommets S C V, le probleme de 'arbre Steiner
consiste a trouver un arbre de G, couvrant S et de poids minimum.

Les sommets de S sont appelés terminauz (ou encore sommets terminauz) tandis que
ceux de V' \ S sommets Steiner. Un sous-graphe (resp. arbre) H couvrant S est alors
appelé sous-graphe Steiner (resp. arbre Steiner). De plus, si pour toute paire de som-
mets distincts de S, il existe au moins un chemin dans H, nous dirons alors que H est
un sous-graphe Steiner connexe de G. Et, dans un but de simplification, nous parlerons
du probleme du sous-graphe Steiner conneze & la place du probléme de conception de
réseaux fiables lorque 7 € {0,1}" (en gardant toutefois 'écriture ESNDP(G, 7)).

Ces deux derniéres décennies, le probléme STP a recu une attention particuliére vues
ses nombreuses applications dans la conception des circuits intégrés (circuits VLSI) et
des réseaux de télécommunication. Par ailleurs, en posant r(v) = 1siv € Setr(v) =1
sinon, il n’est pas difficile de voir que toute solution réalisable de STP 1’est également
pour ESNDP. De plus, si w > 0 (cas généralement rencontré dans la pratique), ces deux
problémes sont identiques. Ainsi, le probléme de ’arbre Steiner et celui du sous-graphe
Steiner connexe sont étroitement liés. Nous passerons alors, tout au long de ce chapitre,
du probléme STP (relatif & un graphe G et un ensemble de terminaaux S C V) au
probléme ESNDP (relatif & un graphe G et un vecteur types de sommets r € {0,1}")
en posant

0 siveV\S (sommets Steiner),

r(v) =

1 sive S (sommets terminaux).

Le probléme de I'arbre Steiner est NP-difficile dans le cas général ainsi que dans la
classe des graphes bipartis et dans celle des graphes planaires [84]. Lawler [125] a mon-
tré qu’il peut étre résolu en temps polynomial si le nombre de sommets terminaux (ou
Steiner) est réduit. Aussi, Wald et Colbourn [171] et Cornuéjols, Fonlupt et Naddef
[44] ont montré qu’il est polynomial pour les graphes série-paralléles, et Winter [182]
pour les graphes de Halin.

De nombreuses procédures pour réduire la taille du graphe sur lequel le probléme
de larbre Steiner doit étre résolu ont été développées par Balakrishnan et Patel [7] et
par Duin et Volgenant [64]. Dans [88|, Goemans et Bertsimas ont donné, dans le cadre
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d’un modéle plus général, une heuristique pour le probléme STP avec une garantie
dans le pire des cas. Plusieurs heuristiques sont présentées dans [16, 17, 112, 123, 145,
164, 168, 169, 183, 184, 185]. Des tours d’horizon des aspects algorithmiques pour le
probléme de ’arbre Steiner peuvent étre trouvés dans Winter [181| et Hwang, Richards
et Myungt [106].

L’aspect polyédral du probléme STP a également fait I’objet de nombreuses recherches.
Ainsi, Goemans et Myungt [90] en ont donné plusieurs formulations. Une étude récente
des différentes formulations et techniques pour STP et ses relaxations est due a Polzin
et Daneshmand [146, 147]. Dans 34, 35|, Chopra et Rao ont discuté du dominant du
polytope des arbres Steiner, en introduiant notamment de nombreuses familles d’in-
égalités pouvant définir des facettes (voir section 5.2). Prodon, Liebling et Groflin [151]
ont caractérisé ce dominant, dans le cas orienté, quand le graphe sous-jacent est série-
paralléle. Toujours dans le cas orienté, Goemans [86] a donné une description compléte
du polytope correspondant dans cette méme classe de graphes. Dans [87], il a considéré
des variables auxiliaires associées aux sommets, et a décrit le polytope associé a ce pro-
bléme dans le cas de graphes série-paralléles. En utilisant des techniques de projection,
il a aussi donné des classes générales de facettes pour le polytope des arbres Steiner.
Dans [149], Prodon a introduit une nouvelle classe d’inégalités. Ces derniéres, associées
aux inégalités de non-négativité, sont suffisantes pour décrire complétement le domi-
nant du polytope des arbres Steiner dans la classe des graphes série-paralléles. De plus,
elles peuvent étre séparées en temps polynomial [31, 161]. Margot, Prodon et Liebling
[134] ont donné une formulation étendue du probléme de 'arbre Steiner et ainsi obtenu
une description linéaire compléte du polytope associé quand le graphe est un 2-arbre.
Pour le cas spécial ou le nombre de terminaux est égal au nombre total de sommets
moins un, Prodon [150] a présenté une formulation étendue qui décrit complétement le
polytope des arbres Steiner.

Dans le reste de cette section, nous allons donner quelques définitions et notations
ainsi que des résultats utiles pour la suite de ce travail.

Le polytope des arbres Steiner, relatif & un ensemble de terminaux S C V, noté par
STP(G, S), est 'enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de tous les arbres Steiner
de G. Notons par DSTP(G, S) le dominant de STP(G, S), c’est-a-dire DSTP(G, S) =
STP(G,S) + IRY. Si w > 0, alors le probléme de I'arbre Steiner est équivalent au
programme linéaire

minimiser {wx | x € DSTP(G, 5)}.
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Il est clair que le polyédre DSTP(G, S) est de pleine dimension. De part 1’étroite relation
qui existe entre STP et ESNDP, le polytope ESNDP(G, ) est trés lié a DSTP(G, S).
En effet, si w > 0, alors nous avons

min{wz | x € DSTP(G, S)} = min{wz | x € ESNDP(G,r)}.

Dans [97], Grotschel et Monma ont donné le résultat suivant.

Lemme 5.1 Si G = (V, E) est un graphe 2-aréte conneze et r € {0,1}V un vecteur
types de sommets, alors le polytope ESNDP(G, 1) est de pleine dimension. O

Puisque le probléme ESNDP est décomposable dans tout graphe contenant un sommet
d’articulation [161], nous ne considérons, tout au long de ce chapitre, que des graphes
2-sommet connexes. Par conséquent, le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension.
Ainsi, de Balas et Fischetti [9], nous avons

Lemme 5.2 Une contrainte différente de x(e) > 0 et x(e) < 1 définit une facette de
ESNDP(G,r) si et seulement si elle définit une facette de DSTP(G, S). O

Par ailleurs, comme conséquence de ce dernier lemme, nous obtenons

Lemme 5.3 Toute inégalité qui définit une facette de DSTP(G,S) est de la forme
a’z > a avec a(e) > 0 pour tout e € E. O

5.2 Contraintes valides

Dans [34, 35|, Chopra et Rao ont étudié le dominant du polytope des arbres Steiner.
IIs ont introduit des familles d’inégalités valides pour DSTP(G, S) et pouvant définir
des facettes de ce polyedre. Dans cette section, nous nous proposons de présenter

certaines de ces inégalités, qui par le lemme 5.2 peuvent également définir des facettes
de ESNDP(G, r).

5.2.1 Inégalités de partition Steiner

Soient G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de terminaux. Considérons une
partition (Vi,...,V},) de V telle que

VinsS #10 pour tout ¢ =1,...,p,
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c’est-a-dire telle que r(V;) = 1, pour tout ¢ = 1,....p, pour le probléeme ESNDP
(dans la suite, cette remarque sera a chaque fois sous-entendue). Une telle partition est
appelée partition Steiner. Chopra et Rao [34] ont montré que l'inégalité de partition
Steiner

2(6(Vi, ... V) = p—1 (5.1)

est valide pour DSTP(G, S). De plus, ils ont donné le résultat suivant

Théoréme 5.4 34| L’inégalité de partition Steiner définit une facette de DSTP(G,S)
st et seulement si le graphe obtenu en contractant les différents éléments de la partition
est 2-connexe et G(V;) est connexe pour tout i =1,...,p. O

Cependant, nous faisons remarquer que Grotschel, Monma et Stoer [98, 99| ont égale-
ment considéré ce type de partition, et que la contrainte (5.1) n’est rien d’autre que la
contrainte (2.7) avec I, = ().

5.2.2 Inégalités de trou-impair

Etant donné que le probléme de I’arbre Steiner est polynomial dans la classe des graphes
série-paralléles [44, 171], il est important d’essayer de déterminer, pour ces graphes,
quelles inégalités peuvent définir des facettes du dominant du polytope des arbres Stei-
ner. Ainsi, Chopra et Rao [34| se sont intéressés a une classe particuliére de graphes
série-paralléles.

Soit m un entier impair. Considérons le graphe G,, = (V,,, E,,) tel que

Vm - {ulu sy Umy U1y - e 7Um}7
E, = {wv, wv; 1,00, 1; i =1,...,m (mod m)}.
Soit S, = {u1,...,u,} Pensemble des terminaux de G,,. Nous dirons alors que le

graphe G,,, a une configuration de trou-impair. Le graphe G5 est donné dans la figure 5.1,
ou les sommets noirs correspondent aux terminaux (cette représentation des terminaux
sera conservée tout au long de ce chapitre). Considérons 'inégalité

2(Ep) > 2(m — 1). (5.2)

Chopra et Rao [34] ont montré que cette inégalité est valide pour DSTP(G,,, Spn).
Ils ont considéré le graphe G, = (Vm,Em), ou E,, C E,,, obtenu a partir de G,, en
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Vo

F1G. 5.1 — Configuration de trou-impair pour m = 3

ajoutant des arétes entre des sommets non adjacents. Ils ont alors montré que I'inégalité
(5.2) peut étre étendue (par lifting) & une inégalité valide pour DSTP(G,,, S,,). Cette
derniére est donnée par

2(Ep) +22(Ey \ Ep) > 2(m —1). (5.3)

Les inégalités (5.2) et (5.3) sont appelées inégalités de trou-impair. Par ailleurs, ils ont
donné le théoréme suivant.

Théoréme 5.5 34| Les inégalités de trou-impair (5.2) (resp. (5.3)) définissent des
facettes de DSTP(G,,, Sp) (resp. DSTP(G,,, Si)) si m est impair et m > 3. O

5.2.3 Inégalités de roue-impaire

Dans cette section, nous présentons une classe d’inégalités, pouvant définir des facettes
de DSTP(G, S).Ces inégalités proviennent de la classe des grilles. Une grille est un
graphe planaire ayant toutes ses faces, a ’exception de la face extérieure, entourées
par quatre arétes. Le probléme de ’arbre Steiner est NP-difficile pour ces graphes [84].
Chopra et Rao ont ainsi restreint leur étude a des cas particuliers de grilles.

Soit m > 3 un entier. Nous dirons que le graphe G,, = (V,,,, E,,) a une configura-
tion de roue-impaire s’il peut étre défini de la maniére suivante

Vm:{u07u1a"'7um7vl7"'avm}7

E, ={uwvi,uvi—y; i=1,...,m (mod m)} U {ugvy;; i =1,...,m}



J.a LOUlLILIAllILes valluces 14

v

FiG. 5.2 — Configuration de roue-impaire pour m = 3

Soit S, = {wo,u1,...,uy} Uensemble des terminaux de G,,. A titre d’exemple, le
graphe G3 est donné sur la figure 5.2. Chopra et Rao [35] ont montré que l'inégalité

2(E) > m + {%W . (5.4)

est valide pour DSTP(G,,, S,,). De plus, ils ont considéré le graphe G,,, = (Vin, En),
ot E,, C FE,,, obtenu a partir de G,,, en ajoutant des arétes entre des sommets non
adjacents. Ils ont prouvé que l'inégalité

2B UF) +22(Bp \ (B UF)) > m + {%} , (5.5)
ou F' C Fm\Em est 'ensemble de toutes les arétes ajoutées entre des sommets Steiner,
est valide pour DSTP(G,,, S,,). Chopra et Rao ont appelé les inégalités (5.4) et (5.5),

inégalités de roue-impaire. Ils ont également montré le théoréme suivant.

Théoréme 5.6 35| Les inégalités de roue-impaire (5.4) (resp. (5.5)) définissent des
facettes de DSTP(G,,, Sy,) (resp. DSTP(G,,, Si)) si m est impair et m > 3. 0

Par ailleurs, Chopra et Rao [35] ont montré que les inégalités de partition Steiner, de
trou-impair et de roue-impaire peuvent définir des facettes de DSTP(G, S) lorsque G
est une grille et S un ensemble de terminaux.

5.2.4 Inégalités biparties

Dans le cas d'un graphe biparti G = (V4 U V,, E), le probléme de I’arbre Steiner est
NP-difficile, méme dans le cas spécial ot ’ensemble de terminaux S est égal a V. Pour
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ce dernier cas, Chopra et Rao |35] ont introduit une nouvelle classe d’inégalités pouvant
définir des facettes de DSTP(G, S).

Considérons ainsi un graphe biparti G, = (V,,, E,,), ol m > 4 est un entier et S, son
ensemble de terminaux, défini comme suit

Vm:{ulv“‘aumavlu"'vvm—l}a
E, ={uwv;; i, j=1,...,m—1, i # j — 1(mod m)},
Sm:{ul,...,um}.

Nous dirons alors que le graphe G, a une configuration bipartie. Le graphe de la figure
5.3 correspond a Gy.

Y
v

b
V2

Uy
Y

F1G. 5.3 — Configuration bipartie pour m = 4

L’inégalité
2(Ey) >m+1 (5.6)

est valide pour DSTP(G,,, Sy). Soit G,, = (Vin, En), ot E,, C E,,, le graphe obtenu
a partir de G, en utilisant la méme procédure de lifting que pour les inégalités de
roue-impaire. Posons F C E,, \ E,, Pensemble de toutes les arétes ajoutées entre des
sommets Steiner. Alors, I'inégalité

2(EnUF)+22(En, \ (EnUF)) >m+1 (5.7)
est également valide pour DSTP (G, S,,). Ces deux derniéres inégalités sont appelées

inégalités biparties. Nous avons aussi

Théoréme 5.7 35| Les inégalités biparties (5.6) (resp. (5.7)) définissent des facettes
de DSTP(G,,, Si) (resp. DSTP(G,,, Sy,)) si m > 4. O
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5.2.5 Inégalités d’anti-trou

Chopra et Rao [35] ont donné une autre classe d’inégalités pouvant définir des facettes
du dominant du polytope des arbres Steiner. Celle-ci se présente de la maniére suivante.

Soient m > 5 un entier et G, = (V,,,, E,,) le graphe tel que

Vin = {ug, .o U, 01, - o U
E,, = F U,
avec
Fy = A{uw;,uwi—y; i=1,...,m (mod m)},
Fy = {vjvip2, g3, ..., v0;_9; i =1,...,m —2 (mod m)}
Soit S,, = {u1,...,uy,} Pensemble des terminaux de G,,. Le graphe G,, a alors une

configuration dite d’anti-trou. Pour m = 5, le graphe G5 est donné dans la figure 5.4.

'

F1G. 5.4 — Configuration d’anti-trou pour m =5

Considérons la contrainte

m
2(Ey) > (m—1) + [ﬂ . (5.8)
Chopra et Rao [35] ont montré que cette inégalité est valide pour DSTP(G,y,, Sy,). 1ls
ont considéré le graphe G,, = (V,,, E,), o E,, C E,,, obtenu & partir de G,, en
ajoutant des arétes supplémentaires. Soit F' C E,, \ E,, 'ensemble des arétes ajoutées,
et incidentes aux sommets Steiner. Ils ont prouvé que I'inégalité

2(Em UF) + 22(Bm \ (Em UF)) > (m — 1) + [g] (5.9)
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est valide pour DSTP(G,,, S,,). Les inégalités (5.8) et (5.9) sont appelées inégalités
d’anti-trou. Sous certaines conditions, ces contraintes définissent des facettes du domi-
nant du polytope des arbres Steiner.

Théoréme 5.8 [35] Les inégalités d’anti-trou (5.8) (resp. (5.9)) définissent des fa-
cettes de DSTP(G,,, Sp) (resp. DSTP(G,,, Sp)) si m est impair et m > 5. O

5.3 Contraintes de partition Steiner généralisée

Dans cette section, nous allons introduire une large classe d’inégalités pour le polyédre
DSTP(G, S). Elle généralise les classes que nous venons de présenter dans les sections
précédentes. Cette nouvelle classe contient strictement toutes ces classes. Dans ce qui
suit, nous allons étudier cette nouvelle famille de contraintes et montrer que ces inéga-
lités peuvent définir des facettes de DSTP(G, S) autres que celles déja connues dans la
littérature.

5.3.1 Motivation

Etant donnés un graphe G = (V, E) et S C V un ensemble de terminaux. Soit G, =
(V., E.) le graphe obtenu & partir de G en contractant une aréte € = wuv telle que
Ve = (V\{u,v})U{w} et E. = E\{€}, ot w est le sommet résultant de la contraction.
Posons S, = (S\{u,v})U{w} si SN{u,v} # 0 et S. = S sinon. Chopra et Rao [34] ont
donné la procédure de lifting suivante qui permet d’obtenir une facette de DSTP(G, S)
a partir d’une facette de DSTP(G., S,).

Théoréme 5.9 [34] Si l"inégalité

Z a(e)r(e) > «

eEEc

définit une facette de DSTP(G., S.), alors l'inégalité

Z a(e)z(e) > «

ecE

définit une facette de DSTP(G,S) ot a(e) = 0. O
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Par ailleurs, Chopra et Rao [34] se sont intéressés au cas de la suppression d’une aréte.
Etant donnée une aréte e € E, soit Gq = (Vy, Ey) on Vy =V et E; = E\ {€} le graphe
obtenu en supprimant ’aréte e. Posons S; = S. Ils ont alors donné le théoréme de
lifting suivant.

Théoréme 5.10 (34| Si l'inégalité

Z a(e)z(e) > a

ecB\{e}

définit une facette de DSTP(Gy,Sy), alors

Z a(e)x(e) > «

eclk
définit une facette de DSTP(G,S), ot
a(e) =a—min{ >  a(e)z(e) | x € DSTP(G,,S.)}. O

ecE\{e}

Comme conséquence de cette derniére procédure de lifting, si I'inégalité

Z ale)z(e) > «

eck
définit une facette de DSTP(G, S) et ¢ € E est une boucle dans le graphe G, alors
a(e’) = 0. Ainsi, en utilisant ces deux résultats, nous pouvons étendre les inégalités de
trou-impair, de roue-impaire, biparties et d’anti-trou a des inégalités dont la structure
sous-jacente est une partition de I'ensemble des sommets et dont certains éléments
intersectent ’ensemble des terminaux et d’autres pas. En effet, soit 7 = (V4,...,V,)
une partition de V. Considérons le graphe G, = (V, E,) induit par les éléments de 7.
Soit S I’ensemble des terminaux de G, ¢’est-a-dire I’ensemble des sommets résultants
de la contraction d’éléments de 7 intersectants S. Si I'inégalité

Z a(e)z(e) > «
EEEﬂ'

définit une facette de DSTP (G, S;), alors I'inégalité
Z a(e)x(e) > «
eck

définit une facette de DSTP(G, S) o a(e) = 0 pour tout e € E(V;), i =1,...,p. A
notre connaissance, de telles partitions n’ont pas été considérées dans la littérature.
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Par conséquent, il nous a semblé opportun d’étudier les inégalités dont la structure
sous-jacente a une telle configuration de partition. Mais avant cela, nous énoncons le
lemme suivant qui nous sera utile pour passer de la validité d’une inégalité pour le
polytope STP(G, S) a une validité pour son dominant.

Lemme 5.11 Soit a’x > « une contrainte telle que a(e) > 0 pour tout e € E. Si
az > « est valide pour STP(G,S), alors elle est également valide pour DSTP(G, S).

Preuve. Soit y un point de DSTP(G, S). Puisque DSTP(G, S) = STP(G, S) + IRE, il
existe y; € STP(G, S) et yo € RY tels que y = y; + yo. L'inégalité a’z > a étant, par
hypothése, valide pour STP(G, S), nous avons a’y; > a. De plus, y» > 0 et a(e) > 0
pour tout e € E. Ainsi, a’ys > «. Par conséquent, nous obtenons

a'y = a’(y1 + o)

= a'y +a"y
> . O

5.3.2 Inégalités de partition Steiner généralisée

Soient G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de terminaux. Considérons une
partition (V4,...,V,), p > 2, de V. Soit ¢ le nombre d’éléments V; de la partition ne
contenant pas de sommets terminaux, c’est-a-dire tels que V; NS = (). Puisque, par
hypothése (section 2.5.1), il existe au moins un terminal dans le graphe, nous avons
0 < g <p—1. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer

VinsS =10 pouri=1,...,q,
VinsS #1( pouri=q+1,...,p.

Soit G, = (Vi, E,) le graphe obtenu en contractant chaque ensemble V; en un sommet
w; pour tout i = 1,...,p. Posons S, = {w;; i =q+1,...,p} et

d= max {|U| | U CV,\ Sy, G \U est Steiner connexe}.

La valeur d n’est rien d’autre que la cardinalité du plus grand sous-ensemble de sommets
Steiner de G tels que leur suppression ne déconnecte pas deux sommets terminaux de
G . Considérons alors 'inégalité

2(6(Vi,...,V,)) >p—d— 1. (5.10)

Théoréme 5.12 L’inégalité (5.10) est valide pour ESNDP(G,r).
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Preuve. Soit 7, € {0,1}"" le vecteur types de sommets de G, défini de la maniére
suivante

0 siw & Sy,

re(w) =

1 sinon.
Soit T" C E un ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G par
rapport & r. Considérons la restriction T, C E, de T dans G. Il n’est pas difficile de
voir que 7T, induit un sous-graphe Steiner connexe de G,. Or, par la définition de d, le
sous-graphe de G, induit par T}, contient au moins p — d sommets. Par conséquent,
T, doit contenir au minimum p — d — 1 arétes. O

Puisque STP(G, S) C ESNDP(G, ), nous avons aussi
Corollaire 5.13 L’inégalité (5.10) est valide pour STP(G,S) et DSTP(G,S).

Preuve. Découle immeédiatement du théoréme 5.12 et du lemme 5.11 O

Etant donné qu’un arbre sur n sommets contient exactement n—1 arétes, nous obtenons
la remarque suivante

Remarque 5.14 Pour tout z € STP(G, S), I'inégalité (5.10) est vérifiée a 1'égalité. O

Du fait que les partitions considérées ici sont plus “générales” que les partitions Stei-
ner, définies dans la section 5.2.1, nous avons appelé les inégalités (5.10) inégalités de
partition Steiner généralisée. Notons que ces inégalités généralisent toutes celles que
nous avons vues auparavant dans ce chapitre. Ainsi, elles sont une généralisation des
inégalités

de partition Steiner (5.1): d =0,

de trou-impair (5.2): p=2m et d = 1,

de roue-impaire (5.4): p =2m +1let d = [ ],
bipartie (5.6): p=2m — 1 et d =m — 3,
d’anti-trou (5.8): p =2met d = |7 ].

Par exemple, pour une inégalité de roue-impaire (5.4), nous avons bien
p—d—1 = 2m+1—[2] -1
= mt(m—|%))
m+ 5],
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carm =[]+ |F].

Pour toute classe d’inégalités valides pour un polyédre, il est intéressant d’étudier
des conditions sous lesquelles ces inégalités peuvent définir des facettes du polyédre,
ainsi que le probléme de séparation qui leurs est associé. Dans la suite de cette section,
nous allons nous attacher a ce dernier probléme.

Pour prouver la complexité du probléme de séparation des inégalités de partition Stei-
ner généralisée, nous utilisons la technique de restriction [84] qui se présente comme
suit. Etant donné un probléme IT de la classe NP, elle consiste & montrer que IT contient
un probléme II’, connu pour étre NP-difficile, comme cas particulier.

Théoréme 5.15 Le probleme de séparation des inégalités de partition Steiner généra-
lisée (5.10) est NP-difficile.

Preuve. Il est facile de voir que ce probléme appartient a la classe NP. En effet, si
nous connaissons une inégalité de partition Steiner généralisée, nous pouvons vérifier
en temps polynomial si elle est violée ou pas par un certain vecteur z donné.

Si nous ajoutons au probléme de séparation des contraintes (5.10) la restriction que
d = 0, nous obtenons le probléme de séparation des inégalités de partition Steiner (5.1)
qui est NP-difficile [100]. Ce qui prouve notre théoréme. O

Puisque le probléme de séparation des inégalités de partition Steiner généralisée est
NP-difficile, nous avons réfléchi & une approche approximative pour résoudre ce pro-
bléme. Notre idée, trés intuitive, est de déterminer la partition 7* telle que I'inégalité
z(0(Vi,...,V,)) > p—1 induite par 7* soit la plus violée (probléme polynomial d’aprés
le corollaire 4.2), et de calculer ensuite la valeur de d dans le graphe G,-. Ainsi, s’est
posé le probléme suivant.

Probléme 5.2 Etant donnés un graphe G = (V. E) et un sous-ensemble de sommets
S C 'V, déterminer un sous-ensemble de sommets D C V'\ S, de cardinalité minimum,
tel que le graphe induit par S U D est connexe.

Or, comme cela va étre montré dans la suite, le probléme 5.2 est NP-difficile. Etant
donné un graphe G = (V, E), un sous-ensemble de sommets V' C V est appelé trans-
versal de G si chaque aréte e € E est incidente a4 au moins un sommet de V', Le
probléme du transversal minimum, que nous noterons PTM, se présente comme suit.
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Probléme 5.3 Etant donné un graphe G = (V, E), déterminer un transversal de G
de cardinalité minimum.

Ce probléme est un des problémes classiques de la théorie des graphes. Il est NP-
difficile dans le cas général [84]. Le théoréme suivant montre que le probléme 5.2 est
NP-difficile, en transformant le probléme PTM au probléme 5.2. La preuve est due a
Jordan [109].

Théoréme 5.16 [109| Le probleme 5.2 est NP-difficile.

Preuve. Tout d’abord, il n’est pas difficile de voir que le probléme 5.2 appartient a la
classe NP. En effet, si nous connaissons un sous-ensemble D C V' '\ S, nous pouvons
vérifier en temps polynomial si le graphe induit par S U D est connexe.

Pour prouver ce théoréme, nous allons réduire polynomialement le probléme PTM au
probléme 5.2. Soit G = (V, E) une instance du probléme du transversal minimum.
Pour toute aréte e € E, subdivisons la en ajoutant un nouveau sommet v.. Posons
alors Viz = {v. | e € E}. A ce nouveau graphe ainsi obtenu, ajoutons un sommet w et
connectons le a tous les sommets de V. Nous remarquons que w n’est adjacent a aucun
sommet de V. Soit G = (V, E) le graphe ainsi obtenu ot V =V UV U {w}. Posons
S = Vi U {w}. La figure 5.5 illustre cette construction du graphe G sur un exemple,
oil les sommets de S sont représentés par des cercles noirs.

G=(V.E) G=(V.E)
FIG 5.5

Il est évident que la construction du graphe G a partir du graphe G peut étre effectuée
en temps polynomial.

Assertion 5.16.1 Dans G, si D C V \ S est tel que le graphe induit par S U D est
connexe, alors D correspond & un transversal de G.
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Preuve. Soit D C V \ S un sous-ensemble de sommets induisant un sous-graphe
connexe de G. Puisque Vi C S, nous avons, pour tout v, € Vg, au moins un de ses
voisins qui appartient & D. Or, & toute aréte e € E est associé un sommet v, € Vg. Par
conséquent, puisque tous les sommets de D appartiennent aussi a V, toutes les arétes
de E sont incidentes & au moins un sommet de D. Ainsi, D est un transversal de G.O

Montrons maintenant la réciproque de I’assertion 5.16.1

Assertion 5.16.2 Si D C V est un transversal de G, alors le graphe induit par SU D
est connexe.

Preuve. Soit D C V un transversal de GG. Par la procédure de construction du graphe
G, il est clair que D C V'\ S. Puisque D est un transversal de G, toute aréte e € E a au
moins une de ses extrémités dans D. Or chaque aréte e € E étant subdivisée par ’ajout
d’un sommet v,, il n’est pas difficile de voir que chaque sommet v, est adjacent a au
moins un sommet de D. De plus, v, € S et w est adjacent & tous les sommets de V, et
par conséquent a tous les sommets de D. Ainsi, le graphe induit par SUD est connexe.O

Par les assertions 5.16.1 et 5.16.2, nous venons de montrer que D est un transver-
sal de G si et seulement si le graphe induit par S U D est un sous-graphe connexe de
G. Ce qui termine la preuve de notre théoréme. O

Pout illustrer le résultat que nous venons de voir, prenons une inégalité de roue-impaire
(5.4). Le graphe G de la figure 5.5 n’est rien d’autre que le graphe G5 de la section
5.2.3. Nous nous apercevons que la recherche de d dans le graphe G,,, se raméne a
rechercher un transversal minimum dans le cycle & m sommets. Or, nous savons que

pour ces derniers graphes, la cardinalité minimum d’un transversal est égale a [2'].

2
Nous retrouvons donc bien la valeur de d = m — [%] = |3 ] donnée précédemment

pour les graphes de type G,,.

Nous allons maintenant étudier des conditions pour que les inégalités de partition Stei-
ner généralisée (5.10) définissent des facettes de ESNDP(G,r) et donc, par le lemme
5.2, de DSTP(G, S).

5.3.3 Etude faciale

Les résultats que nous allons présenter dans cette section vont concerner le poly-
tope ESNDP(G, 7). Etant donné que, par le lemme 5.2, toute facette non triviale de
ESNDP(G,r) est également une facette de DSTP(G, 5), ils seront également valides
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pour le polyédre DSTP(G, S). Tout d’abord, nous allons donner des conditions né-
cessaires pour que les inégalités de partition Steiner généralisée (5.10) définissent des
facettes de ESNDP(G,r) et de DSTP(G, 5).

Théoréme 5.17 Soient G = (V, E) un graphe, S C V un ensemble de terminaux et
m=(Vi,...,V,) une partition de V telle que G(V;) soit connexe pour tout i =1,...,p.
L’inégalité (5.10) définit une facette de ESNDP(G,r) (et de DSTP(G,S)), différente

d’une facette triviale, seulement si

i) Le graphe G est 2-sommet conneze,
i) d < |V — Sq| — 1,
iii) [0(V;)| > 3 pouri=1,...,q.

Preuve. Soit F la face de ESNDP(G, r) définie par la contrainte (5.10) correspondante
a la partition . Supposons que JF est une facette de ESNDP(G, r) différente d’une fa-
cette triviale. Soit /' C E un sous-ensemble d’arétes qui induit un sous-graphe Steiner
connexe tel que z!" vérifie I'inégalité (5.10) a 1'égalité. Nous avons z¥" € F.

i) Supposons que le graphe G n’est pas 2-sommet connexe. Alors, il existe un sommet
vy € Vi tel que G \{vp} n’est pas connexe. Soient G} = (V{, E}), ..., G, = (V.,E!) les s
composantes connexes du graphe G, \ {vg}. Considérons alors les graphes G; = (V;, E;)
ouV; = V! U{w} et E; = El U{vovy; v; € V/ et vgv; € E}. Posons S; = V; NS,
pour i = 1,...,s. Nous avons S; # (), pour tout i« = 1,...,s. En effet, supposons le
contraire, ¢’est-a-dire que, sans perte de généralité, S; = (). Supposons qu’il existe une
aréte e; € By N F. Soit F; = F \ {e;}. Puisque S; = 0 et G, n’est pas 2-sommet
connexe, il n’est pas difficile de voir que F; induit un sous-graphe Steiner connexe de
G. De plus, nous avons

xFl((s(Vlw"’Vp)) = xF((S(Vb""Vp))_wF(el)
p—d—1—2x(e))
< p—d-—1.

Ce qui nous donne une contradiction. Par conséquent, I’ ne peut pas contenir une aréte
de F;. Ainsi F C {z € ESNDP(G, ) | z(e) = 0} et ce pour tout e € E;. Ceci implique
que F est contenu dans une face triviale. Puisque (5.10) n’est pas, & un multiple positif,
une contrainte triviale, ceci est impossible.

Soit G¢ = (V£ Ef), pour i = 1,...,s, le graphe obtenu a partir de G en contractant
tous les sommets n’appartenant pas & V' en un sommet w;. Nous avons alors

Ve=V/iu {wi}7
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B¢ = E,
S = (Si \ {vo}) U {wi}.

Posons p; = V] et d; la cardinalité maximale d’un sous ensemble de sommets U; C
Ve\ S¢ tel que le graphe G¢\ U; soit Steiner connexe, pour ¢ = 1,...,s. Il est clair que
la contrainte

o(Ef) 2 pi—di—1 (5.11)

est valide pour ESNDP(G,r). Or Ef N E§ = () pour tous 4, j € {1,...,s8}, i # j, et

S
E. = |J Ef. Par conséquent
i=1

s

HE) = L)

> Y (pi—di—1)

=1

= > pi— ) di—s.
i=1 i=1

Puisque G, n’est pas 2-sommet connexe, il n’est pas difficile de voir que Y ;_, d; = d.
De plus >0, pi = p+ s — 1. Il en résulte alors

z(0(Vh,...,V,) = x(E;)
> p+s—1—d—s
= p—d-—1.

Etant donné que z7(5(Vy,...,V,)) = p—d — 1 et z(e) > 0 pour tout e € FE,
il s’en suit que les inégalités (5.11) sont toutes vérifices & D'égalité par xf. Ainsi
F C {x € ESNDP(G,r) | z(Ef) = p; —d; — 1} pour tout ¢ = 1,...,s, ce qui est
impossible. Par conséquent, le graphe G, est 2-sommet connexe.

ii) Supposons tout d’abord que d = |V, \ Si|. Alors le graphe G(S;) est connexe.
Considérons une aréte ey € d(vg) out vg est un sommet de V. \ S;. Nous avons ey & F.
En effet, supposons le contraire. Puisque G(S;) est connexe, nous avons

201, 1)) = at(E(Sy))

>
> p—d—1.

Ceci implique que z¥(E(S;)) = p — d — 1. Par conséquent zf'(e) = 0 pour tout
e € Ex \ E(S;). Comme E, \ E(S;) # 0, F C {x € ESNDP(G,r) | z(e) = 0}
pour tout e € E; \ E(S;), ce qui est impossible. Donc d < |V, \ Sx|.
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Supposons maintenant que d = |V \ S| — 1. Pour tout sommet v € V. \ Sy, il existe
F' C E, tel que 2" € F et |[F'N§(v)| > 1. En effet, si ce n’est pas le cas, nous avons
F C {x € ESNDP(G,r) | z(e) =0, e € 6(v)}, une contradiction.
Soient G; = (V4, E(Wh)), ..., Gs = (Ws, E(W;)) les s composantes connexes obtenues
a partir de G; en supprimant tous les sommets de V. \ S;. Il est clair que s > 2 car
sinon, nous aurions d = |V, \ S;|. D’aprés ce que nous venons de voir, pour tout sommet
v € Vi \ S, nous avons |[v, W;]| > 1 pour ¢ = 1,...,s. Posons V; \ S; = {u,...,u},
et
t
EZ:E(VVZ)U(U[u],VVZ]) pouri=1,...,s.

j=1

Nous avons alors z'(E;) > |W;|. En effet, nous devons connecter les |[W;| sommets de
W; avec un sommet de V. \ S;. Ainsi nous devons connecter entre eux |W;|+1 sommets,
et pour cela, il nous faut au minimum |W;| arétes.

Supposons maintenant que x''(E;) > |W;|. Puisque nous utilisons au moins |W;| + 1
arétes pour connecter |W;| + 1 sommets, le sous-graphe induit par F'N E(W;) contient
un cycle (le cas d’arétes paralléles dans F' N E(W;) est trivial). Considérons alors une
aréte de ce cycle, notée e; et posons F; = F'\ {e;}. Nous remarquons que =% (e;) > 0.
Il est facile de voir que F; induit un sous-graphe Steiner connexe. Ainsi, nous avons

zhi(5(Vi, ..., V) = 2P (6(Vy,..., V) — 2 (&)
= p—d-1-2(e;)
< p—d-—1,

une contradiction. Donc ' (E;) < |[W;|. Il en résulte alors que z”(E;) = |W;| pour
i =1,...,s. Finalement, nous obtenons ¥ C {x € ESNDP(G,r) | z(E;) = |W;|}, pour
tout ¢ =1,...,s, ce qui est impossible. Dot d < [V;\ S ;| — 1.

iii) Puisque le graphe G, est 2-sommet connexe, nous avons |0(V;)| > 2 pour tout
¢t =1,...,q. Nous rappelons que V; NS = () pour i = 1,...,q. Supposons alors qu’il
existe vo € V; \ Sy tel que [0(vg)| = 2. Posons d(vy) = {e1, e2}. Le graphe G étant 2-
sommet connexe, les arétes e; et es ne sont pas des arétes paralléles. Nous devons donc
avoir zf'(e;) = ¥ (ey). En effet, si 27 (e;) # 2 (ey), alors nous pouvons supposer, sans
perte de généralité, que 2 (e;) = 0 et 27 (ey) = 1. Considérons le sous-ensemble d’arétes
F' = F\{ey}. Etant donné que vy € V;\ S, et F contient exactement une aréte de §(vp),
le sous-graphe induit par F” est Steiner connexe. Ainsi, 2" (6(V4,...,V,)) > p—d— 1.
Or

P OWA V) = 20K, V) — 2 (e)
p—d—1-—1
< p—d—1,
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une contradiction. Par conséquent, F C {x € ESNDP(G,r) | x(e1) = x(e2)}, ce qui est
impossible. O

Dans ce qui suit, nous allons donner des conditions suffisantes pour que les inégalités de
partition Steiner généralisée définissent des facettes de DSTP(G, S) et de ESNDP(G, )
différentes de celles que nous avons vues auparavant. Dans ce but, pour chaque configu-
ration de graphes que nous avons présentée précédemment (trou-impair, roue-impaire,
bipartie et anti-trou), définissons le graphe G, = (Vin, E,,) de la maniére suivante. A
partir d’'un de ces graphes G,,, en réaliser une copie G/ , et identifier les sommets ter-
minaux de G,, et G, pour obtenir le graphe Gom. L’ensemble des sommets terminaux
de ce nouveau graphe est alors S’m = S,,. Soit 7, le vecteur types de connexité associés
aux sommets du graphe G, comme explicité dans Pintroduction de ce chapitre.

A titre d’exemple, examinons le cas d’un graphe dans une configuration de roue-
impaire. Etant donné un entier impair m, m > 3, considérons le graphe G,,, = (V, Ep,)

tel que
 / / /
Vi = {uo, w1y« ooy U, U1, oo U, U, 00 )
/ / . 5
E,, = {UZ‘UZ', WiVi—1, UiV, UiV;_q, UQVi, UVy; T = 17 RN (mOd m)}
Soit Sy, = {uo, u, ..., uy} ensemble des terminaux de G,,. La figure 5.6 représente

le graphe Gf.

FI1G. 5.6 — Le graphe Gy

Considérons alors I'inégalité

2(Ep) > m + [—] . (5.12)
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Il n’est pas difficile de voir que I'inégalité (5.12) correspond & une inégalité de partition
Steiner généralisée (5.10) ott p = 3m et d = m + |F]. De plus, cette contrainte ne
correspond a aucune autre parmi celles que nous avons présentées dans la section 5.2.
Nous avons alors

Théoréme 5.18 Si G, a une configuration de roue-impaire, m impair et m > 3, alors
Uinégalité (5.12) définit une facette de DSTP(Gy,, Sy) et de ESNDP(G,,,T, ).

Preuve. Tout d’abord, nous allons montrer la validité de cette contrainte, en utili-
sant les mémes idées que Chopra et Rao [35]. Pour cela, considérons un sous-ensemble
d’arétes T C E,, induisant un sous-graphe Steiner connexe de G,,. Sans perte de géné-
ralité, nous pouvons supposer que |T'| est minimum. Puisque 7" doit couvrir I’ensemble
{uy, ..., up}, T doit contenir au moins m arétes de la forme w;v;, u;v;_1, w;v} ou u;v,_;.

Supposons que T' contienne ¢ arétes, t > m, parmi les arétes citées ci-dessus. Le sous-
t—m
2

connexes devant étre reliées entre elles (u est une composante a lui seul). Aussi, nous

graphe défini par ces ¢ arétes contient au mininmum 1 + [3] — [552] composantes

avons besoin d’au moins [2] — [5™] arétes de la forme ugv; ou ugv] pour compléter

T. Par conséquent

ngvT(e) > ¢4 [2] - [52]

o
L]
~
Vv
3
&
~
|
3
AV
‘T
3
S
Qo
=
o

et la validité de (5.12) est prouvée pour DSTP(G,,,, Sin), ainsi que pour ESNDP(G,,,, 7).

Soient G1 et G2, les sous-graphes de G,, induits par {ug, u1, ..., Um, V1, ..., U} et

{ug, w1, ..., um, v}, ..., 0" } respectivement. Nous pouvons remarquer que G! et G2,

sont des copies de GG,,, et que le graphe G, peut étre obtenu a partir de é,lﬂ et an en
identifiant ug, w1, ..., Up.

Etant donné que I'inégalité (5.4) définit une facette de DSTP(GL , S1) (resp. DSTP(G?2,, 52)),
ou 8! = S, pouri = 1,2, il existe 3m solutions réalisables z, . . ., x3,, de DSTP(GL  S1)
(resp. Y1, ..., Ysm de DSTP(G2,,52)) affinement indépendantes qui satisfont (5.4) a
I’égalité. Considérons alors les 6m solutions 2y, ..., Z3m, Y1, - - - , Y3m définies de la ma-

niére suivante

Z; = (2, 03) pour i =1,...,3m,
gi = (03m7yi) pour = 17 SR 3m7
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avec 0Oz, le vecteur composé de 3m zéros. Il n’est pas difficile de voir que ces 6m
solutions sont réalisables pour DSTP (G, Sy,), qu'elles vérifient (5.12) a l’égalité et
qu’elles sont affinement indépendantes. Par conséquent, la contrainte (5.12) définit une
facette de DSTP(ém, Sm) Puisque qu’elle est différente d’une facette triviale, d’aprés
le lemme 5.2, elle définit également une facette de ESNDP (G, 7" ). O

Considérons maintenant les inégalités

z(Ep) > 2(m —1), (5.13)
2(Ep) >m+1, (5.14)
2(Ep) > (m—1) + {%} . (5.15)

Par une démonstration similaire a celle du théoréme 5.18, nous avons le théoréme
suivant.

Théoréme 5.19 St G, a une configuration

i) de trou-impair, m impair et m > 3, alors l'inégalité (5.13) définit une facette de
DSTP(G,,, 5,,) et ESNDP(G,,, ),
ii) bipartie et m > 4, alors Uinégalité (5.14) définit une facette de DSTP(G, Sy)
et ESNDP (G, T,
iii) d’anti-trou, m impair et m > 5, alors Uinégalité (5.15) définit une facette de
DSTP(G,,, 5,,) et ESNDP(G,,, 7). m

Pour prouver et généraliser des résultats sur les facettes d’un polyédre, des opérations
de construction (encore appelées opérations de lifting) sont trés utilisées. Nous avons
déja donné, dans la section 5.3.1, de telles opérations qui ont été introduites par Chopra
et Rao [34] pour le dominant du polytope des arbres Steiner. Dans les deux prochaines
sections, nous allons présenter de nouvelles opérations de construction de facettes pour
ce polyedre et pour le polytope des sous-graphes Steiner connexes.

5.4 Construction de facettes pour DSTP(G, S)

Dans un premier temps, nous donnons une procédure de construction de facettes pour
DSTP(G, S). Cette procédure nous sera utile par la suite pour infirmer une conjecture
de Chopra et Rao [35] concernant le polyédre DSTP(G, S) dans la classe des 2-arbres.
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5.4.1 Construction par ajout d’un sommet

La premiére procédure de construction de facettes que nous avons étudiée consiste a
ajouter un nouveau sommet, c’est-a-dire a subdiviser une aréte. Nous avons alors le
théoréme suivant.

Théoréme 5.20 Etant donnés un graphe G = (V,E) et un ensemble de terminaux
S CV, supposons que E = E*U{f}, o f = vivy. Soit

S a(e)zle) +a(f)e(f) = a (5.16)

ecE*

une inégalité qui définit une facette non triviale de DSTP(G,S). Soient G' = (V', E')
le graphe obtenu a partir de G en remplacant 'aréte f par deux arétes fi = vouy et
fa = vova, oU vy est un nouveau sommet, et 8" C V' ensemble des terminauzr de G’
(voir figure 5.7).

i) SiS" =S, alors les inégalités

> ale)x(e) +alf)z(fr) > o, (5.17)

ecE*

> ae)a(e) +a(fz(fo) = a (5.18)

ecE*
définissent des facettes de DSTP(G',S').
i) Si 8" =S U{v}.
ii.a) Sivy € S et vy € S, alors l'inégalité

> " ae)z(e) + a(f)z(f1) + a(f)z(f2) > a +alf) (5.19)

ecE*

définit une facette de DSTP(G',S").
i.b) Si vy € S et vy €S, alors linégalité

> ale)z(e) + (ag — a)z(fi) + a(f)z(f2) = ag (5.20)
définit une facette de DSTP(G',S’), ot
ap = min{ Y _ ale)z(e) + a(f)z(f2) | © € DSTP(G'\ f1,5")}.

ecE*
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FiG. 5.7 — Ajout d’un sommet

Preuve. Soit JF la facette de DSTP(G, S) définie par I'inégalité (5.16). Nous ne prou-
vons le résultat que pour ii.b), les démonstrations pour les cas i) et ii.a) étant similaires.
ii.b) Suposons que S" = SU{vp}, v1 € S et vy € 5, ¢’est-a-dire que vy et vy sont des
terminaux de G'.

Tout d’abord, montrons la validité de I'inégalité (5.20) pour le polyédre DSTP (G, S”).
A cette fin, nous allons montrer que cette contrainte est valide pour le polytope
ESNDP(G’, ') et, par le lemme 5.11, pour DSTP(G’, S’). Considérons un sous-ensemble
d’arétes F’ C F’ induisant un sous-graphe Steiner connexe de G’. Nous pouvons re-
marquer que F'U{f1, fo} # 0 car vy € S" et 6(vo) = {f1, fo}. Si fi & F’, alors F’ induit
un sous-graphe Steiner connexe de G’ \ fi. Ainsi

> a(e)z™(e) + (a0 — a)z™ (f1) +a(N)2" (f) = 3 ale)a™ (e) +a(f)a" (f2)

EEE* EGE*
2 ap.

Supposons maintenant que f; € F'. Si fo ¢ F', alors I} = F'\ {f1} induit un sous-
graphe Steiner connexe de G. Nous avons donc

> a(e)z™(e) = 3 ale)z™(e)

ec E* ecE*
> .

Puisque 27 (f;) = 1 et 2 (f,) = 0, nous obtenons

2 a(e)z (e) + (a0 — )z (fi) +a(f)a" () = a+an—a

= ap.

Si fo € F', alors Iy = (F'\ {f1, fo}) U{f} induit un sous-graphe Steiner connexe de
G, et

> a(e)x’(e) +a(f)z(f) = 3 ale)z™(e) +a(f)

ecE* ecE*
.

vV

Alinsi,

S ale)a(e) = a —a(f)

ecE*
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Par conséquent

> ale)z’(e) = 3 ale)z™(e)

ecE* ecE*

> a—a(f).
Or (1) = ¥ (f) = 1. Donc, nous avons

> ale)z™(e) + (ao — a)z™ (fi) + a(f)2"(f2) = a—alf)+ao—a+a(f)

ecE*
= (Op.

Et la contrainte (5.20) est valide pour ESNDP(G’, ') et DSTP(G', S").

Puisque I'inégalité (5.16) définit une facette de DSTP(G, S), il existe m = | E| vecteurs
z1, ...,z € R affinement indépendants et appartenant a F. Soient N S RY
les vecteurs tels que

xy = (z,1,2;(f)) pour tout 1 =1,...,m,

ol x} est la restriction de x; sur E*, x(f1) = 1 et x}(fa) = x:(f). Soit 2/, € R le
vecteur de DSTP(G"\ fi1,S’) que réalise le minimum définissant . Il n’est pas difficile
de voir que les vecteurs z1,..., 2], ., appartiennent tous a DSTP(G’, S’). Considérons
alors la matrice A dont les colonnes sont les vecteurs zy,...,x,,. Soit A’ la matrice
dont les colonnes sont les vecteurs 1, ..., x;,, ;. Alors A" peut étre écrite comme suit

, (A b
A_(1...1 0)’

ot la derniére ligne correspond & f; et z], ., = (b,0). Si la derniére ligne de A’ dépend
des m premiéres, il doit exister un vecteur y € IR™ tel que y” A = (1,...,1) et y'b = 0.
Etant donné que la matrice A est non-singuliére, nous avons

ale)

pour tout e € £*,
yle) =
a(f)

o Si€:f2.

Puisque le vecteur z/, ; = (b,0) réalise le minimum définissant «y, il en résulte que

y'b = 32 yle)ble) +y(f2)b(f2)

ec E*

= 3 o)+ L)
ec E*

— @

«

# 0,
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une contradiction.

Par conséquent, la matrice A" est non-singuliére. Ainsi, les vecteurs x,...,z;, ; sont
linéairement indépendants. Par ailleurs, ils vérifient tous 'inégalité (5.20) a 1'égalité.
En effet, nous avons, pour tout ¢ =1,...,m,

2 ale)zi(e) + (a0 — a)i(fr) +a(f)zi(f2) = 2. ale)zi(e) + a(f)zi(f) + (a0 — @)

ec E* ec E*
a+oay—

Oy,

car x; € F et x; vérifie ainsi l'inégalité (5.16) a ’égalité. De plus, il est trivial de voir
que z;, ., vérifie I'inégalité (5.20) a Iégalité.

Or, x} # 041 pour tout ¢ = 1,...,m+ 1. Donc, d’aprés la remarque 1.1, les vecteurs
xh, ..., 2, ., sont affinement indépendants. Par conséquent, l'inégalité (5.20) définit
une facette de DSTP(G', S"). O

Maintenant, en utilisant ce résultat ainsi que le théoréme 5.10, nous allons donner
un contre-exemple & une conjecture de Chopra et Rao.

5.4.2 Infirmation d’une conjecture de Chopra et Rao

Chopra et Rao [35] ont étudié le dominant du polytope des arbres Steiner dans la classe
des 2-arbres. Un 2-arbre est un graphe série-paralléle maximal. Les 2-arbres peuvent
étre définis récursivement comme suit. Un triangle est un 2-arbre. Etant donné un 2-
arbre 7;, sur n sommet, un 2-arbre sur n + 1 sommet est construit en choisissant une
aréte de T,, et en reliant les deux extrémités de cette aréte & un nouveau sommet. Le
probléme de Parbre Steiner a été trés étudié dans la classe des 2-arbres [35, 151, 171].
Plus particuliérement, Wald et Colbourn [171] ont donné un algorithme de program-
mation dynamique pour résoudre le probléme STP pour ces graphes.

Puisque le probléme de I'arbre Steiner est ainsi polynomial dans la classe des 2-arbres,
il est intéressant de caractériser complétement le dominant du polytope des arbres Stei-
ner par des inégalités linéaires. Dans leurs travaux [35], Chopra et Rao se sont penchés
sur cette question, et ont conjecturé que si G est un 2-arbre et S son ensemble de
terminaux, alors le polyédre DSTP(G, S) est complétement décrit par les inégalités de
non-négativité, les inégalités de partition Steiner (5.1) et celles de trou-impair (5.2)
(voir aussi Goemans [86]). Nous allons montrer que cette conjecture n’est pas exacte.

Considérons le graphe G; = (Vi, Ey) donné sur la figure 5.7 avec S; = {s1, S2, S3}
son ensemble de terminaux.
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Vo

Fic. 5.8 — Le graphe G4

Le graphe (G; est dans une configuration de trou-impair. Par conséquent, I'inégalité

Zx(e) >4

ecE*

définit une facette de DSTP(Gy, S1).

Soit Gy = (Vi, Esy) le graphe obtenu & partir de G; en ajoutant un nouveau som-
met terminal s4 et deux nouvelles arétes s451 et s,v1. Nous avons donc Vo = Vi U {s4},
Ey = EyU{s481, s4v1}, et 'ensemble des terminaux de G est Sy = S U{s4}. La figure
5.8 illustre le graphe Gs.

FiG. 5.9 — Le graphe G,

Considérons I'inégalité

Z z(e) > 5. (5.21)

e€Fo

Théoréme 5.21 L’inégalité (5.21) définit une facette de DSTP (G2, Ss).
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Preuve. Soit G| = (V/, E}) le graphe obtenu a partir de G; en dupliquant 'aréte s;v;.
Le graphe G| est donné par la figure 5.10.

s

Y

F1G. 5.10 — Le graphe G

D’aprés le théoréme 5.10, 'inégalité

> a(e) >4 (5.22)
ecE]
définit une facette de DSTP(G}, S1), ou S7 = S; est 'ensemble des terminaux de Gf.
En effet, si G. = (V,, E.) correspond au graphe obtenu a partir de G} en contractant
la nouvelle aréte sjv1, nous obtenons un graphe avec trois terminaux {s}, s9, s3} (voir
figure 5.11).

FiG. 5.11 — Le graphe G.

Nous avons alors
min{ ) _ x(e) | # € DSTP(G,, E.)} = 3.
GEEC
Ainsi le coefficient de la nouvelle aréte syv; dans I'inégalité (5.22) est égale a

4—min{) " x(e) | 2 € DSTP(G,, E.)} =4 -3 =1.

GEEC
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En ajoutant le sommet s; sur la nouvelle aréte s;v;, et en appliquant la procédure
décrite dans le théoréme 5.20.ii.b), il n’est pas difficile de voir que

ap = min{} o w(e) +x(s4,v1) | ¥ € DSTP(Gy \ 5451, 52)}
= d.

En effet, dans le graphe G \ s451, il faut au minimum quatre arétes pour couvrir les
terminaux s, So et s3. De plus, il existe un sous-ensemble d’arétes F) de E; couvrant
ces trois terminaux ainsi que v;. Par conséquent, en ajoutant ’aréte s4v; a Fj, nous
obtenons un sous-ensemble d’arétes couvrant les terminaux de Gy \ s457.

Il résulte alors que le coefficient des arétes s;s4 et s,v; dans la contrainte obtenue par
la procédure de construction sont respectivement égaux a 5 —4 = 1 et 1. Et ainsi,
I'inégalité (5.21) définit une facette de DSTP(Ga, Ss). 0

La contrainte (5.21) est différente d’une inégalité de partition Steiner (5.1) et d’une
inégalité de trou-impair (5.2). Ce qui infirme la conjecture de Chopra et Rao. Nous fai-
sons remarquer que l'inégalité (5.21) est une inégalité de partition Steiner généralisée
avec p="Tet d=1.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous allons considérer essentiellement le polytope
des sous-graphes Steiner connexes. Nous allons ainsi décrire plusieurs procédures de
construction de facettes pour ESNDP(G, r) et donner des descriptions complétes de ce
polytope dans des classes particuliéres de graphes. Cela nous permettra de donner des
descriptions similaires pour le polyédre DSTP(G, S).

5.5 Construction de facettes pour ESNDP(G, r)

5.5.1 Construction par ajout d’un sommet

Le théoréme 5.20 nous permet de donner la procédure de construction de facettes par
ajout d’un nouveau sommet pour ESNDP(G, ).

Théoréme 5.22 Etant donnés un graphe G = (V, E) et un vecteur types de sommets
r € 0,1}V, supposons que E = E* U{f}, ot f = vyvy. Soit

> ale)a(e) +a(fz(f) = a

ecE*
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une inégalité qui définit une facette non triviale de ESNDP(G,r). Soient G' = (V' E')
le graphe obtenu a partir de G en remplacant 'aréte f par deux arétes f; = vouy et
fo = vovg, 0l vy est un nouveau sommet, et r’ € {0, 1}V/ le vecteur types de sommets
de G’ tel que ' (v) = r(v) pour tout v € V' (voir figure 5.7).

i) Sir(vg) =0, alors les inégalités

> ale)z(e) +a(f)z(fi) > a,

eck*
Z ale)x(e) +a(f)z(fa) > a
eckE*
définissent des facettes de ESNDP(G',r').
ii) Supposons 1’ (vg) = 1.
ii.a) Sir'(vy) = 1r'(vy) = 1, alors linégalité
> ale)z(e) +a(f)z(fi) + a(f)z(f2) > @+ alf)
eckE*
définit une facette de ESNDP(G',1").
ii.b) Sir'(v1) =1 et r'(vy) =0, alors linégalité
> ale)z(e) + (ap — a)a(fi) + a(f)a(fa) = ao
eckE*
définit une facette de ESNDP(G',1"), ot
ay = mm{z a(e)x(e) +a(f)z(f2) | * € ESNDP(G'\ fi,7")}.

ecE*

Preuve. Découle directement du lemme 5.2 et du théoréme 5.20. O

Notre deuxiéme opération de construction de facettes est I'inverse de celle que nous
venons de présentée. Elle consiste a remplacer une chaine de longueur deux par une
seule aréte. Nous appellerons cette opération, contraction d’une chaine, en faisant tou-
tefois remarquer que cette procédure est différente de celle de contraction définie dans
le théoréme 5.9.

5.5.2 Construction par contraction d’une chaine

Avant de présenter cette nouvelle opération de construction de facettes, nous donnons
le lemme suivant qui établit une relation entre les coefficients de deux arétes, composant
une chaine de longueur 2, dans une facette de ESNDP(G, r).
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Lemme 5.23 Etant donnés un graphe G = (V,E) et un vecteur types de sommets
r € {0,1}V, supposons qu’il existe un sommet vy € V tel que 6(vg) = {f1, fo} avec
f1 = (Uo,U1> et f2 == (Uo,’UQ). Soit

a’r >« (5.23)

une inégalité définissant une facette, non triviale, de ESNDP(G,r).

i) Si r(vg) =0, alors a(f1)a(fz) = 0.
i1) Supposons r(vg) = 1.

ii.a) Sir(v1) =r(ve) =1, alors a(f1) = a(fz).
ii.0) Sir(vy) =1 et r(ve) =0, alors a(f1) > a(f2).

Preuve. Soit F la facette définie par 'inégalité (5.23). D’aprés le lemme 2.2, nous
avons a(e) > 0 pour tout e € E. Nous ne donnons que la démonstration pour le i),
celles de ii.a) et ii.b) étant similaires.

i) Supposons que r(vy) = 0 et a(fi)a(f2) # 0. Puisque F est une facette non triviale
de ESNDP(G, r), il doit exister un sous-ensemble d’arétes F' C E tel que 2 € F et
|F N f1, fo}] = 1. En effet, si FN{f1, fo} = 0 pour tout 2" € F alors la facette F est
la face {x € ESNDP(G,r) | z(f1) = z(f2) = 0}. Puisque JF est une facette non triviale,
nous avons une contradiction. Si {f1, fo} C F pour tout ¥ € F, alors la facette F est
la face {x € ESNDP(G,r) | (f1) = z(f2)}, ce qui contredit le lemme 2.2.

Nous pouvons donc supposer, sans perte de généralité, que f; € F et fo € F. Consi-
dérons alors le sous-ensemble d’arétes F' = F'\ {f;}. Etant donné que 7(vg) = 0, il est
facile de voir que F’ induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Puisque a(f;) > 0,
2P (f1) = 1 et 2" (f1) = 0, nous obtenons a’ " < a. Mais ceci contredit la validité de
'inégalité (5.23). O

Nous pouvons maintenant énoncer notre opération de construction de facettes par
contraction d’une chaine.

Théoréme 5.24 Etant donnés un graphe et un vecteur types de sommets r € {0,1}Y,

supposons que E = E* U {f1, fo}, ot f1 = vov1, fo = vovg et §(vo) = {f1, fo} (voir
figure 5.11). Soit

Z a(e)z(e) + a(fr)z(f1) +alf2)x(f2) > a (5.24)

une inégalité définissant une facette de ESNDP(G,r). Soient G' = (V', E') le graphe
tel que V! =V \ {vo} et E = E*U{f} avec f = vivy, et 7' € {0,1}V" le vecteur types



194 LC pP1oOpIcliICc U 1 al' i plellict

de sommets tel que r'(v) = r(v) pour tout v € V.
i) Sir(vg) =0, alors l'inégalité

S ale)e(e) + a(f)a(f) = a (5.25)

ecE*
définit une facette de ESNDP(G',1"), ot a(f) = maz{a(f1),a(f2)}.
ii) Supposons r(vg) = 1.
ii.a) Sir'(vy) =r'(vy) =1, alors inégalité

> ale)w(e) +6x(f) > a -0 (5.26)

ecE*

définit une facette de ESNDP(G',1"), ot 6 = a(f1) = a(fa).

i.0) Sir'(v1) =1 et r'(vy) = 0, alors l'inégalité

> ale)x(e) + alf2)z(f) > o —alfr) (5.27)

ecE*

définit une facette de ESNDP(G',r")

FiGc. 5.12 — Contraction d’une chaine

Preuve. Nous allons montrer le cas i), (les preuves pour ii.a) et ii.b) sont similaires).
Soit F la facette définie par I'inégalité (5.24).

i) Nous allons tout d’abord montrer la validité de 'inégalité (5.25) pour le polytope
ESNDP(G’,r'). Par le lemme 5.23.i), nous avons a(f;)a(f2) = 0. Nous pouvons suppo-
ser, sans perte de généralité, que a(fe) = 0. Ainsi, a(f) = max{a(f1),a(f2)} = a(f1).
Considérons un sous-ensemble d’arétes F’ C E’ induisant un sous-graphe Steiner
connexe de G'. Soit F' C E le sous-ensemble d’arétes défini comme suit.

(F\NAHD ULhL o} si f € F,
F =

F sinon.
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Puisque r(vg) = 0, le sous-graphe de G induit par F' est Steiner connexe. De plus, nous
pouvons remarquer que z(f1) = 2 (f) et z¥(e) = 2 (e) pour tout e € E*. Nous
avons donc

> a(e)z’(e) +a(fi)z"(f1) +alf)z"(f2) = X ale)a(e) +a(fr)z"(f1)

ecE* ec E*

= X ale)a”(e) +alf)a" (f1)

ecE*

= 3 alee”(0) +alf)e" (1)
> .

Ceci implique que la contrainte (5.25) est valide pour le polytope ESNDP(G', 7).
Soit ¥ la face de ESNDP(G, ') définie par l'inégalité (5.25), ¢’est-a-dire

F = {x € ESNDP(G',7') | Y ale)z(e) + a(f)z(f) = a}.

ecE*

Il n’est pas difficile de voir que ¥’ # ESNDP(G',r’) et F # (). Ainsi, F’ est une face
propre de ESNDP(G’, r’). Supposons que F ne soit pas une facette de ESNDP (G, 1').
Alors, il existe une facette F de ESNDP(G’,r") telle que F C F . Soit

S @(e)ale) +@(fa(f) =@

ecE*

I'inégalité qui définit le facette 7. D’aprés le théoréme 5.22.1), la contrainte

S @(e)ale) + @ (f)a(f) =@

ecE*

définit une facette F de ESNDP(G,r), ot @ (f;) = @(f). Dans ce qui suit, nous allons
montrer que F C F. Soit F; C E un sous-ensemble d’arétes tel que 21 € F. Alors

> ale)a™(e) + alf)z™ (i) = o

ecE*

Considérons le sous-ensemble d’arétes F{ C E’ défini de la maniére suivante
1

(AL \{f1, L} U{f} si {f1, fo} C F,
Fl =

BAAS o} sinon.

Nous pouvons remarquer que z7i(f) = 2f1(f)). En effet, cette égalité est évidente
si {f1, f2} N Fy # {f1}. Si, au contraire, {f1, fo} N Fy = {f1}, alors le sous-ensemble
d’arétes Fy \ {f1} induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Nous pouvons considérer
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Fi\ {f1} ala place de F}. De plus, %1 (e) = 2™ (e) pour tout e € E*. Par ailleurs, le
sous-graphe induit par F} est Steiner connexe. Puisque a(f2) = 0 et a(f) = a(f1), nous

obtenons
T al)2” (0) + () () +alf)a(R) = T ale)ai(e) + alf)efi(f)

= Q.

Par conséquent, 21 € F’. Etant donné que F C ?, il en résulte que
Y a@(e)atie) +a(fati(f) =a'
ecE*

Et ainsi,

Y d(e)ai(e) +a ()" (f) =7

ecE*

Nous avons donc %' € F et, de ce fait, F C 7.

Puisque ¥’ C §'J, il existe un sous-ensemble d’arétes F C E' tel que oF e T et
2 & F', cest-a-dire

et

N @(e)2" () + @ (f)aF (f) =@

ecE*

Considérons alors le sous-ensemble d’arétes F C E tel que

[ FNHULAL R si{f}ET,
=
F u{fs) sinon.

Il n’est pas difficile de voir que F induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Nous

-/ -/

avons «F (fo) = 1, 2F (f1) = 2F (f) et 2F (e) = 2F (e) pour tout e € E*. Ainsi

— —

T @ @+a(Nal () = ¥ @) +T (" (1)

et
Y ale)z’ (e) +a(f)af (f) = X ale)a(e) +a(f)z" ()

ecE* ecE*
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Par conséquent, 2f € F\ F. Nous obtenons donc F C F. Mais ceci contredit le fait que
F est une facette de ESNDP(G, 7). O

Nous allons définir une troisiéme opération de construction de facettes pour pour
ESNDP(G, ), appelée explosion d’un sommet. Elle consiste a partitionner un ensemble
de sommets en deux sous-ensembles de sommets induisant des sous-graphes 2-aréte
connexes.

5.5.3 Explosion d’un sommet

Soient G' = (V, E) un graphe et r € {0,1}" un vecteur types de sommets. Considérons
un sous-ensemble W C V' et une partition (W7, Wy) de W tels que

W =W;uUWs,
W1 ﬂWQ - @,
(W, Wal| =1,

r(W;) =1pouri=1, 2,

G(W;) est 2-aréte connexe, pour i = 1, 2.

Supposons que [Wy, Ws] = {g} (voir figure 5.12).

‘\‘\-il'

F1G. 5.13 — Ezplosion d’un sommet

Soient G = (V, E) le graphe obtenu a partir de G' en contractant W et 7 € {0,1} le
vecteur types de connexité associés aux sommets de G tel que

r(v) si v #£ w,

1 sinon,
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ol w est le sommet résultant de la contraction de W. Le prochain théoréme nous permet,
de construire une facette de ESNDP(G, r) a partir d’une facette de ESNDP(G, 7).

Théoréme 5.25 Soit
> ale)a(e) > a (5.28)
e€eE
une inégalité définissant une facette de ESNDP(G, 7). Alors 'inégalité
> ale)a(e) + (a —@)z(g) = a (5.29)
ecE
définit une facette de ESNDP(G,r), ot o = min{)_ a(e)z(e) | x € ESNDP(G\ g,7)}.

e€E

Preuve. Soit J la facette de ESNDP(G,7) définie par I'inégalité (5.28).

Dans un premier temps, nous allons montrer la validité de I'inégalité (5.29) pour le
polytope ESNDP(G, 7). Pour cela, considérons un sous-ensemble d’arétes F' C E qui
induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Si g € F, alors F' induit un sous-graphe
Steiner connexe de G\ g et ainsi

Za(e)xF(e) > .

ecE

Si g € F, alors le sous-graphe induit par F' = F \ E(W) est un sous-graphe Steiner
connexe de G. Nous avons donc

a(e)z"(e) + (o — @)z’ (g) = Za(e)ﬂe) fa-—a

&
o
m
=

ec

Par conséquent, nous obtenons

> ale)z’(e) + (a —@)z"(g)

ecE

Vv
o
+
o
|
ol

Ce qui implique la validité de I'inégalité (5.29) pour ESNDP(G,7).



Y.9 LOLSLIUCLIOL UL LaCCiies pPpoul LoINLJI \Gb, 1) 1I1

Soit F la face de ESNDP(G,r) définie par I'inégalité (5.29). Supposons qu’il existe
une contrainte b’z > 3 qui définit une facette ¥ de ESNDP(G,r) telle que F C .
Puisque le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension (voir section 5.1), pour mon-
trer que F définit une facette de ESNDP(G, r), il nous suffit de prouver qu’il existe un
scalaire p > 0 tel que b = pa.

Montrons tout d’abord que b(e) = 0 pour tout e € E(W) \ {g}. Soit F; C E un
sous-ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe de G tel que oFr e F,
Posons Fy = F; U E(W). 1l n'est pas difficile de voir que le sous-graphe G(F}) est
Steiner connexe. De plus, 27 € ¥ C F . En effet, nous avons z1 (e) = 21 (e) pour tout
e € E et 21 (g) = 1. Ainsi,

Yale)r’(e) + (e —a)zfi(g) = > ale)a™(e) +a-a
= oata—«

Considérons une aréte quelconque eq de E(W)\ {g}, et posons F{ = F; \ {eg}. Puisque
les sous-graphes G(W) et G(W5) sont 2-aréte connexes, le sous-ensemble F induit un
sous-graphe Steiner connexe de G. Ainsi,

et =3 b(e)a'(e) + eE(;)\{}b(e)scF?<e>+b<g>acF?<g>
= DU+ 5 bea(e) ~beo)a (e) + ba)a (0
= a—b(e)
> .

Il en résulte alors que b(eg) = 0. D’ou b(e) = 0 pour tout e € E(W) \ {g}.

Considérons maintenant la facette ¥ de ESNDP(G,7) définie comme suit
F = {x € ESNDP(G,7) | Y _ble)a(e) = 3 —b(g)}-
ecE

Ni)us allons montrer que F C ? Soit Fs C F un sous—erlsemble d’arétes tel que
xf2 € F. Soit F, = Fo U E(W). Nous avons x2(e) = xf2(e) pour tout e € E,
22 (g) =1 et

> ble)a2(e) + b(g)x"(g) = 3 ble)a™(e) +1
= 8.

Par conséquent, z2 € F. AnsiFCT. Puisque J est une facette de ESNDP(G,7),
nous en déduisons que F = F . Etant donné que le polytope ESNDP(G,7) est de pleine
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dimension, il existe un scalaire p > 0 tel que

{ b(e) = pa = pa pour tout e € F,
B —blg) = pa.

La facette F est différente de la facette définie par I'inégalité z(g) < 1. En effet,
supposons que F = {z € ESNDP(G, ) | z(g) = 1}. Puisque p > 0 et b(e) = 0 pour
tout e € F, nous obtenons a@(e) = 0 pour tout e € E. Mais ceci contredit le fait que F
est une facette de ESNDP(G, 7).

Par conséquent, il existe un sous-ensemble d’arétes F3 C E'\ {g} tel que z* € F’. Ainsi

B = min{} ble)x(e) + b(g)z(g) | + € ESNDP(G,r)}
= min{}_ b(e)z(e) + b(g)z(g) | x € ESNDP(G \ g, r)}.

De ce fait, nous obtenons

a = min{} a(e)z(e) | + € ESNDP(G'\ g,7)}

= min{ei &;)x(e) | x € ESNDP(G \ ¢,7)}
= lmin{ Z_b(e)x(e) | x € ESNDP(G \ g,7)}

1
p
- B
p

Finalement, nous avons

blg) = B—pa
= po— pa
= pla—a).
Et il en résulte alors que b = pa, ce qui termine la preuve de notre théoréme. O

Dans la prochaine section, nous nous intéressons a la procédure de construction de
facettes qui consiste & supprimer une aréte paralléle.

5.5.4 Suppression d’une aréte paralléle

Tout d’abord, nous énoncons un lemme qui établit 1’égalité entre les coefficients de
deux arétes paralléles dans une facette du polytope des sous-graphes Steiner connexes.
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Lemme 5.26 Soient G = (V, E) un graphe et v € {0,1}V un vecteur types de som-
mets. Soit

Za(e)x(e) > o (5.30)

eeE

une inégalité non triviale définissant une facette de ESNDP(G,r). Si [ et g sont deuz
arétes paralléles de G, alors a(f) = a(g).

Preuve. Posons

F = {x € ESNDP(G,r) | Y a(e)z(e) = a}.
eck
Puisque 'inégalité (5.30) est différente d’une inégalité triviale, il existe un sous-ensemble
d’arétes F' C E tel que ¥ € F et f ¢ . Nous avons alors

Z ale)z’ (e) = a.

eck
Sig e F,alors F; = F\{g} (resp. Fy = F\{f}) induit un sous-graphe Steiner connexe
de G et ainsi a(g) = 0 (resp. a(f) = 0). En effet, nous avons

> ale)zo(e) = 3 ale)a’(e) — alg)

eeE ecF
> .

Si g ¢ F, alors le sous-ensemble d’arétes F' = (F'\ {f}) U {g} induit un sous-graphe
Steiner connexe de G et ainsi

> a(e)r™(e) = X ale)z"(e) — a(f) + alg)

eckE eclk
a—a(f)+a(yg)
Q.

(AVANI

Ce qui nous donne a(g) > a(f). Par ailleurs, nous pouvons montrer d’une maniére
similaire que a(f) > a(g). Par conséquent, a(f) = a(g). O

Dans la section 5.3.1, nous avons présenté une procédure de lifting due a Chopra et
Rao [34] pour le dominant du polytope des arbres Steiner. Cette procédure établit une
facette de ce polyedre a partir d'une facette pour le graphe auquel il a été enlevé une
aréte (voir théoréme 5.10). Par ailleurs, ils ont fait la remarque suivante.

Remarque 5.27 La procédure de lifting du théoréme 5.10 est difficile dans le cas
général, a exception du cas de deux arétes paralléles e; et es pour lesquelles a(e;) =
a(es). O
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Etant donné I’équivalence entre les facettes non triviales du polytope des sous-graphes
Steiner connexes et celles du dominant du polytope des arbres Steiner, nous donnons
le résultat suivant.

Théoréme 5.28 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle 2-aréte conneze et r €
{0, 1}V un vecteur types de sommets. Soient f et g deux arétes paralléles. Supposons
que linégalité

Zx(e) >« (5.31)

ecE

définisse une facette de ESNDP(G,r). Alors l'inégalité
Z z(e) > « (5.32)

ecE\{g}

(resp. Z z(e) > «) (5.33)

ecE\{f}
définit une facette de ESNDP(G \ g,r) (resp. ESNDP(G\ f,r)).

Preuve. Nous démontrons le résultat pour 'inégalité (5.32), la preuve étant similaire
pour U'inégalité (5.33).

Soit F la facette de ESNDP (G, r) définie par I'inégalité (5.32). D’aprés le lemme 5.26,
nous avons a(f) = a(g). Puisque tout sous-graphe Steiner connexe de G\ g est égale-
ment un sous-graphe Steiner connexe de G, il est clair que 'inégalité (5.32) est valide
pour le polytope ESNDP(G'\ ¢, 7).

Soit
F,={z € ESNDP(G\ g.r) | > a(e)z(e) = o}
e€F\g

la face propre de ESNDP(G \ g¢,7) définie par I'inégalié (5.32). Supposons que F, ne
soit pas une facette de ce polytope. Alors, il existe une facette Fj, de ESNDP(G'\ g,7)
telle que F, C F7. Supposons que I, soit définie par I'inégalité

Z a(e)z(e) > o
e€F\g
D’aprés le théoréme 5.10, le lemme 5.2 et la remarque 5.27, la contrainte

Y. d(ea(e) +d(fx(f) +d(9)x(g) = o

ecE\{f.g}
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définit une facette ¥ de ESNDP(G, r). Montrons que § C F.

F

Considérons alors un sous-ensemble d’arétes F' C E tel que x© € F. Nous avons

donce Y, ale)z(e) = a. Soit

F sigégF,
Fy=q (F\{gh) U{s} si 'O {f, 9} = {9},
F\{g} sinon.

Il n’est pas difficile de voir que F}; induit un sous-graphe Steiner connexe de G\ g. De
plus 27 (e) = x"(e) pour tout e € E'\ {f, g}. Nous obtenons alors z'v € F, C F;. En
effet, si g & F, alors

Z a(e)z’ (e) = Z a(e)r’ (e) = a. (5.34)

e€F\g e€F\g

Supposons maintenant que FN{f, g} = {g}. Etant donné que a(f) = a(g) et xF(f) =
F(g), nous avons

> ale)zf(e) = 3 ale)z™(e) +a(f)z"(f)
e€E\g ecE\{f.g}
= X ale)z’(e) +alg)z"(g)

ecE\{f.g}

= > a(e)z"(e)

ecE
= Q.

a

Si {f,g} C F, alors, comme nous ’avons vu dans la démonstration du lemme 5.26,
a(f) = a(g) = 0. Ainsi, (5.34) est vérifice. Et de ce fait, 27 € F, C Fy-
Par conséquent, nous avons

Z d(e)xf(e) = o

e€E\g

Il en résulte alors que

Y. d(ea(e) +d(Na"(f) +d (N (g) =o'

ecE\{f.g}
Ainsi, 2 € F,. Ceci implique que I C .
Puisque F, C F, il existe un sous-ensemble d’arétes F, C £\ {g} tel que x¥s € F, et

zfe ¢ Fy- est évident que Fy induit également un sous-graphe Steiner connexe de G.
Par conséquent, z5s € F et 2 ¢ F. Ainsi F C F, ce qui contredit le fait que F est
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une facette de ESNDP(G, ). O

Dans la suite de ce chapitre, nous allons appliquer certaines de ces procédures de
construction de facettes pour donner des descriptions complétes du polytope des sous-
graphes Steiner connexes dans des sous-classes des graphes série-paralléles.

5.6 Le polytope ESNDP(G,r) dans les graphes série-
paralléles

5.6.1 Introduction

Pour de nombreux problémes d’optimisation combinatoire, de bonnes descriptions du
polyédre associé peuvent étre obtenues en considérant un formulation étendue. Celle-ci
utilise des variables additionnelles (auxilaires) et donne lieu & un polyédre de solutions
ayant une dimension supérieure. Ce dernier est ensuite projeté sur les variables initiales
pour obtenir une description du polyédre associé au probléme original. L’idée générale
de cette projection a été tout d’abord décrite par Benders [15]|, puis appliquée a des
descriptions polyédrales par Balas et Pulleyblank [10].

Dans [31], Chopra a élaboré une formulation en terme de graphes orientés, utilisant
2| E| variables entiéres et les contraintes de coupe orientée, pour le probléme ESNDP
avec 7 € {0,1,2}V. Ainsi, a partir du graphe G = (V, E), il a construit un graphe
orienté D = (V, A) en remplacant chaque aréte ij € F par deux arcs (i,7) et (j,1).
Soit w € V un sommet de type de connexité égal a r,,,,. Soient x € RY et Yy € RA. Si
(z,y) est une solution du systéme

y(o=(W)) >1 pour tout W C V.0 £ W #V, avec,  (5.35)
con(W)=2, ou (r(W)=1etw g W),
y(i,7) >0 pour tout (i,j) € A, 5.36

y(i.j) € {0,1} pour tout (i, ) € A,
—y(4,7) —y(j,9) +z(ij) =0 pour tout ij € E,
z(ij) <1 pour tout ij € F,

alors le vecteur entier x est réalisable pour le probléme ESNDP. Ainsi, la projection
de ce systéme sur les variables originales x donne une formulation du probléme de
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conception de réseaux fiables (initialement, Chopra a considéré ce systéme sans les
contraintes (5.39)). La projection, sur les variables x, du systéme obtenu en ignorant
les contraintes (5.37) et (5.39) implique une relaxation du probléme ESNDP. Cette
projection donne lieu a une nouvelle classe d’inégalités valides pour le probléeme ESNDP.
Ces inégalités ont la forme générale suivante

>~ a(ig)z(ij) > >, b(W) pour tout b >0 et
ijeE WeF

a(ij) = max{s(F;b;i;7),s(F; b; 7;4)} pour tout ij € F,
z >0,

ol

JF est ’ensemble des W C V' qui apparaissent dans la formulation des inégalités
(5.35),
b(W) > 0 sont des variables associées a chaque inégalité (5.35) pour W € F,

a(ij) € IR sont des variables associées a chaque inégalité (5.38) pour ij € F,
s(F;b;1;7) est la somme des b(IW) pour W € Faveci € Wet j & W.

Ces inégalités, appelées contraintes de Prodon, ont tout d’abord été établies par Prodon
[149] pour le probléme de l'arbre Steiner, c’est-a-dire lorsque r € {0,1}". De plus,
elles contiennent comme sous-classe, les contraintes de partition (2.7). Par ailleurs, les
inégalités de Prodon peuvent étre séparées en temps polynomial [31, 161], a la différence
des contraintes (2.7). Et pour le probléme de I’arbre Steiner, Prodon [149] a donné le
résultat suivant.

Théoréme 5.29 [149] Les contraintes de Prodon et les contraintes de non-négativité
décrivent complétement le dominant du polytope des arbres Steiner dans la classe des
graphes série-paralléles. O

Cependant, une caractérisation compléte des inégalités de Prodon définissant des fa-
cettes du dominant du polytope des arbres Steiner n’est pas connue, et cela méme pour
des graphes série-paralléles. Une description explicite du polyédre DSTP(G, S) (ainsi
que du polytope ESNDP(G, 7)) dans la classe des graphes série-paralléles reste ainsi
une question ouverte a laquelle nous nous sommes intéressés.

Nous rappelons qu’un graphe connexe est dit série-paralléle [63], s’il peut étre ob-
tenu par une application récursive des deux opérations suivantes, en partant du graphe
constitué de deux sommets liés par une aréte,

0, : dupliquer une aréte (i.e. ajouter une aréte joingant les mémes sommets),
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6, : subdiviser une aréte (i.e. insérer un nouveau sommet de degré deux).

Un des objectifs de cette section est d’utiliser les opérations de construction de facettes
pour tenter de caractériser le polytope ESNDP(G, r). Plus particuliérement, nous vou-
lons utiliser celle du théoréme 5.24 qui consite a contracter une chaine de longueur
deux, pour caractériser ce polytope dans des classes particuliéres de graphes. Cepen-
dant, la procédure décrite dans le théoréeme 5.24 ne considére pas le cas ou un sommet,
de type de connexité 1 posséde uniquement deux voisins de type de connexité 0. Ainsi,
nous avons été amenés a introduire une sous-classe des graphes série-paralléles de la
maniére suivante.

Définition 5.30 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle 2-aréte conneze et r €
{0, 1}V un vecteur types de sommets. Nous dirons que le graphe G vérifie la propriété
P, s’il peut étre obtenu par les opérations 0, et 0y, sans jamais ajouter un sommet de
type de connexité 1 entre deux sommets de type de connexité 0.

Nous allons, dans la prochaine section, étudier le polytope des sous-graphes Steiner
connexes dans la classe des graphes série-paralléles 2-aréte connexes vérifiant la pro-
priété P, et en donner une description compléte.

Cependant, nous avons également étudié le polytope ESNDP(G,r) pour les graphes
série-paralléles ne vérifiant pas la propriéte P. Les graphes qui ont une configuration
de trou-impair sont des graphes série-paralléles ne vérifiant pas la propriété P. Nous
rappelons qu'un graphe G,, = (V,,, E,,), dans une configuration de trou-impair, est
défini par un entier impair m > 3, et

Vin = {ug, ..o U, 01, o, O b

E, = {uwv, w1, 0015 i =1,...,m (mod m)},
rm(u;) =1 pour tout ¢ = 1,...,m,
rm(v;) =0 pour tout ¢ =1,...,m.

Notons par W la classe des graphes ayant une configuration de trou-impair. Les graphes
de cette classe sont série-paralléles. En effet, ils peuvent étre obtenus a partir du cycle
sur m sommets en effectuant, pour chaque aréte du cycle, 'opération qui consiste a
ajouter une aréte paralléle puis a subdiviser cette derniére. Néanmoins, ils ne vérifient
pas la propriété P, car nous subdivisons chaque aréte paralléle v;_;v; en insérant un
sommet u; de type de connexité 1 entre les deux sommets v;_; et v; qui ont un type de
connexité égal a 0. La classe U fera I'objet d’'une caractérisation compléte du polytope
des sous-graphes Steiner connexes.
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5.6.2 Graphes série-paralléles vérifiant la propriété P

Le théoréme suivant donne une description linéaire compléte du polytope des sous-
graphes Steiner connexes lorsque le graphe est série-paralléle et vérifie la propriété
P.

Théoréme 5.31 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle 2-aréte connexe et r €
{0,1}V un vecteur types de sommets. Si G wvérifie la propriété P, alors le polytope
ESNDP(G,r) est complétement caractérisé par les contraintes triviales, les contraintes
de coupe et les contraintes de partition Steiner.

Preuve. La démonstration est par récurrence sur le nombre d’arétes. Soit G = (V, E)
un graphe série-paralléle 2-aréte connexe vérifiant la propriété P. Il n’est pas difficile
de voir que le théoréme est vrai si G posséde au plus 4 sommets, c¢’est-a-dire si G est un
graphe outerplanaire de 4 sommets avec au moins un sommet de type de connexité égal
a 1. Supposons qu’il est vrai pour tout graphe série-paralléle 2-aréte connexe vérifiant
la propriété P ayant au plus m arétes. Supposons que G posséde m + 1 arétes. Soit

J = {x € ESNDP(G,7) | a’'z = o}

une facette de ESNDP(G, r). Supposons par ailleurs que a’x > « est différente d’une
contrainte triviale et d’une contrainte de coupe. Nous allons montrer que F n’est rien
d’autre qu'une facette de ESNDP(G, r) définie par une inégalité de partition Steiner.

Etant donné que G est un graphe série-paralléle, il peut étre obtenu en appliquant
récursivement les opérations 6, et 6. Intéressons nous a la derniére opération réalisée.
Soit G' = (V', E') le graphe sur lequel est effectuée cette derniére opération pour obte-
nir G. Ainsi, examinons tout d’abord le cas ou la derniére opération de construction de
G consiste & ajouter un sommet vy entre deux sommets vy et vo (opération ). Posons
d(vo) = { f1, fo}, ot f1 = wvov1 et fo = vovy. Nous avons alors

V' =V \ {w},
E' = (E\{fi, fo}) U{f},

N . ’ cy . ,
ot f = vyve. Soit v’ € {0,1}"" le vecteur types de connexité associés aux sommets de
G’ et défini comme suit

r'(v) = r(v) pour tout v € V.

Nous sommes alors amenés a considérer trois cas dépendants des types de connexité
des sommets vy, vy et vs.
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Cas 1 r(vy) = 0.
D’aprés le théoréme 5.24.1), I'inégalité

Y. ale)(e) +a(f)a(f) = a (5.40)
e€EN\{f}

définit une facette ¥ de ESNDP(G’,7’), ou a(f) = max{a(f1),a(f2)}. De plus, par
le lemme 5.23.i), nous avons a(fi)a(fy) = 0. Sans perte de généralité, supposons que
a(fs) = 0. Ainsi a(f) = a(f,). Etant donné que P'inégalité a”x > « est différente d’'une
inégalité triviale et d’une inégalité de coupe, l'inégalité (5.40) 'est également. En effet,
si a(fi1) = 0, alors a(f) = 0. Ainsi, 'inégalité (5.40) n’est rien d’autre que 'inégalité
a’r > a. Si a(f;) > 0, alors l'inégalité (5.40) est de la méme nature que o’z > «
ou l'aréte f remplace laréte f, dans cette derniére. Puisque |E'| = |E| — 1 < |E]|,
nous savons, par ’hypothése de récurrence, que 'inégalité (5.40) est induite par une
partition Steiner. Soit (V{,...,V]), p > 3, cette partition Steiner de V'. Alors, il existe
un scalaire G > 0 tel que

ale) = sie€d(V),..., V),
(5.41) ¢ a(e) =0 sieZ(VY,.... V),
a=f(p-1).
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que vy € V/. Considérons alors la
partition (Vi,...,V,) de V définie de la maniére suivante

‘/1:‘/1/U{U0}7
Vi=V/ pour i =2,...,p.

Puisque 7/(V/) = 1 pour tout i = 1, ..., p, il est évident que la partition (V3,...,V,) est
un partition Steiner de V. Soit 2* € F. D’apres (5.41), 6(V4,...,V,) ={e € E | ale) =
(}. Ainsi, nous obtenons

Y. Ba(e)=Bp—1),

ecd(V1,...,Vp)

Par conséquent,

Y ae)=p-1,

665(V1,...,Vp)
et F C {z € ESNDP(G,r) | > z(e)=p-—1}.
ecd(Vr,...,Vp)

Etant donné que le polytope ESNDP(G,r) est de pleine dimension, nous en dédui-
sons donc que l'inégalité a’x > o est, a un coefficient multiplicatif strictement positif,



9.0 L POLYyLOpPC LoINDJL (U, 1) Galls 1€5 glaplics scellt=pal allclies 10/

'inégalité de partition Steiner z(5(Vi,...,V,)) > p—1.

Cas 2 r(vg) = 1 et r(v1) = r(vqg) = 1.
D’aprés le lemme 5.23.ii.a), nous avons a(f1) = a(fz) = J. Par le théoréme 5.24.ii.a),
I'inégalité

Z a(e)z(e) + ox(f) > a—4§ (5.42)
ecEN\{f}

définit une facette ¥ de ESNDP(G’, r’). D’une maniére similaire au cas 1, nous pouvons
montrer que I'inégalité (5.42) est ni une contrainte triviale, ni une contrainte de coupe.
Ainsi, puisque |E’| < |E|, la facette F' est définie par une inégalité de partition Steiner.
Par conséquent, il existe une partition Steiner (V7,...,V}), p > 3, de V' et un scalaire
6 > 0 tels que

a(e):ﬂ sieEé(Vl’,...,Vp’),
(5.43) ¢ ale) = siego(V/,..., V),
a—06=0(p-1).

Nous distinguons alors deux cas.

Cas 2.16 > 0. Alors, f € 5(V/,..., V) et § = (3. Considérons la partition (V1, ..., V1)
de V définie comme suit

V,=V/ pouri=1,...,p,
Vp+1={vo}-

Puisque 7/(V/) = 1 pour tout i = 1,...,p et r(vg) = 1, il est clair que (Vi,...,V,41)
est une partition Steiner de V. De plus, 6(Vi,..., V1) = (6(V{,..., V) \ {f}) U
{f1, f2}. Soit * € F. Etant donné que a(f;) = a(fy) = § = 3, et d’aprés (5.43),
d(Vi,...,Vo11) ={e € E | a(e) = B}, nous obtenons

>, Par(e) = Blp—-1)+p

= DOp.
Ainsi
Z z"(e)=p—1
e€8(VisooiVips1)
Par conséquent, F C {x € ESNDP(G,r) | > z(e) = p}

Puisque le polytope ESNDP(G, ) est de pleine dimension, l'inégalité a’z > « est
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I'inégalité de partition Steiner z(0(Vi,...,Vp41)) > p a un coefficient multiplicatif
strictement positif.

Cas 2.2 § = 0. Alors, f ¢ 6(V/,..., V). Nous avons aussi a(f1) = a(f2) = a(f) = 0.
Sans perte de généralité, supposons que v; et vy appartiennent a V/ et considérons la
partition (Vi,...,V,) définie comme suit

‘/l = ‘/1/ U {U0}7

Vi=V/ pour i =2,...,p,
Comme 7'(V;/) = 1 pour tout ¢ = 1,...,p, la partition (Vi,...,V},) est une partition
Steiner de V. Par ailleurs, nous avons §(V/,..., V) = do(V1,...,V}). Soit z* € TF.
D’aprés (5.43), nous avons d(Vi,...,V,) ={e € E | a(e) = #}. Ainsi,

Y. Ba(e)=pp-1)

ecd(V1,...,Vp)

Ce qui nous donne

Z x*(e)=p—1.

665(‘/1 ..... Vp)

Il en résulte alors que F C {z € ESNDP(G, ) | > z(e)=p-—1}.

Or le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension. De ce fait, 'inégalité a’z > «
est, & un coefficient multiplicatif strictement positif, I'inégalité de partition Steiner
z(0(Vi,..., V) >p—1.

Cas 3 r(vg) = 1, r(vy) = 1L et r(vy) = 0 (le cas r(vg) = 1, r(v1) = 0 et 7(vg) = 1
est similaire)
Par le lemme 5.23.ii.b), nous avons a(f1) > a(fz). Et d’aprés le théoréme 5.24.ii.b),
I'inégalité

> ale)z(e) +a(fo)z(f) = a—alf) (5.44)

e€E"\{f}

définit une facette ' de ESNDP(G’,r’). Comme nous ’avons vu précédemment, ’in-
égalité (5.44) est différente d’une inégalité triviale et d’une inégalité de coupe. Par
I’hypothése de récurrence, la facette F est ainsi définie par une inégalité de partition

Steiner. Soit (V/,...,V]), p > 3, la partition Steiner de V' induisant la facette J.
Alors, il existe un scalire g > 0 tel que

ale) =3 sie€d(Vy,...,V)),
(5.45){ a(e) =0 sie @ 0(V/,..., V),

a—a(fi) =6p—1).
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Nous considérons deux cas suivant que 'aréte f appartienne ou non a la partition
/! /
V..., Vp)

Cas 3.1 Supposons que a(f) > 0, c’est-a-dire que f € §(V/,...,V)). Ainsi, nous
avons a(fi1) = a(fa) > 0. Supposons, sans perte de généralité, que vy, € V] et vy € V.

Considérons alors la partition (V4,...,V,41) de V définie de la maniére suivante
Vi=V/ pouri=1,...,p,
Vpi1 = {vo}.

Etant donné que r'(V;) = 1 pour touti = 1,...,pet r(vy) = 1, la partition (V,..., V1)
est une partition Steiner de V. De plus, nous avons d(Vi, ..., Vp1) = (0(V{,..., V) \

{fHU{f1, foa} et a(f1) = a(f2) = a(f) = B. Soit 2* € F. D’apres (5.45), 6(Vi, ..., Vpi1) =
{e € E'| a(e) = #}. Nous obtenons donc

>, Bare) = Bp-1) +alfi)
e€d(V1,....,Vpt1)
= Bp-1)+8
= Op.
Ainsi
Z x*(e) = p.
e€d(V1,...,Vpy1)

Par conséquent, F C {x € ESNDP(G,r) | > x(e) = p}.
e€d(V1,....Vp+1)

Puisque le polytope ESNDP(G, ) est de pleine dimension, l'inégalité a’z > « est
I'inégalité de partition Steiner z(0(Vi,...,Vp41)) > p & un coefficient multiplicatif
strictement positif

Cas 3.2 Supposons que a(f) = 0, c’est-a-dire f ¢ 5(V/,..., V). Nous avons alors
a(fz) = 0. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v, € V/ et vy € V/. Si
a(fi) =0, considérons alors la partition (V4,...,V,) suivante

%:‘G,U{UO}a
Vi=V/ pour i =2,...,p.

Puisque r'(V/) =1 pour tout ¢ = 1,...,p, il est clair que (V3,...,V,) est une partition
Steiner de V. De plus, nous avons §(V{,..., V) = §(Vi,...,V,). Soit z* € F. D’apres
(5.45), nous avons 0(V4,...,V,) ={e € E | a(e) = B}. Il en résulte donc que

>, Bae) = Bp—1)+alfi)
EEé(Vl,...,Vp+1)
= Bp-1).
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Nous obtenons donc

Z z*(e)=p—1.

665(V1,...,Vp)
Ainsi F C {x € ESNDP(G, ) | > xle)=p-—1}.
e€d(Vi,...,Vp)

Or le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension. Par conséquent, 'inégalité o’z >
a est, a un coefficient multiplicatif strictement positif, 'inégalité de partition Steiner
z(6(V,..., V) >p— 1.

Supposons maintenant que a(f;) > 0. Alors, il existe une partition (W], W3) de V/
telle que [W{, W3] = {f}. En effet, supposons le contraire. D’aprés le théoréme 5.4,
G(V!) est connexe pour tout ¢ = 1,...,p et nous avons |[W], Wj]| > 1. Considérons
alors une chaine C' dans G(V}) entre v; et vy telle que f n’appartienne pas a cette
chaine. Puisque C' est contenue dans l’ensemble d’arétes induit par V], nous avons
a(e) = 0 pour tout e € C. Etant donné que F est une facette non triviale, il existe un
sous-ensemble d’arétes /' C F qui induit un sous-graphe Steiner connexe de G tel que
aF'eFet fy € F. Posons F = (F\ {f1}) U (CU{fp}). Il n’est pas difficile de voir que

F induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Ainsi

Z a(e)xf(e) > .

Or
;Ea(e)xf(e) = ;Ea(e)xF(e)—a(fl)wF(f)
= a—a(f).

Il en résulte alors que a(f;) = 0, une contradiction.

Par conséquent, il existe une partition (W], W3) de V{ telle que [W{, Wj] = {f}. Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer que v; € Wi et vy € Wj. Considérons la
partition (Vi,...,V,11) définie comme suit

%:W{>
‘/QZW2,U{U0},
Vigr =V/ pouri=2....,p.

Nous avons r(v;) = 1 et r(vg) = 1. Donc r(V;) = r(V5) = 1. De plus, r'(V/) = 1 pour
tout ¢ = 2,...,p. Ainsi, la partition (V1,...,V,41) est une partition Steiner de V. Par
ailleurs, nous avons 6(Vi,..., V1) = 6(V{,...,VJ) U {fi}. Soit z* € F. Nous avons
alors

> ale)rt(e) +alf)a"(fr) + alf2) 2" (f2) = o

e€d(VY,...,V))
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D’aprés (5.45), nous avons §(V/,..., V) = {e € E | a(e) = B}. De plus, a(fz) = 0 et
a(f1) > 0. En posant a(f1) = 3, nous obtenons

> Bar(e) + Par(fi) = >, Ba(e)
ecd(V,...,Vy) e€d(V1,....Vp+1)
= «
= Blp—1)+alf)
= Blp-1)+p
= fp.
Par conséquent, F C {x € ESNDP(G,r) | > z(e) = p}.

e€d(V1,....Vp41)

Et, comme le polytope ESNDP(G,r) est de pleine dimension, ceci implique que !'in-
égalité a’z > o est, a un coefficient multiplicatif strictement positif, I'inégalité de
partition Steiner z(5(V4, ..., V,41)) > p.

Nous venons donc de montrer que si la derniére opération de construction pour le
graphe G consiste en 'ajout d’'un sommet entre deux sommets dont un au moins doit
étre de type de connexité égal a 1 si celui du sommet ajouté vaut 1 (opération 6,), alors
toute facette est définie par une inégalité triviale, de coupe ou de partition Steiner.

Supposons a présent que la derniére opération dans la construction de G consiste a
ajouter une aréte g entre deux sommets de V' (opération ;). D’aprés le théoréme 5.28,
I'inégalité

Z a(e)x(e) > «

ecE\{g}

définit une facette de ESNDP (G \ {g}, 7). De méme que précédemment, cette inégalité
est différente d’une inégalité triviale et d’une inégalité de coupe. Par I'hypothése de
récurrence, elle est définie par une partition Steiner. Soit (Vi,...,V},), p > 3, cette
partition Steiner de V. Alors, il existe un scalaire 5 > 0 tel que

ale) = sie€oag(Va,...,Vp),
a(e) =0 si e oang(Vi,.. s Vo),
a=pp-1).

En posant a(g) = 3, il n’est pas difficile de voir que

FC{x €EBSNDP(G,r)| Y a(e)=p—1}
665(V1,...,Vp)

T

Or le polytope ESNDP(G,r) est de pleine dimension. Ainsi, Uinégalité o'z > «

est, a un coefficient multiplicatif strictement positif, I'inégalité de partition Steiner
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z(6(V1,...,V,)) > p— 1. Ce qui termine la preuve de notre théoréme. a

Comme conséquence immeédiate du lemme 5.2 et du théoréme 5.31, nous obtenons
une description compléte du dominant du polytope des arbres Steiner quand le graphe
est série-paralléle et vérifie la propriéte P.

Corollaire 5.32 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle 2-aréte connexe et S CV
un ensemble de terminaux. Si G vérifie la propriété P, alors le polyédre DSTP(G,S)
est completement caractérisé par les contraintes de non-négativité, les contraintes de
coupe et les contraintes de partition Steiner. O

Dans la suite, nous allons nous intéresser au polytope des sous-graphes Steiner connexes
dans la classe W, qui est une sous-classe des graphes série-paralléles.

5.6.3 Graphes de la classe ¥

Dans cette section, nous allons montrer que si le graphe est dans une configuration
de trou-impair, alors le polytope des sous-graphes Steiner connexes est défini par les
contraintes triviales, les contraintes de coupe et les contraintes de trou-impair (5.2).
Soit G, = (Vin, Ey) un graphe ayant une configuration de trou-impair, avec m > 3 un
entier impair, et

Vin = {ug, ..oy Um, 01, .o, U b

En = {(ui,v;), (ui,vi1), (viyvi-1); i =1,...,m (mod m)},
rm(u;) =1 pouri=1,...,m,

rm(vi) =1 pouri=1,...,m,

ol 7, € {0,1}V™ est un vecteur types de sommets. Dans un but de simplification des
écritures, nous adoptons les notations suivantes

€2i—1 = UVi—1,
€2; = Uy,
fi = V;V;—1,

T, = {62i—1>€2i>fi}-

Avant de donner une description compléte du polytope ESNDP(G,,, 7,,), nous énongons
tout d’abord un lemme technique.
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Lemme 5.33 Soient G,, = (Vin, En) un graphe de la classe V et r,, € {0,1}V" un
vecteur types de sommets. Soit

Z ale)z(e) > « (5.46)

ecEL,

une inégalité différente d’une inégalité triviale et d’une inégalité de coupe. Si la contrainte

(5.46) définit une facette de ESNDP (G, 1y,), alors

a(f;) = maz{a(ezi—1), ale)} pour tout i =1,...,m.

Preuve. Posons

F ={x € BSNDP(Gp,vm) | Y ale)a(e) = a}.

EEEm

Sans perte de généralité, nous povons supposer que a(eg;—1) < a(ey;). Considérons un
entier iy € {1,...,m} . Puisque I'inégalité (5.46) est différente d’une inégalité de coupe,
il existe un sous-ensemble d’arétes F' C F,, tel que {ea;,—1,€2,} C F. Si f;, € F, alors
les sous-ensembles d’arétes F'\ {ez;,_1}, F'\ {e2,}, F \ {fi,} induisent tous des sous-
graphes Steiner connexes de G,,,. Nous obtenons donc a(eg;,—1) = a(eq,) = a(fi,) = 0.
En effet, posons par exemple F' = F'\ {es;,}. Nous avons

> ale)z’ (e) > ale)z’(e) — aleaiy )" (ezi)

eGEm EGEm
o — a(es;,)
Q.

AV

Puisque a(eq;,) > 0, il en découle que a(eq;,) = 0.

Supposons maintenant que f;, ¢ F. Considérons alors le sous-ensemble d’arétes F” =
(F'\ {e2i,}) U{fi, } Le sous-graphe induit par F" est Steiner connexe et

> a(e)r™(e) = 3 ale)a’(e) — alexi)r (e2io) + alfio)2" (fi)

eGEm EGEm
= a— a(62io) + a(fio)
.

v

Il en résulte donc que a(fi,) > a(ea,). Or, par hypothése, a(es;,) > a(eg;,—1). D’ou

a( fiy) > max{a(eai,—1), a(ezi,)}- (5.47)

Puisque 'inégalité (5.46) est différente d’une inégalité triviale, il existe un sous-ensemble
d’arétes Fy C E,, tel que zf° € F et fio € Fo. Si eg,—1 et ey, appartiennent a Fp, alors
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nous avons déja montré que a(eg;,—1) = alea,) = a(f;,) = 0. Supposons alors que eq;, €
Foy et eg;,—1 € Fo, et considérons le sous-ensemble d’arétes F, = (Fy \ {fi,}) U{e2ip-1}-
D’une maniére similaire & ci-dessus, nous pouvons montrer que a(es;,_1) > a(f;,). Par
I'inégalité (5.47), nous déduisons que a(ey;,) = aleg,—1) = a(fi,)-

Si maintenant, eq;, & Fy et eg;,—1 € Fo. Alors, en considérant le sous-ensemble d’arétes
F = (F\{fi,}) U{ea,}, nous obtenons de méme a(eq;,) > a(f;,). D’aprés I'inégalité
(5.47), il résulte que a(eq;,) = a(fi,). Et ainsi, notre lemme est prouvé. O

Le théoréme suivant nous donne une caractérisation compléte du polytope des sous-
graphe Steiner connexes dans la classe des graphes ayant une configuration de trou-
impair.

Théoréme 5.34 Soient G = (V, E) un graphe ayant une configuration de trou-impair
etr € {0,1}V un vecteur types de sommets. Le polytope ESNDP(G 1) est alors comple-
tement caractérisé par les contraintes triviales, les contraintes de coupe, les contraintes
de partition Steiner et les contraintes de trou-impair (5.2).

Preuve. Soit

Z ale)z(e) > a (5.48)

eGEm

une inégalité différente d’une inégalité triviale et d’une inégalité de coupe. Suppo-
sons que cette contrainte définisse une facette F de ESNDP(G, ). Montrons alors que
I'inégalité (5.48) est soit une contrainte de partition Steiner, soit une contrainte de
trou-impair (5.2). D’apreés les lemmes 5.2 et 5.3, nous avons a(e) > 0 pout tout e € E.

Assertion 5.34.1 Si a(e) > 0 pour tout e € FE, alors la facette F est définie par
I'inégalité de trou-impair (5.2).

Preuve. Considérons tout d’abord un sous-ensemble d’arétes F' C E tel que zf" € 7.
Nous allons montrer que F' contient deux arétes pour (m — 2) sous-ensembles T; et
exactement une aréte pour les deux autres. Etant donné que 7(u;) = 1, §(u;) N'T; # ()
et 8(u;)NT; =0 pour tout i =1,...,m, j=1,...,m, j # i, F doit contenir au moins
une aréte parmi {eg;_1, €9 }. De plus, nous avons |[F'NT;| < 2 pour tout i = 1,...,m.
En effet, supposons qu’il existe ig € {1,...,m} tel que T;, = {e2i,—1, €2y, fis} C F.
Alors, le sous-ensemble d’arétes Fy = F'\ {fi,} induit un sous-graphe Steiner connexe
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de G. Ainsi,
;Ea(e)w”)(e) = ;a(e)xF(e) —a(fio)x" (fio)
= a- a’(fio)
> .

Ceci implique que a(f;,) = 0, une contradiction.

Par ailleurs, il existe un sous-ensemble T;,, i; € {1,...,m} tel que |FNT;,| = 1.
Supposons le contraire. Alors, a la lumiére de ce que nous venons de voir, |FFNT;| = 2,
pour tout ¢ € {1,...,m} \ {i1}. Il n’est donc pas difficile de voir que, dans ce cas, le
graphe G(F') contient un cycle. Considérons alors le sous-ensemble F, = F'\ {e}, ou e
est une aréte quelconque de ce cycle. Le sous-graphe induit par F, est Steiner connexe.
Par conséquent a(e) = 0, une contradiction.

Supposons que le sous-ensemble T;, est unique, c¢’est-a-dire |F' N T;| = 2 pour tout
ie{l,...,m}\{i1}. Nous avons donc |F'N{ey;,_1, €2, }| = 1. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que eq;, € F. Par hypothése, |FFNT;, 1| = 2. Si fi,-1 € F et
esi—1)-1 € F, alors F\ {f;,_1} induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Ainsi,
a(fi,—1) = 0, une contradiction. Si f;, 1 € F et ey;,—1) € F, alors considérons le sous-
ensemble d’arétes Fy = (F'\ {ea(i,~1), fii—1}) U {€2i,-1)-1}. Le sous-graphe induit par
F est Steiner connexe et

> a(e)z(e) = 3 a(e)’(e) —aleaq 1) (e 1) — alfiy1)x" (fir 1)

eElR eckE
+a(eai,-1)-1)7" (€20, -1)-1)
= a—aleyi,-1)) —alfi,—1) + aleas, —1)-1)
> Q.

Ceci implique que a(f;,—1) < a(esi,—1)-1) — a(ea,—1)). Puisque a(e) > 0 pour tout
e € E, a(fi,-1) < a(eas,-1)-1), nous obtenons une contradiction avec le lemme 5.33.

Supposons maintenant que {ex;, 1)1, €2;,-1); S F. Alors, le sous-graphe induit par
F\{ea@,-1)} est un sous-graphe Steiner connexe. De méme que précédemment, nous en
déduisons que a(es;,—1y) = 0. Par conséquent, il existe au moins deux sous-ensembles
parmi les m sous-ensembles T;, © = 1,...,m qui ne possédent qu'une seule aréte dans
F'. Montrons alors qu’il ne peut pas en exister plus de deux.

Pour cela, supposons que F' contient une seule aréte pour les trois sous-ensembles 7;, ,
T;, et Ti,, iy, 2, 13 € {1,...,m}. Ces trois arétes sont différentes de f;, fi, et fi,.
Ainsi, il existe une coupe 6(W) telle que |W N {uw;,, wiy, uiy }| = 2 et (W) N F # (0. Par
conséquent, le sous-graphe G(F') n’est pas Steiner connexe. De ce fait, F' contient une
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aréte pour exactement deux sous-ensembles T; et deux arétes pour les (m — 2) autres.
D’ou

|F| = 2(m—2)+2

Finalement, nous obtenons
F C{x € ESNDP(G,r) | z(E) =2(m —1)}.

Ceci implique que F est la facette définie par I'inégalité de trou-impair (5.2). O

A présent, supposons qu’il existe des arétes de £ ayant un coefficient nul dans I'inéga-
lité (5.48). Considérons alors les p composantes connexes G(V1),...,G(V,) du graphe
G\ {e € E | ale) > 0}. Les sous-ensembles de sommets V; forment une partition
(Vi,...,V,) de V. Nous avons ainsi

a(e) >0 pour tout e € §(Vi,...,V,).

Assertion 5.34.2 Si r(V;) = 1, pour i = 1,...,p, alors la facette F est définie par
l'inégalité de partition Steiner z(6(V4,...,V,)) >p—1.

Preuve. Supposons que r(V;) = 1, pouri = 1,...,p. Alors, il est évident que (V3,...,V,)
est une partition Steiner de V. Soit F' C E un sous-ensemble d’arétes qui induit un
sous-graphe Steiner connexe de G et tel que z© € F. Supposons que |[FN§(V4, ..., V)| >
p — 1. Considérons le sous-ensemble d’arétes F' = FF'U{e € E' | a(e) = 0}. Il n’est pas
difficile de voir que 2z € F et

'8V, V)| = [F SV, ..., V) > p— L.

Soient G, le graphe obtenu a partir de G' en contractant les sous-ensembles V;, 1 =
1,...,p, et F larestriction de F’ dans G,,. Etant donné que |[F'N&(V4,. . ., Vo)l > p—1,
nous avons également |[F' N§(Vq, ..., V,)| > p — 1. De ce fait, dans le sous-graphe de
G, induit par F', il existe un cycle. Soient ey une aréte de ce cycle et Fjj = F' \ {eo}.
Puisque ey € §(V4,...,V,), nous avons a(ey) > 0. Le sous-ensemble d’arétes F{ induit
un sous-graphe Steiner connexe de G. Par conséquent, a(eg) = 0, une contradiction.
Ainsi, [FN§(Vi,...,V,)| < p—1. De plus, puisque F' induit un sous-graphe Steiner
connexe de G et 7(V;) = 1 pour tout ¢ = 1,...,p, nous avons |[F'Né(Vy,...,V,)| > p—1.
Dou, [FN§(Vi,...,V,)|=p—1et

F C {z € ESNDP(G,7) | 2(5(Vi,...,V,)) = p — 1},
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Il en résulte donc que F est la facette définie par I'inégalité z(6(V4,...,V},)) > p—1.0

Maintenant, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, qu’il existe un entier
q, 1 < q < p tel que

1 pouri=1,...,q,
(V) =
0 pourt=q—+1,...,p.

Puisque les graphes que nous considérons contiennent au moins deux sommets ayant
un type de connexité égal a 7,,,, = 1, nous faisons remarquer qu’un tel entier ¢ > 1
existe. Par ailleurs, nous avons

p—q<m.

En effet, le graphe G contient m sommets ayant un type de connexité nul. Ainsi, il
existe au plus m sous-ensembles V; tels que r(V;) = 0.

Assertion 5.34.3 Si p — ¢ = m, alors la facette JF est définie par 'inégalité de trou-
impair (5.2).

Preuve. Si p — ¢ = m, alors les sous-ensembles V;, i = ¢+ 1, ..., p correspondent aux
sommets v;, ¢ = 1,...,m. Donc E = §(V4,...,V,). Par ailleurs, nous avons a(e) > 0
pour tout e € §(Vi,...,V},). Ainsi, a(e) > 0 pour tout e € E et par 'assertion 5.34.1,
I'inégalité (5.48) n’est rien d’autre que l'inégalité de trou-impair (5.2). O

Supposons maintenant que 0 < p — ¢ < m. Nous allons, tout d’abord, énoncer deux
assertions qui concernent la structures des sous-ensembles V.

Assertion 5.34.4 Les sous-graphes G(V;), pour ¢ = 1,...,q, sont Steiner 2-aréte
connexes.

Preuve. Supposons qu'il existe un sous-ensemble V; , ig € {1,...,p} tel que le sous-
graphe G(V;,) ne soit pas Steiner 2-aréte connexe. Puisque G(V},) est connexe, nous
pouvons supposer qu’il existe ainsi une partition (V;},V2) de V;, telle que (V) =
r(V2) =1 et [V, V2] = {g}. Etant donné que g & 6(V,...,V,), nous avons a(g) =
0. Comme l'inégalité (5.48) est différente d’une contrainte triviale, il existe un sous-
ensemble d’arétes ' C E tel que g € F et 2 € JF. Le sous-graphe de G induit par

F' est Steiner connexe. Ainsi, il existe une chaine C' C F telle que C'N 5(Vlf)) # 0,
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j = 1,2. Posons C' N6(V;}) = {e1}. Nous avons a(ey) > 0 car e; € §(V;}) et a(e) > 0
pour tout e € §(V4,...,V,). Considérons alors le sous-ensemble d’arétes F; C E tel que
Fy = (F\{ei})U{e € E | a(e) = 0}. Le sous-graphe de G induit par F} est Steiner
connexe. Ainsi

> ale)z™(e) = 3 a(e)a’(e) —aler)r(er)

eel eck
= a—ale)
> .
Il en résulte alors que a(e;) = 0, une contradiction. O

Assertion 5.34.5 Soit I C E un sous-ensemble d’arétes tel que zf € JF. Alors le
sous-graphe induit par F' N E(V;) est Steiner connexe, pour tout ¢ =1,...,q.

Preuve. Supposons qu’il existe un sous-ensemble V; , ig € {1,...,q}, de la partition
(Vi,...,V,) tel que le sous-graphe induit par F' N E(V;,) ne soit pas Steiner connexe.
Soient u;, et u;, deux sommets de type 1 appartenant a V;, et qui ne sont pas adjacents
dans le sous-graphe induit par FNE(V;,), ot iy, is € {1,...,m}, iy # is. Il est clair que
ces deux sommets existent. En effet, dans le cas contraire, le sous-graphe induit par
F N E(V,,) serait Steiner connexe. Puisque F' induit un sous-graphe Steiner connexe
de G, il existe une chaine C' C F reliant u;, et u;, telle que C'No(Vi,...,V,) # 0. Soit
ep une aréte quelconque de C'N6(V4,...,V,). Nous avons donc a(eg) > 0. Considérons
alors le sous-ensemble d’arétes Fy € E défini comme suit

F' = (F\ {e}) U{e € B(Vi)}.

Etant donné que, d’aprés I’assertion 5.34.4, le sous-graphe G(V;,) est Steiner 2-aréte
connexe, il n’est pas difficile de voir que le sous-graphe de G induit par F”’ est Steiner
connexe. Ainsi, nous obtenons

a(eg) < Z a(e).

e€F\F

Or F'\ F C E(V,,) et donc a(e) = 0 pour tout e € F’\ F. Par conséquent, nous en
déduisons a(ey) < 0, ce qui contredit le fait que a(eg) > 0. O

Nous allons maintenant montrer que les sous-ensembles V;, de type de connexité nul,
sont des singletons.

Assertion 5.34.6 |V;|=1pouri=q+1,...,p.
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Preuve. Supposons qu'il existe ig € {g+1,...,p} tel que |V;,| > 2. Puisque (V;,) =0
et G(V;,) est connexe, nous avons {v;_1,v;} C V;,, on j € {1,...,m}. Ainsi f; =
vjvj_1 € E(V;,). Donc a(f;) = 0. Or u; & V;,. Sinon, nous aurions r(V;,) = 1. Par consé-
quent, les arétes egj_1 et eg; appartiennent a §(V;,). D’oul a(eg;—1) > 0 et a(ey;) > 0.
Ainsi, a(f;) < max{a(ezj_1),a(es;)}, ce qui contredit le lemme 5.33. O

Dans la suite de la démonstration, nous allons construire, a partir de la partition
™= (V1,...,V,) de V, une partition «' = (V/,..., V), p’ < ¢, de V, et montrer que

F C {z € ESNDP(G,7) | 2(6(V{,...,V,)) = ¢ — 1}.

Pour cela, nous allons parcourir le cycle composé des m sommets vy, ..., v,,, en partant
de v1. Pour chacun de ces sommets correspondant & un sous-ensemble V;, 7 = g+1,...,p,
de la partition (V1,...,V,), nous allons l’associer & un sous-ensemble V;, j = 1,...,q

de cette partition. Ainsi, a la fin de ce parcours, c’est-a-dire une fois le sommet v,
traité, nous aurons obtenu une partition Steiner 7’.

Considérons alors un sommet v;,, iy € {1,...,m}, tel que V; = {v;,} ou i € {q +
1,...,p}. D’aprés l'assertion 5.34.6 et puisque ¢ < p, nous savons qu'un tel sommet
existe. De plus, nous avons a(e) > 0 pour tout e € 6(V4,...,V,). Par conséquent,

a(fiy) >0, alez,,) > 0, aley, +1) > 0 et a(fi+1) > 0.

De maniére a placer le sommet v;, dans un sous-ensemble V; avec j € {1,...,¢},
nous sommes amenés a considérer quatre cas. Pour les différentes figures illustrant ces
cas, nous adopterons les conventions suivantes

un trait gras pour une aréte e € E telle que a(e) > 0,

un trait pointillé pour une aréte e € E telle que a(e) = 0,

un trait plein pour une aréte e € E dont le coefficient a(e) n’est pas spécifié,

un cercle noir pour un sommet u € V' tel que r(u) = 1,

un cercle blanc pour un sommet v € V' tel que r(v) = 0.

Cas 1. CL(€2¢O+2) =0.
Dans ce cas, il existe t € {1,...,q} tel que ey, 10 € E(V;), ¢’est-a-dire {u; 41, vi41} C V;
(voir figure 5.14).

D’aprés I'assertion 5.34.4, le sous-graphe G(V;) est Steiner 2-aréte connexe. Par consé-
quent, u;,+2 & V; et ainsi a(eg;,+3) > 0. Par le lemme 5.33, nous en déduisons a( f;, +2) >
0. D’ou, V; = {Wiy+1, vig+1}. Posons alors

V= VUV

= {uio+1> Vig s Uio-i-l}'
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Vi

. : Vv, Vi
V'o_l fio VIO fi0+l W fi0+2 lo+2

Fi1g 5.14 - Cas 1

Soit F C FE un sous-ensemble d’arétes induisant un sous-graphe Steiner connexe de

G tel que 2" € F. Si a(egyrq) > 0, alors nous avons V,, = {ui 42} et vi,0 € Vi,

ol 81, 83 € {1,...,q}. Il est trivial de voir que |F N [V/,V,,]| < 1 pour i = 1,2. Si
a(egig+4) = 0 alors nous avons {u; 42, vi,+2} € Vs ot s € {1,...,q}. Supposons que
|FN[V/,V,]| = 2. Il n’est pas difficile de voir que P'aréte ey, 4 & F. Considérons alors
F = (F\ {e2iy+3} U{€2iy44}. Le sous-graphe de G induit par F est Steiner connexe et

> a(e)xf(e) - a(€2i0+3)xf(62i0+3) + a(€2¢0+4)$F (€2¢0+4)
ecE eckE

= - a(62i0+3)
.

2
@
~—
8

B!
—
Y

Il

Vv

Il en résulte alors que a(eg;,+3) = 0, une contradiction avec le fait que a(eg;,+3) > 0.
Ainsi [FN [V, V]| < 1.

Cas 2. a(62i0+2) > 0, a(62i0+3) > 0.
D’aprés le lemme 5.33, nous avons a(f;, +2) > 0. Alors, il existe t € {1,...,q} tel que
Vi={Uiy+1} et 5 € {g+1,...,p} tel que V; = {v;,+1} (voir figure 5.15).

Posons alors

V= Viuvuy,
= {Uipt1, Vip, Vig+1}-
De méme que pour le cas 1, nous pouvons considérer un sous-ensemble d’arétes F C F
tel que 2 € F. Si a(egiy14) > 0, alors [F N [V/,V,,]| <1 pouri=1,20u Vi = {uso}
et Vg2 € Vi, S1, S2 € {1,...,q}. Et si a(egi,+4) = 0, nous avons |F N[V, V]| <1 ou
{tigr2, Vigr2} € Vs, s € {1,...,q}.

Cas 3. a(62i0+2) > O, a(62i0+3) = O, a(fi0+2) > 0.
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FiGc 5.15 - Cas 2

D’aprés le lemme 5.33, nous avons a(eg;,+4) > 0. Par conséquent, il existe s, t €
{1,...,q} tels que V; = {u;y11} et Vi = {ujy12,vig41} (voir figure 5.16).

v f Vi f

Vi Vi
igtl MﬁZ lo+2

FiGc 5.16 - Cas 3

Montrons que dans ce cas, a(egi,42) > a(es,41). Etant donné que I'inégalité (5.48) est
différente d’une contrainte triviale, il existe un sous-ensemble d’arétes F' C FE tel que
ot € F et ey,13 ¢ F. Nous pouvons choisir F de telle sorte que |F N {ea,_1, €2, |
soit maximum. Puisque 7(u;,42) = 1, nous avons ey, 14 € F. De plus fi,4o & F. En
effet, supposons au contraire que f;,12 € F. Alors, le sous-graphe de G induit par
F' = (F\{fiy+2}) U{e€2i,+3} est Steiner connexe et

S ale)zt(e) = Y ale)zf(e) — alfigs2)2" (fior2) + aleaip+s) " (€2i043)

eElR ecE
= a—afi2)
> Q.

Ainsi, nous avons a(fi,12) = 0, ce qui contredit nos hypothéses. D’ou f; 1o & F. De ce
fait, e9;,+1 € F'. En effet, si ce n’est pas la cas, pour que le sous-graphe induit par F soit
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Steiner connexe, il faut que ey, 12 € F et fi,41 € F. Posons F” = (F\{e2,+2, fig+1})U
{e2i, 11} Il n’est pas difficile de voir que le sous-graphe de G est Steiner connexe, et

> a(e)xFN(e) = ) a(e)xF(e) - a(€2io+2)93F(€2io+2) - a(fio-i-l)xF(fio-‘rl)

eElR eckE .

+a(ezigr1)r" (€2i911)
Q= a(€2io+2) - a(fio-i—l) + a(62i0+1)
Q.

Vv

Il en résulte alors que a( fi,+1)+a(eziy+2) < a(ezig+1). Or a(eg;,+2) > 0. Par conséquent,
a(fio+1) < alezi,+1), ce qui contredit le lemme 5.33.

Puisque €913 € F, fio+2 & F et eg;,41 € I, nous en déduisons que F'N{eg;y 2, fio+1} =
(0. Ainsi, {e2;,_1,€2,} C F. En effet, si ce n’est pas le cas, alors f;, € F, de telle
maniére que le sous-graphe induit par F' soit Steiner connexe. Sans perte de généralité,
supposons que ey, € F et eg—1 & F. Soit Fy = (F\{fi,})U{ei,—1}. Le sous-ensemble
d’arétes F induit un sous-graphe Steiner connexe de G et

>oale)z™(e) = 3 ale)z"(e) — alfin)x" (fiy) + alezig—1)x™ (€2ig-1)

ecF eckE
= a—a(fi,) + alez,-1)
> .

Par le lemme 5.33, nous obtenons ainsi a(eq;, 1) = a(f;,) et 21 € F. Ceci contredit
ainsi le fait que |F' N {eg;,—1, €2, }| soit maximum. Considérons alors le sous-ensemble
d’arétes

Fy = (F \ {e2i, €2i0+1}) U {€2ip+2, €2ig 13} -

Il est clair que le sous-graphe de G induit par F, est Steiner connexe. Comme consé-
quence, nous avons

aleziy) + alezig+1) < alezig+a) + aleigrs)-
Puisque a(eg;,4+3) = 0 et a(eg;,) > 0, nous obtenons
a(€2ig+1) < al€2ig+2)- (5.49)

Posons alors

Vi = VUV

{uio+1> Uio}'

Soit F C F un sous-ensemble d’arétes tel que 27 € F. Alors |F N {eigro; fior1}] < 1.
En effet, supposons le contraire. Il est alors évident que ey, 1 ¢ F. Considérons le
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sous-ensemble d’arétes F = (F \ {€21,42}) U {€2io1}- Le sous-graphe de G induit par
F’ est Steiner connexe et

/ -/

;ﬂa(e)xf (e) = ;Ea(e)xf(e) — a(eig12)2" (€2ig+2) + ale2i041) 7" (€2i011)
=« — a(egigr2) + alezig+1)
> Q.

Ceci implique que a(eg;,11) > a(eziy+2). Et nous obtenons une contradiction avec l'in-
ég&llté (549) D’ou ‘Fﬂ {€QZ'O+2, fi0+1}| < 1.

Cas 4. CL(€2¢O+2) > 0, CL(€2¢O+3) = 0, a,(fi0+2) =0.
D’aprés le lemme 5.33, nous avons a(eg;,+4) = 0. Ainsi, il existe s, t € {1,...,q} tels
que Vi = {uiy11} et {uigt2, Vig+1, Vig+2} C Vi (voir figure 5.17).

FiG 5.17 - Cas 4

Nous avons alors

a(€2ig+1) < ale2igt2)- (5.50)

Etant donné que I'inégalité (5.48) est différente d’une contrainte triviale, il existe un
sous-ensemble d’arétes F' C E tel que zf' € F et €92iy+2 & F'. Nous pouvons choisir F
de telle sorte que |F'N{eg;,—1, €2, }| s0it maximum. Puisque eg;, 12 & F et 7(u;y41) = 1,
nous avons eg;,+1 € F.

Supposons que f;,+1 € F. Nous avons alors {ey;,_1,€2,} C F. En effet, si ce n’est
pas le cas, il faut que f;, et une aréte parmi {ey;, 1, €2;,} appartiennent a F' pour que
le sous-graphe induit par F' soit Steiner connexe. Sans perte de généralité, supposons
que ey, € F. Soit [ = (F\ {fi,}) U{eai,—1}. Il est clair que le sous-graphe induit
par F’ est Steiner connexe. D’otu, a(eg;,—1) > a(fi,). Et d’aprés le lemme 5.33, nous
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, . / . . .
en déduisons que a(eq;, 1) = a(fi,) et ¥ € F. Mais nous obtenons une contradiction
avec le fait que |F' N {egi,—1, €2i, }| soit maximum. Considérons alors le sous-ensemble
d’arétes F" = (F \ {ea,, €2i9+1}) U {€2iy+2, €2i0+3} Le sous-graphe induit par F” est
Steiner connexe. Ainsi, nous avons

af€zig+2) + alezigr3) > aleaiy) + alezigr1)-

Or CL(€2¢0+3> =0et a(62i0> > (. Donc CL(€2¢0+2> > CL(€QZ'0+1).
Si maintenant f;,.; € F, alors le sous-graphe induit par (F'\ {fi,+1}) U {€2i,+2} est
Steiner connexe. D’oul a(eg;y+2) > a(fi,+1). Et par le lemme 5.33, a(ea;,+2) > a(e2i+1)-

Pour associer v;, a un sous-ensemble de la partition contenant un sommet de type
de connexité égal a un, deux cas se présentent alors, suivant que l'inégalité (5.50) est
stricte ou pas.

Cas 4.1 a(eg;y12) = alegigi1)-
Posons alors
Vi = V,uV,uV,
= ViU {uig+1, Vi }-

Soit F C E un sous-ensemble d’arétes tel que 2F € F. Alors le sous-graphe induit par
F N E(VY) est Steiner connexe. Tous d’abord, d’aprés Iassertion 5.34.5, le sous-graphe
induit par F' N E(V}) est Steiner connexe. Montrons donc que, dans ce sous-graphe, il
existe un chemin de u;,11 & u;,+2. Supposons au contraire qu’il n’en existe pas. Alors
F N {esigros fios1} :_@. En effet, si [F N {eg 12, fior1}| = 2, alors egi, 41 € F et le sous-
graphe induit par (F\ {eziy+2, fio+1})U{€2i+1} est Steiner connexe. Nous en déduisons
que a(62io+1) > a(62io+2) + a(fio-i-l)' Or a(fio-i-l) > 0. D’ou a(62i0+1> > a(62i0+2)7 une
contradiction avec notre hypothése.

Supposons maintenant que |F'N{eg, 12, fio41}] = 1. Si fi,+1 € F (le raisonnement pour
€sigt2 € F est similaire), alors puisqu’il n’existe pas de chemin dans le sous-graphe
induit par F entre w1 & U, 12, nous avons F N {eg 43, fioro} = 0. Ainsi, F\ {fio+1}
induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Par conséquent, a(f;,+1) = 0, une contra-
diction. Finalement, nous avons bien F'N{eg;y 19, fio+1} = 0. Puisque r(u;,11) = 1, nous
obtenons eg;, 11 € F.

Etant donné que le sous-graphe induit par F est Steiner connexe, nous avons |F N
{e2i,_1, €2iy, fio }| = 2. Supposons que eq;,_; € F. Sans perte de généralité, nous pou-
vons supposer que ey, € F et f;, & F. Considérons alors le sous-ensemble d’arétes
F' = (F\ {ei,, €2i941}) U {€2iy42, €243} Le sous-graphe induit par F étant Steiner
connexe, il en résulte que

af€zig+2) + alezig3) > aleaiy) + alezigr1).
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Or a(eg;y+3) = 0 et a(eq;,) > 0. Par conséquent, a(eg;,+2) > a(ea,+1), ce qui contredit
le fait que CL_(€QZ'0+2) = a(62i0+1). .

Si eg;y—1 & F, alors le sous-graphe induit par (£'\ {ea,, fi, })U{€2iy12, €2iy+3} st Steiner
connexe. Ainsi, nous obtenons

a(62io+2) + a(€2io+3) > a(fio) + a(62io+1)'

Puisque a(eg;,+3) = 0 et a(fi,) > 0, nous en déduisons que a(eg;,+2) > a(eg;,+1). Nous
obtenons & nouveau une contradiction. Ainsi, le sous-graphe induit par F' N E(V}) est
Steiner connexe.

Cas 4.2 a(egiyt2) > alegig+1)-
Posons alors

Vo= VUV
- {uio+lavio}'

F e F. Nous avons donc

Considérons un sous-ensemble d’arétes F C E tel que x
|F N {ezig 12, figr1}| < 1. Supposons au contraire que |F' N {eg 12, fior1}] = 2. Alors,
il est facile de voir que eg;,—1 & F. Considérons le sous-ensemble d’arétes F — (7\
{e2iy+2}) U {e2iy+1} qui induit un sous-graphe Steiner connexe de G. Nous avons donc

a(€gig11) > ales,12), ce qui contredit notre hypothése. Donc

|F' N {ezigras figr1}] < 1.

Les quatre cas que nous venons de voir représentent bien toutes les configurations dans
lesquelles peut se trouver un sous-ensemble V; = {v; }, i =q+1,...,p,ip=1,...,m.
Soit 7' = (V{,...,V})), p" < ¢, la partition obtenue a partir de la partition 7 en
traitant un a un les sous-ensembles V;, 2 = ¢+ 1,...,p. Nous remarquons que, dans la
configuration du cas 2, deux sous-ensembles V;, et V;,, i1, is € {¢+1,...,p} sont traités
simultanément. Au vue des opérations de construction de la partition 7', il est clair
que cette derniére est une partition Steiner de V. En effet, dans tous les cas, le sous-
ensemble V;, 1 = g+1, ..., p, est associé a un sous-ensemble V;, ¢t =1, ..., q. Considérons

F

un sous-ensemble d’arétes F/ C F tel que zf € F. D’apreés les raisonnenemnts effectués

dans les quatres cas, la partition 7" a les propriétés suivantes.

- le sous-graphe induit par F' N E(V)) est Steiner connexe, pour tout i = 1,...,p/,

et
- |[F' [V}, V]| <1 pour tout 4, j € {1,...,p'}, i # j.
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Par conséquent, |[F" N d(V/,..., V)| =p" — 1. De ce fait, nous obtenons
FCF ={x € ESNDP(G,r) | z(6(V],..., V) =p' — 1}.

En considérant E \ {e}, ou e € §(V/,..., V), il n’est pas difficile de voir que F' #

. p
ESNDP(G, r). Etant donné que JF est une facette de ESNDP(G, r), nous avons F = F et
ainsi, I'inégalité (5.48) correspond a la contrainte de partition Steiner z(6(VY, ..., V) >
p’ — 1. Et notre théoréme est prouvé. O

Le corollaire suivant donne une description compléte du dominant du polytope des
sous-graphes Steiner connexes dans la classe W.

Corollaire 5.35 Soient G = (V,E) un graphe de la classe ¥ et S C V un en-
semble de terminauzx. Alors le polyédre DSTP(G,S) est complétement caractérisé par
les contraintes de non-négativité, les contraintes de coupe, les contraintes de partition
Steiner et la contrainte de trou-impair (5.2).

Preuve. Immédiate a partir du lemme 5.2 et du théoréme 5.34. O

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le polytope des sous-graphes Steiner connexes,
ainsi que le dominant du polytope des arbres Steiner. Nous avons tout d’abord intro-
duit une nouvelle classe d’inégalités, les inégalités de partition Steiner généralisée, qui
généralisent de nombreuses inégalités connues dans la littératures. Par la suite, nous
nous somimes intéressés a la complexité du probléme de séparation de ces contraintes.
Puis nous avons donné des conditions pour qu’elles définissent des facettes. Nous avons
également décrit des procédures de construction de facettes aussi bien pour le polytope
des sous-graphes Steiner connexes que pour le dominant du polytope des arbres Stei-
ner. Ces procédures nous ont permis, d’une part, de donner un contre-exemple a une
conjecture de Chopra et Rao. D’autre part, elles nous ont permis de caractériser ces
deux polyédres dans la classe des graphes série-paralléles vérifiant la propriété P ainsi
que dans la classe V.

Comme nous ’avons vu dans la section 5.4, le dominant du polytope des arbres Stei-
ner peut avoir, dans la classe des 2-arbres, des facettes définies par des inégalités de
partition Steiner (5.1) et des inégalités de trou-impair (5.2). De plus, nous pouvons
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remarquer que les inégalités de partition Steiner généralisée qui ont pu étre identifiées
dans la classe des 2-arbres sont toutes produites par des graphes contractibles a des
graphes de la classe U. A la vue de cette étude et des résultats précédents, nous donnons
la conjecture suivante.

Conjecture 5.1 Soient G = (V, E) un graphe série-paralléle et S C V un ensemble
de terminauz. St G est non contractible a un graphe de la classe V, alors le polyédre
DSTP(G,S) est conplétement caractérisé par les contraintes de non-négativité et les
contraintes de partition Steiner.

D’apres le lemme 5.2, une telle conjecture peut également étre donnée pour le poly-
tope des sous-graphes Steiner connexes dans la classe des graphes séries-paralléles non
contractibles a des graphes de la classe W.

D’une maniére tout a fait similaire, les inégalités de partition Steiner généralisée (5.10)
peuvent étre étendues au cas orienté. Etant donnés un graphe orinté D = (V, A), un
vecteur types de sommets 7 € {0,1}" et un sommet s € V tel que r(s) = 1, une
arborescence Steiner T C A de racine s est une arborescence couvrant ’ensemble des
sommets de type 1, telle que s ne soit 'extrémité terminale d’aucun arc de 71" et chaque
sommet de V' \ {s} couvert par T" soit 'extrémité terminale d’exactement un arc de 7.
Si a chaque arc a € A est associé un poids w(a) € IR, alors le probléme de l’arborescence
Steiner (SAP) consiste a trouver une arborescence Steiner de racine s qui soit de poids
minimum.

Chopra et Rao [34, 35] ont étudié le probléme SAP. A partir d’'un graphe non orienté
G = (V,E) et d’'un vecteur types de sommets r € {0,1}", considérons son graphe
orienté D = (V, A), construit de la maniére suivante

- un sommet s tel que r(s) = 1 est déclaré “racine”,

chaque aréte uv € E non incidente a s est remplacée par deux arcs (u, v) et (v, u),

chaque aréte su € F est remplacée par l'arc (s, u),

r est le vecteur types de sommets de D.

Si les arétes dans G ont toutes un poids positif ou nul, alors posons c(u,v) = ¢(v,u) =
c(uv). Résoudre le probléme de I’arbre Steiner dans G est équivalent a résoudre le pro-
bléme de 'arborescence Steiner dans D.

Soient SAP(D,r) 'enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des arborescences Stei-
ner et DSAP(G,r) le dominant du polytope SAP(D, ). Considérons une partition
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(Vi,...,V,), p > 3, comme définie dans la section 5.3.2. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que s € V1. D’'une maniére analogue au graphe G, nous pouvons
définir le graphe orienté D, = (Vj, A;) et le vecteur types de sommets r, € {0,1}".
Soit

d= max{|U| | r.(U) =0 et pour tout sommet v tel que r.(v) =1,
il existe un chemin de wy+1 & v dans D, },

ol wy41 est le sommet résultant de la contraction de V.. Posons

=1
Considérons alors 1'inégalité suivante
w(F) = q—d. (5.51)
Nous avons, par une démonstration similaire a celle du théoréme 5.12, le résultat sui-
vant.
Théoréme 5.36 L’inégalité (5.51) est valide pour SAP(D,r) et DSAP(G,r). O

Les inégalités (5.51), également appelées inégalités de partition steiner généralisée, sont
une généralisation des inégalités introduites par Chopra et Rao [34, 35| pour le cas
orienté. De plus, Chopra et Rao ont montré que, dans le cas orienté, les inégalités de
roue-impaire et les inégalités biparties peuvent définir des facettes de DASP(G, r). Par
contre, Prodon, Liebling et Groflin [151] (voir aussi Goemans [86]) ont montré que
le dominant du polytope des arborescences Steiner est complétement décrit par les
contraintes de non-négativité et par les contraintes de coupe

z(6~(W))>1 pour tout W C V tel que r(w) = 1.

Etant donné qu’un graphe ayant une configuration de trou-impair est un graphe série-
paralléle, les inégalités de trou-impair ne définissent pas des facettes de DSAP(G, r).
Par ailleurs, nous pouvons montrer que les inégalités de partition Steiner généralisée
(5.51) peuvent définir des facettes de DSAP(G,r) autres que celles connues dans la
littérature. En effet, considérons le graphe G de la figure 5.5, et construisons, comme
indiqué précédemment, son graphe orienté correspondant D. Supposons que g soit la
racine de I'arborescence. Posons

F = {(ug,v;), (ug, v), (wi,vi1), (us, v;), (us, vi_y), (ug,vh); i =1,....,m (mod m)}.
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Considérons alors I'inégalité

2(F) > 1. (5.52)

m
2

Nous avons le théoréme suivant dont la preuve est similaire a celle du théoréme 5.18.

Théoréme 5.37 L’inégalité (5.52) définit une facette de SAP(D,T) et de DSAP(D,T)

st m est impair et m > 3. O
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Chapitre 6

Un algorithme de coupes et
branchements

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme de coupes et branchements pour ré-
soudre le probléme de conception de réseaux fiables lorsque tous les sommets ont un
type de connexité inférieur ou égal a deux. Cet algorithme est basé sur les résultats
polyédraux vus dans les chapitres précédents. Cependant, le probléme ESNDP étant
NP-difficile dans le cas général, les contraintes que nous avons présentées jusqu’a présent
se révelent parfois insuffisantes dans 'optique d’un algorithme efficace de résolution a
Poptimalité. Ainsi, ce travail a également pour but de montrer I'intérét des contraintes
dites de F-partition pour un tel algorithme.

Dans un premier temps, nous allons donc introduire ces contraintes de F-partition
et étudier leur probléme de séparation. Puis, nous allons décrire nos procédures de
réduction de graphes et de séparation des inégalités de coupe, de partition et de F-
partition. Par la suite, nous allons présenter nos résultats expérimentaux qui ont porté
sur le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe et le probléeme ESNDP pour des types
de sommets en 1 et 2.
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6.1 Les contraintes de ['-partition

6.1.1 Types de sommets uniformes

Soient G = (V, E') un graphe et r un vecteur types de sommets tel que r(v) = k pour
tout v € V, ou k est un entier positif. Nous savons que quand k£ = 2 et G est un
graphe quelconque, le probléme de conception de réseaux fiables est NP-difficile et les
contraintes de coupe sont insuffisantes pour donner une description compléte du poly-
tope ESNDP(G, r). De plus, comme nous ’avons mentionné dans la section 2.5.3 | les
contraintes de partition sont dominées par les contraintes de coupe et n’interviennent
pas dans la caractérisation de ce polytope. Néanmoins, une description partielle de
ESNDP(G, r) peut étre suffisante pour résoudre le probléme de conception de réseaux
fiables. A cette fin, il est trés important de connaitre le maximum de familles d’inéga-
lités valides (définissant des facettes) pour le probléme.

Lorsque k£ = 2, Mahjoub [131] a introduit une nouvelle famille de contraintes va-
lides pour le polytope ESNDP(G, ) de la maniére suivante. Considérons une partition
(Vo,Vi,...,V,), p > 2,de V. Soit F' C §(Vp) un sous-ensemble d’arétes de cardinalité
impaire. Posons |F| = 2t + 1 avec ¢ > 1. Soit

A=0Vo,Vi,...,Vp)\ F

I’ensemble des arétes de la partition, a ’exception des arétes de F. Alors le vecteur
d’incidence de toute solution du probléme ESNDP vérifie I'inégalité

z(A)>p—t. (6.1)

Ces inégalités sont appelées inégalités de F'-partition. Dans [12], Barahona et Mahjoub
ont également étudié ces inégalités. Ils ont montré qu’elles suffisent, avec les inégalités
triviales et celles de coupe, pour caractériser le polytope ESNDP(G, ) dans la classe
des graphes de Halin, et ce pour des types de sommets tous égaux a deux. Par ailleurs,
Mahjoub [131] a donné des conditions suffisantes pour que les inégalités de F-partition
(6.1) définissent des facettes de ESNDP(G, r).

Plus récemment, Didi Biha [57] a étendu les inégalités (6.1) a des types de sommets
tous égaux a un entier k. Considérons de nouveau une partition (Vy, V4,...,V,), p > 2,
de V et un sous-ensemble d’arétes F' C 6(Vp). Nous sommes amenés a distinguer deux
cas suivant que k soit pair ou impair.
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Supposons, tout d’abord, que k est pair et F' est de cardinalité impair. Posons alors
k=2qet|F|=2t+1avecq>1ett>1. Alors l'inégalité

z(A) > gqp—t. (6.2)
est valide pour le polytope ESNDP(G, r).

Supposons maintenant que k est impair, ¢’est-a-dire k = 2¢ — 1 avec ¢ > 1. Si la
cardinalité de F' et p sont de parité différente, alors le vecteur d’incidence de tout
sous-graphe k-aréte connexe satisfait I'inégalité

z(A) = qp — V%'F‘J :

Si |F| et p sont de méme parité, alors la contrainte (6.3) est dominée par les contraintes

(6.3)

de coupe. Les inégalités (6.2) et (6.3) sont également appelées inégalité de F-partition.
Didi Biha [57] a donné des conditions suffisantes pour que ces inégalités définissent des
facettes de ESNDP(G, r).

Dans la suite de cette section, nous allons généraliser les contraintes (6.1), (6.2) et
(6.3) pour des types de sommets quelconques.

6.1.2 Types de sommets généraux

Soient G = (V, E) un graphe, r € ZK un vecteur types de sommets et 7 = (V4, V1,...,V,),
p > 2, une partition de V telle que

r(V;) >1 pour tout i = 1,...,p.

Nous faisons remarquer que le type de connexité du sous-ensemble V[, peut étre nul.
Soit F' C §(Vp) un sous-ensemble d’arétes. Afin de simplifier au maximum les écritures,
nous posons

o 7. =max{con(V;) | i=0...,p},
e p; le nombre de sous-ensembles V;, j = 1,...,p, de la partition tels que con(V;) =
1, pour ¢ = 1,...,r;, c’est-a-dire
pi=W{jleon(Vy) =iy j=1,....p}l,
e S; (resp. S3) lensemble des indices des sous-ensembles Vi, i = 1...,p, de la
partition tels que con(V;) est impair (resp. pair), c¢’est-a-dire
S1 = {i | con(V;) est impair; i = 1,...,p},
So = {i | con(V;) est pair; i = 1,...,p},
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o A=6(Vo,Vi,....V,)\ F.

Considérons alors I'inégalité

31

z(A) =y 3 (p2j + p2j—1) — L

o

|51 + [ F]
: .

Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 6.1 Si |F| et |Si| sont de parité différente, alors l'inégalité (6.4) est valide
pour ESNDP(G,r).

Preuve. La démonstration utilise la méme idée que celle développée par Mahjoub
[131] pour le cas de types de sommets tous égaux a 2. Le vecteur d’incidence de toute
solution du probléeme ESNDP vérifie les contraintes

z(0(V;)) > con(V;) pouri=1,...,p,
—z(e) > —1 pour e € F,
z(e) =2 0 pour e € 0(Vp) \ F.

En sommant ces inégalités, nous obtenons

) > Zcon —|F. (6.5)

Par ailleurs, nous avons

Z con(V; Z 1D;.

Ainsi, en divisant par 2 I'inégalité (6.5), celle-ci devient

T

o(A) > (X ipi —|F))

i=1
. 5] Elr
= 3( 2 2ipai + Z (26 — 1)pai—1 — |F)
i=1 =
2 f%" Ea
= 5 2 2ipa; + 2 2ipgi—1 — Z pai1 — | F)).
1]
Puisque |S;| = > p2i—1, nous en déduisons
i=1

[]
) 1
z(A) > Z i(p2i + paic1) — 5(‘Sl| + | F).

=1
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En arrondissant le membre droit de cette derniére inégalité au plus petit entier supé-
rieur, nous obtenons 'inégalité (6.4). O

Les contraintes (6.4) seront également appelées inégalités de F-partition. Elles sont
une généralisation des inégalités évoquées dans la section précédente. Ainsi, les inégali-
tés (6.1) et (6.2) correspondent a la situation ou S; = (), tandis que les inégalités (6.3)
correspondent au cas ou S; = {1,...,p}.

Nous avons intégré, dans la validité des inégalités (6.4), une restriction sur la parité de
|F'| et |S1]|. Cette restriction est due a la remarque suivante.

Remarque 6.2 Si F' et S; sont de méme cardinalité, alors

Vsl\ HF'J _1Si]+ |7

2 2

Ainsi, la contrainte de F-partition (6.4) est redondante par rapport aux contraintes
triviales et aux contraintes de coupe. O

Avant d’étudier le probléme de séparation des inégalités de F-partition, nous mention-
nons les récents travaux de Mahjoub et Pesneau [133] relatifs au probléme du sous-
graphe Steiner 2-aréte connexe, c¢’est-a-dire lorsque r € {0,2}V. IIs se sont intéressés a
des partitions dont certains sous-ensembles ont un type de connexité nul. Ils ont ainsi
généralisé les inégalités de F-partition pour de telles configurations de partition.

6.1.3 Complexité du probléme de séparation

Comme pour toute famille d’inégalités valides, il est trés intéressant d’étudier le pro-
bléme de séparation qui est associé aux inégalités de F-partition (6.4). Avant de nous
pencher sur ce probléme, nous allons évoquer le lien qui existe entre les inégalités de
F-partition et les inégalités de r-recouvrement généralisé (2.11). Pour cela, nous faisons
I’observation suivante.

Théoréme 6.3 Les inégalités de r-recouvrement généralisé sont une généralisation des
inégalités de F-partition (6.4). O

De plus, si les sous-ensembles de la partition sont des singletons (a4 I'exception de
Vo), alors les inégalités de F-partition ne sont rien d’autre que les inégalités de r-
recouvrement (2.10). Or, Padberg et Rao [143] ont donné un algorithme polynomial



414JO Ull 4lg011u11111IC 4 COoupes €L blauclciiiciivse

pour séparer ces derniéres inégalités. Par conséquent, nous pouvons énoncer le prochain

théoréme.
Théoréme 6.4 [143] Si les sous-ensembles V;, i = 1,...,p, sont des singletons, alors
le probléme de séparation des inégalités de F-partition (6.4) est polynomial. O

Pour ce qui est du probléme de séparation des inégalités de r-recouvrement généralisé,
Grotschel, Monma et Stoer [101, 161] ont montré qu'il est NP-difficile. Par ailleurs,
nous n’avons pas pu établir la complexité du probléme de séparation des inégalités de
F-partition (6.4) dans le cas général. Néanmoins, en apportant des conditions supplé-
mentaires sur le sous-ensemble d’arétes F', le probléme de séparation des inégalités de
F-partition correspondantes peut parfois étre résolu en temps polynomial.

Ainsi, Baiou, Barahona et Mahjoub [5] ont donné une méthode polynomiale pour
résoudre le probléme de séparation des inégalités de F-partition (6.1) quand le sous-
ensemble F' est fixé et r(v) = 2 pour tout v € V. Cette méthode a ensuite été étendue
au cas r(v) = k pour tout v € V, ou k est un entier pair, par Didi Biha [57|, pour
séparer les inégalités de F-partition (6.2) quand F est fixé. Ces deux méthodes se ra-
meénent au probléme de séparation des inégalités de partition x(5(Vi,...,V,)) >p—1
qui peut étre résolu en temps polynomial en utilisant I’algorithme de Cunningham [51]
ou celui de Barahona [11].

Lorsque les types de sommets sont tous égaux a un entier impair, le probléme de
séparation des inégalités de F-partition (6.3), quand F' est fixé, semble plus difficile et
sa complexité n’a pas été établie. Mais en utilisant une méthode similaire au cas d’'un
entier pair, nous pouvons avoir une heuristique de séparation des inégalités (6.3). Cette
heuristique nous permettra de séparer les inégalités de F-partition qui sont violées d’au
plus 3.

6.2 Implémentation de ’algorithme

6.2.1 Apercu général

Etant donnés un graphe G = (V, E), un vecteur types de sommets r € ZK et un
vecteur poids associé aux arétes ¢ € IRP, notre algorithme commence par résoudre
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le programme linéaire qui consiste en |E| variables, |V| inégalités de degré et 2 |E|
inégalités triviales, c’est-a-dire

Min cx
(6.6) ¢ x(d(v)) > r(v) pour tout v € V,
0<z(e) <1 pour tout e € E.

Si la solution optimale de ce programme est une solution du probléme ESNDP, c’est-a-
dire entiére et vérifiant les contraintes de coupe, alors elle est optimale pour ce dernier.
En général, la solution ainsi obtenue n’est pas réalisable pour le polytope ESNDP(G, 7).
Dans ce cas, a chaque itération de ’algorithme, nous essayons de trouver des inéga-
lités (coupes, partitions, F-partitions suivant la nature du vecteur r) valides pour
ESNDP(G,r) et violées par la solution optimale du programme linéaire courant. Les
algorithmes qui nous permettent de détecter de telles inégalités sont appelés des procé-
dures de séparation. Les inégalités trouvées sont ajoutées au programme linéaire cou-
rant, puis nous résolvons le programme linéaire ainsi obtenu. Ce processus est repris
jusqu’a l'obtention d’une solution optimale ou qu’aucune inégalité violée ne soit détec-
tée. Dans cette derniére configuration, I’algorithme procéde a un branchement qui se
fait a I'aide du logiciel MINTO, qui est décrit plus tard dans la section 3.1. L’Algorithme
6.1 illustre les principales phases de notre algorithme de coupes et branchements.

Algorithme 6.1: Algorithme de coupes et branchements.

Données: un graphe G = (V, E), un vecteur types de sommets r € {1,2}" et un
vecteur poids ¢ € IR¥.
Sortie: solution optimale de Min{cz | x € ESNDP(G,r)}.

1: PL «— (6.6)
2: Reésoudre le programme linéaire PL.
Soit y la solution optimale de PL.

3: Si y est réalisable pour ESNDP(G, r) alors
y est une solution optimale. STOP

4: Sides contraintes (coupe, partition, F-partition) violées pas y sont trouvées alors
Les ajouter a PL.
Aller en 2.

5) Sinon

Brancher sur une variable fractionnaire.
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6 : Prendre la meilleure solution de tous les sous-problémes.

Les prochaines sections vont étre consacrées a la présentation des procédures de sépa-
ration des inégalités de coupe, de partition et de F-partition. Mais avant cela, nous
allons présenter des procédures de réduction du graphe sur lequel seront appliquées nos
procédures de séparation.

6.2.2 Reéduction de graphes

Pour des graphes de grande taille, les procédures de séparation que nous allons étudier
peuvent devenir trés lentes a la vue de leur complexité. Ainsi, dans cette section, nous
allons montrer comment la taille des problémes peut étre réduite avant 1’application
de ces procédures.

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un vecteur types de sommets r € {1,2}V,
considérons le polytope Q(G,r) défini par les contraintes triviales (2.1) et (2.2) et
les contraintes de coupe (2.3). Puisque le probléme de séparation des inégalités de
Q(G,r) est polynomial, le probléeme ESNDP peut se résoudre en temps polynomial
dans la classe des graphes pour laquelle ESNDP(G,r) = Q(G, ). Lorsque les som-
mets ont tous un type de connexité égal a 2, Mahjoub [132] a appelé ces graphes,
les graphes parfaitement 2-aréte connexes. Par ailleurs, il a décrit certaines opérations
qui préservent la propriété de “parfaitement 2-aréte connexité”. Dans 70|, Fonlupt et
Mahjoub ont étudié les points extrémes de Q(G,r) quand r(v) = 2 pour tout v € V.
Ils ont caractérisé les points extrémes fractionnaires dits critiques. Ceci leur a permis
d’obtenir une caractérisation compléte des graphes parfaitement 2-aréte connexes.

Considérons maintenant des types de sommets en 1 et 2. Soit R(G,r) le polytope
défini par les contraintes triviales (2.1) et (2.2), les contraintes de coupe (2.3) et les
contraintes de partition (4.3). Comme le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe est
un cas particulier du probléme ESNDP avec des types de sommets en 1 et 2, nous
allons décrire des opérations qui préservent la propriété ESNDP(G,r) = R(G,r). Ces
opérations généralisent celles données par Mahjoub lorsque r(v) = 2 pour tout v € V.
Par la suite, nous allons étudier les points extrémes de R(G, ).

Etant donnée une solution = de R(G,r), notons par

e Fy(x) Pensemble des arétes e € E telles que z(e) = 0,
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e F)(z) U'ensemble des arétes e € E telles que x(e) = 1,
e V(z) ensemble des sommets v € V' tels que z(6(v)) = r(v),
Te(2)

x) ’ensemble des coupes serrées pour z,

7, (z) 'ensemble des partitions de type 1 (voir section 4.3) serrées pour z, et
Ty, () I'ensemble des partitions de type 2 (voir section 4.3) serrées pour x.

Soit z un point extréme de R(G, ). Alors il existe des ensembles 7.(z) C 7.(z), 7, (z) C
T, () et T, (z) C 7p, () tels que z soit I'unique solution du systéme

[ z(e) =0 pour tout e € Ey(z),
z(e) =1 pour tout e € F;(x),
S(x) z(d(v)) = r(v) pour tout v € V (z),
z(6(W)) = con(W) pour tout §(W) € 7.(z),
z(0(Vi,...,V,)=p—1 pour tout (V4,...,V,) € 7, (x),
[ 2(0(V1,....V,) =D pour tout (V4,...,V,) € 7, ()

Considérons les opérations suivantes

©; : supprimer une aréte ey € Ey(z),

©,: contracter une aréte f = uv € Ej(x) telle que r(u) = 1, z(0(u)) < 2 et §(u) C
Ey(x) U By (x),

©3: contracter une aréte f = uv € Ej(x) telle que r(u) = 2, z(d(u)) = 2, 6(u) N
Ey(z) = {uv,uw} et r(w) = 2,

Soit = une solution de R(G,r). Nous avons alors les lemmes suivants.

Lemme 6.5 Soient G’ le graphe obtenu a partir de G en appliquant ’opération O, et
@' la restriction de x dans G'. Alors «' est un point extréme de R(G',r) si et seulement
st x est un point extréme de R(G,r).

Preuve. Similaire a celle développée dans [132]. O

Lemme 6.6 Soient G' le graphe obtenu a partir de G en appliquant ['une des opé-
rations Oq et Oz, et u' le graphe résultant de la contraction de 'aréte f. Soit z' la
restriction de x dans G'. Alors o' est un point extréme de R(G',r") ou

r(s) sis € E\{u,v},
r'(s) =

con({u,v}) sis=u,

si et seulement si x est un point extréme de R(G, ).
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Preuve. Nous montrons le résultat pour 'opération ©,, la preuve étant similaire pour
I'opération Os.

Supposons que x est un point extréme de R(G,r). Puisque f € Ej(z), I’équation
z(6(u)) = 1 est redondante par rapport a z(f) = 1. Ainsi, elle ne fait pas partie de
S(z). Nous sommes amenés a considérer deux cas, suivant que |6(u) N Ey(z)| = 2 soit
égal a 1 ou 2.

Cas 1. 6(u)NE (x) = {f}. Alors z(e) = 0 pour tout e € 6(u)\{f}. Dans ce cas, f n’ap-
partient & aucune coupe du systéme S(x). En effet, s’il existe une coupe §(W) C 7.(x)
qui contient f (le cas ou la coupe §(v) appartient a S(x) est similaire), alors le sous-
graphe G(W) n’est pas connexe, ce qui contredit la remarque 4.8. De méme, nous
pouvons montrer qu’il n’existe aucune partition (V4,...,V,) C 7, (z) UT,,(z) telle que
feoVi,...,V,), u€ Vet |Vi| > 2. Supposons qu'il existe une partition (V,..., V),
p' > 3, du systéme S(x) telle que V] = {u} et v € Vj. Puisque r(u) = L et 2[V{, Vj] =1,
les partitions (V{,..., V) et (V[ U V5, V5,..., V) sont de méme type. Ainsi, par le

p
lemme 4.5, la partition (V] U Vy, Vi, ... V) est serrée pour x. L’équation définie par

p/
cette derniére partition peut étre obtenue a partir de celle définie par (V7, ..., V) et des
équations triviales. Par conséquent, nous pouvons remplacer la partition (V{,..., V)
par la partition (V{ U V3, V3, ..., V).

Cas 2. |§(u)NE;(x)| = 2. Notons alors par f’'’aréte appartenant a (§(u)NEy (x))\{f}.
Montrons alors que le systéme S(x) peut étre choisi de telle maniére que f apparaisse
dans aucune coupe. Supposons que f apparait dans une coupe 6(W) C 7.(z) (le cas ou
la coupe §(v) appartient & S(x) est similaire) telle que, sans perte de généralité, u € W.
Remarquons que |W| > 2 et con(W) = 2. Si 6(u) C (W), alors le graphe G(1V) n’est
pas connexe, ce qui contredit la remarque 4.8. Ainsi, f' € E(W). Soit W' = W \ {u}.
Comme 7(u) = 1, il est clair que con(W’) = con(W) = 2. De plus, nous avons

(6(W") = z(0(W)) — 2(d(u) No(W)) + z(d(u) N E(W))
= z(6(W)) — z(f) + (")
= 2-1+1
2.

L’équation z(0(W')) = con(W’) peut donc étre obtenue a partir de z(6(W)) = con(WW)
et des équations triviales. Par conséquent, nous pouvons remplacer la coupe 6(W) par
la coupe 6(W’) dans le systéme S(z).

Supposons maintenant que f apparait dans une partition (V4,...,V}), p > 3, du sys-
téme S(x). Sans perte de généralité, supposons que u € Vj et v € V4. Si |[Vi| = 1,
considérons alors la partition (V; U V5, V5,...,V,). Puisque r(u) = 1, les partitions
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(Vi,..., V) et (ViU VL, Vs,...,V,) sont de méme type. Par ailleurs, nous remarquons
que z[Vi, Vo] = z(f) = 1. En effet, si ce n’est pas le cas, c'est-a-dire x[V;, V5] = 2,
nous obtenons une contradiction avec le lemme 4.5. De plus, par le lemmme 4.5, la
partition (V; U Vo, V5, ..., V) est serrée pour z. L’équation définie par la partition
(Vi UV, Vs, ..., V) peut étre obtenue & partir de celle définie par (Vi,...,V,) et des
équations triviales. En conséquence, nous pouvons remplacer la partition (V4,...,V,)
par (V1 U Vo, Vs, ..., V,) dans le systéme S(z).

Si |[Vi]| > 2, alors par la remarque 4.8, x(6(u) N E(V})) = x(f') = 1. Considérons alors

la partition (V7,...,V,) définie de la maniére suivante
Vi =W\ {u},
Vs = VaU {uj,
V=V, pour i =3,...,p.

Nous avons alors

z(6(V,.... V) = x(0(Vi,...,V,)) — z[u, Vo] + z[u, Vo \ {u}]

(A V) — a(f) + 2(fo)
= z(6(V1,...,V})).

Puisque r(u) = 1, les partitions (V1,...,V}) et (V{,...,V]) sont de méme type. Ainsi,
la partition (V7,...,V]) est serrée pour z. Par conséquent, I'équation définie par la
partition (V{,...,V]) peut étre obtenue & partir de celle définie par (V1,...,V,) et
des équations triviales. Ainsi, nous pouvons remplacer la partition (Vi,...,V,) par
(VI,...,V)) dans le systéme S(x).

Soit S(z') le systéme obtenu a partir de S(x) en supprimant 1’équation z(f) = 1.
Notons que z(f) n’apparait dans aucune équation du systéme S(z’). Toutes les équa-
tions de ce dernier systéme sont induites par des contraintes valides de R(G’,7’). De
plus, elles sont toutes serrées pour x’. Ainsi, 2’ est I'unique solution du systéme S(z').
Par ailleurs, par le lemme 4.9, 2/ € R(G’,r). En conséquence, 2’ est un point extréme

de R(G',1").
D’une maniére similaire a celle développée dans la preuve du lemme 6.5, nous pou-
vons montrer que si ' est un point extréme fractionnaire de R(G’,7’), alors x est un

point extréme fractionnaire de R(G,r). O

Une conséquence immédiate des lemmes 6.5 et 6.6 est la suivante.

Corollaire 6.7 Soient G' = (V', E') le graphe obtenu a partir de G en appliquant
successivement les opérations ©1, Oy et O3, et 1’ € {1, 2}V/ le vecteur types de connexité
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associés aux sommets de V'. Soit 2’ la restriction de x dans G'. Alors x’ est un point
extréme de R(G',r") si et seulement si x est un point extréme de R(G, ). O

Le corollaire 6.7 est trés important dans le cadre d'un algorithme de coupes et bran-
chements. En effet, pour chercher une contrainte violée par la solution du programme
linéaire courant, nous pouvons considérer le graphe G’ et la restriction 2’ comme défi-
nis dans le corollaire précédent a la place du graphe G initial. Et toute contrainte qui
coupe 2’ peut étre transformée en une contrainte qui coupe x. De plus, il n’est pas dif-
ficile de voir que les opérations ©1, O et O3 peuvent étre réalisées en temps polynomial.

Par ailleurs, nous pouvons légérement affiner I'opération ©,. En effet, nous pouvons ne
plus raisonner sur la notion de point extréme de R(G,r), mais par rapport & la pro-
priété qu’une inégalité violée utilisant ’aréte f peut étre transformée en une inégalité
violée n’utilisant pas f. Considérons ainsi 'opération suivante

©): contracter une aréte f = uv € Ey(x) telle que r(u) = 1 et 2(5(u)) < 2.

Lemme 6.8 Dans G, il existe une inégalité (coupe ou partition) ne contenant pas
Uaréte f de Uopération O, qui est au moins aussi violée par x que toute inégalité
(coupe ou partition) violée par x utilisant f.

Preuve. Par le corollaire 6.7, nous pouvons restreindre notre preuve au cas ou 6(u) N
Ei(f) = {f}, c’est-a-dire qu’il existe au moins deux arétes ayant une valeur fraction-
naire dans §(u).

Supposons, tout d’abord, qu’il existe une coupe 6(W) violée par z, et, sans perte de gé-
néralité, que u € W. Il est clair que con(W) = 2. Puisque r(u) = 1, nous avons |W| > 2.
Considérons alors la coupe §(W\{u}). Nous avons con(W\{u}) = con(W) = 2. Comme
f e dW)ud(u) et x(f) = 1, nous obtenons z(6(W) U d(u)) > z(f) = 1. De plus,
zlu, W\ {u}] =2 —2(6(W)Nd(u)). Ainsi,

z(@(WA\{u})) = z(@(W)) —z(6(W) N é(w)) + zfu, W\ {u}]
= z(6(W))+2—=2z(6(W)Ndu))
< z(d(W))+2-2
)

Et la coupe 0(W \ {u}) est au moins aussi violée par x que o(W).

Considérons maintenant une partition (Vi,...,V,), p > 3, violée par x. Supposons,
sans perte de généralité, que u € V; et v € V5. Si |Vi| = 1, alors, puisque 7(u) = 1, les
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partitions (V4 UVa, Vs, ..., V,) et (Vi,...,V,) sont de méme type. Ainsi, en considérant
la partition (V4 U Vs, Vs, ..., V) a la place de (V4,...,V},), le membre droit décroit de
1, tandis que le membre gauche décroit de z[V}, V5] > z(f) = 1. Par conséquent, la
partition (V3 U Vs, Vi, ..., V,) est au moins aussi violée par x que (Vi,...,V,).

Si |[V4| > 2, alors nous pouvons faire un raisonnement similaire au précédent pour la
partition (V3 \ {u}, VaU{u}, Vs, ..., V},) et montrer que l'inégalité définie par cette der-
niére partition est au moins aussi violée par = que celle définie par (Vi,...,V}). O

A la vue de ces résultats et afin d’améliorer la performance de nos procédures de
séparation, nous avons implémenté les opérations 04, O et ©3. Ainsi, si nous obtenons
une inégalité de coupe ou de partition violée par x’ (i.e. la restriction de = dans le
graphe G’ obtenu en appliquant successivement O, ©) et ©3), alors cette inégalité
peut étre “liftée” trés aisément en une inégalité de coupe ou de partition dans G' qui
coupe x. En effet, seules les arétes traitées dans 'opération ©; doivent étre étudiées.
Toujours dans un soucis d’efficacité, nous allons également appliquer notre procédure
de séparation des inégalités de F-partition & notre graphe G’, puisque cette derniére
est une heuristique.

Dans ce qui suit, nous allons décrire nos procédures de séparation. Pour cela, supposons
que nous avons un graphe G = (V, E), un vecteur types de sommets 7 € {1,2}" et un
vecteur 2 € IR” tel que 0 < z(e) < 1, pour tout e € E. Nous considérerons alors le
graphe G’ = (V' E’) obtenu a partir de G en appliquant successivement les opérations
01, 0% et O3, le vecteur types de sommets 7' € {1,2}"" ainsi obtenus et la restriction
2’ de x dans G'.

6.2.3 Séparation des contraintes de coupe

Le probléme qui consiste a déterminer une ou plusieurs contraintes de coupe violées
par 2’ peut étre résolu en appliquant l'algorithme de Gomory-Hu [94| au graphe G’
avec le vecteur cotits 2’ associés aux arétes de G’. Cet algorithme produit, d’une part,
une coupe minimum dans le graphe G’. D’autre part, il fournit ’arbre de Gomory-Hu
T ainsi que des poids t(e) pour tout e € T'. Cet arbre a la propriété que, pour toute
paire de sommets u, v € V', la coupe minimum entre u et v dans T (par rapport aux
coits t(e)) est aussi la coupe minimum entre ces deux sommets dans G’ (par rapport
aux cotts z’(e)).

Gusfield [102] a donné une version de cet algorithme qui est trés simple a implémenter.
Elle consiste a résoudre |V’| — 1 problémes de flot maximum dans le graphe G’ en
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respectant un certain ordre. En effet, en raison du fameux théoréme flot maximum -
coupe minimum, di & Ford et Fulkerson [71], nous pouvons résoudre le probléme de
recherche d’'une coupe minimum en temps polynomial. Un des plus performants algo-
rithmes de calcul de flot maximum est celui de Goldberg et Tarjan [93]. Ainsi, pour
tous nos problémes de flot maximum (et donc de coupe minimum), nous allons utiliser
le code, implémenté par Goldberg et Tarjan, correspondant a cet algorithme.

Les probléemes ESNDP que nous traitons ont des vecteurs types de sommets en 1
et 2. Par conséquent, dans notre algorithme de séparation des contraintes de coupe,
nous sommes amenés a distinguer les coupes x(d(WW)) > 2 des coupes z(6(W)) > 1.
Tout d’abord, nous traitons les coupes dont le membre droit est égal & 2. Pour cela,
nous cherchons ’arbre de Gomory-Hu 75 dans G’ en ne considérant, dans cet arbre,
que les sommets ayant un type de connexité égal a 2. Ainsi, si la coupe minimum entre
deux sommets dans T, est strictement inférieur & 2, alors nous obtenons une coupe
dans G’ violée par x’.

Par la suite, nous cherchons les coupes de type z(5(1¥)) > 1 violées par 2. Dans ce
cas, tous les sommets ayant un type de connexité égal a 2 appartiennent soit a W soit a
W. Nous considérons le graphe G obtenu a partir de G’ en contractant I’ensemble des
sommets de types de connexité égal & 2. Nous cherchons ensuite ’arbre de Gomory-Hu
T dans G. Si la coupe minimum entre deux sommets dans 7} est strictement inférieur
a 1, alors cette coupe est violée dans G} et par conséquent dans G’.

Posons V' = ViUV, 0u Vi = {vy,..., 05, } et Vi = {uy,. .., Uy, } sont les sous-ensembles
de sommets ayant respectivement des types de connexité égaux a 1 et 2. La procédure
de séparation des contraintes de coupe est décrite dans I'algorithme 6.2.

Algorithme 6.2: Séparation des contraintes de coupe.

Données: un graphe G’ = (V; U Vs, E'), un vecteur types de sommets 1’ € {1,2}"1V"2

/
et un vecteur x’ € IRE .
Sortie: listes de contraintes de coupe violées par .

1: Pour i allant de 2 a ny faire
Voisin|i| «— uy
1+— 2
2: Calculer une coupe minimum 6(W’), dans G’, entre u; et Voisin[i| telle que u; €
w’.
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10:

11:

: Si2/(6(W')) < 2 alors

Ajouter §(IW') a la liste des coupes violées par x’.

: Pour j allant de i & n, faire

Si u; € W’ et Voisin[j] = Voisin|i] alors

Voisin|j] «— w;

tr— 1+ 1

Si i < ny alors
Aller a 2.

: G| = (V], E}) <« graphe obtenu a partir de G’ en contractant V5.

Soient vy, 1 le sommet résultant de la contraction et 2 la restriction de 2’ dans

e}

: Pour i allant de 2 4 n; + 1 faire

Voisin[i| «— v;

1+— 2

: Calculer une coupe minimum §(WY), dans G, entre v; et Voisin|i] telle que v, €

Wi,

: Sizj(6(W])) < 1 alors

Ajouter 6(W7) a la liste des coupes violées par z’.
Pour j allant de 7 & ny + 1 faire
Si v; € W] et Voisin|j| = Voisin|i| alors
Voisin|j| «— v;
1+—11+1
Sii<n;+1alors
Aller a 8.

Notre algorithme nécessite donc au plus |V’| appels de la fonction qui calcule une coupe

minimum. Or cette derniére a une complexité en O(n?). Par ailleurs, la construction

du graphe G a une complexité en O(n?). Ainsi, notre algorithme 6.2 a une complexité

en O(n%).

6.2.4 Séparation des contraintes de partition

Dans la section 4.2.2, nous avons montré que le probléme de séparation des contraintes

de partition (4.3) est polynomial. De plus, nous avons vu que nous devons distinguer
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les partitions de type 1 des partitions de type 2. Par ailleurs, nous rappelons que les
contraintes de partition sont dominées par les contraintes de coupe lorsque r(v) = 2
pour tout v € V. Ainsi, les procédures que nous allons présenter seront appliquées
exclusivement pour des types de sommets en 1 et 2.

e partition de type 1

Pour de telles partitions, tous les sommets ayant un type de connexité égal & 2 appar-
tiennent au méme élément de la partition. Ainsi, d’'une maniére similaire a la séparation
des inégalités de coupe z(6(W)) > 1, nous considérons le graphe G| = (V/, E]) ob-
tenu & partir de G’ en contractant I’ensemble des sommets de type de connexité égal a 2.

Ce probléme de séparation des contraintes de partition a déja été étudié dans la littéra-
ture. Le premier algorithme de séparation pour ce cas a été donné par Cunningham |51]
qui a ramené ce probléme a |E]| problémes de coupe minimum. Par la suite, Barahona
[11] (voir aussi Baiou, Barahona et Mahjoub [5]) a montré que ce probléme peut se
ramener a |V/| problémes de coupe minimum. Ainsi, pour séparer les contraintes de
partition de type 1, nous avons implémenté 1’algorithme de Barahona que nous présen-
tons maintenant. Cet algorithme est basé sur la formulation étendue du dominant du
polytope des arbres couvrants. Barahona a alors montré que le probléme de séparation
des inégalités de partition de type 1 est équivalent & optimiser une fonction linéaire sur
un polymatroide étendu.

Nash-Williams [140| et Tutte [166] ont montré que le dominant du polytope des arbres
couvrants dans un graphe G = (V| E), que nous noterons par PAC(G), est défini par

z(6(Vi,....V,)>p—1 pour toute partition de V, (6.7)
x>0

Jiinger et Pulleyblank [108] ont donné une formulation étendue de PAC(G) comme

suit
z(6(9)) +y(S) > 2 sirgS, ScCV, (6.8)
z(0(S)) +y(S) >0 sire S, SV, (6.9)
y(V) =0 (6.10)
x>0, (6.11)

ou r est un sommet aléatoire de V', et x et y sont des variables associées respectivement,
aux arétes et aux sommets.
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Le principe de l'algorithme est assez simple. Le probléme peut étre résolu en utili-
sant I'algorithme glouton utilisé par Edmonds [67]. A chaque itération, trouver une
inégalité qui devient serrée est équivalent & trouver une coupe minimum entre deux
sommets dans un graphe orienté particulier. Etant donné un vecteur T > 0, l’algo-
rithme permet de trouver un vecteur 7 € RY tel que (T,7) satisfasse (6.8)-(6.11) ou
prouver que y n’existe pas. Ainsi, comme nous le verrons ultérieurement, cela nous
donnera 'inégalité de partition (6.7) la plus violée par T, s'il en existe une.

Soit
2 —7(0(9)) sir &S,

—z(0(5)) sires,

pour ) # S C V. Il n’est pas difficile de voir que la fonction —f est sous-modulaire
pour les paires intersectantes. Considérons alors le probléme suivant

Minimiser y (V)
(6.12)
y(S) > f(S) pour S C V.

Edmonds [67] a montré que I'algorithme glouton permet, d’une part, de résoudre le
programme linéaire (6.12) et, d’autre part, de produire une solution optimale de son
probléme dual qui peut s’écrire comme suit

Maximiser > zg f(.5)
1
(6:13) >z lueSt=1 pour tout u C V,
z > 0.

Etant donnée une solution de (6.12), un ensemble S C V est dit serré si y(S) = f(S).
La fonction y(.) — f(.) est non-négative et sous-modulaire pour les paires intersectantes.
Par conséquent, d’apreés le lemme 1.2, si S' et T" sont deux ensembles serrés, alors SNT
et SUT le sont également. Cette derniére remarque est essentielle pour ’algorithme.
Montrons maintenant que cet algorithme fournit I'inégalité la plus violée s’il en existe
une.

Notons par F la famille des ensembles serrés ayant une variable duale positive. Si
nous voulons ajouter un ensemble S a F et il existe T € F tel que SNT # (), alors
nous remplacons S et 1" par S UT qui est également serré. La famille &, obtenue a la
fin de l'algorithme, définit une partition de V. De plus, 5(S) = f(S) pour tout S € F
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ou 7 est la solution construite par 'algorithme et qui satisfait (6.12). Posons Zg = 1 si
S € F et Zg = 0 sinon. 1l est clair que Z est une solution de (6.13). Aussi, nous avons

=Y {w(S) | SeTy=> {f(S)|S€F}=>) {f(S)zs | ST}
Ceci prouve que 3 et Z sont des solution optimales.
Si la valeur de l'optimum est nulle, alors (7,y) satisfait (6.8)-(6.11). Dans ce cas,
pour une partition quelconque (Vi,...,V,) de V, nous pouvons additionner les inéga-

lités (6.8) et (6.9) associées aux ensembles V; ainsi que l'inégalité —y(V') > 0. Nous
obtenons alors

z(0(Vh,...,V,)) >p—1.

Ceci montre que T satisfait toutes les contraintes de partition (6.7).

Si la valeur de I'optimum est strictement supérieure a 0, considérons alors § = {S | Zg =
1} ={5,...,S,}. La famille § donne une partition de V, et nous avons

> f(s)Fs=2(p—1) —2T(5(S1,....S,)).

Puisque Z est 'optimum de (6.13) et > f(s) Zg > 0, nous obtenons l'inégalité de par-
tition (6.7) la plus violée par T.

Nous pouvons maintenant donner l'algorithme 6.3 qui décrit notre procédure de sé-
paration des contraintes de partition de type 1 dans G}. Posons V| = {vi,..., v, }.
Soit 2} la restriction de 2z’ dans G.

Algorithme 6.3 : Séparation des contraintes de partition de type 1.

Données: un graphe G| = (V/, E}) et un vecteur =, € IRE1
Sortie: une contrainte de partition de type 1 violées par z.

1: Pour i allant de 1 a n) faire
y(vi) «— 2
Fe—20
k+«—1
2: Si v, appartient & un ensemble de F alors
Aller a 4.
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Sinon
a < f(S) = §(S) = max{f(S) - y(S) | vk € S}
y(vg) — +a
F— FU{S}
3: Tant qu’il existe deux ensembles S et T dans F tels que S NT # () Faire
F— (F\{S,T}Hu{SuT}
4: k—Fk+1
Si k < n/ alors
Aller a 2.
5: Siy(V]) > 0 alors

La partition de type 1 obtenue est violée par z.

Il nous reste encore un point a préciser qui est le calcul de o dans I’étape 2. Pour cela,
nous construisons le graphe orienté D = (N, A), ou

N =V]U{s,t},
A=A{(0,5), (,0) [ ij € By} U{(s,), (i, 1) [ i € V]}.

Définissons
(i) sii e VI\ {r},
(i) =
y(i) + 2 sii=m,
et les capacités
—n(7) sin(i) <0, i€ V/, i,
c(s,i)=¢ 0 sin(i) >0, i€V, i #uy,
o0 si¢ = Vi,
0 sin(i) <0, 1€V, i,
c(iyt) =
n(i) sin(i) >0, i€V,
C(i’j) :C(j>i) ZE(U) sl 1] EE{-

Barahona a donné le lemme suivant.

Lemme 6.9 [11| Si T'U {s} induit une coupe, de capacité X\, séparant s et t dans D,
alors

(T) +T(6(T)) = { A2 i) I ZE:% i 8{ 2 iz : Z;
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Par ce lemme, si § est la valeur de la coupe minimum entre s et ¢ dans D, alors la
valeur de « est égale a

25— {n(v) | n(v) <0}.

L’algorithme 6.3 calcule au maximum |V/| valeurs de a. Or chaque calcul de « néces-
site le calcul d’une coupe minimum qui, en utilisant l’algorithme de Goldberg et Tarjan
(voir section 6.2.3), a une complexité en O(n?®). Par conséquent, ’algorithme 6.3 a une
complexité en O(n?).

e partition de type 2

Le probléme de séparation des contraintes de partition a déja été étudié dans la lit-
térature lorsque les types de connexité associés aux sommtes sont en 0, 1 et 2. Plus
particuliérement, Grotschel, Monma et Stoer [100] ont montré que ce probléme est
NP-Difficile. Ils ont ainsi développé des heuristiques pour résoudre ce probléme de sé-
paration. Et, ils ont conclu que les contraintes de partition semblent trés utiles dans
le cadre d’un algorithme de coupes et branchements. Ils ont, par ailleurs, mis ’accent
sur la nécessité d’améliorer les procédures de séparation pour ces contraintes.

Pour des types de sommets en 1 et 2, le probléme de séparation des inégalités de
partition n’a pas été, a notre connaissance, étudié dans la littérature. Dans le théoréme
4.3, nous avons montré que ce probléme est polynomial, et que, pour des partitions
de type 2, il se raméne & la minimisation d’une fonction sous-modulaire. Récemment,
Schrijver [159] et Iwata, Fleischer et Fujishige [107] ont donné des algorithmes fortement
polynomiaux pour minimiser une fonction sous-modulaire. Etant donné que ces deux
algorithmes sont combinatoires, ils ont un réel intérét pratique. Malheureusement, leur
complexité trop élevée, de 'ordre de O(n?)-O(n'%), nous a dissuadé de les impléménter.
Par conséquent, nous avons développé des heuristiques pour séparer les contraintes

z(6(V1,..., V) >p pour toute partition de type 2 de V. (6.14)

Nous allons présenter deux heuristiques. La premiére est une application directe de
I’algorithme de Barahona vu précédemment. En appliquant cet algorithme au graphe
G’, nous obtenons I'inégalité de partition de type x(5(Vi,...,V,)) > p—1 la plus violée
par x’. Nous devons maintenant voir si la partition ainsi obtenue est de type 2. Ainsi,
si le nombre d’éléments de cette partition ayant un type de connexité égal a 2 est
supérieur ou égal a 2, alors nous avons obtenu une inégalité de partition de type 2
violée par z’. Par contre, si ce nombre est égal a 1, alors nous avons

z(6(V1,...,V,) >p—1 pour toute partition de type 2 de V. (6.15)
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En conséquence, nous avons di développer une heuristique qui nous permet de trouver
des inégalités de partition (6.14) violées par x’ mais vérifiant (6.15). Avant de décrire
cette heuristique, nous présentons l'algorithme 6.4 qui permet de séparer les inégalités
de partition (6.14) violées par 2z’ de plus de 1.

Algorithme 6.4 : Séparation des contraintes de partition de type 2 violées de plus de 1.

Données: un graphe G’ = (V; U Va, E'), un vecteur types de sommets r’ € {1,2}"1V"2

et un vecteur =’ € ]Rfl.
Sortie: une contrainte de partition de type 2 violée par z’.

1: Appliquer 'algorithme 6.3 au graphe G'.

2: Calculer le nombre «; d’élements de la partition ayant un type de connexité égal
a 2.

3: Sia; > 2 alors

La partition de type 2 obtenue est violée par x’.

Cet algorithme fait appel a 1’algorithme 6.3 qui a une complexité en O(n?). Puisque le
calcul de o a une complexité en 0(n), la complexité de 1'algorithme 6.4 est également
en O(n?).

Notre deuxiéme heuristique est basée sur la notion d’inégalités de coupe que nous
essayons de transformer en inégalités de partition de type 2 violées. De maniére a
garantir le type 2 de la partition obtenue, nous cherchons les coupes minimum entre
les sommets ayant un type de connexité égal a 2, comme nous l'avons décrit dans la
premiére phase (étapes 1-5) de Ialgorithme 6.2. Ainsi, nous construisons un arbre de
Gomory-Hu. Pour pouvoir transformer une coupe de cet arbre en une partition de type
2 violée, nous avons besoin d’écrire les inégalités de partition de type 2 de maniére
différente.

Lemme 6.10 /] existe une inégalité de partition de type 2 violée si et seulement s’il
existe W, C V', con(Wy) = 2 tel que

2" (6(W1)) — 2+ min{a' (6 (Wa, ..., Wp)) — (p —2)} < 0.

Preuve. Découle directement de I’équivalence entre le probléme (4.7) et la minimisa-
tion de la fonction g définie dans la preuve du théoréme 4.3. O
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Puisque le vecteur x’ satisfait les contraintes de coupe dans G’, alors, pour toute coupe
d(W') trouvée dans l’arbre de Gomory-Hu, nous avons a’(§(WW')) > 2. Par conséquent,
si une telle coupe peut étre transformée en une partition de type 2 violée par 2/, nous
avons alors

min{z’ (0y=(Wh,...,W,)) — (p—1)} <0.

Et le probléme qui consiste & minimiser 2’ (&y7(Wh, ..., W,)) — (p — 1) peut étre résolu
en appliquant 'algorithme de Barahona vu précédemment. Ainsi, la deuxiéme phase
de notre algorithme consiste a chercher la partition de poids minimum dans les graphes
G(W’) et G(W,). Notre algorithme de séparation des inégalités de partition de type
2 violées de moins de 1 peut s’écrire de la maniére suivante. Posons V' = V; U V5 ou
Vi =A{v,...,0n,} et Vo = {uy,... uy,} sont les sous-ensembles de sommets ayant
respectivement des types de connexité égaux a 1 et 2.

Algorithme 6.5: Séparation des contraintes de partition de type 2 violées de moins
de 1.

Données: un graphe G’ = (V; U V,, E), un vecteur types de sommets v’ € {1,2}"1V"2
et un vecteur 2’ € ]Rf/.
Sortie: une liste de contraintes de partition de type 2 violées par x’.

1: Pour 7 allant de 2 & n, faire
Voisin|i] «— uy
71— 2
2: Calculer une coupe minimum 6(W’) dans G’ entre u; et Voisin|i] telle que u; € W'.
3: Appliquer lalgorithme 6.3 au graphe G(WW").
4: Siune partition (WJ,...,W},) est trouvée dans G(WW') alors
o —— 2 (6(W')) + 2" (6(Wy,..., W)
Sinon
Aller a 6.
5: Sia’ <p +1 alors
Ajouter (W', Wi, ..., W) ala liste des partitions de type 2 violées par .

6: Appliquer I'algorithme 6.3 au graphe G(W,).

7: Siune partition (WY',..., W},) est trouvée dans G(W') alors
o — ' (6(W") + 2 (6(WY, ..., W)
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Sinon
Aller a 9.
8: Sia” <p’+1 alors
Ajouter (W/, Wi',...,W}) ala liste des partitions de type 2 violées par '.
9: Pour j allant de i & n, faire
Si u; € W' et Voisin|j| = Voisin|i| alors
Voisin|j| «— w;
10: ¢ —i+1
Si ¢ < ny alors
Aller a 2.

Notre algorithme comporte |V5| itérations. Et chaque itération consiste a calculer une
coupe minimum et & appliquer 2 fois I’algorithme 6.3. Puisque ce dernier a une com-
plexité en O(n?) et le calcul d’une coupe minimum a une complexité en O(n?), la
complexité de notre algorithme 6.5 est en O(n®).

6.2.5 Séparation des contraintes de F'-partition

Lorsque le vecteur types de sommets est en 1 et 2, les inégalités de F'-partition s’écrivent
de la maniére suivante.

(6.16)

2(6(Vo, Vi, ..., V)\ F) > p— {MJ

2

ol p; est égal au nombre d’éléments, a 'exception de Vj, de la partition (Vp, Vi,...,V,)
ayant un type de connexité égal a 1. A la vue de I’étude réalisée dans la section 6.1.3,
la complexité du probléme de séparation des inégalités (6.16) nous est inconnue. Ainsi,
nous avons développé une heuristique pour séparer ces inégalités. Cette heuristique se
décompose en deux parties.

Lorsque tous les sommets ont un type de connexité égal a 2, Fonlupt et Mahjoub [70] ont
caractérisé les points extrémes fractionnaires, dits critiques, du polytope Q(G, r) défini
par les contraintes triviales et les contraintes de coupe. Ils ont ainsi montré que si ¥ est
un point extréme fractionnaire minimal de ce polytope, alors le graphe G et T peuvent
étre réduits, au sens de certaines opérations de réduction, a un graphe G’ = (V'  E')
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et un point extréme 7' de Q(G',r’), ou G’ et T’ satisfont certaines propriétés. Ils ont
prouvé que la paire G/, 2’ vérifie les propriétés

1) V' =V/UV]avec V/NV] =10,
E' = E]UE} avec E{NE, =10,
(V/, EY) est un cycle impair,
(V3 EY) est une forét dont les sommets pendants sont dans V] et tous les sommets
de Vj sont de degré 3,

ii) ¥'(e) = 5 pour ¢ € B,
7'(e) = 1 pour e € E},

iii) pour toute coupe propre 6(W') de G', T'(§(W")) > 2.

En se basant en partie sur ce résultat, nous avons développé une heuristique qui a le
schéma suivant. Tout d’abord, nous cherchons les cycles composés d’arétes fraction-
naires dans le graphe G’. Puis, pour chaque cycle (vq,...,v,) détecté, nous essayons
de trouver un sous-ensemble d’arétes F' parmi celles ayant exactement une extrémité
appartenant a ce cycle, de telle sorte que I'inégalité de F-partition induite par la parti-
tion (V \{v1,...,v,},{v1},...,{vp}) et F soit violée. L’algorithme suivant décrit cette
heuristique.

Algorithme 6.6 : Séparation des contraintes de F-partition (premiére partie).

Données : un graphe G’ = (V; U V,, E), un vecteur types de sommets v’ € {1,2}"1V"2

et un vecteur =’ € IRE/.
Sortie: une liste de contraintes de F-partition violées par x’.

1: Rechercher les cycles composés d’arétes fractionnaires.
Notons par (vf,...,v} ), i =1,...,p, les cycles ainsi trouvés.

2:71+—1

éme

3: p! «— nombre de sommets du ™ cycle ayant un type de connexité égal a 1.

4: Selectionner un sous-ensemble d’arétes F© C d({v},..., v, }) tel que |F| et p'
soient de parité différente.
. . . . . 1 1Fl=1
5: Sia/(5(V\ {vl, ..., v} {vi} ..., {vi )\ F) < p; — ZFL alors
Ajouter cette inégalité a la liste des F-partitions violées par z’.
6: 71— 1+1

Sii < s alors
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Aller a 3.

Pour réaliser ’étape 1 de ’algorithme 6.6, nous avons implémenté un algorithme qui
permet de déterminer les composantes 2-connexes d’un graphe non orienté. Cet algo-
rithme récursif est basé sur un parcours en profondeur et a une complexité en O(n?).
Ainsi, la complexité de Palgorithme 6.6 est en O(n?).

Lorsque Dalgorithme 6.6 ne détecte plus d’inégalités de F-partition violées par z/,
la deuxiéme partie de notre heuristique de séparation des inégalités de F'-partition
intervient. Dans celle-ci, nous essayons de transformer des inégalités de coupe en in-
égalités de F-partition. Cependant, les coupes qui vont nous intéresser sont celles qui
contiennent le maximum d’arétes ayant une valeur égale a 1. En effet, ce sont ces
arétes qui ont la probabilité la plus forte d’appartenir & I’ensemble F'. Pour déterminer
de telles coupes, nous allons construire I’arbre de Gomory-Hu pour le graphe G’ et le
vecteur poids w’ € IREI, associés aux arétes de G', et défini comme suit

w'(e) =1—2a'(e) pour tout ¢ € F'.

Nous faisons remarquer que dans le graphe G’, nous avons z/(e) > 0 pour tout e € E'.
Ainsi, plus une aréte e € E’ a un cott 2'(e) proche de 1 (et donc w’'(e) proche de 0),
plus sa probabilité d’étre dans une coupe minimum est élevée. Par la suite, pour chaque
coupe (W) ainsi trouvée, nous calculons p; et p| qui sont respectivement égaux au
nombre de sommets de W et W ayant un type de connexité égal a 1. Puis nous essayons
de sélectionner un sous-ensemble d’arétes I} C 6(W) (resp. F| C 6(W)) tel que |Fy| et
p1 (resp. |F]| et p}) soient de parité différente, de telle sorte que l'inégalité

PO\ ) + o (W) < w| - LT
(resp. =/ (6(W) \ F}) + 2/ (8(7)) < i7] - BHHIZL,

soit, violée. Notre deuxiéme partie de l’algorithme de séparation des inégalités de
F-partition se présente donc de la maniére suivante. Posons V' = {vy,..., v} et

E' ={ey,...,em}.

Algorithme 6.7 : Séparation des contraintes de F-partition (deuxiéme partie).
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Données: un graphe G’ = (V; U Vs, E'), un vecteur types de sommets 1’ € {1,2}"1V"2
et un vecteur 2’ € ]Rf,.
Sortie: une liste de contraintes de F-partition violées par x’.

1: Pour i allant de 1 a m' Faire
w'(e;) =1—12'(e).
Pour i allant de 2 a n' Faire
Voisin|i] = vy.
2:9+—2
3: Calculer une coupe minimum 6(W’) dans G’ (avec le vecteur poids w’) entre v;
et Voisin[i|.
4: p; «— nombre de sommets de W ayant un type de connexité égal a 1.

5: Sélectionner un sous-ensemble d’arétes F; C §(WW) tel que |Fi| et py soit de parité
différente.

6: Sia/(6(W))\ F) < [W|—2HEZL a)ors
Ajouter cette inégalité & la liste des F-partitions violées par z’.
7: p} +— nombre de sommets de W ayant un type de connexité égal a 1.

8: Sélectionner un sous-ensemble d’arétes ] C §(W) tel que |F]| et p| soit de parité
différente.

9: Sia/(6(W))\ F}) < |W|— 2L a1ors
Ajouter cette inégalité a la liste des F-partitions violées par z’.
10: ¢ —i+1
Si i < n' alors
Aller a 3.

L’initialisation du vecteur w’ a une complexité en O(n?). Puis, nous avons ensuite n’ — 1
itérations, qui ont chacune comme opération principale le calcul d'une coupe minimum.
Ainsi, chaque itération a une complexité en O(n?). Par conséquent, l'algorithme 6.7 a
une complexité en O(n?).
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6.3 Reésultats expérimentaux

6.3.1 Contexte informatique

Avant de présenter nos résultats expérimentaux, nous précisons le contexte purement
informatique dans lequel ils ont été obtenus. Plus particuliérement, nous donnons un
bref descriptif du logiciel gérant la phase de coupes et branchements.

Notre algorithme est basé sur une utilisation du logiciel MINTO (“Mixed INTeger
Optimizer”), version 3.0 [142]. C’est un outil qui permet de résoudre des programmes
linéaires mixtes, en utilisant des techniques de branchements et évaluations.

L’efficacité d’un algorithme de branchements et évaluations dépend beaucoup de la
procédure d’évaluation utilisée ainsi que de la taille du probléme. Lorsque les bornes
fournies par cette procédure sont assez larges et la taille du probléme est importante,
I’obtention d’une solution optimale peut nécessiter un temps considérable. Ainsi, dans le
but d’accélérer le calcul de cette solution, MINTO, par sa conception trés modulaire,
permet a l'utilisateur d’incorporer des fonctions spécifiques au probléme. Les procé-
dures de séparation des contraintes valides que nous venons de voir sont des exemples
de telles fonctions. Pour ce qui est de la résolution des programmes linéaires, MINTO
fait appel au logiciel CPLEX, version 4.0 [19], qui est une implémentation trés rapide
de l'algorithme du simplexe.

Ce travail expérimental, implémenté en langage C', a été réalisé sur un Pentium III
cadencé a 450 Mhz avec 256 Mo de mémoire vive. Dans la prochaine section, nous
allons présenter les instances sur lesquelles nous avons effectué nos tests.

6.3.2 Description des instances traitées

L’objectif principal de ce travail expérimental est de mesurer I’efficacité des contraintes
présentées précédemment dans un algorithme de coupes et branchements pour le pro-
bléme de conception de réseaux fiables avec des types de sommets soit tous égaux
a 2, soit en 1 et 2. Ainsi, nous avons expérimenté notre algorithme sur des instances
du probléme du voyageur de commerce symétique prises dans la librairie TSPLIB [155].

Chaque nom d’instance est composé d’une suite alphanumérique dont le nombre donné
a la fin correspond a la taille de I'instance, c’est-a-dire aux nombre de sommets. De
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plus, pour le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe, un type de connexité égal a 2

est associé a chaque sommet, tandis que pour le probléme ESNDP en 1 et 2, le type

de connexité (1 ou 2) est généré aléatoirement pour chaque sommet.

Tous les graphes sur lesquels nous travaillons sont supposés complets. Par ailleurs,

les cotits associés aux arétes sont donnés de maniére différente. Ainsi, pour chaque

instance, le cott d’une aréte peut étre

donné explicitement,

égal a la distance euclidienne entre ses deux extrémités dont nous connaissons les
coordonnées,

égal a la distance (en kilométres) entre ses deux extrémités qui sont deux points
situés sur la Terre et dont nous connaissons les latitudes et les longitudes,

égal a une distance “pseudo-eucidienne” entre ses deux extrémités dont nous
connaissons les coordonnées.

Avant de donner les résultats expérimentaux obtenus, nous présentons les tableaux dans

lesquels nos résultats sont reportés. La premiére colonne de chaque tableau contient la

liste des problémes traités. Les autres colonnes sont

Vi:
CC:

NP:
NFP:

: la valeur de la solution optimale avant la phase de branchements,

Pas2:

le nombre de sommets de type de connexité égal & 1 (uniquement si r € {1,2}"),
la valeur de la solution optimale aprés ’ajout

- des contraintes de coupe (si 7(v) = 2 pour tout v € V),

- des contraintes de coupe et de partition de type 1 (si r € {1,2}V),
le nombre de contraintes de partition générées (uniquement si r € {1,2}V),

le nombre de contraintes de F-partition générées,

. le temps CPU en secondes avant la phase de branchements,
Copt:
Pasl:

la valeur de la solution optimale,

le pourcentage de ’erreur relative aprés I’ajout des contraintes de coupe et de
partition de type 1 (uniquement si 7 € {1,2}" pour ces derniéres), c’est-a-dire

Copt — CC

100
Copt e

le pourcentage de l'erreur relative avant la phase de branchements, c’est-a-dire

Copt — C

100
Copt i
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PB: la profondeur maximum de I'arbre exploré dans la phase de branchements,
SB: le nombre de sommets générés dans la phase de branchements,
TT: le temps CPU total en secondes.

Nous faisons remarquer que CC correspond a la valeur de la solution avant que nos
heuristiques de séparation des inégalités de partition de type 2 (si 7 € {1,2}V) et de
F-partition soient appliquées.

6.3.3 Le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe

Les graphes traités ont un nombre de sommets qui est inférieur a 500. Ces graphes
sont de taille assez moyenne, mais notre principal objectif est de montrer I'efficacité
des opérations de réduction de graphes et des contraintes de F-partition pour résoudre
a l'optimalité le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe.

Les résultats présentés dans les tableaux 6.1 et 6.2 représentent les performances de
notre algorithme de coupes et branchements lorsque les opérations de réduction sont
appliquées et les inégalités de F'-partition sont prises en compte.

Probléme | NC | CC NFP | C T Copt | Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
burmal4 2 3323 0 3323 0.01 | 3323 | 0.0 0.0 0 1 0.01
ulysses16 5 6859 0 6859 0.02 | 6859 | 0.0 0.0 0 1 0.02
grl7 9 2085 0 2085 0.02 | 2085 | 0.0 0.0 0 1 0.02
gr2l 0 2707 0 2707 0.01 | 2707 | 0.0 0.0 0 1 0.01
ulysses22 9 7013 0 7033 0.03 | 7013 | 0.0 0.0 0 1 0.02
gr24 5 1272 2 1272 0.03 | 1272 | 0.0 0.0 0 1 0.03
fri26 10 937 0 937 0.03 | 937 0.0 0.0 0 1 0.03
bayg29 11 1608 4 1610 0.07 | 1610 | 0.12 | 0.0 0 1 0.07
bays29 9 2013.50 | 20 2020 0.14 | 2020 | 0.32 | 0.0 0 1 0.14
dantzig4?2 19 697 2 698 0.12 | 699 0.29 | 0.14 1 3 0.16
swiss42 10 1272 1 1273 0.1 | 1273 | 0.08 | 0.0 0 1 0.1

att48 24 10604 1 10610.33 | 0.19 | 10628 | 0.23 | 0.17 |1 3 0.35
gra8 21 4959 36 5017 0.59 | 5031 | 143 | 028 |3 7 1.26
hk48 18 11444.50 | 3 11461 0.16 | 11461 | 0.14 | 0.0 0 1 0.16
eil51 22 422.50 62 426 2.15 | 426 0.82 | 0.0 0 1 2.82
berlin52 6 7542 0 7542 0.13 | 7542 | 0.0 0.0 0 1 0.13
brazil58 28 25354.50 | 4 25395 0.27 | 25395 | 0.0 0.0 0 1 0.27

TABLEAU 6.1
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Probléme | NC | CC NFP | C T Copt Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
st70 40 671 78 673 2.07 675 0.59 | 0.22 1 3 2.70
€il76 23 537 34 538 1.76 538 0.19 | 0.0 0 1 1.76
pr76 44 105120 156 106240.33 | 10.69 | 106492 | 1.29 | 0.24 | 5 17 | 14.97
rat99 43 1206 59 1209.50 2.93 1211 0.41 012 | 2 4 7.04
rd100 80 7899.33 | 15 7910 2.02 7910 0.13 | 0.0 0 1 2.02
kroA100 70 20936.50 | 111 21200.83 9.62 21261 | 1.53 | 028 |7 44 | 18.05
kroB100 66 21834 175 22005.88 31.59 | 22059 | 1.02 |0.24 |3 9 79.71
kroC100 84 20472.50 | 143 20695.07 18.03 | 20749 | 133 | 026 |4 15 | 40.08
kroD100 63 21141.50 | 182 21256.76 2545 | 21294 | 0.72 | 0.17 | 3 7 47.66
kroE100 41 21799.50 | 191 21913.25 13.53 | 21923 | 0.56 | 0.04 1 3 14.57
eil101 45 627.50 73 628 5.17 629 024 |016 |3 5 27.19
lin105 49 14370.50 | 7 14379 1.09 14379 | 0.06 | 0.0 0 1 1.09
prl07 86 44303 0 44303 1.22 44303 | 0.0 0.0 0 1 1.22
bier127 78 117431 245 118082.375 | 46.04 | 118282 | 0.72 | 0.17 | 5 21 | 162.08
kroA150 95 26299 77 26389 19.54 | 26524 | 0.85 | 0.51 11 182 | 548.29
kroB150 92 25732.50 | 48 25845.50 11.75 | 26060 | 1.26 | 0.82 10 161 | 206.70
uls9 59 41925 24 41995 4.65 42080 | 0.37 | 0.20 | 3 9 11.94
ts225 0 115605 64 117363 8.74 117363 | 1.50 | 0.0 0 1 8.74
a280 115 | 2566 182 2577.67 109.36 | 2579 0.50 | 0.05 1 3 155.15
pr264 90 49020.50 | 59 49124 2598 | 49135 | 0.23 | 0.02 1 3 32.71
pr299 150 | 47380 207 47693.75 125.78 | 47718 | 0.71 0.05 |2 5 142.68
fl417 258 | 11789.50 | 64 11805 126.13 | 11813 | 0.20 | 0.07 | 5 11 | 221.06

TABLEAU 6.2

Nous pouvons remarquer que sur les 39 instances traitées, les contraintes de coupe ont
été suffisantes pour obtenir la solution optimale pour seulement 8 d’entre elles. Pour les
31 autres instances, nous avons toujours pu détecter des inégalités de F'-partition vio-
lées par la solution courante, et cela en nombre parfois assez grand. Malgré cela, pour
certaines instances, les contraintes de F-partition associées aux contraintes de coupe
et aux contraintes triviales n’ont pas suffit pour résoudre le probléme du sous-graphe
2-aréte connexe a ’optimalité sans phase de branchements. Néanmoins, I’erreur relative
entre la borne inférieure donnée a la fin de l'algorithme de coupes et la solution opti-
male est relativement petite. En effet, a I’exception des instances kroA150 et kroB150,
elle n’excéde pas 0.3%. Par conséquent, nous obtenons des phases de branchements
dans lesquelles le nombre de noeuds évalués et la profondeur de 'arbre généré sont peu
élevés. Et ceci semble avoir pour conséquence de rendre la phase de branchements plus
rapide.

Par la suite, nous avons voulu mesurer l'efficacité de notre algorithme de coupes et
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branchements sans que les opérations de réduction de graphes soient appliquées. Les
résultats obtenus sont présentés dans le tableau 6.3.

Probléme | NC | CC NFP | C T Copt Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
burmal4 2 3323 0 3323 0.03 3323 0.0 0.0 0 1 0.03
ulysses16 5 6859 0 6859 0.02 6859 0.0 0.0 0 1 0.02
grl7 9 2085 0 2085 0.02 2085 0.0 0.0 0 1 0.02
gr2l 0 2707 0 2707 0.02 2707 0.0 0.0 0 1 0.02
ulysses22 14 7013 0 7013 0.04 7013 0.0 0.0 0 1 0.04
gr24 8 1272 2 1272 0.06 1272 0.0 0.0 0 1 0.06
fri26 23 937 0 937 0.06 937 0.0 0.0 0 1 0.06
bayg29 17 1608 2 1610 0.09 1610 0.12 | 0.0 0 1 0.09
bays29 8 2013.50 | 8 2020 0.15 2020 0.32 | 0.0 0 1 0.15
dantzigd2 | 47 697 2 698 0.33 699 0.29 | 0.14 1 3 0.41
swiss42 29 1272 1 1273 0.16 1273 0.08 | 0.0 0 1 0.16
att48 42 10604 1 10610.33 | 0.45 10628 | 0.23 | 0.17 |1 3 0.77
gra8 30 4959 18 5017 0.61 5031 143 | 0.28 |3 7 1.52
hk48 18 11444.50 | 3 11461 0.31 11461 | 0.14 | 0.0 0 1 0.31
eil51 14 422.50 44 426 1.53 426 0.82 | 0.0 0 1 2.21
berlin52 29 7542 0 7542 0.24 7542 0.0 0.0 0 1 0.24
brazil58 61 25354.50 | 2 25395 0.51 25395 | 0.16 | 0.0 0 1 0.51
st70 167 | 671 21 673 4.57 675 0.59 | 0.22 1 3 5.24
€il76 18 537 4 538 0.88 538 0.19 | 0.0 0 1 0.88
pr76 76 105120 94 106194.83 | 15.78 | 106492 | 1.29 | 0.28 | 5 19 | 20.53
rat99 116 | 1206 11 1209.50 6.09 1211 0.41 012 | 2 10.19
rd100 141 | 7899.33 | 6 7910 3.84 7910 0.13 | 0.0 0 1 3.84
kroA100 142 | 20936.50 | 73 21195.33 | 16.70 | 21261 | 1.53 | 0.31 8 61 | 47.81
kroB100 100 | 21834 61 21998.15 | 16.48 | 22059 | 1.02 | 028 |4 11 | 46.05
kroC100 172 | 20472.50 | 64 20692 14.02 | 20749 | 1.33 | 0.27 | 6 26 | 33.86
kroD100 172 | 21141.50 | 161 21266.67 | 50.94 | 21294 | 0.72 | 0.13 | 6 17 | 108.19
kroE100 97 21799.50 | 52 21911.75 | 11.23 | 21923 | 0.56 | 0.05 | 3 7 14.54
eil101 119 | 627.50 8 628 4.25 629 024 |(016 |4 15.44
lin105 150 | 14370.50 | 2 14379 4.15 14379 | 0.06 | 0.0 0 4.15
prlo7 110 | 44303 0 44303 3.31 44303 | 0.0 0.0 0 3.31
bier127 163 | 117431 34 118052.75 | 19.78 | 118282 | 0.72 | 0.19 | 8 29 | 120.76
kroA150 255 | 26299 33 26389 38.52 | 26524 | 0.85 | 0.51 13 167 | 518.06
kroB150 219 | 25732.50 | 20 25845.50 | 23.42 | 26060 | 1.26 | 0.82 11 201 | 395.14
ulb9 132 | 41925 9 41995 10.94 | 42080 | 0.37 | 0.20 1 3 106.59
ts225 0 115605 36 117363 12.94 | 117363 | 1.50 | 0.0 0 1 12.94
a280 456 | 2566 79 2577.67 332.49 | 2579 0.50 | 005 |3 6 418.62
pr264 176 | 49020.50 | 24 49124 47.62 | 49135 | 0.23 | 0.02 1 3 60.49
pr299 489 | 47380 101 47712.75 | 191.26 | 47718 | 0.71 0.01 1 3 220.02

TABLEAU 6.3
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Tout d’abord, nous pouvons noter que le temps total de calcul est plus élevé dans une
grande majorité des instances traitées (dans environ 75%). Pour les autres, il est sensi-
blement le méme. En effet, pour chaque instance, le nombre d’inégalités de F'-partition
générées est bien inférieur a celui reporté dans les tableaux 6.1 ou 6.2. Néanmoins, pour
chaque instance ot les contraintes de coupe sont insuffisantes pour résoudre le probléme
sans phase de branchements, nous avons toujours généré au minimum une inégalité de
F-partition. Ainsi, il semble que notre heuristique de séparation des inégalités de F-
partition soit moins efficace lorsque les opérations de réduction ne sont pas appliquées.
Et méme si I'erreur relative avant la phase de branchements est sensiblement identique
avec ou sans les opérations de réduction, le nombre de noeuds évalués est plus grand
sans celles-ci.

Dans les tableaux 6.4 et 6.5, nous avons reporté les résultats obtenus sans I'ajout des
inégalités de F-partition et sans I'application des opérations de réduction de graphes,
pour certaines instances déja traitées. Puisque les temps total d’exécution des tableaux
6.1 a 6.3 sont tous inférieurs & 600 secondes, nous avons imposé un temps total d’exé-
cution limité & 3 heures. Par ailleurs, il est clair que seules les instances ayant nécessité
I’ajout d’inégalités de F-partition nous ont intéressé.

Probléme | NC | CC T Copt Pasl | PB | SB TT
gr24 8 1272 0.5 | 1272 0.0 1 2 0.11
bayg29 17 1608 0.09 | 1610 0.12 1 3 0.12
bays29 3 2013.50 | 0.7 | 2020 0.32 1 3 0.17
dantzig4?2 47 697 0.29 | 699 0.29 1 3 0.37
swiss42 29 1272 0.16 | 1273 0.08 1 3 0.22
att48 42 10604 0.38 | 10628 | 0.23 | 4 11 0.89
gra8 21 4959 0.31 | 5031 1.43 10 111 4.15
hk48 18 11444.50 | 0.29 | 11461 | 0.14 1 3 0.46
eil51 3 422.50 0.21 | 426 082 |8 53 4.06
brazil58 61 25354.50 | 0.47 | 25395 | 0.16 1 3 0.68
st70 117 | 671 1.33 | 675 0.59 | 6 12 2.79
€il76 13 537 0.67 | 538 019 |5 11 2.70
pr76 62 105120 1.09 | 106492 | 1.28 16 863 74.02
rat99 113 | 1206 3.21 | 1211 0.41 10 31 11.02
rd100 140 | 7899.33 | 3.11 | 7910 013 | 4 11 6.00
kroA100 56 20936.50 | 1.53 | 21261 | 1.53 | 24 11221 | 1379.06
kroB100 7 21834 2.15 | 22059 | 1.02 14 213 46.16
kroC100 166 | 20472.50 | 4.22 | 20749 | 1.33 18 345 66.04
kroD100 115 | 21141.50 | 2.32 | 21294 | 0.72 10 90 17.31
kroE100 92 21799.50 | 1.81 | 21923 | 0.56 | 7 63 17.86

TABLEAU 6.4
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Probléme | NC | CC T Copt Pasl | PB | SB TT
eil101 118 | 627.50 2.93 | 629 024 |6 15 9.45
lin105 149 | 14370.50 | 3.78 | 14379 | 0.06 | 2 4 5.34
bier127 148 | 117431 4.73 | 118282 | 0.72 | 37 19716 | 10800.13

kroA150 215 | 26299 10.06 | 26524 | 1.11 23 2966 | 1571.02
kroB150 197 | 25732.50 | 9.19 | 26060 | 1.26 21 4149 | 2320.17

uls9 132 | 41925 6.50 | 42080 | 0.37 14 283 170.49
t5225 0 115605 7.13 | 117363 | 1.50 24 5894 | 10800.15
a280 277 | 2566 61.54 | 2579 0.50 | 35 6176 | 10800.11
pr264 170 | 49020.50 | 22.97 | 49135 | 0.23 18 170 204.60
pr299 328 | 47380 42.72 | 47730 | 0.71 23 3043 | 10801.23

TABLEAU 6.5

A la lumiére de ces résultats, nous pouvons remarquer la grande différence dans le
temps total d’exécution des trois tableaux précédents et ceux des tableaux 6.4 et 6.5.
De plus, nous notons que pour 4 instances (bier127, ts225, a280, pr299), le temps limite
d’exécution a été atteint sans que la phase de branchements se soit achevée. Pour trois
de ces instances, la meilleure solution trouvée correspond a une solution optimale, alors
que pour linstance pr299, nous n’avons qu’une solution approchée (47730 au lieu de
47718). L’instance ts225 est une des plus significatives. Avec les opérations de réduc-
tion et les inégalités de F-partition, nous avons obtenu la solution optimale en 8.74
secondes. Lorsque les opérations de réduction ne sont plus appliquées, il nous a fallu
12.94 secondes pour obtenir la solution optimale. Par contre, dans le tableau 6.5, nous
avons atteint le temps limite, c’est-a-dire 3 heures, sans que la phase de branchements
soit terminée. Nous avons donc considéré la meilleure solution trouvée (en 3 heures), qui
est, pour cette instance, également la solution optimale. Une des explications qui peut
étre avancée est que ’erreur relative avant la phase de branchements est beaucoup plus
élevée. Ainsi, nous avons une explosion de I’arbre généré dans la phase de branchements.

L’analyse que nous venons de réaliser montre trés clairement 'importance des inéga-
lités de F-partition dans l'efficacité de notre algorithme de coupes et branchements.
Par ailleurs, nos opérations de réduction de graphes sont trés importantes pour notre
heuristique de séparation des contraintes de F-partition, et donc plus généralement
pour notre algorithme de coupes et branchements. Par conséquent, I'efficacité de notre
algorithme dépend a la fois de nos opérations de réduction et de 'ajout des contraintes
de F-partition.

Par ailleurs, nous faisons remarquer que, sur les 39 instances traitées, les solutions
obtenues pour le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe le sont également pour
le probléme du voyageur de commerce pour 30 d’entre elles, soit un pourcentage de
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76.92%. Il semble donc que les inégalités de F-partition peuvent aussi jouer un role
important dans une telle approche pour le probléme du voyageur de commerce.

6.3.4 Types de sommets en 1 et 2

Notre algorithme de coupes et branchements a été expérimenté sur des instances ayant
moins de 101 sommets lorsque les types de sommets sont en 1 et 2. De plus, nous
avons limité le temps d’exécution & 3 heures. Notre objectif principal étant de tester
Iefficacité de nos procédures de réduction et de séparation. Pour ce qui est de la valeur
de la solution (CC) avant ’appel de nos heuristiques de séparation des inégalités de
partition de type 2 et de F-partition, nous ne I’avons pas indiquée dans les prochains
tableaux, afin de ne pas surcharger ces derniers. Par contre, nous avons bien mentionné
I’erreur relative Pasl avant I'application de ces heuristiques. Dans les tableaux 6.6, 6.7
et 6.8, nous avons reporté les résultats obtenus lorsque les opérations de réduction de
graphes sont appliquées.

Probléme | V; | NC | NP | NFP | C T Copt | Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
burmal4 5 24 64 0 3069 0.23 | 3069 | 7.35 | 0.0 0 1 0.23
burmal4 6 21 17 0 2836 0.15 | 2836 | 853 | 0.0 0 1 0.15
burmal4 6 11 45 0 3070 0.11 | 3070 | 4.88 | 0.0 0 1 0.11
burmal4 11 | 39 25 0 3232.67 | 0.47 | 3281 | 9.28 147 |1 3 0.63
ulysses16 5 12 64 0 6828 0.29 | 6828 | 4.36 | 0.0 0 1 0.29
ulysses16 7 29 27 0 6839.50 | 0.30 | 6858 | 6.38 | 0.27 |1 3 0.39
ulysses16 8 23 45 0 5739 0.53 | 5739 | 7.24 | 0.0 0 1 0.53
ulysses16 12 | 33 65 0 5499 0.64 | 5499 | 11.35 | 0.0 0 1 0.64
grl7 5 20 26 0 1836 0.17 | 1836 | 2.78 | 0.0 0 1 0.17
grl7 7 37 110 | O 1889.25 | 0.75 | 1935 | 7.83 | 2.36 1 3 1.12
grl7 9 28 60 0 2049 0.31 | 2049 | 7.81 | 0.0 0 1 0.31
grl7 13 | 45 39 0 1957 1.00 | 1957 | 12.98 | 0.0 0 1 1.00
gr2l 9 37 39 0 2516 0.34 | 2516 | 5.63 | 0.0 0 1 0.34
gr2l 9 29 20 0 2618 0.19 | 2618 | 5.23 | 0.0 0 1 0.19
gr21 11 | 43 70 0 2586 0.53 | 2586 | 7.21 | 0.0 0 1 0.53
gr21 13 | 45 44 0 2541 0.85 | 2561 | 11.17 | 0.78 1 3 1.31
ulysses22 9 40 43 0 6898 0.52 | 6898 | 241 | 0.0 0 1 0.52
ulysses22 9 29 102 | O 7012 1.12 | 7012 | 5.57 | 0.0 0 1 1.12
ulysses22 11 | 39 133 | 0 5886 2.05 | 5886 | 5.66 | 0.0 0 1 2.05
ulysses22 13 | 48 75 0 5779 1.88 | 5779 | 9.08 | 0.0 0 1 1.88

TABLEAU 6.6
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Probléme | V; | NC | NP | NFP | C T Copt | Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
gr24 10 | 43 94 2 1265 1.03 1265 | 7.11 | 0.0 0 1 1.03
gr24 11 | 45 79 0 1225 0.61 1225 | 9.02 | 0.0 0 1 0.61
gr24 12 | 63 82 0 1168 1.78 1168 | 8.45 | 0.0 0 1 1.78
gr24 15 | 68 135 |0 1161 5.62 1161 | 13.33 | 0.0 0 1 5.62
fri26 11 | 44 61 0 896.50 1.52 898 8.00 | 0.17 |1 3 1.60
fri26 11 | 69 198 | 0O 906.83 5.88 908 942 | 013 |3 8 6.74
fri26 13 | 66 177 | 0 880 6.42 880 12.05 | 0.0 0 1 6.42
fri26 15 | 79 166 | O 872 7.84 872 11.84 | 0.0 0 1 7.84
bayg29 12 | 61 149 |0 1534 2.35 1534 | 10.66 | 0.0 0 1 2.35
bayg29 12 |71 84 0 1543 2.23 1543 | 8.14 | 0.0 0 1 2.23
bayg29 14 | 78 104 | O 1545 2.43 1545 | 10.51 | 0.0 0 1 2.43
bayg29 18 | 99 67 0 1452 2.67 1452 | 13.71 | 0.0 0 1 2.67
bays29 12 | 66 43 0 1859 0.60 1859 | 7.58 | 0.0 0 1 0.60
bays29 12 | 63 67 0 1885 1.16 1885 | 6.24 | 0.0 0 1 1.16
bays29 14 | 97 86 0 1900 1.63 1900 | 7.61 | 0.0 0 1 1.63
bays29 18 | 77 44 0 1753 2.93 1753 | 11.41 | 0.0 0 1 2.93
dantzig42 19 | 137 | 287 | 2 687 20.48 | 687 10.72 | 0.0 0 1 20.51
dantzig42 19 | 112 | 240 | O 682 11.36 | 682 7.60 | 0.0 0 1 11.36
dantzig42 21 | 122 | 151 | O 686 20.42 | 686 9.13 | 0.0 0 1 20.42
dantzig42 25 | 103 | 128 | O 649.50 13.76 | 650 10.63 | 0.08 | O 1 13.80
swiss42 19 | 117 | 104 | O 1217 10.12 | 1217 | 9.87 | 0.0 0 1 10.12
swiss42 19 | 98 314 |0 1256 67.24 | 1256 | 10.24 | 0.0 0 1 67.24
swiss42 21 | 128 | 328 | O 1204 25.06 | 1206 | 10.56 | 0.16 1 3 25.47
swiss42 25 | 130 | 284 | O 1244 27.80 | 1244 | 12.80 | 0.0 0 1 27.80
att48 20 | 144 | 234 |0 10273 26.75 | 10273 | 11.53 | 0.0 0 1 26.75
att48 21 | 140 | 389 | O 10292.5 | 54.9 10299 | 8.93 | 0.06 1 3 58.40
att48 25 | 120 | 339 |4 10214 35.54 | 10259 | 12.01 | 0.44 | 4 13 | 202.68
att48 30 | 172 | 319 | O 10136 64.81 | 10136 | 13.20 | 0.0 0 1 64.81
grd8 20 | 145 | 281 | 2 4842.50 | 65.61 | 4860 | 10.04 | 0.36 | 3 7 755.06
grd8 21 | 118 | 421 |5 4819.75 | 9493 | 4863 | 9.12 | 089 | 5 23 | 361.41
gra8 25 | 156 | 471 | O 4726.08 | 73.82 | 4789 | 11.16 | 1.31 | 8 101 | 340.10
gra8 30 | 210 | 415 |0 4495 73.03 | 4523 | 11.86 | 0.62 | 2 7 184.52
hk48 20 | 150 | 154 | O 11266 13.40 | 11266 | 8.41 | 0.0 0 1 13.40
hk48 21 | 130 | 247 | O 11014 13.56 | 11014 | 10.12 | 0.0 0 1 13.56
hk48 25 | 131 | 219 | 2 11169.33 | 32.80 | 11181 | 11.46 | 0.10 | 3 9 33.83
hk48 30 | 156 | 804 | O 11215 100.79 | 11215 | 12.99 | 0.0 0 1 100.79
eil51 21 | 171 | 1143 | 14 411.75 336.57 | 413 11.51 | 0.30 | 2 4 345.17
eil51 23 | 166 | 1933 | 15 411.27 211.75 | 413 11.81 | 042 | 5 14 | 812.46
eil51 27 | 175 | 669 | 3 410 103.40 | 410 13.93 | 0.0 6 10 | 137.90
eil51 31 | 280 | 1112 | 2 406.08 302.88 | 407 13.76 | 0.23 | 4 14 | 389.44

TABLEAU 6.7
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Probléme | V; | NC | NP | NFP | C T Copt | Pasl | Pas2 | PB | SB TT
berlin52 22 1198 | 243 | 0 7326 23.58 7326 | 7.88 | 0.0 0 1 23.58
berlin52 24 | 156 | 1099 | O 7535 178.83 | 7535 | 8.85 | 0.0 0 1 178.83
berlin52 28 | 151 | 298 |0 7434 114.98 | 7435 | 11.20 | 0.01 1 3 115.22
berlin52 32 | 192 | 280 | O 6963 48.76 6963 | 12.67 | 0.0 0 1 48.76
brazil58 25 | 172 | 144 | 0 24524 28.29 24524 | 4.34 | 0.0 0 1 28.29
brazil58 26 | 166 | 480 | 2 23370 188.75 | 23371 | 6.20 | 0.004 | 1 3 245.60
brazil58 32 | 200 | 437 |0 24695 649.22 | 24699 | 5.92 | 0.02 1 3 649.95
brazil58 35 | 166 | 266 | O 23501 76.60 23501 | 6.36 | 0.0 0 1 76.60
st70 29 [ 169 | 380 |5 642.5 112.76 | 647 892 | 070 |6 25 380.16
st70 30 | 216 | 1719 | 2 656.375 414.42 | 662 9.85 | 0.85 10 119 | 2329.06
st70 39 | 239 | 1252 | 12 625 519.90 | 626 10.79 | 0.16 1 3 522.32
st70 40 | 247 | 681 | O 633 357.45 | 633 11.44 | 0.0 0 1 357.45
pr76 32 | 211 | 2441 | 13 98620.25 | 464.16 | 98782 | 7.25 | 0.16 | 3 13 784.30
pr76 34 1193 | 479 |5 97580.27 | 108.62 | 98448 | 8.34 | 0.88 13 666 | 4305.33
pr76 44 1294 | 930 |1 98782 234.77 | 99680 | 9.29 | 0.90 17 1129 | 6134.49
rat99 43 1309 | 1969 | 7 1192.83 5829.76 | 1195 | 11.42 | 0.18 | 5 15 6405.18
rat99 45 | 355 | 1513 | 2 1192 2074.16 | 1193 | 11.49 | 0.08 | 5 10 2214.96
rat99 55 | 390 | 1433 | 0 1164 2183.86 | 1164 | 12.12 | 0.0 0 1 2183.86
rd100 43 | 325 | 981 | 3 7641 1079.21 | 7645 | 8.98 | 0.05 1 1089.64
kroA100 46 | 336 | 1552 | 7 20425.125 | 575.94 | 20539 | 9.08 | 0.55 11 93 3034.27
eil101 46 | 486 | 8396 | 2 598 8518.94 | 598 12.90 | 0.0 0 1 8525.02

TABLEAU 6.8

La premiére remarque que nous pouvons réaliser est que l'erreur relative entre la va-
leur de la solution obtenue apres ’ajout des contraintes de coupe et de partition de
type 1 et la valeur de la solution optimale est élevée. Par ailleurs, il semble que celle-ci
soit d’autant plus élevée que le nombre de sommets ayant un type de connexité égal
a 1 est important. Par contre, aprés ’application de nos heuristiques de séparation
des inégalités de partition de type 2 et des inégalités de F'-partition, ’erreur relative
entre la valeur de la solution avant la phase de branchements et la valeur de la solution
optimale devient assez faible, moins de 3% a ’exception de 3 instances. Ceci permet
d’obtenir des phases de branchements plus rapide, et surtout un nombre trés restreint
de noeuds a évaluer dans celles-ci. De plus, pour de nombreuses instances, ’algorithme
de coupes nous a permis de résoudre a I’optimalité le probléme sans aucun branchement.

Dans notre algorithme, un nombre trés important de contraintes de partition est ajouté
pour chaque instance. Généralement, parmi les contraintes de partition détectées, nous
avons au minimum 75% d’inégalités de partition de type 2, donc générées par nos
heuristiques, et ce pourcentage tend a augmenter quand le nombre de sommets croit
(voir tableau 6.9). Pour les plus grandes instances sur lesquelles nous avons expérimenté
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notre algorithme, nous présentons les différents types d’inégalités de partition générées.
Ainsi, dans le prochain tableau, NP1 représente le nombre d’inégalités de partition de
type 1 générées par I’algorithme 6.3 tandis que NP2; (resp. NP2,) représente le nombre
d’inégalités de partition de type 2 générées par ’algorithme 6.4 (resp. I’algorithme 6.5).

Probléme | NP1 | NP2; | NP2,
st70 16 53 311
st70 32 72 1615
st70 72 102 1078
st70 65 99 517
pr76 30 45 2366
pr76 22 50 407
pr76 57 50 823
rat99 55 101 1813
rat99 36 109 1368
rat99 70 163 1198
rd100 44 64 873
kroA100 46 49 1457
eil101 84 258 8054

TABLEAU 6.9

Pour ce qui est des contraintes de F-partition, elles apparaissent dans une faible pro-
portion dans notre algorithme de coupes. Ceci ne prouve pas forcément qu’elles ne sont
pas utiles pour ce probléme, mais simplement que notre heuristique de séparation n’est
peut étre pas trés efficace.

Nous avons, par la suite, appliqué notre algorithme sur les mémes instances (celles
ayant moins de 70 sommets) sans nos procédures de réduction de graphes. Nous avons
alors obtenu les résultats présentés dans les tableaux 6.10, 6.11 et 6.12.

Probléme | V; | NC | NP | NFP | C T Copt | Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
burmal4 5 20 17 0 3069 0.34 | 3069 | 7.35 | 0.0 0 0.34
burmal4 6 22 12 0 2836 0.21 | 2836 | 853 | 0.0 0 0.21
burmal4 6 9 11 0 3070 0.23 | 3070 | 4.89 | 0.0 0 0.23
burmal4 11 | 34 17 0 3237.67 | 0.59 | 3281 | 9.28 1.32 | 4 1.33
ulysses16 5 15 20 1 6724.50 | 0.50 | 6828 | 4.36 152 |5 29 | 3.78
ulysses16 7 31 22 0 6718 0.57 | 6858 | 6.19 | 2.04 |3 11 | 1.53
ulysses16 8 23 21 0 5611.50 | 0.72 | 5739 | 7.65 | 2.22 1 3 1.10
ulysses16 12 | 24 12 0 5183.75 | 0.50 | 5499 | 13.74 | 5.73 | 6 39 | 2.58

TABLEAU 6.10
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Probléme | V; | NC | NP | NFP | C T Copt | Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
grl7 5 20 16 0 1836 0.18 1836 | 2.75 | 0.0 0 1 0.18
grl7 7 46 17 0 1920.50 | 0.62 1935 | 7.83 | 0.75 1 3 1.43
grl7 9 29 16 0 2003 0.0.63 | 2049 | 7.81 224 |2 5 3.00
grl7 13 | 40 42 0 1917.67 | 3.54 1957 | 12.01 | 2.01 1 3 3.79
gr2l 9 43 26 0 2516 1.94 2516 | 5.63 | 0.0 0 1 1.94
gr2l 9 32 15 0 2618 0.32 2618 | 5.23 | 0.0 0 1 0.32
gr2l 11 | 43 18 0 2586 0.79 2586 | 7.21 0.0 0 1 0.79
gr2l 13 | 45 42 0 2561 4.67 2561 | 11.17 | 0.0 0 1 4.67
ulysses22 9 32 20 0 6858 1.37 6898 | 2.62 | 058 |0 1 3.13
ulysses22 9 28 33 0 6907.00 | 5.33 7012 | 5.93 1.50 1 3 5.36
ulysses22 11 | 33 43 0 5814.50 | 5.68 5886 | 5.81 1.21 1 3 6.59
ulysses22 13 | 59 47 0 5779 5.83 5779 | 9.08 | 0.0 0 1 5.83
gr24 10 | 43 27 0 1263 4.10 1265 | 7.06 | 0.16 1 3 4.84
gr24 11 | 34 24 0 1225 2.02 1225 | 9.02 | 0.0 0 1 2.02
gr24 12 | 75 26 0 1168 1.49 1168 | 845 | 0.0 0 1 1.49
gr24 15 | 51 74 0 1161 13.32 | 1161 | 13.08 | 0.0 0 1 13.32
fri26 11 | 55 37 0 896 4.94 898 8.30 | 0.22 1 3 6.25
fri26 11 | 59 60 1 907 16.68 | 908 10.19 | 0.11 1 3 17.61
fri26 13 | 55 49 0 880 11.55 | 880 11.82 | 0.0 0 1 11.55
fri26 15 | 75 79 0 869 22 872 1169 | 0.34 | O 1 22.63
bayg29 12 | 83 35 0 1525 4.49 1534 | 10.66 | 0.59 | 2 7 7.81
bayg29 12 | 119 | 39 0 1543 3.41 1543 | 8.14 | 0.0 0 1 3.41
bayg29 14 | 107 | 43 0 1545 6.35 1545 | 10.51 | 0.0 0 1 6.35
bayg29 18 | 87 39 0 1452 7.11 1452 | 13.14 | 0.0 0 1 7.11
bays29 12 | 71 23 0 1859 0.80 1859 | 7.56 | 0.0 0 1 0.80
bays29 12 1 99 30 0 1883.50 | 2.85 1885 | 6.24 | 0.08 1 3 7.06
bays29 14 | 69 33 0 1900 2.74 1900 | 7.61 0.0 0 1 2.74
bays29 18 | 85 69 0 1753 25.42 | 1753 | 11.22 | 0.0 0 1 25.42
dantzig4?2 19 | 128 | 89 2 687 129.09 | 687 10.82 | 0.0 0 1 129.12
dantzig4?2 19 | 109 | 55 0 680.75 | 75.57 | 682 792 | 0.18 1 3 194.73
dantzig4?2 21 | 139 | &4 0 686 136.18 | 686 8.82 | 0.0 0 1 136.18
dantzig4?2 25 | 125 | 96 0 649.50 | 80.35 | 650 10.64 | 0.08 | O 1 80.39
swiss42 19 | 122 | 58 0 1217 20.53 | 1217 | 10.15 | 0.0 0 1 20.53
swiss42 19 | 101 | 99 0 1256 134.84 | 1256 | 10.21 | 0.0 0 1 134.84
swiss42 21 | 137 | 76 0 1204 34.76 | 1206 | 1049 | 0.17 |1 3 39.05
swiss42 25 | 151 | 100 | O 1244 68.89 | 1244 | 12.79 | 0.0 0 1 68.89
att48 20 | 159 | 90 0 10273 89.14 | 10273 | 11.87 | 0.0 0 1 89.14
att48 21 [ 172 | 136 | O 10292.5 | 496.96 | 10299 | 9.01 0.06 1 3 497.96
att48 25 | 121 | 97 0 10213 171.80 | 10259 | 12.01 | 0.45 | 6 21 | 471.18
att48 30 [ 191 | 115 | O 10136 122.94 | 10136 | 13.33 | 0.0 0 1 122.94

TABLEAU 6.11
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Probléme | V; | NC | NP | NFP | C T Copt | Pasl | Pas2 | PB | SB | TT
grd8 20 | 169 | 204 | O 4842.50 | 1067.91 | 4860 | 10.04 | 0.36 | 6 19 | 1359.66
grd8 21 | 127 | 126 | O 4815.17 | 448.63 | 4863 | 9.08 | 098 | 7 50 | 1124.41
grd8 25 | 170 | 116 | O 4726.08 | 218.36 | 4789 | 11.07 | 1.31 10 91 | 1039.03
grd8 30 | 214 | 129 | O 4495 185.46 | 4523 | 11.90 | 0.62 | 2 7 566.47
hk48 20 | 189 | 78 0 11266 31.46 11266 | 8.41 0.0 0 1 31.46
hk48 21 | 205 | 87 0 11014 81.08 11014 | 10.13 | 0.0 0 1 81.08
hk48 25 | 171 | 116 | 1 11169.33 | 107.47 | 11181 | 11.22 | 0.10 | 2 5 128.82
hk48 30 | 147 | 128 | 0 11215 296.40 | 11215 | 12.82 | 0.0 0 1 296.40
eil51 21 | 168 | 145 | 3 411.17 576.85 | 413 11.44 | 044 | 3 8 1159.18
eil5l 23 | 186 | 197 | 2 411.25 827.30 | 413 11.80 | 0.42 | 5 21 | 2481.96
eil51 27 | 167 | 181 | O 410 298.31 | 410 13.92 | 0.0 4 8 1108.78
eil51 31 | 248 | 235 |0 405.70 670.72 | 407 13.25 | 0.32 | 5 16 | 1190.06
berlin52 22 | 265 | 90 0 7326 68.41 7326 | 7.88 | 0.0 0 1 68.41
berlin52 24 1155 | 113 | O 7535 248.70 | 7535 | 8.85 | 0.0 0 1 248.70
berlin52 28 | 170 | 128 | O 7434 483.63 | 7435 | 10.45 | 0.01 1 3 494.12
berlin52 32 185 | 111 | O 6963 216.03 | 6963 | 12.85 | 0.0 0 1 216.03
brazil58 25 | 169 | 78 0 24524 166.18 | 24524 | 4.34 | 0.0 0 1 166.18
brazil58 26 | 168 | 193 | 1 23370 2133.14 | 23371 | 6.20 | 0.004 | 1 3 2133.26
brazil58 32 1253 | 276 | O 24695 2824.44 | 24699 | 5.88 | 0.02 1 3 2870.60
brazil58 35 | 191 | 98 0 23501 155.67 | 23501 | 6.30 | 0.0 0 1 155.67
st70 29 1231 | 119 | O 641.5 342,44 | 647 8.92 | 0.85 7 29 | 2709.77
st70 30 [ 221 | 204 | O 656.375 | 2376.54 | 662 987 |08 |9 126 | 10835.68
st70 39 249 | 261 | 2 625 2476.36 | 626 10.62 | 0.16 | O 1 2476.86
st70 40 | 258 | 197 | O 633 574.48 | 633 11.60 | 0.0 0 1 574.48

TABLEAU 6.12

Nous pouvons remarquer un temps total d’exécution trés grand par rapport a ceux pré-
sentés dans les tableaux 6.6, 6.7 et 6.8. Nous notons également un plus grand nombre de
noeuds évalués dans la phase de branchements pour certaines instances. Cette grande
différence dans le temps d’exécution pour une méme instance peut étre expliquée par
le fait que nos opérations de réduction de graphes réduisent de maniére significative la
taille des graphes sur lesquels nos procédures de séparation sont appliquées. De plus,
les nombres de contraintes de partition ajoutées sont trés inférieurs a ceux des tableaux
6.6, 6.7 et 6.8. Ceci a pour conséquence principale d’obtenir, dans de nombreux cas,
une erreur relative entre la valeur de la solution avant la phase de branchements et la
valeur de la solution optimale non nulle, alors qu’elle I'était dans les tableaux 6.6, 6.7
et 6.8. Par ailleurs, nous pouvons effectuer une remarque similaire a celle effectuée pour
le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe concernant les inégalités de F'-partition.
Notre heuristique de séparation de ces derniéres semble beaucoup moins efficace lorsque
les opérations de réduction ne sont pas appliquées.
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Ainsi, 'ajout des contraintes de partition de type 2 et des contraintes de F-partition
sont essentielles pour une bonne efficacité de notre algorithme de coupes et branche-
ments. Et les opérations de réduction de graphes jouent un role trés important car elles
permettent de réduire considérablement le temps total d’exécution.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme de coupes et branchements pour
résoudre le probléme ESNDP lorsque les types de connexité sont tous égaux a 2 ou alors
en 1 et 2. Nous avons ainsi étendu les inégalités dites de F'-partition, et les opérations
de réduction de graphes, déja établies pour le cas ou les types de sommets sont tous
égaux a 2, au cas ot ils sont en 1 et 2. Puis, nous avons décrit nos procédures de sé-
paration des inégalités de coupe, de partition et de F-partition. Nous avons alors testé
la performance de notre algorithme sur des instances de moins de 500 sommets pour
des types de connexité tous égaux a 2, et des instances de moins de 101 sommets pour
des types de connexité en 1 et 2. Nous avons pu résoudre a l'optimalité le probléme
ESNDP pour toutes ces instances.

Lorsque 7(v) = 2 pour tout v € V, nous avons pu mesurer le role décisif que jouent
les inégalités de F-partition pour déterminer la solution optimale. En effet, elles per-
mettent de réduire, de maniére trés significative, 'erreur relative avant la phase de
branchements, et ainsi de diminuer la taille de ’arbre généré dans la phase de bran-
chements. Par ailleurs, nous avons également vu que 'efficacité de notre heuristique de
séparation des inégalités de F-partition est liée a I’application ou non de nos opérations
de réduction de graphes.

Lorsque les types de sommets sont en 1 et 2, nous avons ajouté pour chaque instance
des inégalités de partition en trés grand nombre. En fait, ce sont essentiellement des
inégalités de partition de type 2, détectées par nos heuristiques, qui sont ajoutées. Ceci
prouve que notre heuristique de séparation de ces contraintes est efficace. Par contre,
cette efficacité (et plus généralement celle de notre algorithme de coupes et branche-
ments) dépend énormément de I’application des opérations de réduction. De plus, a la
différence du probléme du sous-graphe 2-aréte connexe, le nombre de contraintes de
F-partition ajoutées est assez limité, que les opérations de réduction soient appliquées
ou non.
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Conclusion

Le travail réalisé dans cette thése traite du probléme de conception de réseaux fiables.
Nous avons considéré une approche polyédrale pour ce probléme. Plus particuliérement,
nous nous sommes intéressés au cas ou la fiabilité est mesurée en nombre de chemins
aréte-disjoints entre deux sommets. Par ailleurs, a chaque sommet est associé un type
de connexité qui représente son importance dans le réseau final.

Dans un premier temps, nous avons donné une caractérisation linéaire du polytope
des sous-graphes aréte-fiables ESNDP(G, ) dans la classe des graphes série-paralléles,
lorsque les sommets ont tous un type de connexité pair.

Par la suite, nous avons étudié le probleme de séparation des inégalités de partition.
Ainsi, nous avons montré que ce probléme est polynomial si les types de connexité sont
en 1 et 2. En ramenant ce probléme a la minimisation d’une fonction sous-modulaire,
nous avons également donné un algorithme combinatoire pour le résoudre. Nous avons
ensuite complétement caractérisé le polytope ESNDP(G, r) dans la classe des graphes
série-paralléles lorsque les types de connexité sont en 1 et 2. Puis, par I'introduction
des contraintes de SP-partition, nous avons pu étendre cette caractérisation a des types
de connexité en k et k4 1, ot k est un entier impair.

Ensuite, nous avons porté une attention particuliére au probléme du sous-graphe Stei-
ner connexe qui est étroitement lié au probléme ESNDP lorsque les types de connexité
sont en 0 et 1. Nous avons introduit une nouvelle classe d’inégalités valides pour le
polytope des sous-graphes Steiner connexes. Vue la relation étroite qui existe entre
le probléme du sous-graphe Steiner connexe et le probléme de ’arbre Steiner, ces in-
égalités sont également valides pour le dominant du polytope des arbres Steiner. Des
procédures de construction de facettes du polytope des sous-graphes Steiner connexes,
ainsi que du dominant du polytope des arbres Steiner, ont été données. Elles nous ont
permis, d’une part, d’infirmer une conjecture de Chopra et Rao, et d’autre part, de don-
ner une caractérisation compléte du polytope des sous-graphes Steiner connexes dans
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deux classes particuliéres de graphes série-paralléles. Finalement, nous avons donné une
description compléte du dominant du polytope des arbres Steiner dans ces deux classes.

La derniére partie de ce travail a porté sur une étude expérimentale pour le probléme
ESNDP lorsque les types de connexité sont tous égaux a 2, ou alors en 1 et 2. Nous
avons développé un algorithme de coupes et branchements. Dans un premier temps,
nous avons montré que les inégalités de F-partition jouent un role essentiel pour le
probléme du sous-graphe 2-aréte connexe. Puis, nous avons montré 1'utilité de nos
heuristiques de séparation des inégalités de partition de type 2 lorsque les types de
connexité sont en 1 et 2. Pour ces deux problémes, nous avons pu mesurer 'efficacité
des procédures de réduction de graphes.

Avant de présenter quelques perspectives de recherche qu’offrent ’ensemble de ce tra-
vail, nous présentons trois tableaux récapitulatifs des principaux résultats connus (ca-
ractérisation de ESNDP(G, r), complexité du probléme de séparation des inégalités
valides et complexité du probléme) pour le probléme ESNDP. Les résultats reportés en
gras sont ceux obtenus au cours de cette thése.

Description compléte de ESNDP(G, r) ‘ graphe ‘ types de sommets
contraintes de coupe et de partition Steiner | général r(v)=1,Vv
contraintes de coupe et de F-partition de Halin r(v) =2,V
contraintes de coupe série-paralléle re{0,k}V,

k pair
contraintes de coupe série-paralléle r(v) pair, Vv
contraintes de coupe et de SP-partition série-paralléle r(v) =k, Vv,

k impair
contraintes de coupe et de partition série-paralléle re{1,2}V
contraintes de coupe et de SP-partition | série-paralléle re{kk+1}VY,

k > 1 impair
? série-paralléle ref{kk+1}Y,

k pair
contraintes de coupe et de partition série-paralléle re{0,1}V
Steiner généralisée vérifiant la propriéte P
contraintes de coupe, de partition de la classe W re{0,1}V
Steiner généralisée et de trou-impair
? série-paralléle re{0,1}V
? série-paralléle re ZK

Caractérisation de ESNDP(G, r).
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contraintes ‘ forme complexité ‘ types de sommets
coupe z(6(W)) > con(W) p re Y
partition z(0(Vi,..., V) >p—1, NP-difficile | r € ZY
NP-difficile | r € {0,1}V
P r(v)=1,Vv
partition (6(Vi,..., V) >[5 3 con(Vi)] + 11| | NP-difficile | r € ZZY
i€la
partition x(6(Vi,....Vp) >p NP-difficile | r € 7Y
P re{1,2}V
SP-partition z(6(V1, ..., V) > i [£1pi ? re Y
=1
(graphe série-paralléle)
SP-partition 2(6(Vi,. ., V) = S dp — 1 ? re !
=1
(graphe série-paralléle)
SP-partition e(6(Vi, ..., V) > [E]p—1 P r(v) =k, Vu,
(graphe série-paralléle) k impair
P re{kk+1}VY,
k > 1, impair
SP-partition 2(6(Vh,...,V,) = [£]p P re{kk+1}V,
(graphe série-paralléle) k > 1, impair
partition Steiner z(6(Vi,..., V) >p—d—1 NP-difficile | r € {0,1}V
généralisée
71
F-partition z(A) > J(p2j + paj—1) — LWJ ? re 7Y
j=1
F-partition x(6(Vi,....,V,) >p—t ? r(v)=2,Vv
P r(v) =2,V v, et
F fixé
F-partition z(0(Va,...,V,) > qp—t ? r(v) =k, Vo
k pair
P r(v) =k, Vo,

k pair et F' fixé

Complexité du probléme de séparation des contraintes valides.
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‘ types de sommets graphes généraux | graphes série-paralléles
re %Y NP-difficile ?
r(v)=1,Vv p p
r(s)=1
r(t) =1 p p
r(v) =0V v#s,t
re{0,1}V NP-difficile P
r(v) =k, Vv NP-difficile P
r e {0,k}V, k pair NP-difficile P
r(v) pair, V v NP-difficile P
re {12}V NP-difficile P
r e {k,k+1}V, k> 1 impair NP-difficile P
re{k,k+1}V, k> 1 pair NP-difficile ?

Complexité avec des cotits positifs.

L’ensemble de ce travail ouvre des perspectives trés intéressantes aussi bien d'un point
de vue polyédral qu’algorithmique.

Tout d’abord, sur le plan polyédral, il serait trés intéressant d’étendre les caractéri-
sations du polytope ESNDP(G,r) a des classes de graphes plus générales que celle des
graphes série-paralléles. Par ailleurs, pour le probléme du sous-graphe Steiner connexe,
une question trés intéressante serait de donner des conditions nécessaires et/ou suffi-
santes pour que les inégalités de partition Steiner généralisée définissent des facettes
du polytope des sous-graphes Steiner connexes. Egalement, une question qui mérite
d’étre étudiée est la caractérisation des graphes pour lesquels ce polytope est complé-
tement donné par les contraintes triviales et les contraintes de partition Steiner. La
finalité de tout ce travail serait de complétement caractériser le polytope ESNDP(G, )
pour des classes de graphes lorsque les types de connexité sont en 0, 1 et 2. Par
ailleurs, il serait intéressant d’étudier I'importance des inégalités de Prodon pour le
probléme 3.1 lorsque r € {0,1,2}". Plus précisément, ces contraintes, associées aux
contraintes de non-négativité, sont-elles suffisantes pour décrire complétement le do-
minant de ESNDP(G, 7) quand r € {0,1,2}" et G est série-paralléle?

Sur le plan algorithmique, de nombreuses questions se posent. En effet, puisque le
probléme de séparation des inégalités de partition de type 2 est polynomial, il serait
trés intéressant de développer des algorithmes polynomiaux de séparation pour ces
contraintes. Une deuxiéme question consiste a trouver une heuristique pour séparer les
contraintes de partition Steiner généralisée. Nous avons remarqué, dans le chapitre 6,
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que les inégalités de F-partition sont trés efficaces pour résoudre le probléme du sous-
graphe 2-aréte connexe. Or, la complexité du probléme de séparation de ces contraintes
n’a pas pu encore étre établie, et reste donc une question ouverte. Ainsi, développer
des heuristiques pour séparer ces contraintes est actuellement a 'ordre du jour. Pour
conclure, nous avons vu que les opérations de réduction de graphes ont joué un role
majeur dans l'efficacité de notre algorithme de coupes et branchements. Une question
intéressante serait d’essayer de développer d’autres opérations de réduction.
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