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Résumé

Soient G = (V, E) un graphe et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur types de 
onnexité asso
iés aux

sommets. Un sous-graphe est dit arête-�able si entre 
haque paire de sommets u, v de

V , il existe au moins min{r(u), r(v)} 
haînes arête-disjointes. Si les arêtes sont munies

de poids, le problème de 
on
eption de réseaux �ables 
onsiste à déterminer un sous-

graphe arête-�able de G de poids minimum. Ce problème a des appli
ations dans les

domaines des télé
ommuni
ations et des transports. Dans 
ette thèse, nous étudions

une appro
he polyédrale pour 
e problème.

Tout d'abord, nous montrons que le polytope asso
ié aux solutions de 
e problème,

ESNDP(G, r), est 
omplètement 
ara
térisé par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes

de 
oupe quand le graphe G est série-parallèle et les types de sommets tous pairs.

Comme 
onséquen
e, nous obtenons un algorithme polynomial pour résoudre le pro-

blème dans 
e 
as.

Dans une deuxième partie, nous 
onsidérons le problème quand r ∈ {1, 2}V . Nous mon-

trons que le problème de séparation des inégalités dites de partition est polynomial.

Nous ramenons 
e problème à la minimisation d'une fon
tion sous-modulaire. Il est

également montré que 
es 
ontraintes ave
 les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de


oupe su�sent pour dé
rire le polytope ESNDP(G, r) dans les graphes série-parallèles.

Ce résultat est ensuite étendu au 
as où r ∈ {k, k+1}V , ave
 k impair. Des 
ontraintes

généralisant les 
ontraintes dites de SP-partition sont alors utilisées dans 
ette 
ara
-

térisation.

Par la suite, nous examinons le polytope ESNDP(G, r) lorsque r ∈ {0, 1}V ainsi que

le polytope des arbres Steiner qui lui est étroitement lié. Nous introduisons une nou-

velle 
lasse d'inégalités valides pour 
es polytopes. Cette 
lasse généralise la plupart

des 
lasses de 
ontraintes valides, 
onnues dans la littérature, pour 
es polytopes. Nous

introduisons également des opérations de 
onstru
tion de fa
ettes. Ces dernières sont

utilisées pour in�rmer une 
onje
ture de Chopra et Rao, et 
ara
tériser le polytope

ESNDP(G, r) et le dominant du polytope des arbres Steiner dans les graphes série-
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parallèles où les sommets tels que r(v) = 1 ont une disposition parti
ulière.

Finalement, nous développons un algorithme de 
oupes et bran
hements pour le pro-

blème de 
on
eption de réseaux �ables quand les types de sommets sont tous égaux à

2 et quand r ∈ {1, 2}V . Cet algorithme est basé sur les résultats polyédraux présen-

tés. L'étude expérimentale montre l'importan
e de 
ertaines opérations de rédu
tion de

graphes, ainsi que l'e�
a
ité des inégalités de partition et de F -partition pour résoudre


es problèmes.

Mots 
lés : sous-graphe arête-�able, polytope, fa
ette, graphe série-parallèle, arbre

Steiner, problème de séparation, algorithme de 
oupes et bran
hements.
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Abstra
t

Given a graph G = (V, E) and a ve
tor of node types r ∈ ZZ

V
+, a subgraph is said

to be edge-survivable if between every pair of nodes u, v of V , there are at least

min{r(u), r(v)} edge-disjoint paths. If ea
h edge has a weight, the survivable network

design problem is to determine a minimum-weight edge-survivable subgraph of G. This

problem has appli
ations to the design of reliable 
ommuni
ation and transportation

networks.

First, we show that, when the underlying graph is series-parallel and the node types

are all even, the polytope asso
iated with the solutions of this problem, ESNDP (G, r),

is 
ompletely des
ribed by the trivial and the 
ut 
onstraints. As a 
onsequen
e, we

obtain a polynomial-time algorithm for solving the problem in this 
ase.

In a se
ond part, we study the problem when r ∈ {1, 2}V . We show that the separation

problem for the so-
alled partition inequalities 
an be redu
ed to the minimization of a

submodular fun
tion and thus 
an be solved in polynomial time. It is also shown that,

on series-parallel graphs, the polytope ESNDP(G, r) is given by the trivial, 
ut and

partition 
onstraints. By generalizing the so-
alled SP-partition inequalities, we extend

this des
ription to the 
ase when r ∈ {k, k + 1}V with k odd.

We also 
onsider the polytope ESNDP(G, r) when r ∈ {0, 1}V and the 
losely re-

lated Steiner tree polytope. We introdu
e a new 
lass of valid inequalities for this

polytope, and show that these inequalities may de�ne fa
ets. These inequalities gene-

ralize most 
lasses of valid inequalities known for these polytopes. Using pro
edures of


onstru
tion of fa
ets, we give a 
ounterexample to a 
onje
ture of Chopra and Rao,

and 
hara
terize this polytope, as well as the dominant of the Steiner tree polytope, on

series-parallel graphs where the nodes with r(v) = 1 have a spe
ial disposition. These

results are also valid for the dominant of the Steiner tree polytope.

Finally, we develop a bran
h and 
ut algorithm for solving the survivable network

design problem when the node types are all equal to 2 and when r ∈ {1, 2}V . This al-
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gorithm is based on the dis
ussed polyhedral results. The 
omputational study shows

the importan
e of 
ertain graph redu
tion operations, and the e�
ien
y of the partition

and F -partition inequalities for solving these problems.

Key words: edge-survivable subgraph, polytope, fa
et, series-parallel graph, Steiner

tree, separation problem, bran
h and 
ut algorithm.



TABLE DES MATIÈRES xi

Table des matières

Préfa
e 1

1 Notions préliminaires 3

1.1 Éléments de la théorie des polyèdres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Rappels sur la théorie de la 
omplexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Appro
he polyédrale, méthode de 
oupes et bran
hements . . . . . . . 7

1.4 Fon
tions sous-modulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 Notations et dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Le problème de 
on
eption de réseaux �ables 13

2.1 Présentation générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 Formulation en terme de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Programme linéaire en nombres entiers et polyèdre asso
ié . . . . . . . 17

2.4 État de l'art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4.1 Complexité et 
as polynomiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4.2 Propriétés stru
turales, heuristiques et algorithmes d'approxima-

tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4.3 Appro
he polyédrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4.4 Cas orienté . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5 Dimension et 
ontraintes générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.5.1 Dimension du polytope ESNDP(G,r) . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.5.2 Contraintes valides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.5.3 Les 
ontraintes de partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5.4 Les 
ontraintes de r-re
ouvrement . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3 Types de sommets pairs et graphes série-parallèles : 
ara
térisations

polyédrales 35

3.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2 Propriétés stru
turales de Q(G, r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3 ESNDP(G, r) dans les graphes série-parallèles . . . . . . . . . . . . . . 41



xii TABLE DES MATIÈRES

3.4 Polytopes liés au ESNDP(G, r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.5 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4 Le problème ESNDP ave
 des types de sommets en k et k + 1, k ≥ 1 57

4.1 Motivation et introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 Séparation des 
ontraintes de partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2.1 Types de sommets uniformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.2.2 Types de sommets en 1 et 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.3 Le polytope ESNDP(G,r) dans les graphes série-parallèles . . . . . . . 65

4.3.1 Propriétés stru
turales de R(G, r) . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3.2 Cara
térisation de ESNDP(G,r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.4 Les 
ontraintes de SP-partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.4.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.4.2 Les inégalités de SP-partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.5 Extension au 
as k ≥ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.6 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5 Le problème de l'arbre Steiner 121

5.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.2 Contraintes valides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.2.1 Inégalités de partition Steiner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.2.2 Inégalités de trou-impair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

5.2.3 Inégalités de roue-impaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

5.2.4 Inégalités biparties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.2.5 Inégalités d'anti-trou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.3 Contraintes de partition Steiner généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.3.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.3.2 Inégalités de partition Steiner généralisée . . . . . . . . . . . . . 132

5.3.3 Étude fa
iale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.4 Constru
tion de fa
ettes pour DSTP(G, S) . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.4.1 Constru
tion par ajout d'un sommet . . . . . . . . . . . . . . . 143

5.4.2 In�rmation d'une 
onje
ture de Chopra et Rao . . . . . . . . . . 146

5.5 Constru
tion de fa
ettes pour ESNDP(G, r) . . . . . . . . . . . . . . . 149

5.5.1 Constru
tion par ajout d'un sommet . . . . . . . . . . . . . . . 149

5.5.2 Constru
tion par 
ontra
tion d'une 
haîne . . . . . . . . . . . . 150

5.5.3 Explosion d'un sommet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

5.5.4 Suppression d'une arête parallèle . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

5.6 Le polytope ESNDP(G, r) dans les graphes série-parallèles . . . . . . . 162

5.6.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

5.6.2 Graphes série-parallèles véri�ant la propriété P . . . . . . . . . 165



TABLE DES MATIÈRES xiii

5.6.3 Graphes de la 
lasse Ψ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

5.7 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

6 Un algorithme de 
oupes et bran
hements 191

6.1 Les 
ontraintes de F -partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

6.1.1 Types de sommets uniformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

6.1.2 Types de sommets généraux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

6.1.3 Complexité du problème de séparation . . . . . . . . . . . . . . 195

6.2 Implémentation de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

6.2.1 Aperçu général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

6.2.2 Rédu
tion de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

6.2.3 Séparation des 
ontraintes de 
oupe . . . . . . . . . . . . . . . . 203

6.2.4 Séparation des 
ontraintes de partition . . . . . . . . . . . . . . 205

6.2.5 Séparation des 
ontraintes de F -partition . . . . . . . . . . . . . 213

6.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

6.3.1 Contexte informatique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

6.3.2 Des
ription des instan
es traitées . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

6.3.3 Le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe . . . . . . . . . . . 219

6.3.4 Types de sommets en 1 et 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

6.4 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

Con
lusion 231

Bibliographie 237



xiv TABLE DES MATIÈRES



1

Préfa
e

L'optimisation 
ombinatoire est une des bran
hes de l'informatique et des mathéma-

tiques appliquées. Elle 
ombine des te
hniques de la 
ombinatoire, de la programmation

linéaire et de la théorie des algorithmes a�n de résoudre des problèmes d'optimisation

ayant des stru
tures dis
rètes (généralement un graphe). Elle a 
onnu durant les trois

dernières dé
ennies un développement 
onsidérable, tant sur le plan théorique que pra-

tique.

Un problème d'optimisation 
ombinatoire 
onsiste généralement à déterminer un élé-

ment (le meilleur) dans un ensemble �ni. Dans la pratique, de nombreux problèmes

peuvent se formuler 
omme des problèmes d'optimisation 
ombinatoire, 
omme par

exemple les problèmes de lo
alisation, d'a�e
tation, de produ
tion,. . .. Théoriquement,


es problèmes paraissent fa
iles à résoudre. Nous pourrions envisager une appro
he

énumérative de résolution. Cependant, vu le nombre éventuellement exponentiel de ses

solutions, 
ette méthode ne peut être appliquée. D'où la né
essité de mettre en pla
e

des te
hniques plus e�
a
es pour résoudre 
e type de problèmes. Plusieurs te
hniques

ont ainsi été développées durant 
es dernières années et se sont avérées performantes


omme la programmation linéaire, la programmation en nombres entiers, les méthodes

d'optimisation dans les réseaux et l'appro
he polyédrale.

Une des méthodes puissante pour résoudre les problèmes d'optimisation 
ombinatoire

est la méthode dite polyédrale. Initiée par Edmonds [66℄ dans le 
adre du problème du


ouplage, elle 
onsiste à dé
rire l'enveloppe 
onvexe des solutions du problème par un

système d'inégalités linéaires. Le problème se ramène, en 
onséquen
e, à la résolution

d'un programme linéaire. Dantzig [56℄ est le premier à avoir proposé un algorithme (la

méthode du simplexe) pour résoudre de tels programmes.

Généralement, il est di�
ile d'obtenir une 
ara
térisation 
omplète de l'enveloppe


onvexe des solutions d'un problème d'optimisation 
ombinatoire. De plus, lorsque

le problème est NP-di�
ile [84℄, il s'avère impossible d'obtenir une telle 
ara
térisa-

tion. Néanmoins une des
ription partielle du polyèdre des solutions par un système

d'inégalités linéaires peut être su�sante pour résoudre le problème en temps polyno-
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mial. En e�et, 
omme il a été montré par Gröts
hel, Lovász et S
hrijver [95℄ (voir aussi

[111, 143℄), si le problème de séparation asso
ié à 
e système est polynomial, alors le

problème d'optimisation sur 
e système peut être résolu en temps polynomial. Cette

équivalen
e entre optimisation et séparation a été à l'origine d'un nouvel essor de l'op-

timisation 
ombinatoire 
es dernières années. L'appro
he polyédrale a été appliquée

ave
 su

ès à plusieurs problèmes d'optimisation 
ombinatoire 
omme le problème du

voyageur de 
ommer
e et 
elui de la 
oupe maximale.

Dans 
ette thèse, nous 
onsidérons 
ette appro
he pour le problème de 
on
eption

de réseaux �ables.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Éléments de la théorie des polyèdres

Dans 
ette se
tion, nous allons introduire quelques dé�nitions et propriétés de la théo-

rie polyédrale, qui nous seront utiles tout au long de 
e mémoire. Pour plus de détails,

se référer à Pulleyblank [152℄ et S
hrijver [158℄.

Soit n ∈ IN. Le symbole IR

n
(resp. ZZ

n
+) représente l'ensemble des ve
teurs (ou points)

ayant n 
omposantes réelles (resp. entières). Par sou
is de 
larté, nous noterons par

0n le ve
teur ayant toutes ses 
omposantes nulles. L'ensemble des nombres réels non

négatifs sera noté IR+. Soit λ un s
alaire. Alors ⌊λ⌋ (resp. ⌈λ⌉) représente le plus grand

entier inférieur ou égal (resp. le plus petit entier supérieur ou égal) à λ.

Un point x ∈ IR

n
est une 
ombinaison linéaire des points x1, x2, . . . , xk ∈ IR

n
s'il

existe k s
alaires λ1, λ2, . . . , λk ∈ IR tels que

x =
k

∑

i=1

λix
i.

De plus, si

k
∑

i=1

λi = 1

(resp. λi ∈ IR+ pour i = 1, . . . , k et
k

∑

i=1

λi = 1),

on dit que x est une 
ombinaison a�ne (resp. 
ombinaison 
onvexe) de 
es points.
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Des points x1, . . . , xk ∈ IR

n
sont dits linéairement indépendants (resp. a�nement in-

dépendants) si le système

k
∑

i=1

λix
i = 0

(resp.
k
∑

i=1

λix
i = 0 et

k
∑

i=1

λi = 0)

admet une solution unique, λi = 0 pour tout i = 1, . . . , k.

Remarque 1.1 Si xi 6= 0n pour tout i = 1, . . . , k, alors x1, . . . , xk
sont linéairement

indépendants si et seulement s'ils sont a�nement indépendants. ✷

Soit S un ensemble non vide de points de IR

n
. L'enveloppe 
onvexe des points de S,

notée 
onv(S), est l'ensemble de tous les points de IR

n
qui peuvent s'é
rire 
omme


ombinaison 
onvexe de points de S.

Si A est une matri
e réelle ayant m lignes et n 
olonnes et b ∈ IR

m
, alors le sys-

tème Ax ≤ b est appelé système d'inégalités linéaires et le système Ax = b, système

d'équations linéaires. Soient a ∈ IR

n \ {0n} et a0 ∈ IR. On appelle demi-espa
e de IR

n

l'ensemble de points {x ∈ IR

n | aT x ≤ a0}.

Un polyèdre P est un ensemble de points de IR

n
engendré par l'interse
tion d'un nombre

�ni de demi-espa
es de IR

n. D'une manière équivalente, P est l'ensemble des solutions

d'un système d'inégalités linéaires, 
'est-à-dire

P = {x ∈ IR

n | Ax ≤ b},

où A est une matri
e à m lignes et n 
olonnes, et b un ve
teur à m 
omposantes. Nous

dirons alors que le système Ax ≤ b dé�nit (ou détermine ou 
ara
térise) le polyèdre P.

Un polytope est un polyèdre borné. Ainsi, un polyèdre P ⊆ IR

n
est un polytope si

et seulement s'il existe l, u ∈ IR

n
tels que l ≤ x ≤ u pour tout point x de P. Par

exemple, l'enveloppe 
onvexe d'un ensemble de points est un polytope.

Le dominant d'un polyèdre P est le polyèdre

Dom(P ) = {y ∈ IR

n | ∃ x ∈ P tel que x ≤ y}.

Un polyèdre P de IR

n
est de dimension d si le nombre maximum de points de P af-

�nement indépendants est égal à d + 1. Nous é
rirons alors dim(P ) = d. De plus,

si 0n /∈ P , d'après la remarque 1.1, la dimension d'un polyèdre P est donnée par le
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nombre maximum de points linéairement indépendants. Un polyèdre P est de pleine

dimension si dim(P ) = n.

Un point x ∈ IR

n
est un point extrême (ou sommet) d'un polyèdre P s'il ne peut

pas être é
rit 
omme 
ombinaison 
onvexe d'autres points de P. Un polyèdre dont tous

les points extrêmes sont entiers est dit entier.

Une inégalité (ou 
ontrainte) aT x ≤ a0 est dite valide pour un polyèdre P si elle

est véri�ée par tous les points de P, 
'est-à-dire si P ⊆ {x ∈ IR

n | aT x ≤ a0}.

Soit P = {x ∈ IR

n | Ax ≤ b}. Un sous-ensemble F de P est une fa
e de P si

F = {x ∈ P | A
′

x = b
′

}, où A
′

x ≤ b
′

est un sous-système de Ax ≤ b. La fa
e

F est propre si F 6= ∅ et F 6= P. Si aT x ≤ a0 est valide pour P , alors la fa
e

F = {x ∈ P | aT x = a0} est dite dé�nie par aT x ≤ a0. Si F est une fa
e de P , alors on

a dim(F ) ≤ dim(P ). Une fa
e propre non vide maximale (au sens de l'in
lusion) est

appelée fa
ette. En d'autres termes, une fa
e F est une fa
ette si dim(F ) = dim(P )−1.

Les fa
es de dimension nulle sont les points extrêmes de P. Ainsi, un point x ∈ IR

n
est

un point extrême de P si et seulement si x est l'unique solution d'un système A
′

x ≤ b
′

où A
′

x ≤ b
′

est un sous-système de Ax ≤ b.

Une inégalité est dite essentielle pour P si elle induit une fa
ette de 
e polyèdre. Une

inégalité est dite redondante dans un système Ax ≤ b dé�nissant un polyèdre P , si le

sous-système, obtenu à partir de Ax ≤ b en supprimant 
ette inégalité, dé�nit le même

polyèdre P.

Soit x∗ ∈ IR

n
. Nous dirons que l'inégalité aT x ≤ a0 est serrée pour x∗

si aT x∗ = a0.

1.2 Rappels sur la théorie de la 
omplexité

La théorie de la 
omplexité est née à la suite des travaux d'Edmonds [65℄ et de Cook

[49℄. Elle o�re un 
adre d'étude mathématique dans lequel les problèmes peuvent être


lassés en problèmes fa
iles ou di�
iles. Dans 
ette partie, nous allons en rappeler

brièvement quelques dé�nitions de base. De plus amples informations sur la théorie de

la 
omplexité peuvent être trouvées dans de nombreux ouvrages et notamment dans

Garey et Jonhson [84℄ et Maurras [135℄.

Un algorithme est dit en O(f(n)) s'il existe un s
alaire c et un entier n0 tels que

son temps d'exé
ution est au plus c.f(n) pour tout n ≥ n0. Si le temps d'exé
ution
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d'un algorithme est borné par une fon
tion polynomiale en la taille du problème et des

données du problème (resp. en la taille du problème), nous parlerons alors d'algorithme

polynomial (resp. d'algorithme fortement polynomial).

Un problème de dé
ision est un énon
é auquel la réponse peut être uniquement �oui�

ou �non�, par exemple : �Soit G un graphe non orienté, existe-t-il un 
y
le Hamiltonien

dans G?�.

Les problèmes de dé
ision sont divisés en deux 
lasses : les problèmes dé
idables et

les problèmes indé
idables. Un problème est dit indé
idable s'il est impossible d'é
rire

un algorithme pour le résoudre.

Soient P un problème de dé
ision et I les instan
es de 
e problème pour lesquelles

la réponse est �oui�. P est dit NP (�Nondeterministi
 Polynomial�) s'il existe un algo-

rithme polynomial qui permet de véri�er que la réponse est �oui� pour toute instan
e

de I. Parmi les problèmes NP, nous distinguons d'une part les problèmes dits polyno-

miaux, 
'est-à-dire 
eux pour lesquels il existe un algorithme polynomial permettant

de les résoudre, et d'autre part, les problèmes NP-
omplets.

La notion prin
ipale pour dé�nir la NP-
omplétude est 
elle de la rédu
tion polyno-

miale. Un problème de dé
ision P1 se réduit polynomialement au problème de dé
ision

P2 s'il existe une fon
tion polynomiale qui transforme 
haque instan
e de P1 en une

instan
e de P2 de telle manière que la réponse pour P1 est �oui� si et seulement si la

réponse pour P2 est �oui�. Nous noterons alors P1αP2. Pour démontrer qu'un problème

P est NP-
omplet, il faudra montrer que P est dans la 
lasse NP et qu'il existe un

problème Q 
onnu pour être NP-
omplet tel que QαP . Cook [49℄ a été le premier à

montrer la NP-
omplétude d'un problème, 
elui de la satis�abilité. Depuis, des 
en-

taines de problèmes ont été montrées NP-
omplets. Une première liste de problèmes

NP-
omplets est donnée dans Garey et Jonhson [84℄.

Un problème d'optimisation est dit NP-di�
ile si le problème de dé
ision qui lui est

asso
ié est NP-
omplet.
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1.3 Appro
he polyédrale, méthode de 
oupes et bran-


hements

Soient P un problème d'optimisation 
ombinatoire et S l'ensemble de ses solutions. Le

problème P s'é
rit alors

max {cx | x ∈ S},

où c est une fon
tion poids asso
iée aux variables du problème. Considérons l'enveloppe


onvexe conv(S) des solutions de P. Le problème P est équivalent au programme linéaire

max {cx | x ∈ conv(S)}.

Ainsi, si nous réussissons à dé
rire le polyèdre conv(S) par un système d'inégalités li-

néaires, alors nous ramenons le problème P à la résolution d'un programme linéaire.

Ce
i permet don
 de résoudre le problème P en utilisant les algorithmes de la program-

mation linéaire [56, 110, 115℄. Rappelons que la résolution d'un programme linéaire est

un problème polynomial [110, 115℄.

L'appro
he polyédrale, introduite par Edmonds [66℄ dans le 
adre du problème du 
ou-

plage, 
onsiste à étudier le polytope conv(S) a�n de pouvoir résoudre P 
omme un

programme linéaire. Une 
ara
térisation 
omplète du polytope conv(S) est générale-

ment di�
ile à obtenir. Et si le problème est NP-di�
ile, il y a peu d'espoir de trouver

une telle des
ription (sauf si P = NP!!!). Remarquons par ailleurs que la plupart des

polyèdres 
onnus (asso
iés à des problèmes fa
iles) sont très souvent dé�nis par des

systèmes ayant un nombre exponentiel d'inégalités. Le problème d'optimisation sur le

polytope conv(S) ne peut don
 être résolu 
omme un programme linéaire ayant expli-


itement toutes ses 
ontraintes. La méthode de 
oupes permet de résoudre un problème

P 
omme une séquen
e de programmes linéaires, 
ha
un 
ontenant un nombre raison-

nable de 
ontraintes.

Pour pouvoir utiliser une telle appro
he, nous devons trouver des 
lasses d'inégali-

tés valides (et non redondantes) pour conv(S), pour lesquelles le problème suivant,

appelé problème de séparation, peut être résolu e�
a
ement.

Problème 1.1 Soit C une 
lasse d'inégalités valides pour conv(S). Étant donné un

point x ∈ IR

n
, le problème de séparation asso
ié à C et x 
onsiste à dé
ider si x

satisfait toutes les inégalités de C et sinon de trouver une inégalité de C violée par x.

Comme il a été mentionné, le problème de séparation est un des points essentiels dans

l'appro
he polyédrale. En e�et, Gröts
hel, Lovász et S
hrijver [95℄ (voir aussi [111, 143℄)
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ont montré que le problème d'optimisation 
ombinatoire sur un ensemble de 
ontraintes

C peut être résolu en temps polynomial si et seulement si le problème de séparation

asso
ié à C peut être résolu en temps polynomial. Ainsi, la méthode de 
oupes permet

de résoudre un problème d'optimisation 
ombinatoire en temps polynomial, si le pro-

blème de séparation asso
ié aux 
ontraintes du polyèdre de ses solutions est polynomial.

Cependant, pour les problèmes NP-di�
iles, il y a peu d'espoir d'obtenir une des-


ription 
omplète des polyèdres asso
iés par un système d'inégalités linéaires. Mais,

dans 
e 
as, une des
ription partielle peut être su�sante pour résoudre le problème.

Si le système obtenu n'est pas 
omplet, la solution donnée par la méthode de 
oupes

peut être fra
tionnaire (non optimale). I
i, nous devons faire appel à la méthode de sé-

parations et évaluations (en anglais Bran
h and Bound) pour terminer la résolution du

problème. Elle 
onsiste à 
hoisir une variable fra
tionnaire, et la �xer soit à 0, soit à 1.

Et nous 
onsidérons ainsi deux programmes linéaires obtenus à partir du programme

linéaire 
ourant en ajoutant respe
tivement les équations (non valides) x(e) = 0 et

x(e) = 1. Une nouvelle solution optimale est 
al
ulée pour 
ha
un de 
es programmes

linéaires. Ces deux programmes donnent lieu à deux nouveaux noeuds dans l'arbre de

résolution. Nous séle
tionnons un noeud de 
et arbre auquel est asso
iée une solution

fra
tionnaire. Nous générons de nouvelles 
ontraintes valides, violées par 
ette solution,

qui seront in
orporées dans le programme linéaire 
orrespondant. Nous 
hoisissons une

variable fra
tionnaire de 
ette solution, et nous 
onsidérons deux nouveaux programmes

linéaires. Ce pro
essus 
ontinue jusqu'à qu'une solution optimale soit trouvée. Cette


ombinaison de la méthode de séparations et évaluations et 
elle de la génération de

nouvelles 
ontraintes (
oupes) au niveau de 
haque noeud de l'arbre est appelée mé-

thode de 
oupes et bran
hements (en anglais Bran
h and Cut). Cette appro
he est

maintenant largement utilisée pour les problèmes d'optimisation 
ombinatoire.

1.4 Fon
tions sous-modulaires

Soient S un ensemble �ni et I une famille de sous-ensembles de S. On dit que M = (S, I)

est un matroïde si les axiomes suivants sont véri�és

(M0) ∅ ∈ I,

(M1) Si J ′ ⊆ J ∈ I alors J ′ ∈ I,

(M2) Pour tout sous-ensemble X ⊆ S, 
haque sous-ensemble maximal (au sens de

l'in
lusion) de X appartenant à I a la même 
ardinalité.
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Cette 
ardinalité 
ommune est appelée rang de X. Le rang de l'ensemble S est appelé

le rang du matroïde. Les membres de I sont appelés les ensembles indépendants de M .

Un ensemble indépendant maximal de M est appelé base.

Une fon
tion f : 2S −→ ZZ+ est la fon
tion rang d'un matroïde si et seulement si

(R0) f(∅) = 0 (nulle sur l'ensemble vide),

(R1) f(X) ≤ f(Y ) si X ⊆ Y ⊆ S (monotonie),

(R2) f(X) ≤ |X| si X ⊆ S (sous-
ardinalité),

(R3) f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ) pour tout X, Y ⊆ S (sous-modularité).

Les fon
tions qui possèdent la propriété (R3) sont appelées fon
tions sous-modulaires.

Elles ont fait l'objet d'une attention parti
ulière durant 
es dernières années. En e�et,

le 
on
ept de fon
tions sous-modulaires en optimisation dis
rète semble être, sous plu-

sieurs aspe
ts, analogue à 
elui des fon
tions 
onvexes en optimisation 
ontinue. Dans

de nombreux problèmes et théorèmes d'optimisation 
ombinatoire, la sous-modularité

est impliquée et joue un r�le essentiel. Dans 
ette se
tion, nous présentons les résul-

tats prin
ipaux relatifs à la minimisation d'une fon
tion sous-modulaire. Pour des tours

d'horizon 
omplets sur la notion de sous-modularité, voire Fujishige [82℄ et Lovász [127℄.

Si E est un ensemble et x ∈ IR

E
un ve
teur asso
ié aux éléments de E, alors, pour

tout F ⊆ E, x(F ) représente
∑

e∈F x(e). Si f et g sont deux fon
tions sous-modulaires

sur un ensemble S, alors f + g est également une fon
tion sous-modulaire sur S. Les

fon
tions sous-modulaires ont en outre la propriété suivante.

Lemme 1.2 Soit f : 2S −→ IR une fon
tion sous-modulaire. Soit y ∈ IR

S
un ve
teur

asso
ié à S tel que

y(X) ≤ f(X) pour tout X ⊆ S. (1.1)

Considérons deux sous-ensembles A et B de S. Si A et B sont tels que f(A) = y(A)

et f(B) = y(B) alors f(A ∩ B) = y(A ∩ B) et f(A ∪B) = y(A ∪ B).

Preuve. Il n'est pas di�
ile de voir que y(A) + y(B) = y(A ∩ B) + y(A ∪ B). Don
,

nous avons

f(A) + f(B) = y(A) + y(B)

= y(A ∩ B) + y(A ∪B)

≤ f(A ∩ B) + f(A ∪B)

≤ f(A) + f(B).
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Par 
onséquent, nous obtenons y(A ∩ B) + y(A ∪ B) = f(A ∩ B) + f(A ∪ B). Ainsi,

par (1.1), nous avons f(A ∩ B) = y(A ∩ B) et f(A ∪ B) = y(A ∪ B). ✷

L'importan
e des fon
tions sous-modulaires en optimisation 
ombinatoire a été dé
ou-

verte par Edmonds [67℄. En e�et, de nombreux problèmes d'optimisation 
ombinatoire

peuvent être formulés 
omme un problème de minimisation (ou maximisation) d'une

fon
tion sous-modulaire. Ainsi, étant donnée une fon
tion sous-modulaire f : 2S −→ IR,

le problème qui 
onsiste à trouver un sous-ensemble U ⊆ S minimisant f(U) a été lar-

gement étudié dans la littérature [20, 50, 52, 75, 91, 153℄. En utilisant la méthode des

ellipsoïdes, Gröts
hel, Lovász et S
hrijver [95℄ ont montré qu'un ensemble U minimi-

sant f(U) peut être trouvé en temps fortement polynomial, si l'on dispose d'un ora
le

qui permet de retourner f(V ) pour tout V ⊆ S. Ré
emment, S
hrijver [159℄ et Iwata,

Fleis
her et Fujishige [107℄ ont donné des algorithmes 
ombinatoires fortement polyno-

miaux pour minimiser une fon
tion sous-modulaire, dont la valeur est donnée par un

ora
le.

1.5 Notations et dé�nitions

Les graphes que nous 
onsidérons sont non orientés, �nis, 
onnexes et peuvent 
ontenir

des arêtes parallèles. Nous notons un graphe par G = (V, E) où V est l'ensemble de

sommets et E l'ensemble des arêtes.

Un sous-graphe H = (U, F ) de G est un graphe tel que U ⊆ V et F ⊆ E. Un sous-

graphe H de G est dit 
ouvrant si U = V .

Si e est une arête reliant deux sommets u et v, alors u et v seront appelés les ex-

trémités de e, et nous é
rirons e = uv. Si u est une extrémité de e, alors nous dirons

que u (resp. e) est in
ident à e (resp. u). Par ailleurs, si u et v sont les deux extrémités

d'une arête, alors nous dirons qu'ils sont adja
ents.

Soit W ⊆ V un sous-ensemble de sommets de V . L'ensemble d'arêtes ayant exa
-

tement une extrémité dans W et l'autre dans V \W est appelé 
oupe et noté par δ(W ).

En posant W = V \W , nous avons δ(W ) = δ(W ). Si W = {v} alors nous é
rirons δ(v)

pour δ({v}). Nous noterons par G(W ) le sous-graphe de G induit par W .

Étant donnés deux sous-ensembles disjoints de sommets W et W ′
de V , alors [W, W ′]

représente l'ensemble d'arêtes ayant une extrémité dans W et l'autre dans W ′
. Si u et
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v sont deux sommets de V , alors nous é
rirons [u, v] à la pla
e de [{u}, {v}].

Si F ⊆ E est un sous-ensemble d'arêtes, alors V (F ) représente l'ensemble des sommets

des arêtes de F . Si W ⊆ V est un sous-ensemble de sommets, alors E(W ) dénote

l'ensemble des arêtes ayant leurs deux extrémités dans W .

Étant donné un sous-ensemble d'arêtes F ⊂ E, nous désignerons par G \ F le graphe

obtenu à partir de G en supprimant les arêtes de F . Si F est réduit à une seule arête

e, alors nous noterons simplement G− e.

Un graphe G est dit 
ontra
tible à un graphe G′
si G′

peut être obtenu à partir de

G par suppressions et/ou 
ontra
tions d'arêtes. La 
ontra
tion d'une arête e = uv


onsiste à supprimer e, à identi�er u et v en préservant leurs adja
en
es. Si F ⊂ E

est un sous-ensemble d'arêtes, alors G/F représente le sous-graphe obtenu à partir

de G en 
ontra
tant F . Si W ⊂ V est un sous-ensemble de sommets, alors le graphe

obtenu en 
ontra
tant W est le graphe obtenu en 
ontra
tant toutes les arêtes de E(W ).

Soient u et v deux sommets de V . Une 
haîne entre u et v est une séquen
e de som-

mets et d'arêtes (v0, e1, v1, e2, v2, . . . , vl−1, el, vl) où v0 = u, vl = v, ei = vi−1vi pour

i = 1, . . . , l et v0, . . . , vl sont des sommets distin
ts de V . Deux 
haînes entre u et v

sont dites arête-disjointes (resp. sommet-disjointes) si elles n'ont au
une arête (resp.

au
un sommet à l'ex
eption de u et v) en 
ommun. Un 
y
le (
ontenant u et v) est un

ensemble de deux 
haînes sommet-disjointes entre u et v.

Un graphe G est 
onnexe si, pour toute paire de sommets u, v de V , il existe au

moins une 
haîne entre u et v. Un graphe ne possédant pas de 
y
le est appelé une

forêt. Un arbre est une f�ret 
onnexe.

Une 
omposante 
onnexe d'un graphe est un sous-graphe 
onnexe qui est maximal

par rapport à 
ette propriété. Si G − e possède plus de 
omposantes 
onnexes que G

pour une arête e de G, alors e est appelée un pont de G.

Par la suite, nous serons amenés à 
onsidérer, de manière o

asionnelle, des graphes

orientés. Nous notons un graphe orienté par D = (V, A) où V est l'ensemble de sommets

et A l'ensemble des ar
s. Si a est un ar
 dont l'extrémité initiale est u et l'extrémité

terminale est v, alors nous noterons a = (u, v). Si W ⊆ V est un sous-ensemble de

sommets, alors l'ensemble des ar
s allant de V \W vers W , noté δ−(W ), est appelé


oupe orientée.
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Chapitre 2

Le problème de 
on
eption de réseaux

�ables

Dans 
e 
hapitre, nous présentons le modèle de 
on
eption de réseaux �ables sur lequel

est basé l'ensemble de notre travail. Tout d'abord, nous le dé
rivons d'une manière

très générale, puis nous le formulons en terme de graphes. Par la suite, a�n de pouvoir

l'étudier d'un point de vue polyédral, nous introduisons le polytope asso
ié. Après avoir

présenté les prin
ipaux travaux e�e
tués sur 
e problème, nous examinons la dimension

de son polytope, et nous dis
utons de quelques 
lasses de 
ontraintes valides.

2.1 Présentation générale

Aujourd'hui, la nature des servi
es et le volume des demandes dans l'industrie des

télé
ommuni
ations ont radi
alement 
hangé grâ
e à l'introdu
tion de la te
hnologie

des �bres optiques. En e�et, elle o�re une grande 
apa
ité de transmission. Ainsi, les

réseaux a
tuels tendent à avoir une topologie de plus en plus 
lairsemée et une grande

quantité du tra�
 réalisée par 
haque 
âble. Dans 
e 
as, la défaillan
e d'un ou plusieurs


âbles (ou noeuds) peut avoir des 
onséquen
es désastreuses si le réseau ne fournit pas

d'autres 
hemins de routage.

De 
e fait, deux questions prin
ipales apparaissent dans le pro
essus de 
on
eption de

réseaux à �bre optique : é
onomie et �abilité. D'une part, nous devons tenir 
ompte

du 
oût de 
onstru
tion du réseau. D'autre part, il doit être possible de restaurer le

servi
e dans l'éventualité de la défaillan
e d'un noeud ou d'un 
âble. Ainsi, une topo-

logie en arbre satisfait le 
ritère é
onomique, mais, si un simple 
omposant du réseau
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est défe
tueux, le servi
e est alors interrompu. Ce
i implique que des 
ontraintes de

�abilité doivent être intégrées lors de la 
onstru
tion des réseaux. Par 
onséquent, un


ompromis entre 
oût de réalisation plus élevé et �abilité doit intervenir. Con
evoir des

topologies de réseaux qui fournissent des garanties vis à vis de la défaillan
e de 
om-

posants du réseau devient don
 un problème primordial. De plus, dans la plani�
ation

d'un réseau à long terme (sur une période d'environ dix ans), les données 
on
ernant

les demandes futures ne sont pas su�samment �ables. Ainsi les aspe
t topologiques

sont tout d'abord pris en 
ompte. De 
e fait, l'établissement de la topologie du réseau,

la plus �able possible, s'avère être la 
ondition préalable avant toute mise en servi
e

du réseau (optimisation du tra�
, routage,. . .).

Par 
onséquent, lorque nous évoquons les réseaux de télé
ommuni
ation, seules leurs

topologies nous intéresse. La �abilité d'un réseau est don
 exprimée en terme de


onnexité. Plus pré
isément, entre deux noeuds quel
onques du réseau, il doit exis-

ter au moins un nombre prédé�ni de 
hemins de routage. En pratique, les di�érents

noeuds sont souvent 
lassés suivant leur importan
e. Pour un réseau téléphonique, nous

distinguons don


- des noeuds spé
iaux, pour lesquels un fort degré de �abilité doit être garanti dans

le réseau,

- des noeuds ordinaires, qui doivent simplement être 
onne
tés au réseau, et

- des noeuds optionnels, pouvant appartenir ou non au réseau.

Sa
hant que tous les liaisons possibles entre les di�érents noeuds sont 
onnues, le pro-

blème 
onsiste don
 à séle
tionner des liaisons, de telle manière que la somme de leurs


oûts soit minimum et que les 
onditions de �abilité soient satisfaites. A
tuellement,

les 
ompagnies téléphoniques se 
ontentent de faibles 
onditions de �abilité (existen
e

d'au moins deux 
hemins di�érents entre deux noeuds spé
iaux). C'est 
ette topologie

qui s'est avérée performante dans la pluspart des 
as pratiques. Néanmoins, de fortes


onditions de �abilité peuvent être imposées par la demande d'au moins trois (voire

plus) 
hemins di�érents pour 
ertaines paires de noeuds spé
iaux. Ce
i garantit une

�abilité du réseau dans le 
as où plusieurs 
omposants du réseau sont défe
tueux.

2.2 Formulation en terme de graphes

Dans 
ette se
tion, nous reformulons le problème de 
on
eption de réseaux �ables en

terme de graphes. Pour 
ela, nous 
onsidérons un graphe G = (V, E), �ni, non orienté,
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où

- l'ensemble V représente les noeuds qui doivent être reliés dans le réseau, et

- l'ensemble E représente les paires possibles de noeuds entre lesquels un lien dire
t

peut être pla
é.

Le graphe G peut 
ontenir des arêtes parallèles mais ne 
omporte pas de bou
le. À


haque arête e ∈ E, est asso
ié un 
oût �xe c(e). Le 
oût d'un sous-graphe H = (U, F ),

où U ⊆ V et F ⊆ E, est égal à la somme des 
oûts des arêtes appartenant à F ,


'est-à-dire

c(F ) =
∑

e∈F

c(e).

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que tous les 
oûts sont stri
tement

positifs. En e�et, si une arête e ∈ E possède un 
oût négatif c(e), alors elle fait partie

de toute solution optimale. Nous pouvons don
 lui attibuer un 
oût nul, et traiter c(e)


omme une 
onstante additive. De plus, si une arête e ∈ E a un 
oût nul, alors elle

peut être supposée dans toute solution optimale.

Dans [178, 179℄, Winter 
onsidère le problème Steiner généralisé (GSP) dé�ni de la

manière suivante.

Problème 2.1 Soient G = (V, E) un graphe, S ⊆ V et c : E −→ IR une fon
tion 
oût

qui asso
ie à 
haque arête e de E un 
oût c(e). Étant donnée une matri
e 
arrée de

taille |S|, R = (Rij), dé�nissant 
ertaines 
onditions de 
onnexité entre les sommets,

trouver un sous-graphe de G de 
oût minimum, 
ouvrant S de telle manière que pour


haque paire de sommets i, j de S, il existe au moins Rij 
haînes arête-disjointes (ou

sommet-disjointes) entre i et j.

Ce problème a été 
onsidéré plus tard par Gröts
hel et Monma [97℄ (voir aussi Gröt-

s
hel, Monma et Stoer [98, 99, 100℄ et Stoer [161℄) dans le 
adre d'un modèle plus

général. Celui-
i, que nous avons adopté pour 
e travail, peut être présenté 
omme suit.

Soient G = (V, E) un graphe et c : E −→ IR une fon
tion 
oût. Pour modéliser

les 
onditions de �abilité, le 
on
ept de types de 
onnexité des sommets a été introduit

par Gröts
hel et Monma [97℄. Ainsi, un entier positif r(s) est asso
ié à 
haque sommet

s ∈ V pour 
ara
tériser sa 
ondition de �abilité (ou importan
e). Cet entier représente

le nombre de liaisons qui doivent lier le sommet s au réseau �nal. Nous appellerons

r(s) le type de 
onnexité du sommet s ou plus brièvement le type du sommet s. Le

ve
teur r = (r(v) | v ∈ V ) est, pour sa part, appelé ve
teur types de 
onnexité asso
ié
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aux sommets ou en
ore ve
teur types de sommets. Nous dirons alors qu'un sous-graphe

H = (U, F ), où U ⊆ V et F ⊆ E, véri�e les 
onditions de �abilité en arêtes (resp. en

sommets), si pour toute paire de sommets s, t de V , il existe au moins

r(s, t) = min{r(s), r(t)}


haînes arête-disjointes (resp. sommet-disjointes) entre s et t. Un sous-graphe de G vé-

ri�ant les 
onditions de �abilité en arêtes (resp. en sommets) sera appelé sous-graphe

arête-�able (resp. sommet-�able). Plus généralement, un sous-graphe de G véri�ant les


onditions de 
onnexité en arêtes ou en sommets sera tout simplement appelé �able.

De plus, les 
onditions de �abilité en arêtes (resp. en sommets) seront plus 
ommu-

nément appelées 
onditions d'arête-
onnexité (resp. 
onditions de sommet-
onnexité).

Ces 
onditions garantissent la survie de quelques 
hemins de 
ommuni
ation entre s

et t lorsqu'un nombre prédé�ni d'arêtes ou de sommets sont défaillants. Si le ve
teur

types des sommets est uniforme, 
'est-à-dire r(v) = k pour tout v ∈ V , pour un 
ertain

entier k, nous parlerons alors de sous-graphes k-arête 
onnexes ou k-sommet 
onnexes,

suivant que les 
onditions de �abilité sont exprimées en terme d'arêtes ou de sommets.

Tout au long de 
ette thèse, nous noterons par rmax le type de sommets maximum

du graphe, 
'est-à-dire

rmax = max{r(s) | s ∈ V }.

Si rmax ≤ 2 (resp. rmax ≥ 3)� nous parlerons alors de faibles (resp. fortes) 
onditions

de 
onnexité, 
'est-à-dire que nous aurons r ∈ {0, 1, 2}V (resp. r ∈ ZZ

V
+). Par ailleurs,

nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que le graphe G 
ontient au moins

deux sommets de type de 
onnexité égal à rmax. En e�et, par la dé�nition d'un sous-

graphe �able, nous pouvons toujours ramener le problème à 
e 
as. Le problème de


on
eption de réseaux de 
oût minimum, véri�ant les 
onditions d'arête-
onnexité, que

nous noterons ESNDP, peut alors être dé�ni de la manière suivante.

Problème 2.2 Étant donnés un graphe G = (V, E), un ve
teur types de sommets

r = (r(v) | v ∈ V ) et une fon
tion 
oûts c : E −→ IR, déterminer un sous-graphe

arête-�able de G de 
oût minimum.

Si, dans la dé�nition du problème 2.2, les 
onditions d'arête-
onnexité sont rempla
ées

par des 
onditions de sommet-
onnexité, nous avons alors le problème de 
on
eption de

réseaux sommet-�ables de 
oût minimum (noté NSNDP). Remarquons que le problème

GSP, introduit par Winter [178, 179℄ 
orrespond soit au problème ESNDP, soit au

problème NSNDP, ave
 S = V et Rst = min{r(s), r(t)} pour toute paire de sommets s,

t de V . Bien que l'étude du problème NSNDP ne soit pas l'objet de 
e travail, nous le
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mentionnons néanmoins en vue de la se
tion 2.4 relative à une étude bibliographique

du problème de 
on
eption de réseaux �ables. Toutefois, à l'ex
eption de la se
tion 2.4,

nous 
onsidérerons uniquement le problème ESNDP.

2.3 Programme linéaire en nombres entiers et poly-

èdre asso
ié

Avant de formuler le problème ESNDP 
omme un programme linéaire en nombres

entiers, nous énonçons le théorème suivant de Menger qui établit un rapport entre


haînes et 
oupes.

Théorème 2.1 [137℄ Dans un graphe G, il n'existe pas de 
oupe de 
ardinalité infé-

rieure ou égale à k − 1 dé
onne
tant deux sommets donnés s et t, si et seulement s'il

existe au moins k 
haînes arête-disjointes entre s et t.

Dans le but d'abréger 
ertaines notations, nous étendons le ve
teur r des types de


onnexité asso
iés aux sommets à des ve
teurs asso
iés à des ensembles de sommets en

posant

r(W ) = max{r(s) | s ∈W} pour tout W ⊆ V ,

con(W ) = max{r(s, t) | s ∈W, t ∈ V \W}

= min{r(W ), r(V \W )} pour tout W ⊆ V , ∅ 6= W 6= V .

D'une manière similaire au ve
teur types de sommets, nous appellons r(W ) le type de


onnexité de l'ensemble W ou plus simplement type de l'ensemble W .

Soit F ⊂ E un sous-ensemble d'arêtes. Soit rF ∈ ZZ

E\F
+ le ve
teur rF ∈ ZZ

E\F
+ dé�ni de

la manière suivante

rF (v) =

{

r(v) si v 6∈ V (F ),

con(V (F )) si v = v′,

où v′
est le sommet résultant de la 
ontra
tion de F . Le ve
teur rF sera le ve
teur

types de 
onnexité asso
iés aux sommets du graphe G/F .

Introduisons maintenant, pour 
haque arête e ∈ E, une variable x(e) et 
onsidérons

l'espa
e ve
toriel IR

E
des ve
teurs indexés par E. Si F ⊆ E est un sous-ensemble

d'arêtes, alors le ve
teur xF ∈ IR

E
donné par

xF (e) =

{

1 si e ∈ F ,

0 sinon.
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est appelé ve
teur d'in
iden
e de F .

Il n'est pas di�
ile de voir que le problème de 
on
eption de réseaux arête-�ables

ESNDP est équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant

Min

∑

e∈E

c(e)x(e)

x(e) ≥ 0 pour tout e ∈ E, (2.1)

x(e) ≤ 1 pour tout e ∈ E, (2.2)

x(δ(W )) ≥ con(W ) pour tout W ⊆ V, ∅ 6= W 6= V, (2.3)

x(e) ∈ {0, 1} pour tout e ∈ E. (2.4)

En e�et, 
onsidérons une solution réalisable x de 
e programme linéaire en nombres

entiers. Le théorème 2.1 implique que le sous-graphe H = (U, F x) de G, où U ⊆ V et

F x = {e ∈ E | x(e) = 1}, véri�e les 
onditions d'arête-
onnexité asso
iées au problème

ESNDP. Les 
ontraintes (2.1) et (2.2) sont appelées inégalités triviales, les 
ontraintes

du type (2.3) inégalités de 
oupe et les 
ontraintes (2.4) inégalités d'intégrité.

Soit

ESNDP(G, r) = conv{x ∈ IR

E | x satisfait (2.1)− (2.4)}

l'enveloppe 
onvexe des solutions du problème ESNDP. Le polytope ESNDP(G, r) sera

appelé polytope des sous-graphes arête-�ables.

Dans 
ette thèse, nous étudions le polytope ESNDP(G, r). Nous dis
utons de 
ertaines

variantes de 
e polytope. En parti
ulier, nous le 
ara
térisons dans 
ertaines 
lasses

de graphes et nous développons des algorithmes de séparation pour ses 
ontraintes.

Ces algorithmes seront utilisés dans le 
adre d'un algorithme de 
oupes et bran
he-

ments pour résoudre des instan
es du problème ESNDP. Par ailleurs, nous faisons les

hypothèses suivantes

1. au moins, deux sommets di�érents de V ont un type de 
onnexité égal à rmax,

2. tous les 
oûts asso
iés aux arêtes sont positifs.

Mais avant d'entamer 
ette étude, nous allons présenter les prin
ipaux résultats relatifs

aux problèmes ESNDP et NSNDP 
onnus dans la littérature.
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2.4 État de l'art

Le problème de 
on
eption de réseaux �ables est un des problèmes 
entraux de l'opti-

misation 
ombinatoire. Il a fait l'objet, 
es dernières années, de nombreux travaux tant

d'un point de vue théorique que pratique. Plusieurs modèles spé
iaux de 
e problème

peuvent être formulés en faisant varier ses paramètres. Par exemple, nous pouvons avoir

• uniquement des 
onditions d'arête-
onnexité, ou des 
onditions de sommet-
onnexité,

ou en
ore les deux,

• des types de sommets

- généraux (problème ESNDP ou NSNDP),

- uniformes (sous-graphes k-arête ou k-sommet 
onnexes),

- dans {0, 1} (arbres Steiner),

• des 
oûts généraux, eu
lidiens ou uniformes.

Cette se
tion a pour but de présenter 
ertains résultats 
on
ernant les versions les plus

ren
ontrées des problèmes ESNDP et NSNDP dans la littérature. Pour un tour d'ho-

rizon 
omplet sur 
e modèle, voir [41, 161, 180, 181℄.

Dans un premier temps, après avoir évoqué la 
omplexité du problème, nous énon-

çons 
ertains 
as pour lesquels le problème peut être résolu en temps polynomial. Par

la suite, nous abordons les prin
ipaux axes d'investigations pour ESNDP et NSNDP.

Nous présentons les propriétés stru
turales, les heuristiques, les algorithmes d'approxi-

mation et en�n l'appro
he polyédrale. Finalement, nous évoquons le problème dans le


as où le graphe est orienté.

Tout au long de 
e travail, nous ne 
onsidérons que des 
onditions de �abilité mesu-

rées en nombre de 
hemins arête-disjoints (ou sommet-disjoints) entre les sommets.

Cependant, d'autres moyens de dé�nir la �abilité ont été pris en 
onsidération par les


her
heurs, 
omme par exemple la probabilité de destru
tion d'une arête ou d'un som-

met [78, 173℄, le diamètre [81, 122℄, la taille des 
omposantes 
onnexes [21, 22, 103℄, la

longueur maximale des 
y
les [72℄, . . ..

2.4.1 Complexité et 
as polynomiaux

Le problème de 
on
eption de réseaux �ables est NP-di�
ile dans le 
as général. En

e�et, de nombreux problèmes d'optimisation 
ombinatoire, 
onnus 
omme étant NP-

di�
iles [84℄, peuvent être vus 
omme des 
as parti
uliers de 
e modèle. C'est le 
as

par exemple, du problème de l'arbre Steiner (r(v) ∈ {0, 1}, pour tout v ∈ V ) et du
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problème du sous-graphe k-arête 
onnexe (r(v) = k, pour tout v ∈ V et k est un entier

positif �xé).

Par ailleurs, le problème du voyageur de 
ommer
e [40, 126, 144℄ est étroitement lié

au problème ESNDP (NSNDP). En e�et, 
omme 
ela a été démontré par Eswaran

et Tarjan [69℄, le problème de déterminer si un graphe possède un 
y
le Hamiltonien

(
'est-à-dire un 
y
le sans 
orde passant par tous les sommets du graphe) peut être

ramené au problème ESNDP. Ce
i 
orrobore le 
ara
tère NP-di�
ile du problème de


on
eption de réseaux �ables de 
oût minimum. De plus, le problème de l'arbre Steiner

est NP-di�
ile dans les graphes planaires [84℄. Ce
i implique que le problème ESNDP

est également NP-di�
ile dans 
ette 
lasse de graphes.

Cependant, le problème ESNDP (NSNDP) peut être résolu en temps polynomial sous


ertaines 
onditions de types de sommets, des fon
tions 
oûts spé
iales et dans des


lasses parti
ulières de graphes.

Conditions de 
onnexité parti
ulières

En limitant les types de 
onnexité asso
iés aux sommets à un 
ertain nombre de valeurs,

le problème de 
on
eption de réseaux �ables se ramème à des problèmes polynomiaux

très 
onnus.

• Si r(v) = 1 pour tout v ∈ V , nous obtenons le problème de l'arbre 
ouvrant de


oût minimum. Les algorithmes polynomiaux les plus 
élèbres permettant de le

résoudre sont 
eux de Kruskal [124℄ et de Prim [148℄.

• Si r(v) = 1 pour exa
tement deux sommets de V et r(v) = 0 pour tous les

autres, 
e n'est rien d'autre que le problème du plus 
ourt 
hemin. L'algorithme

de Dijkstra [61℄ permet de le résoudre en temps polynomial.

• Le problème des plus 
ourts k-
hemins peut être modélisé sous la forme d'un

problème de 
on
eption de réseaux �ables en posant r(v) = k, k ≥ 2, pour exa
-

tement deux sommets de V et r(v) = 0 pour tous les autres. Ce problème a été

résolu par Suurballe [162℄ et Suurballe et Tarjan [163℄.

• Si r(v) ∈ {0, 1} pour tout v ∈ V , nous avons le problème de l'arbre Steiner. Ce

problème est NP-di�
ile en général. Lawler [125℄ a montré qu'il peut être résolu

en temps polynomial quand le nombre de sommets de type de 
onnexité égal à 0

(égal à 1) est réduit.
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Fon
tions 
oûts parti
ulières

Certains problèmes de 
on
eption de réseaux �ables peuvent être résolus en temps

polynomial si la fon
tion 
oûts satisfait à quelques 
onditions (
oûts uniformes ou


oûts en 0 et 1).

• 
oûts uniformes

Le graphe sous-ja
ent G peut alors être vu 
omme un graphe 
omplet. Si les 
oûts

sont uniformes, le problème 
onsisterait à 
onstruire un graphe véri�ant les 
onditions

de 
onnexité et 
ontenant le plus petit nombre d'arêtes. Dans 
ertains 
as, l'utilisa-

tion d'arêtes parallèles est autorisée dans la solution. Nous faisons remarquer que les

algorithmes donnés pour les 
onditions d'arête-
onnexité ne permettent généralement

pas de résoudre les problèmes ave
 des 
onditions de sommet-
onnexité. Ainsi, nous

sommes amenés à faire la distin
tion entre 
es deux types de 
onditions de �abilité.

Chou et Frank [37℄ ont étudié le problème suivant.

Problème 2.3 Étant données des 
onditions d'arête-
onnexité rij ∈ ZZ

V ∗V
+ , trouver un

graphe satisfaisant 
es 
onditions et ayant le plus petit nombre d'arêtes (ave
 ou sans

arêtes parallèles).

Chou et Frank [37℄ ont donné un algorithme polynomial pour résoudre le problème

2.3 lorsque plusieurs 
opies d'une arête sont autorisées. Leur algorithme résoud 
e pro-

blème en ramenant les 
onditions d'arête-
onnexité rij ∈ ZZ

V ∗V
+ à des types de sommets

r(i) = max{rij | j ∈ V } pour tout i ∈ V . Ce
i leur a permis de prouver le résultat sui-

vant. Étant donnés des types de sommets r(v) ≥ 2 pour tout sommet de V , le nombre

minimum d'arêtes d'un graphe véri�ant les 
onditions d'arête-
onnexité données par r

est

⌈

1
2

∑

v∈V

r(v)

⌉

.

Stoer [161℄ a ensuite dé
rit un algorithme polynomial similaire à 
elui de Chou et Frank

dans le 
as où l'on peut avoir des types de sommets égaux à 1. Chou et Frank [38℄ ont

également résolu le problème 2.3 quand au
une arête parallèle n'est autorisée, mais

des sommets supplémentaires sont permis dans la 
onstru
tion. Pour 
e qui est d'une

version du problème 2.3 ave
 des 
onditions de sommet-
onnexité, au
une solution gé-

nérale de résolution n'a pu être trouvée dans la littérature.

• 
oûts en 0 et 1

Dans la littérature, le problème de 
on
eption de réseaux �ables ave
 des 
oûts en
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0 et 1 est 
onnu sous le nom de problème d'augmentation. Il peut être dé�ni de la

manière suivante :

Problème 2.4 Étant donnés un graphe G = (V, E) et des 
onditions de 
onnexité

rij ∈ ZZ

V ∗V
+ , l'augmenter par le plus petit nombre d'arêtes de V ∗V (possibilité d'utiliser

des arêtes parallèles) de telle manière que le graphe obtenu soit �able.

Ce problème peut être vu 
omme un problème de 
on
eption de réseaux �ables as-

so
ié à un graphe 
omplet H sur l'ensemble de sommets V . Toutes les arêtes de E

ont ainsi un 
oût égal à 0, et 
elles de (V ∗ V ) \ E, un 
oût égal à 1. Le problème

2.4 a été mentionné par Eswaran et Tarjan [69℄ pour des graphes 2-arête et 2-sommet


onnexes. Ensuite, Rosenthal et Goldner [156℄ ont 
ontinué 
e travail pour l'augmenta-

tion des graphes 2-sommet 
onnexes. Leur algorithme polynomial 
ontenait une erreur

qui a été 
orrigée par Hsu et Rama
hadran [105℄. Ces derniers ont également proposé

une implémentation parallèle de leur algorithme. Hsu et Rama
hadran [105℄ ont aussi

développé un algorithme en temps linéaire pour l'augmentation des graphes 3-arête


onnexes. Wanatabe et Nakamura [172℄, Ueno, Kajitani et Wada [167℄ et Cai et Sun

[27℄ ont étudié le problème d'augmentation pour des graphes k-arête 
onnexes. Pour 
e

problème, l'algorithme 
onnu le plus rapide est 
elui de Naor, Gus�eld et Martel [141℄.

Plus ré
emment, Frank [76℄ a 
omplètement résolu le problème 2.4 pour des 
onditions

d'arête-
onnexité générales. Hsu et Kao [104℄ se sont intéressés au problème d'augmen-

tation en faisant 
ombiner des 
onditions d'arête-
onnexité (pour 
ertains sommets) et

des 
onditons de sommet-
onnexité (pour les autres sommets). Ils ont ainsi donné un

algorithme polynomial permettant de le résoudre lorsque r(v) = 2 pour tout v ∈ V .

Toutes les solutions que nous venons de mentionner sont algorithmiques et utilisent

des pro
édures polynomiales. De plus, à l'ex
eption de 
elles de Eswaran et Tarjan

[69℄, Rosenthal et Goldner [156℄ et Hsu et Kao [104℄, l'utilisation d'arêtes parallèles est

autorisée.

Classes parti
ulières de graphes

D'autres 
as polynomiaux pour le problème de 
on
eption de réseaux �ables sont


onnus si le graphe sous-ja
ent appartient à 
ertaines 
lasses parti
ulières de graphes.

Dans 
e 
as, nous avons également a�aire à une restri
tion sur les 
oûts, si les arêtes

non existantes sont vues ave
 un 
oût in�ni.

Plus parti
ulièrement, la 
lasse des graphes série-parallèles a reçu beau
oup d'atten-

tion. En e�et, de nombreux problèmes d'optimisation 
ombinatoire, NP-di�
iles pour

des graphes généraux, sont polynomiaux dans 
ette 
lasse de graphes [1, 2, 23, 44, 45,

130, 157, 165, 170, 171, 179℄. Ainsi, le problème de l'arbre Steiner peut être résolu en
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temps polynomial par un algorithme ré
ursif. Cela a tout d'abord été mentionné par

Takamizawa, Nishizeki et Saito [165℄ et expli
itement démontré par Wald et Colbourn

[171℄. Pour le problème du sous-graphe Steiner 2-
onnexe, 
'est-à-dire r(v) ∈ {0, 2}

pour tout v ∈ V , Winter [179℄ a donné un algorithme linéaire permettant de le ré-

soudre aussi bien dans le 
as de 
onditions d'arête-
onnexité que de sommet-
onnexité.

D'autres 
lasses de graphes ont également été étudiées 
omme 
elles des graphes de

Halin ou 
elle des graphes outerplanaires. Winter a ainsi développé des algorithmes

polynomiaux pour les problèmes ESNDP et NSNDP lorsque les types de sommets sont

égaux à 0 et 2 dans 
es deux 
lasses de graphes [176, 178℄. Pour les graphes de Halin, il

a donné des algorithmes qui permettent de résoudre en temps polynomial les problèmes

ESNDP et NSNDP ave
 des types de sommets égaux à 0 et 3 [181℄. Dans la 
lasse des

graphes sans W4 (la roue sur 5 sommets), Coullard et al. [47℄ ont donné un algorithme

linéaire pour résoudre le problème NSNDP lorsque r ∈ {0, 2}V .

Pour 
ertains problèmes de 
on
eption de réseaux �ables et 
ertaines 
lasses de graphes,

des 
ara
térisations 
omplètes des polytopes asso
iés à 
es problèmes ont permis de

montrer que 
es problèmes sont polynomiaux. Ces di�érentes situations seront présen-

tées dans la se
tion 2.4.3.

2.4.2 Propriétés stru
turales, heuristiques et algorithmes d'ap-

proximation

La 
onnaissan
e des propriétés stru
turales des solutions de problèmes d'optimisation


ombinatoire joue un r�le très important dans l'élaboration d'heuristiques. Souvent,

elles permettent d'améliorer les formulations d'un problème d'optimisation 
ombina-

toire. Pour 
ette raison, plusieurs travaux ont été menés dans 
ette dire
tion pour le

problème de 
on
eption de réseaux �ables.

Un α-algorithme d'approximation pour un problème d'optimisation 
ombinatoire à mi-

nimiser (resp. maximiser) est un algorithme polynomial qui donne une solution dont la

valeur est inférieure ou égale (resp. supérieure ou égale) à αCSO, où CSO est la valeur

de la solution optimale de 
e problème. Cette appro
he a été largement explorée durant

les dernières années [8, 30, 83, 88, 92, 116, 129, 154, 174℄.

Propriétés stru
turales

Quand la fon
tion 
oûts satisfait l'inégalité triangulaire (
'est-à-dire c(e1) ≤ c(e2) +

c(e3), pour tout triplet d'arêtes (e1, e2, e3) dé�nissant un triangle), Frederi
kson et

Jájá [80℄ ont montré qu'un graphe 2-arête 
onnexe peut être transformé en un graphe
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2-sommet 
onnexe sans augmenter son 
oût (et éventuellement le réduire). Ce ré-

sultat implique une équivalen
e entre 
onditions d'arête-
onnexité et 
onditions de

sommet-
onnexité lorsque la fon
tion 
oûst satisfait l'inégalité triangulaire et les types

de 
onnexité asso
iés aux sommets sont égaux à 2.

Monma, Munson et Pulleyblank. [138℄ ont obtenu une 
ara
térisation stru
turale des

solutions optimales 2-
onnexes quand les 
oûts satisfont l'inégalité triangulaire. Ils ont

ainsi montré qu'il existe une solution optimale dont les sommets ont tous un degré

égal à 2 ou 3 et telle que toutes les 
omposantes 
onnexes résultantes de la suppression

d'une arête ou d'une paire d'arêtes 
ontiennent un pont. Par la suite, 
e travail a été

généralisé par Biensto
k, Bri
kell et Monma [18℄ au 
as k-
onnexe. Ils ont établi des

propriétés stru
turales pour les solutions optimales des problèmes du sous-graphe k-

arête ou k-sommet 
onnexe. Ils ont également prouvé qu'un graphe k-sommet 
onnexe

de 
oût minimum n'a pas for
ément le même 
oût qu'un graphe k-arête 
onnexe de


oût minimum.

Heuristiques

Les premières heuristiques pour 
on
evoir des réseaux �ables de 
oût minimum sont

apparues dans un travail de Steiglitz, Weiner et Kleitman [160℄. Ils 
onsidèrent le pro-

blème sous des 
onditions de 
onnexité générales. Leur appro
he 
onsiste à trouver une

solution de départ par un algorithme glouton aléatoire. Ils testent à 
haque étape la réa-

lisabilité de la solution. Une fois qu'une solution réalisable est trouvée, une pro
édure

d'optimisation essaie de l'améliorer en remplaçant su

essivement une paire d'arêtes

par une autre paire d'arêtes jusqu'à 
e qu'au
une amélioration ne puisse être réalisée.

Monma et Shall
ross [139℄ ont 
onsidéré le problème ave
 des types de sommets dans

{1, 2}. Ils ont développé plusieurs heuristiques pour 
onstruire des solutions initiales

réalisables et des heuristiques d'amélioration lo
ale. Les �heuristiques de 
onstru
tion�

sont inspirées de la stru
ture spé
iale des sous-graphes 2-arête ou 2-sommet 
onnexes.

Les �heuristiques d'amélioration� s'inspirent, quant à elles, de la grande variété d'heu-

ristiques existantes pour le problème du voyageur de 
ommer
e (1-opt, 2-opt, 3-opt,

pretzel, quetzel, degree). De plus, 
es heuristiques sont 
onçues pour des graphes sous-

ja
ents 
reux. Elles font partie d'un logi
iel 
ommer
ialisé par Bell
ore [13, 28℄ pour la


on
eption de réseaux �ables.

Ko et Monma [120℄ ont modi�é les heuristiques de Monma et Shall
ross pour le pro-

blème de 
on
eption de sous-graphes k-arête ou k-sommet 
onnexes. Clarke et Anan-

dalingram [42℄ ont ajouté une heuristique 
onstru
tive à 
elles proposées par Monma

et Shall
ross pour le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe.
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Algorithmes d'approximation

Goemans et Bertsimas [88℄ ont 
onsidéré le problème ESNDP lorsqu'une arête peut

être utilisée plusieurs fois. Ils ont dé
rit et présenté une analyse dans le pire des 
as

de deux heuristiques très simples. La première est une généralisation d'une heuristique

d'arbre pour le problème de l'arbre Steiner. La se
onde est une méthode d'approxi-

mation 
ombinant l'heuristique de Christo�des [39℄ pour le problème du voyageur de


ommer
e et l'heuristique d'arbre Steiner.

Si les arêtes parallèles ne sont plus autorisées dans la solution et les 
oûts sont tous

égaux à 1, Khuller et Viskhin [119℄ ont étudié le problème ESNDP. Ils ont donné un

algorithme pour résoudre 
e problème ave
 une garantie dans le pire des 
as de 2 (2-

algorithme d'approximation), lorsque tous les types de sommets sont égaux à k. Sous


es mêmes hypothèses, ils ont également proposé un

3
2
-algorithme d'approximation

pour le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe et un

5
3
-algorithme d'approximation

pour le problème du sous-graphe 2-sommet 
onnexe.

Pour une large 
lasse de problèmes in
luant le problème Steiner généralisé ave
 des


onditions d'arête-
onnexité et des arêtes pouvant être utilisées plusieurs fois, Goe-

mans et Williamson [92℄ ont dé
rit un algorithme primal-dual. La garantie dans le pire

des 
as de 
et algorithme est la même que 
elle de l'heuristique d'arbre introduite par

Goemans et Bertsimas. Le premier algorithme d'approximation polynomial pour 
e

problème a été donné par Williamson et al. [174℄. Cet algorithme a une garantie dans

le pire des 
as de 2rmax. Une implémentation di�érente de 
et algorithme a été dé
rite

par Gabow, Goemans et Williamson [83℄. Elle améliore le temps d'exé
ution dans le

pire des 
as. En 
hangeant l'ordre dans lequel l'algorithme 
onsidère les 
onditions de


onnexité, Goemans et al. [89℄ ont amélioré la garantie dans le pire des 
as qui devient

2H(rmax), où H(rmax) = 1+

1
2

+ . . . + 1
rmax

.

Lorsque les types de sommets appartiennent à {0, 1, 2}, Balakrishnan, Magnanti et

Mir
handani [8℄ ont donné un

3
2
-algorithme d'approximation pour le problème Steiner

généralisé. Ils ont également dé
rit une nouvelle formulation étendue du problème GSP

pour des 
onditions d'arête-
onnexité. En utilisant 
e
i, ils ont amélioré les heuristiques

données par Goemans et Bertsimas [88℄ et Goemans et Williamson [92℄, quand au moins

un sommet a un type de 
onnexité égal à 1. En se basant sur une formulation dans

le 
as orienté, Magnanti et Raghavan [129℄ ont présenté un algorithme dual-as
endant

pour 
e même problème. Leur pro
édure donne aussi bien une borne inférieure qu'une

solution réalisable au problème. Des expérimentations sur des problèmes de 300 som-

mets et 3000 arêtes ont abouti à des solutions à 4% de l'optimalité.
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Frederi
kson et Jájá [79℄ ont 
onsidéré les problèmes du sous-graphe 2-arête 
onnexe

et 2-sommet 
onnexe. Pour le premier, ils ont donné un 2-algorithme d'approximation.

Pour des 
onditions de sommet-
onnexité, ils ont présenté un 3-algorithme d'approxi-

mation. Dans [30℄, Cheriyan, Sebö et Szigeti ont donné un

17
12
-algorithme d'approxi-

mation pour le problème du sous-graphe k-arête 
onnexe. Ils ont montré que si la

4
3
-
onje
ture pour le problème du voyageur de 
ommer
e métrique est vraie [138℄, alors

il existe un

4
3
-algorithme d'approximation pour le problème ESNDP lorsque r(v) = 2

pour tout v ∈ V .

Khuller et Raghava
hari [116℄ ont donné trois algorithmes d'approximation. Tout d'abord,

quand les 
oûts sont uniformes et le graphe sous-ja
ent est quel
onque, ils ont pré-

senté un (1.85)-algorithme d'approximation pour le problème du sous-graphe k-arête


onnexe. Ils ont également donné un (2+ 1
|V |

)-algorithme d'approximation pour le pro-

blème du sous-graphe 2-sommet 
onnexe. Et si les 
oûts véri�ent l'inégalité triangulaire,

ils ont proposé un 2-algorithme d'approximation pour le problème du sous-graphe k-

sommet 
onnexe.

Par ailleurs, Ravi et Williamson [154℄ ont présenté un 2H(k)-algorithme d'approxi-

mation pour le problème du sous-graphe k-sommet 
onnexe. Ils ont également donné

un 3-algorithme d'approximation pour le problème GSP ave
 des 
onditions de sommet-


onnexité et rij ∈ {0, 1, 2}, pour tous i, j ∈ V .

2.4.3 Appro
he polyédrale

Gröts
hel et Monma [97℄ et Gröts
hel, Monma et Stoer [98, 99, 100℄ ont étudié le

problème de 
on
eption de réseaux �ables d'un point de vue polyédral. Ils se sont

aussi bien intéressés à des 
onditions d'arête-
onnexité qu'à des 
onditions de sommet-


onnexité pour r ∈ {0, 1, 2}V , pour tous i, j ∈ V . Ils ont introduit de nombreuses

inégalités valides. Ce
i leur a permis de développer un algorithme de 
oupes pour ré-

soudre à l'optimalité 
ertains problèmes réels ayant environ 100 sommets et 200 arêtes.

Ils ont poursuivi 
e travail en 
onsidérant les problèmes ESNDP et NSNDP ave
 des

types de sommets pouvant être supérieurs à 3 [101℄. De nombreuses inégalités valides

pour de faibles 
onditions de 
onnexité ont ainsi été généralisées. Par ailleurs, ils ont

présenté des 
onditions sous lesquelles 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes. Ils ont

ensuite in
orporé 
es 
ontraintes dans un algorithme de 
oupes, leur permettant de

résoudre fa
ilement le problème du sous-graphe k-arête 
onnexe de 
oût minimum. Ils

obtiennent également des bornes inférieures à moins de 4% pour des problèmes réels
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ave
 de fortes 
onditions de 
onnexité.

Auparavant, Mahjoub [131℄ a 
onsidéré une appro
he polyédrale pour le problème

du sous-graphe 2-arête 
onnexe. Il a montré que le polytope ESNDP(G,r) est 
om-

plètement donné par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe lorsque G est

série-parallèle et r(v) = 2 pour tout v ∈ V . Il a également introduit une 
lasse d'in-

égalités dé�nissant des fa
ettes du polytope des sous-graphes 2-arête 
onnexes. Cette


lasse a été généralisée par Gröts
hel, Monma et Stoer [99℄ pour r quel
onque. Baïou

et Mahjoub [6℄ ont généralisé 
ette 
ara
térisation du polytope ESNDP(G, r) à des

types de sommets en 0 et 2. Ré
emment, Didi Biha et Mahjoub [60℄ l'ont étendu pour

r ∈ {0, k}V où k est pair. Étant donné que le problème de séparation des 
ontraintes de


oupe est polynomial, 
es 
ara
térisations donnent des algorithmes polynomiaux pour

résoudre 
es 
as parti
uliers du problème ESNDP. Dans [58℄, Didi Biha et Mahjoub ont

donné une des
ription 
omplète de ESNDP(G,r) quand G est un graphe série-parallèle

et r(v) = k pour tout v ∈ V . Si G est un graphe de Halin et r(v) = 2 pour tout

v ∈ V , Barahona et Mahjoub [12℄ ont 
omplètement 
ara
térisé les polytopes asso
iés

aux problèmes ESNDP et NSNDP. Dans [26℄, Boyd et Hao ont introduit une 
lasse

d'inégalités valides pour 
e polytope. Ils ont également énon
é des 
onditions né
es-

saires et su�santes pour que 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes de 
e polytope.

Le polytope ESNDP(G,r) a été étudié par Chopra [33℄ quand les types de sommets

sont tous égaux à k et plusieurs 
opies d'une arêtes sont autorisées. Il a ainsi 
ara
térisé

le polyèdre P (G,r) asso
ié à 
e problème pour les graphes outerplanaires et k impair.

Auparavant, 
e polyèdre a été étudié par Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [44℄. Il ont

montré que si le graphe est série-parallèle et k est pair, alors P (G,r) est 
omplètement

dé
rit par les 
ontraintes de non-négativité et les 
ontraintes de 
oupe. Par la suite,

Baïou [4℄ a montré que P (G,r) est 
omplètement dé
rit par 
es mêmes inégalités dans


ette 
lasse de graphes et pour r ∈ {0, 2}V . Didi Biha et Mahjoub ont donné des 
a-

ra
térisations de P (G,r) pour r(v) = k pour tout v ∈ V [58℄, et pour r ∈ {0, k}V , où

k est un entier pair [60℄.

Dans [45, 46, 47, 48℄, Coullard, Rais, Rardin et Wagner ont étudié le polytope as-

so
ié au problème NSNDP quand r ∈ {0, 2}V . Ils ont dé
rit 
e polytope dans la 
lasse

des graphes série-parallèles [46℄. Ils ont donné une des
ription 
omplète du dominant

de 
e polytope dans la 
lasse des graphes non 
ontra
tibles à W4 [48℄. De plus, ils ont

développé un algorithme linéaire pour résoudre 
e problème pour les graphes de Halin

et les graphes non 
ontra
tibles à W4.

Fortz, Labbé et Ma�oli [72, 73, 74℄ ont étudié le problème NSNDP en imposant la
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ontrainte suivante : 
haque arête doit appartenir à un 
y
le de longueur inférieure ou

égale à un entier K. Ils ont étudié des inégalités valides et dé�nissant des fa
ettes pour


e problème. De plus, ils ont développé une méthode �exa
te� du type �Bran
h and

Cut� pour le résoudre. Cependant, 
ette méthode ne leur permet de résoudre que des

instan
es de petite taille. Aussi, ils ont développé plusieurs heuristiques.

2.4.4 Cas orienté

Dans 
ette se
tion, nous nous intéressons au problème de 
on
eption de réseaux �ables

dans le 
as des graphes orientés. Dans 
e 
as, les 
onditions de �abilité sont exprimées

en terme de 
hemins ar
-disjoints (sommet-disjoints). Nous présentons des 
as polyno-

miaux, 
ertains algorithmes d'approximation ainsi que des résultats polyédraux.

De nombreux résultats valides pour le problème d'augmentation (problème 2.4) ont

été généralisés par Frank [76℄ aux graphes orientés. Il a dé
rit un algorithme qui résoud

le problème d'augmentation pour le graphe orienté k-ar
 
onnexe, lorsque le graphe

sous-ja
ent est 
omplet et la dupli
ation des ar
s dans la solution est autorisée. Frank

et Tardos [77℄ ont étudié le problème du k-bran
hement sommet-disjoint de 
oût mi-

nimum. Ce problème 
onsiste à trouver k 
hemins sommet-disjointes entre un sommet

�ra
ine� spé
i�é et les autres sommets du graphe. En utilisant une rédu
tion astu
ieuse

des �ots sous-modulaires, ils ont dé
rit un algorithme permettant de le résoudre.

Le premier algorithme d'approximation pour le 
as orienté est dû à Frederi
kson et

Jájá [79℄. Ils ont donné un 2-algorithme d'approximation pour le problème du sous-

graphe 1-ar
-
onnexe de 
oût minimum. Pour leur part, Khuller, Raghava
hari et

Young [117, 118℄ ont étudié le problème du sous-graphe fortement 
onnexe dans le


as de 
oûts uniformes. Dans un premier papier [117℄, ils ont proposé un algorithme

d'approximation ave
 une garantie dans le pire des 
as de

π2

6
≈ 1.645. Par la suite [118℄,

ils ont amélioré 
ette garantie dans le pire des 
as en la ramenant à

π2

6
− 1

36
≈ 1.617.

Dans [31℄, Chopra a dé
rit plusieurs inégalités dé�nissant des fa
ettes pour le problème

du sous-graphe fortement 
onnexe. Il a également proposé une méthode qui permet de

transformer le problème ESNDP en une version orientée dans le 
as où la dupli
ation

des arêtes est autorisée dans la solution. Il a ainsi présenté une étude expérimentale

qui montre que la solution de la relaxation linéaire du problème orienté est toujours

(pour les instan
e traitées) à moins de 1% de la solution optimale. Pour des graphes

série-parallèles orientés fortement 
onnexes, Chopra [32℄ a montré que les inégalités de


oupe orientée dé
rivent 
omplètement le polyèdre asso
ié aux solutions du problème
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du sous-graphe fortement 
onnexe. Il a également 
ara
térisé le polyèdre des 
oupes

orientées pour les graphes série-parallèles. Dahl [53℄ a étudié des inégalités valides et des

fa
ettes pour un 
as parti
ulier du problème de 
on
eption de réseaux �ables orientés.

Il s'est intéressé à 
e problème lorsque tous les 
hemins orientés émanent d'un som-

met �ra
ine� spé
i�é. Dans un se
ond papier [54℄, il a dis
uté de deux modèles pour


e problème de 
on
eption de réseaux �ables orientés : un modèle naturel de 
oupes

orientées et une formulation en terme de �ots orientés. Pour le premier modèle, il a

présenté plusieurs 
lasses d'inégalités valides et a dé
rit un algorithme de 
oupes. Il a

aussi donné une méthode générale pour obtenir des fa
ettes pour le polytope asso
ié

au problème de 
on
eption de réseaux �ables orientés à partir de 
as spé
iaux dé
rits

dans [53℄.

2.5 Dimension et 
ontraintes générales

Gröts
hel et Monma [97℄ ont examiné la dimension du polytope asso
ié aux solutions

du problème ESNDP. Ils ont également donné des 
onditions pour que les 
ontraintes

triviales et de 
oupe dé�nissent des fa
ettes de ESNDP(G,r). Ces résultats généralisent

des résultats donnés par Mahjoub [131℄ pour le 
as où r(v) = 2 pour tout v ∈ V . Dans

[98, 99, 101℄, Gröts
hel, Monma et Stoer ont introduit de nouvelles inégalités pouvant

dé�nir des fa
ettes de ESNDP(G,r). Dans 
ette se
tion, nous proposons de résumer

l'essentiel de 
es résultats.

2.5.1 Dimension du polytope ESNDP(G,r)

Étant donnés un graphe G = (V, E) et un ve
teur types de 
onnexité r = (r(v) | v ∈ V ),

nous dirons qu'une arête e ∈ E est essentielle si le graphe G− e n'est pas arête-�able.

En terme de polyèdre, 
ela se traduit par le fait que ESNDP(G− e,r) est vide. Notons

par ES(G, r) l'ensemble des arêtes essentielles du graphe G par rapport au ve
teur r.

Si e ∈ E est une arête essentielle, alors nous avons x(e) = 1 pour tout ve
teur d'in
i-

den
e d'un sous-graphe arête-�able. Ainsi

ESNDP(G, r) ⊆ {x ∈ IR

E | x(e) = 1, pour tout e ∈ ES(G, r)}.

En se basant sur 
ette remarque, Gröts
hel et Monma [97℄ ont montré que la dimension

du polytope ESNDP(G,r) est |E| − |ES(G, r)|.
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Avant d'étudier des 
ontraintes valides pour le polytope ESNDP(G,r), nous énonçons

le lemme suivant qui nous sera très utile pour la suite.

Lemme 2.2 Soient G = (V, E) un graphe et r ∈ {0, 1, . . . , rmax}
V
un ve
teur types de


onnexité tels que ESNDP(G,r) soit de pleine dimension. Supposons que la 
ontrainte

∑

e∈E

a(e)x(e) ≥ α

dé�nisse une fa
ette F de ESNDP(G,r), di�érente d'une fa
ette triviale. Alors, a(e) ≥ 0

pour tout e ∈ E.

Preuve. Soit e0 ∈ E. Puisque F est une fa
ette non triviale et ESNDP(G,r) est de

pleine dimension, il existe F ⊆ E \ {e0} tel que xF ∈ F, 
'est-à-dire

∑

e∈E\{e0}

a(e)xF (e) = α.

Sinon, F serait 
ontenu dans la fa
e dé�nie par la 
ontrainte x(e0) ≤ 1, une 
ontradi
-

tion. Posons F0 = F ∪{e0}. Il est 
lair que le sous-graphe induit par F0 est arête-�able.

Don
 xF0 ∈ ESNDP(G, r). Par 
onséquent,

∑

e∈E

a(e)xF0(e) ≥ α. (2.5)

De plus, nous avons

∑

e∈E

a(e)xF0(e) =
∑

e∈E\{e0}

a(e)xF (e) + a(e0) = α + a(e0). (2.6)

De (2.5) et (2.6), nous déduisons ainsi que a(e0) ≥ 0. ✷

Le lemme 2.2 nous permet de faire la remarque suivante.

Remarque 2.3 Pour un polyèdre de pleine dimension, si deux inégalités ax ≥ α et

bx ≥ β dé�nissent la même fa
ette, alors a = λb et α = λβ pour λ > 0. ✷

2.5.2 Contraintes valides

Comme nous l'avons vu dans la se
tion 2.3, toute solution réalisable du problème de


on
eption de réseaux arête-�ables véri�e les 
ontraintes triviales (2.1) et (2.2) et les


ontraintes de 
oupe (2.3). Dans [97℄, Gröts
hel et Monma ont donné des 
onditions
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né
essaires et su�santes pour que les inégalités triviales dé�nissent des fa
ettes de

ESNDP(G,r).

Dans le 
as de faibles 
onditions d'arête-
onnexité, 
'est-à-dire r(v) ≤ 2 pour tout

v ∈ V , Gröts
hel et Monma [97℄ ont donné des 
onditions né
essaires et su�santes

pour que les inégalités de 
oupe dé�nissent des fa
ettes de ESNDP(G, r).

À notre 
onnaissan
e, de telles 
onditions ne sont pas 
onnues pour des types de som-

mets quel
onques. Cependant, dans le 
as de types de 
onnexité uniformes, 
'est-à-dire

r(v) = k pour tout v ∈ V , Gröts
hel et Monma [97℄ ont donné des 
onditions né
es-

saires et su�santes pour que 
es 
ontraintes dé�nissent des fa
ettes de ESNDP(G, r).

Ces 
onditions généralisent 
elles données par Mahjoub [131℄ pour k = 2.

Le problème de séparation des 
ontraintes de 
oupe peut être résolu en temps polyno-

mial en utilisant un algorithme polynomial pour le problème de �ot maximum [62, 68℄.

Par 
onséquent, le problème ESNDP peut se résoudre en temps polynomial quand le

polytope ESNDP(G, r) est 
omplètement 
ara
térisé par les 
ontraintes (2.1)-(2.3).

2.5.3 Les 
ontraintes de partition

Dans 
ette se
tion, nous présentons la 
lasse des 
ontraintes dites de partition. Ces in-

égalités généralisent les inégalités de 
oupe (2.3). Elles ont été introduites par Gröts
hel

et Monma [97℄ pour le problème de 
on
eption de réseaux �ables lorsque r(v) = 1 pour

tout v ∈ V . Pour 
ela, ils se sont basés sur un travail de Cornuéjols, Fonlupt et Naddef

[44℄. Par la suite, Gröts
hel, Monma et Stoer [98, 99℄ ont étendu 
ette 
lasse à des

types de 
onnexité généraux, 
'est-à-dire r ∈ {0, . . . , rmax}
V
pour tout v ∈ V . Soient

G = (V, E) un graphe et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur types de 
onnexité. Soit (V1, . . . , Vp),

p ≥ 2, une partition de V , 
'est-à-dire

• Vi 6= ∅, pour i = 1, . . . , p,

• Vi ∩ Vj = ∅, pour 1 ≤ i < j ≤ p,

•
p
⋃

i=1

Vi = V ,

Soit δ(V1, . . . , Vp) l'ensemble des arêtes ayant leurs extrémités dans des sous-ensembles

di�érents de la partition (V1, . . . , Vp). Supposons que r(Vi) ≥ 1, pour tout i = 1, . . . , p.

Posons

I1 = {i | con(Vi) = 1; i = 1, . . . , p},

I2 = {i | con(Vi) ≥ 2; i = 1, . . . , p}.
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Dans [98, 99℄, Gröts
hel, Monma et Stoer ont montré que les inégalités

x(δ(V1, . . . , Vp)) =















p− 1 si I2 = ∅,

⌈

1
2

∑

i∈I2

con(Vi)

⌉

+ |I1| sinon.

(2.7)

sont valides pour ESNDP. Ces inégalités sont appelées inégalités de partition. Elles sont

une généralisation des 
ontrainte de 
oupe (2.3).

Remarque 2.4 Si p = 2, l'inégalité (2.7) n'est rien d'autre qu'une inégalité de 
oupe

(2.3). Par ailleurs, si

∑

i∈I2
con(Vi) est pair et I1 est vide, alors l'inégalité de partition

(2.7) est dominée par les 
ontraintes de 
oupe. En e�et, elle peut être obtenue en

sommant les inégalités x(δ(Vi)) ≥ con(Vi) pour i = 1, . . . , p. ✷

L'inégalité (2.7) généralise également l'inégalité

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1 (2.8)

pour toute partition (V1, . . . , Vp) de V . L'inégalité (2.8) a été introduite par Gröts
hel

et Monma [97℄ pour le problème du sous-graphe 
onnexe (
'est-à-dire lorsque r(v) = 1

pour tout v ∈ V ). Les inégalités (2.8) sont également appelées inégalités de partition.

Ils ont par ailleurs montré que 
es dernières 
ontraintes ave
 les inégalités triviales sont

su�santes pour dé
rire 
omplètement le polytope des sous-graphes 
onnexes.

Pour toute famille de 
ontraintes valides pour un problème, il est intéressant d'établir

des 
onditions sous lesquelles 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes du polytope asso
ié.

Pour des types de 
onnexité généraux, 
'est-à-dire r ∈ ZZ

V
+, nous ne 
onnaissons pas

de 
onditions pour que les 
ontraintes (2.7) dé�nissent des fa
ettes de ESNDP(G,r).

Cependant, sous 
ertaines 
onditions, Gröts
hel, Monma et Stoer [98, 99℄ ont prouvé

que les inégalités (2.7) peuvent dé�nir des fa
ettes de ESNDP(G, r).

Dans le 
as général, 
'est-à-dire r ∈ ZZ

V
+, le problème de séparation des inégalités de

partition est NP-di�
ile. En e�et, 
onsidérons le problème suivant.

Problème 2.5 Étant donnés un graphe G = (V, E) et trois sommets v1, v2, v3 ∈ V ,

déterminer un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que v1, v2 et v3 appartiennent à des


omposantes di�érentes de G \ F , et F soit de 
ardinalité minimum.

Dahlaus et al. [55℄ ont montré que le problème 2.5 est NP-di�
ile. Dans [100℄, Gröt-

s
hel, Monma et Stoer ont prouvé que le problème 2.5 peut être réduit au problème de

séparation des inégalités (2.7). Ainsi 
e dernier est NP-di�
ile.
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Par 
ontre, lorsque les types de sommets sont tous égaux à 1, le problème de sépa-

ration des inégalités (2.8) est polynomial. Cunningham [51℄ a montré que 
e problème

se ramène à une séquen
e de |E| problèmes de 
oupe minimum. Par la suite, Barahona

[11℄ l'a ramené à |V | problèmes de 
oupe minimum. Or le problème de 
oupe minimum

est polynomial [62, 68℄. Par 
onséquent, le problème de séparation des inégalités (2.8)

est polynomial.

2.5.4 Les 
ontraintes de r-re
ouvrement

Une relaxation très intéressante de ESNDP est le problème du r-re
ouvrement. Ce pro-

blème peut être dé�ni 
omme suit. Étant donnés un graphe G = (V, E) et des entiers

positifs r(v) pour tout v ∈ V , un r-re
ouvrement est un sous-ensembles d'arêtes F de

E tel que |F ∩ δ(v)| ≥ r(v) pour tout v ∈ V . Si les arêtes sont munies d'un système de

poids, alors le problème du r-re
ouvrement 
onsiste à déterminer un r-re
ouvrement de

poids minimum.

Dans [66℄, Edmonds a démontré que le problème du r-re
ouvrement est polynomial. Il

a aussi montré que le polytope asso
ié aux solutions de 
e problème est 
omplètement


ara
térisé par les inégalités

0 ≤ x(e) ≤ 1 pour tout e ∈ E,

x(δ(v)) ≥ r(v) pour tout v ∈ V, (2.9)

x(E(U)) + x(δ(U) \ T ) ≥
1

2
(
∑

v∈U

r(v)− |T |+ 1) pour tout U ⊆ V et (2.10)

T ⊆ δ(U) tels que
∑

v∈U

r(v)− |T | est impair.

Les inégalités (2.10), appelées inégalités de r-re
ouvrement, sont valides pour ESNDP.

En e�et, toute solution du problème ESNDP, asso
ié à un graphe G et un ve
teur types

de 
onnexité r ∈ ZZ

V
+, est également un r-re
ouvrement.

Les inégalités (2.9) sont un 
as parti
ulier des 
ontraintes de 
oupe (2.3). Elles sont

induites par des 
oupes dont un des sous-ensembles de sommets est réduit à un seul

sommet. Par la suite, nous serons amenés parfois à les di�éren
ier des 
ontraintes de


oupe générales. Nous les appelerons alors inégalités de degré.

Cette relaxation a un réel intérêt puisque le problème du r-re
ouvrement peut être

résolu en temps polynomial [66℄. Ainsi, par la résolution de 
e problème [143℄, nous

pouvons obtenir une borne inférieure pour ESNDP.
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Gröts
hel, Monma et Stoer [101℄ ont généralisé les inégalités de r-re
ouvrement de

la manière suivante. Soient G = (V, E) un graphe et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur types de


onnexité. Soient H un sous-ensemble de sommets de V , H 6= V , appelé bran
he, et

T ⊆ δ(H) un sous-ensemble d'arêtes. Pour 
haque arête e ∈ T , notons par Te l'en-

semble de ses 2 extrémités, 
'est-à-dire si e = uv alors Te = {u, v}. Les ensembles Te

sont appelés les dents. Spé
i�ons que si e et f sont deux arêtes parallèles de T , la

distin
tion est faite entre Te et Tf . Étant donnée une partition (H1, . . . , Hp), p ≥ 3, de

H telle que

• r(Hi) ≥ 1, pour tout i = 1, . . . , p,

• pas plus de con(Hi)− 1 dents interse
tent Hi, pour tout i = 1, . . . , p,

• au moins 3Hi sont interse
tés par des dents,

•
∑

i∈I2

con(Hi)− |T | est impair, où I2 = {i | con(Hi) ≥ 2; i = 1, . . . , p}.

Posons I1 = {i | con(Hi) = 1; i = 1, . . . , p}. L'inégalité

x(δ(H1, . . . , Hp)) + x(δ(H) \ T ) ≥
1

2
(
∑

i∈I2

con(Hi)− |T |+ 1) + |I1| (2.11)

est valide pour le problème ESNDP [101℄. Elle est appelée inégalité de r-re
ouvrement

généralisé.

Par ailleurs, Gröts
hel, Monma et Stoer [101℄ ont donné des 
onditions né
essaires

et des 
onditions su�santes pour que les inégalités de r-re
ouvrement (2.10) dé�-

nissent des fa
ettes de ESNDP(G, r). Ils ont également donné des 
onditions né
es-

saires pour les 
ontraintes de r-re
ouvrement généralisé (2.11) dé�nissent des fa
ettes

de ESNDP(G, r).

Dans [101℄, Gröts
hel, Monma et Stoer ont ramené le problème de séparation des

inégalités de r-re
ouvrement généralisé (2.11) au problème 2.5. Ils ont ainsi montré

que séparer les inégalités (2.11) est NP-di�
ile. Néanmoins, pour 
e qui des inégalités

de r-re
ouvrement (2.10), Padberg et Rao [143℄ ont donné un algorithme polynomial

pour les séparer.
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Chapitre 3

Types de sommets pairs et graphes

série-parallèles : 
ara
térisations

polyédrales

Dans 
e 
hapitre, nous donnons une 
ara
térisation 
omplète du polytope ESNDP(G, r),

dans la 
lasse des graphe série-parallèles et pour des types de sommets quel
onques mais

tous pairs. Nous montrons que dans 
e 
as, le polytope ESNDP(G, r) est donné par les


ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe. De plus, sous 
es mêmes hypothèses,

nous obtenons une des
ription linéaire 
omplète du polyèdre asso
ié aux solutions du

problème ESNDP lorsqu'une arête peut être utilisée plusieurs fois dans la solution. Ce

travail a fait l'objet d'une publi
ation dans [113℄. Dans toute la suite de 
e mémoire,

nous allons supposer que le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension, 
'est-à-dire

que l'ensemble des arêtes essentielles ES(G, r) est vide.

3.1 Introdu
tion

De nombreux problèmes d'optimisation 
ombinatoire NP-di�
iles, et en parti
ulier 
e-

lui de 
on
eption de réseaux �ables (sous 
ertaines 
onditions sur le ve
teur types de

sommets), peuvent être résolus en temps polynomial dans la 
lasse des graphes série-

parallèles [2, 23, 130, 157, 165℄. D'un point de vue plus pratique, les graphes série-

parallèles peuvent être également très intéressants. En e�et, la topologie des graphes

série-parallèles (qui sont des graphes 
reux) est parfois demandée pour les réseaux de
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télé
ommuni
ation.

Lors de la dernière dé
ennie, le polytope ESNDP(G, r) a fait l'objet de nombreux

projets de re
her
he aussi bien pour des graphes quel
onques [34, 35, 97, 98, 99, 100,

101, 161℄ que pour des graphes série-parallèles [6, 34, 35, 58, 60, 87, 131℄. Et 
omme

nous avons pu le remarquer dans la se
tion 2.4, la parité des types de 
onnexité asso-


iés aux sommets semble être un fa
teur in�uent dans l'obtention d'une 
ara
térisation

de 
e polytope. Nous rappelons que les 
ontraintes de partition sont alors dominées

par les 
ontraintes de 
oupe. Par 
onséquent, de nombreux 
her
heurs ont restreint

leurs études à des types de sommets tous pairs. Ainsi, Mahjoub [131℄ a montré que

le polytope ESNDP(G, r) est 
omplètement dé
rit par les 
ontraintes triviales et les


ontraintes de 
oupe quand G est un graphe série-parallèle et r(v) = 2 pour tout v ∈ V .

Par la suite, Baïou et Mahjoub [6℄ ont généralisé 
e résultat à des types de sommets en

0 et 2 dans 
ette même 
lasse de graphes. Et ré
emment, Didi Biha et Mahjoub l'ont

étendu au 
as r(v) = k pour tout v ∈ V [58℄, puis au 
as r ∈ {0, k}V [60℄, où k est un

entier pair non nul.

Le problème de 
on
eption de réseaux arête-�ables a également été très souvent 
onsi-

déré lorsque plusieurs 
opies d'une arête sont autorisées dans la solution [4, 33, 44,

58, 60℄. En e�et, 
ette relaxation de ESNDP n'est pas sans intérêt puisqu'elle permet

de produire une borne inférieure pour ESNDP. Ce problème peut être présenté de la

manière suivante.

Problème 3.1 Étant donnés un graphe G = (V, E), un ve
teur types de sommets

r ∈ ZZ

V
+ et un ve
teur poids w ∈ IR

E
asso
iés aux arêtes de G, le problème 
onsiste à

déterminer un ve
teur entier x ∈ ZE
+ tel que le graphe H = (V, E(x)) est arête-�able

et

∑

e∈E w(e)x(e) est minimum, où E(x) est l'ensemble d'arêtes obtenu en remplaçant


haque arête e ∈ E par x(e) 
opies.

Soit P (G, r) le polyèdre asso
ié aux solutions du problème 3.1. Dans [44℄, Cornué-

jols, Fonlupt et Naddef ont 
onsidéré le problème 3.1 pour des types de sommets

tous égaux à k où k est un entier pair. Ils ont 
ara
térisé le polyèdre P (G, r) par les


ontraintes de non-négativité et les 
ontraintes de 
oupe dans la 
lasse des graphes

série-parallèles. Dans [4℄, Baïou a montré que P (G, r) est 
omplètement dé
rit par 
es

mêmes 
ontraintes lorsque le graphe est série-parallèle et r ∈ {0, 2}V . Ce que Didi Biha

et Mahjoub [60℄ ont étendu pour r ∈ {0, k}V où k est un entier pair non nul.

Une des grandes motivations dans la re
her
he de telles 
ara
térisations est que le pro-

blème de séparation des 
ontraintes de 
oupe est polynomial. Ainsi, le problème ESNDP

peut être résolu en temps polynomial par un algorithme de 
oupes quand ESNDP(G, r)
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est 
omplètement dé
rit par les inégalités triviales et de 
oupe. Par 
onséquent, il nous

a semblé intéressant de généraliser les résultats pré
édents à des types de sommets

quel
onques mais tous pairs.

Dans [63℄, Du�n a dé�ni les graphes série-parallèles de la manière suivante.

Dé�nition 3.1 Un graphe est dit série-parallèle s'il peut être obtenu à partir du

graphe 
onstitué de deux sommets liés par une seule arête, en appliquant d'une manière

ré
ursive les deux opérations suivantes :

θ1 : dupliquer une arête (i.e. ajouter une arête joigant les mêmes sommets),

θ2 : subdiviser une arête (i.e. insérer un nouveau sommet de degré deux).

Nous pouvons remarquer que les graphes série-parallèles sont 
onnexes. De plus, ils

possèdent la propriété suivante.

Lemme 3.2 Si G = (V, E) est un graphe série-parallèle ave
 |V | ≥ 3, alors G 
ontient

un sommet qui est adja
ent à exa
tement deux sommets.

Preuve. Puisqu'un graphe série-perallèle peut être obtenu en appliquant ré
ursive-

ment les deux opérations mentionnées pré
édemment, le dernier sommet ajouté par

l'opération θ2 est adja
ent à exa
tement deux sommets. ✷

Tout au long de 
e 
hapitre, nous 
onsidérons un graphe 
onnexe G = (V, E) et un

ve
teur types de sommets r ∈ ZZ

V
+. Nous rappelons qu'il existe au moins deux som-

mets de V qui ont un type de 
onnexité maximum, 
'est-à-dire égal à rmax. De plus,

nous supposons que ESNDP(G, r) est de pleine dimension. Notons par Q(G, r) le po-

lytope donné par les 
ontraintes (2.1)-(2.3). Avant de donner le résultat prin
ipal de


e 
hapitre, nous allons tout d'abord dis
uter de quelques propriétés stru
turales de

Q(G, r).

3.2 Propriétés stru
turales de Q(G, r)

Soit x une solution de Q(G, r). Durant toute la démonstration du résultat prin
ipal de


e 
hapitre, nous serons amenés à 
onsidérer la restri
tion de x dans un graphe obtenu
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à partir de G en 
ontra
tant un sous-ensemble d'arêtes. Ainsi, nous avons le lemme

suivant.

Lemme 3.3 Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes qui induit un sous-graphe 
onnexe

de G. Soit x′ ∈ IR

E\F
la restri
tion de x sur E \ F . Alors x′

est une solution de

Q(G/F, rF ).

Preuve. Il est évident que x′
satisfait les inégalités triviales (2.1) et (2.2) de Q(G/F, rF ).

Par ailleurs, toute 
oupe de G/F est également une 
oupe de G. Ainsi, les inégalités

de 
oupe (2.3) sont aussi satisfaites par x′
. Par 
onséquent, x′ ∈ Q(G/F, rF ). ✷

Lemme 3.4 Soient δ(W1) et δ(W2) deux 
oupes serrées pour x telles que W1∩W2 6= ∅

et r(W1 ∩W2) ≤ min{r(W1 \W2), r(W2 \W1)}. Alors

a) con(W1 \W2) = con(W1),

con(W2 \W1) = con(W2).

b) δ(W1 \W2) et δ(W2 \W1) sont serrées pour x, et

x[W1 ∩W2, W1 ∪W 2] = 0.

Preuve. a) Nous démontrons le résultat pour W1, la preuve étant similaire pour W2.

Puisque r(W1 ∩W2) ≤ min{r(W1 \W2), r(W2 \W1)}, nous avons

r(W1) = max{r(W1 ∩W2), r(W1 \W2)}

= r(W1 \W2),

et

r(W1 \W 2) = max{r(W1 ∩W2), r(W 1)}

= r(W1).

Par 
onséquent, nous obtenons

con(W1 \W2) = min{r(W1 \W2), r(W1 \W 2)}

= min{r(W1), r(W1)}

= con(W1).

Par symétrie, nous avons également con(W2 \W1) = con(W2).
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b) De a), nous avons

con(W1 \W2) + con(W2 \W1) = con(W1) + con(W2)

= x(δ(W1)) + x(δ(W2))

= x(δ(W1 \W2)) + x(δ(W2 \W1)) + 2 x[W1 ∩W2, W1 ∪W 2].

Et d'après les inégalités (2.1) et (2.3), nous obtenons

x(δ(W1 \W2)) = con(W1 \W2),

x(δ(W2 \W1)) = con(W2 \W1),

x[W1 ∩W2, W1 ∪W 2] = 0. ✷

La propriété suivante 
ara
térise la 
onnexité des sous-ensembles de sommets induisant

des 
oupes serrées pour x. Elle nous sera très utile pour la suite.

Lemme 3.5 Soit x une solution de Q(G, r) telle que x(e) > 0 pour tout e ∈ E. Si

δ(W ) est une 
oupe serrée pour x, alors G(W ) et G(W ) sont tous les deux 
onnexes.

Preuve. Supposons par exemple que G(W ) n'est pas 
onnexe. Soit (W 1, W 2) une

partition de W telle que [W 1, W 2] = ∅. Puisque G est un graphe 
onnexe, nous avons

[W 1, W ] 6= ∅ et [W 2, W ] 6= ∅.

D'après les hypothèses, nous avons

x[W 1, W ] > 0 et x[W 2, W ] > 0 (3.1)

De plus, puisque δ(W ) est serrée pour x, nous devons avoir con(W ) > 0. Ainsi, au

moins un des sous-ensembles W 1
et W 2

a un type de 
onnexité stri
tement positif.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que r(W 1) > 0 et r(W 2) ≤ r(W 1).

Nous en déduisons alors

con(W ) ≤ con(W 1). (3.2)

En e�et, nous avons con(W ) = min{r(W ), r(W )}.

Or r(W ) = max{r(W 1), r(W 2)} = r(W 1). Si r(W 1) ≥ r(W ), alors con(W ) = r(W ).

Et nous obtenons

con(W 1) = min{r(W 1), r(W
1
)}

= min{r(W 1),max{r(W 2), r(W )}}

= max{r(W 2), r(W )}

≥ r(W )

= con(W ).
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Si r(W 1) < r(W ), alors con(W ) = r(W 1). Et nous obtenons

con(W 1) = min{r(W 1), r(W
1
)}

= min{r(W 1),max{r(W 2), r(W )}}

= r(W 1)

= con(W ).

Ainsi, l'inégalité (3.2) est prouvée. Puisque δ(W 1) est une 
oupe de G, nous avons

x(δ(W 1)) ≥ con(W 1). De plus, δ(W 1) = [W 1, W ]. Nous déduisons don


x[W 1, W ] ≥ con(W 1). (3.3)

Par 
onséquent, des inégalités (3.1) et (3.3), nous obtenons

con(W ) = x(δ(W ))

= x[W 1, W ] + x[W 2, W ]

≥ con(W 1) + x[W 2, W ]

> con(W 1).

Ce qui 
ontredit l'inégalité (3.2). ✷

Les deux lemmes suivants donnent des propriétés 
on
ernant les arêtes parallèles.

Lemme 3.6 Soient u et v deux sommets de G. Si x est un point extrême de Q(G, r),

alors [u, v] 
ontient au plus une arête ayant une valeur fra
tionnaire.

Preuve. Le lemme est immédiat si |[u, v]| = 1. Supposons que |[u, v]| ≥ 2 et qu'il existe

deux arêtes e1 et e2 de [u, v] telles que 0 < x(e1) < 1 et 0 < x(e2) < 1. Soit x′ ∈ IR

E
le

ve
teur tel que

x′(e) =







x(e) + ǫ si e = e1,

x(e)− ǫ si e = e2,

x(e) si e ∈ E \ {e1, e2},

où ǫ est un s
alaire non nul. Puisque toute 
oupe de G 
ontient [u, v] ou alors ne

l'interse
te pas, toutes les 
oupes qui sont serrées pour x le sont également pour x′
. Or,

pour toute arête e ∈ E, x′(e) est entier si x(e) l'est aussi. Ainsi, toutes les inégalités de

Q(G, r) qui sont satisfaites à l'égalité par x le sont également par x′
. Mais 
e
i 
ontredit

le fait que x est un point extrême de Q(G, r). ✷

Lemme 3.7 Soient u et v deux sommets de G. Soient x un point extrême fra
tionnaire

de Q(G, r) et x′
la restri
tion de x sur E \ [u, v]. Alors x′

est fra
tionnaire.
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Preuve. Puisque x est un point extrême fra
tionnaire de Q(G, r), x est l'unique so-

lution d'un système dont les membres droits des équations sont entiers et tous les


oe�
ients sont 0 ou 1. Par 
onséquent, x′
doit 
ontenir au moins deux 
omposantes

fra
tionnaires. Or, d'après le lemme 3.6, [u, v] 
ontient au plus une seule arête ayant

une valeur fra
tionnaire. Don
, x′
est fra
tionnaire. ✷

3.3 ESNDP(G, r) dans les graphes série-parallèles

Le résultat prin
ipal de 
e 
hapitre donne une des
ription 
omplète de ESNDP(G, r)

par les inégalités triviales (2.1), (2.2℄ et de 
oupe (2.3) lorsque G est série-parallèle et

r(v) est pair pour tout v ∈ V . Il est énon
é dans le théorème suivant.

Théorème 3.8 Si G = (V, E) est un graphe série-parallèle et r(v) est pair pour tout

v ∈ V , alors ESNDP(G, r) = Q(G, r).

Preuve. La démonstration est par ré
urren
e sur le nombre d'arêtes. Il n'est pas di�-


ile de voir que le théorème est vrai pour tout graphe ayant au plus deux arêtes. Suppo-

sons qu'il est vrai pour tout graphe série-parallèle ayant au plus m arêtes, et supposons

que G 
ontient exa
tement m + 1 arêtes. Supposons, au 
ontraire, que ESNDP(G, r)

6= Q(G, r). Puisque les inégalités (2.1)-(2.3) sont valides pour ESNDP(G, r), nous avons

ESNDP(G, r) ⊆ Q(G, r). De plus, toute solution entière de Q(G, r) est également une

solution de ESNDP(G, r). Par 
onséquent il doit exister un point extrême fra
tionnaire

x ∈ IR

E
de Q(G, r).

Assertion 3.8.1 x(e) > 0 pour tout e ∈ E.

Preuve. Supposons qu'il existe une arête e0 ∈ E telle que x(e0) = 0. Soit x′
la restri
-

tion de x dans le graphe G− e0. Il est 
lair que x′
appartient à Q(G− e0, r). De plus, il

n'est pas di�
ile de voir que x′
est un point extrême de Q(G− e0, r). D'après le lemme

3.7, x′
est fra
tionnaire, 
e qui 
ontredit notre hypothèse de ré
urren
e. ✷

Soit E1 l'ensemble des arêtes e de E telles que x(e) = 1. Puisque x est un point

extrême de Q(G, r), il existe une famille de 
oupes {δ(Wi); i = 1, . . . , s} telle que x

soit l'unique solution du système

(3.4)







x(e) = 1 pour tout e ∈ E1,

x(δ(Wi)) = con(Wi) pour i = 1, . . . , s,
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où |E| = |E1| + s. Nous rappelons que, par le lemme 3.5, les sous-graphes G(Wi) et

G(Wi) sont 
onnexes, pour i = 1, . . . , s.

Une famille de sous-ensembles {Si ⊆ V ; i = 1, . . . , s} est dite emboitée si Si ⊂ Sj ou

Sj ⊂ Si ou Si∩Sj = ∅, pour tout i 6= j,. Une famille de 
oupes {δ(Si); i = 1, . . . , s} est

laminaire si la famille {Si ⊆ V ; i = 1, . . . , s} est emboitée. Pour des types de 
onnexité

tous égaux à 2, Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [44℄ ont montré que le système qui dé�ni

un point extrême du polyèdre asso
ié aux solutions du problème 3.1 peut être 
hoisi de

telle manière que les 
oupes appartenant à 
e système forment une famille laminaire.

Nous allons étendre, dans la pro
haine assertion, 
ette notion de laminarité des 
oupes

à des types de sommets tous pairs, en nous restreignant néanmoins à 
ertaines 
oupes.

Assertion 3.8.2 Soit δ(W ) une 
oupe serrée pour x. Alors le système (3.4) peut être


hoisi de telle manière que si δ(Wi) véri�e r(W \Wi) ≤ min{r(W ∩Wi), r(W ∪W i)}

ou r(W ∩Wi) ≤ min{r(W \Wi), r(Wi \W )}, alors Wi ⊆ W ou Wi ⊆W .

Preuve. Supposons qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (3.4) telle que r(W ∩

Wi) ≤ min{r(W \ Wi), r(Wi \ W )} (la démonstration est similaire si r(W \ Wi) ≤

min{r(W ∩Wi), r(W ∪W i)}).

Par le lemme 3.4, les 
oupes δ(W \Wi) et δ(Wi \W ) sont serrées pour x, et

con(W ) = con(W \Wi),

con(Wi) = con(Wi \W ),

x[W ∩Wi, W ∪W i] = 0.

Ainsi, de 
ette dernière égalité, 
ombinée ave
 l'assertion 3.8.1, nous obtenons [W ∩

Wi, W ∪W i] = ∅. De plus, nous avons

x(δ(Wi)) = x(δ(W \Wi)) + x(δ(Wi \W ))− x(δ(W )).

Par 
onséquent, l'équation x(δ(Wi)) = con(Wi) est redondante par rapport aux égalités

x(δ(W )) = con(W ),

x(δ(Wi \W )) = con(Wi \W ),

x(δ(W \Wi)) = con(W \Wi).

Elle peut ainsi être rempla
ée par 
es équations dans le système (3.4). De plus, nous

avons W \Wi ⊆ W et Wi \W ⊆W. ✷

Assertion 3.8.3 Chaque variable x(f), où f ∈ E, a un 
oe�
ient non nul dans au

moins deux équations du système (3.4).
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Preuve. Soit f une arête de E. Il est 
lair que x(f) doit avoir un 
oe�
ient non nul

dans au moins une équation du système (3.4). Dans le 
as 
ontraire, nous pouvons

augmenter x(f) et obtenir une solution satisfaisant également le système (3.4), 
e qui

est impossible.

Maintenant, supposons que l'arête f = uv a un 
oe�
ient non nul dans exa
tement

une équation du système (3.4). Soit (3.4)

′
le système obtenu à partir de (3.4) en suppri-

mant l'équation 
ontenant x(f) ainsi que les équations x(e) = 1 pour e ∈ [u, v]. Nous

remarquons qu'au
une des variables x(e), pour e ∈ [u, v], n'apparait dans le système

(3.4)

′
. Posons F = [u, v] et soit x′

la restri
tion de x sur E \ F . D'après le lemme 3.3,

x′ ∈ Q(G/F, rF ). Par ailleurs, x′
est une solution du système (3.4)

′
. Puisque 
e der-

nier est un système non-singulier et 
haque équation de 
e système 
orrespond à une


ontrainte de Q(G/F, rF ), 
e
i implique que x′
est un point extrême de Q(G/F, rF ).

De plus, par le lemme 3.7, x′
est fra
tionnaire. Étant donné que G/F est un graphe

série-parallèle ayant moins d'arêtes que G, 
e
i 
ontredit l'hypothèse de ré
urren
e. ✷

D'après le lemme 3.2 et du fait que le graphe G est série-parallèle, il doit exister

un sommet v de V qui est adja
ent à exa
tement deux sommets v1 et v2 de V . Notons

par F1 (resp. F2) l'ensemble des arêtes entre v et v1 (resp. entre v et v2). Sans perte de

généralité, nous pouvons supposer que

x(F1) ≥ x(F2). (3.5)

Dans l'assertion suivante, nous allons montrer que la 
oupe δ(v), si elle appartient au

système (3.4), n'est pas la seule 
oupe 
ontenant F1 de 
e système.

Assertion 3.8.4 Il existe une 
oupe δ(W ) serrée pour x telle que v ∈W , F1 ⊆ δ(W ),

|W | ≥ 2 et |W | ≥ 2.

Preuve. Supposons le 
ontraire. D'après l'assertion 3.8.3, 
haque variable x(e), où

e ∈ F1, apparait dans au moins deux équations du système (3.4). Puisque G 
ontient

au moins deux sommets de type de 
onnexité maximum, les équations suivantes doivent

apparaitre dans le système (3.4),

x(δ(v)) = r(v),

x(e) = 1 pour tout e ∈ F1.

Nous avons, x(δ(v)) = x(F1) + x(F2). Or, par le lemme 3.6, au plus une arête de F2

peut avoir une valeur fra
tionnaire. De plus, x(δ(v)) et x(F1) sont entiers. Don
, nous

avons x(e) = 1 pour tout e ∈ F2, et l'équation x(δ(v)) = r(v) est redondante dans le

système (3.4). Ainsi nous obtenons une 
ontradi
tion. ✷
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D'après l'assertion 3.8.4, il existe une 
oupe δ(W ), serrée pour x, 
ontenant F1. Puisque,

d'après le lemme 3.5, G(W ) et G(W ) sont 
onnexes, la 
oupe δ(W ) est telle que

F2 ⊆ E(W ). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que δ(W ) est une 
oupe

du système (3.4). Nous pouvons également supposer que, pour toute 
oupe δ(Z) du

sytème (3.4) telle que F1 ⊆ δ(Z) et F2 ⊆ E(Z), nous avons r(Z \ {v}) ≥ r(W \ {v}).

Posons W ′ = W \ {v} (voir �gure 3.1).

W

v

v

F1 

2

1v

W

W’

F2

Fig 3.1

Dans la suite de 
ette démonstration, nous allons étudier la 
oupe δ(W ). Plus parti-


ulièrement, nous allons nous intéresser aux types de 
onnexité de v et W ′
, puis à la

relation que 
ette 
oupe permet d'établir entre x(F1) et x(F2).

Assertion 3.8.5 x(F1)− x(F2) ≤ con(W )− con(W ′).

Preuve. Puisque δ(W ) est une 
oupe serrée pour x, nous avons

x(δ(W )) = x(F1) + x[W ′, W ] = con(W ).

Par le fait que x ∈ Q(G, r), nous avons aussi

x(δ(W ′)) = x(F2) + x[W ′, W ] ≥ con(W ′).

Par 
onséquent, nous obtenons x(F1)− x(F2) ≤ con(W )− con(W ′). ✷

Assertion 3.8.6 r(v) > r(W ′).
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Preuve. Supposons, au 
ontraire, que r(v) ≤ r(W ′). Nous avons alors

con(W ) = min{r(W ), r(W )}

= min{max{r(v), r(W ′)}, r(W )}

= min{r(W ′), r(W )}.

Par dé�nition de con(W ′), nous avons

con(W ′) = min{r(W ′), r(W ′)}

= min{r(W ′),max{r(v), r(W )}}.

Si r(v) ≥ r(W ), alors, puisque par hypothèse r(W ′) ≥ r(v), il en dé
oule que r(W ′) ≥

r(W ). Ainsi, nous avons con(W ) = r(W ). Par ailleurs, nous avons également con(W ′) =

min{r(W ′), r(v)} = r(v). Par 
onséquent, con(W ) ≤ con(W ′).

Si r(v) < r(W ), alors con(W ′) = min{r(W ′), r(W )} = con(W ). Finalement, nous

déduisons

con(W ) ≤ con(W ′). (3.6)

Et par l'assertion 3.8.5, il en résulte que x(F1) ≤ x(F2). Don
, par l'inégalité (3.5),

x(F1) = x(F2). Cette dernière égalité 
ombinée ave
 l'assertion 3.8.5 et l'inégalité (3.6)

nous donne con(W ) = con(W ′).

Nous allons maintenant montrer que l'équation x(δ(v)) = r(v) ne fait pas partie du

système (3.4). Pour 
ela, supposons le 
ontraire. Par hypothèse, G 
ontient au moins

deux sommets ayant un type de 
onnexité maximum. Don
, con({v}) = r(v). Puisque

δ(W ) est une 
oupe serrée pour x, nous avons

x(δ(W )) = x(F1) + x[W ′, W ]

= con(W )

= con(W ′).

Or x(F1) = x(F2), don


x(δ(W ′)) = x(F2) + x[W ′, W ]

= x(F1) + x[W ′, W ]

= con(W ′).

Ainsi,

2 x[W ′, W ] = 2 con(W ′)− (x(F1) + x(F2))

= 2 con(W ′)− x(δ(v))

= 2 con(W ′)− r(v).



46 Types de sommets pairs et graphes série-parallèles : 
ara
térisations polyédrales

Ce qui implique

x[W ′, W ] = con(W ′)−
r(v)

2
.

Puisque con(W ′) est entier et r(v) est pair, x[W ′, W ] est entier. Or x(F1)+x[W ′, W ] =

con(W ′) et x(F1) = x(F2). Par 
onséquent, x(F1) et x(F2) sont entiers. Or, d'après

le lemme 3.6, F1 et F2 ne peuvent pas avoir plus d'une valeur fra
tionnaire. Ainsi,

nous obtenons x(e) = 1 pour tout e ∈ F1 ∪ F2. Mais 
ela implique que l'équation

x(δ(v)) = r(v) est redondante dans le système (3.4), une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, x(δ(v)) = r(v) n'est pas une équation du système (3.4). Soit δ(Wi)

une 
oupe du système (3.4) 
ontenant F1 et telle que F2 ⊆ E(Wi). Remarquons que

δ(Wi) peut être égal à δ(W ). D'après l'hypothèse de minimalité de type de 
onnexité

sur W \{v}, nous avons r(Wi\{v}) ≥ r(W \{v}) = r(W ′). Comme r(v) ≤ r(W ′), nous

obtenons r(Wi \{v}) ≥ r(v), et ainsi con(Wi) = con(Wi \{v}). Puisque x(F1) = x(F2),

la 
oupe δ(Wi \ {v}) est serrée pour x. Don
, dans le système (3.4), nous pouvons

rempla
er toutes les équations x(δ(Wi)) = con(Wi) telles que F1 ⊆ δ(Wi) et F2 ⊆

E(Wi) par x(δ(Wi \ {v})) = con(Wi \ {v}). Soient (3.4)

∗
le système ainsi obtenu

et x′
la restri
tion de x sur E \ F1. D'après le lemme 3.7, x′

est fra
tionnaire. De

plus, par le lemme 3.3, x′ ∈ Q(G/F1, rF1
). Soit (3.4)∗′ le système obtenu à partir du

système (3.4)

∗
en supprimant les équations x(e) = 1 pour e ∈ F1. Nous remarquons

qu'au
une variable x(e), où e ∈ F1, n'apparait dans le système (3.4)

∗′
, et que x′

est une

solution de 
e système. Or, G/F1 est un graphe série-parallèle et |E \ F1| < |E|. Don
,

d'après l'hypothèse de ré
urren
e, Q(G/F1, rF1
) est entier. Puisque x′

est une solution

fra
tionnaire de Q(G/F1, rF1
), il doit exister une solution entière y′

de Q(G/F1, rF1
)

qui est également une solution du système (3.4)

∗′
. Par ailleurs, puisque x(F1) = x(F2),

F1 et F2 sont de même 
ardinalité. Posons F1 = {e1, . . . , et} et F2 = {f1, . . . , ft}. Soit

y ∈ IR

E
la solution donnée par

y(e) =

{

y′(e) si e ∈ E \ F1,

y′(fi) si e = ei; i = 1, . . . , t.

Nous allons montrer que y est une solution du système (3.4). Tout d'abord, remarquons

que y(e) = 1 pour toute arête e ∈ E telle que x(e) = 1, 
'est-à-dire e ∈ E1. Considérons

maintenant une 
oupe δ(Wi) du système (3.4).

- Si F1∩δ(Wi) = ∅, alors δ(Wi) est aussi une 
oupe du système (3.4)

∗′
. Don
 δ(Wi)

est serrée pour y′
. Et ainsi y(δ(Wi)) = y′(δ(Wi)) = con(Wi).

- Si F1 ⊆ δ(Wi), alors δ(Wi) est di�érent de δ(v). Ainsi, nous pouvons supposer

que v ∈ Wi et que, par le lemme 3.5, F2 ⊆ E(Wi). Or, nous avons montré 
i-

dessus que, dans 
e 
as, con(Wi) = con(Wi \{v}) et δ(Wi \{v}) est une 
oupe du
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système (3.4)

∗′
. Don
, δ(Wi \ {v}) est serrée pour y′

. Du fait que y(F1) = y(F2),

nous obtenons

y(δ(Wi)) = y(F1) + y[Wi \ {v}, W i]

= y(F2) + y[Wi \ {v}, W i]

= y(δ(Wi \ {v}))

= y′(δ(Wi \ {v}))

= con(Wi \ {v})

= con(Wi).

Et ainsi, δ(Wi) est serrée pour y.

Par 
onséquent, y est une solution du système (3.4). Puisque y 6= x, 
e
i 
ontredit le

fait que x soit la solution unique du système (3.4). ✷

Assertion 3.8.7 r(W ′) > 0.

Preuve. Supposons que r(W ′) = 0. D'après l'assertion 3.8.3, il existe une 
oupe,

disons δ(W2), du système (3.4) qui 
ontient F2. Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer que v ∈ W2. Puisque r(W ′) = 0, nous avons r(W \ W2) = 0. Ainsi, par

l'assertion 3.8.2, il s'en suit que W2 ⊆W . Par 
onséquent, W2 = {v}. De plus, puisque

δ(W2) est une 
oupe du système (3.4), il doit exister une arête f ∈ F2 telle que 0 <

x(f) < 1. En e�et, supposons, au 
ontraire, que x(e) = 1 pour tout e ∈ F2. D'après le

lemme 3.6, F1 peut 
ontenir au plus une arête fra
tionnaire. Puisque r(v) est entier,

nous avons don
 x(e) = 1 pour tout e ∈ F1. Et l'équation x(δ(W2)) = con(W2) est

redondante dans le système (3.4), une 
ontradi
tion. Ainsi, F2 
ontient une arête f qui

possède une valeur fra
tionnaire. Cette arête apparait dans exa
tement une équation

du système (3.4), en l'o

urren
e x(δ(v)) = r(v). Mais 
e
i 
ontredit l'assertion 3.8.3✷

Assertion 3.8.8 L'équation x(δ(v)) = r(v) n'appartient pas au système (3.4).

Preuve. Supposons le 
ontraire, 
'est-à-dire que δ(v) est une 
oupe du sytème (3.4).

Nous allons tout d'abord montrer qu'il existe une arête f1 de F1 dont la valeur x(f1) est

fra
tionnaire. En e�et, si x(e) = 1 pour tout e ∈ F1, alors nous devons avoir également

x(e) = 1 pour tout e ∈ F2. Sinon, il existerait au moins deux arêtes de F2 dont les

valeurs seraient fra
tionnaires, 
ontredisant ainsi le lemme 3.6. Mais 
e
i implique que

l'équation x(δ(v)) = r(v) est redondante dans le système (3.4), une 
ontradi
tion.

D'une manière similaire, nous pouvons montrer qu'il doit exister une arête f2 de F2

dont la valeur x(f2) est fra
tionnaire. D'après le lemme 3.6, nous avons x(e) = 1 pour
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tout e ∈ F1 \ {f1} et x(e) = 1 pour tout e ∈ F2 \ {f2}.

D'autre part, par l'assertion 3.8.6, nous avons con(W ) = r(v). Puisque δ(W ) et δ(v)

sont deux 
oupes serrées pour x, nous avons

x(δ(W )) = x(F1) + x[W ′, W ] = con(W ) = r(v),

x(δ(v)) = x(F1) + x(F2) = r(v).

Ce qui nous donne x[W ′, W ] = x(F2). Nous obtenons don


x(δ(W ′)) = x(F2) + x[W ′, W ]

= 2 x(F2)

≥ con(W ′).

De l'assertion 3.8.6, nous avons également con(W ′) = r(W ′). Étant donné que x(f2)

est fra
tionnaire, 2 x(F2) n'est pas pair. Par 
ontre r(W ′) est pair. Nous en déduisons

don


x(F2) >
r(W ′)

2
. (3.7)

Puisque x(δ(v)) = x(F1) + x(F2) = r(v), 
e
i implique, par l'inégalité (3.7), que

x(F1) < r(v)−
r(W ′)

2
. (3.8)

Maintenant, d'après l'assertion 3.8.3, il doit exister une autre 
oupe δ(W2) du système

(3.4), di�érente de δ(v), et qui 
ontient f2. Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer que v ∈W 2. D'après le lemme 3.5, F1 ⊆ E(W 2). Posons W ′
2 = W 2 \{v} (voir

�gure 3.2).

v

v

W

1

2

2

W2

F2

v
2

F1 

W’

Fig 3.2

Nous allons maintenant montrer que

x(δ(W ′
2)) ≥ r(v). (3.9)
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Pour 
ela, supposons au 
ontraire que x(δ(W ′
2)) < r(v). Puisque x(δ(W ′

2)) ≥ con(W ′
2),

nous avons alors con(W ′
2) < r(v). Par 
onséquent, r(W ′

2) < r(v). En e�et, nous avons

con(W ′
2) = min{r(W ′

2), r(W
′

2)}

= min{r(W ′
2),max{r(v), r(W2)}}.

Or max{r(v), r(W2)} ≥ r(v) et con(W ′
2) < r(v). Don
 con(W ′

2) = r(W ′
2). Et ainsi

r(W ′
2) < r(v). Nous en déduisons alors que r(W 2) = r(v). Puisque G 
ontient au

moins deux sommets de type de 
onnexité maximum, il en résulte que r(W2) ≥ r(v).

Nous avons don


con(W2) = min{r(W2), r(W 2)}

= min{r(W2), r(v)}

= r(v).

Ainsi, nous obtenons

x(δ(W2)) = x(F2) + x[W2, W
′
2]

= con(W2)

= r(v).

Comme

x(δ(W ′
2)) = x(F1) + x[W2, W

′
2]

< r(v),

nous en déduisons x(F2) > x(F1), une 
ontradi
tion ave
 (3.5). Par 
onséquent, l'in-

égalité (3.9) est véri�ée. Puisque δ(W2) est une 
oupe serrée pour x, par (3.7), nous

avons

x[W2, W
′
2] < con(W2)−

r(W ′)

2
. (3.10)

Finalement, de (3.8) et (3.10), nous obtenons

x(δ(W ′
2)) = x(F1) + x[W2, W

′
2]

< r(v)− r(W ′)
2

+ con(W2)−
r(W ′)

2

= r(v) + con(W2)− r(W ′).

Et de (3.9), il en résulte que con(W2) > r(W ′).

Maintenant, nous allons montrer que

r(W ∩W2) ≤ min{r(W \W2), r(W2 \W )}. (3.11)

Puisque v ∈W \W2, d'après l'assertion 3.8.6, nous avons

r(W ∩W2) ≤ r(W ′) < r(v) = r(W \W2).
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Or con(W2) > r(W ′) et con(W2) = min{r(W2), r(W 2)}. Don
 r(W ′) < r(W2). Ainsi,

r(W2) = r(W2 \W ), 
e qui implique que r(W ∩W2) ≤ r(W2 \W ).

Par 
onséquent, l'inégalité (3.11) est véri�ée. Puisque v ∈W 2∩W , par l'assertion 3.8.2,

nous pouvons supposer que W 2 ⊆ W . Mais, dans 
e 
as, nous avons F1 ⊆ E(W ), une


ontradi
tion. ✷

Assertion 3.8.9 x(F1)− x(F2) < r(v)− r(W ′).

Preuve. Nous avons, d'après l'assertion 3.8.6, r(v) > r(W ′). Don
, con(W ) = r(v).

Ainsi, par l'assertion 3.8.5, x(F1)−x(F2) ≤ r(v)−con(W ′). Puisque con(W ′) = r(W ′),

il en résulte que x(F1)− x(F2) ≤ r(v)− r(W ′).

Maintenant, supposons, au 
ontraire, que l'assertion n'est pas vraie, 
'est-à-dire que

x(F1)− x(F2) = r(v)− r(W ′).

Soit δ(Wi) une 
oupe du système (3.4) 
ontenant F1 telle que v ∈ Wi. Par l'assertion

3.8.8, nous avons δ(Wi) 6= δ(v). D'après l'hypothèse de minimalité de type de 
onnexité

de W \ {v}, nous avons r(Wi \ {v}) ≥ r(W \ {v}) = r(W ′). Nous allons maintenant

montrer que con(Wi) ≤ r(v). En e�et, supposons au 
ontraire que con(Wi) > r(v). Il

n'est pas di�
ile de voir que r(Wi \ {v}) > r(v) et r(W i) > r(v). Ainsi, nous obtenons

con(Wi) = min{r(Wi), r(W i)}

= min{max{r(v), r(Wi \ {v})}, r(W i)}

= min{r(Wi \ {v}), r(W i)}.

De plus, nous avons

con(Wi \ {v}) = min{r(Wi \ {v}), r(Wi \ {v})}

= min{r(Wi \ {v}),max{r(v), r(W i)}}

= min{r(Wi \ {v}), r(W i)}.

Par 
onséquent, con(Wi \ {v}) = con(Wi), et

x(δ(Wi \ {v})) = x(δ(Wi))− x(F1) + x(F2)

= con(Wi)− r(v) + r(W ′)

= con(Wi \ {v})− r(v) + r(W ′).

Par l'assertion 3.8.6, nous obtenons x(δ(Wi \ {v})) < con(Wi \ {v}), 
e qui est impos-

sible.

Ainsi, con(Wi) ≤ r(v). De plus, nous avons r(Wi \ {v}) = r(W ′). Sinon, puisque par

hypothèse r(Wi \ {v}) ≥ r(W ′), nous aurions r(Wi \ {v}) > r(W ′). Or con(Wi \ {v}) =
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min{r(Wi\{v}),max{r(v), r(W i)}}, et par l'assertion 3.8.6, max{r(v), r(W i)} > r(W ′).

Don
 con(Wi \ {v}) > r(W ′). Ce qui implique que

x(F2) + x[Wi \ {v}, W i] = x(δ(Wi \ {v}))

≥ con(Wi \ {v})

> r(W ′).

Étant donné que

x(F1) + x[Wi \ {v}, W i] = x(δ(Wi))

= con(W )

≤ r(v),

il en résulte que x(F1)−x(F2) < r(v)−r(W ′). Mais 
e
i 
ontredit notre hypothèse. Nous

obtenons don
 r(Wi\{v}) = r(W ′). Par 
onséquent, con(Wi) = r(v) et con(Wi\{v}) =

r(W ′). D'où

x(δ(Wi \ {v})) = x(δ(Wi))− x(F1) + x(F2)

= con(Wi)− x(F1) + x(F2)

= r(v)− r(v) + r(W ′)

= r(W ′)

= con(Wi \ {v}).

Ainsi, la 
oupe δ(Wi \ {v}) est serrée pour x. De 
e fait, si nous remplaçons 
haque

équation x(δ(Wi)) = con(Wi) telle que F1 ⊆ δ(Wi) et v ∈ Wi par x(δ(Wi \ {v})) =

con(Wi \ {v}) dans le système (3.4), nous obtenons un système (3.4)

′
qui admet x


omme solution unique. Soit x′
la restri
tion de x sur E \ F1. Soit (3.4)

′′
le système

obtenu à partir de (3.4)

′
en supprimant toutes les équations x(e) = 1 pour e ∈ F1.

Il est fa
ile de voir que x′
est une solution de (3.4)

′′
. De plus, par les lemmes 3.3 et

3.7, x′
est une solution fra
tionnaire de Q(G/F1, rF1

). Or G/F1 est un graphe série-

parallèle 
ontenant moins d'arêtes que G. Don
, par notre hypothèse de ré
urren
e,

Q(G/F1, rF1
) est entier. Comme toutes les équations du système (3.4)

′′

orrespondent

à des 
ontraintes de Q(G/F1, rF1
), il doit exister une solution y′

de Q(G/F1, rF1
) satis-

faisant le système (3.4)

′′
. Nous sommes amenés à 
onsidérer deux 
as.

Cas 1 x(e) = 1 pour tout e ∈ F1. Puisque x(F1) − x(F2) est entier et, par le lemme

3.6, F2 peut avoir au plus une arête fra
tionnaire, nous avons également x(e) = 1 pour

tout e ∈ F2. Soit y ∈ IR

E
la solution donnée par

y(e) =

{

y′(e) si e = E \ F1,

1 si e ∈ F1.
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Il est évident que y véri�e les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe qui

ne 
ontiennent pas F1. Étant donné que x(e) = 1 pour tout e ∈ F2, nous avons

y′(F2) = y(F2) = x(F2). Considérons maintenant une 
oupe δ(Wj) du système (3.4)


ontenant F1. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈ Wj . Comme

nous l'avons montré pré
édemment, la 
oupe δ(Wj \ {v}) est serrée pour x. Par 
onsé-

quent, l'équation x(δ(Wj \ {v})) = con(Wj \ {v}) appartient au système (3.4)

′′
. Don
,

la 
oupe δ(Wj \ {v}) est serrée pour y′
. De plus, nous avons con(Wj \ {v}) = r(W ′) et

con(Wj) = r(v). Ainsi

y(δ(Wj)) = y(δ(Wj \ {v})) + y(F1)− y(F2)

= y′(δ(Wj \ {v})) + y(F1)− y′(F2)

= con(Wj \ {v}) + x(F1)− x(F2)

= con(Wj \ {v}) + r(v)− r(W ′)

= r(W ′) + r(v)− r(W ′)

= r(v)

= con(Wj).

Et la 
oupe δ(Wj) est serrée pour y.

Cas 2 Il existe une arête f1 ∈ F1 telle que 0 < x(f1) < 1. Or x(F1) − x(F2) est

entier. Ainsi, par le lemme 3.6, il doit exister une arête f2 ∈ F2 telle que 0 < x(f2) < 1

et x(f2) = x(f1). Aussi, nous avons x(F1)−x(F2) = |F1|−|F2|. Soit y ∈ IR

E
la solution

donnée par

y(e) =







y′(e) si e = E \ F1,

1 si e ∈ F1 \ {f1},

y′(f2) si e = f1.

Il est 
lair que y véri�e les 
ontraintes triviales du système (3.4) ainsi que les 
ontraintes

de 
oupe x(δ(Wj)) = con(Wj) telles que F1 ∩ δ(Wj) = ∅. Soit δ(Wj) une 
oupe du

système (3.4) telle que F1 ⊆ δ(Wj) et v ∈ Wj . Alors, suite à la dis
ussion 
i-dessus,

δ(Wj \ {v}) est une 
oupe du système (3.4)

′′
. Ainsi y′(δ(Wj \ {v})) = con(Wj \ {v}).

Par ailleurs, con(Wj \ {v}) = r(W ′) et con(Wj) = r(v). Ainsi

y(δ(Wj)) = y(δ(Wj \ {v})) + y(F1)− y(F2)

= y′(δ(Wj \ {v})) + y(F1)− y′(F2)

= con(Wj \ {v}) + y(F1)− y′(F2)

= r(W ′) + (|F1| − 1 + y′(f2))− (|F2| − 1 + y′(f2))

= r(W ′)− |F2|+ |F1|

= r(W ′) + x(F1)− x(F2)

= r(W ′) + r(v)− r(W ′)

= r(v)

= con(Wj).
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Par 
onséquent, la 
oupe δ(Wj) est serrée pour y.

En 
on
lusion, dans les deux 
as, y est une solution du système (3.4). Puisque y 6= x,

nous obtenons une 
ontradi
tion. ✷

Par les assertions 3.8.3 et 3.8.8, ainsi que par le lemme 3.5, il existe une 
oupe δ(Wi0)

du système (3.4) telle que F2 ⊆ δ(Wi0) et F1 ⊆ E(Wi0). Nous allons montrer que

con(Wi0) ≤ con(W ′) = r(W ′). Pour 
ela, supposons le 
ontraire, 
'est-à-dire con(Wi0) >

con(W ′). Nous avons alors

con(Wi0) = min{r(Wi0), r(W i0)}

= min{r(Wi0),max{r(W \Wi0), r(W ∪W i0)}}

> r(W ′).

Puisque v ∈Wi0 , nous avons alors r(Wi0) > r(W ′) et ainsi, nous devons avoir max{r(W\

Wi0), r(W ∪W i0)} > r(W ′). Or W \Wi0 ⊆ W ′
. Don
 r(W \Wi0) ≤ r(W ′), et

r(W \Wi0) < r(W ∪W i0).

Par ailleurs, v ∈W ∩Wi0 et, d'après l'assertion 3.8.6, r(v) > r(W ′). Par 
onséquent

r(W \Wi0) < r(W ∩Wi0).

Il en résulte ainsi que

r(W \Wi0) < min{r(W ∩Wi0), r(W ∪W i0)}.

Étant donné que v ∈W ∩Wi0 , nous pouvons supposer, par l'assertion 3.8.2, que Wi0 ⊆

W . Mais 
e
i implique que F1 ⊆ δ(Wi0), une 
ontradi
tion. Don
 con(Wi0) ≤ con(W ′).

Posons W ′
i0

= Wi0 \ {v}. Puisque v ∈ Wi0 et, par l'assertion 3.8.6, r(v) > r(W ′), nous

avons r(Wi0) > r(W ′). Par 
onséquent, con(Wi0) = r(W i0) ≤ r(W ′) < r(v). Étant

donné que G 
ontient au moins deux sommets de type de 
onnexité maximum, nous

avons r(W ′
i0
) ≥ r(v). Par 
onséquent con(W ′

i0
) = r(v). D'où

x(δ(W ′
i0
)) = x(δ(Wi0))− x(F2) + x(F1)

= con(Wi0)− x(F2) + x(F1)

≤ con(W ′)− x(F2) + x(F1)

= r(W ′)− x(F2) + x(F1).

En 
ombinant 
ette dernière inégalité ave
 l'assertion 3.8.9, 
ela nous donne

x(δ(W ′
i0
)) < r(W ′) + r(v)− r(W ′)

= r(v)

= con(W ′
i0
).
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Nous obtenons ainsi une 
ontradi
tion qui termine la preuve de notre théorème. ✷

Comme nous l'avons mentionné dans la se
tion 3.1.2, le problème de séparation des


ontraintes de 
oupe peut être résolu en temps pomynomial en utilisant un algorithme

de �ot maximum. Ainsi, 
omme 
onséquen
e immédiate du théorème 3.8, nous obte-

nons le 
orollaire suivant.

Corollaire 3.9 Le problème ESNDP peut être résolu en temps polynomial dans la


lasse des graphes série-parallèles si les types de sommets sont tous pairs. ✷

3.4 Polytopes liés au ESNDP(G, r)

Soient G = (V, E) un graphe ave
 des 
oûts c(e) pour tout e ∈ E et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur

types de sommets. Dans 
ette se
tion, nous allons tout d'abord 
onsidérer le problème

3.1, qui 
onsiste à déterminer un ve
teur entier x ∈ IN

E
tel que

i) le graphe H = (V, E(x)) soit arête-�able, et

ii)

∑

e∈E

c(e)x(e) soit minimum.

I
i, E(x) 
orrespond à l'ensemble d'arêtes obtenu en remplaçant 
haque arête e ∈ E

par x(e) 
opies. Cette relaxation de ESNDP est importante par
e qu'elle permet de

fournir une solution de 
oût inférieur par rapport au 
as où 
haque arête peut être

utilisée une seule fois.

Soit P (G, r) l'enveloppe 
onvexe des solutions de 
e problème, 
'est-à-dire

P (G, r) = conv{x ∈ ZZ

E
+ | G(E(x)) est arête-�able}.

Il est 
lair que les 
ontraintes (2.1) et (2.3) sont valides pour P (G, r). En e�et, P (G, r)

n'est rien d'autre que le dominant de ESNDP(G, r). Dans 
e qui suit, en utilisant le

théorème 3.8, nous allons montrer que 
es inégalités su�sent pour dé
rire le polyèdre

P (G, r) quand G = (V, E) est un graphe série-parallèle et r(v) est pair pour tout v ∈ V .

Théorème 3.10 Soit G = (V, E) un graphe série-parallèle. Si les types de 
onnexité

sont tous pairs, alors P (G, r) est 
omplètement dé
rit par les 
ontraintes de non-

négativité (2.1) et les 
ontraintes de 
oupe (2.2).
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Preuve. La démonstration utilise la même idée que 
elle développée par Didi Biha et

Mahjoub [57, 60℄. Soit P ∗(G, r) le polyèdre dé�ni par les inégalités (2.1) et (2.3), 
'est-

à-dire P ∗(G, r) = {x ∈ IR

E | x véri�e (2.1) et (2.3)}. Pour montrer le théorème, il nous

su�t de prouver que les points extrêmes de P ∗(G, r) sont tous entiers. Supposons au


ontraire qu'il existe un point extrême fra
tionnaire x ∈ IR

E
de P ∗(G, r). Considérons

alors le graphe G′ = (V, E ′) obtenu à partir de G en remplaçant 
haque arête e de E

par ⌈x(e)⌉ arêtes e1, . . . , e⌈x(e)⌉. Il est 
lair que G′
est série-parallèle. Par 
onséquent,

d'après le théorème 3.8, P (G′, r) est entier. Soit x′ ∈ IR

E′

la solution donnée par







x′(ei) = 1 pour i = 1, . . . , ⌈x(e)⌉ − 1,

x′(ei) = x(e)− ⌈x(e)− 1⌉ pour i = ⌈x(e)⌉.







si x(e) 6= 0

Il n'est pas di�
ile de voir que x′
satisfait les inégalités (2.1), (2.2) et (2.3). De plus

x′
est un point extrême de P (G′, r). En e�et, supposons le 
ontraire. Puisque P (G′, r)

est entier, il doit exister t solutions entières, t ≥ 2, y′
1, . . . , y

′
t de P (G′, r) et t s
alaires

λ1, . . . , λt ∈ IR+ tels que x′
s'é
rit 
omme 
ombinaison 
onvexe des points y′

1, . . . , y
′
t,


'est-à-dire

x′ =

t
∑

j=1

λjy
′
j et

t
∑

j=1

λj = 1

Soient y1, . . . , yt ∈ IR

E
les solutions dé�nies de la manière suivante

yi(e) =

⌈x(e)⌉
∑

j=1

y′
i(ej)

pour e ∈ E et i = 1, . . . , t. Il n'est pas di�
ile de voir que y1, . . . , yt ∈ P ∗(G, r). De

plus, nous avons

x =

t
∑

j=1

λjyj,


e qui 
ontredit le fait que x est un point extrême de P ∗(G, r).

Par 
onséquent, x′
est un point extrême de P (G′, r). Puisque x′

est fra
tionnaire et G′

est série-parallèle, 
e
i 
ontredit le théorème 3.8. ✷

Soit S ⊆ V un sous-ensemble arbitraire de sommets. Considérons le polyèdre P ∗
S(G, r)

obtenu à partir de P ∗(G, r) en ajoutant les 
ontraintes {x(δ(v)) = r(v); v ∈ S}. Dans

[88℄, Goemans et Bertsimas ont montré que les programmes linéaires

min{cx | x ∈ P ∗(G, r)} et min{cx | x ∈ P ∗
S(G, r)}
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ont la même solution optimale si les 
oûts (c(e) | e ∈ E) satisfont l'inégalité triangu-

laire (
'est-à-dire c(e) + c(f) ≥ c(g) pour tout triplet d'arêtes (e, f, g) dé�nissant un

triangle). Ils ont fait référen
e à 
ette propriété en terme de propriété par
imonieuse.

Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur types de sommets tel

que r(v) est pair pour tout v ∈ V . D'après le théorème 3.10, le polyèdre P ∗(G, r) est

entier. Puisque P ∗
S(G, r) est une fa
e de P ∗(G, r), il s'en suit que P ∗

S(G, r) est également

entier. Par 
onséquent, le problème 3.1 est équivalent au programme linéaire

min{cx | x ∈ P ∗
V (G, r)}. (3.12)

Or, pour tout sommet v ∈ V tel que r(v) = 0, nous avons x(δ(v)) = r(v) = 0. Ainsi,

pour résoudre le programme linéaire (3.12), nous pouvons supprimer 
es sommets de

type de 
onnexité nul.

3.5 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous nous sommes intéressés au problème de 
on
eption de réseaux

�ables pour des types de sommets tous pairs. Nous avons ainsi montré que les inéga-

lités triviales et les inégalités de 
oupe sont su�santes pour dé
rire 
omplètement le

polytope asso
ié aux solutions du problème ESNDP dans la 
lasse des graphes série-

parallèles. Étant donné que le problème de séparation des 
ontraintes de 
oupe est

polynomial, nous avons donné un algorithme de 
oupes pour résoudre en temps poly-

nomial le problème de 
on
eption de réseaux �ables. Comme 
onséquen
e, nous avons

montré que les 
ontraintes de non-négativité et les 
ontraintes de 
oupe 
ara
térisent

le polyèdre quand plusieurs 
opies d'une arête sont autorisées.

Dans la 
lasse des graphes série-parallèles, les inégalités triviales et 
elles de 
oupe

ne sont pas su�santes pour dé
rire le polytope ESNDP(G, r) lorsque 
ertains sommets

ont un type de 
onnexité impair. Dans le 
hapitre suivant, nous nous proposons d'étu-

dier le problème ESNDP dans 
e 
as de �gure, 
'est-à-dire pour des ve
teurs types

de sommets 
ombinant des valeurs paires et impaires. Par ailleurs, si nous ne nous

restreignons pas à la 
lasse des graphes série-parallèles, de nouvelles inégalités inter-

viennent dans la des
ription du polytope ESNDP(G, r). C'est le 
as par exemple des


ontraintes de F -partition introduites par Mahjoub [131℄. Ainsi, de manière à déve-

lopper un algorithme de 
oupes et bran
hements le plus e�
a
e possible, nous nous

sommes intéressés, dans le 
hapitre 6, à l'utilité de 
es dernières inégalités dans une

telle appro
he pour résoudre le problème de 
on
eption de réseaux �ables.
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Chapitre 4

Le problème ESNDP ave
 des types

de sommets en k et k + 1, k ≥ 1

Dans 
e 
hapitre, nous nous intéressons au problème de 
on
eption de réseaux �ables

lorsque le ve
teur types de 
onnexité asso
iés aux sommets prend ses valeurs dans

{k, k + 1}, où k est un entier non nul. Dans un premier temps, nous étudions la


omplexité du problème de séparation des inégalités de partition. Nous montrons que


e problème est polynomial si r ∈ {1, 2}V , en le ramenant à la minimisation d'une

fon
tion sous-modulaire. Puis nous donnons une 
ara
térisation 
omplète du polytope

ESNDP(G, r) par les 
ontraintes triviales, de 
oupe et de partition, quand k = 1 et

le graphe G est série-parallèle. Par la suite, nous généralisons les 
ontraintes dites de

SP-partition, valides pour ESNDP dans la 
lasse des graphes série-parallèles, pour des

ve
teurs types de sommets généraux. Ce
i nous permet d'obtenir une 
ara
térisation


omplète du polytope ESNDP(G, r) lorsque r ∈ {k, k + 1}V et k impair, dans 
ette


lasse de graphes. Ce travail va faire l'objet d'une publi
ation [114℄.

4.1 Motivation et introdu
tion

Le problème de 
on
eption de réseaux �ables semble se 
ompliquer lorsque le ve
teur

types de sommets peut prendre des valeurs impairs. En e�et, pour de telles 
on�gu-

rations, les 
ontraintes de partition (2.7) ne sont plus dominées par les 
ontraintes de


oupe (2.3). De plus, la présen
e de sommets optionnels, 
'est-à-dire ayant un type de


onnexité nul, augmente à priori 
ette di�
ulté. Ainsi, pour les quelques 
ara
térisa-

tions du polytope ESNDP(G, r) que nous 
onnaissons [6, 33, 58, 60, 87, 97, 131℄, le
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problème ESNDP 
onsidéré 
ombine ni des types de sommets pairs et impairs, ni des

types de sommets nuls et impairs.

Cependant, à l'origine, le problème ESNDP est issu d'un problème de sé
urisation

dans les réseaux téléphoniques. Dans de tels réseaux, il existe

• des sommets spé
iaux pour lesquels r(v) = 2,

• des sommets ordinaires pour lesquels r(v) = 1, et

• des sommets optionnels pour lesquels r(v) = 0.

Par 
onséquent, la réalité pratique (et industrielle) veut que nos modèles utilisent une


onnexité faible et mettent en jeu des types de sommets pairs et impairs. Ce
i est une

des raisons qui nous a amené à étudier le problème de 
on
eption de résaux �ables ave


d'une part r ∈ {1, 2}V et d'autre part r ∈ {0, 1}V . Cette dernière propriété du ve
teur

r est l'objet du 
hapitre 5.

Par ailleurs, des types de sommets supérieurs à deux vont vraisemblablement jouer un

r�le prépondérant dans les réseaux futurs. C'est pourquoi, il nous a semblé intéressant

d'étendre 
ette étude à des ve
teurs r ∈ {k, k + 1}V , ave
 k ≥ 2.

Comme nous l'avons mentionné dans la se
tion 3.1, les graphes série-parallèles per-

mettent d'obtenir une 
ara
térisation 
omplète du polytope ESNDP(G, r) sous 
er-

taines 
onditions sur le ve
teur r. Ainsi, pour des types de sommets uniformes (pairs ou

impairs), de telles 
ara
térisations sont 
onnues. Dans [131℄, Mahjoub a 
omplètement


ara
térisé le polytope ESNDP(G, r) par les 
ontraintes triviales et de 
oupe lorsque

r(v) = 2 pour tout v ∈ V et G est série-parallèle. Par la suite, 
e résultat a été étendu

au 
as r(v) = k pour tout v ∈ V , où k est un entier pair, par Didi Biha et Mahjoub [58℄.

Lorsque tous les sommets ont un type de 
onnexité égal à 1, Gröts
hel et Monma

[97℄ ont donné une des
ription 
omplète du polytope ESNDP(G, r) par les 
ontraintes

triviales, de 
oupe et de partition. Nous faisons remarquer que 
ette 
ara
térisation

est valable pour un graphe G quel
onque (pas né
essairement série-parallèle). Si main-

tenant, le ve
teur types de sommets est tel que r(v) = k pour tout v ∈ V , où k est

un entier impair, Chopra [?℄ a introduit une nouvelle famille d'inégalités valides pour

le problème 3.1 qaund G est outerplanaire (un graphe est dit outerplanaire s'il est


onstitué d'un 
y
le ave
 des 
ordes qui ne s'interse
tent pas). Par la suite, Didi Biha

et Mahjoub [58℄ ont étendu 
es inégalités aux graphes série-parallèles. Ils ont montré

que 
es 
ontraintes, appelées 
ontraintes de SP-partition, sont également valides pour

le problème ESNDP lorsque G est série-parallèle. De 
e fait, ils ont obtenu une 
ara
-

térisation 
omplète du polytope ESNDP(G, r) par les 
ontraintes triviales, de 
oupe et
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de SP-partition dans la 
lasse des graphes série-parallèles et pour des types de som-

mets tous égaux à un entier impair. À notre 
onnaissan
e, 
es 
ara
térisations sont les

seules mettant en jeu des types de 
onnexité impairs pour le problème de 
on
eption

de réseaux �ables.

Étant donné le r�le majeur que jouent les 
ontraintes de partition lorsqu'interviennent

des types de sommets impairs, la première question sur laquelle nous nous sommes

pen
hés est 
elle de leur problème de séparation.

4.2 Séparation des 
ontraintes de partition

Dans la se
tion 2.5.3, nous avons évoqué les inégalités de partition pour le problème

de 
on
eption de réseaux �ables. Introduites par Gröts
hel, Monma et Stoer [98, 99℄,


es inégalités se présentent de la manière suivante. Étant données une instan
e (G, r)

du problème ESNDP et une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 2, de V , posons

I1 = {i | con(Vi) = 1; i = 1, . . . , p},

I2 = {i | con(Vi) ≥ 2; i = 1, . . . , p}.

Alors l'inégalité

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥















p− 1 si I2 = ∅,

⌈

1
2

∑

i∈I2

con(Vi)

⌉

+ |I1| sinon,

(4.1)

est valide pour ESNDP. Par ailleurs, 
ette inégalité peut dé�nir une fa
ette pour le

polytope ESNDP(G, r)[98, 99℄. Dans 
ette se
tion, nous nous proposons d'étudier le

problème de séparation de 
es 
ontraintes.

Dans le 
as général, 
'est-à-dire lorsque r ∈ ZZ

V
+, le problème de séparation des in-

égalités (4.1) est NP-di�
ile. En e�et, Gröts
hel, Monma et Stoer [100℄ont 
onsidéré

le problème 2.5 qui 
onsiste à déterminer un sous-ensemble d'arêtes de 
ardinalité mi-

nimum dé
onne
tant trois sommets donnés. Ils ont ramené la re
her
he d'une inégalité

(4.1) la �plus violée� au problème 2.5. Or Dalhaus et al. [55℄ ont montré que le problème

2.5 est NP-di�
ile. De plus, Gröts
hel, Monma et Stoer [100℄ ont prouvé qu'ave
 un

algorithme exa
t de séparation pour une 
lasse d'inégalités ave
 
ertaines propriétés, il

est possible de résoudre en temps polynomial le problème 
onsistant à re
her
her une

inégalité la �plus violee� pour 
ette 
lasse. Par 
onséquent, séparer les inégalités (4.1)
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est un problème NP-di�
ile.

Cependant, sous 
ertaines 
onditions sur le ve
teur types de sommets, le problème

de séparation des inégalités de partition peut être résolu en temps polynomial. C'est


e que nous allons montrer dans la suite de 
ette se
tion.

4.2.1 Types de sommets uniformes

Soient G = (V, E) un graphe et x ∈ IR

E
+ un ve
teur poids asso
iés aux arêtes de E.

Étant donnés une partition (S1, . . . , Sp), p ≥ 2, de l'ensemble V et deux s
alaires a,

b ∈ IR, 
onsidérons l'inégalité

x(δ(S1, . . . , Sp)) ≥ ap + b. (4.2)

Pour 
ertaines instan
es du problème ESNDP, les 
ontraintes de partition 
orrespon-

dantes s'é
rivent sous la forme (4.2). Un des 
as le plus 
onnu est 
elui où a = 1 et

b = −1. En e�et, sous 
es hypothèses, les inégalités de partition dé�nissent le domi-

nant du polytope des arbres 
ouvrants [97℄. Nous rappelons que le problème de l'arbre


ouvrant de poids minimum n'est rien d'autre que le problème ESNDP ave
 des types

de sommets tous égaux à 1.

Le problème de séparation des inégalités (4.2) a déjà été étudié dans la littérature [5℄.

Plus parti
ulièrement, Baïou, Barahona et Mahjoub ont prouvé le résultat suivant.

Théorème 4.1 [5℄ Le problème de séparation des inégalités (4.2) est polynomial. ✷

En plus de montrer la 
omplexité du problème, ils ont donné un algorithme polynomial

pour séparer 
es 
ontraintes. Leur démar
he est présentée brièvement 
i-après.

Si a ≤ 0, alors le problème de séparation des inégalités (4.2) peut être résolu par

la re
her
he d'une 
oupe minimum. Ainsi, l'étude du problème peut se restreindre au


as a > 0. Ainsi, sans perte de généralité, il peut être supposé que a = 1. Baïou,

Barahona et Mahjoub ont alors été amenés à 
onsidérer deux 
as : b ≤ −1 et b > −1.

Le premier 
as a tout d'abord été étudié par Cunningham [51℄ qui a ramené le problème

de séparation des inégalités (4.2) à |E| problèmes de 
oupes minimum. Plus ré
emment,

Barahona [11℄ l'a ramené à |V | problèmes de 
oupes minimum. L'algorithme de Bara-

hona est présenté dans la se
tion 6.2.4.
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Pour le 
as b > −1, Baïou, Barahona et Mahjoub ont 
onsidéré le problème

minimiser x(δ(S1, . . . , Sp))− p

parmi toutes les partitions (S1, . . . , Sp) de V telles que p ≥ 2. En utilisant un algo-

rithme de Queyranne [153℄ pour minimiser une fon
tion sous-modulaire symétrique, ils

ont ramené le problème de séparation des inégalités (4.2) à |V |3 problèmes de 
oupes

minimum.

Dans la suite de 
e travail, nous serons amenés à 
onsidérer des graphes dont tous

les sommets ont un type de 
onnexité égal à 1. Ainsi, nous énonçons le 
orollaire sui-

vant.

Corollaire 4.2 [11, 51℄ Lorsque r(v) = 1 pour tout v ∈ V , le problème de séparation

des inégalités

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1

est polynomial. ✷

4.2.2 Types de sommets en 1 et 2

Le problème de 
on
eption de réseaux �ables ave
 de faibles 
onditions de �abilité,


'est-à-dire rmax = 2, a sus
ité l'attention de nombreux 
her
heurs. En e�et, 
e pro-

blème est très répandu dans la pratique. Ainsi, puisque les inégalités de partition (4.1)

peuvent dé�nir des fa
ettes du polytope ESNDP(G, r) quand r ∈ {0, 1, 2}V , il est très

intéressant d'étudier le problème de séparation de 
es inégalités pour de tels ve
teurs

types de sommets.

Soient G = (V, E) un graphe, r ∈ {0, 1, 2}V un ve
teur types de sommets et (V1, . . . , Vp),

p ≥ 2, une partition de V telle que r(Vi) ≥ 1 pour tout i = 1, . . . , p. La 
ontrainte de

partition (4.1) s'é
rit alors sous la forme

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥







p− 1 si I2 = ∅,

p sinon,

(4.3)

où I2 = {i | con(Vi) = 2; i = 1, . . . , p}.
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S'il existe au moins un sommet de V ayant un type de 
onnexité nul, alors le pro-

blème de séparation des inégalités (4.3) est NP-di�
ile. En e�et, si r ∈ {0, 1}V , le

problème ESNDP n'est rien d'autre que le problème de l'arbre Steiner (voir 
hapitre

5). Et pour 
e dernier problème, Gröts
hel, Monma et Stoer [100℄ ont montré que le

problème de séparation des inégalités

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1 (4.4)

induites par une partition (V1, . . . , Vp) de V ave
 r(Vi) = 1 pour tout i = 1, . . . , p,

est NP-di�
ile. Néanmoins, si le graphe G est planaire et les sommets de type 1 ap-

partiennent à la fa
e extérieure du graphe, Gröts
hel, Martin et Weismantel [96℄ ont

prouvé que le problème de séparation des inégalités (4.4) peut être résolu en temps

polynomial.

Du fait du 
ara
tère NP-di�
ile du problème de séparation de (4.4), nous avons res-

treint notre étude à des types de sommets en 1 et 2. Nous avons alors le résultat

suivant.

Théorème 4.3 Le problème de séparation des inégalités (4.3) est polynomial si les

types de sommets sont en 1 et 2.

Preuve. Supposons que r(v) ∈ {1, 2} pour tout sommet v ∈ V . Nous savons, par

hypothèses, qu'il existe au moins deux sommets de V ayant un type de 
onnexité égal

à 2. De plus, r(Vi) = max {r(v) | v ∈ Vi} pour tout i = 1, . . . , p. Par 
onséquent, il

existe au moins un sous-ensemble de la partition ayant un type de 
onnexité égal à 2.

Ainsi, toute partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 2, de V est dans une des deux 
on�gurations

suivantes

i) exa
tement un sous-ensemble de la partition est de type 2,

ii) au moins deux sous-ensembles de la partition sont de type 2.

Étudions indépendamment 
es deux 
on�gurations.

Con�guration i) S'il exite un unique élément de la partition ayant un type de


onnexité égal à 2, il n'est pas di�
ile de voir que con(Vi) = 1 pour tout i = 1, . . . , p.

Ainsi, la 
ontrainte de partition s'é
rit

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1. (4.5)

Considérons alors le graphe G1 = (V1, E1) obtenu à partir de G en 
ontra
tant l'en-

semble des sommets de type de 
onnexité 2. Le sommet résultant de 
ette 
ontra
tion
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étant le seul sommet de V1 ayant un type de 
onnexité égal à 2, nous pouvons ramener

son type à 1. Ainsi, nous pouvons supposer que r(v) = 1 pour tout v ∈ V1. Puisque,

dans le graphe G, tous les sommets de type 2 sont dans le même sous-ensemble d'une

partition de 
on�guration i), 
her
her une inégalité (4.5) violée dans G se ramène à


her
her une inégalité (4.5) dans G1. Or, 
omme nous l'avons mentionné dans le 
o-

rollaire 4.2, le problème de séparation des inégalités (4.5) peut être résolu en temps

polynomial. Par 
onséquent, nous pouvons séparer en temps polynomial les inégalités

(4.5) dans le graphe G.

Con�guration ii) Pour une telle 
on�guration, nous avons con(Vi) = r(Vi) pour

tout i = 1, . . . , p. Ainsi, I2 6= ∅. De 
e fait, la 
ontrainte de partition 
orrespondante

est

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p. (4.6)

Considérons alors le problème

minimiser x(δ(V1, . . . , Vp))− p (4.7)

ave
 p ≥ 2. Ce problème est appelé problème de la multi
oupe. Dans [5℄, Baïou, Ba-

rahona et Mahjoub ont montré que le problème (4.7) est équivalent à minimiser la

fon
tion

g(S) = x(δ(S))− 2 + min {x(δS(T1, . . . , Tk))− (k − 1)},

où S ⊂ V et (T1, . . . , Tk) est une partition de S pouvant éventuellement être une

partition simple, 
'est-à-dire k = 1. En e�et, nous avons

x(δ(V1, . . . , Vp))− p = x(δ(V1)) + x(δ(V2, . . . , Vp))− p− 2 + 2

= x(δ(V 1))− 2 + x(δV 1
(V2, . . . , Vp))− ((p− 1)− 1).

En posant, S = V 1, k = p− 1 et Ti = Vi+1 pour tout i = 1, . . . , k, nous obtenons bien

la fon
tion g. De plus, Baïou, Barahona et Mahjoub [5℄ ont montré que la fon
tion g

est sous-modulaire. Par 
onséquent, le minimum du problème de la multi
oupe peut

être obtenu en minimisant la fon
tion sous-modulaire g.

Plus pré
isément, notre problème 
onsiste à trouver le minimum de (4.7) ave
 la


ondition qu'au moins deux sous-ensembles de la partition sont de type 2. Posons

U2 = {u1, . . . , us} l'ensemble des sommets de type de 
onnexité 2. Nous 
her
hons

alors le minimum de (4.7) de telle manière qu'il existe ui0, uj0 ∈ U2, i0 6= j0, n'ap-

partenant pas au même sous-ensemble de la partition ainsi trouvée. Puisque (4.7) est

équivalent à minimiser la fon
tion g, nous pouvons supposer, sans perte de généralité,
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que ui0 ∈ S et uj0 ∈ S. Ainsi, pour tout 
ouple ui, uj ∈ U2, i 6= j, posons Uij = {ui, uj}.

Considérons alors le problème

(4.8)







minimiser g(S)

|S ∩ Uij | = 1, S ⊆ V.

La 
ondition |S∩Uij | = 1 du problème (4.8) peut être modélisée en asso
iant des poids

aux sommets du graphe. Ainsi, soient wi, wj ∈ IR

V
les ve
teurs poids dé�nis de la

manière suivante

wi(v) =







0 si v ∈ V \ Uij ,

−M si v = vi,

M si v = vj,

et wj(v) =







0 si v ∈ V \ Uij ,

M si v = vi,

−M si v = vj,

où M est un s
alaire su�samment grand. Considérons alors les fon
tions

hi(S) = g(S) + wi(S) et hj(S) = g(S) + wj(S),

où S ⊂ W . Les fon
tions hi et hj 
orrespondent respe
tivement au problème (4.8) ave


les 
onditions S ∩ Uij = {ui} et S ∩ Uij = {uj}. Le problème (4.8) est don
 équivalent

à minimiser

{min hi(S),min hj(S)},

où S ⊂ V . Puisque les fon
tions g, wi et wj sont sous-modulaires, il est 
lair que les

fon
tion hi et hj le sont aussi. Par 
onséquent, le minimum des fon
tions hi et hj peut

être trouvé en temps polynomial en utilisant l'algorithme de S
hrijver [159℄ ou 
elui de

Iwata, Fleis
her et Fujishige [107℄. Ainsi, le problème (4.8) est polynomial.

Par ailleurs, en résolvant les C2
s problèmes (4.8) 
orrespondants à tous les 
ouples

de sommets distin
ts de U2, et en 
onsidérant leur minimum, nous obtenons le mini-

mum de (4.7) ave
 la 
ondition que la partition ainsi trouvée est dans la 
on�guration

ii). Ainsi, le problème de séparation des 
ontraintes (4.3), induites par des partitions

de 
on�guration ii), se ramène à une séquen
e de

s(s−1)
2

problèmes (4.8), 
es derniers

étant polynomiaux. ✷

Remarque 4.4 Si r ∈ {k, k + 1}V ave
 k ≥ 2, alors nous ne 
onnaissons pas d'algo-

rithme polynomial pour séparer les 
ontraintes de partition (4.1). En e�et, 
es dernières

s'é
rivent sous la forme

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥

⌈

1

2
(kp + pk+1)

⌉

,
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où pk+1 représente le nombre de sous-ensembles de la partition (V1, . . . , Vp) ayant un

type de 
onnexité égal à k+1. La 
omplexité du problème de séparation de 
es 
ontraintes

reste une question ouverte.

Pour des types de sommets tous égaux à 1 et 2, le problème de séparation des inégaliés

de partition (4.3) est don
 polynomial. Par la méthode des ellipsoïdes, il résulte que le

problème ESNDP peut être résolu en temps polynomial si le polytope ESNDP(G, r) est


omplètement dé
rit par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de partition (4.3).

Dans la pro
haine se
tion, nous montrons que les graphes série-parallèles permettent

une telle des
ription de ESNDP(G, r).

4.3 Le polytope ESNDP(G,r) dans les graphes série-

parallèles

Soient G = (V, E) un graphe 
onnexe et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur types de sommets. Suppo-

sons qu'il existe au moins deux sommets de V ayant un type de 
onnexité maximum.

Supposons également que ESNDP(G, r) est de pleine dimension. Étant donnée une

partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de V , nous dirons que (V1, . . . , Vp) est une partition de

type 1 (resp. partition de type 2) si elle est dans la 
on�guration i) (resp. 
on�guration

ii)) énon
ée dans la preuve du théorème 4.3. Bien que la notion de partition soit une

généralisation de 
elle de 
oupe, nous serons souvent amenés à faire la distin
tion entre


es deux notions pour des fa
ilités de 
ompréhension. Soit R(G, r) le polytope donné

par les 
ontraintes

x(δ(W )) ≥ con(W ) pour tout W ⊂ V, W 6= ∅, (4.9)

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1 pour toute partition (V1, . . . , Vp) de type 1, (4.10)

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p pour toute partition (V1, . . . , Vp) de type 2, (4.11)

x(e) ≥ 0 pour tout e ∈ E, (4.12)

x(e) ≤ 1 pour tout e ∈ E. (4.13)

Dans la se
tion suivante, nous allons donner quelques lemmes te
hniques qui nous

seront utiles dans la preuve du résultat prin
ipal de 
e 
hapitre.
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4.3.1 Propriétés stru
turales de R(G, r)

Soit x une solution de R(G, r). Les trois premiers lemmes nous donnent des informations

sur la stru
ture des partitions et des 
oupes serrées pour une x.

Lemme 4.5 Soient π = (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, une partition de V serrée pour x et

π′ = (V ′
1 , . . . , V

′
p−1) la partition dé�nie de la manière suivante

V ′
t = Vt pour t = 1, . . . , i− 1, i + 1, . . . , j − 1,

V ′
i = Vi ∪ Vj ,

V ′
t = Vt+1 pour t = j, . . . , p− 1,

pour i, j ∈ {1, . . . , p}, i < j.

i) Si π est une partition de type 1, alors

x[Vi, Vj] ≤ 1. (4.14)

ii) Si π est une partition de type 2, et

ii.a) π′
est une partition de type 1, alors

x[Vi, Vj] ≤ 2, (4.15)

ii.b) π′
est une partition de type 2, alors

x[Vi, Vj] ≤ 1. (4.16)

De plus, si x véri�e 
es inégalités à l'égalité, alors la partition π′
est aussi serrée pour

x.

Preuve. Nous allons démontrer le i) (le preuve du ii) est similaire). Puisque π est une

partition de type 1, il est 
lair que π′
est également de type 1. D'où

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p−1)) ≥ (p− 1)− 1 = p− 2.

Or, x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p−1)) = x(δ(V1, . . . , Vp)) − x[Vi, Vj] et x(δ(V1, . . . , Vp)) = p − 1. Par


onséquent,

x[Vi, Vj] = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p−1))

≤ p− 1− (p− 2)

= 1.
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De plus, si x[Vi, Vj] = 1, alors nous avons

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p−1)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x[vi, Vj]

= p− 1− 1

= p− 2.

Don
 (V ′
1 , . . . , V

′
p−1) est également une partition de type 1 serrée pour x. ✷

Lemme 4.6 Soient δ(W ) une 
oupe serrée pour x et (W 1, W 2) une partition de W .

i) Si (W 1, W 2, W ) est une partition de type 1, alors

x[W 1, W 2] ≥ 1. (4.17)

ii) Si (W 1, W 2, W ) est une partition de type 2, alors

x[W 1, W 2] ≥ 3− con(W ). (4.18)

Preuve. Nous allons démontrer le i) (la preuve du ii) est similaire). Nous avons

x(δ(W 1, W 2, W )) = x(δ(W )) + x[W 1, W 2]

= con(W ) + x[W 1, W 2].

Or (W 1, W 2, W ) est une partition de type 1. Don
 au plus un des sous-ensembles

parmi W 1
, W 2

et W est de type 2. Par 
onséquent, nous avons soit r(W ) = 1, soit

r(W ) = 1. Ainsi con(W ) = min{r(W ), r(W )} = 1. Nous obtenons don
 x[W 1, W 2] =

x(δ(W 1, W 2, W )) − 1. De plus, x(δ(W 1, W 2, W )) ≥ 3 − 1 = 2. Il en résulte alors

x[W 1, W 2] ≥ 1. ✷

Lemme 4.7 Soient π = (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, une partition de V serrée pour x, et

(V 1
i , V 2

i ) une partition de Vi, pour i ∈ {1, . . . , p}. Soit π′ = (V ′
1 , . . . , V

′
p+1) la partition

dé�nie de la manière suivante

V ′
j = Vj pour j = 1, . . . , j − 1,

V ′
i = V 1

i ,

V ′
i+1 = V 2

i ,

V ′
j = Vj−1 pour j = i + 2, . . . , p + 1.

i) Si π est de type 1, et

i.a) π′
est de type 1, alors

x[V 1
i , V 2

i ] ≥ 1. (4.19)
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i.b) π′
est de type 2, alors

x[V 1
i , V 2

i ] ≥ 2. (4.20)

ii) Si π est de type 2, alors

x[V 1
i , V 2

i ] ≥ 1. (4.21)

Preuve. Nous allons démontrer le i.a) (la preuve est similaire pour i.b) et ii)). Puisque

π′
est une partition de type 1, nous avons

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p+1)) = x(δ(V1, . . . , Vp)) + x[V 1

i , V 2
i ]

= p− 1 + x[V 1
i , V 2

i ]

≥ p.

Par 
onséquent, nous obtenons x[V 1
i , V 2

i ] ≥ 1. ✷

Une 
onséquen
e dire
te des lemmes 4.6 et 4.7 est la suivante.

Remarque 4.8 Pour toute partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de V (resp. 
oupe δ(W ),

W ⊆ V ) serrée pour une solution de R(G, r), les sous-graphes G(Vi) pour tout i =

1, . . . , p (resp. G(W ) et G(W )) sont 
onnexes. ✷

D'une manière similaire au lemme 3.3, nous pouvons montrer le lemme suivant.

Lemme 4.9 Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes qui induit un sous-graphe 
onnexe

de G. Soit x′ ∈ IR

E\F
la restri
tion de x sur E \ F . Alors x′

est une solution de

R(G/F, rF ). ✷

Dans [44℄, Cornuéjols, Fonlupt et Naddef ont introduit la notion de familles interse
-

tantes pour des types de sommets tous égaux à 2. En nous restreignant à 
ertaines


oupes serrées pour x, nous adaptons 
ette notion à des types de sommets en 1 et 2.

Lemme 4.10 Soient δ(W1) et δ(W2) deux 
oupes serrées pour x telles que con(W1) =

con(W2) = 2, W1 ∩W2 6= ∅, W1 ∪W 2 6= ∅ et r(W1 ∩W2) = r(W1 ∪W 2) = 2. Alors

δ(W1∩W2) et δ(W1 ∪W 2) sont serrées pour x et x(e) = 0 pour tout e ∈ [W1 \W2, W2 \

W1].
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Preuve. Puisque r(W1 ∩W2) = 2 et r(W1 ∪W 2) = 2, nous avons

con(W1 ∩W2) = min{r(W1 ∩W2), r(W1 ∩W 2)} = 2

et

con(W1 ∪W2) = min{r(W1 ∪W 2), r(W1 ∪W2)} = 2.

Ainsi

con(W1 ∩W2) + con(W1 ∪W 2) = con(W1) + con(W2).

Étant donné que δ(W1) et δ(W2) sont deux 
oupes serrées pour x, nous avons

x(δ(W1)) + x(δ(W2)) = x(δ(W1 ∩W2)) + x(δ(W1 ∪W 2)) + 2 x[W1 \W2, W2 \W1]

= con(W1) + con(W2)

= con(W1 ∩W2) + con(W1 ∪W 2).

D'après les inégalités (4.9) et (4.12), nous déduisons

x(δ(W1 ∩W2)) = con(W1 ∩W2),

x(δ(W1 ∪W 2)) = con(W1 ∪W 2),

x[W1 \W2, W2 \W1] = 0. ✷

Dans le lemme pré
édent, nous avons vu 
omment 
ertaines 
oupes peuvent �s'em-

boiter� les unes ave
 les autres. Dans le pro
hain lemme, nous nous intéressons à la

disposition de 
ertaines partitions par rapport à une 
oupe donnée.

Lemme 4.11 Soit δ(W ) une 
oupe serrée pour x telle que con(W ) = 2. Une parti-

tion (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de type 2 serrée pour x possède au maximum 2 éléments qui

interse
tent à la fois W et W .

Preuve. Supposons par exemple que V1, V2 et V3 interse
tent à la fois W et W . Posons

Fi = E(Vi) ∩ δ(W ) pour i = 1, 2, 3 (voir �gure 4.1).

D'après le lemme 4.7.ii), en 
onsidérant la partition (Vi ∩W, Vi ∩W ) de Vi, nous avons

x(Fi) ≥ 1 pour i = 1, 2, 3. Or F1, F2 et F3 sont trois sous-ensembles d'arêtes deux à

deux disjoints de δ(W ). Don


x(δ(W )) ≥ x(F1) + x(F2) + x(F3)

≥ 3,
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F3

F
2

F1

V1

V2

V3

WW

Fig 4.1


ontradi
tion ave
 le fait que x(δ(W )) = 2. ✷

Le lemme suivant est une extension de la notion de 
oupes emboitées (voir se
tion

3.3) à 
elles de partitions emboitées ave
 une 
oupe donnée.

Lemme 4.12 Soit δ(W ) une 
oupe serrée pour x telle que con(W ) = 2. Soit (V1, . . . , Vp),

p ≥ 3, une partition de type 2 serrée pour x telle qu'il existe exa
tement 2 éléments

Vi et Vj, i, j ∈ {1, . . . , p}, i < j, interse
tant à la fois W et W . Alors la partition

(V ′
1 , . . . , V

′
p′) dé�nie de la manière suivante

V ′
t = Vt pour t = 1, . . . , i− 1,

V ′
i = Vi ∩W,

V ′
i+1 = Vi ∩W,

V ′
t = Vt−1 pour t = i + 2, . . . , j,

V ′
j+1 = Vj ∩W,

V ′
j+2 = Vj ∩W,

V ′
t = Vt−2 pour t = j + 3, . . . , p + 2,

ave
 p′ = p + 2, est également serrée pour x.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que i = 1 et j = 2. Posons

Fl = E(Vl) ∩ δ(W ) pour l = 1, 2. D'après le lemme 4.7.ii), en 
onsidérant la partition

(Vl ∩W, Vl ∩W ) de Vl, nous avons x(Fl) ≥ 1, pour l = 1, 2. Or F1 ⊆ δ(W ), F2 ⊆ δ(W )

et F1 ∩ F2 = ∅. Puisque la 
oupe δ(W ) est serrée pour x, nous avons don


x(δ(W )) ≥ x(F1) + x(F2)

= 2.
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Ainsi, nous obtenons

x(F1) = x(F2) = 1. (4.22)

Étant donné que (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 de V , il n'est pas di�
ile de

voir que (V ′
1 , . . . , V

′
p′) l'est aussi. De plus

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = x(δ(V1, . . . , Vp)) + x(F1) + x(F2)

= p + 2

= p′.

Par 
onséquent, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est serrée pour x. ✷

Les deux pro
hains lemmes sont donnés sans preuve, leurs preuves sont similaires à


elles des lemmes 3.6 et 3.7 respe
tivement.

Lemme 4.13 Soient u et v deux sommets de G. Si x est un point extrême de R(G, r),

alors [u, v] 
ontient au plus une arête ayant une valeur fra
tionnaire. ✷

Lemme 4.14 Soient u et v deux sommets de G. Soient x un point extrême fra
tion-

naire de R(G, r) et x′
la restri
tion de x sur E \ [u, v]. Alors x′

est fra
tionnaire.

✷

4.3.2 Cara
térisation de ESNDP(G,r)

Dans 
ette se
tion nous montrons que, quand G est un graphe série-parallèle et r ∈

{1, 2}V , le polytope ESNDP(G, r) est donné par les 
ontraintes triviales (4.12), (4.13),

de 
oupe (4.9) et de partition (4.10), (4.11).

Théorème 4.15 Si G = (V, E) est un graphe série-parallèle et r(v) ∈ {1, 2} pour tout

v ∈ V , alors ESNDP(G, r) = R(G, r).

Preuve. La démonstration est par ré
urren
e sur le nombre d'arêtes. Il n'est pas

di�
ile de voir que le théorème est vrai pour tout graphe possédant au plus deux

arêtes. Supposons qu'il est vrai pour tout graphe série-parallèle ayant au plus m

arêtes, et supposons que G possède exa
tement m + 1 arêtes. Supposons au 
ontraire

que ESNDP(G, r) 6= R(G, r). Puisque les inégalités (4.9)-(4.13) sont valides pour

ESNDP(G, r), nous avons ESNDP(G, r) ⊆ R(G, r). De plus, toute solution entière
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de R(G, r) est également une solution de ESNDP(G, r). Par 
onséquent il doit exister

un point extrême fra
tionnaire x ∈ IR

E
de R(G, r). Posons S2 = {v ∈ V | r(v) = 2}.

Supposons que |S2| est maximum, 
'est-à-dire que pour tout graphe série-parallèle

G′ = (V ′, E ′) tel que |E ′| = m + 1 et tout ve
teur types de sommets r′ ∈ {1, 2}V
′

tel que |S ′
2| > |S2|, où S ′

2 = {v ∈ V ′ | r′(v) = 2}, alors nous avons ESNDP(G′, r′) =

R(G′, r′). Le ve
teur x a alors la propriété suivante.

Assertion 4.15.1 x(e) > 0 pour tout e ∈ E.

Preuve. Similaire à 
elle de l'assertion 3.8.1. ✷

Soit E1 l'ensemble des arêtes e de E telles que x(e) = 1. Étant donné que x est un

point extrême de R(G, r), il doit exister une famille de 
oupes {δ(Wi); i = 1, . . . , c1},

une famille de partitions de type 1 {(U j
1 , . . . , U

j
qj

); j = 1, . . . , c2} de V ave
 qj ≥ 3,

j = 1, . . . , c2, et une famille de partitions de type 2 {(V k
1 , . . . , V k

pk
); k = 1, . . . , c3} de

V ave
 pk ≥ 3, k = 1, . . . , ck telles que x soit l'unique solution du système

(4.23)



















x(e) = 1 pour tout e ∈ E1,

x(δ(Wi)) = con(Wi) pour tout i = 1, . . . , c1,

x(δ(U j
1 , . . . , U

j
qj

)) = qj − 1 pour tout j = 1, . . . , c2,

x(δ(V k
1 , . . . , V k

pk
)) = pk pour tout k = 1, . . . , c3,

où |E| = |E1|+ c1 + c2 + c3.

Comme nous l'avons mentionné dans la se
tion 3.3, Cornuéjols, Fonlupt et Naddef

[44℄ ont introduit la notion de famille laminaire pour des types de sommets tous égaux

à 2. Pour notre problème, nous n'avons pas une notion aussi générale que la laminarité

des 
oupes et des partitions. Néanmoins, en utilisant un 
on
ept assez similaire bien

que plus restri
tif, nous avons l'assertion suivante.

Assertion 4.15.2 Soit δ(W ) une 
oupe serrée pour x telle que con(W ) = 2. Alors le

système (4.23) peut être 
hoisi de telle manière que

i) il n'existe pas de 
oupe δ(Wi), i ∈ {1, . . . , c1}, telle que con(Wi) = 2, W ∩Wi 6= ∅,

W ∪W i 6= ∅ et r(W ∩Wi) = r(W ∪W i) = 2,

ii) toute partition (V1, . . . , Vp) de type 2, serrée pour x, possède au plus un élément

interse
tant à la fois W et W .

Preuve. i) Supposons qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (4.23) telle que con(Wi) =

2, W ∩ Wi 6= ∅, W ∪W i 6= ∅ et r(W ∩ Wi) = r(W ∪W i) = 2. Par le lemme
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4.10, les 
oupes δ(W ∩Wi) et δ(W ∪W i) sont serrées pour x et x(e) = 0 pour tout

e ∈ [W \Wi, Wi \W ]. Ainsi

x(δ(Wi)) = x(δ(W ∩Wi)) + x(δ(W ∪W i))− x(δ(W )).

Par 
onséquent, l'équation x(δ(Wi)) = 2 est redondante par rapport aux équations

x(δ(W )) = 2, x(δ(W ∩Wi)) = 2 et x(δ(W ∪W i)) = 2. Elle peut ainsi être rempla
ée

par 
es équations dans le système (4.23).

ii) Supposons qu'il existe une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de type 2, dans le sys-

tème (4.23), telle que, sans perte de généralité, V1∩W 6= ∅, V1∩W 6= ∅, V2∩W 6= ∅ et

V2 ∩W 6= ∅. D'après le lemme 4.11, il n'existe pas de partition de type 2 serrée pour x

ayant au moins trois éléments interse
tent à la fois W et W . Ainsi, Vi ⊆ W ou Vi ⊆W

pour tout i = 3, . . . , p. Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) dé�nie de la manière

suivante

V ′
1 = V1 ∩W,

V ′
2 = V1 ∩W,

V ′
3 = V2 ∩W,

V ′
4 = V2 ∩W,

V ′
i = Vi−2 pour i = 5, . . . , p + 2,

et p′ = p + 2. Nous pouvons remarquer que 
ette nouvelle partition ne possède au
un

élément interse
tant à la fois W et W . D'après le lemme 4.12, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′)

est une partition de type 2 serrée pour x, et

x(δ(V1, . . . , Vp)) = x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′))− x(δ(W )).

Par 
onséquent, l'équation x(δ(V1, . . . , Vp)) = p peut être obtenue à partir des équations

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = p′ et x(δ(W )) = 2. Elle peut ainsi être rempla
ée par 
es équations

dans le système (4.23). ✷

Assertion 4.15.3 Chaque variable x(f), où f ∈ E, a un 
oe�
ient non nul dans au

moins deux équations du système (4.23).

Preuve. Similaire à 
elle de l'assertion 3.8.3. ✷

Du fait que le graphe G est série-parallèle, d'après le lemme 3.2, il doit exister un

sommet v de V qui est adja
ent à exa
tement deux sommets v1 et v2 de V . Notons par

F1 (resp. F2) l'ensemble des arêtes entre v et v1 (resp. v et v2). Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que

x(F1) ≥ x(F2). (4.24)
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Dans la suite de la démonstration, nous allons étudier le type de 
onnexité des sommets

v, v1 et v2, ainsi que les valeurs de x(F1) et x(F2). Nous allons également regarder la

stru
ture du système (4.23) qui en dé
oule. Intéressons nous tout d'abord au sous-

ensemble d'arêtes F1.

Assertion 4.15.4 x(F1) ≥ 1.

Preuve. Supposons le 
ontraire. Puisque, par hypothèse x(F1) ≥ x(F2), nous avons

aussi x(F2) < 1. De plus, par le lemme 4.13, F1 et F2 
ontiennent au plus une arête

ayant une valeur fra
tionnaire. Ainsi, nous avons F1 = {f1} ave
 0 < x(f1) < 1 et

F2 = {f2} ave
 0 < x(f2) < 1.

Dans 
e qui suit, nous allons montrer que toute équation qui 
ontient x(f1) 
ontient

également x(f2) dans le système (4.23). A 
ette �n, supposons qu'une équation du

système (4.23) 
ontienne x(f1) et pas x(f2). Si 
ette équation est dé�nie par une 
oupe,

alors, d'après le lemme 4.6, nous avons x(F2) = x(f2) ≥ 1, une 
ontradi
tion. Si 
'est

une équation dé�nie par une partition, nous avons, par le lemme 4.7, x(F2) = x(f2) ≥ 1,

une 
ontradi
tion. D'une manière totalement similaire, nous pouvons montrer que toute

équation du système (4.23) qui 
ontient x(f2) 
ontient également x(f1). Soit x ∈ IR

E

la solution donnée par

x(e) =







x(e) + ǫ si e = f1,

x(e)− ǫ si e = f2,

x(e) si e ∈ E \ {f1, f2},

ou ǫ est un s
alaire non nul. Il n'est pas di�
ile de voir que x est une solution du

système (4.23) di�érente de x, 
e qui 
ontredit le fait que x soit un point extrême de

R(G, r). ✷

La pro
haine assertion a pour 
onséquen
e de limiter le nombre et le type d'équations

du système (4.23) 
ontenant F1.

Assertion 4.15.5 Le système (4.23) peut être 
hoisi de telle manière que

i) si con(Wi) = 1, alors δ(Wi) ∩ F1 = ∅, pour i = 1, . . . , c1,

ii) si (U1, . . . , Uq) est une partition de type 1, alors δ(U1, . . . , Uq) ∩ F1 = ∅,

iii) si (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 telle que F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp), alors il

existe i, j ∈ {1, . . . , p}, i 6= j tels que F1 ⊆ [Vi, Vj ] et r(V \ (Vi ∪ Vj)) = 1.
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Preuve. i) Supposons qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (4.23) telle que con(Wi) =

1 et F1 ⊆ δ(Wi). Nous avons, d'après l'assertion 4.15.4, x(δ(Wi)) ≥ 1. Puisque x(δ(Wi)) =

1, nous obtenons, par l'assertion 4.15.1, x(F1) = 1. Or, d'après le lemme 4.13, F1 ne

peut pas avoir plus d'une arête fra
tionnaire. Par 
onséquent, l'ensemble F1 est réduit

à une seule arête, disons e1, telle que x(e1) = 1. Don
 l'équation x(δ(Wi)) = 1 est

redondante dans le système (4.23).

ii) Supposons maintenant qu'il existe une partition (U1, . . . , Uq), q ≥ 3, de type 1

du système (4.23) telle que F1 ⊆ δ(U1, . . . , Uq). Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer que F1 ⊆ [U1, U2]. D'après le lemme 4.5.i), nous avons x[U1, U2] ≤ 1. Puisque

F1 ⊆ [U1, U2] et x(F1) ≥ 1, par l'assertion 4.15.1, il en dé
oule que x[U1, U2] = x(F1) =

1. Par 
onséquent, la partition (U ′
1, . . . , U

′
q′) dé�nie 
omme suit

U ′
1 = U1 ∪ U2,

U ′
t = Ut+1 pour t = 2, . . . , q − 1,

ave
 q′ = q − 1, est également serrée pour x. Aussi, |F1| = 1. Posons F1 = {e1}. Nous

pouvons aisément remarquer que l'équation dé�nie par la partition (U ′
1, . . . , U

′
q′) peut

être obtenue à partir des équations x(δ(U1, . . . , Uq)) = q− 1 et x(e1) = 1. Ainsi, elle ne

peut pas �gurer parmi les équations du système (4.23). Soit (4.23)

′
le système obtenu à

partir du système (4.23) en remplaçant l'équation x(δ(U1, . . . , Uq)) = q− 1 par l'équa-

tion x(δ(U ′
1, . . . , U

′
q′)) = q′ − 1. Il n'est pas di�
ile de voir que le système (4.23)

′
est

non-singulier et qu'il admet x 
omme solution unique. De plus, δ(U ′
1, . . . , U

′
q′)∩F1 = ∅.

iii) Supposons qu'il existe une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de type 2 du système (4.23)

telle que, sans perte de généralité, F1 ⊆ [V1, V2] et r(V \ (V1 ∪ V2)) = 2. Considérons

alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) dé�nie de la manière suivante

V ′
1 = V1 ∪ V2,

V ′
t = Vt+1 pour t = 2, . . . , p− 1,

où p′ = p − 1. Étant donné que r(V \ (V1 ∪ V2)) = 2 et (V1, . . . , Vp) est une partition

de type 2, il s'en suit que (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est une partition de type 2. Ainsi, d'après le

lemme 4.5.ii.b), x[V1, V2] ≤ 1. Or F1 ⊆ [V1, V2] et x(F1) ≥ 1. Par 
onséquent, par

l'assertion 4.15.1, x[V1, V2] = x(F1) = 1. Don
 |F1| = 1. Posons F1 = {e1} ave


x(e1) = 1. Par ailleurs, d'après le lemme 4.5, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est serrée pour

x. De plus, l'équation x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = p′ peut être obtenue à partir de 
elle dé�nie

par (V1, . . . , Vp) et de x(e1) = 1. Ainsi, elle ne peut pas �gurer dans le système (4.23).

Soit (4.23)

′
le système obtenu à partir du système (4.23) en remplaçant l'équation

x(δ(V1, . . . , Vp)) = p par l'équation x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = p′. Il peut être aisément montré

que le système (4.23)

′
est non-singulier et qu'il admet x 
omme solution unique. Et
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nous avons δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′) ∩ F1 = ∅. ✷

Dans toute la suite de la démonstration, nous supposons que le système (4.23) vé-

ri�e l'assertion 4.15.5. Nous pouvons maintenant déterminer le type de 
onnexité du

sommet v, puis 
elui de v1.

Assertion 4.15.6 r(v) = 2.

Preuve. Supposons que r(v) = 1.

a) Tout d'abord, nous allons montrer qu'au
une équation du système (4.23) ne 
ontient

à la fois F1 et F2. Pour 
ela, supposons le 
ontraire. D'après l'assertion 4.15.5, F1 n'ap-

parait ni dans une 
oupe δ(Wi) telle que con(Wi) = 1, ni dans une partition de type 1

du système (4.23). Or, par la remarque 4.8, la seule 
oupe de 
e système qui 
ontient à

la fois F1 et F2 est δ(v). De plus, r(v) = 1. Par 
onséquent, F1 et F2 apparaissent dans

une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de type 2 du système (4.23). Sans perte de généra-

lité, nous pouvons supposer que v ∈ V1 et v1 ∈ V2. Puisque, par la remarque 4.8, les

sous-graphes G(Vi), i = 1, . . . , p, sont 
onnexes, nous avons V1 = {v}. Étant donné que

(V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 et r(v) = 1, il existe i, j ∈ {2, . . . , p}, i 6= j, tels

que r(Vi) = r(Vj) = 2. De 
e fait, (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 du système

(4.23) telle que F1 ⊆ [V1, V2] et r(V \ (V1 ∪ V2)) = 2. Mais 
e
i 
ontredit l'assertion

4.15.5.iii). Don
, toute équation du système (4.23) qui 
ontient F1 ne 
ontient pas F2.

b) Dans la suite, nous allons montrer que toute équation du système (4.23) qui 
ontient

F1 peut être rempla
ée par une équation 
ontenant F2 et que

x(F1) = x(F2).

Supposons ainsi qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (4.23) qui 
ontient F1. Par

l'assertion 4.15.5.i), nous savons que con(Wi) = 2. Par a), nous avons F2 ∩ δ(Wi) = ∅.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈ Wi, v1 ∈ Wi et v2 ∈ Wi.

Puisque, par hypothèse, r(v) = 1, nous avons r(Wi \ {v}) = 2 et r(Wi) = 2. Par


onséquent, con(Wi \ {v}) = 2 et

x(δ(Wi \ {v})) = x(δ(Wi))− x(F1) + x(F2)

= 2− x(F1) + x(F2)

≥ 2.

Il en résulte alors que x(F2) ≥ x(F1). Par l'inégalité (4.24), nous avons don
 x(F1) =

x(F2). Par 
onséquent, la 
oupe δ(Wi \{v}) est serrée pour x. Elle peut ainsi rempla
er

la 
oupe δ(Wi) dans le système (4.23).
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Supposons maintenant qu'il existe une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23)

qui 
ontient F1. D'après l'assertion 4.15.5.ii), la partition (V1, . . . , Vp) est de type 2. De

plus, par a), nous avons F2 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅. Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer que v ∈ V1, v1 ∈ V2 et v2 ∈ V1. Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p)

dé�nie de la manière suivante

V ′
1 = V1 \ {v},

V ′
2 = V2 ∪ {v},

V ′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.

Puisque r(v) = 1 et (V1, . . . , Vp) est de type 2, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) est aussi de

type 2. Nous avons don


x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F1) + x(F2)

= p− x(F1) + x(F2)

≥ p.

Par 
onséquent, x(F2) ≥ x(F1). Par l'inégalité (4.24), nous obtenons x(F1) = x(F2). La

partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) est don
 serrée pour x et peut rempla
er la partition (V1, . . . , Vp)

dans le système (4.23).


) Dans le système (4.23), nous pouvons don
 rempla
er toutes les équations qui


ontiennent F1 par des équations 
ontenant F2. Soient (4.23)

∗
le système ainsi ob-

tenu et x′
la restri
tion de x sur E \ F1. D'après les lemmes 4.9 et 4.14, x′

est une

solution fra
tionnaire de R(G/F1, rF1
). Considérons le système (4.23)

∗′
obtenu à partir

de (4.23)

∗
en supprimant les équations x(e) = 1 pour e ∈ F1. Notons qu'au
une va-

riable x(e), où e ∈ F1, n'apparait dans le système (4.23)

∗′
. De plus, x′

est une solution

de 
e dernier système. Étant donné que G/F1 est un graphe série-parallèle ayant moins

d'arêtes que G, d'après l'hypothèse de ré
urren
e, R(G/F1, rF1
) est entier. Puisque

x′
est une solution fra
tionnaire de R(G/F1, rF1

), il doit exister une solution entière

y′
de R(G/F1, rF1

) qui est également une solution du système (4.23)

∗′
. Par ailleurs,

nous avons x(F1) = x(F2). Par 
onséquent, F1 et F2 sont de même 
ardinalité. Posons

F1 = {e1
1, . . . , e

1
s} et F2 = {e2

1, . . . , e
2
s}. Soit y ∈ IR

E
la solution donnée par

y(e) =

{

y′(e) si e ∈ E \ F1,

y′(e2
i ) si e = e1

i ; i = 1, . . . , s.

Il est 
lair que y est entier et ainsi y 6= x. Nous allons maintenant montrer que y est

une solution du système (4.23). Tout d'abord, remarquons que y(e) = 1 pour toute

arête e ∈ E telle que e ∈ E1. Considérons une 
oupe δ(Wi) du système (4.23).

- Si F1 ∩ δ(Wi) = ∅, alors δ(Wi) est aussi une 
oupe du système (4.23)

∗
'. Don


δ(Wi) est serrée pour y′
. Ainsi y′(δ(Wi)) = y(δ(Wi)) = con(Wi).
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- Si F1 ⊆ δ(Wi), alors, d'après le lemme 4.15.5.i), con(Wi) = 2. Sans perte de

généralité, nous pouvons supposer que v ∈Wi. De a), nous avons F2∩δ(Wi) = ∅.

Ainsi la 
oupe δ(Wi \ {v}) est aussi serrée pour y′
. Puisque y(F1) = y(F2), nous

avons

y(δ(Wi)) = y(δ(Wi \ {v}))− y(F1) + y(F2)

= y′(δ(Wi \ {v}))

= 2.

Et la 
oupe δ(Wi) est serrée pour y.

Considérons maintenant une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23).

- Si F1 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅ alors (V1, . . . , Vp) est aussi une partition du système

(4.23)

∗
'. Par 
onséquent (V1, . . . , Vp) est serrée pour y′

. De plus, nous avons

y(δ(V1, . . . , Vp)) = y′(δ(V1, . . . , Vp)). Ainsi, (V1, . . . , Vp) est également serrée pour

y.

- Si F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp) alors, par l'assertion 4.15.5.ii), (V1, . . . , Vp) est une partition

de type 2. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que F1 ⊆ [V1, V2] et,

par a), F2 ⊆ E(V1). Or, nous avons montré, dans b), que la partition (V1 \

{v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp) est une partition de type 2 du système (4.23)

∗′
. Don


(V1 \ {v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp) est serrée pour y′
. Puisque y(F1) = y(F2), nous

obtenons

y(δ(V1, . . . , Vp) = y(δ(V1 \ {v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp))− y(F1) + y(F2)

= y′(δ(V1 \ {v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp))

= p.

Et la partition (V1, . . . , Vp) est serrée pour y.

Ainsi, y est une solution du système (4.23). Étant donné que y 6= x, 
e
i 
ontredit le

fait que x est un point extrême de R(G, r). ✷

Assertion 4.15.7 r(v1) = 2.

Preuve. Supposons au 
ontraire que r(v1) = 1. Soit r1 ∈ {1, 2}
V
le ve
teur types de

sommets dé�ni de la manière suivante

r1(u) =







r(u) si u ∈ V \ {v1},

2 si u = v1.
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Pour tout sous-ensemble de sommets W ⊆ V , posons

con1(W ) = min{r1(W ), r1(W )}.

Nous allons montrer que x appartient à R(G, r1). Il est 
lair que x satisfait les inéga-

lités triviales. Soit δ(W ) une 
oupe. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer

que v1 ∈ W . Nous avons alors r1(W ) = r(W ). Montrons que x(δ(W )) ≥ con1(W ).

Supposons con1(W ) = 1. Puisque v1 ∈ W et r1(v1) = 2, nous avons r1(W ) = 2. Par


onséquent, r1(W ) = r(W ) = 1. Ainsi, con(W ) = 1. Et nous obtenons

x(δ(W )) ≥ con(W )

= 1

= con1(W ).

Supposons maintenant que con1(W ) = 2. Alors r1(W ) = r1(W ) = 2. De plus, r(W ) =

r1(W ) = 2.

- Si r(W ) = 2, alors con(W ) = 2 et ainsi x(δ(W )) ≥ con(W ) = con1(W ).

- Si r(W ) = 1, alors, d'après l'assertion 4.15.6, v ∈ W . Étant donné que v1 ∈ W ,

nous avons F1 ⊆ δ(W ). Posons W1 = W ∪ {v}. Puisqu'il existe au moins deux

sommets ayant un type de 
onnexité égal à 2 par rapport à r, nous avons W 1 6= ∅.

Ainsi, r(W1) = r(W 1) = 2. Par 
onséquent con(W1) = 2 et

x(δ(W1)) = x(δ(W ))− x(F1) + x(F2)

≥ con(W1)

= 2.

Ainsi,

x(δ(W )) ≥ 2 + x(F1)− x(F2).

Or, par hypothèse, nous avons x(F1) ≥ x(F2). Ce
i implique alors que x(δ(W )) ≥

2 = con1(W ).

Par 
onséquent, pour toute 
oupe δ(W ), nous avons x(δ(W )) ≥ con1(W ).

Considérons maintenant une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de V . Sans perte de gé-

néralité, nous pouvons supposer que v1 ∈ V1. Nous avons alors r1(Vi) = r(Vi) pour

i = 2, . . . , p.

- Si (V1, . . . , Vp) est une partition de type 1 par rapport à r et r(V1) = 2, alors

nous avons r(V \ V1) = 1. Puisque r1(Vi) = r(Vi) = 1 pour i = 2, . . . , p, la

partition (V1, . . . , Vp) est une partition de type 1 par rapport à r1, et x satisfait

la 
ontrainte dé�nie par la partition (V1, . . . , Vp) par rapport à r1.
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- Si (V1, . . . , Vp) est une partition de type 1 par rapport à r et r(V1) = 1, alors il

existe un unique i0 ∈ {2, . . . , p} telle que r(Vi0) = 2. Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que i0 = 2. D'après l'assertion 4.15.6, r(v) = 2. Ainsi

v ∈ V2. D'où F1 ⊆ [V1, V2] et (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 par rapport

à r1. De plus, il existe au moins deux sommets ayant un type de 
onnexité égal

à 2 par rapport à r. Par 
onséquent, nous avons |V2| ≥ 2. Aussi, puisque d'après

la remarque 4.8, les éléments de la partition doivent être 
onnexes, nous avons

aussi F2 ⊆ E(V2). Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) dé�nie 
omme suit

V ′
1 = V1 ∪ {v},

V ′
2 = V2 \ {v},

V ′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.

Il n'est pas di�
ile de voir que (V ′
1 , . . . , V

′
p) est une partition de type 2 par rapport

à r. En e�et, tous les sommets de type de 
onnexité égal à 2 (par rapport à r)

appartiennent à V2 et ils sont en nombre supérieur ou égal à 2. Ainsi, nous avons

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F1) + x(F2)

≥ p.

Combinée à l'inégalité (4.24), 
ette inégalité implique que x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p.

Ce qui montre que x satisfait la 
ontrainte dé�nie par la partition (V1, . . . , Vp)

par rapport à r1.

- Si (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 par rapport à r, alors il existe au moins

deux éléments de la partition ayant un type de 
onnexité égal à 2 par rapport à

r1. Par 
onséquent, (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 par rapport à r1. Et

x satisfait la 
ontrainte dé�nie par la partition (V1, . . . , Vp) par rapport à r1.

Par 
onséquent, x satisfait toutes les 
ontraintes de partition asso
iées au ve
teur types

de sommets r1. Ainsi, x ∈ R(G, r1). De plus, toutes les équations du système (4.23)

sont dé�nies par des 
ontraintes qui sont également dans R(G, r1). En e�et, les seules


ontraintes de R(G, r) qui sont modi�ées par le 
hangement du ve
teur types de som-

mets à r1 sont dé�nies, d'après 
e que nous venons de voir, par des 
oupes δ(W ) telles

que con(W ) = 1 et F1 ⊆ δ(W ) et par des partitions (V1, . . . , Vp) de type 1 par rap-

port à r telle que F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp). Or, d'après notre hypothèse, le système (4.23)

est 
hoisi de telle sorte que 
es 
ontraintes n'y apparaissent pas. Don
 x est un point

extrême fra
tionnaire de R(G, r1). Posons S1
2 = {u ∈ V | r1(u) = 2}. Nous avons

S1
2 = S2∪{v1}. Ainsi |S

1
2 | > |S2|. Puisque R(G, r1) 
ontient un point extrême fra
tion-

naire, 
e
i 
ontredit l'hypothèse de maximalité de |S2|, et notre assertion est prouvée.✷
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Nous allons maintenant montrer que |F1| = 2 et que F1 possède exa
tement une arête

fra
tionnaire.

Assertion 4.15.8 1 < x(F1) < 2.

Preuve.Montrons tout d'abord que x(F1) < 2. Supposons au 
ontraire que x(F1) ≥ 2.

Si x(F1) > 2, alors il est 
lair que F1 n'appartient à au
une 
oupe du système (4.23).

De plus, d'après le lemme 4.5, F1 ne peut appartenir à au
une partition de 
e système.

En e�et, dans le 
as 
ontraire, nous devons avoir x(F1) ≤ 2. Par 
onséquent, les arêtes

de F1 peuvent apparaitre uniquement dans les équations de type x(e) = 1 du système

(4.23), 
e qui 
ontredit l'assertion 4.15.3.

Supposons maintenant que x(F1) = 2. Puisque F1 possède au plus une arête ayant une

valeur fra
tionnaire, nous avons |F1| = 2 et x(e) = 1 pour e ∈ F1. Posons F1 = {e1, e2},

ave
 x(e1) = x(e2) = 1. Si F1 appartient à une 
oupe δ(W ) du système (4.23), alors

con(W ) = 2. Ainsi, x(δ(W )) = x(F1) = x(e1) + x(e2). Par 
onséquent, l'équation

x(δ(W )) = 2 est redondante par rapport aux équations x(e1) = 1 et x(e2) = 1.

Supposons maintenant qu'il existe une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23)

telle que F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

F1 ⊆ [V1, V2]. De l'assertion 4.15.5, nous savons que (V1, . . . , Vp) est une partition de

type 2 telle que r(V \ (V1 ∪ V2)) = 1. Par 
onséquent, la partition (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp)

est une partition de type 1 de V . Ainsi, par le lemme 4.5.i), nous avons x[V1, V2] ≤ 2.

Puisque F1 ⊆ [V1, V2], x(F1) = 2 et x(e) > 0 pour tout e ∈ E, nous déduisons

F1 = [V1, V2]. Ainsi x[V1, V2] = 2. Par le lemme 4.5, la partition (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp)

est serrée pour x. De plus, l'équation dé�nie par 
ette partition ne fait pas partie du

système (4.23), 
ar elle peut être obtenue à partir de x(δ(V1, . . . , Vp)) = p, x(e1) = 1

et x(e2) = 1. Soit (4.23)′ le système obtenu à partir du système (4.23) en remplaçant

(V1, . . . , Vp) par (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp). Ce nouveau système est non-singulier et admet x


omme unique solution. De 
e fait, le système (4.23) peut être 
hoisi de telle manière

que 
haque arête de F1 n'apparait que dans une seule équation du système dé�nissant

x, en l'o

urren
e x(e) = 1. Mais 
e
i 
ontredit l'assertion 4.15.3. D'où, x(F1) < 2.

Montrons maintenant que |F1| = 2. Étant donné que F1 possède au plus une arête

ayant une valeur fra
tionnaire, il est 
lair que |F1| ≤ 2. Supposons alors que |F1| = 1.

Par l'assertion 4.15.4, il s'en suit que F1 = {e1} ave
 x(e1) = 1. De plus, par l'assertion

4.15.6, r(v) = 2. En 
onséquen
e, con(v) = 2. Nous avons don


x(δ(v)) = x(F1) + x(F2)

= x(e1) + x(F2)

≥ 2
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Il en résulte alors que x(F2) ≥ 1. Puisque x(F1) ≥ x(F2), nous en déduisons que

x(F2) = 1. Et, par le lemme 4.13, 
e
i implique que F2 = {e2} ave
 x(e2) = 1. Nous

allons montrer que le système (4.23) peut être 
hoisi de telle sorte que e2 apparaisse

uniquement dans l'équation x(e2) = 1. Si e2 apparait dans une 
oupe δ(W ) de 
e

système, alors nous avons con(W ) = 2. En e�et, si 
e n'est pas le 
as, nous aurions

x(δ(W )) = x(e2). L'équation x(δ(W )) = 1 serait alors redondante ave
 l'équation

x(e2) = 1. De plus, puisque x(δ(v)) = x(e1) + x(e2) = 2, nous avons W 6= {v}. Sinon,

l'équation x(δ(W )) = 2 serait redondante ave
 les équations x(e1) = 1 et x(e2) = 1.

Sans perte de généralité, supposons que v ∈ W et v2 ∈ W . Étant donné que G(W )

doit être 
onnexe, nous avons v1 ∈ W . Or, nous savons que r(v) = r(v1) = 2. Don
,

r(W \ {v}) = r(W \ {v}) = 2. Ainsi, con(W \ {v}) = 2. Posons W ′ = W \ {v}. Nous

avons

x(δ(W ′)) = x(δ(W ))− x(F2) + x(F1)

= x(δ(W ))− x(e2) + x(e1)

= x(δ(W ))

= 2.

Par 
onséquent, la 
oupe δ(W ′) est serrée pour x. L'équation x(δ(W ′)) = 2 ne fait

don
 pas partie du système (4.23) 
ar elle peut être obtenue à partir de 
elle dé�nie

par δ(W ) et x(ei) = 1, pour i = 1, 2. Ainsi, en remplaçant δ(W ) par δ(W ′) dans le

système (4.23), nous obtenons un nouveau système non-singulier qui admet x 
omme

unique solution.

Supposons maintenant que e2 apparait dans une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du

système (4.23). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈ V1 et v2 ∈

V2. Si (V1, . . . , Vp) est une partition de type 1, alors, d'après l'assertion 4.15.5.iii),

δ(V1, . . . , Vp)∩F1 = ∅. Ainsi v1 ∈ V1. Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) dé�nie

de la manière suivante

V ′
1 = V1 \ {v},

V ′
2 = V2 ∪ {v},

V ′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.

Puisque v1 ∈ V ′
1 et v ∈ V ′

2 , par les assertions 4.15.6 et 4.15.7, nous savons que

r(v) = r(v1) = 2, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) est une partition de type 2. Par 
onséquent

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) ≥ p. Par ailleurs, nous avons

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F2) + x(F1)

= x(δ(V1, . . . , Vp))− x(e2) + x(e1)

= x(δ(V1, . . . , Vp))

= p− 1

< p,
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une 
ontradi
tion. Ainsi, e2 n'apparait pas dans une partition de type 1 dans le système

(4.23).

Supposons maintenant que (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2. Nous sommes ame-

nés à 
onsidérer deux 
as.

Cas 1 |V1| = 1, 
'est-à-dire V1 = {v}. Soit (U1, . . . , Uq) la partition dé�nie 
omme

suit

U1 = V1 ∪ V2,

Ui = Vi+1 pour i = 2, . . . , p− 1,

ave
 q = p− 1.

- Si v1 ∈ V2. Puisque F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp), d'après l'assertion 4.15.5.iii), r(V \ (V1 ∪

V2)) = 1. Par 
onséquent, (U1, . . . , Uq) est une partition de type 1. Et nous avons

x(δ(U1, . . . , Uq)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− (x(F1) + x(F2))

= x(δ(V1, . . . , Vp))− (x(e1) + x(e2))

= p− 2

= q − 1.

- Si v1 /∈ V2, alors r(V \ (V1 ∪ V2)) = 2 
ar r(v1) = 2. De 
e fait, (U1, . . . , Uq) est

une partition de type 2, et nous avons

x(δ(U1, . . . , Uq)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F2)

= x(δ(V1, . . . , Vp))− x(e2)

= p− 1

= q.

Par 
onséquent, la partition (U1, . . . , Uq) est serrée pour x. De plus, l'équation dé-

�nie par 
ette partition est redondante par rapport à 
elle dé�nie par la partition

(V1, . . . , Vp) et x(ei) = 1 pour i = 1, 2. Ainsi, le système obtenu à partir du système

(4.23) en remplaçant (V1, . . . , Vp) par (U1, . . . , Uq) est non-singulier et admet x 
omme

unique solution.

Cas 2 |V1| ≥ 2. Puisque les sous-graphes induits par les éléments de la partition

(V1, . . . , Vp) doivent être 
onnexes, nous avons v1 ∈ V1. Considérons alors la partition

(U ′
1, . . . , U

′
p) dé�nie de la manière suivante

U ′
1 = V1 \ {v},

U ′
2 = V2 ∪ {v},

U ′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.
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Or, par les assertions 4.15.6 et 4.15.7, r(v) = r(v1) = 2. Puisque v1 ∈ U ′
1 et v ∈ U ′

2, il

est 
lair que la partition (U ′
1, . . . , U

′
p) est de type 2. Nous avons don


x(δ(U ′
1, . . . , U

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F2) + x(F1)

= x(δ(V1, . . . , Vp))− x(e2) + x(e1)

= p− 1 + 1

= p.

Par 
onséquent, la partition (U ′
1, . . . , U

′
p) est serrée pour x. De plus, l'équation dé�nie

par 
ette partition ne fait pas partie du système (4.23). En e�et, elle peut être obtenue

à partir des équations x(δ(V1, . . . , Vp)) = p, x(ei) = 1 pour i = 1, 2. Considérons alors le

système obtenu à partir du système (4.23) en remplaçant (V1, . . . , Vp) par (U ′
1, . . . , U

′
p).

Ce nouveau système est non-singulier et admet x 
omme unique solution.

En 
on
lusion, nous venous de montrer que le système (4.23) peut être 
hoisi de telle

manière que x(e2) y apparaisse ave
 un 
oe�
ient non nul dans une seule équation, en

l'o

urren
e x(e2) = 1. Mais 
e
i 
ontredit l'assertion 4.15.3. Nous en déduisons don


que |F1| = 2. Or F1 possède au plus une arête ayant une valeur fra
tionnaire. Étant

donné que x(e) > 0 pour tout e ∈ E, il en résulte que x(F1) > 1. ✷

De même que nous l'avons fait pour le sous-ensemble d'arêtes F1, nous pouvons appor-

ter des pré
isions sur le type de 
ontraintes du système (4.23) qui 
ontiennent F2.

Assertion 4.15.9 Le système (4.23) ne peut pas 
ontenir

i) une 
oupe δ(Wi) 
ontenant F2 telle que con(Wi) = 1,

ii) une partition (V1, . . . , Vp) de type 1 telle que F2 ⊆ δ(V1, . . . , Vp).

Preuve. i) Soit δ(Wi) une 
oupe du système (4.23) 
ontenant F2 et telle que con(Wi) =

1. Puisque x(e) > 0 pour tout e ∈ E, il est 
lair que x(F2) ≤ 1. Si x(F2) = 1 alors,

d'après le lemme 4.13, nous avons F2 = {e2} ave
 x(e2) = 1. Par 
onséquent, l'équation

x(δ(Wi)) = con(Wi) est redondante ave
 x(e2) = 1. Supposons don
 que x(F2) < 1.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈ Wi et v2 ∈ W i. Puisque,

d'après l'assertion 4.15.8, x(F1) > 1, nous avons F1 ∩ δ(Wi) = ∅. Ainsi v1 ∈ Wi.

Considérons alors la partition (V1, V2, V3) suivante

V1 = {v},

V2 = Wi \ {v},

V3 = Wi.
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Étant donné que r(v) = 2 = r(v1) = 2, nous avons r(V1) = r(V2) = 2. La partition

(V1, V2, V3) est don
 de type 2. Par le lemme 4.6.ii), nous avons x(F1) = x[V1, V2] ≥

3− con(Wi). Or con(Wi) = 1. Par 
onséquent, nous obtenons x(F1) ≥ 2, 
e qui 
ontre-

dit l'assertion 4.15.8.

ii) Supposons que, dans le système (4.23), F2 apparait dans une partition (U1, . . . , Uq),

q ≥ 3, de type 1. Puisque r(v) = r(v1) = 2, v et v1 doivent appartenir au même sous-

ensemble Ui, i ∈ {1, . . . , q}, de la partition (U1, . . . , Uq). Sans perte de généralité, nous

pouvons supposer que i = 1. Considérons alors la partition (U ′
1, . . . , U

′
q′) dé�nie de la

manière suivante

U ′
1 = {v},

U ′
2 = U1 \ {v},

U ′
j = Uj−1 pour j = 3, . . . , q + 1,

ave
 q′ = q + 1. Il est 
lair que (U ′
1, . . . , U

′
q′) est une partition de type 2. D'après

le lemme 4.7.i.b), 
e
i implique que x(F1) = x[U ′
1, U

′
2] ≥ 2, une 
ontradi
tion ave


l'assertion 4.15.8. ✷

Assertion 4.15.10 Si x(F2) < 1, alors

i) toute équation (di�érente de x(e) = 1) du système (4.23) qui 
ontient F1 
ontient

aussi F2,

ii) le graphe G 
ontient au moins trois sommets de type de 
onnexité égal à 2.

Preuve. i) Tout d'abord, supposons qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (4.23)

telle que F1 ⊆ δ(Wi) et F2∩δ(Wi) = ∅. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer

que F2 ⊆ E(Wi). D'après l'assertion 4.15.5.i), nous avons con(Wi) = 2. Considérons la

partition ({v}, Wi \ {v}) de Wi. Par le lemme 4.6.ii), nous obtenons x(F2) ≥ 1, 
e qui


ontredit notre hypothèse sur x(F2).

Supposons maintenant qu'il existe une partition (V1, . . . , Vp) du système (4.23) telle que

F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp) et F2 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅. Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer que F2 ⊆ E(V1). D'après l'assertion 4.15.5.ii), (V1, . . . , Vp) est une partition

de type 2. Considérons la partition ({v}, V1 \ {v}) de V1. Par le lemme 4.7.ii), nous

avons x(F2) ≥ 1, 
e qui 
ontredit de nouveau notre hypothèse sur x(F2).

ii) Puisque x(F2) < 1, nous avons, par le lemme 4.13, F2 = {f2} ave
 0 < x(f2) < 1.

De plus, par l'assertion 4.15.8, il doit exister une arête f1 ∈ F1 telle que 0 < x(f1) < 1.

D'après i), toute équation non triviale du système (4.23) qui 
ontient x(f1) 
ontient
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également x(f2). Par 
onséquent, il existe une équation de 
e système 
ontenant x(f2)

et pas x(f1). En e�et, si 
e n'est pas le 
as, la solution x ∈ IR

E
donnée par

x(e) =







x(e) + ǫ si e = f1,

x(e)− ǫ si e = f2,

x(e) si e ∈ E \ {f1, f2},

où ǫ est un s
alaire non nul, serait aussi une solution du système (4.23). Comme x 6= x,

nous avons une 
ontradi
tion ave
 le fait que x est un point extrême de R(G, r). Ainsi,

il existe au moins une équation non triviale du système (4.23) qui 
ontient x(f2) et pas

x(f1). Supposons qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (4.23) telle que F2 ⊆ δ(Wi)

et F1 ∩ δ(Wi) = ∅. Sans perte de généralité, supposons que v ∈Wi. D'après l'assertion

4.15.9.i), nous avons con(Wi) = 2. De 
e fait, il doit exister u ∈ W i tel que r(u) = 2.

Puisque F1∩δ(Wi) = ∅, nous avons v1 ∈Wi. Par 
onséquent, u 6= v1. Or u est di�érent

de v et v1. De plus, r(u) = r(v) = r(v1) = 2. Nous avons don
 bien au moins trois

sommets de type de 
onnexité égal à 2 dans G.

Considérons maintenant une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23) telle que

F2 ⊆ δ(V1, . . . , Vp) et F1 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅. Sans perte de généralité, nous pou-

vons supposer que v ∈ V1. D'après l'assertion 4.15.9.ii), (V1, . . . , Vp) est une parti-

tion de type 2. Puisque F1 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅, nous avons aussi v1 ∈ V1. Par 
onsé-

quent, il existe u ∈ V \ V1 tel que r(u) = 2. Il est évident que u /∈ {v, v1}. Puisque

r(u) = r(v) = r(v1) = 2, 
e
i nous donne bien au moins trois sommets de type de


onnexité égal à 2 dans G. ✷

Jusqu'à présent, nous nous sommes intéressés uniquement à �l'emboitement� des 
oupes

et des partitions par rapport à une 
oupe donnée. Cependant, nous serons 
onfrontés,

par la suite, au problème de la disposition d'une partition par rapprt à une autre.

L'assertion suivante dé
rit la stru
ture des partitions où {v} en est un élément.

Assertion 4.15.11 Soit (V1, . . . , Vp) une partition de type 2 du système (4.23) telle

que F1 ⊆ [Vi, Vj], Vi = {v} et r(V \(Vi∪Vj)) = 1. Soit (V 1
j , . . . , V t

j ), t ≥ 2, une partition

de type 2 de Vj. Si x(F2) < 1, alors nous avons

x(δ(V 1
j , . . . , V t

j )) ≥ t + x(F1)− 2. (4.25)

Preuve. Supposons, sans perte de généralité, que i = 1 et j = 2. Puisque x(F2) < 1,

par l'assertion 4.15.10.ii), il existe au moins trois sommets de type de 
onnexité égal à

2 dans G. De plus, à l'ex
eption de v (qui appartient à V1), tous les sommets de type

de 
onnexité 2 appartiennent à V2. Par 
onséquent, une telle partition (V 1
2 , . . . , V t

2 ) de
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type 2 de V2 existe. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v1 ∈ V 1
2 .

Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) de V dé�nie de la manière suivante

V ′
1 = V 1

2 ∪ {v},

V ′
k = V k

2 pour k = 2, . . . , t,

V ′
k = Vk−t+2 pour k = t + 1, . . . , p + t− 2,

ave
 p′ = p+t−2. Nous avons v ∈ V ′
1 et r(v) = 2. Don
 r(V ′

1) = 2. Puisque (V 1
2 , . . . , V t

2 )

est une partition de type 2 de V2, il existe V i0
2 , i0 ∈ {2, . . . , t} tel que r(V i0

2 ) = 2. Ainsi

r(V ′
i0
) = r(V i0

2 ) = 2. La partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) possède don
 au moins deux éléments

ayant un type de 
onnexité égal à 2. Par 
onséquent, (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est une partition de

type 2 de V . Nous avons don


x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = x(δ(V1, . . . , Vp)) + x(δ(V 1

2 , . . . , V t
2 ))− x(F1)

= p + x(δ(V 1
2 , . . . , V t

2 ))− x(F1)

≥ p′

= p + t− 2.

Ainsi, nous déduisons l'inégalité (4.25). ✷

Assertion 4.15.12 x(F2) ≥ 1.

Preuve. Supposons que x(F2) < 1.

a) Dans un premier temps, nous allons montrer que le système (4.23) ne 
ontient pas

de 
oupe 
ontenant F2 et pas F1. Supposons au 
ontraire qu'il existe une 
oupe δ(Wi)

du système (4.23) telle que F2 ⊆ δ(Wi) et F1 ∩ δ(Wi) = ∅. D'après l'assertion 4.15.9.i),

nous avons con(Wi) = 2. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈W i

et v2 ∈ Wi. Étant donné que F1 ∩ δ(Wi) = ∅, nous avons v1 ∈ W i. Or 1 < x(F1) < 2.

Par 
onséquent, il existe exa
tement une arête f1 de F1 telle que 0 < x(f1) < 1. Par

l'assertion 4.15.3, la variable x(f1) apparait dans au moins deux équations du système

(4.23). Supposons que f1 apparait dans une 
oupe δ(W ) du système (4.23). Nous faisons

remarquer que δ(W ) 6= δ(Wi). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

v ∈ W . Puisque F1 ⊆ δ(W ), nous avons, d'après l'assertion 4.15.10.i), F2 ⊆ δ(W ).

Étant donné que le graphe induit par W est 
onnexe, nous déduisons W = {v}.

De plus, x(f1) apparait dans une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23). Sans

perte de généralité, supposons que F1 ⊆ [V1, V2], v ∈ V1 et v1 ∈ V2. Par l'assertion

4.15.5, (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 telle que r(V \ (V1 ∪ V2)) = 1. Nous

avons, d'après l'assertion 4.15.10.i), F2 ⊆ δ(V1, . . . , Vp). Puisque G(V1) est 
onnexe, il

en résulte alors que V1 = {v}. Sans perte de généralité, nous pouvons aussi supposer

que v2 ∈ Vp. Or nous avons con(Wi) = 2. Ainsi r(Wi) = r(W i) = 2 et il existe au moins
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un sommet de type de 
onnexité égal à 2 (di�érent de v et v1 qui sont tous deux dans

W i) appartenant à Wi. Étant donné que r(V \ (V1∪V2)) = 1, tous les sommets de type

de 
onnexité 2, à l'ex
eption de v, appartiennent à V2. Par 
onséquent V2 ∩Wi 6= ∅ et

r(V2 ∩Wi) = 2. De plus, v1 ∈ V2 ∩W i. Ainsi V2 ∩W i 6= ∅. Par l'assertion 4.15.2.ii),

nous avons Vp ⊆Wi. Posons F ′ = [V2 \Wi, V2 \W i] (voir �gure 4.2).

v
1

v2

F1 

Wi Wi

F2

v

F’

V1 

V2

Vp

Fig 4.2

Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) dé�nie 
omme suit

V ′
1 = (V2 \Wi) ∪ {v},

V ′
2 = V2 \W i,

V ′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.

Il est 
lair que r(V ′
2) = 2. De plus, v ∈ V ′

1 . Don
, par l'assertion 4.15.6, r(V ′
1) = 2. Par


onséquent, (V ′
1 , . . . , V

′
p) est une partition de type 2. Nous avons don


x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(δ(W )) + x(δ(Wi))

= x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F1) + x(F ′)

= p− x(F1) + x(F ′)

≥ p.

Ce qui nous donne x(F ′) ≥ x(F1). Par ailleurs, nous avons

x(δ(v)) = x(F1) + x(F2) ≥ 2. (4.26)

Ainsi, x(F ′) + x(F2) ≥ 2. De plus,

x(δ(Wi)) = x(F ′) + x(F2) + x(δ(Wi) \ (F ′ ∪ F2))

= 2.
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Par l'assertion 4.15.1, nous en déduisons que x(δ(Wi) \ (F ′ ∪ F2)) = 0 et

x(F ′) + x(F2) = 2. (4.27)

Or x(F ′) ≥ x(F1). Des inégalités (4.26) et (4.27), nous obtenons don
 x(F1) = x(F ′).

Et la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) est don
 serrée pour x.

Supposons que la 
oupe δ(W ) appartienne au système (4.23). Nous avons

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F1) + x(F ′)

= x(δ(V1, . . . , Vp))− x(δ(W )) + x(δ(W ′)).

L'équation dé�nie par la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) peut don
 être obtenue à partir des

équations x(δ(V1, . . . , Vp)) = p, x(δ(W )) = 2 et x(δ(Wi)) = 2. Ainsi, elle ne peut pas

�gurer dans le système (4.23). Soit (4.23)

′
le système obtenu à partir du système (4.23)

en remplaçant la partition (V1, . . . , Vp) par (V ′
1 , . . . , V

′
p). Il n'est pas di�
ile de voir que

le système (4.23)

′
est non-sigulier. De plus, il admet x 
omme solution unique. Aussi,

F1 6⊂ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p). Par 
onséquent, le système dé�nissant x peut être 
hoisi de telle

sorte que la seule équation 
ontenant x(f1) soit x(δ(v)) = 2, 
e qui 
ontredit l'assertion

4.15.3. D'où, F1 n'apparait pas dans une 
oupe du système (4.23).

De 
e fait, dans le système (4.23), nous pouvons rempla
er toutes les partitions de

type 2 
ontenant F1 et F2 par des équations 
ontenant uniquement F2. Soient (4.23)
∗

le système ainsi obtenu et x′
la restri
tion de x sur E \ F1. D'après les lemmes 4.9 et

4.14, x′
est une solution fra
tionnaire de R(G/F1, rF1

). Soit (4.23)∗′ le système obtenu

à partir du système (4.23)

∗
en supprimant les équations x(e) = 1 pour e ∈ F1. Il n'est

pas di�
ile de voir que x′
est une solution du système (4.23)

∗′
. Le graphe G/F1 est

un graphe série-parallèle ayant moins d'arêtes que G. Don
, par l'hypothèse de ré
ur-

ren
e, R(G/F1, rF1
) est entier. Puisque x′

est fra
tionnaire, il existe un point extrême

y′
entier de R(G/F1, rF1

) qui est également une solution du système (4.23)

∗′
. Puisque

x′(F ′) = x(F ′) ≥ x(F1) > 1, y′
peut être 
hoisi de telle manière qu'au moins une arête

de F ′
ait une valeur positive. Don
 y′(δ(Wi)) = y′(F ′) + y′(F2) = 2. Soit t = y′(F ′).

Alors 1 ≤ t ≤ 2. De plus, puisque par l'assertion 4.15.8, 1 < x(F1) < 2, il s'en suit que

|F1| = 2. Posons F1 = {e1, e2}. Maintenant, 
onsidérons la solution y ∈ IR

E
donnée par

y(e) =







y′(e) si e ∈ E \ F1,

1 si e = ei; i = 1, . . . , t,

0 si e = ei; i = t + 1, . . . , 2.

Il est 
lair que y 6= x. Montrons que y est une solution du système (4.23). Tout d'abord,

notons que puisque |F1 ∩ E1| = 1 et y′(F ′) > 0, y peut être 
onsidéré de telle manière
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que si x(e) = 1 pour e ∈ F1, alors y(e) = 1. Don
, y(e) = 1 pour toute arête e ∈ E1.

Considérons une 
oupe δ(Wi) du système (4.23).

- Si F1∩δ(Wi) = ∅, alors δ(Wi) est également une 
oupe du système (4.23)

∗′
. Don
,

δ(Wi) est serrée pour y′
. Ainsi y(δ(Wi)) = y′(δ(Wi)) = con(Wi).

- Si F1 ⊆ δ(Wi) alors, d'après l'assertion 4.15.10, F2 ⊆ δ(Wi). Or G(Wi) et G(W i)

doivent être 
onnexes. Ainsi δ(Wi) = δ(v). Mais, nous avons montré pré
édem-

ment que la 
oupe δ(v) ne fait pas partie du système (4.23).

Par 
onséquent, y serre toutes les 
oupes du système (4.23). Considérons maintenant

une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23).

- Si F1∩δ(V1, . . . , Vp) = ∅, alors (V1, . . . , Vp) est également une partition du système

(4.23)

∗′
. Don
 (V1, . . . , Vp) est serrée pour y′

.

- Si F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp) alors, par l'assertion 4.15.10.i), nous pouvons supposer,

sans perte de généralité que V1 = {v}, v1 ∈ V2 et v2 ∈ Vp. De plus par l'assertion

4.15.5.iii), (V1, . . . , Vp) est une partition de type 2 telle que r(V \ (V1 ∪ V2)) = 1.

Or, nous avons montré que, dans 
e 
as, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) dé�nie 
omme

pré
édemment est une partition de type 2 du système (4.23)

∗′
. Ainsi (V ′

1 , . . . , V
′
p)

est serrée pour y′
. Étant donné que y(F1) = y(F ′), nous obtenons

y(δ(V1, . . . , Vp)) = y(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) + y(F1)− y(F ′)

= y(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p))

= y′(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p))

= p.

Don
, y serre toutes les partitions du système (4.23). Ainsi y est une solution du sys-

tème (4.23). Puisque y 6= x, 
e
i 
ontredit le fait que x est un point extrême de R(G, r).

Par 
onséquent, toute 
oupe du système (4.23) qui 
ontient F2 
ontient également F1.

b) Par la suite, nous allons montrer que le système (4.23) peut être 
hoisi de telle

manière qu'il ne 
ontienne au
une partition de type 2 
ontenant F2 et pas F1. Pour


ela, supposons le 
ontraire, 
'est-à-dire qu'il existe une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3,

de type 2 du système (4.23) telle que F1∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅ et F2 ⊆ δ(V1, . . . , Vp). Sans

perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈ V1 et v1 ∈ V1. D'après l'assertion

4.15.8 et le lemme 4.13, F1 possède exa
tement une arête ayant une valeur fra
tionnaire.

Puisque x(F2) < 1, par l'assertion 4.15.10.i), toute équation (di�érente de x(e) = 1)

qui 
ontient F1 
ontient également F2. Il s'en suit, par la remarque 4.8, que F1 apparait

dans au plus une 
oupe (en l'o

urren
e δ(v)) du système (4.23). Or x(F1) est fra
-

tionnaire. Par l'assertion 4.15.3, il doit exister une partition (U1, . . . , Uq), q ≥ 3, telle
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que F1 ⊆ δ(U1, . . . , Uq). Par l'assertion 4.15.10.i), nous avons F2 ⊆ δ(U1, . . . , Uq). Sans

perte de généralité, nous pouvons supposer U1 = {v} et v1 ∈ U2. D'après l'assertion

4.15.5.iii), (U1, . . . , Uq) est une partition de type 2 telle que r(V \ (U1 ∪ U2)) = 1. Par

ailleurs, le système (4.23) peut être 
hoisi de telle sorte que v2 6∈ U2. En e�et, si v2 ∈ U2,

alors nous avons

x[U1, U2] = x(F1) + x(F2)

= x(δ(v))

≥ 2.

Or, la partition (U1 ∪U2, U3, . . . , Uq) est de type 1. Don
, par le lemme 4.5, nous avons

x[U1, U2] ≤ 2. Par 
onséquent, nous obtenons x[U1, U2] = x(δ(v)) = 2, et la partition

(U1 ∪ U2, U3, . . . , Uq) est serrée pour x. De plus, nous avons

x(δ(U1, . . . , Uq)) = x(δ(U1 ∪ U2, U3, . . . , Uq)) + x(δ(v)).

De 
e fait, les trois équations induites par les partitions (U1, . . . , Uq), (U1∪U2, U3, . . . , Uq)

et la 
oupe δ(v) ne peuvent pas toutes appartenir au système (4.23). Ainsi, nous pou-

vons rempla
er, dans 
e système, l'équation x(δ(U1, . . . , Uq)) = q par les équations

x(δ(U1 ∪ U2, U3, . . . , Uq)) = q − 2 et x(δ(v)) = 2. Le système ainsi obtenu est non-

singulier et admet x 
omme solution unique. Aussi, la partition (U1 ∪ U2, U3, . . . , Uq)

ne 
ontient ni F1 ni F2.

Soit s le nombre de sous-ensembles de la partition (V1, . . . , Vp) qui interse
tent U2.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

Vi ∩ U2 6= ∅ pour i = 1, . . . , s.

Nous avons v1 ∈ U2 et v1 ∈ V1. Par 
onséquent V1 ∩ U2 6= ∅. De plus, la partition

(V1, . . . , Vp) étant de type 2, il existe Vi0 , i0 ∈ {2, . . . , p}, tel que r(Vi0) = 2. Or, tous

les sommets ayant un type de 
onnexité égal à 2, à l'ex
eption de v, appartiennent à

U2. Don
 Vi0 ∩ U2 6= ∅. Par 
onséquent, nous en déduisons que s ≥ 2.

Posons

U i
2 = Vi ∩ U2 pour i = 1, . . . , s.

La partition (U1
2 , . . . , Us

2 ) est une partition de type 2 de U2. En e�et, nous avons v1 ∈

U1
2 . Par l'assertion 4.15.7, r(v1) = 2. Don
 r(U1

2 ) = 2. De plus, tous les sommets de

type de 
onnexité égal à 2 du sous-ensemble Vi0 appartiennent à U2. Par 
onséquent,

r(U i0
2 ) = 2. Ainsi, la partition (U1

2 , . . . , Us
2 ) possède bien au moins deux éléments de

type de 
onnexité égal à 2. Par l'assertion 4.15.11, nous en déduisons don


x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≥ s + x(F1)− 2. (4.28)
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Pour la suite de la démonstration de 
ette assertion, nous sommes amenés à distinguer

trois 
as.

Cas 1 s < p et F2 ∩ [V1, Vj] = ∅ pour j = 2, . . . , s. Soit (V ′
1 , . . . , V

′
p′) la partition

telle que

V ′
1 =

(

s
⋃

i=1

Vi

)

\ {v},

V ′
2 = {v},

V ′
i = Vi+s−2 pour i = 3, . . . , p− s + 2

ave
 p′ = p−s+2. Il n'est pas di�
ile de voir que r(V ′
1) = r(V ′

2) = 2. Ainsi (V ′
1 , . . . , V

′
p′)

est une partition de type 2 de V . Nous avons don


x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(δ(V1, . . . , Vs)) + x(F1)

= p− x(δ(V1, . . . , Vs)) + x(F1)

≥ p′

= p− s + 2.

Nous en déduisons

x(δ(V1, . . . , Vs)) ≤ s + x(F1)− 2. (4.29)

Or δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) ⊆ δ(V1, . . . , Vs). Don
, d'après l'assertion 4.15.1,

x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≤ x(δ(V1, . . . , Vs)). (4.30)

Des inégalités (4.28), (4.29) et (4.30), il en résulte alors

x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) = x(δ(V1, . . . , Vs)) = s + x(F1)− 2.

Par 
onséquent, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est serrée pour x. De plus, 
ette partition

ne fait pas partie du système (4.23) 
ar l'équation qu'elle dé�nit peut être obtenue à

partir de x(δ(U1, . . . , Uq)) = q et x(δ(V1, . . . , Vp)) = p. En e�et, nous avons

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = x(δ(Vs+1, . . . , Vp)) + x

[

s
⋃

i=1

Vi,

p
⋃

i=s+1

Vi

]

+ x(F1) (4.31)

et

x(δ(V1, . . . , Vp)) = x(δ(V1, . . . , Vs)) + x(δ(Vs+1, . . . , Vp)) + x

[

s
⋃

i=1

Vi,

p
⋃

i=s+1

Vi

]

. (4.32)
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Puisque (V1, . . . , Vp) et (U1, . . . , Uq) sont serrées pour x, de l'inégalité (4.32), nous

obtenons

x(δ(Vs+1, . . . , Vp)) + x

[

s
⋃

i=1

Vi,

p
⋃

i=s+1

Vi

]

+ x(F1) = p− s + 2.

Et il dé
oule de l'inégalité (4.31) que x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = p′. Par 
onséquent, en rem-

plaçant (V1, . . . , Vp) par (V ′
1 , . . . , V

′
p′) dans le système (4.23), nous obtenons un système

non-singulier qui admet x 
omme solution unique. De plus, δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′) 
ontient F1

et F2.

Cas 2 s < p et F2 ⊆ [V1, Vj] pour un 
ertain j ∈ {2, . . . , s}. Considérons de nou-

veau la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) dé�nie au 
as 1. Nous avons alors

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(δ(V1, . . . , Vs)) + x(F1) + x(F2)

= p− x(δ(V1, . . . , Vs)) + x(F1) + x(F2)

≥ p′

= p− s + 2.

Et nous déduisons

x(δ(V1, . . . , Vs))− x(F2) ≤ s + x(F1)− 2. (4.33)

Or δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) ⊆ δ(V1, . . . , Vs). Puisque v2 6∈ U2, nous avons F2 ∩ δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) = ∅.

Étant donné que x(e) > 0 pour tout e ∈ E, nous obtenons

x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≤ x(δ(V1, . . . , Vs))− x(F2). (4.34)

Nous déduisons alors, des inégalités (4.28), (4.33) et (4.34),

x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) = x(δ(V1, . . . , Vs))− x(F2) = s + x(F1)− 2.

La partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est don
 serrée pour x. Cette partition ne fait pas partie du

système (4.23) 
ar elle peut être obtenue à partir de 
elles dé�nies par (V1, . . . , Vp) et

(U1, . . . , Uq). Par 
onséquent, le système obtenu à partir du système (4.23) en rem-

plaçant (V1, . . . , Vp) par (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est un système non-singulier admettant x 
omme

unique solution. Et (V ′
1 , . . . , V

′
p′) 
ontient F1 et F2.

Cas 3 s = p. Nous avons δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) ⊆ δ(V1, . . . , Vs), F2 ⊆ δ(V1, . . . , Vs), v2 6∈ U2.

Ainsi F2 ∩ δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) = ∅. Don
, par l'assertion 4.15.1, nous obtenons l'inégalité

(4.34). Et nous déduisons, des inégalités (4.28) et (4.34)

s + x(F1)− 2 ≤ x(δ(V1, . . . , Vs))− x(F2).
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Or x(δ(V1, . . . , Vs)) = s. Don
 x(F1)+x(F2) ≤ 2. Puisque x(δ(v)) = x(F1)+x(F2) ≥ 2,

la 
oupe δ(v) est serrée pour x. Cette dernière ne fait pas partie du système (4.23) 
ar

elle peut être obtenue à partir des équations dé�nies par (V1, . . . , Vp) et (U1, . . . , Uq).

Par 
onséquent, en remplaçant (V1, . . . , Vp) par δ(v) dans le système (4.23), le système

ainsi obtenu est non-singulier et admet x 
omme unique solution. Par ailleurs, δ(v)


ontient F1 et F2.

Le système (4.23) peut don
 être 
hoisi de telle manière que toute équation qui 
ontient

F2 
ontient également F1. De plus, par l'assertion 4.15.10.i), toute équation du système

(4.23) 
ontenant F1 
ontient aussi F2. Puisque 1 < x(F1) < 2, F1 
ontient une arête f1

telle que 0 < x(f1) < 1. Par hypothèse, x(F2) < 1. Don
 F2 = {f2} ave
 0 < x(f2) < 1.

Considérons alors la solution x ∈ IR

E
donnée par

x(e) =







x(e) + ǫ si e = f1,

x(e)− ǫ si e = f2,

x(e) si e ∈ E \ {f1, f2},

où ǫ est un s
alaire non nul. La solution x est également une solution du système (4.23),


e qui 
ontredit le fait que x soit un point extrême. Ainsi x(F2) ≥ 1. ✷

Maintenant que nous venons de prouver que x(F2) ≥ 1, nous allons étudier les 
onsé-

quen
es que 
ela entraîne sur la 
omposition du système (4.23).

Assertion 4.15.13 Toute équation du système (4.23) qui 
ontient F1 ne 
ontient pas

F2.

Preuve. Supposons, au 
ontraire, qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (4.23) qui


ontient à la fois F1 et F2. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈Wi.

Puisque G(Wi) et G(Wi) sont 
onnexes, nous avons δ(Wi) = δ(v). Or par les assertions

4.15.8 et 4.15.12 , x(F1) > 1 et x(F2) ≥ 1. Par 
onséquent, nous avons

x(δ(Wi)) = x(F1) + x(F2)

> 2,

une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant qu'il existe une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23)


ontenant à la fois F1 et F2. D'après l'assertion 4.15.5.ii), (V1, . . . , Vp) est une partition

de type 2. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer V1 = {v} et v1 ∈ V2. Si

v2 ∈ V2 alors

x[V1, V2] = x(F1) + x(F2)

> 2,
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e qui 
ontredit le lemme 4.5.ii). Par 
onséquent, nous pouvons supposer, sans perte

de généralité, que v2 ∈ Vp. Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) dé�nie 
omme

suit

V ′
1 = V1 ∪ Vp,

V ′
i = Vi pour i = 2, . . . , p− 1,

ave
 p′ = p− 1. Nous avons v ∈ V ′
1 et v1 ∈ V ′

2 . Don
, par les assertions 4.15.6 et 4.15.7,

(V ′
1 , . . . , V

′
p′) est une partition de type 2 de V . D'après le lemme 4.5.ii.b), nous avons

x[V1, Vp] ≤ 1. Ainsi, puisque F2 ⊆ [V1, Vp], x(F2) ≥ 1 et x(e) > 0 pour tout e ∈ E, nous

obtenons x(F2) = 1. Par 
onséquent, la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est serrée pour x. De

plus, 
ette partition ne fait pas partie du système (4.23) 
ar l'équation qu'elle dé�nit

peut être obtenue à partir de x(δ(V1, . . . , Vp)) = p et x(e) = 1 pour e ∈ F2. La partition

(V1, . . . , Vp) peut être rempla
ée par la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) dans le système (4.23).

Le système ainsi obtenu est non-singulier et admet x 
omme solution unique. De plus,

nous notons que (V ′
1 , . . . , V

′
p′) 
ontient F1 et pas F2. ✷

Maintenant, nous supposons que le système (4.23) véri�e, en plus de l'assertion 4.15.5,

l'assertion 4.15.13.

Assertion 4.15.14 x(F2) < x(F1).

Preuve. Nous avons par hypothèse x(F1) ≥ x(F2). Supposons alors que x(F1) = x(F2).

Nous allons tout d'abord montrer que r(v2) = 1. À 
ette �n, supposons le 
ontraire,


'est-à-dire r(v2) = 2. D'après l'assertion 4.15.5, les arêtes de F1 peuvent apparaître

dans des équations triviales (x(e) = 1), des 
oupes δ(W ) telles que con(W ) = 2 et des

partitions (V1, . . . , Vp) de type 2 telles que F1 ⊆ [Vi, Vj] et r(V \ (Vi ∪ Vj)) = 1, du

système (4.23).

Si F1 apparait dans une 
oupe δ(Wi) du système (4.23) telle que con(Wi) = 2. Nous

pouvons supposer, sans perte de généralité, que v ∈ Wi et v1 ∈ W i. Puisque par

l'assertion 4.15.8, x(F1) > 1, nous avons x(δ(v)) = x(F1) + x(F2) > 2. Don
 δ(Wi) 6=

δ(v). De 
e fait, v2 ∈ Wi. Puisque r(v2) = 2, il est fa
ile de voir que r(Wi \ {v}) =

r(W i ∪ {v}) = 2. Ainsi con(Wi \ {v}) = 2. Nous avons alors

x(δ(Wi \ {v})) = x(δ(Wi))− x(F1) + x(F2)

= x(δ(Wi))

= 2

= con(Wi \ {v}).

Par 
onséquent, la 
oupe δ(Wi \ {v}) est serrée pour x.
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Soit (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, une partition de type 2 du système (4.23) telle que F1 ⊆

δ(V1, . . . , Vp). Supposons, sans perte de généralité, que v ∈ V1 et v1 ∈ V2. Si v2 ∈ V2,

alors

x[V1, V2] = x(F1) + x(F2)

> 2,

Nous obtenons alors une 
ontradi
tion ave
 le lemme 4.5. Supposons maintenant que

v2 ∈ Vj ave
 j ∈ {3, . . . , p}. Étant donné que r(V \(V1∪V2)) = 1, nous avons r(Vj) = 1.

Soit (V ′
1 , . . . , V

′
p′) la partition dé�nie 
omme suit

V ′
1 = V1 ∪ Vj,

V ′
i = Vi pour i = 2, . . . , j − 1,

V ′
i = Vi+1 pour i = j, . . . , p− 1,

où p′ = p − 1. Il n'est pas di�
ile de voir que (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est une partition de type

2 de V . Ainsi, par le lemme 4.5.ii.b) et l'assertion 4.15.1, nous déduisons x(F2) =

x[V1, Vj] = 1. La partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est don
 serrée pour x. De plus, 
ette partition

ne fait pas partie du système (4.23). En e�et, l'équation qu'elle dé�nit est redondante

ave
 les équations x(δ(V1, . . . , Vp)) = p et x(e2) = 1 où F2 = {e2}. De 
e fait, le

système obtenu à partir du système (4.23) en remplaçant la partition (V1, . . . , Vp) par

la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est non-singulier et admet x 
omme solution unique. Nous

pouvons don
 supposer que v2 ∈ V1. Considérons alors la partition (V ′′
1 , . . . , V ′′

p ) dé�nie

de la manière suivante

V ′′
1 = V1 \ {v},

V ′′
2 = V2 ∪ {v},

V ′′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.

Puisque r(v2) = 2 et v2 ∈ V ′′
1 , il est 
lair que (V ′′

1 , . . . , V ′′
p ) est une partition de type 2

de V . Nous avons don


x(δ(V ′′
1 , . . . , V ′′

p )) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F1) + x(F2)

= x(δ(V1, . . . , Vp))

= p.

Et la partition (V ′′
1 , . . . , V ′′

p ) est serrée pour x.

Par 
onséquent, dans le système (4.23), nous pouvons rempla
er toutes les équations


ontenant F1, à l'ex
eption des équations triviales, par des équations 
ontenant F2.

Soit (4.23)

∗
le système ainsi obtenu. Soit x′

la restri
tion de x sur E \ F1. D'après les

lemmes 4.9 et 4.14, x′
est une solution fra
tionnaire de R(G/F1, rF1

). Considérons le

système (4.23)

∗′
obtenu à partir de (4.23)

∗
en supprimant les équations x(e) = 1 pour
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e ∈ F1. Nous remarquons qu'au
une variable x(e), où e ∈ F1, n'apparait dans le système

(4.23)

∗′
. De plus, x′

est une solution de 
e dernier système. Étant donné que G/F1 est

un graphe série-parallèle ayant moins d'arêtes que G, d'après l'hypothèse de ré
urren
e,

R(G/F1, rF1
) est entier. Puisque x′

est une solution fra
tionnaire de R(G/F1, rF1
), il

doit exister un point extrême entier y′
de R(G/F1, rF1

) qui est également une solution

du système (4.23)

∗′
. De plus, nous avons x(F1) = x(F2). Par 
onséquent F1 et F2 sont

de même 
ardinalité. Posons F1 = {e1
1, . . . , e

1
t} et F2 = {e2

1, . . . , e
2
t}. Soit y ∈ IR

E
la

solution donnée par

y(e) =

{

y′(e) si e ∈ E \ F1,

y′(e2
i ) si e = e1

i ; i = 1, . . . , t.

Il est 
lair que y 6= x. Nous allons maintenant montrer que y est une solution du

système (4.23). Tout d'abord, remarquons que y(e) = 1 pour toute arête e ∈ E telle

que e ∈ E1. Considérons une 
oupe δ(Wi) du système (4.23).

- Si F1∩δ(Wi) = ∅, alors δ(Wi) est également une 
oupe du système (4.23)

∗′
. Don
,

δ(Wi) est serrée pour y′
. Ainsi, y′(δ(Wi)) = y(δ(Wi)) = con(Wi).

- Si F1 ⊆ δ(Wi), alors, d'après le lemme 4.15.5.i), con(Wi) = 2. Puisque x(F1) > 1

et x(F2) ≥ 1, nous avons F2 ∩ δ(Wi) = ∅. Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer que v ∈Wi. De la dis
ussion pré
édente, il en résulte que la 
oupe δ(Wi\

{v}) est serrée pour y′
. Puisque y(F1) = y(F2) et y(δ(Wi\{v})) = y′(δ(Wi\{v})),

nous avons

y(δ(Wi)) = y(δ(Wi \ {v}))− y(F1) + y(F2)

= y′(δ(Wi \ {v}))

= 2.

Et, la 
oupe δ(Wi) est serrée pour y.

Considérons une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du système (4.23).

- Si F1 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅ alors (V1, . . . , Vp) est aussi une partition du système

(4.23)

∗′
. Par 
onséquent (V1, . . . , Vp) est serrée pour y′

. De plus, nous avons

y(δ(V1, . . . , Vp)) = y′(δ(V1, . . . , Vp)). Ainsi, (V1, . . . , Vp) est également serrée pour

y.

- Si F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp) alors, par l'assertion 4.15.5.ii), (V1, . . . , Vp) est une partition

de type 2. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que F1 ⊆ [V1, V2].

Par la dis
ussion pré
édente, nous savons que F2 ⊆ E(V1). Or, nous avons montré

que, dans 
e 
as, la partition (V1 \ {v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp) est une partition de
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type 2 du système (4.23)

∗′
. Don
 (V1 \ {v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp) est serrée pour

y′
. Puisque y(F1) = y(F2), nous obtenons

y(δ(V1, . . . , Vp)) = y(δ(V1 \ {v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp))− y(F1) + y(F2)

= y′(δ(V1 \ {v}, V2 ∪ {v}, V3, . . . , Vp))

= p.

Et la partition (V1, . . . , Vp) est serrée pour y.

Ainsi, y est une solution du système (4.23). Étant donné que y 6= x, 
e
i 
ontredit le

fait que x est un point extrême de R(G, r). D'où r(v2) = 1.

Montrons maintenant que x est un point extrême de R(G, r2), où r2 ∈ ZZ

V
+ est le

ve
teur types de sommets suivant

r2(u) =







r(u) si u ∈ V \ {v2},

2 si u = v2.

En utilisant une démonstration similaire à 
elle de l'assertion 4.15.7, nous pouvons

montrer que x ∈ R(G, r2). Or, toutes les équations du système (4.23) sont dé�nies

par des 
ontraintes appartenant également à R(G, r2). Par 
onséquent, x est un point

extrême fra
tionnaire de R(G, r2). Posons S2
2 = {u ∈ V | r2(u) = 2}. Nous avons

S2
2 = S2 ∪ {v2}, et ainsi |S2

2 | > |S2|. Puisque R(G, r2) 
ontient un point extrême

fra
tionnaire, 
e
i 
ontredit l'hypothèse de maximalité de |S2|. De 
e fait, nous obtenons

x(F1) > x(F2). ✷

Assertion 4.15.15 Le système (4.23) peut être 
hoisi de telle manière que, pour toute

partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, de type 2 telle que F2 ⊆ [Vi, Vj], nous avons r(V \ (Vi ∪

Vj)) = 1.

Preuve. Similaire à 
elle de l'assertion 4.15.5.iii). ✷

Nous rajoutons à présent au système (4.23) la 
ondition qu'il véri�e également l'as-

sertion 4.15.15.

Assertion 4.15.16 Dans le système (4.23), F1 n'apparait pas dans une 
oupe.

Preuve. Supposons qu'il existe une 
oupe δ(W1) du système (4.23) telle que F1 ⊆

δ(W1). D'après l'assertion 4.15.5.i), con(W1) = 2. Sans perte de généralité, nous pou-

vons supposer que v ∈ W1 et v1 ∈W 1. De plus d'après l'assertion 4.15.13, F2∩δ(W1) =



4.3 Le polytope ESNDP(G,r) dans les graphes série-parallèles 99

∅. Nous avons don
 v2 ∈W1 Posons W ′
1 = W1 \{v}. Montrons que r(W ′

1) = 1. En e�et,

supposons que r(W ′
1) = 2. Puisque r(v) = 2, il en résulte alors que con(W ′

1) = 2. Nous

avons ainsi

x(δ(W ′
1)) = x(δ(W1))− x(F1) + x(F2)

= 2− x(F1) + x(F2)

≥ 2.

Nous en déduisons don
 que x(F1) ≤ x(F2), 
e qui 
ontredit l'assertion 4.15.14. Ainsi

r(W ′
1) = 1.

Par l'assertion 4.15.3, les arêtes de F2 doivent apparaitre dans au moins deux équa-

tions du système (4.23). Supposons ainsi que F2 apparait dans une 
oupe δ(W2) du

système (4.23). D'après l'assertion 4.15.9.i), con(W2) = 2. Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que v ∈ W2 et v2 ∈ W 2. Nous avons v1 ∈ W2. Sinon, F1 et

F2 appartiendraient à une même équation du système (4.23), 
e qui 
ontredirait l'as-

sertion 4.15.13. Étant donné que con(W2) = 2, r(v) = r(v1) = 2 et {v, v1} ⊆ W2, il

existe u ∈W 2 tel que r(u) = 2. Puisque r(W ′
i ) = 1, nous avons don
 u ∈W1 ∪W 2. Et

ainsi W1 ∪W 2 6= ∅. De plus, r(W1 ∪W 2) = 2. Par 
onséquent, δ(W2) est une 
oupe du

système (4.23) telle que v ∈W1 ∩W2, W1 ∪W 2 6= ∅ et r(W1 ∪W 2) = r(W1∩W2) = 2.

Ce
i 
ontredit l'assertion 4.15.2.i).

Supposons maintenant que F2 apparait dans une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du sys-

tème (4.23). D'après les assertions 4.15.9.ii) et 4.15.15, (V1, . . . , Vp) est une partition

de type 2 telle que F2 ⊆ [Vi, Vj] et r(V \ (Vi ∪ Vj)) = 1. Sans perte de généralité, nous

pouvons supposer que i = 1, j = 2, v ∈ V1 et v2 ∈ V2. Nous avons aussi v1 ∈ V1. En

e�et, si v1 /∈ V1, alors F1 ⊆ δ(V1, . . . , Vp). Mais 
e
i 
ontredit l'assertion 4.15.13. Étant

donné que v ∈W1, v ∈ V1, v1 ∈W 1 et v1 ∈ V1, nous avons V1∩W1 6= ∅ et V1∩W 1 6= ∅.

Puisque r(V2) = 2, r(v) = r(v1) = 2 et r(W ′
1) = 1, nous avons V2 ∩ W 1 6= ∅. De

plus, v2 ∈ W1 et v2 ∈ V2, don
 V2 ∩W1 6= ∅. Ainsi la partition (V1, . . . , Vp) 
ontredit

l'assertion 4.15.2.ii).

En 
on
lusion, les arêtes de F2 apparaissent dans au plus une équation du système

(4.23), une 
ontradi
tion ave
 l'assertion 4.15.3. ✷

Assertion 4.15.17 Soit (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, une partition de type 2 du système (4.23)

telle que F1 ⊆ [Vi, Vj] et v ∈ Vi. Alors, r(Vi \ {v}) = 1.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que i = 1 et j = 2. D'après

l'assertion 4.15.13, F2 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅. Ainsi v2 ∈ V1. Par 
onséquent, |V1| ≥ 2.

Supposons, au 
ontraire, que r(Vi\{v}) = 2. Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p)
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dé�nie de la manière suivante

V ′
1 = V1 \ {v},

V ′
2 = V2 ∪ {v},

V ′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.

Puisque v ∈ V ′
2 , r(v) = 2 et r(V ′

1) = r(V1 \ {v}) = 2, (V ′
1 , . . . , V

′
p) est une partition de

type 2. Nous avons ainsi

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(F1) + x(F2)

≥ p.

Nous en déduisons don
 x(F1) ≤ x(F2), 
e qui 
ontredit l'assertion 4.15.14. ✷

Assertion 4.15.18 Dans le système (4.23) F2 n'apparait pas dans une 
oupe.

Preuve. Supposons qu'il existe une 
oupe δ(Wi) du système (4.23) telle que F2 ⊆

δ(Wi). D'après l'assertion 4.15.9.i), con(Wi) = 2. Nous savons que F1 possède une

arête fra
tionnaire. Or 
ette arête doit appartenir à au moins deux équations du sys-

tème (4.23). Par les assertions 4.15.5 et 4.15.16, il existe une partition (V1, . . . , Vp),

p ≥ 3, de type 2 telle que F1 ⊆ [Vi, Vj] et r(V \ (Vi ∪ Vj)) = 1, dans le système (4.23).

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que i = 1, j = 2, v ∈ V1 et v1 ∈ V2.

De plus, par l'assertion 4.15.17, nous avons r(V1 \ {v}) = 1.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v ∈ W i, v2 ∈ Wi et d'après l'as-

sertion 4.15.13, v1 ∈ W i. Étant donné que r(Wi) = 2 et tous les sommets (à l'ex
eption

de v) ayant un type de 
onnexité égal à 2 appartiennent à V2, nous avons Wi ∩ V2 6= ∅.

De plus, d'après les dé�nitions de δ(Wi) et (V1, . . . , Vp), il est 
lair que Wi ∩ V1 6= ∅,

W i∩V1 6= ∅ et W i∩V2 6= ∅. Ainsi deux éléments de la partition (V1, . . . , Vp) interse
tent

à la fois Wi et W i, 
ontradi
tion ave
 l'assertion 4.15.2.ii). Par 
onséquent, les arêtes

de F1 apparaissent dans au plus une équation du système (4.23). Ce qui 
ontredit l'as-

sertion 4.15.3. ✷

Par l'assertion 4.15.8 et le lemme 4.13, nous avons F1 = {e1, f1} ave
 x(e1) = 1 et

0 < x(f1) < 1. Nous énonçons alors l'assertion suivante, similaire à l'assertion 4.15.11,

mais relative 
ette fois, à une partition 
ontenant F1 et pas F2.

Assertion 4.15.19 Soit (V1, . . . , Vp) une partition de type 2 du système (4.23) telle

que F1 ⊆ [Vi, Vj] et {v, v2} ⊆ Vi. Soit (V 1
j , . . . , V t

j ), t ≥ 2, une partition de type 2 du

sous-ensemble Vj . Alors

x(δ(V 1
j , . . . , V t

j )) ≥ t + x(f1)− x(F2).
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Preuve. D'après l'assertion 4.15.5.iii), nous savons que la partition (V1, . . . , Vp) est

telle que r(V \ (Vi ∪ Vj)) = 1. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

i = 1, j = 2, v ∈ V1, v1 ∈ V2 et v2 ∈ V1. Aussi, par l'assertion 4.15.17, nous avons

r(V1 \ {v}) = 1.

Nous avons au moins trois sommets de V ayant un type de 
onnexité égal à 2. En e�et,

si au 
ontraire, seuls v et v1 ont un type de 
onnexité égal à 2, alors il n'existerait pas

de partition de type 2 
ontenant F2 et pas F1. Or, d'après les assertions 4.15.9, 4.15.13,

4.15.15 et 4.15.18 les arêtes de F2 apparaissent dans au plus une équation du système

(4.23), en l'o

urren
e les équations triviales. Mais 
e
i 
ontredit l'assertion 4.15.3.

Soit (V 1
2 , . . . , V t

2 ) une partition de type 2 de V2. Puisque r(V1 \ {v}) = 1, |S2| ≥ 3 et

tous les sommets (à l'ex
eption de v) de type de 
onnexité égal à 2 appartiennent à V2,

une telle partition de V2 existe. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

v1 ∈ V 1
2 . Considérons alors la partition (V ′′

1 , . . . , V ′′
p′′) dé�nie de la manière suivante

V ′′
1 = V1 \ {v},

V ′′
2 = V 1

2 ∪ {v},

V ′′
i+1 = V i

2 pour i = 2, . . . , t,

V ′′
i = Vi−t+1 pour i = t + 2, . . . , p + t− 1,

ave
 p′′ = p + t− 1. Il n'est pas di�
ile de voir que (V ′′
1 , . . . , V ′′

p′′) est une partition de

type 2 de V . Ainsi, nous avons

x(δ(V ′′
1 , . . . , V ′′

p′′)) = x(δ(V1, . . . , Vp)) + x(δ(V 1
2 , . . . , V t

2 ))− x(F1) + x(F2)

= p + x(δ(V 1
2 , . . . , V t

2 ))− x(F1) + x(F2)

≥ p′′

= p + t− 1.

Nous obtenons don


x(δ(V 1
2 , . . . , V t

2 )) ≥ t− 1 + x(F1)− x(F2).

Or nous avons x(F1) = x(e1) + x(f1) = 1 + x(f1). Nous obtenons ainsi

x(δ(V 1
2 , . . . , V t

2 )) ≥ t + x(f1)− x(F2). ✷

Assertion 4.15.20 Dans le système (4.23), F2 n'apparait pas dans une partition.

Preuve. Supposons au 
ontraire, que F2 apparait dans une partition (V1, . . . , Vp),

p ≥ 3, du système (4.23). D'après les assertions 4.15.9.ii) et 4.15.15, (V1, . . . , Vp) est

une partition de type 2 telle que F2 ⊆ [Vi, Vj] et r(V \ (Vi ∪ Vj)) = 1. Par l'assertion

4.15.13, F1 ∩ δ(V1, . . . , Vp) = ∅. Ainsi v et v1 appartiennent au même élément Vi de la
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partition (V1, . . . , Vp). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que i = 1.

Par les assertions 4.15.2, 4.15.3, 4.15.5.ii) et 4.15.16, il existe une partition (U1, . . . , Uq),

q ≥ 3, de type 2 du système (4.23) 
ontenant F1. Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer que F1 ⊆ [U1, U2] ave
 v ∈ U1 et v1 ∈ U2. Par l'assertion 4.15.5.ii), il s'en suit

que r(V \ (U1 ∪U2)) = 1. Par l'assertion 4.15.2, nous avons aussi v2 ∈ U1. Soit s ≤ p le

nombre de sous-ensembles de la partition (V1, . . . , Vp) qui interse
tent U2. Sans perte

de généralité, nous pouvons supposer que

Vl ∩ U2 6= ∅ pour tout l = 1, . . . , s.

Puisque (V1, . . . , Vp) est de type 2 et v, v1 ∈ V1, il existe au moins trois sommets de

type de 
onnexité égal à 2 dans G. Et ainsi, s ≥ 2. De plus, puisque r(V \(Vi∪Vj)) = 1,

nous avons F2 ⊆ [Vi, Vj] ave
 i ≤ s et j ≤ s. Posons

U l
2 = Vl ∩ U2 pour tout l = 1, . . . , s.

La partition (U1
2 , . . . , Us

2 ) de U2 est de type 2. En e�et, v1 ∈ U1
2 et r(v1) = 2. Comme

il existe u ∈ U2 \ {v1} tel que r(u) = 2, alors il existe l0 ∈ {2, . . . , s} tel que u ∈ U l0
2 .

Ainsi, par l'assertion 4.15.19, nous obtenons

x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≥ s + x(f1)− x(F2). (4.35)

Nous distinguons alors deux 
as.

Cas 1 s = p. Puisque δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) ⊆ δ(V1, . . . , Vs) et x(e) > 0 pour tout e ∈ E,

nous avons

x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≤ x(δ(V1, . . . , Vs)).

Or F2∩δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) = ∅, 
ar v2 6∈ U2. De plus, F2 ⊆ δ(V1, . . . , Vs) et x(δ(V1, . . . , Vs)) =

s.. Par 
onséquent, nous obtenons

x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≤ x(δ(V1, . . . , Vs))− x(F2)

≤ s− x(F2).

De l'inégalité (4.35), il en résulte que

s + x(f1)− x(F2) ≤ x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≤ s− x(F2).

Finalement, nous en déduisons que x(f1) ≤ 0, une 
ontradi
tion ave
 l'assertion 4.15.1.

Cas 2 s < p. Considérons alors la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′) dé�nie de la manière sui-

vante

V ′
1 =

s
⋃

l=1

Vl,

V ′
l = Vl+s−1 pour l = 2, . . . , p− s + 1,
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ave
 p′ = p− s +1. Étant donné que r(Vl) = 1 pour tout l ∈ {s+ 1, . . . , p}, il n'est pas

di�
ile de voir que (V ′
1 , . . . , V

′
p′) est une partition de type 1 de V . Nous avons don


x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x(δ(V1, . . . , Vs))

≥ p′ − 1

= p− s + 1− 1

= p− s.

Par 
onséquent, nous obtenons

x(δ(V1, . . . , Vs)) ≤ s.

Or δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) ⊆ δ(V1, . . . , Vs), F2∩δ(U1
2 , . . . , Us

2 ) = ∅, F2 ⊆ δ(V1, . . . , Vs) et x(e) > 0

pour tout e ∈ E. Don


x(δ(U1
2 , . . . , Us

2 )) ≤ x(δ(V1, . . . , Vs))− x(F2)

≤ s− x(F2).

Cette dernière inégalité, 
ombinée ave
 l'inégalité (4.35), implique x(f1) ≤ 0. Ce qui


ontredit l'assertion 4.15.1.

De 
e fait, F2 n'apparait pas dans une partition du système (4.23). ✷

Des assertions 4.15.18 et 4.15.20, nous pouvons 
on
lure que les arêtes de F2 appa-

raissent dans au plus une équation du système (4.23), en l'o

urren
e x(e) = 1. Mais


e
i 
ontredit l'assertion 4.15.3, et notre théorème est prouvé. ✷

Considérons maintenant le problème ESNDP quand plusieurs 
opies d'une arête peuvent

être utilisées dans la solution, 
'est-à-dire le problème 3.1. Soit P (G, r) le polyèdre as-

so
ié aux solutions de 
e problème. Comme 
onséquen
e du théorème 4.15, nous avons

le résultat suivant.

Théorème 4.16 Soit G = (V, E) un graphe série-parallèle. Si r ∈ {1, 2}V , alors

P (G, r) est 
omplètement dé
rit par les 
ontraintes de non-négativité (4.12), les 
ontraintes

de 
oupe (4.9) et les 
ontraintes de partition (4.3).

Preuve. Similaire à 
elle du théorème 3.10. ✷

Dans la se
tion 4.2.2, nous avons montré que le problème de séparation de 
ontraintes

de partition (4.3) est polynomial. De plus, le problème de séparation des 
ontraintes

de 
oupe (4.9) peut être résolu en temps polynomial. Ainsi, des théorèmes 4.15 et 4.16,

nous obtenons le 
orollaire suivant.



104 Le problème ESNDP ave
 des types de sommets en k et k + 1, k ≥ 1

Corollaire 4.17 Si les types de sommets sont en 1 et 2, les problèmes ESNDP et 3.1

peuvent être résolus en temps polynomial dans la 
lasse des graphes série-parallèles.✷

D'une manière assez naturelle et par rapport aux idées développées dans la démons-

tration du théorème 4.15, nous avons étudié une généralisation de 
e résultat pour des

types de sommets égaux à k et k+1, ave
 k > 1. Pour 
ela, il nous a fallu introduire de

nouvelles inégalités, bien spé
i�ques aux graphes série-parallèles. C'est 
ette nouvelle

famille de 
ontraintes que nous présentons dans la pro
haine se
tion.

4.4 Les 
ontraintes de SP-partition

4.4.1 Introdu
tion

Dans [33℄, Chopra à étudié le problème 3.1 dans la 
lasse des graphes outerplanaires et

pour des types de sommets tous égaux à k, où k est un entier impair. Nous rappelons

qu'un graphe est dit outerplanaire s'il est 
onstitué d'un 
y
le ave
 des 
ordes qui ne

s'interse
tent pas. Les graphes outerplanaires forment une sous-
lasse de la 
lasse des

graphes série-parallèles. Chopra a ainsi introduit de nouvelles 
ontraintes, valides pour

le problème 3.1. Elles se présentent de la manière suivante. Soient G = (V, E) un graphe

outerplanaire, des types de sommets tous égaux à k ave
 k impair et (V1, . . . , Vp), p ≥ 2,

une partition de V telle que G(Vi) soit 
onnexe pour tout i = 1, . . . , p. Alors, l'inégalité

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥

⌈

k

2

⌉

p− 1 (4.36)

est valide pour le problème 3.1. Les inégalités (4.36) sont appelées inégalités de parti-

tion outerplanaire. Nous remarquons que la 
ontrainte (4.36) n'est rien d'autre qu'une


ontrainte de 
oupe quand p = 2. Chopra a également montré que lorsque G est ou-

terplanaire et r(v) = k pour tout v ∈ V ave
 k impair, alors P (G, r) est 
omplètement

dé
rit par les 
ontraintes de non-négativité, les 
ntraintes de 
oupe et les 
ontaintes

de partition outerplanaire. De plus, il a 
onje
turé que 
e résultat reste vrai quand le

graphe G est série-parallèle.

Didi Biha et Mahjoub [58℄ ont étendu la validité des inégalités (4.36) pour les pro-

blèmes ESNDP et 3.1 à la 
lasse des graphes série-parallèles. Ils les ont alors appelées

inégalités de SP-partition. Dans 
ette 
lasse de graphes, ils ont aussi 
omplètement


ara
térisé le polytope ESNDP(G, r) par les 
ontraintes triviales, de 
oupe et de SP-

partition, quand tous les types de sommets sont égaux à une même valeur impaire.
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Comme 
onséquen
e de 
e résultat, ils ont démontré la 
onje
ture de Chopra mention-

née pré
édemment (
ette 
onje
ture a été démontré indépendamment par Chopra et

Stoer [36℄). Par ailleurs, Didi Biha et Mahjoub [58℄ ont donné des 
onditions né
es-

saires et Didi Biha [57℄ des 
onditions su�santes pour que les inégalités de SP-partition

dé�nissent des fa
ettes du polytope ESNDP(G, r).

Dans 
e qui suit, nous allons étendre les inégalités de SP-partition à des types de

sommets quel
onques, 
'est-à-dire r ∈ ZZ

V
+.

4.4.2 Les inégalités de SP-partition

Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur types de sommets.

Considérons une partition π = (V1, . . . , Vp) de V , p ≥ 2, telle que r(Vi) ≥ 1, pour

tout i = 1, . . . , p. Dans le but de simpli�er au maximum les expressions, nous sommes

amenés à introduire les notations suivantes

• rπ = max{con(Vi) | i = 1, . . . , p},

• pi est égal au nombre de sous-ensembles Vj de la partition π tels que con(Vj) = i,

pour tout i = 1, . . . , rπ, 
'est-à-dire pi = |{j | con(Vj) = i; j = 1, . . . , p}|.

Remarquons que

rπ
∑

i=1

pi = p et

p
∑

i=1

con(Vi) =
rπ

∑

i=1

ipi.

Considérons alors l'inégalité

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥























rπ
∑

i=1

⌈ i
2
⌉pi − 1 si rπ est impair,

rπ
∑

i=1

⌈ i
2
⌉pi si rπ est pair.

(4.37)

Théorème 4.18 Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle et r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur

types de sommets tels que G soit arête-�able. Alors les inégalités (4.37) sont valides

pour ESNDP.
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Preuve. Il su�t de montrer que, pour tout graphe G = (V, E) série-parallèle et arête-

�able (par rapport à r ∈ ZZ

V
+), nous avons

|E| ≥























rmax
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii| − 1 si rmax est impair,

rmax
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii| si rmax est pair,

(4.38)

où Ii = {v ∈ V | r(v) = i} pour tout i = 1, . . . , rmax. Nous savons qu'il existe au moins

deux sommets de type de 
onnexité égal à rmax. Ainsi, nous avons r(v) = con(v) pour

tout v ∈ V . La preuve est par ré
urren
e sur le nombre de sommets.

Si |V | = 2, alors la 
ontrainte (4.38) est une 
ontrainte de 
oupe (??). En e�et, nous

avons Irmax
= V et Ii = ∅ pour tout i = 1, . . . , rmax − 1. Ainsi, |Irmax

| = 2. Si rmax est

impair, alors le membre droit de l'inégalité (4.38) est

⌈rmax

2

⌉

|Irmax
| − 1 = (

rmax + 1

2
) ∗ 2− 1 = rmax.

Si rmax est pair, nous obtenons alors

⌈rmax

2

⌉

|Irmax
| =

rmax

2
∗ 2 = rmax.

La 
ontrainte (4.38) s'é
rit alors |E| ≥ rmax.

Supposons que l'inégalité (4.38) est valide pour tout graphe série-parallèle arête-�able

ayant au plus n sommets. Supposons que G possède n + 1 sommets. Puisque G est un

graphe série-parallèle, il existe un sommet v ∈ V qui est adja
ent à exa
tement deux

sommets v1 et v2 de V . Posons F1 = [v, v1] et F2 = [v, v2]. Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que |F1| ≥ |F2|. Puisque G est arête-�able, nous devons avoir

|δ(v)| ≥ r(v) pour tout v ∈ V . De plus, δ(v) = F1 ∪ F2. Ainsi, nous avons

|F1| ≥

⌈

r(v)

2

⌉

. (4.39)

Soient G∗ = (V ∗, E∗) le graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant l'ensemble d'arêtes

F1 et r∗ ∈ ZZ

V ∗

+ le ve
teur types de sommets dé�ni de la manière suivante

r∗(u) =







r(u) si u ∈ V ∗ \ {v∗},

conG({v, v1}) si u = v∗,
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où v∗
est le sommet résultant de la 
ontra
tion de F1. Il est fa
ile de voir que G∗

est série-

parallèle et qu'il véri�e les 
onditions d'arête-
onnexité. De plus, puisque |V ∗| ≤ |V |,

d'après notre hypothèse de ré
urren
e, nous avons

|E∗| ≥



























r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|I∗

i | − 1 si r∗max est impair,

r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|I∗

i | si r∗max est pair,

où r∗max = max{conG∗(u) | u ∈ V ∗} et I∗
i = {u ∈ V ∗ | conG∗(u) = i} pour tout

i = 1, . . . , r∗max.

Or |E| = |E∗|+ |F1|. Ainsi

|E| ≥



























r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|I∗

i | − 1 + |F1| si r∗max est impair,

r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|I∗

i |+ |F1| si r∗max est pair,

(4.40)

Nous distinguons deux 
as.

Cas 1 r∗max = rmax. Si r(v) > r(v1), alors |I
∗
r(v)| = |Ir(v)| et |I

∗
r(v1)| = |Ir(v1)| − 1.

Ainsi, nous avons

r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|I∗

i | =
rmax
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii| −

⌈

r(v1)
2

⌉

≥
rmax
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii| −

⌈

r(v)
2

⌉

.

Supposons que r(v) ≤ r(v1). Nous avons don
 |I
∗
r(v)| = |Ir(v)| − 1 et

r∗max
∑

i=1

⌈

i

2

⌉

|I∗
i | =

rmax
∑

i=1

⌈

i

2

⌉

|Ii| −

⌈

r(v)

2

⌉

.

Nous en déduisons alors

r∗max
∑

i=1

⌈

i

2

⌉

|I∗
i | ≥

rmax
∑

i=1

⌈

i

2

⌉

|Ii| −

⌈

r(v)

2

⌉

. (4.41)

Ainsi, d'après (4.39) et (4.41), l'inégalité (4.40) s'é
rit de la manière suivante

|E| ≥























rmax
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii| − ⌈

r(v)
2
⌉ − 1 + ⌈ r(v)

2
⌉ si rmax est impair,

rmax
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii| − ⌈

r(v)
2
⌉+ ⌈ r(v)

2
⌉ si rmax est pair.
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Et nous obtenons l'inégalité (4.38).

Cas 2 r∗max < rmax. Dans 
e 
as, les deux seuls sommets qui ont un type de 
onnexité

égal à rmax sont v et v1, 
'est-à-dire |Irmax
| = 2. Nous avons don
 r(u) ≤ r∗max pour

tout u ∈ V \ {v, v1}. Par 
onséquent, |I∗
r∗max
| = |Ir∗max

| + 1 et |I∗
i | = |Ii| pour tout

i = 1, . . . , r∗max − 1. L'inégalité (4.40) s'é
rit alors

|E| ≥



























r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ ⌈

r∗max

2
⌉ − 1 + |F1| si r∗max est impair,

r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ ⌈

r∗max

2
⌉+ |F1| si r∗max est pair.

(4.42)

Soit C∗
la 
ardinalité minimum d'une 
oupe séparant v∗

et un sommet ayant un type

de 
onnexité égal à r∗max dans le graphe G∗
. Puisque G∗

véri�e les 
onditions d'arête-


onnexité, il est 
lair que C∗ ≥ r∗max. Nous allons maintenant donner une nouvelle

borne inférieure pour la 
ardinalité de |F1|.

Assertion 4.18.1 |F1| ≥ rmax − ⌊
C∗

2
⌋.

Preuve. Soit W ∗ ⊆ V ∗
un sous-ensemble de sommets tel que v∗ ∈W ∗

, con(W ∗) = r∗max

et |δ(W ∗)| = C∗
. Considérons alors le sous-ensemble de sommets W ⊆ V tel que

W = (W ∗\{v∗})∪{v}. Nous avons don
 v1 ∈ V \W . Ainsi con(W ) = rmax. Étant donné

que le graphe G est arête-�able, nous avons |δ(W )| ≥ con(W ) = rmax et |δ(v1)| ≥ rmax.

Or |δ(W )| = |δ(W ∗) \ δ(v1)|+ |F1| et |δ(v1)| = |δ(W
∗) ∩ δ(v1)|+ |F1|. Par 
onséquent,

|F1| ≥ rmax − |δ(W
∗) \ δ(v1)| et |F1| ≥ rmax − |δ(W

∗)∩ δ(v1)|. Nous en déduisons don


|F1| ≥ rmax −min{|δ(W ∗) \ δ(v1)|, |δ(W
∗) ∩ δ(v1)|}. (4.43)

Puisque (δ(W ∗) \ δ(v1)) ∩ (δ(W ∗) ∩ δ(v1)) = ∅ et |δ(W ∗| = C∗
, nous avons

min{|δ(W ∗) \ δ(v1)|, |δ(W
∗) ∩ δ(v1)|} ≤

⌊

C∗

2

⌋

. (4.44)

De (4.43) et (4.44), nous obtenons |F1| ≥ rmax − ⌊
C∗

2
⌋. ✷

L'assertion pré
édente va nous permettre de réé
rire l'inégalité (4.42) d'une manière

beau
oup plus simple.

Assertion 4.18.2 |E| ≥
r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ rmax.



4.4 Les 
ontraintes de SP-partition 109

Preuve. Nous allons dis
uter de deux 
as dépendants de l'égalité entre la valeur de

C∗
et 
elle de r∗max.

Cas 1 C∗ = r∗max. D'après l'assertion 4.18.1, l'inégalité (4.42) s'é
rit 
omme suit

|E| ≥



























r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ ⌈

r∗max

2
⌉ − 1 + rmax − ⌊

C∗

2
⌋ si r∗max est impair,

r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ ⌈

r∗max

2
⌉+ rmax − ⌊

C∗

2
⌋ si r∗max est pair.

(4.45)

Or

⌈

r∗max

2

⌉

−

⌊

C∗

2

⌋

=

⌈

r∗max

2

⌉

−

⌊

r∗max

2

⌋

=







1 si r∗max est impair,

0 si r∗max est pair.

Don
, de l'inégalité (4.45), nous obtenons

|E| ≥

r∗max
∑

i=1

⌈

i

2

⌉

|Ii|+ rmax.

Cas 2 C∗ > r∗max. Alors, toute 
oupe dans G∗
qui sépare deux sommets de type r∗max a

une 
ardinalité supérieure ou égale à C∗
. Ainsi, d'après le théorème 2.1, G∗

véri�e les


onditions d'arête-
onnexité dé�nies par les types de sommets suivants

r(u) =







r∗(u) si r(u) 6= r∗max,

C∗
si r(u) = r∗max,

pour tout u ∈ V ∗.

Posons I ′
i = {u ∈ V ∗ | conG∗(u) = i} pour tout i = 1, . . . , C∗

. Il est 
lair que |I ′
i| = |I

∗
i |

pour tout i = 1, . . . , r∗max − 1, |I ′
r∗max
| = 0 et |I ′

C∗| = |I∗
r∗max
|. D'après l'assertion 4.18.1,

l'inégalité (4.42) s'é
rit alors

|E| ≥



























r∗max−1
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|I∗

i |+ ⌈
C∗

2
⌉|I∗

r∗max
| − 1 + rmax − ⌊

C∗

2
⌋ si C∗

est impair,

r∗max−1
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|I∗

i |+ ⌈
C∗

2
⌉|I∗

r∗max
|+ rmax − ⌊

C∗

2
⌋ si C∗

est pair.

(4.46)

Puisque |I∗
r∗max
| = |Ir∗max

|+ 1, nous avons

⌈

C∗

2

⌉

|I∗
r∗max
| =

⌈

C∗

2

⌉

|Ir∗max
|+

⌈

C∗

2

⌉

.
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Or C∗ > r∗max. Don
 ⌈
C∗

2
⌉ ≥ ⌈ r∗max

2
⌉. Ainsi

⌈

C∗

2

⌉

|Ir∗max
|+

⌈

C∗

2

⌉

≥

⌈

r∗max

2

⌉

|Ir∗max
|+

⌈

C∗

2

⌉

.

De plus, |I∗
i | = |Ii| pour tout i = 1, . . . , r∗max − 1. Don
, l'inégalié (4.46) devient

|E| ≥



























r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ ⌈

C∗

2
⌉|I∗

r∗max
| − 1 + rmax − ⌊

C∗

2
⌋ si C∗

est impair,

r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ ⌈

C∗

2
⌉|I∗

r∗max
|+ rmax − ⌊

C∗

2
⌋ si C∗

est pair.

Étant donné que

⌈

C∗

2

⌉

−

⌊

C∗

2

⌋

=







1 si C∗
est impair,

0 si C∗
est pair,

nous obtenons |E| ≥
r∗max
∑

i=1

⌈ i
2
⌉|Ii|+ rmax. ✷

Don
, puisque |Irmax
| = 2, nous obtenons, d'après l'assertion 4.18.2, l'inégalité (4.38).

✷

Les inégalités (4.37) seront appelées inégalités de SP-partition. Nous pouvons aisément

remarquer que 
es inégalités généralisent les inégalités (4.36). En e�et, nous avons,

dans le 
as de types de sommets tous égaux à k, ave
 k impair, rπ = k, pk = p et pi = 0

pour tout i 6= k.

Étant donnés un graphe G = (V, E) et une partition π = (V1, . . . , Vp) de V , notons par

Gπ = (Vπ, Eπ) le graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant les sous-ensembles Vi,

pour tout i = 1, . . . , p. Supposons que G n'est pas série-parallèle, mais que la partition

π est telle que

- G(Vi) soit 
onnexe pour tout i = 1, . . . , p, et

- Gπ soit série-parallèle.

Alors, le théorème 4.18 implique que l'inégalité (4.37) est valide pour ESNDP. Par


ontre, si le graphe Gπ n'est pas série-parallèle, 
e résultat n'est plus vrai. En e�et,


onsidérons le 
as d'un graphe 
omplet sur 4 sommets {v1, v2, v3, v4} tel que r(vi) = 3

pour i = 1, . . . , 3, r(v4) = 2 et p = 4 (voir �gure 4.3).
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v1

v4

v3
v
2

Fig. 4.3 � K4

Le graphe K4 est 3-arête 
onnexe et 
ontient 6 arêtes, alors que le membre droit de

l'inégalité de SP-partition (4.37) 
orrespondante est égal à

⌈

2

2

⌉

∗ 1 +

⌈

3

2

⌉

∗ 3 = 7.

Les deux remarques suivantes montrent le lien qui existe entre les inégalités de SP-

partition et les inégalités de 
oupe, respe
tivement de partition.

Remarque 4.19 Si con(Vi) est pair pour tout i = 1, . . . , p, alors les inégalités (4.37)

sont dominées par les 
ontraintes de 
oupe (4.9).

Preuve. Puisque con(Vi) est pair pour tout i = 1, . . . , p, nous avons rπ qui est pair et

la 
ontrainte de SP-partition s'é
rit sous la forme

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
rπ

∑

i=1

⌈

i

2

⌉

pi =

rπ
2

∑

j=1

jp2j .

Or, pour tout i = 1, . . . , rπ, nous avons

⌈

i

2

⌉

pi =







i
2
pi si i est pair,

0 sinon.

Par 
onséquent,

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
rπ

∑

i=1

i

2
pi.
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De plus, pour tout sous-ensemble Vi, i = 1, . . . , p, de π, nous avons

x(δ(Vi)) ≥ con(Vi).

En sommant 
es p inégalités, nous obtenons

2 x(δ(V1, . . . , vp)) ≥

p
∑

i=1

con(Vi) =
rπ

∑

i=1

ipi.

D'où

x(δ(V1, . . . , vp)) ≥
1

2

rπ
∑

i=1

ipi.

Et notre remarque est prouvée. ✷

Remarque 4.20 Soient G = (V, E) un graphe (pas né
essairement série-parallèle) et

(V1, . . . , Vp) une partition de V induisant un graphe série-parallèle. Nous avons

i) si rπ ≤ 2, alors la 
ontrainte de partition (4.1) 
oïn
ide ave
 la 
ontrainte de

SP-partition (4.37),

ii) si rπ > 2, alors la 
ontrainte de partition (4.1) est dominée par la 
ontrainte de

SP-partition (4.37).

Preuve. i) Triviale en réé
rivant l'inégalité (4.37) pour une telle 
on�guration de types

de sommets.

ii) Supposons qu'il existe i0 ∈ {1, . . . , p} tel que con(Vi0) > 2, et ainsi il existe au

moins deux sous-ensembles de la partition ayant un type de 
onnexité stri
tement

supérieur à 2. L'inégalité de partition 
orrespondante est

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥

⌈

1
2

∑

i∈I2

con(Vi)

⌉

+ p1

≥

⌈

1
2

rπ
∑

i=2

ipi

⌉

+ p1.

Si

1
2

rπ
∑

i=2

ipi est entier, alors nous avons

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
1

2

rπ
∑

i=2

ipi + p1. (4.47)
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Si

1
2

rπ
∑

i=2

ipi n'est pas entier, alors nous avons

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
1

2
(

rπ
∑

i=2

ipi + 1) + p1.

Cette dernière inégalité nous donne

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
1

2

rπ
∑

i=2

ipi + p1 +
1

2
. (4.48)

Par ailleurs, nous avons

rπ
∑

i=1

⌈ i
2
⌉pi =

rπ
∑

i=2

⌈ i
2
⌉pi + p1

=
rπ
∑

i=2
i pair

i
2
pi +

rπ
∑

i=2
i impair

i+1
2

pi + p1

=
rπ
∑

i=2

i
2
pi +

rπ
∑

i=3
i impair

1
2
pi + p1.

Si tous les sous-ensembles Vi de la partition sont tels que con(Vi) est pair ou bien égal

à 1, alors nous avons

1
2

rπ
∑

i=2

ipi entier et

rπ
∑

i=3
i impair

1

2
pi = 0.

Ainsi, l'inégalité de SP-partition s'é
rit sous la forme

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
rπ
∑

i=1

⌈ i
2
⌉pi

=
rπ
∑

i=2

i
2
pi + p1.

Et nous retrouvons bien l'inégalité (4.47).

S'il existe au moins un sous-ensemble Vi de la partition tel que con(Vi) soit impair

et supérieur ou égal à 3, alors

rπ
∑

i=3
i impair

1

2
pi ≥

1

2
.
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Et, l'inégalité de SP-partition s'é
rit 
omme suit

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
rπ
∑

i=1

⌈ i
2
⌉pi

=
rπ
∑

i=2

i
2
pi +

rπ
∑

i=3
i impair

1
2
pi + p1

≥ 1
2

rπ
∑

i=2

ipi + p1 + 1
2
.

Par 
onséquent, le membre droit de l'inégalité de SP-partition induite par (V1, . . . , Vp)

est toujours supérieur ou égal à 
elui de l'inégalité de partition 
orrespondante. ✷

Dans la suite de 
ette se
tion, nous allons nous intéresser au problème de sépara-

tion des inégalités de SP-partition.

Dans le 
as de types de sommets uniformes et don
, par la remarque 4.19, impairs,

Didi Biha et Mahjoub [58℄ ont donné le résultat suivant.

Théorème 4.21 [58℄ Pour des types de sommets tous égaux à un entier impair, le

problème de séparation des inégalités de SP-partition (4.36) est polynomial.

Preuve. Dé
oule dire
tement du théorème 4.1. ✷

Maintenant, dans le but d'étendre notre théorème 4.15 à des types de 
onnexité as-

so
iés aux sommets en k et k + 1, nous avons étudié le problème de séparation des

inégalités de SP-partition pour de tels ve
teurs types de sommets. Nous avons alors été

amenés à 
onsidérer deux 
as suivant la parité de k. En e�et, si k est impair, l'inégalité

de SP-partition induite par la partition (V1, . . . , Vp) de V est de la forme

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥







⌈k
2
⌉p− 1 si rπ = k,

⌈k
2
⌉p sinon.

(4.49)

Si k est pair, elle s'é
rit 
omme suit

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥







⌈k
2
⌉p si rπ = k,

⌈k
2
⌉p + pk+1 − 1 sinon.

(4.50)

Cette distin
tion vient du fait que lorsque k est impair, ⌈k
2
⌉ = ⌈k+1

2
⌉ tandis que dans

le 
as 
ontraire, ⌈k
2
⌉ = ⌈k+1

2
⌉ − 1. Nous avons alors le résultat suivant.
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Théorème 4.22 Si les types de 
onnexité asso
iés aux sommets appartiennent tous

à {k, k + 1}, ave
 k impair, alors le problème de séparation des inégalités (4.49) est

polynomial.

Preuve. Similaire à 
elle du théorème 4.3. ✷

Pour les inégalités (4.50), nous n'avons pas pu établir la 
omplexité de leur problème

de séparation. Si tous les sommets de type k + 1 sont dans le même élément d'une

partition (V1, . . . , Vp) de V , alors la 
ontrainte

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥

⌈

k

2

⌉

p

peut être séparée en temps polynomial par la méthode vue dans le théorème 4.3. Par


ontre, si au moins deux éléments de la partition sont de type k + 1, alors le membre

droit de la 
ontrainte ne dépend plus uniquement de p (le nombre d'éléments de la

partition) mais également de pk+1 (le nombre d'éléments de type k +1 de la partition).

Par 
onséquent, une appli
ation dire
te des idées développées dans la démonstration

du théorème 4.3 n'a pu être envisagée pour séparer les inégalités

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥

⌈

k

2

⌉

p + pk+1 − 1.

En e�et, nous n'avons pas réussi à ramener 
e problème à la minimisation d'une fon
-

tion sous-modulaire.

Comme nous venons de le voir, le problème de séparation des inégalités de SP-partition

peut être résolu en temps polynomial sous 
ertaines 
onditions sur le ve
teur types de

sommets. Ainsi, pour de telles 
on�gurations, nous avons regardé si 
es inégalités,


ombinées aux inégalités triviales et de 
oupe sont su�santes pour 
ara
tériser 
om-

plètement le polytope ESNDP(G, r) dans la 
lasse des graphes série-parallèles. Cette

étude est dé
rite dans la se
tion suivante.

4.5 Extension au 
as k ≥ 2

Le but de 
ette se
tion est de voir si le théorème 4.15 reste vrai lorsque les types de

sommets sont en k et k + 1 ave
 k ≥ 2. Supposons don
 que nous avons un graphe

série-parallèle G = (V, E) et un ve
teur types de sommets r ∈ {k, k + 1}V ave
 k ≥ 2.

Suite au travail réalisé dans la se
tion pré
édente, nous avons 
onsidéré deux 
as. Ainsi,
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regardons tout d'abord le 
as où k est impair.

Rappelons qu'étant donnée une partition (V1, . . . , Vp) de V , la 
ontrainte de SP-partition


orrespondante s'é
rit de la manière suivante

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥







⌈k
2
⌉p− 1 si rπ = k,

⌈k
2
⌉p sinon.

(4.51)

Nous avons alors obtenu le résultat suivant.

Théorème 4.23 Si G = (V, E) est un graphe série-parallèle et r(v) ∈ {k, k+1}V ave


k ≥ 3 et impair, alors le polytope ESNDP(G, r) est 
omplètement 
ara
térisé par les


ontraintes triviales (4.12), (4.13), les 
ontraintes de 
oupe (4.9) et les 
ontraintes de

SP-partition (4.51).

Preuve. Le preuve de 
e théorème utilise les mêmes te
hniques que 
elles développées

pour démontrer le théorème 4.15. La seule modi�
ation notoire est qu'il faut parfois


onsidérer les 
oupes x(δ(W )) = k du système dé�nissant le point extrême fra
tion-

naire (lorsque k = 1, 
es 
oupes sont redondantes). ✷

Comme 
onséquen
e de 
e théorème, nous obtenons le résultat suivant qui généralise


elui de Didi Biha et Mahjoub [58℄.

Théorème 4.24 Soit G = (V, E) un graphe série-parallèle. Si les types de 
onnexité

sont en k et k + 1 ave
 k ≥ 3 et impair, alors P (G, r) est 
omplètement dé
rit par

les 
ontraintes de non-négativité (4.12), les 
ontraintes de 
oupe (4.9) et 
elles de SP-

partition (4.51).

Preuve. Similaire à 
elle du théorème 3.10. ✷

Puisque que les problèmes de séparation asso
iés aux inégalités de 
oupe et de SP-

partition (4.51) sont polynomiaux, nous déduisons le 
orollaire suivant.

Corollaire 4.25 Si les types de sommets sont en k et k+1, ave
 k ≥ 3 et impair, alors

les problèmes ESNDP et 3.1 peuvent être résolus en temps polynomial dans la 
lasse

des graphes série-parallèles. ✷
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Intéressons nous maintenant au 
as où k est pair. La 
ontrainte de SP-partition induite

par une partition (V1, . . . , Vp) de V est de la forme

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥







⌈k
2
⌉p si rπ = k,

⌈k
2
⌉p + pk+1 − 1 sinon.

(4.52)

Contrairement au 
as pré
édent, les 
ontraintes triviales, de 
oupe et de SP-partition

(4.52) ne sont pas su�santes pour dé
rire le polytope ESNDP(G, r) quand G est série-

parallèle et r ∈ {k, k + 1} ave
 k pair. En e�et, regardons le 
as où k = 2. Considérons

alors le graphe G = (V, E) donné par la �gure 4.4, où les 
er
les noirs représentent les

sommets ayant un type de 
onnexité égal à 3.

u3

e1 e2

e3

e4e5

e6

f 1 f 2

f 3

f 4f 5

f 6

u
v

vv

u

1

2

1

2

3 f 1

3 f 2f ’’

’

Fig 4.4

Soit x ∈ IR

E
la solution donnée par

x(e) =







1 si e = ei; i = 1, . . . , 6,
1
2

si e = fi; i = 1, . . . , 6,
1
4

si e = f ′
i ; i = 1, . . . , 3.

Soit T (G, r) le polytope dé�ni par les 
ontraintes triviales (4.12), (4.13), les 
ontraintes

de 
oupe (4.9) et les 
ontraintes de SP-partition (4.52). Le ve
teur x est un point

extrême du polytope T (G, r). En e�et, 
onsidérons le graphe G1 = (V, E1) où E1 =

E\{ei | i = 1, . . . , 6}. Soit r1 ∈ {0, 1}
V
le ve
teur types de sommets dé�ni de la manière

suivante

r1(v) =







1 si v = ui; i = 1, . . . , 3,

0 si v = vi; i = 1, . . . , 3.
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Soit x1 la restri
tion de x sur E1. Didi Biha [57℄ a montré que x1 est un pont extrême du

polytope T (G1, r1). Notons par (Sx1
) le système d'égalités induites par des 
ontraintes

de T (G1, r1) et dont x1 est l'unique solution. Il n'est pas di�
ile de voir que toute


ontrainte de T (G1, r1) serrée pour x1 peut être étendue à une 
ontrainte de T (G, r)

serrée pour x. Ce
i est trivial pour les 
ontraintes de la forme x(e) = 1. Si la 
ontrainte

est une 
oupe induite par un sommet ui, i = 1, . . . , 3, nous avons

x1(δG1
(ui)) = x1(f2i−1) + x1(f2i)

= 1.

De plus,

x(δG(ui)) = x(δG1
(ui)) + x(e2i−1) + x(e2i)

= x1(δG1
(ui)) + x(e2i−1) + x(e2i)

= 1 + x(e2i−1) + x(e2i)

= 3.

Puisque r(ui) = 3, la 
ontrainte de 
oupe induite par ui, i = 1, . . . , 3 est serrée pour x.

Supposons maintenant que la 
ontrainte est dé�nie par une partition (V1, V2, V3) de

V ave
 r1(Vi) = 1 et |Vi| = i pour i = 1, . . . , 3. Notons que seules 
es inégalités de

partition sont serrées pour x1. Supposons, sans perte de généralité, que V1 = {u1},

V2 = {v1, u2} et V3 = {v2, u3, v3}. Nous avons alors

x1(δG1
(V1, V2, V3)) = x1(f1) + x1(f2) + x1(f4) + x1(f

′
1) + x1(f

′
2)

= 2.

Or

x(δG(V1, V2, V3)) = x(δG1
(V1, V2, V3)) + x(e1) + x(e2) + x(e4)

= x1(δG1
(V1, V2, V3)) + x(e1) + x(e2) + x(e4)

= 2 + x(e1) + x(e2) + x(e4)

= 5.

Par ailleurs, la 
ontrainte de SP-partition induite par (V1, V2, V3) est x(δ(V1, V2, V3)) ≥

3 + 3− 1 = 5. Par 
onséquent, 
ette dernière est serrée pour x.

Considérons le système (Sx) 
omposé des équations x(ei) = 1 pour i = 1, . . . , 6 et

des égalités obtenues à partir de 
elles de (Sx1
) 
omme dé
rit pré
édemment. Le sys-

tème (Sx) a la forme suivante.

(

I6 0

0 (Sx1
)

)

où I6 est la matri
e identité à 6 lignes et 6 
olonnes. Puisque (Sx1
) est un système non

singulier, (Sx) l'est aussi. De plus, x est une solution de (Sx). Par 
onséquent, x est

l'unique solution de 
e système. Ainsi, le ve
teur x est un point extrême fra
tionnaire

du polytope T (G, r).
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4.6 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons montré que le problème de 
on
eption de réseaux �ables

est polynomial dans la 
lasse des graphes série-parallèles et pour des types de sommets

en 1 et 2. En e�et, après avoir prouvé que le problème de séparation des inégalités de

partition est polynomial pour de tels ve
teurs types de sommets, nous avons 
omplè-

tement 
ara
térisé, pour la 
lasse des graphes série-parallèles, le polytope asso
ié aux

solutions du problème ESNDP par les 
ontraintes triviales, de 
oupe et de partition.

Par la suite, nous avons étendu 
es résultats à des types de sommets en k et k +1 où k

est un entier impair. Pour 
e faire, nous avons généralisé les inégalités de SP-partition

pour des types de sommets généraux. Lorsque k = 1, 
es inégalités 
oïn
ident ave
 les

inégalités de partition et si k > 1, elles les dominent. Comme 
onséquen
e de 
es ré-

sultats, nous avons obtenu une des
ription 
omplète du polyèdre asso
ié aux solutions

du problème 3.1 par les inégalités de non-négativité, de 
oupe et de SP-partition.

Lorsque k est un entier pair, nous n'avons pas pu établir une telle 
ara
térisation.

Déja, pour k = 0, nous avons le problème du sous-graphe Steiner 
onnexe qui est très

étroitement lié au problème de l'arbre Steiner, pour lequel de nombreuses autres fa-

milles d'inégalités valides sont 
onnues. L'étude de 
e dernier problème (
orrespondant

au 
as k = 0) est l'objet de notre pro
hain 
hapitre.

À notre 
onnaissan
e, la 
omplexité du problème ESNSP n'a pas en
ore été établie

dans les graphes série-parallèles. Néanmoins, notre investigation du problème nous


onduit à donner la 
onje
ture suivante.

Conje
ture 4.1 Le problème ESNDP est polynomial dans les graphes série-parallèles

pour tout ve
teur types de sommets r ∈ ZZ

V
+.
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Chapitre 5

Le problème de l'arbre Steiner

Dans 
e 
hapitre, nous étudions le problème de l'arbre Steiner qui est étroitement

lié au problème ESNDP. Nous introduisons une nouvelle 
lasse d'inégalités valides qui

généralise plusieurs familles d'inégalités 
onnues dans la littérature. Puis, nous donnons

des 
onditions su�santes pour que 
es inégalités dé�nissent des fa
ettes. Par la suite,

nous dé
rivons des pro
édures de 
onstru
tion de fa
ettes. Elles vont nous permettre,

d'une part, de donner un 
ontre-exemple à une 
onje
ture de Chopra et Rao [35℄.

D'autre part, elles vont être utilisées pour dé
rire le dominant du polytope des arbres

Steiner ainsi que le polytope ESNDP(G, r) quand r ∈ {0, 1}V dans des 
lasses spé
iales

de graphes. Une grande partie de 
e travail a été réalisée en 
ollaboration ave
 Didi

Biha [57℄ et a fait l'objet d'une publi
ation [59℄.

5.1 Introdu
tion

Le problème de l'arbre Steiner est une version 
ombinatoire du problème Steiner dans

le plan eu
lidien, noté ESP. Ce dernier problème 
onsiste à trouver le plus 
ourt réseau


ouvrant un ensemble de points donnés dans le plan eu
lidien [85, 175℄. Dans le but

d'obtenir un tel réseau, il est souvent né
essaire d'introduire des points additionnels

aux endroits de jon
tion d'arêtes. Des algorithmes exa
ts [24, 25, 43, 136, 178℄ ainsi

que des heuristiques e�
a
es [29, 121, 128℄ ont été développées pour le problème ESP.

Dans de nombreuses appli
ations, les lo
ations des points additionnels sont limitées

à un ensemble �ni. Ainsi, si l'hypothèse que tous les points (donnés et additionnels)

sont dans le plan (en nombre �ni) et les 
oûts sur les arêtes sont arbitraires (et non
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plus égaux à la distan
e eu
lidienne entre deux points), nous obtenons le problème de

l'arbre Steiner. Ce dernier, que nous noterons STP, peut être formulé de la manière

suivante.

Problème 5.1 Étant donnés un graphe G = (V, E), un ve
teur poids w ∈ IR

E
asso
iés

aux arêtes de G et un ensemble de sommets S ⊆ V , le problème de l'arbre Steiner


onsiste à trouver un arbre de G, 
ouvrant S et de poids minimum.

Les sommets de S sont appelés terminaux (ou en
ore sommets terminaux) tandis que


eux de V \ S sommets Steiner. Un sous-graphe (resp. arbre) H 
ouvrant S est alors

appelé sous-graphe Steiner (resp. arbre Steiner). De plus, si pour toute paire de som-

mets distin
ts de S, il existe au moins un 
hemin dans H , nous dirons alors que H est

un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Et, dans un but de simpli�
ation, nous parlerons

du problème du sous-graphe Steiner 
onnexe à la pla
e du problème de 
on
eption de

réseaux �ables lorque r ∈ {0, 1}V (en gardant toutefois l'é
riture ESNDP(G, r)).

Ces deux dernières dé
ennies, le problème STP a reçu une attention parti
ulière vues

ses nombreuses appli
ations dans la 
on
eption des 
ir
uits intégrés (
ir
uits VLSI) et

des réseaux de télé
ommuni
ation. Par ailleurs, en posant r(v) = 1 si v ∈ S et r(v) = 1

sinon, il n'est pas di�
ile de voir que toute solution réalisable de STP l'est également

pour ESNDP. De plus, si w > 0 (
as généralement ren
ontré dans la pratique), 
es deux

problèmes sont identiques. Ainsi, le problème de l'arbre Steiner et 
elui du sous-graphe

Steiner 
onnexe sont étroitement liés. Nous passerons alors, tout au long de 
e 
hapitre,

du problème STP (relatif à un graphe G et un ensemble de terminaaux S ⊆ V ) au

problème ESNDP (relatif à un graphe G et un ve
teur types de sommets r ∈ {0, 1}V )

en posant

r(v) =







0 si v ∈ V \ S (sommets Steiner),

1 si v ∈ S (sommets terminaux).

Le problème de l'arbre Steiner est NP-di�
ile dans le 
as général ainsi que dans la


lasse des graphes bipartis et dans 
elle des graphes planaires [84℄. Lawler [125℄ a mon-

tré qu'il peut être résolu en temps polynomial si le nombre de sommets terminaux (ou

Steiner) est réduit. Aussi, Wald et Colbourn [171℄ et Cornuéjols, Fonlupt et Naddef

[44℄ ont montré qu'il est polynomial pour les graphes série-parallèles, et Winter [182℄

pour les graphes de Halin.

De nombreuses pro
édures pour réduire la taille du graphe sur lequel le problème

de l'arbre Steiner doit être résolu ont été développées par Balakrishnan et Patel [7℄ et

par Duin et Volgenant [64℄. Dans [88℄, Goemans et Bertsimas ont donné, dans le 
adre
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d'un modèle plus général, une heuristique pour le problème STP ave
 une garantie

dans le pire des 
as. Plusieurs heuristiques sont présentées dans [16, 17, 112, 123, 145,

164, 168, 169, 183, 184, 185℄. Des tours d'horizon des aspe
ts algorithmiques pour le

problème de l'arbre Steiner peuvent être trouvés dans Winter [181℄ et Hwang, Ri
hards

et Myungt [106℄.

L'aspe
t polyédral du problème STP a également fait l'objet de nombreuses re
her
hes.

Ainsi, Goemans et Myungt [90℄ en ont donné plusieurs formulations. Une étude ré
ente

des di�érentes formulations et te
hniques pour STP et ses relaxations est due à Polzin

et Daneshmand [146, 147℄. Dans [34, 35℄, Chopra et Rao ont dis
uté du dominant du

polytope des arbres Steiner, en introduiant notamment de nombreuses familles d'in-

égalités pouvant dé�nir des fa
ettes (voir se
tion 5.2). Prodon, Liebling et Grö�in [151℄

ont 
ara
térisé 
e dominant, dans le 
as orienté, quand le graphe sous-ja
ent est série-

parallèle. Toujours dans le 
as orienté, Goemans [86℄ a donné une des
ription 
omplète

du polytope 
orrespondant dans 
ette même 
lasse de graphes. Dans [87℄, il a 
onsidéré

des variables auxiliaires asso
iées aux sommets, et a dé
rit le polytope asso
ié à 
e pro-

blème dans le 
as de graphes série-parallèles. En utilisant des te
hniques de proje
tion,

il a aussi donné des 
lasses générales de fa
ettes pour le polytope des arbres Steiner.

Dans [149℄, Prodon a introduit une nouvelle 
lasse d'inégalités. Ces dernières, asso
iées

aux inégalités de non-négativité, sont su�santes pour dé
rire 
omplètement le domi-

nant du polytope des arbres Steiner dans la 
lasse des graphes série-parallèles. De plus,

elles peuvent être séparées en temps polynomial [31, 161℄. Margot, Prodon et Liebling

[134℄ ont donné une formulation étendue du problème de l'arbre Steiner et ainsi obtenu

une des
ription linéaire 
omplète du polytope asso
ié quand le graphe est un 2-arbre.

Pour le 
as spé
ial où le nombre de terminaux est égal au nombre total de sommets

moins un, Prodon [150℄ a présenté une formulation étendue qui dé
rit 
omplètement le

polytope des arbres Steiner.

Dans le reste de 
ette se
tion, nous allons donner quelques dé�nitions et notations

ainsi que des résultats utiles pour la suite de 
e travail.

Le polytope des arbres Steiner, relatif à un ensemble de terminaux S ⊆ V , noté par

STP(G, S), est l'enveloppe 
onvexe des ve
teurs d'in
iden
e de tous les arbres Steiner

de G. Notons par DSTP(G, S) le dominant de STP(G, S), 
'est-à-dire DSTP(G, S) =

STP(G, S) + IR

E
+. Si w ≥ 0, alors le problème de l'arbre Steiner est équivalent au

programme linéaire

minimiser {wx | x ∈ DSTP(G, S)}.
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Il est 
lair que le polyèdre DSTP(G, S) est de pleine dimension. De part l'étroite relation

qui existe entre STP et ESNDP, le polytope ESNDP(G, r) est très lié à DSTP(G, S).

En e�et, si w > 0, alors nous avons

min{wx | x ∈ DSTP(G, S)} = min{wx | x ∈ ESNDP(G, r)}.

Dans [97℄, Gröts
hel et Monma ont donné le résultat suivant.

Lemme 5.1 Si G = (V, E) est un graphe 2-arête 
onnexe et r ∈ {0, 1}V un ve
teur

types de sommets, alors le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension. ✷

Puisque le problème ESNDP est dé
omposable dans tout graphe 
ontenant un sommet

d'arti
ulation [161℄, nous ne 
onsidérons, tout au long de 
e 
hapitre, que des graphes

2-sommet 
onnexes. Par 
onséquent, le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension.

Ainsi, de Balas et Fis
hetti [9℄, nous avons

Lemme 5.2 Une 
ontrainte di�érente de x(e) ≥ 0 et x(e) ≤ 1 dé�nit une fa
ette de

ESNDP(G, r) si et seulement si elle dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S). ✷

Par ailleurs, 
omme 
onséquen
e de 
e dernier lemme, nous obtenons

Lemme 5.3 Toute inégalité qui dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S) est de la forme

aT x ≥ α ave
 a(e) ≥ 0 pour tout e ∈ E. ✷

5.2 Contraintes valides

Dans [34, 35℄, Chopra et Rao ont étudié le dominant du polytope des arbres Steiner.

Ils ont introduit des familles d'inégalités valides pour DSTP(G, S) et pouvant dé�nir

des fa
ettes de 
e polyèdre. Dans 
ette se
tion, nous nous proposons de présenter


ertaines de 
es inégalités, qui par le lemme 5.2 peuvent également dé�nir des fa
ettes

de ESNDP(G, r).

5.2.1 Inégalités de partition Steiner

Soient G = (V, E) un graphe et S ⊆ V un ensemble de terminaux. Considérons une

partition (V1, . . . , Vp) de V telle que

Vi ∩ S 6= ∅ pour tout i = 1, . . . , p,



5.2 Contraintes valides 125


'est-à-dire telle que r(Vi) = 1, pour tout i = 1, . . . , p, pour le problème ESNDP

(dans la suite, 
ette remarque sera à 
haque fois sous-entendue). Une telle partition est

appelée partition Steiner. Chopra et Rao [34℄ ont montré que l'inégalité de partition

Steiner

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1 (5.1)

est valide pour DSTP(G, S). De plus, ils ont donné le résultat suivant

Théorème 5.4 [34℄ L'inégalité de partition Steiner dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S)

si et seulement si le graphe obtenu en 
ontra
tant les di�érents éléments de la partition

est 2-
onnexe et G(Vi) est 
onnexe pour tout i = 1, . . . , p. ✷

Cependant, nous faisons remarquer que Gröts
hel, Monma et Stoer [98, 99℄ ont égale-

ment 
onsidéré 
e type de partition, et que la 
ontrainte (5.1) n'est rien d'autre que la


ontrainte (2.7) ave
 I2 = ∅.

5.2.2 Inégalités de trou-impair

Étant donné que le problème de l'arbre Steiner est polynomial dans la 
lasse des graphes

série-parallèles [44, 171℄, il est important d'essayer de déterminer, pour 
es graphes,

quelles inégalités peuvent dé�nir des fa
ettes du dominant du polytope des arbres Stei-

ner. Ainsi, Chopra et Rao [34℄ se sont intéressés à une 
lasse parti
ulière de graphes

série-parallèles.

Soit m un entier impair. Considérons le graphe Gm = (Vm, Em) tel que

Vm = {u1, . . . , um, v1, . . . , vm},

Em = {uivi, uivi−1, vivi−1; i = 1, . . . , m (mod m)}.

Soit Sm = {u1, . . . , um} l'ensemble des terminaux de Gm. Nous dirons alors que le

graphe Gm a une 
on�guration de trou-impair. Le graphe G3 est donné dans la �gure 5.1,

où les sommets noirs 
orrespondent aux terminaux (
ette représentation des terminaux

sera 
onservée tout au long de 
e 
hapitre). Considérons l'inégalité

x(Em) ≥ 2(m− 1). (5.2)

Chopra et Rao [34℄ ont montré que 
ette inégalité est valide pour DSTP(Gm, Sm).

Ils ont 
onsidéré le graphe Gm = (Vm, Em), où Em ⊆ Em, obtenu à partir de Gm en
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Fig. 5.1 � Con�guration de trou-impair pour m = 3

ajoutant des arêtes entre des sommets non adja
ents. Ils ont alors montré que l'inégalité

(5.2) peut être étendue (par lifting) à une inégalité valide pour DSTP(Gm, Sm). Cette

dernière est donnée par

x(Em) + 2x(Em \ Em) ≥ 2(m− 1). (5.3)

Les inégalités (5.2) et (5.3) sont appelées inégalités de trou-impair. Par ailleurs, ils ont

donné le théorème suivant.

Théorème 5.5 [34℄ Les inégalités de trou-impair (5.2) (resp. (5.3)) dé�nissent des

fa
ettes de DSTP(Gm, Sm) (resp. DSTP(Gm, Sm)) si m est impair et m ≥ 3. ✷

5.2.3 Inégalités de roue-impaire

Dans 
ette se
tion, nous présentons une 
lasse d'inégalités, pouvant dé�nir des fa
ettes

de DSTP(G, S).Ces inégalités proviennent de la 
lasse des grilles. Une grille est un

graphe planaire ayant toutes ses fa
es, à l'ex
eption de la fa
e extérieure, entourées

par quatre arêtes. Le problème de l'arbre Steiner est NP-di�
ile pour 
es graphes [84℄.

Chopra et Rao ont ainsi restreint leur étude à des 
as parti
uliers de grilles.

Soit m ≥ 3 un entier. Nous dirons que le graphe Gm = (Vm, Em) a une 
on�gura-

tion de roue-impaire s'il peut être dé�ni de la manière suivante

Vm = {u0, u1, . . . , um, v1, . . . , vm},

Em = {uivi, uivi−1; i = 1, . . . , m (mod m)} ∪ {u0vi; i = 1, . . . , m}
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Fig. 5.2 � Con�guration de roue-impaire pour m = 3

Soit Sm = {u0, u1, . . . , um} l'ensemble des terminaux de Gm. À titre d'exemple, le

graphe G3 est donné sur la �gure 5.2. Chopra et Rao [35℄ ont montré que l'inégalité

x(Em) ≥ m +
⌈m

2

⌉

. (5.4)

est valide pour DSTP(Gm, Sm). De plus, ils ont 
onsidéré le graphe Gm = (Vm, Em),

où Em ⊆ Em, obtenu à partir de Gm, en ajoutant des arêtes entre des sommets non

adja
ents. Ils ont prouvé que l'inégalité

x(Em ∪ F ) + 2x(Em \ (Em ∪ F )) ≥ m +
⌈m

2

⌉

, (5.5)

où F ⊆ Em\Em est l'ensemble de toutes les arêtes ajoutées entre des sommets Steiner,

est valide pour DSTP(Gm, Sm). Chopra et Rao ont appelé les inégalités (5.4) et (5.5),

inégalités de roue-impaire. Ils ont également montré le théorème suivant.

Théorème 5.6 [35℄ Les inégalités de roue-impaire (5.4) (resp. (5.5)) dé�nissent des

fa
ettes de DSTP(Gm, Sm) (resp. DSTP(Gm, Sm)) si m est impair et m ≥ 3. ✷

Par ailleurs, Chopra et Rao [35℄ ont montré que les inégalités de partition Steiner, de

trou-impair et de roue-impaire peuvent dé�nir des fa
ettes de DSTP(G, S) lorsque G

est une grille et S un ensemble de terminaux.

5.2.4 Inégalités biparties

Dans le 
as d'un graphe biparti G = (V1 ∪ V2, E), le problème de l'arbre Steiner est

NP-di�
ile, même dans le 
as spé
ial où l'ensemble de terminaux S est égal à V1. Pour
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e dernier 
as, Chopra et Rao [35℄ ont introduit une nouvelle 
lasse d'inégalités pouvant

dé�nir des fa
ettes de DSTP(G, S).

Considérons ainsi un graphe biparti Gm = (Vm, Em), où m ≥ 4 est un entier et Sm son

ensemble de terminaux, dé�ni 
omme suit

Vm = {u1, . . . , um, v1, . . . , vm−1},

Em = {uivj ; i, j = 1, . . . , m− 1, i 6= j − 1(mod m)},

Sm = {u1, . . . , um}.

Nous dirons alors que le graphe Gm a une 
on�guration bipartie. Le graphe de la �gure

5.3 
orrespond à G4.

3

1
v

v

v

u

u

u

u

3

2

1

4

2

Fig. 5.3 � Con�guration bipartie pour m = 4

L'inégalité

x(Em) ≥ m + 1 (5.6)

est valide pour DSTP(Gm, Sm). Soit Gm = (Vm, Em), où Em ⊆ Em, le graphe obtenu

à partir de Gm en utilisant la même pro
édure de lifting que pour les inégalités de

roue-impaire. Posons F ⊆ Em \ Em l'ensemble de toutes les arêtes ajoutées entre des

sommets Steiner. Alors, l'inégalité

x(Em ∪ F ) + 2x(Em \ (Em ∪ F )) ≥ m + 1 (5.7)

est également valide pour DSTP(Gm, Sm). Ces deux dernières inégalités sont appelées

inégalités biparties. Nous avons aussi

Théorème 5.7 [35℄ Les inégalités biparties (5.6) (resp. (5.7)) dé�nissent des fa
ettes

de DSTP(Gm, Sm) (resp. DSTP(Gm, Sm)) si m ≥ 4. ✷
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5.2.5 Inégalités d'anti-trou

Chopra et Rao [35℄ ont donné une autre 
lasse d'inégalités pouvant dé�nir des fa
ettes

du dominant du polytope des arbres Steiner. Celle-
i se présente de la manière suivante.

Soient m ≥ 5 un entier et Gm = (Vm, Em) le graphe tel que

Vm = {u1, . . . , um, v1, . . . , vm},

Em = F1 ∪ F2,

ave


F1 = {uivi, uivi−1; i = 1, . . . , m (mod m)},

F2 = {vivi+2, vivi+3, . . . , vivi−2; i = 1, . . . , m− 2 (mod m)}

Soit Sm = {u1, . . . , um} l'ensemble des terminaux de Gm. Le graphe Gm a alors une


on�guration dite d'anti-trou. Pour m = 5, le graphe G5 est donné dans la �gure 5.4.

u
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u

u
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34
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Fig. 5.4 � Con�guration d'anti-trou pour m = 5

Considérons la 
ontrainte

x(Em) ≥ (m− 1) +
⌈m

2

⌉

. (5.8)

Chopra et Rao [35℄ ont montré que 
ette inégalité est valide pour DSTP(Gm, Sm). Ils

ont 
onsidéré le graphe Gm = (Vm, Em), où Em ⊆ Em, obtenu à partir de Gm en

ajoutant des arêtes supplémentaires. Soit F ⊆ Em \Em l'ensemble des arêtes ajoutées,

et in
identes aux sommets Steiner. Ils ont prouvé que l'inégalité

x(Em ∪ F ) + 2x(Em \ (Em ∪ F )) ≥ (m− 1) +
⌈m

2

⌉

(5.9)
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est valide pour DSTP(Gm, Sm). Les inégalités (5.8) et (5.9) sont appelées inégalités

d'anti-trou. Sous 
ertaines 
onditions, 
es 
ontraintes dé�nissent des fa
ettes du domi-

nant du polytope des arbres Steiner.

Théorème 5.8 [35℄ Les inégalités d'anti-trou (5.8) (resp. (5.9)) dé�nissent des fa-


ettes de DSTP(Gm, Sm) (resp. DSTP(Gm, Sm)) si m est impair et m ≥ 5. ✷

5.3 Contraintes de partition Steiner généralisée

Dans 
ette se
tion, nous allons introduire une large 
lasse d'inégalités pour le polyèdre

DSTP(G, S). Elle généralise les 
lasses que nous venons de présenter dans les se
tions

pré
édentes. Cette nouvelle 
lasse 
ontient stri
tement toutes 
es 
lasses. Dans 
e qui

suit, nous allons étudier 
ette nouvelle famille de 
ontraintes et montrer que 
es inéga-

lités peuvent dé�nir des fa
ettes de DSTP(G, S) autres que 
elles déjà 
onnues dans la

littérature.

5.3.1 Motivation

Étant donnés un graphe G = (V, E) et S ⊆ V un ensemble de terminaux. Soit Gc =

(Vc, Ec) le graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant une arête e = uv telle que

Vc = (V \{u, v})∪{w} et Ec = E \{e}, où w est le sommet résultant de la 
ontra
tion.

Posons Sc = (S \{u, v})∪{w} si S∩{u, v} 6= ∅ et Sc = S sinon. Chopra et Rao [34℄ ont

donné la pro
édure de lifting suivante qui permet d'obtenir une fa
ette de DSTP(G, S)

à partir d'une fa
ette de DSTP(Gc, Sc).

Théorème 5.9 [34℄ Si l'inégalité

∑

e∈Ec

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de DSTP(Gc, Sc), alors l'inégalité

∑

e∈E

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S) où a(e) = 0. ✷
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Par ailleurs, Chopra et Rao [34℄ se sont intéressés au 
as de la suppression d'une arête.

Étant donnée une arête e ∈ E, soit Gd = (Vd, Ed) où Vd = V et Ed = E \ {e} le graphe

obtenu en supprimant l'arête e. Posons Sd = S. Ils ont alors donné le théorème de

lifting suivant.

Théorème 5.10 [34℄ Si l'inégalité

∑

e∈E\{e}

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de DSTP(Gd, Sd), alors

∑

e∈E

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S), où

a(e) = α−min{
∑

e∈E\{e}

a(e)x(e) | x ∈ DSTP(Gc, Sc)}. ✷

Comme 
onséquen
e de 
ette dernière pro
édure de lifting, si l'inégalité

∑

e∈E

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S) et e′ ∈ E est une bou
le dans le graphe G, alors

a(e′) = 0. Ainsi, en utilisant 
es deux résultats, nous pouvons étendre les inégalités de

trou-impair, de roue-impaire, biparties et d'anti-trou à des inégalités dont la stru
ture

sous-ja
ente est une partition de l'ensemble des sommets et dont 
ertains éléments

interse
tent l'ensemble des terminaux et d'autres pas. En e�et, soit π = (V1, . . . , Vp)

une partition de V . Considérons le graphe Gπ = (Vπ, Eπ) induit par les éléments de π.

Soit Sπ l'ensemble des terminaux de Gπ, 
'est-à-dire l'ensemble des sommets résultants

de la 
ontra
tion d'éléments de π interse
tants S. Si l'inégalité

∑

e∈Eπ

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de DSTP(Gπ, Sπ), alors l'inégalité

∑

e∈E

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S) où a(e) = 0 pour tout e ∈ E(Vi), i = 1, . . . , p. A

notre 
onnaissan
e, de telles partitions n'ont pas été 
onsidérées dans la littérature.
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Par 
onséquent, il nous a semblé opportun d'étudier les inégalités dont la stru
ture

sous-ja
ente a une telle 
on�guration de partition. Mais avant 
ela, nous énonçons le

lemme suivant qui nous sera utile pour passer de la validité d'une inégalité pour le

polytope STP(G, S) à une validité pour son dominant.

Lemme 5.11 Soit aT x ≥ α une 
ontrainte telle que a(e) ≥ 0 pour tout e ∈ E. Si

aT x ≥ α est valide pour STP(G, S), alors elle est également valide pour DSTP(G, S).

Preuve. Soit y un point de DSTP(G, S). Puisque DSTP(G, S) = STP(G, S) + IR

E
+, il

existe y1 ∈ STP(G, S) et y2 ∈ IR

E
+ tels que y = y1 + y2. L'inégalité aT x ≥ α étant, par

hypothèse, valide pour STP(G, S), nous avons aT y1 ≥ α. De plus, y2 ≥ 0 et a(e) ≥ 0

pour tout e ∈ E. Ainsi, aT y2 ≥ α. Par 
onséquent, nous obtenons

aT y = aT (y1 + y2)

= aT y1 + aT y2

≥ α. ✷

5.3.2 Inégalités de partition Steiner généralisée

Soient G = (V, E) un graphe et S ⊆ V un ensemble de terminaux. Considérons une

partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 2, de V . Soit q le nombre d'éléments Vi de la partition ne


ontenant pas de sommets terminaux, 
'est-à-dire tels que Vi ∩ S = ∅. Puisque, par

hypothèse (se
tion 2.5.1), il existe au moins un terminal dans le graphe, nous avons

0 ≤ q ≤ p− 1. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer

Vi ∩ S = ∅ pour i = 1, . . . , q,

Vi ∩ S 6= ∅ pour i = q + 1, . . . , p.

Soit Gπ = (Vπ, Eπ) le graphe obtenu en 
ontra
tant 
haque ensemble Vi en un sommet

wi pour tout i = 1, . . . , p. Posons Sπ = {wi; i = q + 1, . . . , p} et

d = max {|U | | U ⊆ Vπ \ Sπ, Gπ \ U est Steiner 
onnexe}.

La valeur d n'est rien d'autre que la 
ardinalité du plus grand sous-ensemble de sommets

Steiner de Gπ tels que leur suppression ne dé
onne
te pas deux sommets terminaux de

Gπ. Considérons alors l'inégalité

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− d− 1. (5.10)

Théorème 5.12 L'inégalité (5.10) est valide pour ESNDP(G, r).
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Preuve. Soit rπ ∈ {0, 1}
Vπ

le ve
teur types de sommets de Gπ dé�ni de la manière

suivante

rπ(w) =







0 si w 6∈ Sπ,

1 sinon.

Soit T ⊆ E un ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner 
onnexe de G par

rapport à r. Considérons la restri
tion Tπ ⊆ Eπ de T dans Gπ. Il n'est pas di�
ile de

voir que Tπ induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de Gπ. Or, par la dé�nition de d, le

sous-graphe de Gπ, induit par Tπ, 
ontient au moins p − d sommets. Par 
onséquent,

Tπ doit 
ontenir au minimum p− d− 1 arêtes. ✷

Puisque STP(G, S) ⊆ ESNDP(G, r), nous avons aussi

Corollaire 5.13 L'inégalité (5.10) est valide pour STP(G, S) et DSTP(G, S).

Preuve. Dé
oule immédiatement du théorème 5.12 et du lemme 5.11 ✷

Étant donné qu'un arbre sur n sommets 
ontient exa
tement n−1 arêtes, nous obtenons

la remarque suivante

Remarque 5.14 Pour tout x ∈ STP(G, S), l'inégalité (5.10) est véri�ée à l'égalité.✷

Du fait que les partitions 
onsidérées i
i sont plus �générales� que les partitions Stei-

ner, dé�nies dans la se
tion 5.2.1, nous avons appelé les inégalités (5.10) inégalités de

partition Steiner généralisée. Notons que 
es inégalités généralisent toutes 
elles que

nous avons vues auparavant dans 
e 
hapitre. Ainsi, elles sont une généralisation des

inégalités

- de partition Steiner (5.1) : d = 0,

- de trou-impair (5.2) : p = 2m et d = 1,

- de roue-impaire (5.4) : p = 2m + 1 et d = ⌊m
2
⌋,

- bipartie (5.6) : p = 2m− 1 et d = m− 3,

- d'anti-trou (5.8) : p = 2m et d = ⌊m
2
⌋.

Par exemple, pour une inégalité de roue-impaire (5.4), nous avons bien

p− d− 1 = 2m + 1− ⌊m
2
⌋ − 1

= m + (m− ⌊m
2
⌋)

= m + ⌈m
2
⌉,
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ar m = ⌈m
2
⌉+ ⌊m

2
⌋.

Pour toute 
lasse d'inégalités valides pour un polyèdre, il est intéressant d'étudier

des 
onditions sous lesquelles 
es inégalités peuvent dé�nir des fa
ettes du polyèdre,

ainsi que le problème de séparation qui leurs est asso
ié. Dans la suite de 
ette se
tion,

nous allons nous atta
her à 
e dernier problème.

Pour prouver la 
omplexité du problème de séparation des inégalités de partition Stei-

ner généralisée, nous utilisons la te
hnique de restri
tion [84℄ qui se présente 
omme

suit. Étant donné un problème Π de la 
lasse NP, elle 
onsiste à montrer que Π 
ontient

un problème Π′
, 
onnu pour être NP-di�
ile, 
omme 
as parti
ulier.

Théorème 5.15 Le problème de séparation des inégalités de partition Steiner généra-

lisée (5.10) est NP-di�
ile.

Preuve. Il est fa
ile de voir que 
e problème appartient à la 
lasse NP. En e�et, si

nous 
onnaissons une inégalité de partition Steiner généralisée, nous pouvons véri�er

en temps polynomial si elle est violée ou pas par un 
ertain ve
teur x donné.

Si nous ajoutons au problème de séparation des 
ontraintes (5.10) la restri
tion que

d = 0, nous obtenons le problème de séparation des inégalités de partition Steiner (5.1)

qui est NP-di�
ile [100℄. Ce qui prouve notre théorème. ✷

Puisque le problème de séparation des inégalités de partition Steiner généralisée est

NP-di�
ile, nous avons ré�é
hi à une appro
he approximative pour résoudre 
e pro-

blème. Notre idée, très intuitive, est de déterminer la partition π∗
telle que l'inégalité

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p−1 induite par π∗
soit la plus violée (problème polynomial d'après

le 
orollaire 4.2), et de 
al
uler ensuite la valeur de d dans le graphe Gπ∗
. Ainsi, s'est

posé le problème suivant.

Problème 5.2 Étant donnés un graphe G = (V, E) et un sous-ensemble de sommets

S ⊆ V , déterminer un sous-ensemble de sommets D ⊆ V \S, de 
ardinalité minimum,

tel que le graphe induit par S ∪D est 
onnexe.

Or, 
omme 
ela va être montré dans la suite, le problème 5.2 est NP-di�
ile. Étant

donné un graphe G = (V, E), un sous-ensemble de sommets V ′ ⊆ V est appelé trans-

versal de G si 
haque arête e ∈ E est in
idente à au moins un sommet de V ′
. Le

problème du transversal minimum, que nous noterons PTM, se présente 
omme suit.
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Problème 5.3 Étant donné un graphe G = (V, E), déterminer un transversal de G

de 
ardinalité minimum.

Ce problème est un des problèmes 
lassiques de la théorie des graphes. Il est NP-

di�
ile dans le 
as général [84℄. Le théorème suivant montre que le problème 5.2 est

NP-di�
ile, en transformant le problème PTM au problème 5.2. La preuve est due à

Jordán [109℄.

Théorème 5.16 [109℄ Le probleme 5.2 est NP-di�
ile.

Preuve. Tout d'abord, il n'est pas di�
ile de voir que le problème 5.2 appartient à la


lasse NP. En e�et, si nous 
onnaissons un sous-ensemble D ⊆ V \ S, nous pouvons

véri�er en temps polynomial si le graphe induit par S ∪D est 
onnexe.

Pour prouver 
e théorème, nous allons réduire polynomialement le problème PTM au

problème 5.2. Soit G = (V, E) une instan
e du problème du transversal minimum.

Pour toute arête e ∈ E, subdivisons la en ajoutant un nouveau sommet ve. Posons

alors VE = {ve | e ∈ E}. À 
e nouveau graphe ainsi obtenu, ajoutons un sommet w et


onne
tons le à tous les sommets de V . Nous remarquons que w n'est adja
ent à au
un

sommet de VE . Soit G = (V , E) le graphe ainsi obtenu où V = V ∪ VE ∪ {w}. Posons

S = VE ∪ {w}. La �gure 5.5 illustre 
ette 
onstru
tion du graphe G sur un exemple,

où les sommets de S sont représentés par des 
er
les noirs.

G=(V,E) G=(V,E)

w

Fig 5.5

Il est évident que la 
onstru
tion du graphe G à partir du graphe G peut être e�e
tuée

en temps polynomial.

Assertion 5.16.1 Dans G, si D ⊆ V \ S est tel que le graphe induit par S ∪ D est


onnexe, alors D 
orrespond à un transversal de G.
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Preuve. Soit D ⊆ V \ S un sous-ensemble de sommets induisant un sous-graphe


onnexe de G. Puisque VE ⊆ S, nous avons, pour tout ve ∈ VE , au moins un de ses

voisins qui appartient à D. Or, à toute arête e ∈ E est asso
ié un sommet ve ∈ VE. Par


onséquent, puisque tous les sommets de D appartiennent aussi à V , toutes les arêtes

de E sont in
identes à au moins un sommet de D. Ainsi, D est un transversal de G.✷

Montrons maintenant la ré
iproque de l'assertion 5.16.1

Assertion 5.16.2 Si D ⊆ V est un transversal de G, alors le graphe induit par S ∪D

est 
onnexe.

Preuve. Soit D ⊆ V un transversal de G. Par la pro
édure de 
onstru
tion du graphe

G, il est 
lair que D ⊆ V \S. Puisque D est un transversal de G, toute arête e ∈ E a au

moins une de ses extrémités dans D. Or 
haque arête e ∈ E étant subdivisée par l'ajout

d'un sommet ve, il n'est pas di�
ile de voir que 
haque sommet ve est adja
ent à au

moins un sommet de D. De plus, ve ∈ S et w est adja
ent à tous les sommets de V , et

par 
onséquent à tous les sommets de D. Ainsi, le graphe induit par S∪D est 
onnexe.✷

Par les assertions 5.16.1 et 5.16.2, nous venons de montrer que D est un transver-

sal de G si et seulement si le graphe induit par S ∪D est un sous-graphe 
onnexe de

G. Ce qui termine la preuve de notre théorème. ✷

Pout illustrer le résultat que nous venons de voir, prenons une inégalité de roue-impaire

(5.4). Le graphe G de la �gure 5.5 n'est rien d'autre que le graphe G5 de la se
tion

5.2.3. Nous nous aper
evons que la re
her
he de d dans le graphe Gm, se ramène à

re
her
her un transversal minimum dans le 
y
le à m sommets. Or, nous savons que

pour 
es derniers graphes, la 
ardinalité minimum d'un transversal est égale à ⌈m
2
⌉.

Nous retrouvons don
 bien la valeur de d = m − ⌈m
2
⌉ = ⌊m

2
⌋ donnée pré
édemment

pour les graphes de type Gm.

Nous allons maintenant étudier des 
onditions pour que les inégalités de partition Stei-

ner généralisée (5.10) dé�nissent des fa
ettes de ESNDP(G, r) et don
, par le lemme

5.2, de DSTP(G, S).

5.3.3 Étude fa
iale

Les résultats que nous allons présenter dans 
ette se
tion vont 
on
erner le poly-

tope ESNDP(G, r). Étant donné que, par le lemme 5.2, toute fa
ette non triviale de

ESNDP(G, r) est également une fa
ette de DSTP(G, S), ils seront également valides
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pour le polyèdre DSTP(G, S). Tout d'abord, nous allons donner des 
onditions né-


essaires pour que les inégalités de partition Steiner généralisée (5.10) dé�nissent des

fa
ettes de ESNDP(G, r) et de DSTP(G, S).

Théorème 5.17 Soient G = (V, E) un graphe, S ⊆ V un ensemble de terminaux et

π = (V1, . . . , Vp) une partition de V telle que G(Vi) soit 
onnexe pour tout i = 1, . . . , p.

L'inégalité (5.10) dé�nit une fa
ette de ESNDP(G, r) (et de DSTP(G, S)), di�érente

d'une fa
ette triviale, seulement si

i) Le graphe Gπ est 2-sommet 
onnexe,

ii) d < |Vπ − Sπ| − 1,

iii) |δ(Vi)| ≥ 3 pour i = 1, . . . , q.

Preuve. Soit F la fa
e de ESNDP(G, r) dé�nie par la 
ontrainte (5.10) 
orrespondante

à la partition π. Supposons que F est une fa
ette de ESNDP(G, r) di�érente d'une fa-


ette triviale. Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes qui induit un sous-graphe Steiner


onnexe tel que xF
véri�e l'inégalité (5.10) à l'égalité. Nous avons xF ∈ F.

i) Supposons que le graphe Gπ n'est pas 2-sommet 
onnexe. Alors, il existe un sommet

v0 ∈ Vπ tel que Gπ\{v0} n'est pas 
onnexe. Soient G′
1 = (V ′

1 , E
′
1), . . . , G

′
s = (V ′

s , E
′
s) les s


omposantes 
onnexes du graphe Gπ \{v0}. Considérons alors les graphes Gi = (Vi, Ei)

où Vi = V ′
i ∪ {v0} et Ei = E ′

i ∪ {v0vi; vi ∈ V ′
i et v0vi ∈ E}. Posons Si = Vi ∩ Sπ

pour i = 1, . . . , s. Nous avons Si 6= ∅, pour tout i = 1, . . . , s. En e�et, supposons le


ontraire, 
'est-à-dire que, sans perte de généralité, S1 = ∅. Supposons qu'il existe une

arête e1 ∈ E1 ∩ F . Soit F1 = F \ {e1}. Puisque S1 = ∅ et Gπ n'est pas 2-sommet


onnexe, il n'est pas di�
ile de voir que F1 induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de

G. De plus, nous avons

xF1(δ(V1, . . . , Vp)) = xF (δ(V1, . . . , Vp))− xF (e1)

= p− d− 1− xF (e1)

< p− d− 1.

Ce qui nous donne une 
ontradi
tion. Par 
onséquent, F ne peut pas 
ontenir une arête

de E1. Ainsi F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(e) = 0} et 
e pour tout e ∈ E1. Ce
i implique

que F est 
ontenu dans une fa
e triviale. Puisque (5.10) n'est pas, à un multiple positif,

une 
ontrainte triviale, 
e
i est impossible.

Soit Gc
i = (V c

i , Ec
i ), pour i = 1, . . . , s, le graphe obtenu à partir de Gπ en 
ontra
tant

tous les sommets n'appartenant pas à V ′
i en un sommet wi. Nous avons alors

V c
i = V ′

i ∪ {wi},
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Ec
i = Ei,

Sc
i = (Si \ {v0}) ∪ {wi}.

Posons pi = |V c
i | et di la 
ardinalité maximale d'un sous ensemble de sommets Ui ⊆

V c
i \Sc

i tel que le graphe Gc
i \Ui soit Steiner 
onnexe, pour i = 1, . . . , s. Il est 
lair que

la 
ontrainte

x(Ec
i ) ≥ pi − di − 1 (5.11)

est valide pour ESNDP(G, r). Or Ec
i ∩ Ec

j = ∅ pour tous i, j ∈ {1, . . . , s}, i 6= j, et

Eπ =
s
⋃

i=1

Ec
i . Par 
onséquent

x(Eπ) =
s

∑

i=1

x(Ec
i )

≥
s

∑

i=1

(pi − di − 1)

=
s

∑

i=1

pi −
s

∑

i=1

di − s.

Puisque Gπ n'est pas 2-sommet 
onnexe, il n'est pas di�
ile de voir que

∑s
i=1 di = d.

De plus

∑s

i=1 pi = p + s− 1. Il en résulte alors

x(δ(V1, . . . , Vp)) = x(Eπ)

≥ p + s− 1− d− s

= p− d− 1.

Étant donné que xF (δ(V1, . . . , Vp)) = p − d − 1 et xF (e) ≥ 0 pour tout e ∈ E,

il s'en suit que les inégalités (5.11) sont toutes véri�ées à l'égalité par xF
. Ainsi

F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(Ec
i ) = pi − di − 1} pour tout i = 1, . . . , s, 
e qui est

impossible. Par 
onséquent, le graphe Gπ est 2-sommet 
onnexe.

ii) Supposons tout d'abord que d = |Vπ \ Sπ|. Alors le graphe G(Sπ) est 
onnexe.

Considérons une arête e0 ∈ δ(v0) où v0 est un sommet de Vπ \ Sπ. Nous avons e0 6∈ F .

En e�et, supposons le 
ontraire. Puisque G(Sπ) est 
onnexe, nous avons

xF (δ(V1, . . . , Vp)) ≥ xF (E(Sπ))

≥ p− d− 1.

Ce
i implique que xF (E(Sπ)) = p − d − 1. Par 
onséquent xF (e) = 0 pour tout

e ∈ Eπ \ E(Sπ). Comme Eπ \ E(Sπ) 6= ∅, F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(e) = 0}

pour tout e ∈ Eπ \ E(Sπ), 
e qui est impossible. Don
 d < |Vπ \ Sπ|.
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Supposons maintenant que d = |Vπ \ Sπ| − 1. Pour tout sommet v ∈ Vπ \ Sπ, il existe

F ′ ⊂ Eπ tel que xF ′

∈ F et |F ′ ∩ δ(v)| ≥ 1. En e�et, si 
e n'est pas le 
as, nous avons

F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(e) = 0, e ∈ δ(v)}, une 
ontradi
tion.

Soient G1 = (V1, E(W1)), . . . , Gs = (Ws, E(Ws)) les s 
omposantes 
onnexes obtenues

à partir de Gπ en supprimant tous les sommets de Vπ \ Sπ. Il est 
lair que s ≥ 2 
ar

sinon, nous aurions d = |Vπ\Sπ|. D'après 
e que nous venons de voir, pour tout sommet

v ∈ Vπ \ Sπ, nous avons |[v, Wi]| ≥ 1 pour i = 1, . . . , s. Posons Vπ \ Sπ = {u1, . . . , ut},

et

Ei = E(Wi) ∪ (

t
⋃

j=1

[uj, Wi]) pour i = 1, . . . , s.

Nous avons alors xF (Ei) ≥ |Wi|. En e�et, nous devons 
onne
ter les |Wi| sommets de

Wi ave
 un sommet de Vπ\Sπ. Ainsi nous devons 
onne
ter entre eux |Wi|+1 sommets,

et pour 
ela, il nous faut au minimum |Wi| arêtes.

Supposons maintenant que xF (Ei) > |Wi|. Puisque nous utilisons au moins |Wi| + 1

arêtes pour 
onne
ter |Wi|+ 1 sommets, le sous-graphe induit par F ∩E(Wi) 
ontient

un 
y
le (le 
as d'arêtes parallèles dans F ∩ E(Wi) est trivial). Considérons alors une

arête de 
e 
y
le, notée ei et posons Fi = F \ {ei}. Nous remarquons que xF (ei) > 0.

Il est fa
ile de voir que Fi induit un sous-graphe Steiner 
onnexe. Ainsi, nous avons

xFi(δ(V1, . . . , Vp)) = xF (δ(V1, . . . , Vp))− xF (ei)

= p− d− 1− xF (ei)

< p− d− 1,

une 
ontradi
tion. Don
 xF (Ei) ≤ |Wi|. Il en résulte alors que xF (Ei) = |Wi| pour

i = 1, . . . , s. Finalement, nous obtenons F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(Ei) = |Wi|}, pour

tout i = 1, . . . , s, 
e qui est impossible. D'où d < |Vπ \ S
pi| − 1.

iii) Puisque le graphe Gπ est 2-sommet 
onnexe, nous avons |δ(Vi)| ≥ 2 pour tout

i = 1, . . . , q. Nous rappelons que Vi ∩ S = ∅ pour i = 1, . . . , q. Supposons alors qu'il

existe v0 ∈ Vπ \ Sπ tel que |δ(v0)| = 2. Posons δ(v0) = {e1, e2}. Le graphe Gπ étant 2-

sommet 
onnexe, les arêtes e1 et e2 ne sont pas des arêtes parallèles. Nous devons don


avoir xF (e1) = xF (e2). En e�et, si xF (e1) 6= xF (e2), alors nous pouvons supposer, sans

perte de généralité, que xF (e1) = 0 et xF (e2) = 1. Considérons le sous-ensemble d'arêtes

F ′ = F \{e2}. Étant donné que v0 ∈ Vπ\Sπ et F 
ontient exa
tement une arête de δ(v0),

le sous-graphe induit par F ′
est Steiner 
onnexe. Ainsi, xF ′

(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− d− 1.

Or

xF ′

(δ(V1, . . . , Vp)) = xF (δ(V1, . . . , Vp))− xF (e2)

= p− d− 1− 1

< p− d− 1,
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une 
ontradi
tion. Par 
onséquent, F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(e1) = x(e2)}, 
e qui est

impossible. ✷

Dans 
e qui suit, nous allons donner des 
onditions su�santes pour que les inégalités de

partition Steiner généralisée dé�nissent des fa
ettes de DSTP(G, S) et de ESNDP(G, r)

di�érentes de 
elles que nous avons vues auparavant. Dans 
e but, pour 
haque 
on�gu-

ration de graphes que nous avons présentée pré
édemment (trou-impair, roue-impaire,

bipartie et anti-trou), dé�nissons le graphe G̃m = (Ṽm, Ẽm) de la manière suivante. À

partir d'un de 
es graphes Gm, en réaliser une 
opie G′
m, et identi�er les sommets ter-

minaux de Gm et G′
m pour obtenir le graphe G̃m. L'ensemble des sommets terminaux

de 
e nouveau graphe est alors S̃m = Sm. Soit r̃m le ve
teur types de 
onnexité asso
iés

aux sommets du graphe G̃m, 
omme expli
ité dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre.

À titre d'exemple, examinons le 
as d'un graphe dans une 
on�guration de roue-

impaire. Étant donné un entier impair m, m ≥ 3, 
onsidérons le graphe G̃m = (Ṽm, Ẽm)

tel que

Ṽm = {u0, u1, . . . , um, v1, . . . , vm, v′
1, . . . , v

′
m},

Ẽm = {uivi, uivi−1, uiv
′
i, uiv

′
i−1, u0vi, u0v

′
i; i = 1, . . . , m, (mod m)}.

Soit S̃m = {u0, u1, . . . , um} l'ensemble des terminaux de G̃m. La �gure 5.6 représente

le graphe G̃3.

v3

uu
v

v

u

u
0

3

1

1

2

2

v’3

v’

v’1

2

Fig. 5.6 � Le graphe G̃3

Considérons alors l'inégalité

x(Ẽm) ≥ m +
⌈m

2

⌉

. (5.12)
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Il n'est pas di�
ile de voir que l'inégalité (5.12) 
orrespond à une inégalité de partition

Steiner généralisée (5.10) où p = 3m et d = m + ⌊m
2
⌋. De plus, 
ette 
ontrainte ne


orrespond à au
une autre parmi 
elles que nous avons présentées dans la se
tion 5.2.

Nous avons alors

Théorème 5.18 Si Gm a une 
on�guration de roue-impaire, m impair et m ≥ 3, alors

l'inégalité (5.12) dé�nit une fa
ette de DSTP(G̃m, S̃m) et de ESNDP(G̃m,r̃m).

Preuve. Tout d'abord, nous allons montrer la validité de 
ette 
ontrainte, en utili-

sant les mêmes idées que Chopra et Rao [35℄. Pour 
ela, 
onsidérons un sous-ensemble

d'arêtes T ⊆ Ẽm induisant un sous-graphe Steiner 
onnexe de G̃m. Sans perte de géné-

ralité, nous pouvons supposer que |T | est minimum. Puisque T doit 
ouvrir l'ensemble

{u1, . . . , um}, T doit 
ontenir au moins m arêtes de la forme uivi, uivi−1, uiv
′
i ou uiv

′
i−1.

Supposons que T 
ontienne t arêtes, t ≥ m, parmi les arêtes 
itées 
i-dessus. Le sous-

graphe dé�ni par 
es t arêtes 
ontient au mininmum 1 + ⌈m
2
⌉ − ⌈ t−m

2
⌉ 
omposantes


onnexes devant être reliées entre elles (u0 est une 
omposante à lui seul). Aussi, nous

avons besoin d'au moins ⌈m
2
⌉ − ⌈ t−m

2
⌉ arêtes de la forme u0vi ou u0v

′
i pour 
ompléter

T . Par 
onséquent

∑

e∈T

xT (e) ≥ t + ⌈m
2
⌉ − ⌈ t−m

2
⌉

= (t−m) + m + ⌈m
2
⌉ − ⌈ t−m

2
⌉.

Or t ≥ m et t−m ≥ ⌈ t−m
2
⌉. Don


∑

e∈T

xT (e) ≥ m +
⌈m

2

⌉

,

et la validité de (5.12) est prouvée pour DSTP(G̃m, S̃m), ainsi que pour ESNDP(G̃m, r̃m).

Soient G̃1
m et G̃2

m les sous-graphes de G̃m induits par {u0, u1, . . . , um, v1, . . . , vm} et

{u0, u1, . . . , um, v′
1, . . . , v

′
m} respe
tivement. Nous pouvons remarquer que G̃1

m et G̃2
m

sont des 
opies de Gm, et que le graphe G̃m peut être obtenu à partir de G̃1
m et G̃2

m en

identi�ant u0, u1, . . . , um.

Étant donné que l'inégalité (5.4) dé�nit une fa
ette de DSTP(G̃1
m, S̃1

m) (resp. DSTP(G̃
2
m, S̃2

m)),

où S̃i
m = Sm pour i = 1, 2, il existe 3m solutions réalisables x1, . . . , x3m de DSTP(G̃1

m, S̃1
m)

(resp. y1, . . . , y3m de DSTP(G̃2
m, S̃2

m)) a�nement indépendantes qui satisfont (5.4) à

l'égalité. Considérons alors les 6m solutions x̃1, . . . , x̃3m, ỹ1, . . . , ỹ3m dé�nies de la ma-

nière suivante

x̃i = (xi, 03m) pour i = 1, . . . , 3m,

ỹi = (03m, yi) pour i = 1, . . . , 3m,
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ave
 03m le ve
teur 
omposé de 3m zéros. Il n'est pas di�
ile de voir que 
es 6m

solutions sont réalisables pour DSTP(G̃m, S̃m), qu'elles véri�ent (5.12) à l'égalité et

qu'elles sont a�nement indépendantes. Par 
onséquent, la 
ontrainte (5.12) dé�nit une

fa
ette de DSTP(G̃m, S̃m). Puisque qu'elle est di�érente d'une fa
ette triviale, d'après

le lemme 5.2, elle dé�nit également une fa
ette de ESNDP(G̃r
m, r̃r

m). ✷

Considérons maintenant les inégalités

x(Ẽm) ≥ 2(m− 1), (5.13)

x(Ẽm) ≥ m + 1, (5.14)

x(Ẽm) ≥ (m− 1) +
⌈m

2

⌉

. (5.15)

Par une démonstration similaire à 
elle du théorème 5.18, nous avons le théorème

suivant.

Théorème 5.19 Si Gm a une 
on�guration

i) de trou-impair, m impair et m ≥ 3, alors l'inégalité (5.13) dé�nit une fa
ette de

DSTP(G̃m, S̃m) et ESNDP(G̃m, r̃m),

ii) bipartie et m ≥ 4, alors l'inégalité (5.14) dé�nit une fa
ette de DSTP(G̃m, S̃m)

et ESNDP(G̃m, r̃m),

iii) d'anti-trou, m impair et m ≥ 5, alors l'inégalité (5.15) dé�nit une fa
ette de

DSTP(G̃m, S̃m) et ESNDP(G̃m, r̃m). ✷

Pour prouver et généraliser des résultats sur les fa
ettes d'un polyèdre, des opérations

de 
onstru
tion (en
ore appelées opérations de lifting) sont très utilisées. Nous avons

déjà donné, dans la se
tion 5.3.1, de telles opérations qui ont été introduites par Chopra

et Rao [34℄ pour le dominant du polytope des arbres Steiner. Dans les deux pro
haines

se
tions, nous allons présenter de nouvelles opérations de 
onstru
tion de fa
ettes pour


e polyèdre et pour le polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes.

5.4 Constru
tion de fa
ettes pour DSTP(G, S)

Dans un premier temps, nous donnons une pro
édure de 
onstru
tion de fa
ettes pour

DSTP(G, S). Cette pro
édure nous sera utile par la suite pour in�rmer une 
onje
ture

de Chopra et Rao [35℄ 
on
ernant le polyèdre DSTP(G, S) dans la 
lasse des 2-arbres.
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5.4.1 Constru
tion par ajout d'un sommet

La première pro
édure de 
onstru
tion de fa
ettes que nous avons étudiée 
onsiste à

ajouter un nouveau sommet, 
'est-à-dire à subdiviser une arête. Nous avons alors le

théorème suivant.

Théorème 5.20 Étant donnés un graphe G = (V, E) et un ensemble de terminaux

S ⊆ V , supposons que E = E∗ ∪ {f}, où f = v1v2. Soit

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f) ≥ α (5.16)

une inégalité qui dé�nit une fa
ette non triviale de DSTP(G, S). Soient G′ = (V ′, E ′)

le graphe obtenu à partir de G en remplaçant l'arête f par deux arêtes f1 = v0v1 et

f2 = v0v2, où v0 est un nouveau sommet, et S ′ ⊆ V ′
l'ensemble des terminaux de G′

(voir �gure 5.7).

i) Si S ′ = S, alors les inégalités

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f1) ≥ α, (5.17)

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f2) ≥ α (5.18)

dé�nissent des fa
ettes de DSTP(G′, S ′
).

ii) Si S ′ = S ∪ {v0}.

ii.a) Si v1 ∈ S et v2 ∈ S, alors l'inégalité

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f1) + a(f)x(f2) ≥ α + a(f) (5.19)

dé�nit une fa
ette de DSTP(G′, S ′
).

ii.b) Si v1 ∈ S et v2 6∈ S, alors l'inégalité

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + (α0 − α)x(f1) + a(f)x(f2) ≥ α0 (5.20)

dé�nit une fa
ette de DSTP(G′, S ′
), où

α0 = min{
∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f2) | x ∈ DSTP(G′ \ f1, S
′)}.
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v v
1 f

1

v
0 f

2

v
2

v
1 f 2

Fig. 5.7 � Ajout d'un sommet

Preuve. Soit F la fa
ette de DSTP(G, S) dé�nie par l'inégalité (5.16). Nous ne prou-

vons le résultat que pour ii.b), les démonstrations pour les 
as i) et ii.a) étant similaires.

ii.b) Suposons que S ′ = S ∪ {v0}, v1 ∈ S et v2 6∈ S, 
'est-à-dire que v0 et v1 sont des

terminaux de G′
.

Tout d'abord, montrons la validité de l'inégalité (5.20) pour le polyèdre DSTP(G′, S ′
).

À 
ette �n, nous allons montrer que 
ette 
ontrainte est valide pour le polytope

ESNDP(G′, r′) et, par le lemme 5.11, pour DSTP(G′, S ′
). Considérons un sous-ensemble

d'arêtes F ′ ⊆ E ′
induisant un sous-graphe Steiner 
onnexe de G′

. Nous pouvons re-

marquer que F ′∪{f1, f2} 6= ∅ 
ar v0 ∈ S ′
et δ(v0) = {f1, f2}. Si f1 6∈ F ′

, alors F ′
induit

un sous-graphe Steiner 
onnexe de G′ \ f1. Ainsi

∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) + (α0 − α)xF ′

(f1) + a(f)xF ′

(f2) =
∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) + a(f)xF ′

(f2)

≥ α0.

Supposons maintenant que f1 ∈ F ′
. Si f2 6∈ F ′

, alors F1 = F ′ \ {f1} induit un sous-

graphe Steiner 
onnexe de G. Nous avons don


∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) =
∑

e∈E∗

a(e)xF1(e)

≥ α.

Puisque xF ′

(f1) = 1 et xF ′

(f2) = 0, nous obtenons

∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) + (α0 − α)xF ′

(f1) + a(f)xF ′

(f2) ≥ α + α0 − α

= α0.

Si f2 ∈ F ′
, alors F2 = (F ′ \ {f1, f2}) ∪ {f} induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de

G, et

∑

e∈E∗

a(e)xF2(e) + a(f)xF2(f) =
∑

e∈E∗

a(e)xF2(e) + a(f)

≥ α.

Ainsi,

∑

e∈E∗

a(e)xF2(e) ≥ α− a(f).
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Par 
onséquent

∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) =
∑

e∈E∗

a(e)xF2(e)

≥ α− a(f).

Or xF ′

(f1) = xF ′

(f2) = 1. Don
, nous avons

∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) + (α0 − α)xF ′

(f1) + a(f)xF ′

(f2) ≥ α− a(f) + α0 − α + a(f)

= α0.

Et la 
ontrainte (5.20) est valide pour ESNDP(G′, r′) et DSTP(G′, S ′
).

Puisque l'inégalité (5.16) dé�nit une fa
ette de DSTP(G, S), il existe m = |E| ve
teurs

x1, . . . , xm ∈ IR

E
a�nement indépendants et appartenant à F. Soient x′

1, . . . , x
′
m ∈ IR

E′

les ve
teurs tels que

x′
i = (x∗

i , 1, xi(f)) pour tout i = 1, . . . , m,

où x∗
i est la restri
tion de xi sur E∗

, x′
i(f1) = 1 et x′

i(f2) = xi(f). Soit x′
m+1 ∈ IR

E′

le

ve
teur de DSTP(G′ \f1, S
′
) que réalise le minimum dé�nissant α0. Il n'est pas di�
ile

de voir que les ve
teurs x′
1, . . . , x

′
m+1 appartiennent tous à DSTP(G′, S ′

). Considérons

alors la matri
e A dont les 
olonnes sont les ve
teurs x1, . . . , xm. Soit A′
la matri
e

dont les 
olonnes sont les ve
teurs x′
1, . . . , x

′
m+1. Alors A′

peut être é
rite 
omme suit

A′ =

(

A b

1 . . . 1 0

)

,

où la dernière ligne 
orrespond à f1 et x′
m+1 = (b, 0). Si la dernière ligne de A′

dépend

des m premières, il doit exister un ve
teur y ∈ IR

m
tel que yTA = (1, . . . , 1) et yT b = 0.

Étant donné que la matri
e A est non-singulière, nous avons

y(e) =











a(e)
α

pour tout e ∈ E∗,

a(f)
α

si e = f2.

Puisque le ve
teur x′
m+1 = (b, 0) réalise le minimum dé�nissant α0, il en résulte que

ytb =
∑

e∈E∗

y(e)b(e) + y(f2)b(f2)

=
∑

e∈E∗

a(e)
α

b(e) + a(f)
α

b(f2)

= α0

α

6= 0,
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une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, la matri
e A′
est non-singulière. Ainsi, les ve
teurs x′

1, . . . , x
′
m+1 sont

linéairement indépendants. Par ailleurs, ils véri�ent tous l'inégalité (5.20) à l'égalité.

En e�et, nous avons, pour tout i = 1, . . . , m,

∑

e∈E∗

a(e)x′
i(e) + (α0 − α)x′

i(f1) + a(f)x′
i(f2) =

∑

e∈E∗

a(e)x′
i(e) + a(f)xi(f) + (α0 − α)

= α + α0 − α

= α0,


ar xi ∈ F et xi véri�e ainsi l'inégalité (5.16) à l'égalité. De plus, il est trivial de voir

que x′
m+1 véri�e l'inégalité (5.20) à l'égalité.

Or, x′
i 6= 0m+1 pour tout i = 1, . . . , m + 1. Don
, d'après la remarque 1.1, les ve
teurs

x′
1, . . . , x

′
m+1 sont a�nement indépendants. Par 
onséquent, l'inégalité (5.20) dé�nit

une fa
ette de DSTP(G′, S ′
). ✷

Maintenant, en utilisant 
e résultat ainsi que le théorème 5.10, nous allons donner

un 
ontre-exemple à une 
onje
ture de Chopra et Rao.

5.4.2 In�rmation d'une 
onje
ture de Chopra et Rao

Chopra et Rao [35℄ ont étudié le dominant du polytope des arbres Steiner dans la 
lasse

des 2-arbres. Un 2-arbre est un graphe série-parallèle maximal. Les 2-arbres peuvent

être dé�nis ré
ursivement 
omme suit. Un triangle est un 2-arbre. Étant donné un 2-

arbre Tn sur n sommet, un 2-arbre sur n + 1 sommet est 
onstruit en 
hoisissant une

arête de Tn et en reliant les deux extrémités de 
ette arête à un nouveau sommet. Le

problème de l'arbre Steiner a été très étudié dans la 
lasse des 2-arbres [35, 151, 171℄.

Plus parti
ulièrement, Wald et Colbourn [171℄ ont donné un algorithme de program-

mation dynamique pour résoudre le problème STP pour 
es graphes.

Puisque le problème de l'arbre Steiner est ainsi polynomial dans la 
lasse des 2-arbres,

il est intéressant de 
ara
tériser 
omplètement le dominant du polytope des arbres Stei-

ner par des inégalités linéaires. Dans leurs travaux [35℄, Chopra et Rao se sont pen
hés

sur 
ette question, et ont 
onje
turé que si G est un 2-arbre et S son ensemble de

terminaux, alors le polyèdre DSTP(G, S) est 
omplètement dé
rit par les inégalités de

non-négativité, les inégalités de partition Steiner (5.1) et 
elles de trou-impair (5.2)

(voir aussi Goemans [86℄). Nous allons montrer que 
ette 
onje
ture n'est pas exa
te.

Considérons le graphe G1 = (V1, E1) donné sur la �gure 5.7 ave
 S1 = {s1, s2, s3}

son ensemble de terminaux.



5.4 Constru
tion de fa
ettes pour DSTP(G, S) 147

ss
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1
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3

Fig. 5.8 � Le graphe G1

Le graphe G1 est dans une 
on�guration de trou-impair. Par 
onséquent, l'inégalité

∑

e∈E∗

x(e) ≥ 4

dé�nit une fa
ette de DSTP(G1, S1).

Soit G2 = (V2, E2) le graphe obtenu à partir de G1 en ajoutant un nouveau som-

met terminal s4 et deux nouvelles arêtes s4s1 et s4v1. Nous avons don
 V2 = V1 ∪ {s4},

E2 = E1∪{s4s1, s4v1}, et l'ensemble des terminaux de G2 est S2 = S1∪{s4}. La �gure

5.8 illustre le graphe G2.

v

s
v

s

v

s1

2

2

3

3 1

s4

Fig. 5.9 � Le graphe G2

Considérons l'inégalité

∑

e∈E2

x(e) ≥ 5. (5.21)

Théorème 5.21 L'inégalité (5.21) dé�nit une fa
ette de DSTP(G2, S2).
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Preuve. Soit G′
1 = (V ′

1 , E
′
1) le graphe obtenu à partir de G1 en dupliquant l'arête s1v1.

Le graphe G′
1 est donné par la �gure 5.10.

ss
v

vv

s

1

2

1

2

3

3

Fig. 5.10 � Le graphe G′
1

D'après le théorème 5.10, l'inégalité

∑

e∈E′

1

x(e) ≥ 4 (5.22)

dé�nit une fa
ette de DSTP(G′
1, S

′
1), où S ′

1 = S1 est l'ensemble des terminaux de G′
1.

En e�et, si Gc = (Vc, Ec) 
orrespond au graphe obtenu à partir de G′
1 en 
ontra
tant

la nouvelle arête s1v1, nous obtenons un graphe ave
 trois terminaux {s′1, s2, s3} (voir

�gure 5.11).

s’1

ss
v

v

2

2

3

3

Fig. 5.11 � Le graphe Gc

Nous avons alors

min{
∑

e∈Ec

x(e) | x ∈ DSTP(Gc, Ec)} = 3.

Ainsi le 
oe�
ient de la nouvelle arête s1v1 dans l'inégalité (5.22) est égale à

4−min{
∑

e∈Ec

x(e) | x ∈ DSTP(Gc, Ec)} = 4− 3 = 1.
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En ajoutant le sommet s4 sur la nouvelle arête s1v1, et en appliquant la pro
édure

dé
rite dans le théorème 5.20.ii.b), il n'est pas di�
ile de voir que

α0 = min{
∑

e∈E1
x(e) + x(s4, v1) | x ∈ DSTP(G2 \ s4s1, S2)}

= 5.

En e�et, dans le graphe G2 \ s4s1, il faut au minimum quatre arêtes pour 
ouvrir les

terminaux s1, s2 et s3. De plus, il existe un sous-ensemble d'arêtes F1 de E1 
ouvrant


es trois terminaux ainsi que v1. Par 
onséquent, en ajoutant l'arête s4v1 à F1, nous

obtenons un sous-ensemble d'arêtes 
ouvrant les terminaux de G2 \ s4s1.

Il résulte alors que le 
oe�
ient des arêtes s1s4 et s4v1 dans la 
ontrainte obtenue par

la pro
édure de 
onstru
tion sont respe
tivement égaux à 5 − 4 = 1 et 1. Et ainsi,

l'inégalité (5.21) dé�nit une fa
ette de DSTP(G2, S2). ✷

La 
ontrainte (5.21) est di�érente d'une inégalité de partition Steiner (5.1) et d'une

inégalité de trou-impair (5.2). Ce qui in�rme la 
onje
ture de Chopra et Rao. Nous fai-

sons remarquer que l'inégalité (5.21) est une inégalité de partition Steiner généralisée

ave
 p = 7 et d = 1.

Dans toute la suite de 
e 
hapitre, nous allons 
onsidérer essentiellement le polytope

des sous-graphes Steiner 
onnexes. Nous allons ainsi dé
rire plusieurs pro
édures de


onstru
tion de fa
ettes pour ESNDP(G, r) et donner des des
riptions 
omplètes de 
e

polytope dans des 
lasses parti
ulières de graphes. Cela nous permettra de donner des

des
riptions similaires pour le polyèdre DSTP(G, S).

5.5 Constru
tion de fa
ettes pour ESNDP(G, r)

5.5.1 Constru
tion par ajout d'un sommet

Le théorème 5.20 nous permet de donner la pro
édure de 
onstru
tion de fa
ettes par

ajout d'un nouveau sommet pour ESNDP(G, r).

Théorème 5.22 Étant donnés un graphe G = (V, E) et un ve
teur types de sommets

r ∈ {0, 1}V , supposons que E = E∗ ∪ {f}, où f = v1v2. Soit

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f) ≥ α
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une inégalité qui dé�nit une fa
ette non triviale de ESNDP(G, r). Soient G′ = (V ′, E ′)

le graphe obtenu à partir de G en remplaçant l'arête f par deux arêtes f1 = v0v1 et

f2 = v0v2, où v0 est un nouveau sommet, et r′ ∈ {0, 1}V
′

le ve
teur types de sommets

de G′
tel que r′(v) = r(v) pour tout v ∈ V (voir �gure 5.7).

i) Si r(v0) = 0, alors les inégalités
∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f1) ≥ α,

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f2) ≥ α

dé�nissent des fa
ettes de ESNDP(G′, r′).

ii) Supposons r′(v0) = 1.

ii.a) Si r′(v1) = r′(v2) = 1, alors l'inégalité
∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f1) + a(f)x(f2) ≥ α + a(f)

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G′, r′).

ii.b) Si r′(v1) = 1 et r′(v2) = 0, alors l'inégalité
∑

e∈E∗

a(e)x(e) + (α0 − α)x(f1) + a(f)x(f2) ≥ α0

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G′, r′), où

α0 = min{
∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f2) | x ∈ ESNDP(G′ \ f1, r
′)}.

Preuve. Dé
oule dire
tement du lemme 5.2 et du théorème 5.20. ✷

Notre deuxième opération de 
onstru
tion de fa
ettes est l'inverse de 
elle que nous

venons de présentée. Elle 
onsiste à rempla
er une 
haîne de longueur deux par une

seule arête. Nous appellerons 
ette opération, 
ontra
tion d'une 
haîne, en faisant tou-

tefois remarquer que 
ette pro
édure est di�érente de 
elle de 
ontra
tion dé�nie dans

le théorème 5.9.

5.5.2 Constru
tion par 
ontra
tion d'une 
haîne

Avant de présenter 
ette nouvelle opération de 
onstru
tion de fa
ettes, nous donnons

le lemme suivant qui établit une relation entre les 
oe�
ients de deux arêtes, 
omposant

une 
haîne de longueur 2, dans une fa
ette de ESNDP(G, r).
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Lemme 5.23 Étant donnés un graphe G = (V, E) et un ve
teur types de sommets

r ∈ {0, 1}V , supposons qu'il existe un sommet v0 ∈ V tel que δ(v0) = {f1, f2} ave


f1 = (v0, v1) et f2 = (v0, v2). Soit

aT x ≥ α (5.23)

une inégalité dé�nissant une fa
ette, non triviale, de ESNDP(G, r).

i) Si r(v0) = 0, alors a(f1)a(f2) = 0.

ii) Supposons r(v0) = 1.

ii.a) Si r(v1) = r(v2) = 1, alors a(f1) = a(f2).

ii.b) Si r(v1) = 1 et r(v2) = 0, alors a(f1) ≥ a(f2).

Preuve. Soit F la fa
ette dé�nie par l'inégalité (5.23). D'après le lemme 2.2, nous

avons a(e) ≥ 0 pour tout e ∈ E. Nous ne donnons que la démonstration pour le i),


elles de ii.a) et ii.b) étant similaires.

i) Supposons que r(v0) = 0 et a(f1)a(f2) 6= 0. Puisque F est une fa
ette non triviale

de ESNDP(G, r), il doit exister un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que xF ∈ F et

|F ∩ {f1, f2}| = 1. En e�et, si F ∩ {f1, f2} = ∅ pour tout xF ∈ F alors la fa
ette F est

la fa
e {x ∈ ESNDP(G, r) | x(f1) = x(f2) = 0}. Puisque F est une fa
ette non triviale,

nous avons une 
ontradi
tion. Si {f1, f2} ⊂ F pour tout xF ∈ F, alors la fa
ette F est

la fa
e {x ∈ ESNDP(G, r) | x(f1) = x(f2)}, 
e qui 
ontredit le lemme 2.2.

Nous pouvons don
 supposer, sans perte de généralité, que f1 ∈ F et f2 6∈ F . Consi-

dérons alors le sous-ensemble d'arêtes F ′ = F \ {f1}. Étant donné que r(v0) = 0, il est

fa
ile de voir que F ′
induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Puisque a(f1) > 0,

xF (f1) = 1 et xF ′

(f1) = 0, nous obtenons aT xF ′

< α. Mais 
e
i 
ontredit la validité de

l'inégalité (5.23). ✷

Nous pouvons maintenant énon
er notre opération de 
onstru
tion de fa
ettes par


ontra
tion d'une 
haîne.

Théorème 5.24 Étant donnés un graphe et un ve
teur types de sommets r ∈ {0, 1}V ,

supposons que E = E∗ ∪ {f1, f2}, où f1 = v0v1, f2 = v0v2 et δ(v0) = {f1, f2} (voir

�gure 5.11). Soit

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f1)x(f1) + a(f2)x(f2) ≥ α (5.24)

une inégalité dé�nissant une fa
ette de ESNDP(G, r). Soient G′ = (V ′, E ′) le graphe

tel que V ′ = V \ {v0} et E = E∗ ∪ {f} ave
 f = v1v2, et r′ ∈ {0, 1}V
′

le ve
teur types
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de sommets tel que r′(v) = r(v) pour tout v ∈ V ′
.

i) Si r(v0) = 0, alors l'inégalité

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f) ≥ α (5.25)

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G′, r′), où a(f) = max{a(f1), a(f2)}.

ii) Supposons r(v0) = 1.

ii.a) Si r′(v1) = r′(v2) = 1, alors l'inégalité

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + δx(f) ≥ α− δ (5.26)

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G′, r′), où δ = a(f1) = a(f2).

ii.b) Si r′(v1) = 1 et r′(v2) = 0, alors l'inégalité

∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f2)x(f) ≥ α− a(f1) (5.27)

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G′, r′)

v2v1 f
v2f1 f2

v0v1

Fig. 5.12 � Contra
tion d'une 
haîne

Preuve. Nous allons montrer le 
as i), (les preuves pour ii.a) et ii.b) sont similaires).

Soit F la fa
ette dé�nie par l'inégalité (5.24).

i) Nous allons tout d'abord montrer la validité de l'inégalité (5.25) pour le polytope

ESNDP(G′, r′). Par le lemme 5.23.i), nous avons a(f1)a(f2) = 0. Nous pouvons suppo-

ser, sans perte de généralité, que a(f2) = 0. Ainsi, a(f) = max{a(f1), a(f2)} = a(f1).

Considérons un sous-ensemble d'arêtes F ′ ⊆ E ′
induisant un sous-graphe Steiner


onnexe de G′
. Soit F ⊆ E le sous-ensemble d'arêtes dé�ni 
omme suit.

F =







(F ′ \ {f}) ∪ {f1, f2} si f ∈ F ′,

F ′
sinon.
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Puisque r(v0) = 0, le sous-graphe de G induit par F est Steiner 
onnexe. De plus, nous

pouvons remarquer que xF (f1) = xF ′

(f) et xF (e) = xF ′

(e) pour tout e ∈ E∗
. Nous

avons don


∑

e∈E∗

a(e)xF (e) + a(f1)x
F (f1) + a(f2)x

F (f2) =
∑

e∈E∗

a(e)xF (e) + a(f1)x
F (f1)

=
∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) + a(f1)x
F ′

(f1)

=
∑

e∈E∗

a(e)xF ′

(e) + a(f)xF ′

(f1)

≥ α.

Ce
i implique que la 
ontrainte (5.25) est valide pour le polytope ESNDP(G′, r′).

Soit F′
la fa
e de ESNDP(G′, r′) dé�nie par l'inégalité (5.25), 
'est-à-dire

F′ = {x ∈ ESNDP(G′, r′) |
∑

e∈E∗

a(e)x(e) + a(f)x(f) = α}.

Il n'est pas di�
ile de voir que F′ 6= ESNDP(G′, r′) et F′ 6= ∅. Ainsi, F′
est une fa
e

propre de ESNDP(G′, r′). Supposons que F′
ne soit pas une fa
ette de ESNDP(G′, r′).

Alors, il existe une fa
ette F
′
de ESNDP(G′, r′) telle que F′ ⊆ F

′
. Soit

∑

e∈E∗

a′(e)x(e) + a′(f)x(f) ≥ α′

l'inégalité qui dé�nit le fa
ette F
′
. D'après le théorème 5.22.i), la 
ontrainte

∑

e∈E∗

a′(e)x(e) + a′(f1)x(f) ≥ α′

dé�nit une fa
ette F de ESNDP(G, r), où a′(f1) = a′(f). Dans 
e qui suit, nous allons

montrer que F ⊂ F. Soit F1 ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes tel que xF1 ∈ F. Alors

∑

e∈E∗

a(e)xF1(e) + a(f1)x
F1(f1) = α.

Considérons le sous-ensemble d'arêtes F ′
1 ⊆ E ′

dé�ni de la manière suivante

F ′
1 =







(F1 \ {f1, f2}) ∪ {f} si {f1, f2} ⊆ F1,

F1 \ {f1, f2} sinon.

Nous pouvons remarquer que xF ′

1(f) = xF1(f1). En e�et, 
ette égalité est évidente

si {f1, f2} ∩ F1 6= {f1}. Si, au 
ontraire, {f1, f2} ∩ F1 = {f1}, alors le sous-ensemble

d'arêtes F1\{f1} induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Nous pouvons 
onsidérer
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F1 \ {f1} à la pla
e de F1. De plus, xF ′

1(e) = xF1(e) pour tout e ∈ E∗
. Par ailleurs, le

sous-graphe induit par F ′
1 est Steiner 
onnexe. Puisque a(f2) = 0 et a(f) = a(f1), nous

obtenons

∑

e∈E∗

a(e)xF1(e) + a(f1)x
F1(f1) + a(f2)x

F1(f2) =
∑

e∈E∗

a(e)xF ′

1(e) + a(f)xF ′

1(f1)

= α.

Par 
onséquent, xF ′

1 ∈ F′
. Étant donné que F′ ⊆ F

′
, il en résulte que

∑

e∈E∗

a′(e)xF ′

1(e) + a′(f)xF ′

1(f) = α′.

Et ainsi,

∑

e∈E∗

a′(e)xF1(e) + a′(f1)x
F1(f) = α′.

Nous avons don
 xF1 ∈ F et, de 
e fait, F ⊆ F.

Puisque F′ ⊂ F
′
, il existe un sous-ensemble d'arêtes F

′
⊆ E ′

tel que xF
′

∈ F
′
et

xF
′

6∈ F′
, 
'est-à-dire

∑

e∈E∗

a(e)xF
′

(e) + a(f)xF
′

(f) > α,

et

∑

e∈E∗

a′(e)xF
′

(e) + a′(f)xF
′

(f) = α′.

Considérons alors le sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que

F =











(F
′
\ {f}) ∪ {f1, f2} si {f} ∈ F

′
,

F
′
∪ {f2} sinon.

Il n'est pas di�
ile de voir que F induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Nous

avons xF (f2) = 1, xF (f1) = xF
′

(f) et xF (e) = xF
′

(e) pour tout e ∈ E∗
. Ainsi

∑

e∈E∗

a′(e)xF
′

(e) + a′(f)xF
′

(f) =
∑

e∈E∗

a′(e)xF (e) + a′(f)xF
′

(f1)

= α′,

et

∑

e∈E∗

a(e)xF
′

(e) + a(f)xF
′

(f) =
∑

e∈E∗

a(e)xF (e) + a(f)xF (f)

> α.
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Par 
onséquent, xF ∈ F \F. Nous obtenons don
 F ⊂ F. Mais 
e
i 
ontredit le fait que

F est une fa
ette de ESNDP(G, r). ✷

Nous allons dé�nir une troisième opération de 
onstru
tion de fa
ettes pour pour

ESNDP(G, r), appelée explosion d'un sommet. Elle 
onsiste à partitionner un ensemble

de sommets en deux sous-ensembles de sommets induisant des sous-graphes 2-arête


onnexes.

5.5.3 Explosion d'un sommet

Soient G = (V, E) un graphe et r ∈ {0, 1}V un ve
teur types de sommets. Considérons

un sous-ensemble W ⊂ V et une partition (W1, W2) de W tels que

W = W1 ∪W2,

W1 ∩W2 = ∅,

|[W1, W2]| = 1,

r(Wi) = 1 pour i = 1, 2,

G(Wi) est 2-arête 
onnexe, pour i = 1, 2.

Supposons que [W1, W2] = {g} (voir �gure 5.12).

gg

W

W1 W2

Fig. 5.13 � Explosion d'un sommet

Soient G = (V , E) le graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant W et r ∈ {0, 1}V le

ve
teur types de 
onnexité asso
iés aux sommets de G tel que

r(v) =







r(v) si v 6= w,

1 sinon,
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où w est le sommet résultant de la 
ontra
tion de W . Le pro
hain théorème nous permet

de 
onstruire une fa
ette de ESNDP(G, r) à partir d'une fa
ette de ESNDP(G, r).

Théorème 5.25 Soit

∑

e∈E

a(e)x(e) ≥ α (5.28)

une inégalité dé�nissant une fa
ette de ESNDP(G, r). Alors l'inégalité

∑

e∈E

a(e)x(e) + (α− α)x(g) ≥ α (5.29)

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G, r), où α = min{
∑

e∈E

a(e)x(e) | x ∈ ESNDP(G \ g, r)}.

Preuve. Soit F la fa
ette de ESNDP(G, r) dé�nie par l'inégalité (5.28).

Dans un premier temps, nous allons montrer la validité de l'inégalité (5.29) pour le

polytope ESNDP(G, r). Pour 
ela, 
onsidérons un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E qui

induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Si g 6∈ F , alors F induit un sous-graphe

Steiner 
onnexe de G \ g et ainsi

∑

e∈E

a(e)xF (e) ≥ α.

Si g ∈ F , alors le sous-graphe induit par F = F \ E(W ) est un sous-graphe Steiner


onnexe de G. Nous avons don


∑

e∈E

a(e)xF (e) ≥ α.

De plus, xF (e) = xF (e) pour tout e ∈ E, xF (g) = 1 et

∑

e∈E

a(e)xF (e) + (α− α)xF (g) =
∑

e∈E

a(e)xF (e) + α− α.

Par 
onséquent, nous obtenons

∑

e∈E

a(e)xF (e) + (α− α)xF (g) ≥ α + α− α

= α.

Ce qui implique la validité de l'inégalité (5.29) pour ESNDP(G, r).
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Soit F la fa
e de ESNDP(G, r) dé�nie par l'inégalité (5.29). Supposons qu'il existe

une 
ontrainte bT x ≥ β qui dé�nit une fa
ette F′
de ESNDP(G, r) telle que F ⊂ F′

.

Puisque le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension (voir se
tion 5.1), pour mon-

trer que F dé�nit une fa
ette de ESNDP(G, r), il nous su�t de prouver qu'il existe un

s
alaire ρ > 0 tel que b = ρa.

Montrons tout d'abord que b(e) = 0 pour tout e ∈ E(W ) \ {g}. Soit F 1 ⊆ E un

sous-ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner 
onnexe de G tel que xF 1 ∈ F.

Posons F1 = F 1 ∪ E(W ). Il n'est pas di�
ile de voir que le sous-graphe G(F1) est

Steiner 
onnexe. De plus, xF1 ∈ F ⊆ F
′
. En e�et, nous avons xF1(e) = xF 1(e) pour tout

e ∈ E et xF1(g) = 1. Ainsi,

∑

e∈E

a(e)xF1(e) + (α− α)xF1(g) =
∑

e∈E

a(e)xF 1(e) + α− α

= α + α− α

= α.

Considérons une arête quel
onque e0 de E(W )\{g}, et posons F 0
1 = F1 \{e0}. Puisque

les sous-graphes G(W1) et G(W2) sont 2-arête 
onnexes, le sous-ensemble F 0
1 induit un

sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Ainsi,

bT xF 0
1 =

∑

e∈E

b(e)xF 0
1 (e) +

∑

e∈E(W )\{g}

b(e)xF 0
1 (e) + b(g)xF 0

1 (g)

=
∑

e∈E

b(e)xF1(e) +
∑

e∈E(W )\{g}

b(e)xF1(e)− b(e0)x
F1(e0) + b(g)xF1(g)

= α− b(e0)

≥ α.

Il en résulte alors que b(e0) = 0. D'où b(e) = 0 pour tout e ∈ E(W ) \ {g}.

Considérons maintenant la fa
ette F
′
de ESNDP(G, r) dé�nie 
omme suit

F
′
= {x ∈ ESNDP(G, r) |

∑

e∈E

b(e)x(e) = β − b(g)}.

Nous allons montrer que F ⊆ F
′
. Soit F 2 ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes tel que

xF 2 ∈ F. Soit F2 = F 2 ∪ E(W ). Nous avons xF2(e) = xF 2(e) pour tout e ∈ E,

xF2(g) = 1 et

∑

e∈E

b(e)xF2(e) + b(g)xF2(g) =
∑

e∈E

b(e)xF 2(e) + 1

= β.

Par 
onséquent, xF 2 ∈ F
′
. Ainsi F ⊆ F

′
. Puisque F est une fa
ette de ESNDP(G, r),

nous en déduisons que F = F
′
. Étant donné que le polytope ESNDP(G, r) est de pleine



158 Le problème de l'arbre Steiner

dimension, il existe un s
alaire ρ > 0 tel que

{

b(e) = ρa = ρa pour tout e ∈ E,

β − b(g) = ρα.

La fa
ette F
′
est di�érente de la fa
ette dé�nie par l'inégalité x(g) ≤ 1. En e�et,

supposons que F
′
= {x ∈ ESNDP(G, r) | x(g) = 1}. Puisque ρ > 0 et b(e) = 0 pour

tout e ∈ E, nous obtenons a(e) = 0 pour tout e ∈ E. Mais 
e
i 
ontredit le fait que F

est une fa
ette de ESNDP(G, r).

Par 
onséquent, il existe un sous-ensemble d'arêtes F3 ⊆ E \{g} tel que xF3 ∈ F′
. Ainsi

β = min{
∑

e∈E

b(e)x(e) + b(g)x(g) | x ∈ ESNDP(G, r)}

= min{
∑

e∈E

b(e)x(e) + b(g)x(g) | x ∈ ESNDP(G \ g, r)}.

De 
e fait, nous obtenons

α = min{
∑

e∈E

a(e)x(e) | x ∈ ESNDP(G \ g, r)}

= min{
∑

e∈E

b(e)
ρ

x(e) | x ∈ ESNDP(G \ g, r)}

= 1
ρ
min{

∑

e∈E

b(e)x(e) | x ∈ ESNDP(G \ g, r)}

= β

ρ
.

Finalement, nous avons

b(g) = β − ρα

= ρα− ρα

= ρ(α− α).

Et il en résulte alors que b = ρa, 
e qui termine la preuve de notre théorème. ✷

Dans la pro
haine se
tion, nous nous intéressons à la pro
édure de 
onstru
tion de

fa
ettes qui 
onsiste à supprimer une arête parallèle.

5.5.4 Suppression d'une arête parallèle

Tout d'abord, nous énonçons un lemme qui établit l'égalité entre les 
oe�
ients de

deux arêtes parallèles dans une fa
ette du polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes.
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Lemme 5.26 Soient G = (V, E) un graphe et r ∈ {0, 1}V un ve
teur types de som-

mets. Soit

∑

e∈E

a(e)x(e) ≥ α (5.30)

une inégalité non triviale dé�nissant une fa
ette de ESNDP(G, r). Si f et g sont deux

arêtes parallèles de G, alors a(f) = a(g).

Preuve. Posons

F = {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈E

a(e)x(e) = α}.

Puisque l'inégalité (5.30) est di�érente d'une inégalité triviale, il existe un sous-ensemble

d'arêtes F ⊆ E tel que xF ∈ F et f 6∈ F . Nous avons alors

∑

e∈E

a(e)xF (e) = α.

Si g ∈ F , alors Fg = F \{g} (resp. Ff = F \{f}) induit un sous-graphe Steiner 
onnexe

de G et ainsi a(g) = 0 (resp. a(f) = 0). En e�et, nous avons

∑

e∈E

a(e)xFg(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(g)

≥ α.

Si g 6∈ F , alors le sous-ensemble d'arêtes F ′ = (F \ {f}) ∪ {g} induit un sous-graphe

Steiner 
onnexe de G et ainsi

∑

e∈E

a(e)xF ′

(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(f) + a(g)

= α− a(f) + a(g)

≥ α.

Ce qui nous donne a(g) ≥ a(f). Par ailleurs, nous pouvons montrer d'une manière

similaire que a(f) ≥ a(g). Par 
onséquent, a(f) = a(g). ✷

Dans la se
tion 5.3.1, nous avons présenté une pro
édure de lifting due à Chopra et

Rao [34℄ pour le dominant du polytope des arbres Steiner. Cette pro
édure établit une

fa
ette de 
e polyèdre à partir d'une fa
ette pour le graphe auquel il a été enlevé une

arête (voir théorème 5.10). Par ailleurs, ils ont fait la remarque suivante.

Remarque 5.27 La pro
édure de lifting du théorème 5.10 est di�
ile dans le 
as

général, à l'ex
eption du 
as de deux arêtes parallèles e1 et e2 pour lesquelles a(e1) =

a(e2). ✷
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Étant donné l'équivalen
e entre les fa
ettes non triviales du polytope des sous-graphes

Steiner 
onnexes et 
elles du dominant du polytope des arbres Steiner, nous donnons

le résultat suivant.

Théorème 5.28 Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle 2-arête 
onnexe et r ∈

{0, 1}V un ve
teur types de sommets. Soient f et g deux arêtes parallèles. Supposons

que l'inégalité

∑

e∈E

x(e) ≥ α (5.31)

dé�nisse une fa
ette de ESNDP(G, r). Alors l'inégalité
∑

e∈E\{g}

x(e) ≥ α (5.32)

(resp.
∑

e∈E\{f}

x(e) ≥ α) (5.33)

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G \ g, r) (resp. ESNDP(G \ f, r)).

Preuve. Nous démontrons le résultat pour l'inégalité (5.32), la preuve étant similaire

pour l'inégalité (5.33).

Soit F la fa
ette de ESNDP(G, r) dé�nie par l'inégalité (5.32). D'après le lemme 5.26,

nous avons a(f) = a(g). Puisque tout sous-graphe Steiner 
onnexe de G \ g est égale-

ment un sous-graphe Steiner 
onnexe de G, il est 
lair que l'inégalité (5.32) est valide

pour le polytope ESNDP(G \ g, r).

Soit

Fg = {x ∈ ESNDP(G \ g, r) |
∑

e∈E\g

a(e)x(e) = α}

la fa
e propre de ESNDP(G \ g, r) dé�nie par l'inégalié (5.32). Supposons que Fg ne

soit pas une fa
ette de 
e polytope. Alors, il existe une fa
ette F′
g de ESNDP(G \ g, r)

telle que Fg ⊆ F′
g. Supposons que F′

g soit dé�nie par l'inégalité

∑

e∈E\g

a′(e)x(e) ≥ α′.

D'après le théorème 5.10, le lemme 5.2 et la remarque 5.27, la 
ontrainte

∑

e∈E\{f,g}

a′(e)x(e) + a′(f)x(f) + a′(g)x(g) ≥ α′
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dé�nit une fa
ette F′
de ESNDP(G, r). Montrons que F ⊆ F′

.

Considérons alors un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que xF ∈ F. Nous avons

don


∑

e∈E a(e)xF (e) = α. Soit

Fg =







F si g 6∈ F,

(F \ {g}) ∪ {f} si F ∩ {f, g} = {g},

F \ {g} sinon.

Il n'est pas di�
ile de voir que Fg induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G \ g. De

plus xFg(e) = xF (e) pour tout e ∈ E \ {f, g}. Nous obtenons alors xFg ∈ Fg ⊂ F′
g. En

e�et, si g 6∈ F , alors

∑

e∈E\g

a(e)xFg(e) =
∑

e∈E\g

a(e)xF (e) = α. (5.34)

Supposons maintenant que F ∩{f, g} = {g}. Étant donné que a(f) = a(g) et xFg(f) =

xF (g), nous avons

∑

e∈E\g

a(e)xFg(e) =
∑

e∈E\{f,g}

a(e)xFg(e) + a(f)xFg(f)

=
∑

e∈E\{f,g}

a(e)xF (e) + a(g)xF (g)

=
∑

e∈E

a(e)xF (e)

= α.

Si {f, g} ⊆ F , alors, 
omme nous l'avons vu dans la démonstration du lemme 5.26,

a(f) = a(g) = 0. Ainsi, (5.34) est véri�ée. Et de 
e fait, xFg ∈ Fg ⊆ F′
g.

Par 
onséquent, nous avons

∑

e∈E\g

a′(e)xFg(e) = α′.

Il en résulte alors que

∑

e∈E\{f,g}

a′(e)xF (e) + a′(f)xF (f) + a′(f)xF (g) = α′.

Ainsi, xF ∈ F′
g. Ce
i implique que F ⊆ F′

.

Puisque Fg ⊂ F′
g, il existe un sous-ensemble d'arêtes F ′

g ⊆ E \ {g} tel que xF ′

g ∈ F′
g et

xF ′

g 6∈ Fg. Il est évident que F ′
g induit également un sous-graphe Steiner 
onnexe de G.

Par 
onséquent, xF ′

g ∈ F′
et xF ′

g 6∈ F. Ainsi F ⊂ F′
, 
e qui 
ontredit le fait que F est
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une fa
ette de ESNDP(G, r). ✷

Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons appliquer 
ertaines de 
es pro
édures de


onstru
tion de fa
ettes pour donner des des
riptions 
omplètes du polytope des sous-

graphes Steiner 
onnexes dans des sous-
lasses des graphes série-parallèles.

5.6 Le polytope ESNDP(G, r) dans les graphes série-

parallèles

5.6.1 Introdu
tion

Pour de nombreux problèmes d'optimisation 
ombinatoire, de bonnes des
riptions du

polyèdre asso
ié peuvent être obtenues en 
onsidérant un formulation étendue. Celle-
i

utilise des variables additionnelles (auxilaires) et donne lieu à un polyèdre de solutions

ayant une dimension supérieure. Ce dernier est ensuite projeté sur les variables initiales

pour obtenir une des
ription du polyèdre asso
ié au problème original. L'idée générale

de 
ette proje
tion a été tout d'abord dé
rite par Benders [15℄, puis appliquée à des

des
riptions polyédrales par Balas et Pulleyblank [10℄.

Dans [31℄, Chopra a élaboré une formulation en terme de graphes orientés, utilisant

2|E| variables entières et les 
ontraintes de 
oupe orientée, pour le problème ESNDP

ave
 r ∈ {0, 1, 2}V . Ainsi, à partir du graphe G = (V, E), il a 
onstruit un graphe

orienté D = (V, A) en remplaçant 
haque arête ij ∈ E par deux ar
s (i, j) et (j, i).

Soit w ∈ V un sommet de type de 
onnexité égal à rmax. Soient x ∈ IR

E
et y ∈ IR

A
. Si

(x, y) est une solution du système

y(δ−(W )) ≥ 1 pour tout W ⊆ V, ∅ 6= W 6= V, ave
, (5.35)

con(W ) = 2, ou (r(W ) = 1 et w 6∈W ),

y(i, j) ≥ 0 pour tout (i, j) ∈ A, (5.36)

y(i, j) ∈ {0, 1} pour tout (i, j) ∈ A, (5.37)

−y(i, j)− y(j, i) + x(ij) = 0 pour tout ij ∈ E, (5.38)

x(ij) ≤ 1 pour tout ij ∈ E, (5.39)

alors le ve
teur entier x est réalisable pour le problème ESNDP. Ainsi, la proje
tion

de 
e système sur les variables originales x donne une formulation du problème de
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on
eption de réseaux �ables (initialement, Chopra a 
onsidéré 
e système sans les


ontraintes (5.39)). La proje
tion, sur les variables x, du système obtenu en ignorant

les 
ontraintes (5.37) et (5.39) implique une relaxation du problème ESNDP. Cette

proje
tion donne lieu à une nouvelle 
lasse d'inégalités valides pour le problème ESNDP.

Ces inégalités ont la forme générale suivante

∑

ij∈E

a(ij)x(ij) ≥
∑

W∈F

b(W ) pour tout b ≥ 0 et

a(ij) = max{s(F; b; i; j), s(F; b; j; i)} pour tout ij ∈ E,

x ≥ 0,

où

• F est l'ensemble des W ⊆ V qui apparaissent dans la formulation des inégalités

(5.35),

• b(W ) ≥ 0 sont des variables asso
iées à 
haque inégalité (5.35) pour W ∈ F,

• a(ij) ∈ IR sont des variables asso
iées à 
haque inégalité (5.38) pour ij ∈ E,

• s(F; b; i; j) est la somme des b(W ) pour W ∈ F ave
 i ∈W et j 6∈W .

Ces inégalités, appelées 
ontraintes de Prodon, ont tout d'abord été établies par Prodon

[149℄ pour le problème de l'arbre Steiner, 
'est-à-dire lorsque r ∈ {0, 1}V . De plus,

elles 
ontiennent 
omme sous-
lasse, les 
ontraintes de partition (2.7). Par ailleurs, les

inégalités de Prodon peuvent être séparées en temps polynomial [31, 161℄, à la di�éren
e

des 
ontraintes (2.7). Et pour le problème de l'arbre Steiner, Prodon [149℄ a donné le

résultat suivant.

Théorème 5.29 [149℄ Les 
ontraintes de Prodon et les 
ontraintes de non-négativité

dé
rivent 
omplètement le dominant du polytope des arbres Steiner dans la 
lasse des

graphes série-parallèles. ✷

Cependant, une 
ara
térisation 
omplète des inégalités de Prodon dé�nissant des fa-


ettes du dominant du polytope des arbres Steiner n'est pas 
onnue, et 
ela même pour

des graphes série-parallèles. Une des
ription expli
ite du polyèdre DSTP(G, S) (ainsi

que du polytope ESNDP(G, r)) dans la 
lasse des graphes série-parallèles reste ainsi

une question ouverte à laquelle nous nous sommes intéressés.

Nous rappelons qu'un graphe 
onnexe est dit série-parallèle [63℄, s'il peut être ob-

tenu par une appli
ation ré
ursive des deux opérations suivantes, en partant du graphe


onstitué de deux sommets liés par une arête,

θ1 : dupliquer une arête (i.e. ajouter une arête joingant les mêmes sommets),
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θ2 : subdiviser une arête (i.e. insérer un nouveau sommet de degré deux).

Un des obje
tifs de 
ette se
tion est d'utiliser les opérations de 
onstru
tion de fa
ettes

pour tenter de 
ara
tériser le polytope ESNDP(G, r). Plus parti
ulièrement, nous vou-

lons utiliser 
elle du théorème 5.24 qui 
onsite à 
ontra
ter une 
haîne de longueur

deux, pour 
ara
tériser 
e polytope dans des 
lasses parti
ulières de graphes. Cepen-

dant, la pro
édure dé
rite dans le théorème 5.24 ne 
onsidère pas le 
as où un sommet

de type de 
onnexité 1 possède uniquement deux voisins de type de 
onnexité 0. Ainsi,

nous avons été amenés à introduire une sous-
lasse des graphes série-parallèles de la

manière suivante.

Dé�nition 5.30 Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle 2-arête 
onnexe et r ∈

{0, 1}V un ve
teur types de sommets. Nous dirons que le graphe G véri�e la propriété

P , s'il peut être obtenu par les opérations θ1 et θ2, sans jamais ajouter un sommet de

type de 
onnexité 1 entre deux sommets de type de 
onnexité 0.

Nous allons, dans la pro
haine se
tion, étudier le polytope des sous-graphes Steiner


onnexes dans la 
lasse des graphes série-parallèles 2-arête 
onnexes véri�ant la pro-

priété P , et en donner une des
ription 
omplète.

Cependant, nous avons également étudié le polytope ESNDP(G, r) pour les graphes

série-parallèles ne véri�ant pas la propriéte P . Les graphes qui ont une 
on�guration

de trou-impair sont des graphes série-parallèles ne véri�ant pas la propriété P . Nous

rappelons qu'un graphe Gm = (Vm, Em), dans une 
on�guration de trou-impair, est

dé�ni par un entier impair m ≥ 3, et

Vm = {u1, . . . , um, v1, . . . , vm},

Em = {uivi, uivi−1, vivi−1; i = 1, . . . , m (mod m)},

rm(ui) = 1 pour tout i = 1, . . . , m,

rm(vi) = 0 pour tout i = 1, . . . , m.

Notons par Ψ la 
lasse des graphes ayant une 
on�guration de trou-impair. Les graphes

de 
ette 
lasse sont série-parallèles. En e�et, ils peuvent être obtenus à partir du 
y
le

sur m sommets en e�e
tuant, pour 
haque arête du 
y
le, l'opération qui 
onsiste à

ajouter une arête parallèle puis à subdiviser 
ette dernière. Néanmoins, ils ne véri�ent

pas la propriété P , 
ar nous subdivisons 
haque arête parallèle vi−1vi en insérant un

sommet ui de type de 
onnexité 1 entre les deux sommets vi−1 et vi qui ont un type de


onnexité égal à 0. La 
lasse Ψ fera l'objet d'une 
ara
térisation 
omplète du polytope

des sous-graphes Steiner 
onnexes.
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5.6.2 Graphes série-parallèles véri�ant la propriété P

Le théorème suivant donne une des
ription linéaire 
omplète du polytope des sous-

graphes Steiner 
onnexes lorsque le graphe est série-parallèle et véri�e la propriété

P .

Théorème 5.31 Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle 2-arête 
onnexe et r ∈

{0, 1}V un ve
teur types de sommets. Si G véri�e la propriété P , alors le polytope

ESNDP(G, r) est 
omplètement 
ara
térisé par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes

de 
oupe et les 
ontraintes de partition Steiner.

Preuve. La démonstration est par ré
urren
e sur le nombre d'arêtes. Soit G = (V, E)

un graphe série-parallèle 2-arête 
onnexe véri�ant la propriété P . Il n'est pas di�
ile

de voir que le théorème est vrai si G possède au plus 4 sommets, 
'est-à-dire si G est un

graphe outerplanaire de 4 sommets ave
 au moins un sommet de type de 
onnexité égal

à 1. Supposons qu'il est vrai pour tout graphe série-parallèle 2-arête 
onnexe véri�ant

la propriété P ayant au plus m arêtes. Supposons que G possède m + 1 arêtes. Soit

F = {x ∈ ESNDP(G, r) | aT x = α}

une fa
ette de ESNDP(G, r). Supposons par ailleurs que aT x ≥ α est di�érente d'une


ontrainte triviale et d'une 
ontrainte de 
oupe. Nous allons montrer que F n'est rien

d'autre qu'une fa
ette de ESNDP(G, r) dé�nie par une inégalité de partition Steiner.

Étant donné que G est un graphe série-parallèle, il peut être obtenu en appliquant

ré
ursivement les opérations θ1 et θ2. Intéressons nous à la dernière opération réalisée.

Soit G′ = (V ′, E ′) le graphe sur lequel est e�e
tuée 
ette dernière opération pour obte-

nir G. Ainsi, examinons tout d'abord le 
as où la dernière opération de 
onstru
tion de

G 
onsiste à ajouter un sommet v0 entre deux sommets v1 et v2 (opération θ2). Posons

δ(v0) = {f1, f2}, où f1 = v0v1 et f2 = v0v2. Nous avons alors

V ′ = V \ {v0},

E ′ = (E \ {f1, f2}) ∪ {f},

où f = v1v2. Soit r′ ∈ {0, 1}V
′

le ve
teur types de 
onnexité asso
iés aux sommets de

G′
et dé�ni 
omme suit

r′(v) = r(v) pour tout v ∈ V ′.

Nous sommes alors amenés à 
onsidérer trois 
as dépendants des types de 
onnexité

des sommets v0, v1 et v2.
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Cas 1 r(v0) = 0.

D'après le théorème 5.24.i), l'inégalité

∑

e∈E′\{f}

a(e)x(e) + a(f)x(f) ≥ α (5.40)

dé�nit une fa
ette F′
de ESNDP(G′, r′), où a(f) = max{a(f1), a(f2)}. De plus, par

le lemme 5.23.i), nous avons a(f1)a(f2) = 0. Sans perte de généralité, supposons que

a(f2) = 0. Ainsi a(f) = a(f1). Étant donné que l'inégalité aT x ≥ α est di�érente d'une

inégalité triviale et d'une inégalité de 
oupe, l'inégalité (5.40) l'est également. En e�et,

si a(f1) = 0, alors a(f) = 0. Ainsi, l'inégalité (5.40) n'est rien d'autre que l'inégalité

aT x ≥ α. Si a(f1) > 0, alors l'inégalité (5.40) est de la même nature que aT x ≥ α

où l'arête f rempla
e l'arête f1 dans 
ette dernière. Puisque |E ′| = |E| − 1 < |E|,

nous savons, par l'hypothèse de ré
urren
e, que l'inégalité (5.40) est induite par une

partition Steiner. Soit (V ′
1 , . . . , V

′
p), p ≥ 3, 
ette partition Steiner de V ′

. Alors, il existe

un s
alaire β > 0 tel que

(5.41)







a(e) = β si e ∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p),

a(e) = 0 si e 6∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p),

α = β(p− 1).

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v2 ∈ V ′
1 . Considérons alors la

partition (V1, . . . , Vp) de V dé�nie de la manière suivante

V1 = V ′
1 ∪ {v0},

Vi = V ′
i pour i = 2, . . . , p.

Puisque r′(V ′
i ) = 1 pour tout i = 1, . . . , p, il est évident que la partition (V1, . . . , Vp) est

un partition Steiner de V . Soit x∗ ∈ F. D'après (5.41), δ(V1, . . . , Vp) = {e ∈ E | a(e) =

β}. Ainsi, nous obtenons
∑

e∈δ(V1,...,Vp)

βx∗(e) = β(p− 1).

Par 
onséquent,

∑

e∈δ(V1,...,Vp)

x∗(e) = p− 1,

et F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈δ(V1,...,Vp)

x(e) = p− 1}.

Étant donné que le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension, nous en dédui-

sons don
 que l'inégalité aT x ≥ α est, à un 
oe�
ient multipli
atif stri
tement positif,
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l'inégalité de partition Steiner x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1.

Cas 2 r(v0) = 1 et r(v1) = r(v2) = 1.

D'après le lemme 5.23.ii.a), nous avons a(f1) = a(f2) = δ. Par le théorème 5.24.ii.a),

l'inégalité

∑

e∈E′\{f}

a(e)x(e) + δx(f) ≥ α− δ (5.42)

dé�nit une fa
ette F′
de ESNDP(G′, r′). D'une manière similaire au 
as 1, nous pouvons

montrer que l'inégalité (5.42) est ni une 
ontrainte triviale, ni une 
ontrainte de 
oupe.

Ainsi, puisque |E ′| < |E|, la fa
ette F′
est dé�nie par une inégalité de partition Steiner.

Par 
onséquent, il existe une partition Steiner (V ′
1 , . . . , V

′
p), p ≥ 3, de V ′

et un s
alaire

β > 0 tels que

(5.43)







a(e) = β si e ∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p),

a(e) = 0 si e 6∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p),

α− δ = β(p− 1).

Nous distinguons alors deux 
as.

Cas 2.1 δ > 0. Alors, f ∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p) et δ = β. Considérons la partition (V1, . . . , Vp+1)

de V dé�nie 
omme suit

Vi = V ′
i pour i = 1, . . . , p,

Vp+1 = {v0}.

Puisque r′(V ′
i ) = 1 pour tout i = 1, . . . , p et r(v0) = 1, il est 
lair que (V1, . . . , Vp+1)

est une partition Steiner de V . De plus, δ(V1, . . . , Vp+1) = (δ(V ′
1 , . . . , V

′
p) \ {f}) ∪

{f1, f2}. Soit x∗ ∈ F. Étant donné que a(f1) = a(f2) = δ = β, et d'après (5.43),

δ(V1, . . . , Vp+1) = {e ∈ E | a(e) = β}, nous obtenons

∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

βx∗(e) = β(p− 1) + β

= βp.

Ainsi

∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

x∗(e) = p− 1.

Par 
onséquent, F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

x(e) = p}.

Puisque le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension, l'inégalité aT x ≥ α est
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l'inégalité de partition Steiner x(δ(V1, . . . , Vp+1)) ≥ p à un 
oe�
ient multipli
atif

stri
tement positif.

Cas 2.2 δ = 0. Alors, f 6∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p). Nous avons aussi a(f1) = a(f2) = a(f) = 0.

Sans perte de généralité, supposons que v1 et v2 appartiennent à V ′
1 et 
onsidérons la

partition (V1, . . . , Vp) dé�nie 
omme suit

V1 = V ′
1 ∪ {v0},

Vi = V ′
i pour i = 2, . . . , p,

Comme r′(V ′
i ) = 1 pour tout i = 1, . . . , p, la partition (V1, . . . , Vp) est une partition

Steiner de V . Par ailleurs, nous avons δ(V ′
1 , . . . , V

′
p) = δ(V1, . . . , Vp). Soit x∗ ∈ F.

D'après (5.43), nous avons δ(V1, . . . , Vp) = {e ∈ E | a(e) = β}. Ainsi,
∑

e∈δ(V1,...,Vp)

βx∗(e) = β(p− 1).

Ce qui nous donne

∑

e∈δ(V1,...,Vp)

x∗(e) = p− 1.

Il en résulte alors que F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈δ(V1,...,Vp)

x(e) = p− 1}.

Or le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension. De 
e fait, l'inégalité aT x ≥ α

est, à un 
oe�
ient multipli
atif stri
tement positif, l'inégalité de partition Steiner

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1.

Cas 3 r(v0) = 1, r(v1) = 1 et r(v2) = 0 (le 
as r(v0) = 1, r(v1) = 0 et r(v2) = 1

est similaire)

Par le lemme 5.23.ii.b), nous avons a(f1) ≥ a(f2). Et d'après le théorème 5.24.ii.b),

l'inégalité

∑

e∈E′\{f}

a(e)x(e) + a(f2)x(f) ≥ α− a(f1) (5.44)

dé�nit une fa
ette F′
de ESNDP(G′, r′). Comme nous l'avons vu pré
édemment, l'in-

égalité (5.44) est di�érente d'une inégalité triviale et d'une inégalité de 
oupe. Par

l'hypothèse de ré
urren
e, la fa
ette F′
est ainsi dé�nie par une inégalité de partition

Steiner. Soit (V ′
1 , . . . , V

′
p), p ≥ 3, la partition Steiner de V ′

induisant la fa
ette F′
.

Alors, il existe un s
alire β > 0 tel que

(5.45)







a(e) = β si e ∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p),

a(e) = 0 si e 6∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p),

α− a(f1) = β(p− 1).
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Nous 
onsidérons deux 
as suivant que l'arête f appartienne ou non à la partition

(V ′
1 , . . . , V

′
p).

Cas 3.1 Supposons que a(f) > 0, 
'est-à-dire que f ∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p). Ainsi, nous

avons a(f1) = a(f2) > 0. Supposons, sans perte de généralité, que v1 ∈ V ′
1 et v2 ∈ V ′

2 .

Considérons alors la partition (V1, . . . , Vp+1) de V dé�nie de la manière suivante

Vi = V ′
i pour i = 1, . . . , p,

Vp+1 = {v0}.

Étant donné que r′(V ′
i ) = 1 pour tout i = 1, . . . , p et r(v0) = 1, la partition (V1, . . . , Vp+1)

est une partition Steiner de V . De plus, nous avons δ(V1, . . . , Vp+1) = (δ(V ′
1 , . . . , V

′
p) \

{f})∪{f1, f2} et a(f1) = a(f2) = a(f) = β. Soit x∗ ∈ F. D'après (5.45), δ(V1, . . . , Vp+1) =

{e ∈ E | a(e) = β}. Nous obtenons don

∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

βx∗(e) = β(p− 1) + a(f1)

= β(p− 1) + β

= βp.

Ainsi

∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

x∗(e) = p.

Par 
onséquent, F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

x(e) = p}.

Puisque le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension, l'inégalité aT x ≥ α est

l'inégalité de partition Steiner x(δ(V1, . . . , Vp+1)) ≥ p à un 
oe�
ient multipli
atif

stri
tement positif

Cas 3.2 Supposons que a(f) = 0, 
'est-à-dire f 6∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p). Nous avons alors

a(f2) = 0. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v1 ∈ V ′
1 et v2 ∈ V ′

1 . Si

a(f1) = 0, 
onsidérons alors la partition (V1, . . . , Vp) suivante

V1 = V ′
1 ∪ {v0},

Vi = V ′
i pour i = 2, . . . , p.

Puisque r′(V ′
i ) = 1 pour tout i = 1, . . . , p, il est 
lair que (V1, . . . , Vp) est une partition

Steiner de V . De plus, nous avons δ(V ′
1 , . . . , V

′
p) = δ(V1, . . . , Vp). Soit x∗ ∈ F. D'après

(5.45), nous avons δ(V1, . . . , Vp) = {e ∈ E | a(e) = β}. Il en résulte don
 que

∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

βx∗(e) = β(p− 1) + a(f1)

= β(p− 1).
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Nous obtenons don


∑

e∈δ(V1,...,Vp)

x∗(e) = p− 1.

Ainsi F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈δ(V1,...,Vp)

x(e) = p− 1}.

Or le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension. Par 
onséquent, l'inégalité aT x ≥

α est, à un 
oe�
ient multipli
atif stri
tement positif, l'inégalité de partition Steiner

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1.

Supposons maintenant que a(f1) > 0. Alors, il existe une partition (W ′
1, W

′
2) de V ′

1

telle que [W ′
1, W

′
2] = {f}. En e�et, supposons le 
ontraire. D'après le théorème 5.4,

G(V ′
i ) est 
onnexe pour tout i = 1, . . . , p et nous avons |[W ′

1, W
′
2]| ≥ 1. Considérons

alors une 
haîne C dans G(V ′
i ) entre v1 et v2 telle que f n'appartienne pas à 
ette


haîne. Puisque C est 
ontenue dans l'ensemble d'arêtes induit par V ′
1 , nous avons

a(e) = 0 pour tout e ∈ C. Étant donné que F est une fa
ette non triviale, il existe un

sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E qui induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G tel que

xF ∈ F et f1 ∈ F . Posons F = (F \ {f1})∪ (C ∪ {f2}). Il n'est pas di�
ile de voir que

F induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Ainsi

∑

e∈E

a(e)xF (e) ≥ α.

Or

∑

e∈E

a(e)xF (e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(f1)x
F (f)

= α− a(f1).

Il en résulte alors que a(f1) = 0, une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, il existe une partition (W ′
1, W

′
2) de V ′

1 telle que [W ′
1, W

′
2] = {f}. Sans

perte de généralité, nous pouvons supposer que v1 ∈ W ′
1 et v2 ∈ W ′

2. Considérons la

partition (V1, . . . , Vp+1) dé�nie 
omme suit

V1 = W ′
1,

V2 = W ′
2 ∪ {v0},

Vi+1 = V ′
i pour i = 2, . . . , p.

Nous avons r(v1) = 1 et r(v0) = 1. Don
 r(V1) = r(V2) = 1. De plus, r′(V ′
i ) = 1 pour

tout i = 2, . . . , p. Ainsi, la partition (V1, . . . , Vp+1) est une partition Steiner de V . Par

ailleurs, nous avons δ(V1, . . . , Vp+1) = δ(V ′
1 , . . . , V

′
p) ∪ {f1}. Soit x∗ ∈ F. Nous avons

alors

∑

e∈δ(V ′

1
,...,V ′

p)

a(e)x∗(e) + a(f1)x
∗(f1) + a(f2)x

∗(f2) = α.
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D'après (5.45), nous avons δ(V ′
1 , . . . , V

′
p) = {e ∈ E | a(e) = β}. De plus, a(f2) = 0 et

a(f1) > 0. En posant a(f1) = β, nous obtenons

∑

e∈δ(V ′

1
,...,V ′

p)

βx∗(e) + βx∗(f1) =
∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

βx∗(e)

= α

= β(p− 1) + a(f1)

= β(p− 1) + β

= βp.

Par 
onséquent, F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈δ(V1,...,Vp+1)

x(e) = p}.

Et, 
omme le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension, 
e
i implique que l'in-

égalité aT x ≥ α est, à un 
oe�
ient multipli
atif stri
tement positif, l'inégalité de

partition Steiner x(δ(V1, . . . , Vp+1)) ≥ p.

Nous venons don
 de montrer que si la dernière opération de 
onstru
tion pour le

graphe G 
onsiste en l'ajout d'un sommet entre deux sommets dont un au moins doit

être de type de 
onnexité égal à 1 si 
elui du sommet ajouté vaut 1 (opération θ2), alors

toute fa
ette est dé�nie par une inégalité triviale, de 
oupe ou de partition Steiner.

Supposons à présent que la dernière opération dans la 
onstru
tion de G 
onsiste à

ajouter une arête g entre deux sommets de V (opération θ1). D'après le théorème 5.28,

l'inégalité

∑

e∈E\{g}

a(e)x(e) ≥ α

dé�nit une fa
ette de ESNDP(G \ {g}, r). De même que pré
édemment, 
ette inégalité

est di�érente d'une inégalité triviale et d'une inégalité de 
oupe. Par l'hypothèse de

ré
urren
e, elle est dé�nie par une partition Steiner. Soit (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, 
ette

partition Steiner de V . Alors, il existe un s
alaire β > 0 tel que







a(e) = β si e ∈ δG\g(V1, . . . , Vp),

a(e) = 0 si e 6∈ δG\g(V1, . . . , Vp),

α = β(p− 1).

En posant a(g) = β, il n'est pas di�
ile de voir que

F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) |
∑

e∈δ(V1,...,Vp)

x(e) = p− 1}.

Or le polytope ESNDP(G, r) est de pleine dimension. Ainsi, l'inégalité aT x ≥ α

est, à un 
oe�
ient multipli
atif stri
tement positif, l'inégalité de partition Steiner
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x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1. Ce qui termine la preuve de notre théorème. ✷

Comme 
onséquen
e immédiate du lemme 5.2 et du théorème 5.31, nous obtenons

une des
ription 
omplète du dominant du polytope des arbres Steiner quand le graphe

est série-parallèle et véri�e la propriéte P .

Corollaire 5.32 Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle 2-arête 
onnexe et S ⊆ V

un ensemble de terminaux. Si G véri�e la propriété P , alors le polyèdre DSTP(G, S)

est 
omplètement 
ara
térisé par les 
ontraintes de non-négativité, les 
ontraintes de


oupe et les 
ontraintes de partition Steiner. ✷

Dans la suite, nous allons nous intéresser au polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes

dans la 
lasse Ψ, qui est une sous-
lasse des graphes série-parallèles.

5.6.3 Graphes de la 
lasse Ψ

Dans 
ette se
tion, nous allons montrer que si le graphe est dans une 
on�guration

de trou-impair, alors le polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes est dé�ni par les


ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes de trou-impair (5.2).

Soit Gm = (Vm, Em) un graphe ayant une 
on�guration de trou-impair, ave
 m ≥ 3 un

entier impair, et

Vm = {u1, . . . , um, v1, . . . , vm},

Em = {(ui, vi), (ui, vi−1), (vi, vi−1); i = 1, . . . , m (mod m)},

rm(ui) = 1 pour i = 1, . . . , m,

rm(vi) = 1 pour i = 1, . . . , m,

où rm ∈ {0, 1}
Vm

est un ve
teur types de sommets. Dans un but de simpli�
ation des

é
ritures, nous adoptons les notations suivantes

e2i−1 = uivi−1,

e2i = uivi,

fi = vivi−1,

Ti = {e2i−1, e2i, fi}.

Avant de donner une des
ription 
omplète du polytope ESNDP(Gm, rm), nous énonçons

tout d'abord un lemme te
hnique.
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Lemme 5.33 Soient Gm = (Vm, Em) un graphe de la 
lasse Ψ et rm ∈ {0, 1}
Vm

un

ve
teur types de sommets. Soit

∑

e∈Et
m

a(e)x(e) ≥ α (5.46)

une inégalité di�érente d'une inégalité triviale et d'une inégalité de 
oupe. Si la 
ontrainte

(5.46) dé�nit une fa
ette de ESNDP(Gm, rm), alors

a(fi) = max{a(e2i−1), a(e2i)} pour tout i = 1, . . . , m.

Preuve. Posons

F = {x ∈ ESNDP(Gm, rm) |
∑

e∈Em

a(e)x(e) = α}.

Sans perte de généralité, nous povons supposer que a(e2i−1) ≤ a(e2i). Considérons un

entier i0 ∈ {1, . . . , m} . Puisque l'inégalité (5.46) est di�érente d'une inégalité de 
oupe,

il existe un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ Em tel que {e2i0−1, e2i0} ⊆ F . Si fi0 ∈ F , alors

les sous-ensembles d'arêtes F \ {e2i0−1}, F \ {e2i0}, F \ {fi0} induisent tous des sous-

graphes Steiner 
onnexes de Gm. Nous obtenons don
 a(e2i0−1) = a(e2i0) = a(fi0) = 0.

En e�et, posons par exemple F ′ = F \ {e2i0}. Nous avons

∑

e∈Em

a(e)xF ′

(e) =
∑

e∈Em

a(e)xF (e)− a(e2i0)x
F (e2i0)

= α− a(e2i0)

≥ α.

Puisque a(e2i0) ≥ 0, il en dé
oule que a(e2i0) = 0.

Supposons maintenant que fi0 6∈ F . Considérons alors le sous-ensemble d'arêtes F ′′ =

(F \ {e2i0}) ∪ {fi0}. Le sous-graphe induit par F ′′
est Steiner 
onnexe et

∑

e∈Em

a(e)xF ′′

(e) =
∑

e∈Em

a(e)xF (e)− a(e2i0)x
F (e2i0) + a(fi0)x

F (fi0)

= α− a(e2i0) + a(fi0)

≥ α.

Il en résulte don
 que a(fi0) ≥ a(e2i0). Or, par hypothèse, a(e2i0) ≥ a(e2i0−1). D'où

a(fi0) ≥ max{a(e2i0−1), a(e2i0)}. (5.47)

Puisque l'inégalité (5.46) est di�érente d'une inégalité triviale, il existe un sous-ensemble

d'arêtes F0 ⊆ Em tel que xF0 ∈ F et fi0 ∈ F0. Si e2i0−1 et e2i0 appartiennent à F0, alors
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nous avons déjà montré que a(e2i0−1) = a(e2i0) = a(fi0) = 0. Supposons alors que e2i0 ∈

F0 et e2i0−1 6∈ F0, et 
onsidérons le sous-ensemble d'arêtes F ′
0 = (F0 \ {fi0})∪ {e2i0−1}.

D'une manière similaire à 
i-dessus, nous pouvons montrer que a(e2i0−1) ≥ a(fi0). Par

l'inégalité (5.47), nous déduisons que a(e2i0) = a(e2i0−1) = a(fi0).

Si maintenant, e2i0 6∈ F0 et e2i0−1 ∈ F0. Alors, en 
onsidérant le sous-ensemble d'arêtes

F ′′
0 = (F \ {fi0}) ∪ {e2i0}, nous obtenons de même a(e2i0) ≥ a(fi0). D'après l'inégalité

(5.47), il résulte que a(e2i0) = a(fi0). Et ainsi, notre lemme est prouvé. ✷

Le théorème suivant nous donne une 
ara
térisation 
omplète du polytope des sous-

graphe Steiner 
onnexes dans la 
lasse des graphes ayant une 
on�guration de trou-

impair.

Théorème 5.34 Soient G = (V, E) un graphe ayant une 
on�guration de trou-impair

et r ∈ {0, 1}V un ve
teur types de sommets. Le polytope ESNDP(G, r) est alors 
omplè-

tement 
ara
térisé par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe, les 
ontraintes

de partition Steiner et les 
ontraintes de trou-impair (5.2).

Preuve. Soit

∑

e∈Em

a(e)x(e) ≥ α (5.48)

une inégalité di�érente d'une inégalité triviale et d'une inégalité de 
oupe. Suppo-

sons que 
ette 
ontrainte dé�nisse une fa
ette F de ESNDP(G, r). Montrons alors que

l'inégalité (5.48) est soit une 
ontrainte de partition Steiner, soit une 
ontrainte de

trou-impair (5.2). D'après les lemmes 5.2 et 5.3, nous avons a(e) ≥ 0 pout tout e ∈ E.

Assertion 5.34.1 Si a(e) > 0 pour tout e ∈ E, alors la fa
ette F est dé�nie par

l'inégalité de trou-impair (5.2).

Preuve. Considérons tout d'abord un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que xF ∈ F.

Nous allons montrer que F 
ontient deux arêtes pour (m − 2) sous-ensembles Ti et

exa
tement une arête pour les deux autres. Étant donné que r(ui) = 1, δ(ui) ∩ Ti 6= ∅

et δ(ui)∩ Tj = ∅ pour tout i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , m, j 6= i, F doit 
ontenir au moins

une arête parmi {e2i−1, e2i}. De plus, nous avons |F ∩ Ti| ≤ 2 pour tout i = 1, . . . , m.

En e�et, supposons qu'il existe i0 ∈ {1, . . . , m} tel que Ti0 = {e2i0−1, e2i0 , fi0} ⊆ F .

Alors, le sous-ensemble d'arêtes F0 = F \ {fi0} induit un sous-graphe Steiner 
onnexe
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de G. Ainsi,

∑

e∈E

a(e)xF0(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(fi0)x
F (fi0)

= α− a(fi0)

≥ α.

Ce
i implique que a(fi0) = 0, une 
ontradi
tion.

Par ailleurs, il existe un sous-ensemble Ti1 , i1 ∈ {1, . . . , m} tel que |F ∩ Ti1 | = 1.

Supposons le 
ontraire. Alors, à la lumière de 
e que nous venons de voir, |F ∩Ti| = 2,

pour tout i ∈ {1, . . . , m} \ {i1}. Il n'est don
 pas di�
ile de voir que, dans 
e 
as, le

graphe G(F ) 
ontient un 
y
le. Considérons alors le sous-ensemble Fe = F \ {e}, où e

est une arête quel
onque de 
e 
y
le. Le sous-graphe induit par Fe est Steiner 
onnexe.

Par 
onséquent a(e) = 0, une 
ontradi
tion.

Supposons que le sous-ensemble Ti1 est unique, 
'est-à-dire |F ∩ Ti| = 2 pour tout

i ∈ {1, . . . , m}\{i1}. Nous avons don
 |F ∩{e2i1−1, e2i1}| = 1. Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que e2i1 ∈ F . Par hypothèse, |F ∩ Ti1−1| = 2. Si fi1−1 ∈ F et

e2(i1−1)−1 ∈ F , alors F \ {fi1−1} induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Ainsi,

a(fi1−1) = 0, une 
ontradi
tion. Si fi1−1 ∈ F et e2(i1−1) ∈ F , alors 
onsidérons le sous-

ensemble d'arêtes F1 = (F \ {e2(i1−1), fi1−1}) ∪ {e2(i1−1)−1}. Le sous-graphe induit par

F1 est Steiner 
onnexe et

∑

e∈E

a(e)xF1(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(e2(i1−1))x
F (e2(i1−1))− a(fi1−1)x

F (fi1−1)

+a(e2(i1−1)−1)x
F1(e2(i1−1)−1)

= α− a(e2(i1−1))− a(fi1−1) + a(e2(i1−1)−1)

≥ α.

Ce
i implique que a(fi1−1) ≤ a(e2(i1−1)−1) − a(e2(i1−1)). Puisque a(e) > 0 pour tout

e ∈ E, a(fi1−1) < a(e2(i1−1)−1), nous obtenons une 
ontradi
tion ave
 le lemme 5.33.

Supposons maintenant que {e2(i1−1)−1, e2(i1−1)} ⊆ F . Alors, le sous-graphe induit par

F \{e2(i1−1)} est un sous-graphe Steiner 
onnexe. De même que pré
édemment, nous en

déduisons que a(e2(i1−1)) = 0. Par 
onséquent, il existe au moins deux sous-ensembles

parmi les m sous-ensembles Ti, i = 1, . . . , m qui ne possèdent qu'une seule arête dans

F . Montrons alors qu'il ne peut pas en exister plus de deux.

Pour 
ela, supposons que F 
ontient une seule arête pour les trois sous-ensembles Ti1 ,

Ti2 et Ti3 , i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , m}. Ces trois arêtes sont di�érentes de fi1 , fi2 et fi3 .

Ainsi, il existe une 
oupe δ(W ) telle que |W ∩ {ui1, ui2, ui3}| = 2 et δ(W )∩F 6= ∅. Par


onséquent, le sous-graphe G(F ) n'est pas Steiner 
onnexe. De 
e fait, F 
ontient une
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arête pour exa
tement deux sous-ensembles Ti et deux arêtes pour les (m− 2) autres.

D'où

|F | = 2(m− 2) + 2

= 2(m− 1).

Finalement, nous obtenons

F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(E) = 2(m− 1)}.

Ce
i implique que F est la fa
ette dé�nie par l'inégalité de trou-impair (5.2). ✷

À présent, supposons qu'il existe des arêtes de E ayant un 
oe�
ient nul dans l'inéga-

lité (5.48). Considérons alors les p 
omposantes 
onnexes G(V1), . . . , G(Vp) du graphe

G \ {e ∈ E | a(e) > 0}. Les sous-ensembles de sommets Vi forment une partition

(V1, . . . , Vp) de V . Nous avons ainsi

a(e) > 0 pour tout e ∈ δ(V1, . . . , Vp).

Assertion 5.34.2 Si r(Vi) = 1, pour i = 1, . . . , p, alors la fa
ette F est dé�nie par

l'inégalité de partition Steiner x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1.

Preuve. Supposons que r(Vi) = 1, pour i = 1, . . . , p. Alors, il est évident que (V1, . . . , Vp)

est une partition Steiner de V . Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes qui induit un

sous-graphe Steiner 
onnexe de G et tel que xF ∈ F. Supposons que |F∩δ(V1, . . . , Vp)| >

p− 1. Considérons le sous-ensemble d'arêtes F ′ = F ∪ {e ∈ E | a(e) = 0}. Il n'est pas

di�
ile de voir que xF ′

∈ F et

|F ′ ∩ δ(V1, . . . , Vp)| = |F ∩ δ(V1, . . . , Vp)| > p− 1.

Soient G̃m le graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant les sous-ensembles Vi, i =

1, . . . , p, et F̃ ′
la restri
tion de F ′

dans G̃m. Étant donné que |F
′∩δ(V1, . . . , Vp)| > p−1,

nous avons également |F̃ ′ ∩ δ(V1, . . . , Vp)| > p − 1. De 
e fait, dans le sous-graphe de

G̃m induit par F̃ ′
, il existe un 
y
le. Soient e0 une arête de 
e 
y
le et F ′

0 = F ′ \ {e0}.

Puisque e0 ∈ δ(V1, . . . , Vp), nous avons a(e0) > 0. Le sous-ensemble d'arêtes F ′
0 induit

un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Par 
onséquent, a(e0) = 0, une 
ontradi
tion.

Ainsi, |F ∩ δ(V1, . . . , Vp)| ≤ p − 1. De plus, puisque F induit un sous-graphe Steiner


onnexe de G et r(Vi) = 1 pour tout i = 1, . . . , p, nous avons |F ∩δ(V1, . . . , Vp)| ≥ p−1.

D'où, |F ∩ δ(V1, . . . , Vp)| = p− 1 et

F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(δ(V1, . . . , Vp)) = p− 1}.
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Il en résulte don
 que F est la fa
ette dé�nie par l'inégalité x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1.✷

Maintenant, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, qu'il existe un entier

q, 1 ≤ q < p tel que

r(Vi) =







1 pour i = 1, . . . , q,

0 pour i = q + 1, . . . , p.

Puisque les graphes que nous 
onsidérons 
ontiennent au moins deux sommets ayant

un type de 
onnexité égal à rmax = 1, nous faisons remarquer qu'un tel entier q ≥ 1

existe. Par ailleurs, nous avons

p− q ≤ m.

En e�et, le graphe G 
ontient m sommets ayant un type de 
onnexité nul. Ainsi, il

existe au plus m sous-ensembles Vi tels que r(Vi) = 0.

Assertion 5.34.3 Si p− q = m, alors la fa
ette F est dé�nie par l'inégalité de trou-

impair (5.2).

Preuve. Si p− q = m, alors les sous-ensembles Vi, i = q + 1, . . . , p 
orrespondent aux

sommets vi, i = 1, . . . , m. Don
 E = δ(V1, . . . , Vp). Par ailleurs, nous avons a(e) > 0

pour tout e ∈ δ(V1, . . . , Vp). Ainsi, a(e) > 0 pour tout e ∈ E et par l'assertion 5.34.1,

l'inégalité (5.48) n'est rien d'autre que l'inégalité de trou-impair (5.2). ✷

Supposons maintenant que 0 < p − q < m. Nous allons, tout d'abord, énon
er deux

assertions qui 
on
ernent la stru
tures des sous-ensembles Vi.

Assertion 5.34.4 Les sous-graphes G(Vi), pour i = 1, . . . , q, sont Steiner 2-arête


onnexes.

Preuve. Supposons qu'il existe un sous-ensemble Vi0 , i0 ∈ {1, . . . , p} tel que le sous-

graphe G(Vi0) ne soit pas Steiner 2-arête 
onnexe. Puisque G(Vi0) est 
onnexe, nous

pouvons supposer qu'il existe ainsi une partition (V 1
i0
, V 2

i0
) de Vi0 telle que r(V 1

i0
) =

r(V 2
i0
) = 1 et [V 1

i0
, V 2

i0
] = {g}. Étant donné que g 6∈ δ(V1, . . . , Vp), nous avons a(g) =

0. Comme l'inégalité (5.48) est di�érente d'une 
ontrainte triviale, il existe un sous-

ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que g 6∈ F et xF ∈ F. Le sous-graphe de G induit par

F est Steiner 
onnexe. Ainsi, il existe une 
haîne C ⊆ F telle que C ∩ δ(V j
i0
) 6= ∅,
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j = 1, 2. Posons C ∩ δ(V 1
i0
) = {e1}. Nous avons a(e1) > 0 
ar e1 ∈ δ(V 1

i0
) et a(e) > 0

pour tout e ∈ δ(V1, . . . , Vp). Considérons alors le sous-ensemble d'arêtes F1 ⊆ E tel que

F1 = (F \ {e1}) ∪ {e ∈ E | a(e) = 0}. Le sous-graphe de G induit par F1 est Steiner


onnexe. Ainsi

∑

e∈E

a(e)xF1(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(e1)x
F (e1)

= α− a(e1)

≥ α.

Il en résulte alors que a(e1) = 0, une 
ontradi
tion. ✷

Assertion 5.34.5 Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes tel que xF ∈ F. Alors le

sous-graphe induit par F ∩ E(Vi) est Steiner 
onnexe, pour tout i = 1, . . . , q.

Preuve. Supposons qu'il existe un sous-ensemble Vi0, i0 ∈ {1, . . . , q}, de la partition

(V1, . . . , Vp) tel que le sous-graphe induit par F ∩ E(Vi0) ne soit pas Steiner 
onnexe.

Soient ui1 et ui2 deux sommets de type 1 appartenant à Vi0 et qui ne sont pas adja
ents

dans le sous-graphe induit par F ∩E(Vi0), où i1, i2 ∈ {1, . . . , m}, i1 6= i2. Il est 
lair que


es deux sommets existent. En e�et, dans le 
as 
ontraire, le sous-graphe induit par

F ∩ E(Vi0) serait Steiner 
onnexe. Puisque F induit un sous-graphe Steiner 
onnexe

de G, il existe une 
haîne C ⊆ F reliant ui1 et ui2 telle que C ∩ δ(V1, . . . , Vp) 6= ∅. Soit

e0 une arête quel
onque de C ∩ δ(V1, . . . , Vp). Nous avons don
 a(e0) > 0. Considérons

alors le sous-ensemble d'arêtes F0 ∈ E dé�ni 
omme suit

F ′ = (F \ {e0}) ∪ {e ∈ E(Vi0)}.

Étant donné que, d'après l'assertion 5.34.4, le sous-graphe G(Vi0) est Steiner 2-arête


onnexe, il n'est pas di�
ile de voir que le sous-graphe de G induit par F ′
est Steiner


onnexe. Ainsi, nous obtenons

a(e0) ≤
∑

e∈F ′\F

a(e).

Or F ′ \ F ⊆ E(Vi0) et don
 a(e) = 0 pour tout e ∈ F ′ \ F . Par 
onséquent, nous en

déduisons a(e0) ≤ 0, 
e qui 
ontredit le fait que a(e0) > 0. ✷

Nous allons maintenant montrer que les sous-ensembles Vi, de type de 
onnexité nul,

sont des singletons.

Assertion 5.34.6 |Vi| = 1 pour i = q + 1, . . . , p.
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Preuve. Supposons qu'il existe i0 ∈ {q+1, . . . , p} tel que |Vi0 | ≥ 2. Puisque r(Vi0) = 0

et G(Vi0) est 
onnexe, nous avons {vj−1, vj} ⊆ Vi0 , où j ∈ {1, . . . , m}. Ainsi fj =

vjvj−1 ∈ E(Vi0). Don
 a(fj) = 0. Or uj 6∈ Vi0 . Sinon, nous aurions r(Vi0) = 1. Par 
onsé-

quent, les arêtes e2j−1 et e2j appartiennent à δ(Vi0). D'où a(e2j−1) > 0 et a(e2j) > 0.

Ainsi, a(fj) < max{a(e2j−1), a(e2j)}, 
e qui 
ontredit le lemme 5.33. ✷

Dans la suite de la démonstration, nous allons 
onstruire, à partir de la partition

π = (V1, . . . , Vp) de V , une partition π′ = (V ′
1 , . . . , V

′
p′), p′ ≤ q, de V , et montrer que

F ⊆ {x ∈ ESNDP(G, r) | x(δ(V ′
1 , . . . , Vp′)) = p′ − 1}.

Pour 
ela, nous allons par
ourir le 
y
le 
omposé des m sommets v1, . . . , vm, en partant

de v1. Pour 
ha
un de 
es sommets 
orrespondant à un sous-ensemble Vi, i = q+1, . . . , p,

de la partition (V1, . . . , Vp), nous allons l'asso
ier à un sous-ensemble Vj , j = 1, . . . , q

de 
ette partition. Ainsi, à la �n de 
e par
ours, 
'est-à-dire une fois le sommet vm

traité, nous aurons obtenu une partition Steiner π′
.

Considérons alors un sommet vi0 , i0 ∈ {1, . . . , m}, tel que Vi = {vi0} où i ∈ {q +

1, . . . , p}. D'après l'assertion 5.34.6 et puisque q < p, nous savons qu'un tel sommet

existe. De plus, nous avons a(e) > 0 pour tout e ∈ δ(V1, . . . , Vp). Par 
onséquent,

a(fi0) > 0, a(e2i0
) > 0, a(e2i0

+1) > 0 et a(fi0+1) > 0.

De manière à pla
er le sommet vi0 dans un sous-ensemble Vj ave
 j ∈ {1, . . . , q},

nous sommes amenés à 
onsidérer quatre 
as. Pour les di�érentes �gures illustrant 
es


as, nous adopterons les 
onventions suivantes

- un trait gras pour une arête e ∈ E telle que a(e) > 0,

- un trait pointillé pour une arête e ∈ E telle que a(e) = 0,

- un trait plein pour une arête e ∈ E dont le 
oe�
ient a(e) n'est pas spé
i�é,

- un 
er
le noir pour un sommet u ∈ V tel que r(u) = 1,

- un 
er
le blan
 pour un sommet v ∈ V tel que r(v) = 0.

Cas 1. a(e2i0+2) = 0.

Dans 
e 
as, il existe t ∈ {1, . . . , q} tel que e2i0+2 ∈ E(Vt), 
'est-à-dire {ui0+1, vi0+1} ⊆ Vt

(voir �gure 5.14).

D'après l'assertion 5.34.4, le sous-graphe G(Vt) est Steiner 2-arête 
onnexe. Par 
onsé-

quent, ui0+2 6∈ Vt et ainsi a(e2i0+3) > 0. Par le lemme 5.33, nous en déduisons a(fi0+2) >

0. D'où, Vt = {ui0+1, vi0+1}. Posons alors

V ′
t = Vt ∪ Vi

= {ui0+1, vi0, vi0+1}.
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Fig 5.14 - Cas 1

Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes induisant un sous-graphe Steiner 
onnexe de

G tel que xF ∈ F. Si a(e2i0+4) > 0, alors nous avons Vs1
= {ui0+2} et vi0+2 ∈ Vs2

,

où s1, s2 ∈ {1, . . . , q}. Il est trivial de voir que |F ∩ [V ′
t , Vsi

]| ≤ 1 pour i = 1, 2. Si

a(e2i0+4) = 0 alors nous avons {ui0+2, vi0+2} ∈ Vs où s ∈ {1, . . . , q}. Supposons que

|F ∩ [V ′
t , Vs]| = 2. Il n'est pas di�
ile de voir que l'arête e2i0+4 6∈ F . Considérons alors

F
′
= (F \ {e2i0+3}∪ {e2i0+4}. Le sous-graphe de G induit par F

′
est Steiner 
onnexe et

∑

e∈E

a(e)xF
′

(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(e2i0+3)x
F (e2i0+3) + a(e2i0+4)x

F
′

(e2i0+4)

= α− a(e2i0+3)

≥ α.

Il en résulte alors que a(e2i0+3) = 0, une 
ontradi
tion ave
 le fait que a(e2i0+3) > 0.

Ainsi |F ∩ [V ′
t , Vs]| ≤ 1.

Cas 2. a(e2i0+2) > 0, a(e2i0+3) > 0.

D'après le lemme 5.33, nous avons a(fi0 + 2) > 0. Alors, il existe t ∈ {1, . . . , q} tel que

Vt = {Ui0+1} et j ∈ {q + 1, . . . , p} tel que Vj = {vi0+1} (voir �gure 5.15).

Posons alors

V ′
t = Vt ∪ Vi ∪ Vj

= {ui0+1, vi0, vi0+1}.

De même que pour le 
as 1, nous pouvons 
onsidérer un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E

tel que xF ∈ F. Si a(e2i0+4) > 0, alors |F ∩ [V ′
t , Vsi

]| ≤ 1 pour i = 1, 2 où Vs1
= {ui0+2}

et vi0+2 ∈ Vs2
, s1, s2 ∈ {1, . . . , q}. Et si a(e2i0+4) = 0, nous avons |F ∩ [V ′

t , Vs]| ≤ 1 où

{ui0+2, vi0+2} ∈ Vs, s ∈ {1, . . . , q}.

Cas 3. a(e2i0+2) > 0, a(e2i0+3) = 0, a(fi0+2) > 0.
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Fig 5.15 - Cas 2

D'après le lemme 5.33, nous avons a(e2i0+4) > 0. Par 
onséquent, il existe s, t ∈

{1, . . . , q} tels que Vt = {ui0+1} et Vs = {ui0+2, vi0+1} (voir �gure 5.16).
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Fig 5.16 - Cas 3

Montrons que dans 
e 
as, a(e2i0+2) > a(e2i0+1). Étant donné que l'inégalité (5.48) est

di�érente d'une 
ontrainte triviale, il existe un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que

xF ∈ F et e2i0+3 6∈ F . Nous pouvons 
hoisir F de telle sorte que |F ∩ {e2i0−1, e2i0}|

soit maximum. Puisque r(ui0+2) = 1, nous avons e2i0+4 ∈ F . De plus fi0+2 6∈ F . En

e�et, supposons au 
ontraire que fi0+2 ∈ F . Alors, le sous-graphe de G induit par

F ′ = (F \ {fi0+2}) ∪ {e2i0+3} est Steiner 
onnexe et

∑

e∈E

a(e)xF ′

(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(fi0+2)x
F (fi0+2) + a(e2i0+3)x

F ′

(e2i0+3)

= α− a(fi0+2)

≥ α.

Ainsi, nous avons a(fi0+2) = 0, 
e qui 
ontredit nos hypothèses. D'où fi0+2 6∈ F . De 
e

fait, e2i0+1 ∈ F . En e�et, si 
e n'est pas la 
as, pour que le sous-graphe induit par F soit
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Steiner 
onnexe, il faut que e2i0+2 ∈ F et fi0+1 ∈ F . Posons F ′′ = (F \{e2i0+2, fi0+1})∪

{e2i0+1}. Il n'est pas di�
ile de voir que le sous-graphe de G est Steiner 
onnexe, et

∑

e∈E

a(e)xF ′′

(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(e2i0+2)x
F (e2i0+2)− a(fi0+1)x

F (fi0+1)

+a(e2i0+1)x
F ′′

(e2i0+1)

= α− a(e2i0+2)− a(fi0+1) + a(e2i0+1)

≥ α.

Il en résulte alors que a(fi0+1)+a(e2i0+2) ≤ a(e2i0+1). Or a(e2i0+2) > 0. Par 
onséquent,

a(fi0+1) < a(e2i0+1), 
e qui 
ontredit le lemme 5.33.

Puisque e2i0+3 6∈ F , fi0+2 6∈ F et e2i0+1 ∈ F , nous en déduisons que F ∩{e2i0+2, fi0+1} =

∅. Ainsi, {e2i0−1, e2i0} ⊆ F . En e�et, si 
e n'est pas le 
as, alors fi0 ∈ F , de telle

manière que le sous-graphe induit par F soit Steiner 
onnexe. Sans perte de généralité,

supposons que e2i0 ∈ F et e2i0−1 6∈ F . Soit F1 = (F \{fi0})∪{e2i0−1}. Le sous-ensemble

d'arêtes F1 induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G et

∑

e∈E

a(e)xF1(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(fi0)x
F (fi0) + a(e2i0−1)x

F1(e2i0−1)

= α− a(fi0) + a(e2i0−1)

≥ α.

Par le lemme 5.33, nous obtenons ainsi a(e2i0−1) = a(fi0) et xF1 ∈ F. Ce
i 
ontredit

ainsi le fait que |F ∩ {e2i0−1, e2i0}| soit maximum. Considérons alors le sous-ensemble

d'arêtes

F2 = (F \ {e2i0 , e2i0+1}) ∪ {e2i0+2, e2i0+3}.

Il est 
lair que le sous-graphe de G induit par F2 est Steiner 
onnexe. Comme 
onsé-

quen
e, nous avons

a(e2i0) + a(e2i0+1) ≤ a(e2i0+2) + a(e2i0+3).

Puisque a(e2i0+3) = 0 et a(e2i0) > 0, nous obtenons

a(e2i0+1) < a(e2i0+2). (5.49)

Posons alors

V ′
t = Vt ∪ Vi

= {ui0+1, vi0}.

Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes tel que xF ∈ F. Alors |F ∩ {e2i0+2, fi0+1}| ≤ 1.

En e�et, supposons le 
ontraire. Il est alors évident que e2i0+1 6∈ F . Considérons le
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sous-ensemble d'arêtes F
′
= (F \ {e2i0+2}) ∪ {e2i0+1}. Le sous-graphe de G induit par

F
′
est Steiner 
onnexe et

∑

e∈E

a(e)xF
′

(e) =
∑

e∈E

a(e)xF (e)− a(e2i0+2)x
F (e2i0+2) + a(e2i0+1)x

F
′

(e2i0+1)

= α− a(e2i0+2) + a(e2i0+1)

≥ α.

Ce
i implique que a(e2i0+1) ≥ a(e2i0+2). Et nous obtenons une 
ontradi
tion ave
 l'in-

égalité (5.49). D'où |F ∩ {e2i0+2, fi0+1}| ≤ 1.

Cas 4. a(e2i0+2) > 0, a(e2i0+3) = 0, a(fi0+2) = 0.

D'après le lemme 5.33, nous avons a(e2i0+4) = 0. Ainsi, il existe s, t ∈ {1, . . . , q} tels

que Vt = {ui0+1} et {ui0+2, vi0+1, vi0+2} ⊆ Vs (voir �gure 5.17).
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Fig 5.17 - Cas 4

Nous avons alors

a(e2i0+1) ≤ a(e2i0+2). (5.50)

Étant donné que l'inégalité (5.48) est di�érente d'une 
ontrainte triviale, il existe un

sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que xF ∈ F et e2i0+2 6∈ F . Nous pouvons 
hoisir F

de telle sorte que |F ∩{e2i0−1, e2i0}| soit maximum. Puisque e2i0+2 6∈ F et r(ui0+1) = 1,

nous avons e2i0+1 ∈ F .

Supposons que fi0+1 6∈ F . Nous avons alors {e2i0−1, e2i0} ⊆ F . En e�et, si 
e n'est

pas le 
as, il faut que fi0 et une arête parmi {e2i0−1, e2i0} appartiennent à F pour que

le sous-graphe induit par F soit Steiner 
onnexe. Sans perte de généralité, supposons

que e2i0 ∈ F . Soit F ′ = (F \ {fi0}) ∪ {e2i0−1}. Il est 
lair que le sous-graphe induit

par F ′
est Steiner 
onnexe. D'où, a(e2i0−1) ≥ a(fi0). Et d'après le lemme 5.33, nous
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en déduisons que a(e2i0−1) = a(fi0) et xF ′

∈ F. Mais nous obtenons une 
ontradi
tion

ave
 le fait que |F ∩ {e2i0−1, e2i0}| soit maximum. Considérons alors le sous-ensemble

d'arêtes F ′′ = (F \ {e2i0 , e2i0+1}) ∪ {e2i0+2, e2i0+3} Le sous-graphe induit par F ′′
est

Steiner 
onnexe. Ainsi, nous avons

a(e2i0+2) + a(e2i0+3) ≥ a(e2i0) + a(e2i0+1).

Or a(e2i0+3) = 0 et a(e2i0) > 0. Don
 a(e2i0+2) > a(e2i0+1).

Si maintenant fi0+1 ∈ F , alors le sous-graphe induit par (F \ {fi0+1}) ∪ {e2i0+2} est

Steiner 
onnexe. D'où a(e2i0+2) ≥ a(fi0+1). Et par le lemme 5.33, a(e2i0+2) ≥ a(e2i0+1).

Pour asso
ier vi0 à un sous-ensemble de la partition 
ontenant un sommet de type

de 
onnexité égal à un, deux 
as se présentent alors, suivant que l'inégalité (5.50) est

stri
te ou pas.

Cas 4.1 a(e2i0+2) = a(e2i0+1).

Posons alors

V ′
t = Vt ∪ Vi ∪ Vs

= Vs ∪ {ui0+1, vi0}.

Soit F ⊆ E un sous-ensemble d'arêtes tel que xF ∈ F. Alors le sous-graphe induit par

F ∩E(V ′
t ) est Steiner 
onnexe. Tous d'abord, d'après l'assertion 5.34.5, le sous-graphe

induit par F ∩ E(Vs) est Steiner 
onnexe. Montrons don
 que, dans 
e sous-graphe, il

existe un 
hemin de ui0+1 à ui0+2. Supposons au 
ontraire qu'il n'en existe pas. Alors

F ∩ {e2i0+2, fi0+1} = ∅. En e�et, si |F ∩ {e2i0+2, fi0+1}| = 2, alors e2i0+1 6∈ F et le sous-

graphe induit par (F \{e2i0+2, fi0+1})∪{e2i0+1} est Steiner 
onnexe. Nous en déduisons

que a(e2i0+1) ≥ a(e2i0+2) + a(fi0+1). Or a(fi0+1) > 0. D'où a(e2i0+1) > a(e2i0+2), une


ontradi
tion ave
 notre hypothèse.

Supposons maintenant que |F ∩{e2i0+2, fi0+1}| = 1. Si fi0+1 ∈ F (le raisonnement pour

e2i0+2 ∈ F est similaire), alors puisqu'il n'existe pas de 
hemin dans le sous-graphe

induit par F entre ui0+1 à ui0+2, nous avons F ∩ {e2i0+3, fi0+2} = ∅. Ainsi, F \ {fi0+1}

induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Par 
onséquent, a(fi0+1) = 0, une 
ontra-

di
tion. Finalement, nous avons bien F ∩{e2i0+2, fi0+1} = ∅. Puisque r(ui0+1) = 1, nous

obtenons e2i0+1 ∈ F .

Étant donné que le sous-graphe induit par F est Steiner 
onnexe, nous avons |F ∩

{e2i0−1, e2i0 , fi0}| = 2. Supposons que e2i0−1 ∈ F . Sans perte de généralité, nous pou-

vons supposer que e2i0 ∈ F et fi0 6∈ F . Considérons alors le sous-ensemble d'arêtes

F
′
= (F \ {e2i0 , e2i0+1}) ∪ {e2i0+2, e2i0+3}. Le sous-graphe induit par F

′
étant Steiner


onnexe, il en résulte que

a(e2i0+2) + a(e2i0+3) ≥ a(e2i0) + a(e2i0+1).
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Or a(e2i0+3) = 0 et a(e2i0) > 0. Par 
onséquent, a(e2i0+2) > a(e2i0+1), 
e qui 
ontredit

le fait que a(e2i0+2) = a(e2i0+1).

Si e2i0−1 6∈ F , alors le sous-graphe induit par (F \{e2i0, fi0})∪{e2i0+2, e2i0+3} est Steiner


onnexe. Ainsi, nous obtenons

a(e2i0+2) + a(e2i0+3) ≥ a(fi0) + a(e2i0+1).

Puisque a(e2i0+3) = 0 et a(fi0) > 0, nous en déduisons que a(e2i0+2) > a(e2i0+1). Nous

obtenons à nouveau une 
ontradi
tion. Ainsi, le sous-graphe induit par F ∩ E(V ′
t ) est

Steiner 
onnexe.

Cas 4.2 a(e2i0+2) > a(e2i0+1).

Posons alors

V ′
t = Vt ∪ Vi

= {ui0+1, vi0}.

Considérons un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que xF ∈ F. Nous avons don


|F ∩ {e2i0+2, fi0+1}| ≤ 1. Supposons au 
ontraire que |F ∩ {e2i0+2, fi0+1}| = 2. Alors,

il est fa
ile de voir que e2i0−1 6∈ F . Considérons le sous-ensemble d'arêtes F
′
= (F \

{e2i0+2}) ∪ {e2i0+1} qui induit un sous-graphe Steiner 
onnexe de G. Nous avons don


a(e2i0+1) ≥ a(e2i0+2), 
e qui 
ontredit notre hypothèse. Don


|F ∩ {e2i0+2, fi0+1}| ≤ 1.

Les quatre 
as que nous venons de voir représentent bien toutes les 
on�gurations dans

lesquelles peut se trouver un sous-ensemble Vi = {vi0}, i = q + 1, . . . , p, i0 = 1, . . . , m.

Soit π′ = (V ′
1 , . . . , V

′
p′), p′ ≤ q, la partition obtenue à partir de la partition π en

traitant un à un les sous-ensembles Vi, i = q + 1, . . . , p. Nous remarquons que, dans la


on�guration du 
as 2, deux sous-ensembles Vi1 et Vi2 , i1, i2 ∈ {q+1, . . . , p} sont traités

simultanément. Au vue des opérations de 
onstru
tion de la partition π′
, il est 
lair

que 
ette dernière est une partition Steiner de V . En e�et, dans tous les 
as, le sous-

ensemble Vi, i = q+1, . . . , p, est asso
ié à un sous-ensemble Vt, t = 1, . . . , q. Considérons

un sous-ensemble d'arêtes F ′ ⊆ E tel que xF ′

∈ F. D'après les raisonnenemnts e�e
tués

dans les quatres 
as, la partition π′
a les propriétés suivantes.

- le sous-graphe induit par F ′ ∩E(V ′
i ) est Steiner 
onnexe, pour tout i = 1, . . . , p′,

et

- |F ′ ∩ [V ′
i , V

′
j ]| ≤ 1 pour tout i, j ∈ {1, . . . , p′}, i 6= j.
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Par 
onséquent, |F ′ ∩ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)| = p′ − 1. De 
e fait, nous obtenons

F ⊆ F′ = {x ∈ ESNDP(G, r) | x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) = p′ − 1}.

En 
onsidérant E \ {e}, où e ∈ δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′), il n'est pas di�
ile de voir que F′ 6=

ESNDP(G, r). Étant donné que F est une fa
ette de ESNDP(G, r), nous avons F = F′
et

ainsi, l'inégalité (5.48) 
orrespond à la 
ontrainte de partition Steiner x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p′)) ≥

p′ − 1. Et notre théorème est prouvé. ✷

Le 
orollaire suivant donne une des
ription 
omplète du dominant du polytope des

sous-graphes Steiner 
onnexes dans la 
lasse Ψ.

Corollaire 5.35 Soient G = (V, E) un graphe de la 
lasse Ψ et S ⊆ V un en-

semble de terminaux. Alors le polyèdre DSTP(G, S) est 
omplètement 
ara
térisé par

les 
ontraintes de non-négativité, les 
ontraintes de 
oupe, les 
ontraintes de partition

Steiner et la 
ontrainte de trou-impair (5.2).

Preuve. Immédiate à partir du lemme 5.2 et du théorème 5.34. ✷

5.7 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons étudié le polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes,

ainsi que le dominant du polytope des arbres Steiner. Nous avons tout d'abord intro-

duit une nouvelle 
lasse d'inégalités, les inégalités de partition Steiner généralisée, qui

généralisent de nombreuses inégalités 
onnues dans la littératures. Par la suite, nous

nous sommes intéressés à la 
omplexité du problème de séparation de 
es 
ontraintes.

Puis nous avons donné des 
onditions pour qu'elles dé�nissent des fa
ettes. Nous avons

également dé
rit des pro
édures de 
onstru
tion de fa
ettes aussi bien pour le polytope

des sous-graphes Steiner 
onnexes que pour le dominant du polytope des arbres Stei-

ner. Ces pro
édures nous ont permis, d'une part, de donner un 
ontre-exemple à une


onje
ture de Chopra et Rao. D'autre part, elles nous ont permis de 
ara
tériser 
es

deux polyèdres dans la 
lasse des graphes série-parallèles véri�ant la propriété P ainsi

que dans la 
lasse Ψ.

Comme nous l'avons vu dans la se
tion 5.4, le dominant du polytope des arbres Stei-

ner peut avoir, dans la 
lasse des 2-arbres, des fa
ettes dé�nies par des inégalités de

partition Steiner (5.1) et des inégalités de trou-impair (5.2). De plus, nous pouvons
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remarquer que les inégalités de partition Steiner généralisée qui ont pu être identi�ées

dans la 
lasse des 2-arbres sont toutes produites par des graphes 
ontra
tibles à des

graphes de la 
lasse Ψ. À la vue de 
ette étude et des résultats pré
édents, nous donnons

la 
onje
ture suivante.

Conje
ture 5.1 Soient G = (V, E) un graphe série-parallèle et S ⊆ V un ensemble

de terminaux. Si G est non 
ontra
tible à un graphe de la 
lasse Ψ, alors le polyèdre

DSTP(G, S) est 
onplètement 
ara
térisé par les 
ontraintes de non-négativité et les


ontraintes de partition Steiner.

D'après le lemme 5.2, une telle 
onje
ture peut également être donnée pour le poly-

tope des sous-graphes Steiner 
onnexes dans la 
lasse des graphes séries-parallèles non


ontra
tibles à des graphes de la 
lasse Ψ.

D'une manière tout à fait similaire, les inégalités de partition Steiner généralisée (5.10)

peuvent être étendues au 
as orienté. Étant donnés un graphe orinté D = (V, A), un

ve
teur types de sommets r ∈ {0, 1}V et un sommet s ∈ V tel que r(s) = 1, une

arbores
en
e Steiner T ⊆ A de ra
ine s est une arbores
en
e 
ouvrant l'ensemble des

sommets de type 1, telle que s ne soit l'extrémité terminale d'au
un ar
 de T et 
haque

sommet de V \ {s} 
ouvert par T soit l'extrémité terminale d'exa
tement un ar
 de T .

Si à 
haque ar
 a ∈ A est asso
ié un poids w(a) ∈ IR, alors le problème de l'arbores
en
e

Steiner (SAP) 
onsiste à trouver une arbores
en
e Steiner de ra
ine s qui soit de poids

minimum.

Chopra et Rao [34, 35℄ ont étudié le problème SAP. À partir d'un graphe non orienté

G = (V, E) et d'un ve
teur types de sommets r ∈ {0, 1}V , 
onsidérons son graphe

orienté D = (V, A), 
onstruit de la manière suivante

- un sommet s tel que r(s) = 1 est dé
laré �ra
ine�,

- 
haque arête uv ∈ E non in
idente à s est rempla
ée par deux ar
s (u, v) et (v, u),

- 
haque arête su ∈ E est rempla
ée par l'ar
 (s, u),

- r est le ve
teur types de sommets de D.

Si les arêtes dans G ont toutes un poids positif ou nul, alors posons c(u, v) = c(v, u) =

c(uv). Résoudre le problème de l'arbre Steiner dans G est équivalent à résoudre le pro-

blème de l'arbores
en
e Steiner dans D.

Soient SAP(D, r) l'enveloppe 
onvexe des ve
teurs d'in
iden
e des arbores
en
es Stei-

ner et DSAP(G, r) le dominant du polytope SAP(D, r). Considérons une partition
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(V1, . . . , Vp), p ≥ 3, 
omme dé�nie dans la se
tion 5.3.2. Sans perte de généralité, nous

pouvons supposer que s ∈ Vq+1. D'une manière analogue au graphe Gπ, nous pouvons

dé�nir le graphe orienté Dπ = (Vπ, Aπ) et le ve
teur types de sommets rπ ∈ {0, 1}
Vπ
.

Soit

d = max{|U | | rπ(U) = 0 et pour tout sommet v tel que rπ(v) = 1,

il existe un 
hemin de wq+1 à v dans Dπ},

où wq+1 est le sommet résultant de la 
ontra
tion de Vq+1. Posons

F =

q
⋃

i=1

δ−(Vi).

Considérons alors l'inégalité suivante

x(F ) ≥ q − d. (5.51)

Nous avons, par une démonstration similaire à 
elle du théorème 5.12, le résultat sui-

vant.

Théorème 5.36 L'inégalité (5.51) est valide pour SAP(D, r) et DSAP(G, r). ✷

Les inégalités (5.51), également appelées inégalités de partition steiner généralisée, sont

une généralisation des inégalités introduites par Chopra et Rao [34, 35℄ pour le 
as

orienté. De plus, Chopra et Rao ont montré que, dans le 
as orienté, les inégalités de

roue-impaire et les inégalités biparties peuvent dé�nir des fa
ettes de DASP(G, r). Par


ontre, Prodon, Liebling et Grö�in [151℄ (voir aussi Goemans [86℄) ont montré que

le dominant du polytope des arbores
en
es Steiner est 
omplètement dé
rit par les


ontraintes de non-négativité et par les 
ontraintes de 
oupe

x(δ−(W )) ≥ 1 pour tout W ⊆ V tel que r(w) = 1.

Étant donné qu'un graphe ayant une 
on�guration de trou-impair est un graphe série-

parallèle, les inégalités de trou-impair ne dé�nissent pas des fa
ettes de DSAP(G, r).

Par ailleurs, nous pouvons montrer que les inégalités de partition Steiner généralisée

(5.51) peuvent dé�nir des fa
ettes de DSAP(G, r) autres que 
elles 
onnues dans la

littérature. En e�et, 
onsidérons le graphe G de la �gure 5.5, et 
onstruisons, 
omme

indiqué pré
édemment, son graphe orienté 
orrespondant D. Supposons que u0 soit la

ra
ine de l'arbores
en
e. Posons

F = {(u0, vi), (u0, v
′
i), (ui, vi−1), (ui, vi), (ui, v

′
i−1), (ui, v

′
i); i = 1, . . . , m (mod m)}.
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Considérons alors l'inégalité

x(F ) ≥ ⌈
m

2
⌉. (5.52)

Nous avons le théorème suivant dont la preuve est similaire à 
elle du théorème 5.18.

Théorème 5.37 L'inégalité (5.52) dé�nit une fa
ette de SAP(D, r) et de DSAP(D, r)

si m est impair et m ≥ 3. ✷
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Chapitre 6

Un algorithme de 
oupes et

bran
hements

Dans 
e 
hapitre, nous présentons un algorithme de 
oupes et bran
hements pour ré-

soudre le problème de 
on
eption de réseaux �ables lorsque tous les sommets ont un

type de 
onnexité inférieur ou égal à deux. Cet algorithme est basé sur les résultats

polyédraux vus dans les 
hapitres pré
édents. Cependant, le problème ESNDP étant

NP-di�
ile dans le 
as général, les 
ontraintes que nous avons présentées jusqu'à présent

se révèlent parfois insu�santes dans l'optique d'un algorithme e�
a
e de résolution à

l'optimalité. Ainsi, 
e travail a également pour but de montrer l'intérêt des 
ontraintes

dites de F -partition pour un tel algorithme.

Dans un premier temps, nous allons don
 introduire 
es 
ontraintes de F -partition

et étudier leur problème de séparation. Puis, nous allons dé
rire nos pro
édures de

rédu
tion de graphes et de séparation des inégalités de 
oupe, de partition et de F -

partition. Par la suite, nous allons présenter nos résultats expérimentaux qui ont porté

sur le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe et le problème ESNDP pour des types

de sommets en 1 et 2.
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6.1 Les 
ontraintes de F -partition

6.1.1 Types de sommets uniformes

Soient G = (V, E) un graphe et r un ve
teur types de sommets tel que r(v) = k pour

tout v ∈ V , où k est un entier positif. Nous savons que quand k = 2 et G est un

graphe quel
onque, le problème de 
on
eption de réseaux �ables est NP-di�
ile et les


ontraintes de 
oupe sont insu�santes pour donner une des
ription 
omplète du poly-

tope ESNDP(G, r). De plus, 
omme nous l'avons mentionné dans la se
tion 2.5.3 , les


ontraintes de partition sont dominées par les 
ontraintes de 
oupe et n'interviennent

pas dans la 
ara
térisation de 
e polytope. Néanmoins, une des
ription partielle de

ESNDP(G, r) peut être su�sante pour résoudre le problème de 
on
eption de réseaux

�ables. À 
ette �n, il est très important de 
onnaitre le maximum de familles d'inéga-

lités valides (dé�nissant des fa
ettes) pour le problème.

Lorsque k = 2, Mahjoub [131℄ a introduit une nouvelle famille de 
ontraintes va-

lides pour le polytope ESNDP(G, r) de la manière suivante. Considérons une partition

(V0, V1, . . . , Vp), p ≥ 2, de V . Soit F ⊆ δ(V0) un sous-ensemble d'arêtes de 
ardinalité

impaire. Posons |F | = 2t + 1 ave
 t ≥ 1. Soit

∆ = δ(V0, V1, . . . , Vp) \ F

l'ensemble des arêtes de la partition, à l'ex
eption des arêtes de F . Alors le ve
teur

d'in
iden
e de toute solution du problème ESNDP véri�e l'inégalité

x(∆) ≥ p− t. (6.1)

Ces inégalités sont appelées inégalités de F -partition. Dans [12℄, Barahona et Mahjoub

ont également étudié 
es inégalités. Ils ont montré qu'elles su�sent, ave
 les inégalités

triviales et 
elles de 
oupe, pour 
ara
tériser le polytope ESNDP(G, r) dans la 
lasse

des graphes de Halin, et 
e pour des types de sommets tous égaux à deux. Par ailleurs,

Mahjoub [131℄ a donné des 
onditions su�santes pour que les inégalités de F -partition

(6.1) dé�nissent des fa
ettes de ESNDP(G, r).

Plus ré
emment, Didi Biha [57℄ a étendu les inégalités (6.1) à des types de sommets

tous égaux à un entier k. Considérons de nouveau une partition (V0, V1, . . . , Vp), p ≥ 2,

de V et un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ δ(V0). Nous sommes amenés à distinguer deux


as suivant que k soit pair ou impair.
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Supposons, tout d'abord, que k est pair et F est de 
ardinalité impair. Posons alors

k = 2q et |F | = 2t + 1 ave
 q ≥ 1 et t ≥ 1. Alors l'inégalité

x(∆) ≥ qp− t. (6.2)

est valide pour le polytope ESNDP(G, r).

Supposons maintenant que k est impair, 
'est-à-dire k = 2q − 1 ave
 q ≥ 1. Si la


ardinalité de F et p sont de parité di�érente, alors le ve
teur d'in
iden
e de tout

sous-graphe k-arête 
onnexe satisfait l'inégalité

x(∆) ≥ qp−

⌊

p + |F |

2

⌋

. (6.3)

Si |F | et p sont de même parité, alors la 
ontrainte (6.3) est dominée par les 
ontraintes

de 
oupe. Les inégalités (6.2) et (6.3) sont également appelées inégalité de F -partition.

Didi Biha [57℄ a donné des 
onditions su�santes pour que 
es inégalités dé�nissent des

fa
ettes de ESNDP(G, r).

Dans la suite de 
ette se
tion, nous allons généraliser les 
ontraintes (6.1), (6.2) et

(6.3) pour des types de sommets quel
onques.

6.1.2 Types de sommets généraux

SoientG = (V, E) un graphe, r ∈ ZZ

V
+ un ve
teur types de sommets et π = (V0, V1, . . . , Vp),

p ≥ 2, une partition de V telle que

r(Vi) ≥ 1 pour tout i = 1, . . . , p.

Nous faisons remarquer que le type de 
onnexité du sous-ensemble V0 peut être nul.

Soit F ⊆ δ(V0) un sous-ensemble d'arêtes. A�n de simpli�er au maximum les é
ritures,

nous posons

• rπ = max{con(Vi) | i = 0 . . . , p},

• pi le nombre de sous-ensembles Vj, j = 1, . . . , p, de la partition tels que con(Vj) =

i, pour i = 1, . . . , rπ, 
'est-à-dire

pi = |{j | con(Vj) = i; j = 1, . . . , p}|,

• S1 (resp. S2) l'ensemble des indi
es des sous-ensembles Vi, i = 1 . . . , p, de la

partition tels que con(Vi) est impair (resp. pair), 
'est-à-dire

S1 = {i | con(Vi) est impair; i = 1, . . . , p},

S2 = {i | con(Vi) est pair; i = 1, . . . , p},
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• ∆ = δ(V0, V1, . . . , Vp) \ F .

Considérons alors l'inégalité

x(∆) ≥

⌈ rπ
2
⌉

∑

j=1

j(p2j + p2j−1)−

⌊

|S1|+ |F |

2

⌋

. (6.4)

Nous avons le théorème suivant.

Théorème 6.1 Si |F | et |S1| sont de parité di�érente, alors l'inégalité (6.4) est valide

pour ESNDP(G, r).

Preuve. La démonstration utilise la même idée que 
elle développée par Mahjoub

[131℄ pour le 
as de types de sommets tous égaux à 2. Le ve
teur d'in
iden
e de toute

solution du problème ESNDP véri�e les 
ontraintes

x(δ(Vi)) ≥ con(Vi) pour i = 1, . . . , p,

−x(e) ≥ −1 pour e ∈ F,

x(e) ≥ 0 pour e ∈ δ(V0) \ F.

En sommant 
es inégalités, nous obtenons

2 x(∆) ≥

p
∑

i=1

con(Vi)− |F |. (6.5)

Par ailleurs, nous avons

p
∑

i=1

con(Vi) =
rπ

∑

i=1

ipi.

Ainsi, en divisant par 2 l'inégalité (6.5), 
elle-
i devient

x(∆) ≥ 1
2
(

rπ
∑

i=1

ipi − |F |)

= 1
2
(
⌊ rπ

2
⌋

∑

i=1

2ip2i +
⌈ rπ

2
⌉

∑

i=1

(2i− 1)p2i−1 − |F |)

= 1
2
(
⌊ rπ

2
⌋

∑

i=1

2ip2i +
⌈ rπ

2
⌉

∑

i=1

2ip2i−1 −
⌈ rπ

2
⌉

∑

i=1

p2i−1 − |F |).

Puisque |S1| =
⌈ rπ

2
⌉

∑

i=1

p2i−1, nous en déduisons

x(∆) ≥

⌈ rπ
2
⌉

∑

i=1

i(p2i + p2i−1)−
1

2
(|S1|+ |F |).



6.1 Les 
ontraintes de F -partition 195

En arrondissant le membre droit de 
ette dernière inégalité au plus petit entier supé-

rieur, nous obtenons l'inégalité (6.4). ✷

Les 
ontraintes (6.4) seront également appelées inégalités de F -partition. Elles sont

une généralisation des inégalités évoquées dans la se
tion pré
édente. Ainsi, les inégali-

tés (6.1) et (6.2) 
orrespondent à la situation où S1 = ∅, tandis que les inégalités (6.3)


orrespondent au 
as où S1 = {1, . . . , p}.

Nous avons intégré, dans la validité des inégalités (6.4), une restri
tion sur la parité de

|F | et |S1|. Cette restri
tion est due à la remarque suivante.

Remarque 6.2 Si F et S1 sont de même 
ardinalité, alors

⌊

|S1|+ |F |

2

⌋

=
|S1|+ |F |

2
.

Ainsi, la 
ontrainte de F -partition (6.4) est redondante par rapport aux 
ontraintes

triviales et aux 
ontraintes de 
oupe. ✷

Avant d'étudier le problème de séparation des inégalités de F -partition, nous mention-

nons les ré
ents travaux de Mahjoub et Pesneau [133℄ relatifs au problème du sous-

graphe Steiner 2-arête 
onnexe, 
'est-à-dire lorsque r ∈ {0, 2}V . Ils se sont intéressés à

des partitions dont 
ertains sous-ensembles ont un type de 
onnexité nul. Ils ont ainsi

généralisé les inégalités de F -partition pour de telles 
on�gurations de partition.

6.1.3 Complexité du problème de séparation

Comme pour toute famille d'inégalités valides, il est très intéressant d'étudier le pro-

blème de séparation qui est asso
ié aux inégalités de F -partition (6.4). Avant de nous

pen
her sur 
e problème, nous allons évoquer le lien qui existe entre les inégalités de

F -partition et les inégalités de r-re
ouvrement généralisé (2.11). Pour 
ela, nous faisons

l'observation suivante.

Théorème 6.3 Les inégalités de r-re
ouvrement généralisé sont une généralisation des

inégalités de F -partition (6.4). ✷

De plus, si les sous-ensembles de la partition sont des singletons (à l'ex
eption de

V0), alors les inégalités de F -partition ne sont rien d'autre que les inégalités de r-

re
ouvrement (2.10). Or, Padberg et Rao [143℄ ont donné un algorithme polynomial



196 Un algorithme de 
oupes et bran
hements

pour séparer 
es dernières inégalités. Par 
onséquent, nous pouvons énon
er le pro
hain

théorème.

Théorème 6.4 [143℄ Si les sous-ensembles Vi, i = 1, . . . , p, sont des singletons, alors

le problème de séparation des inégalités de F -partition (6.4) est polynomial. ✷

Pour 
e qui est du problème de séparation des inégalités de r-re
ouvrement généralisé,

Gröts
hel, Monma et Stoer [101, 161℄ ont montré qu'il est NP-di�
ile. Par ailleurs,

nous n'avons pas pu établir la 
omplexité du problème de séparation des inégalités de

F -partition (6.4) dans le 
as général. Néanmoins, en apportant des 
onditions supplé-

mentaires sur le sous-ensemble d'arêtes F , le problème de séparation des inégalités de

F -partition 
orrespondantes peut parfois être résolu en temps polynomial.

Ainsi, Baïou, Barahona et Mahjoub [5℄ ont donné une méthode polynomiale pour

résoudre le problème de séparation des inégalités de F -partition (6.1) quand le sous-

ensemble F est �xé et r(v) = 2 pour tout v ∈ V . Cette méthode a ensuite été étendue

au 
as r(v) = k pour tout v ∈ V , où k est un entier pair, par Didi Biha [57℄, pour

séparer les inégalités de F -partition (6.2) quand F est �xé. Ces deux méthodes se ra-

mènent au problème de séparation des inégalités de partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1

qui peut être résolu en temps polynomial en utilisant l'algorithme de Cunningham [51℄

ou 
elui de Barahona [11℄.

Lorsque les types de sommets sont tous égaux à un entier impair, le problème de

séparation des inégalités de F -partition (6.3), quand F est �xé, semble plus di�
ile et

sa 
omplexité n'a pas été établie. Mais en utilisant une méthode similaire au 
as d'un

entier pair, nous pouvons avoir une heuristique de séparation des inégalités (6.3). Cette

heuristique nous permettra de séparer les inégalités de F -partition qui sont violées d'au

plus

1
2
.

6.2 Implémentation de l'algorithme

6.2.1 Aperçu général

Étant donnés un graphe G = (V, E), un ve
teur types de sommets r ∈ ZZ

V
+ et un

ve
teur poids asso
ié aux arêtes c ∈ IR

E
, notre algorithme 
ommen
e par résoudre
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le programme linéaire qui 
onsiste en |E| variables, |V | inégalités de degré et 2 |E|

inégalités triviales, 
'est-à-dire

(6.6)







Min cx

x(δ(v)) ≥ r(v) pour tout v ∈ V,

0 ≤ x(e) ≤ 1 pour tout e ∈ E.

Si la solution optimale de 
e programme est une solution du problème ESNDP, 
'est-à-

dire entière et véri�ant les 
ontraintes de 
oupe, alors elle est optimale pour 
e dernier.

En général, la solution ainsi obtenue n'est pas réalisable pour le polytope ESNDP(G, r).

Dans 
e 
as, à 
haque itération de l'algorithme, nous essayons de trouver des inéga-

lités (
oupes, partitions, F -partitions suivant la nature du ve
teur r) valides pour

ESNDP(G, r) et violées par la solution optimale du programme linéaire 
ourant. Les

algorithmes qui nous permettent de déte
ter de telles inégalités sont appelés des pro
é-

dures de séparation. Les inégalités trouvées sont ajoutées au programme linéaire 
ou-

rant, puis nous résolvons le programme linéaire ainsi obtenu. Ce pro
essus est repris

jusqu'à l'obtention d'une solution optimale ou qu'au
une inégalité violée ne soit déte
-

tée. Dans 
ette dernière 
on�guration, l'algorithme pro
ède à un bran
hement qui se

fait à l'aide du logi
iel MINTO, qui est dé
rit plus tard dans la se
tion 3.1. L'Algorithme

6.1 illustre les prin
ipales phases de notre algorithme de 
oupes et bran
hements.

Algorithme 6.1 : Algorithme de 
oupes et bran
hements.

Données : un graphe G = (V, E), un ve
teur types de sommets r ∈ {1, 2}V et un

ve
teur poids c ∈ IR

E
.

Sortie : solution optimale de Min{cx | x ∈ ESNDP(G, r)}.

1 : PL ←− (6.6)

2 : Résoudre le programme linéaire PL.

Soit y la solution optimale de PL.

3 : Si y est réalisable pour ESNDP(G, r) alors

y est une solution optimale. STOP

4 : Si des 
ontraintes (
oupe, partition, F -partition) violées pas y sont trouvées alors

Les ajouter à PL.

Aller en 2.

5) Sinon

Bran
her sur une variable fra
tionnaire.
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6 : Prendre la meilleure solution de tous les sous-problèmes.

Les pro
haines se
tions vont être 
onsa
rées à la présentation des pro
édures de sépa-

ration des inégalités de 
oupe, de partition et de F -partition. Mais avant 
ela, nous

allons présenter des pro
édures de rédu
tion du graphe sur lequel seront appliquées nos

pro
édures de séparation.

6.2.2 Rédu
tion de graphes

Pour des graphes de grande taille, les pro
édures de séparation que nous allons étudier

peuvent devenir très lentes à la vue de leur 
omplexité. Ainsi, dans 
ette se
tion, nous

allons montrer 
omment la taille des problèmes peut être réduite avant l'appli
ation

de 
es pro
édures.

Étant donnés un graphe G = (V, E) et un ve
teur types de sommets r ∈ {1, 2}V ,


onsidérons le polytope Q(G, r) dé�ni par les 
ontraintes triviales (2.1) et (2.2) et

les 
ontraintes de 
oupe (2.3). Puisque le problème de séparation des inégalités de

Q(G, r) est polynomial, le problème ESNDP peut se résoudre en temps polynomial

dans la 
lasse des graphes pour laquelle ESNDP(G, r) = Q(G, r). Lorsque les som-

mets ont tous un type de 
onnexité égal à 2, Mahjoub [132℄ a appelé 
es graphes,

les graphes parfaitement 2-arête 
onnexes. Par ailleurs, il a dé
rit 
ertaines opérations

qui préservent la propriété de �parfaitement 2-arête 
onnexité�. Dans [70℄, Fonlupt et

Mahjoub ont étudié les points extrêmes de Q(G, r) quand r(v) = 2 pour tout v ∈ V .

Ils ont 
ara
térisé les points extrêmes fra
tionnaires dits 
ritiques. Ce
i leur a permis

d'obtenir une 
ara
térisation 
omplète des graphes parfaitement 2-arête 
onnexes.

Considérons maintenant des types de sommets en 1 et 2. Soit R(G, r) le polytope

dé�ni par les 
ontraintes triviales (2.1) et (2.2), les 
ontraintes de 
oupe (2.3) et les


ontraintes de partition (4.3). Comme le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe est

un 
as parti
ulier du problème ESNDP ave
 des types de sommets en 1 et 2, nous

allons dé
rire des opérations qui préservent la propriété ESNDP(G, r) = R(G, r). Ces

opérations généralisent 
elles données par Mahjoub lorsque r(v) = 2 pour tout v ∈ V .

Par la suite, nous allons étudier les points extrêmes de R(G, r).

Étant donnée une solution x de R(G, r), notons par

• E0(x) l'ensemble des arêtes e ∈ E telles que x(e) = 0,
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• E1(x) l'ensemble des arêtes e ∈ E telles que x(e) = 1,

• V (x) l'ensemble des sommets v ∈ V tels que x(δ(v)) = r(v),

• τc(x) l'ensemble des 
oupes serrées pour x,

• τp1
(x) l'ensemble des partitions de type 1 (voir se
tion 4.3) serrées pour x, et

• τp2
(x) l'ensemble des partitions de type 2 (voir se
tion 4.3) serrées pour x.

Soit x un point extrême de R(G, r). Alors il existe des ensembles τ̃c(x) ⊆ τc(x), τ̃p1
(x) ⊆

τp1
(x) et τ̃p2

(x) ⊆ τp2
(x) tels que x soit l'unique solution du système

S(x)



































x(e) = 0 pour tout e ∈ E0(x),

x(e) = 1 pour tout e ∈ E1(x),

x(δ(v)) = r(v) pour tout v ∈ V (x),

x(δ(W )) = con(W ) pour tout δ(W ) ∈ τ̃c(x),

x(δ(V1, . . . , Vp)) = p− 1 pour tout (V1, . . . , Vp) ∈ τ̃p1
(x),

x(δ(V1, . . . , Vp)) = p pour tout (V1, . . . , Vp) ∈ τ̃p2
(x).

Considérons les opérations suivantes

Θ1 : supprimer une arête e0 ∈ E0(x),

Θ2 : 
ontra
ter une arête f = uv ∈ E1(x) telle que r(u) = 1, x(δ(u)) ≤ 2 et δ(u) ⊆

E0(x) ∪ E1(x),

Θ3 : 
ontra
ter une arête f = uv ∈ E1(x) telle que r(u) = 2, x(δ(u)) = 2, δ(u) ∩

E1(x) = {uv, uw} et r(w) = 2,

Soit x une solution de R(G, r). Nous avons alors les lemmes suivants.

Lemme 6.5 Soient G′
le graphe obtenu à partir de G en appliquant l'opération Θ1, et

x′
la restri
tion de x dans G′

. Alors x′
est un point extrême de R(G′, r) si et seulement

si x est un point extrême de R(G, r).

Preuve. Similaire à 
elle développée dans [132℄. ✷

Lemme 6.6 Soient G′
le graphe obtenu à partir de G en appliquant l'une des opé-

rations Θ2 et Θ3, et u′
le graphe résultant de la 
ontra
tion de l'arête f . Soit x′

la

restri
tion de x dans G′
. Alors x′

est un point extrême de R(G′, r′) où

r′(s) =







r(s) si s ∈ E \ {u, v},

con({u, v}) si s = u′,

si et seulement si x est un point extrême de R(G, r).
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Preuve. Nous montrons le résultat pour l'opération Θ2, la preuve étant similaire pour

l'opération Θ3.

Supposons que x est un point extrême de R(G, r). Puisque f ∈ E1(x), l'équation

x(δ(u)) = 1 est redondante par rapport à x(f) = 1. Ainsi, elle ne fait pas partie de

S(x). Nous sommes amenés à 
onsidérer deux 
as, suivant que |δ(u) ∩ E1(x)| = 2 soit

égal à 1 ou 2.

Cas 1. δ(u)∩E1(x) = {f}. Alors x(e) = 0 pour tout e ∈ δ(u)\{f}. Dans 
e 
as, f n'ap-

partient à au
une 
oupe du système S(x). En e�et, s'il existe une 
oupe δ(W ) ⊆ τ̃c(x)

qui 
ontient f (le 
as où la 
oupe δ(v) appartient à S(x) est similaire), alors le sous-

graphe G(W ) n'est pas 
onnexe, 
e qui 
ontredit la remarque 4.8. De même, nous

pouvons montrer qu'il n'existe au
une partition (V1, . . . , Vp) ⊆ τ̃p1
(x)∪ τ̃p2

(x) telle que

f ∈ δ(V1, . . . , Vp), u ∈ Vi et |Vi| ≥ 2. Supposons qu'il existe une partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′),

p′ ≥ 3, du système S(x) telle que V ′
1 = {u} et v ∈ V ′

2 . Puisque r(u) = 1 et x[V ′
1 , V

′
2 ] = 1,

les partitions (V ′
1 , . . . , V

′
p′) et (V ′

1 ∪ V ′
2 , V

′
3 , . . . , V

′
p′) sont de même type. Ainsi, par le

lemme 4.5, la partition (V ′
1 ∪ V ′

2 , V
′
3 , . . . , V

′
p′) est serrée pour x. L'équation dé�nie par


ette dernière partition peut être obtenue à partir de 
elle dé�nie par (V ′
1 , . . . , V

′
p′) et des

équations triviales. Par 
onséquent, nous pouvons rempla
er la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p′)

par la partition (V ′
1 ∪ V ′

2 , V
′
3 , . . . , V

′
p′).

Cas 2. |δ(u)∩E1(x)| = 2. Notons alors par f ′
l'arête appartenant à (δ(u)∩E1(x))\{f}.

Montrons alors que le système S(x) peut être 
hoisi de telle manière que f apparaisse

dans au
une 
oupe. Supposons que f apparait dans une 
oupe δ(W ) ⊆ τ̃c(x) (le 
as où

la 
oupe δ(v) appartient à S(x) est similaire) telle que, sans perte de généralité, u ∈W .

Remarquons que |W | ≥ 2 et con(W ) = 2. Si δ(u) ⊆ δ(W ), alors le graphe G(W ) n'est

pas 
onnexe, 
e qui 
ontredit la remarque 4.8. Ainsi, f ′ ∈ E(W ). Soit W ′ = W \ {u}.

Comme r(u) = 1, il est 
lair que con(W ′) = con(W ) = 2. De plus, nous avons

x(δ(W ′)) = x(δ(W ))− x(δ(u) ∩ δ(W )) + x(δ(u) ∩E(W ))

= x(δ(W ))− x(f) + x(f ′)

= 2− 1 + 1

= 2.

L'équation x(δ(W ′)) = con(W ′) peut don
 être obtenue à partir de x(δ(W )) = con(W )

et des équations triviales. Par 
onséquent, nous pouvons rempla
er la 
oupe δ(W ) par

la 
oupe δ(W ′) dans le système S(x).

Supposons maintenant que f apparait dans une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, du sys-

tème S(x). Sans perte de généralité, supposons que u ∈ V1 et v ∈ V2. Si |V1| = 1,


onsidérons alors la partition (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp). Puisque r(u) = 1, les partitions
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(V1, . . . , Vp) et (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp) sont de même type. Par ailleurs, nous remarquons

que x[V1, V2] = x(f) = 1. En e�et, si 
e n'est pas le 
as, 
'est-à-dire x[V1, V2] = 2,

nous obtenons une 
ontradi
tion ave
 le lemme 4.5. De plus, par le lemmme 4.5, la

partition (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp) est serrée pour x. L'équation dé�nie par la partition

(V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp) peut être obtenue à partir de 
elle dé�nie par (V1, . . . , Vp) et des

équations triviales. En 
onséquen
e, nous pouvons rempla
er la partition (V1, . . . , Vp)

par (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp) dans le système S(x).

Si |V1| ≥ 2, alors par la remarque 4.8, x(δ(u) ∩ E(V1)) = x(f ′) = 1. Considérons alors

la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) dé�nie de la manière suivante

V ′
1 = V1 \ {u},

V ′
2 = V2 ∪ {u},

V ′
i = Vi pour i = 3, . . . , p.

Nous avons alors

x(δ(V ′
1 , . . . , V

′
p)) = x(δ(V1, . . . , Vp))− x[u, V2] + x[u, V2 \ {u}]

= x(δ(V1, . . . , Vp))− x(f1) + x(f2)

= x(δ(V1, . . . , Vp)).

Puisque r(u) = 1, les partitions (V1, . . . , Vp) et (V ′
1 , . . . , V

′
p) sont de même type. Ainsi,

la partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) est serrée pour x. Par 
onséquent, l'équation dé�nie par la

partition (V ′
1 , . . . , V

′
p) peut être obtenue à partir de 
elle dé�nie par (V1, . . . , Vp) et

des équations triviales. Ainsi, nous pouvons rempla
er la partition (V1, . . . , Vp) par

(V ′
1 , . . . , V

′
p) dans le système S(x).

Soit S(x′) le système obtenu à partir de S(x) en supprimant l'équation x(f) = 1.

Notons que x(f) n'apparait dans au
une équation du système S(x′). Toutes les équa-

tions de 
e dernier système sont induites par des 
ontraintes valides de R(G′, r′). De

plus, elles sont toutes serrées pour x′
. Ainsi, x′

est l'unique solution du système S(x′).

Par ailleurs, par le lemme 4.9, x′ ∈ R(G′, r). En 
onséquen
e, x′
est un point extrême

de R(G′, r′).

D'une manière similaire à 
elle développée dans la preuve du lemme 6.5, nous pou-

vons montrer que si x′
est un point extrême fra
tionnaire de R(G′, r′), alors x est un

point extrême fra
tionnaire de R(G, r). ✷

Une 
onséquen
e immédiate des lemmes 6.5 et 6.6 est la suivante.

Corollaire 6.7 Soient G′ = (V ′, E ′) le graphe obtenu à partir de G en appliquant

su

essivement les opérations Θ1, Θ2 et Θ3, et r′ ∈ {1, 2}V
′

le ve
teur types de 
onnexité
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asso
iés aux sommets de V ′
. Soit x′

la restri
tion de x dans G′
. Alors x′

est un point

extrême de R(G′, r′) si et seulement si x est un point extrême de R(G, r). ✷

Le 
orollaire 6.7 est très important dans le 
adre d'un algorithme de 
oupes et bran-


hements. En e�et, pour 
her
her une 
ontrainte violée par la solution du programme

linéaire 
ourant, nous pouvons 
onsidérer le graphe G′
et la restri
tion x′


omme dé�-

nis dans le 
orollaire pré
édent à la pla
e du graphe G initial. Et toute 
ontrainte qui


oupe x′
peut être transformée en une 
ontrainte qui 
oupe x. De plus, il n'est pas dif-

�
ile de voir que les opérations Θ1, Θ2 et Θ3 peuvent être réalisées en temps polynomial.

Par ailleurs, nous pouvons légèrement a�ner l'opération Θ2. En e�et, nous pouvons ne

plus raisonner sur la notion de point extrême de R(G, r), mais par rapport à la pro-

priété qu'une inégalité violée utilisant l'arête f peut être transformée en une inégalité

violée n'utilisant pas f . Considérons ainsi l'opération suivante

Θ′
2 : 
ontra
ter une arête f = uv ∈ E1(x) telle que r(u) = 1 et x(δ(u)) ≤ 2.

Lemme 6.8 Dans G, il existe une inégalité (
oupe ou partition) ne 
ontenant pas

l'arête f de l'opération Θ′
2, qui est au moins aussi violée par x que toute inégalité

(
oupe ou partition) violée par x utilisant f .

Preuve. Par le 
orollaire 6.7, nous pouvons restreindre notre preuve au 
as où δ(u) ∩

E1(f) = {f}, 
'est-à-dire qu'il existe au moins deux arêtes ayant une valeur fra
tion-

naire dans δ(u).

Supposons, tout d'abord, qu'il existe une 
oupe δ(W ) violée par x, et, sans perte de gé-

néralité, que u ∈W . Il est 
lair que con(W ) = 2. Puisque r(u) = 1, nous avons |W | ≥ 2.

Considérons alors la 
oupe δ(W\{u}). Nous avons con(W\{u}) = con(W ) = 2. Comme

f ∈ δ(W ) ∪ δ(u) et x(f) = 1, nous obtenons x(δ(W ) ∪ δ(u)) ≥ x(f) = 1. De plus,

x[u, W \ {u}] = 2− x(δ(W ) ∩ δ(u)). Ainsi,

x(δ(W \ {u})) = x(δ(W ))− x(δ(W ) ∩ δ(u)) + x[u, W \ {u}]

= x(δ(W )) + 2− 2 x(δ(W ) ∩ δ(u))

≤ x(δ(W )) + 2− 2

= x(δ(W )).

Et la 
oupe δ(W \ {u}) est au moins aussi violée par x que δ(W ).

Considérons maintenant une partition (V1, . . . , Vp), p ≥ 3, violée par x. Supposons,

sans perte de généralité, que u ∈ V1 et v ∈ V2. Si |V1| = 1, alors, puisque r(u) = 1, les
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partitions (V1∪V2, V3, . . . , Vp) et (V1, . . . , Vp) sont de même type. Ainsi, en 
onsidérant

la partition (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp) à la pla
e de (V1, . . . , Vp), le membre droit dé
roit de

1, tandis que le membre gau
he dé
roit de x[V1, V2] ≥ x(f) = 1. Par 
onséquent, la

partition (V1 ∪ V2, V3, . . . , Vp) est au moins aussi violée par x que (V1, . . . , Vp).

Si |V1| ≥ 2, alors nous pouvons faire un raisonnement similaire au pré
édent pour la

partition (V1 \ {u}, V2∪{u}, V3, . . . , Vp) et montrer que l'inégalité dé�nie par 
ette der-

nière partition est au moins aussi violée par x que 
elle dé�nie par (V1, . . . , Vp). ✷

À la vue de 
es résultats et a�n d'améliorer la performan
e de nos pro
édures de

séparation, nous avons implémenté les opérations Θ1, Θ′
2 et Θ3. Ainsi, si nous obtenons

une inégalité de 
oupe ou de partition violée par x′
(i.e. la restri
tion de x dans le

graphe G′
obtenu en appliquant su

essivement Θ1, Θ′

2 et Θ3), alors 
ette inégalité

peut être �liftée� très aisément en une inégalité de 
oupe ou de partition dans G qui


oupe x. En e�et, seules les arêtes traitées dans l'opération Θ1 doivent être étudiées.

Toujours dans un sou
is d'e�
a
ité, nous allons également appliquer notre pro
édure

de séparation des inégalités de F -partition à notre graphe G′
, puisque 
ette dernière

est une heuristique.

Dans 
e qui suit, nous allons dé
rire nos pro
édures de séparation. Pour 
ela, supposons

que nous avons un graphe G = (V, E), un ve
teur types de sommets r ∈ {1, 2}V et un

ve
teur x ∈ IR

E
tel que 0 ≤ x(e) ≤ 1, pour tout e ∈ E. Nous 
onsidérerons alors le

graphe G′ = (V ′, E ′) obtenu à partir de G en appliquant su

essivement les opérations

Θ1, Θ′
2 et Θ3, le ve
teur types de sommets r′ ∈ {1, 2}V

′

ainsi obtenus et la restri
tion

x′
de x dans G′

.

6.2.3 Séparation des 
ontraintes de 
oupe

Le problème qui 
onsiste à déterminer une ou plusieurs 
ontraintes de 
oupe violées

par x′
peut être résolu en appliquant l'algorithme de Gomory-Hu [94℄ au graphe G′

ave
 le ve
teur 
oûts x′
asso
iés aux arêtes de G′

. Cet algorithme produit, d'une part,

une 
oupe minimum dans le graphe G′
. D'autre part, il fournit l'arbre de Gomory-Hu

T ainsi que des poids t(e) pour tout e ∈ T . Cet arbre a la propriété que, pour toute

paire de sommets u, v ∈ V ′
, la 
oupe minimum entre u et v dans T (par rapport aux


oûts t(e)) est aussi la 
oupe minimum entre 
es deux sommets dans G′
(par rapport

aux 
oûts x′(e)).

Gus�eld [102℄ a donné une version de 
et algorithme qui est très simple à implémenter.

Elle 
onsiste à résoudre |V ′| − 1 problèmes de �ot maximum dans le graphe G′
en
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respe
tant un 
ertain ordre. En e�et, en raison du fameux théorème �ot maximum -


oupe minimum, dû à Ford et Fulkerson [71℄, nous pouvons résoudre le problème de

re
her
he d'une 
oupe minimum en temps polynomial. Un des plus performants algo-

rithmes de 
al
ul de �ot maximum est 
elui de Goldberg et Tarjan [93℄. Ainsi, pour

tous nos problèmes de �ot maximum (et don
 de 
oupe minimum), nous allons utiliser

le 
ode, implémenté par Goldberg et Tarjan, 
orrespondant à 
et algorithme.

Les problèmes ESNDP que nous traitons ont des ve
teurs types de sommets en 1

et 2. Par 
onséquent, dans notre algorithme de séparation des 
ontraintes de 
oupe,

nous sommes amenés à distinguer les 
oupes x(δ(W )) ≥ 2 des 
oupes x(δ(W )) ≥ 1.

Tout d'abord, nous traitons les 
oupes dont le membre droit est égal à 2. Pour 
ela,

nous 
her
hons l'arbre de Gomory-Hu T2 dans G′
en ne 
onsidérant, dans 
et arbre,

que les sommets ayant un type de 
onnexité égal à 2. Ainsi, si la 
oupe minimum entre

deux sommets dans T2 est stri
tement inférieur à 2, alors nous obtenons une 
oupe

dans G′
violée par x′

.

Par la suite, nous 
her
hons les 
oupes de type x(δ(W )) ≥ 1 violées par x′
. Dans 
e


as, tous les sommets ayant un type de 
onnexité égal à 2 appartiennent soit à W soit à

W . Nous 
onsidérons le graphe G′
1 obtenu à partir de G′

en 
ontra
tant l'ensemble des

sommets de types de 
onnexité égal à 2. Nous 
her
hons ensuite l'arbre de Gomory-Hu

T1 dans G′
1. Si la 
oupe minimum entre deux sommets dans T1 est stri
tement inférieur

à 1, alors 
ette 
oupe est violée dans G′
1 et par 
onséquent dans G′

.

Posons V ′ = V1∪V2, où V1 = {v1, . . . , vn1
} et V1 = {u1, . . . , un2

} sont les sous-ensembles

de sommets ayant respe
tivement des types de 
onnexité égaux à 1 et 2. La pro
édure

de séparation des 
ontraintes de 
oupe est dé
rite dans l'algorithme 6.2.

Algorithme 6.2 : Séparation des 
ontraintes de 
oupe.

Données : un graphe G′ = (V1 ∪ V2, E
′), un ve
teur types de sommets r′ ∈ {1, 2}V1∪V2

et un ve
teur x′ ∈ IR

E′

+ .

Sortie : listes de 
ontraintes de 
oupe violées par x′
.

1 : Pour i allant de 2 à n2 faire

Voisin[i℄ ←− u1

i ←− 2

2 : Cal
uler une 
oupe minimum δ(W ′), dans G′
, entre ui et Voisin[i℄ telle que u1 ∈

W ′
.
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3 : Si x′(δ(W ′)) < 2 alors

Ajouter δ(W ′) à la liste des 
oupes violées par x′
.

4 : Pour j allant de i à n2 faire

Si uj ∈W ′
et Voisin[j℄ = Voisin[i℄ alors

Voisin[j℄ ←− ui

5 : i←− i + 1

Si i ≤ n2 alors

Aller à 2.

6 : G′
1 = (V ′

1 , E
′
1)←− graphe obtenu à partir de G′

en 
ontra
tant V2.

Soient vn1+1 le sommet résultant de la 
ontra
tion et x′
1 la restri
tion de x′

dans

G′
1.

7 : Pour i allant de 2 à n1 + 1 faire

Voisin[i℄ ←− v1

i ←− 2

8 : Cal
uler une 
oupe minimum δ(W ′
1), dans G′

1, entre vi et Voisin[i℄ telle que v1 ∈

W ′
1.

9 : Si x′
1(δ(W

′
1)) < 1 alors

Ajouter δ(W ′
1) à la liste des 
oupes violées par x′

.

10 : Pour j allant de i à n1 + 1 faire

Si vj ∈W ′
1 et Voisin[j℄ = Voisin[i℄ alors

Voisin[j℄ ←− vi

11 : i←− i + 1

Si i ≤ n1 + 1 alors

Aller à 8.

Notre algorithme né
essite don
 au plus |V ′| appels de la fon
tion qui 
al
ule une 
oupe

minimum. Or 
ette dernière a une 
omplexité en O(n3). Par ailleurs, la 
onstru
tion

du graphe G′
1 a une 
omplexité en O(n2). Ainsi, notre algorithme 6.2 a une 
omplexité

en O(n4).

6.2.4 Séparation des 
ontraintes de partition

Dans la se
tion 4.2.2, nous avons montré que le problème de séparation des 
ontraintes

de partition (4.3) est polynomial. De plus, nous avons vu que nous devons distinguer
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les partitions de type 1 des partitions de type 2. Par ailleurs, nous rappelons que les


ontraintes de partition sont dominées par les 
ontraintes de 
oupe lorsque r(v) = 2

pour tout v ∈ V . Ainsi, les pro
édures que nous allons présenter seront appliquées

ex
lusivement pour des types de sommets en 1 et 2.

• partition de type 1

Pour de telles partitions, tous les sommets ayant un type de 
onnexité égal à 2 appar-

tiennent au même élément de la partition. Ainsi, d'une manière similaire à la séparation

des inégalités de 
oupe x(δ(W )) ≥ 1, nous 
onsidérons le graphe G′
1 = (V ′

1 , E
′
1) ob-

tenu à partir de G′
en 
ontra
tant l'ensemble des sommets de type de 
onnexité égal à 2.

Ce problème de séparation des 
ontraintes de partition a déjà été étudié dans la littéra-

ture. Le premier algorithme de séparation pour 
e 
as a été donné par Cunningham [51℄

qui a ramené 
e problème à |E ′
1| problèmes de 
oupe minimum. Par la suite, Barahona

[11℄ (voir aussi Baïou, Barahona et Mahjoub [5℄) a montré que 
e problème peut se

ramener à |V ′
1 | problèmes de 
oupe minimum. Ainsi, pour séparer les 
ontraintes de

partition de type 1, nous avons implémenté l'algorithme de Barahona que nous présen-

tons maintenant. Cet algorithme est basé sur la formulation étendue du dominant du

polytope des arbres 
ouvrants. Barahona a alors montré que le problème de séparation

des inégalités de partition de type 1 est équivalent à optimiser une fon
tion linéaire sur

un polymatroïde étendu.

Nash-Williams [140℄ et Tutte [166℄ ont montré que le dominant du polytope des arbres


ouvrants dans un graphe G = (V, E), que nous noterons par PAC(G), est dé�ni par

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1 pour toute partition de V, (6.7)

x ≥ 0

Jünger et Pulleyblank [108℄ ont donné une formulation étendue de PAC(G) 
omme

suit

x(δ(S)) + y(S) ≥ 2 si r 6∈ S, S ⊂ V, (6.8)

x(δ(S)) + y(S) ≥ 0 si r ∈ S, S ⊂ V, (6.9)

y(V ) = 0 (6.10)

x ≥ 0, (6.11)

où r est un sommet aléatoire de V , et x et y sont des variables asso
iées respe
tivement

aux arêtes et aux sommets.
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Le prin
ipe de l'algorithme est assez simple. Le problème peut être résolu en utili-

sant l'algorithme glouton utilisé par Edmonds [67℄. À 
haque itération, trouver une

inégalité qui devient serrée est équivalent à trouver une 
oupe minimum entre deux

sommets dans un graphe orienté parti
ulier. Étant donné un ve
teur x ≥ 0, l'algo-

rithme permet de trouver un ve
teur y ∈ IR

V
+ tel que (x, y) satisfasse (6.8)-(6.11) ou

prouver que y n'existe pas. Ainsi, 
omme nous le verrons ultérieurement, 
ela nous

donnera l'inégalité de partition (6.7) la plus violée par x, s'il en existe une.

Soit

f(S) =







2− x(δ(S)) si r 6∈ S,

−x(δ(S)) si r ∈ S,

pour ∅ 6= S ⊆ V . Il n'est pas di�
ile de voir que la fon
tion −f est sous-modulaire

pour les paires interse
tantes. Considérons alors le problème suivant

(6.12)







Minimiser y(V )

y(S) ≥ f(S) pour S ⊆ V.

Edmonds [67℄ a montré que l'algorithme glouton permet, d'une part, de résoudre le

programme linéaire (6.12) et, d'autre part, de produire une solution optimale de son

problème dual qui peut s'é
rire 
omme suit

(6.13)



















Maximiser

∑

zS f(S)

∑

{zs | u ∈ S} = 1 pour tout u ⊆ V,

z ≥ 0.

Étant donnée une solution de (6.12), un ensemble S ⊆ V est dit serré si y(S) = f(S).

La fon
tion y(.)−f(.) est non-négative et sous-modulaire pour les paires interse
tantes.

Par 
onséquent, d'après le lemme 1.2, si S et T sont deux ensembles serrés, alors S ∩T

et S ∪ T le sont également. Cette dernière remarque est essentielle pour l'algorithme.

Montrons maintenant que 
et algorithme fournit l'inégalité la plus violée s'il en existe

une.

Notons par F la famille des ensembles serrés ayant une variable duale positive. Si

nous voulons ajouter un ensemble S à F et il existe T ∈ F tel que S ∩ T 6= ∅, alors

nous remplaçons S et T par S ∪ T qui est également serré. La famille F, obtenue à la

�n de l'algorithme, dé�nit une partition de V . De plus, y(S) = f(S) pour tout S ∈ F
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où y est la solution 
onstruite par l'algorithme et qui satisfait (6.12). Posons zS = 1 si

S ∈ F et zS = 0 sinon. Il est 
lair que z est une solution de (6.13). Aussi, nous avons

y(V ) =
∑

{y(S) | S ∈ F} =
∑

{f(S) | S ∈ F} =
∑

{f(S)zS | S ∈ F}.

Ce
i prouve que y et z sont des solution optimales.

Si la valeur de l'optimum est nulle, alors (x, y) satisfait (6.8)-(6.11). Dans 
e 
as,

pour une partition quel
onque (V1, . . . , Vp) de V , nous pouvons additionner les inéga-

lités (6.8) et (6.9) asso
iées aux ensembles Vi ainsi que l'inégalité −y(V ) ≥ 0. Nous

obtenons alors

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1.

Ce
i montre que x satisfait toutes les 
ontraintes de partition (6.7).

Si la valeur de l'optimum est stri
tement supérieure à 0, 
onsidérons alors G = {S | zS =

1} = {S1, . . . , Sp}. La famille G donne une partition de V , et nous avons

∑

f(s) zS = 2(p− 1)− 2 x(δ(S1, . . . , Sp)).

Puisque z est l'optimum de (6.13) et

∑

f(s) zS > 0, nous obtenons l'inégalité de par-

tition (6.7) la plus violée par x.

Nous pouvons maintenant donner l'algorithme 6.3 qui dé
rit notre pro
édure de sé-

paration des 
ontraintes de partition de type 1 dans G′
1. Posons V ′

1 = {v1, . . . , vn′

1
}.

Soit x′
1 la restri
tion de x′

dans G′
1.

Algorithme 6.3 : Séparation des 
ontraintes de partition de type 1.

Données : un graphe G′
1 = (V ′

1 , E
′
1) et un ve
teur x′

1 ∈ IR

E′

1

+ .

Sortie : une 
ontrainte de partition de type 1 violées par x′
1.

1 : Pour i allant de 1 à n′
1 faire

y(vi)←− 2

F ←− ∅

k ←− 1

2 : Si vk appartient à un ensemble de F alors

Aller à 4.
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Sinon

α←− f(S)− y(S) = max{f(S)− y(S) | vk ∈ S}

y(vk)←− +α

F ←− F ∪ {S}

3 : Tant qu'il existe deux ensembles S et T dans F tels que S ∩ T 6= ∅ Faire

F ←− (F \ {S, T}) ∪ {S ∪ T}

4 : k ←− k + 1

Si k ≤ n′
1 alors

Aller à 2.

5 : Si y(V ′
1) > 0 alors

La partition de type 1 obtenue est violée par x′
1.

Il nous reste en
ore un point à pré
iser qui est le 
al
ul de α dans l'étape 2. Pour 
ela,

nous 
onstruisons le graphe orienté D = (N, A), où

N = V ′
1 ∪ {s, t},

A = {(i, j), (j, i) | ij ∈ E ′
1} ∪ {(s, i), (i, t) | i ∈ V ′

1}.

Dé�nissons

η(i) =







y(i) si i ∈ V ′
1 \ {r},

y(i) + 2 si i = r,

et les 
apa
ités

c(s, i) =







−η(i) si η(i) < 0, i ∈ V ′
1 , i 6= vk,

0 si η(i) ≥ 0, i ∈ V ′
1 , i 6= vk,

∞ si i = vk,

c(i, t) =







0 si η(i) < 0, i ∈ V ′
1 , i 6= vk,

η(i) si η(i) ≥ 0, i ∈ V ′
1 ,

c(i, j) = c(j, i) = x(ij) si ij ∈ E ′
1.

Barahona a donné le lemme suivant.

Lemme 6.9 [11℄ Si T ∪ {s} induit une 
oupe, de 
apa
ité λ, séparant s et t dans D,

alors

y(T ) + x(δ(T )) =

{

λ +
∑

{η(v) | η(v) < 0} − 2 si r ∈ T,

λ +
∑

{η(v) | η(v) < 0} si r 6∈ T.
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Par 
e lemme, si β est la valeur de la 
oupe minimum entre s et t dans D, alors la

valeur de α est égale à

2− β −
∑

{η(v) | η(v) < 0}.

L'algorithme 6.3 
al
ule au maximum |V ′
1 | valeurs de α. Or 
haque 
al
ul de α né
es-

site le 
al
ul d'une 
oupe minimum qui, en utilisant l'algorithme de Goldberg et Tarjan

(voir se
tion 6.2.3), a une 
omplexité en O(n3). Par 
onséquent, l'algorithme 6.3 a une


omplexité en O(n4).

• partition de type 2

Le problème de séparation des 
ontraintes de partition a déjà été étudié dans la lit-

térature lorsque les types de 
onnexité asso
iés aux sommtes sont en 0, 1 et 2. Plus

parti
ulièrement, Gröts
hel, Monma et Stoer [100℄ ont montré que 
e problème est

NP-Di�
ile. Ils ont ainsi développé des heuristiques pour résoudre 
e problème de sé-

paration. Et, ils ont 
on
lu que les 
ontraintes de partition semblent très utiles dans

le 
adre d'un algorithme de 
oupes et bran
hements. Ils ont, par ailleurs, mis l'a

ent

sur la né
essité d'améliorer les pro
édures de séparation pour 
es 
ontraintes.

Pour des types de sommets en 1 et 2, le problème de séparation des inégalités de

partition n'a pas été, à notre 
onnaissan
e, étudié dans la littérature. Dans le théorème

4.3, nous avons montré que 
e problème est polynomial, et que, pour des partitions

de type 2, il se ramène à la minimisation d'une fon
tion sous-modulaire. Ré
emment,

S
hrijver [159℄ et Iwata, Fleis
her et Fujishige [107℄ ont donné des algorithmes fortement

polynomiaux pour minimiser une fon
tion sous-modulaire. Étant donné que 
es deux

algorithmes sont 
ombinatoires, ils ont un réel intérêt pratique. Malheureusement, leur


omplexité trop élevée, de l'ordre de O(n9)-O(n10), nous a dissuadé de les impléménter.

Par 
onséquent, nous avons développé des heuristiques pour séparer les 
ontraintes

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p pour toute partition de type 2 de V. (6.14)

Nous allons présenter deux heuristiques. La première est une appli
ation dire
te de

l'algorithme de Barahona vu pré
édemment. En appliquant 
et algorithme au graphe

G′
, nous obtenons l'inégalité de partition de type x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p−1 la plus violée

par x′
. Nous devons maintenant voir si la partition ainsi obtenue est de type 2. Ainsi,

si le nombre d'éléments de 
ette partition ayant un type de 
onnexité égal à 2 est

supérieur ou égal à 2, alors nous avons obtenu une inégalité de partition de type 2

violée par x′
. Par 
ontre, si 
e nombre est égal à 1, alors nous avons

x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1 pour toute partition de type 2 de V. (6.15)
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En 
onséquen
e, nous avons dû développer une heuristique qui nous permet de trouver

des inégalités de partition (6.14) violées par x′
mais véri�ant (6.15). Avant de dé
rire


ette heuristique, nous présentons l'algorithme 6.4 qui permet de séparer les inégalités

de partition (6.14) violées par x′
de plus de 1.

Algorithme 6.4 : Séparation des 
ontraintes de partition de type 2 violées de plus de 1.

Données : un graphe G′ = (V1 ∪ V2, E
′), un ve
teur types de sommets r′ ∈ {1, 2}V1∪V2

et un ve
teur x′ ∈ IR

E′

+ .

Sortie : une 
ontrainte de partition de type 2 violée par x′
.

1 : Appliquer l'algorithme 6.3 au graphe G′
.

2 : Cal
uler le nombre α1 d'élements de la partition ayant un type de 
onnexité égal

à 2.

3 : Si α1 ≥ 2 alors

La partition de type 2 obtenue est violée par x′
.

Cet algorithme fait appel à l'algorithme 6.3 qui a une 
omplexité en O(n4). Puisque le


al
ul de α1 a une 
omplexité en 0(n), la 
omplexité de l'algorithme 6.4 est également

en O(n4).

Notre deuxième heuristique est basée sur la notion d'inégalités de 
oupe que nous

essayons de transformer en inégalités de partition de type 2 violées. De manière à

garantir le type 2 de la partition obtenue, nous 
her
hons les 
oupes minimum entre

les sommets ayant un type de 
onnexité égal à 2, 
omme nous l'avons dé
rit dans la

première phase (étapes 1-5) de l'algorithme 6.2. Ainsi, nous 
onstruisons un arbre de

Gomory-Hu. Pour pouvoir transformer une 
oupe de 
et arbre en une partition de type

2 violée, nous avons besoin d'é
rire les inégalités de partition de type 2 de manière

di�érente.

Lemme 6.10 Il existe une inégalité de partition de type 2 violée si et seulement s'il

existe W1 ⊂ V ′
, con(W1) = 2 tel que

x′(δ(W1))− 2 + min{x′(δW 1
(W2, . . . , Wp))− (p− 2)} < 0.

Preuve. Dé
oule dire
tement de l'équivalen
e entre le problème (4.7) et la minimisa-

tion de la fon
tion g dé�nie dans la preuve du théorème 4.3. ✷
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Puisque le ve
teur x′
satisfait les 
ontraintes de 
oupe dans G′

, alors, pour toute 
oupe

δ(W ′) trouvée dans l'arbre de Gomory-Hu, nous avons x′(δ(W ′)) ≥ 2. Par 
onséquent,

si une telle 
oupe peut être transformée en une partition de type 2 violée par x′
, nous

avons alors

min{x′(δW ′(W1, . . . , Wp))− (p− 1)} < 0.

Et le problème qui 
onsiste à minimiser x′(δW ′(W1, . . . , Wp))− (p− 1) peut être résolu

en appliquant l'algorithme de Barahona vu pré
édemment. Ainsi, la deuxième phase

de notre algorithme 
onsiste à 
her
her la partition de poids minimum dans les graphes

G(W ′) et G(W
′
). Notre algorithme de séparation des inégalités de partition de type

2 violées de moins de 1 peut s'é
rire de la manière suivante. Posons V ′ = V1 ∪ V2 où

V1 = {v1, . . . , vn1
} et V2 = {u1, . . . , un2

} sont les sous-ensembles de sommets ayant

respe
tivement des types de 
onnexité égaux à 1 et 2.

Algorithme 6.5 : Séparation des 
ontraintes de partition de type 2 violées de moins

de 1.

Données : un graphe G′ = (V1 ∪ V2, E
′), un ve
teur types de sommets r′ ∈ {1, 2}V1∪V2

et un ve
teur x′ ∈ IR

E′

+ .

Sortie : une liste de 
ontraintes de partition de type 2 violées par x′
.

1 : Pour i allant de 2 à n2 faire

Voisin[i℄ ←− u1

i←− 2

2 : Cal
uler une 
oupe minimum δ(W ′) dans G′
entre ui et Voisin[i℄ telle que u1 ∈W ′

.

3 : Appliquer l'algorithme 6.3 au graphe G(W ′).

4 : Si une partition (W ′
1, . . . , W

′
p′) est trouvée dans G(W ′) alors

α′ ←− x′(δ(W ′)) + x′(δ(W ′
1, . . . , W

′
p′))

Sinon

Aller à 6.

5 : Si α′ < p′ + 1 alors

Ajouter (W ′, W ′
1, . . . , W

′
p′) à la liste des partitions de type 2 violées par x′

.

6 : Appliquer l'algorithme 6.3 au graphe G(W
′
).

7 : Si une partition (W ′′
1 , . . . , W ′′

p′′) est trouvée dans G(W
′
) alors

α′′ ←− x′(δ(W ′)) + x′(δ(W ′′
1 , . . . , W ′′

p′′))
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Sinon

Aller à 9.

8 : Si α′′ < p′′ + 1 alors

Ajouter (W
′
, W ′′

1 , . . . , W ′′
p′′) à la liste des partitions de type 2 violées par x′

.

9 : Pour j allant de i à n2 faire

Si uj ∈W ′
et Voisin[j℄ = Voisin[i℄ alors

Voisin[j℄ ←− ui

10 : i←− i + 1

Si i ≤ n2 alors

Aller à 2.

Notre algorithme 
omporte |V2| itérations. Et 
haque itération 
onsiste à 
al
uler une


oupe minimum et à appliquer 2 fois l'algorithme 6.3. Puisque 
e dernier a une 
om-

plexité en O(n4) et le 
al
ul d'une 
oupe minimum a une 
omplexité en O(n3), la


omplexité de notre algorithme 6.5 est en O(n5).

6.2.5 Séparation des 
ontraintes de F -partition

Lorsque le ve
teur types de sommets est en 1 et 2, les inégalités de F -partition s'é
rivent

de la manière suivante.

x(δ(V0, V1, . . . , Vp) \ F ) ≥ p−

⌊

p1 + |F |

2

⌋

, (6.16)

où p1 est égal au nombre d'éléments, à l'ex
eption de V0, de la partition (V0, V1, . . . , Vp)

ayant un type de 
onnexité égal à 1. À la vue de l'étude réalisée dans la se
tion 6.1.3,

la 
omplexité du problème de séparation des inégalités (6.16) nous est in
onnue. Ainsi,

nous avons développé une heuristique pour séparer 
es inégalités. Cette heuristique se

dé
ompose en deux parties.

Lorsque tous les sommets ont un type de 
onnexité égal à 2, Fonlupt et Mahjoub [70℄ ont


ara
térisé les points extrêmes fra
tionnaires, dits 
ritiques, du polytope Q(G, r) dé�ni

par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe. Ils ont ainsi montré que si x est

un point extrême fra
tionnaire minimal de 
e polytope, alors le graphe G et x peuvent

être réduits, au sens de 
ertaines opérations de rédu
tion, à un graphe G′ = (V ′, E ′)
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et un point extrême x′
de Q(G′, r′), où G′

et x′
satisfont 
ertaines propriétés. Ils ont

prouvé que la paire G′, x′
véri�e les propriétés

i) V ′ = V ′
1 ∪ V ′

2 ave
 V ′
1 ∩ V ′

2 = ∅,

E ′ = E ′
1 ∪ E ′

2 ave
 E ′
1 ∩E ′

2 = ∅,

(V ′
1 , E

′
1) est un 
y
le impair,

(V ′
2 , E

′
2) est une forêt dont les sommets pendants sont dans V ′

1 et tous les sommets

de V ′
2 sont de degré 3,

ii) x′(e) = 1
2
pour e ∈ E ′

1,

x′(e) = 1 pour e ∈ E ′
2,

iii) pour toute 
oupe propre δ(W ′) de G′
, x′(δ(W ′)) > 2.

En se basant en partie sur 
e résultat, nous avons développé une heuristique qui a le

s
héma suivant. Tout d'abord, nous 
her
hons les 
y
les 
omposés d'arêtes fra
tion-

naires dans le graphe G′
. Puis, pour 
haque 
y
le (v1, . . . , vp) déte
té, nous essayons

de trouver un sous-ensemble d'arêtes F parmi 
elles ayant exa
tement une extrémité

appartenant à 
e 
y
le, de telle sorte que l'inégalité de F -partition induite par la parti-

tion (V \{v1, . . . , vp}, {v1}, . . . , {vp}) et F soit violée. L'algorithme suivant dé
rit 
ette

heuristique.

Algorithme 6.6 : Séparation des 
ontraintes de F -partition (première partie).

Données : un graphe G′ = (V1 ∪ V2, E
′), un ve
teur types de sommets r′ ∈ {1, 2}V1∪V2

et un ve
teur x′ ∈ IR

E′

+ .

Sortie : une liste de 
ontraintes de F -partition violées par x′
.

1 : Re
her
her les 
y
les 
omposés d'arêtes fra
tionnaires.

Notons par (vi
1, . . . , v

i
pi

), i = 1, . . . , p, les 
y
les ainsi trouvés.

2 : i←− 1

3 : p1 ←− nombre de sommets du ième


y
le ayant un type de 
onnexité égal à 1.

4 : Séle
tionner un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ δ({vi
1, . . . , v

i
pi
}) tel que |F | et p1

soient de parité di�érente.

5 : Si x′(δ(V \ {vi
1, . . . , v

i
pi
}, {vi

1}, . . . , {v
i
pi
}) \ F ) < pi −

p1+|F |−1
2

alors

Ajouter 
ette inégalité à la liste des F -partitions violées par x′
.

6 : i←− i + 1

Si i ≤ s alors
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Aller à 3.

Pour réaliser l'étape 1 de l'algorithme 6.6, nous avons implémenté un algorithme qui

permet de déterminer les 
omposantes 2-
onnexes d'un graphe non orienté. Cet algo-

rithme ré
ursif est basé sur un par
ours en profondeur et a une 
omplexité en O(n2).

Ainsi, la 
omplexité de l'algorithme 6.6 est en O(n2).

Lorsque l'algorithme 6.6 ne déte
te plus d'inégalités de F -partition violées par x′
,

la deuxième partie de notre heuristique de séparation des inégalités de F -partition

intervient. Dans 
elle-
i, nous essayons de transformer des inégalités de 
oupe en in-

égalités de F -partition. Cependant, les 
oupes qui vont nous intéresser sont 
elles qui


ontiennent le maximum d'arêtes ayant une valeur égale à 1. En e�et, 
e sont 
es

arêtes qui ont la probabilité la plus forte d'appartenir à l'ensemble F . Pour déterminer

de telles 
oupes, nous allons 
onstruire l'arbre de Gomory-Hu pour le graphe G′
et le

ve
teur poids w′ ∈ IR

E′

+ , asso
iés aux arêtes de G′
, et dé�ni 
omme suit

w′(e) = 1− x′(e) pour tout e ∈ E ′.

Nous faisons remarquer que dans le graphe G′
, nous avons x′(e) > 0 pour tout e ∈ E ′

.

Ainsi, plus une arête e ∈ E ′
a un 
oût x′(e) pro
he de 1 (et don
 w′(e) pro
he de 0),

plus sa probabilité d'être dans une 
oupe minimum est élevée. Par la suite, pour 
haque


oupe δ(W ) ainsi trouvée, nous 
al
ulons p1 et p′1 qui sont respe
tivement égaux au

nombre de sommets de W et W ayant un type de 
onnexité égal à 1. Puis nous essayons

de séle
tionner un sous-ensemble d'arêtes F1 ⊆ δ(W ) (resp. F ′
1 ⊆ δ(W )) tel que |F1| et

p1 (resp. |F ′
1| et p′1) soient de parité di�érente, de telle sorte que l'inégalité

x′(δ(W ) \ F1) + x′(E(W )) < |W | −
p1 + |F1| − 1

2

(resp. x′(δ(W ) \ F ′
1) + x′(E(W )) < |W | −

p′1 + |F ′
1| − 1

2
)

soit violée. Notre deuxième partie de l'algorithme de séparation des inégalités de

F -partition se présente don
 de la manière suivante. Posons V ′ = {v1, . . . , vn′} et

E ′ = {e1, . . . , em′}.

Algorithme 6.7 : Séparation des 
ontraintes de F -partition (deuxième partie).
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Données : un graphe G′ = (V1 ∪ V2, E
′), un ve
teur types de sommets r′ ∈ {1, 2}V1∪V2

et un ve
teur x′ ∈ IR

E′

+ .

Sortie : une liste de 
ontraintes de F -partition violées par x′
.

1 : Pour i allant de 1 à m′
Faire

w′(ei) = 1− x′(ei).

Pour i allant de 2 à n′
Faire

Voisin[i℄ = v1.

2 : i←− 2

3 : Cal
uler une 
oupe minimum δ(W ′) dans G′
(ave
 le ve
teur poids w′

) entre vi

et Voisin[i℄.

4 : p1 ←− nombre de sommets de W ayant un type de 
onnexité égal à 1.

5 : Séle
tionner un sous-ensemble d'arêtes F1 ⊆ δ(W ) tel que |F1| et p1 soit de parité

di�érente.

6 : Si x′(δ(W )) \ F1) < |W | − p1+|F1|−1
2

alors

Ajouter 
ette inégalité à la liste des F -partitions violées par x′
.

7 : p′1 ←− nombre de sommets de W ayant un type de 
onnexité égal à 1.

8 : Séle
tionner un sous-ensemble d'arêtes F ′
1 ⊆ δ(W ) tel que |F ′

1| et p′1 soit de parité

di�érente.

9 : Si x′(δ(W )) \ F ′
1) < |W | −

p′
1
+|F ′

1
|−1

2
alors

Ajouter 
ette inégalité à la liste des F -partitions violées par x′
.

10 : i←− i + 1

Si i ≤ n′
alors

Aller à 3.

L'initialisation du ve
teur w′
a une 
omplexité en O(n2). Puis, nous avons ensuite n′−1

itérations, qui ont 
ha
une 
omme opération prin
ipale le 
al
ul d'une 
oupe minimum.

Ainsi, 
haque itération a une 
omplexité en O(n3). Par 
onséquent, l'algorithme 6.7 a

une 
omplexité en O(n4).
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6.3 Résultats expérimentaux

6.3.1 Contexte informatique

Avant de présenter nos résultats expérimentaux, nous pré
isons le 
ontexte purement

informatique dans lequel ils ont été obtenus. Plus parti
ulièrement, nous donnons un

bref des
riptif du logi
iel gérant la phase de 
oupes et bran
hements.

Notre algorithme est basé sur une utilisation du logi
iel MINTO (�Mixed INTeger

Optimizer�), version 3.0 [142℄. C'est un outil qui permet de résoudre des programmes

linéaires mixtes, en utilisant des te
hniques de bran
hements et évaluations.

L'e�
a
ité d'un algorithme de bran
hements et évaluations dépend beau
oup de la

pro
édure d'évaluation utilisée ainsi que de la taille du problème. Lorsque les bornes

fournies par 
ette pro
édure sont assez larges et la taille du problème est importante,

l'obtention d'une solution optimale peut né
essiter un temps 
onsidérable. Ainsi, dans le

but d'a

élérer le 
al
ul de 
ette solution, MINTO, par sa 
on
eption très modulaire,

permet à l'utilisateur d'in
orporer des fon
tions spé
i�ques au problème. Les pro
é-

dures de séparation des 
ontraintes valides que nous venons de voir sont des exemples

de telles fon
tions. Pour 
e qui est de la résolution des programmes linéaires, MINTO

fait appel au logi
iel CPLEX, version 4.0 [19℄, qui est une implémentation très rapide

de l'algorithme du simplexe.

Ce travail expérimental, implémenté en langage C, a été réalisé sur un Pentium III


aden
é à 450 Mhz ave
 256 Mo de mémoire vive. Dans la pro
haine se
tion, nous

allons présenter les instan
es sur lesquelles nous avons e�e
tué nos tests.

6.3.2 Des
ription des instan
es traitées

L'obje
tif prin
ipal de 
e travail expérimental est de mesurer l'e�
a
ité des 
ontraintes

présentées pré
édemment dans un algorithme de 
oupes et bran
hements pour le pro-

blème de 
on
eption de réseaux �ables ave
 des types de sommets soit tous égaux

à 2, soit en 1 et 2. Ainsi, nous avons expérimenté notre algorithme sur des instan
es

du problème du voyageur de 
ommer
e symétique prises dans la librairie TSPLIB [155℄.

Chaque nom d'instan
e est 
omposé d'une suite alphanumérique dont le nombre donné

à la �n 
orrespond à la taille de l'instan
e, 
'est-à-dire aux nombre de sommets. De
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plus, pour le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe, un type de 
onnexité égal à 2

est asso
ié à 
haque sommet, tandis que pour le problème ESNDP en 1 et 2, le type

de 
onnexité (1 ou 2) est généré aléatoirement pour 
haque sommet.

Tous les graphes sur lesquels nous travaillons sont supposés 
omplets. Par ailleurs,

les 
oûts asso
iés aux arêtes sont donnés de manière di�érente. Ainsi, pour 
haque

instan
e, le 
oût d'une arête peut être

- donné expli
itement,

- égal à la distan
e eu
lidienne entre ses deux extrémités dont nous 
onnaissons les


oordonnées,

- égal à la distan
e (en kilomètres) entre ses deux extrémités qui sont deux points

situés sur la Terre et dont nous 
onnaissons les latitudes et les longitudes,

- égal à une distan
e �pseudo-eu
idienne� entre ses deux extrémités dont nous


onnaissons les 
oordonnées.

Avant de donner les résultats expérimentaux obtenus, nous présentons les tableaux dans

lesquels nos résultats sont reportés. La première 
olonne de 
haque tableau 
ontient la

liste des problèmes traités. Les autres 
olonnes sont

V1 : le nombre de sommets de type de 
onnexité égal à 1 (uniquement si r ∈ {1, 2}V ),

CC : la valeur de la solution optimale après l'ajout

- des 
ontraintes de 
oupe (si r(v) = 2 pour tout v ∈ V ),

- des 
ontraintes de 
oupe et de partition de type 1 (si r ∈ {1, 2}V ),

NP : le nombre de 
ontraintes de partition générées (uniquement si r ∈ {1, 2}V ),

NFP : le nombre de 
ontraintes de F -partition générées,

C : la valeur de la solution optimale avant la phase de bran
hements,

T : le temps CPU en se
ondes avant la phase de bran
hements,

Copt : la valeur de la solution optimale,

Pas1 : le pour
entage de l'erreur relative après l'ajout des 
ontraintes de 
oupe et de

partition de type 1 (uniquement si r ∈ {1, 2}V pour 
es dernières), 
'est-à-dire

Copt− CC

Copt

∗ 100,

Pas2 : le pour
entage de l'erreur relative avant la phase de bran
hements, 
'est-à-dire

Copt− C

Copt

∗ 100,
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PB : la profondeur maximum de l'arbre exploré dans la phase de bran
hements,

SB : le nombre de sommets générés dans la phase de bran
hements,

TT : le temps CPU total en se
ondes.

Nous faisons remarquer que CC 
orrespond à la valeur de la solution avant que nos

heuristiques de séparation des inégalités de partition de type 2 (si r ∈ {1, 2}V ) et de

F -partition soient appliquées.

6.3.3 Le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe

Les graphes traités ont un nombre de sommets qui est inférieur à 500. Ces graphes

sont de taille assez moyenne, mais notre prin
ipal obje
tif est de montrer l'e�
a
ité

des opérations de rédu
tion de graphes et des 
ontraintes de F -partition pour résoudre

à l'optimalité le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe.

Les résultats présentés dans les tableaux 6.1 et 6.2 représentent les performan
es de

notre algorithme de 
oupes et bran
hements lorsque les opérations de rédu
tion sont

appliquées et les inégalités de F -partition sont prises en 
ompte.

Problème NC CC NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

burma14 2 3323 0 3323 0.01 3323 0.0 0.0 0 1 0.01

ulysses16 5 6859 0 6859 0.02 6859 0.0 0.0 0 1 0.02

gr17 9 2085 0 2085 0.02 2085 0.0 0.0 0 1 0.02

gr21 0 2707 0 2707 0.01 2707 0.0 0.0 0 1 0.01

ulysses22 9 7013 0 7033 0.03 7013 0.0 0.0 0 1 0.02

gr24 5 1272 2 1272 0.03 1272 0.0 0.0 0 1 0.03

fri26 10 937 0 937 0.03 937 0.0 0.0 0 1 0.03

bayg29 11 1608 4 1610 0.07 1610 0.12 0.0 0 1 0.07

bays29 9 2013.50 20 2020 0.14 2020 0.32 0.0 0 1 0.14

dantzig42 19 697 2 698 0.12 699 0.29 0.14 1 3 0.16

swiss42 10 1272 1 1273 0.1 1273 0.08 0.0 0 1 0.1

att48 24 10604 1 10610.33 0.19 10628 0.23 0.17 1 3 0.35

gr48 21 4959 36 5017 0.59 5031 1.43 0.28 3 7 1.26

hk48 18 11444.50 3 11461 0.16 11461 0.14 0.0 0 1 0.16

eil51 22 422.50 62 426 2.15 426 0.82 0.0 0 1 2.82

berlin52 6 7542 0 7542 0.13 7542 0.0 0.0 0 1 0.13

brazil58 28 25354.50 4 25395 0.27 25395 0.0 0.0 0 1 0.27

Tableau 6.1
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Problème NC CC NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

st70 40 671 78 673 2.07 675 0.59 0.22 1 3 2.70

eil76 23 537 34 538 1.76 538 0.19 0.0 0 1 1.76

pr76 44 105120 156 106240.33 10.69 106492 1.29 0.24 5 17 14.97

rat99 43 1206 59 1209.50 2.93 1211 0.41 0.12 2 4 7.04

rd100 80 7899.33 15 7910 2.02 7910 0.13 0.0 0 1 2.02

kroA100 70 20936.50 111 21200.83 9.62 21261 1.53 0.28 7 44 18.05

kroB100 66 21834 175 22005.88 31.59 22059 1.02 0.24 3 9 79.71

kroC100 84 20472.50 143 20695.07 18.03 20749 1.33 0.26 4 15 40.08

kroD100 63 21141.50 182 21256.76 25.45 21294 0.72 0.17 3 7 47.66

kroE100 41 21799.50 191 21913.25 13.53 21923 0.56 0.04 1 3 14.57

eil101 45 627.50 73 628 5.17 629 0.24 0.16 3 5 27.19

lin105 49 14370.50 7 14379 1.09 14379 0.06 0.0 0 1 1.09

pr107 86 44303 0 44303 1.22 44303 0.0 0.0 0 1 1.22

bier127 78 117431 245 118082.375 46.04 118282 0.72 0.17 5 21 162.08

kroA150 95 26299 77 26389 19.54 26524 0.85 0.51 11 182 548.29

kroB150 92 25732.50 48 25845.50 11.75 26060 1.26 0.82 10 161 206.70

u159 59 41925 24 41995 4.65 42080 0.37 0.20 3 9 11.94

ts225 0 115605 64 117363 8.74 117363 1.50 0.0 0 1 8.74

a280 115 2566 182 2577.67 109.36 2579 0.50 0.05 1 3 155.15

pr264 90 49020.50 59 49124 25.98 49135 0.23 0.02 1 3 32.71

pr299 150 47380 207 47693.75 125.78 47718 0.71 0.05 2 5 142.68

�417 258 11789.50 64 11805 126.13 11813 0.20 0.07 5 11 221.06

Tableau 6.2

Nous pouvons remarquer que sur les 39 instan
es traitées, les 
ontraintes de 
oupe ont

été su�santes pour obtenir la solution optimale pour seulement 8 d'entre elles. Pour les

31 autres instan
es, nous avons toujours pu déte
ter des inégalités de F -partition vio-

lées par la solution 
ourante, et 
ela en nombre parfois assez grand. Malgré 
ela, pour


ertaines instan
es, les 
ontraintes de F -partition asso
iées aux 
ontraintes de 
oupe

et aux 
ontraintes triviales n'ont pas su�t pour résoudre le problème du sous-graphe

2-arête 
onnexe à l'optimalité sans phase de bran
hements. Néanmoins, l'erreur relative

entre la borne inférieure donnée à la �n de l'algorithme de 
oupes et la solution opti-

male est relativement petite. En e�et, à l'ex
eption des instan
es kroA150 et kroB150,

elle n'ex
ède pas 0.3%. Par 
onséquent, nous obtenons des phases de bran
hements

dans lesquelles le nombre de noeuds évalués et la profondeur de l'arbre généré sont peu

élevés. Et 
e
i semble avoir pour 
onséquen
e de rendre la phase de bran
hements plus

rapide.

Par la suite, nous avons voulu mesurer l'e�
a
ité de notre algorithme de 
oupes et
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bran
hements sans que les opérations de rédu
tion de graphes soient appliquées. Les

résultats obtenus sont présentés dans le tableau 6.3.

Problème NC CC NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

burma14 2 3323 0 3323 0.03 3323 0.0 0.0 0 1 0.03

ulysses16 5 6859 0 6859 0.02 6859 0.0 0.0 0 1 0.02

gr17 9 2085 0 2085 0.02 2085 0.0 0.0 0 1 0.02

gr21 0 2707 0 2707 0.02 2707 0.0 0.0 0 1 0.02

ulysses22 14 7013 0 7013 0.04 7013 0.0 0.0 0 1 0.04

gr24 8 1272 2 1272 0.06 1272 0.0 0.0 0 1 0.06

fri26 23 937 0 937 0.06 937 0.0 0.0 0 1 0.06

bayg29 17 1608 2 1610 0.09 1610 0.12 0.0 0 1 0.09

bays29 8 2013.50 8 2020 0.15 2020 0.32 0.0 0 1 0.15

dantzig42 47 697 2 698 0.33 699 0.29 0.14 1 3 0.41

swiss42 29 1272 1 1273 0.16 1273 0.08 0.0 0 1 0.16

att48 42 10604 1 10610.33 0.45 10628 0.23 0.17 1 3 0.77

gr48 30 4959 18 5017 0.61 5031 1.43 0.28 3 7 1.52

hk48 18 11444.50 3 11461 0.31 11461 0.14 0.0 0 1 0.31

eil51 14 422.50 44 426 1.53 426 0.82 0.0 0 1 2.21

berlin52 29 7542 0 7542 0.24 7542 0.0 0.0 0 1 0.24

brazil58 61 25354.50 2 25395 0.51 25395 0.16 0.0 0 1 0.51

st70 167 671 21 673 4.57 675 0.59 0.22 1 3 5.24

eil76 18 537 4 538 0.88 538 0.19 0.0 0 1 0.88

pr76 76 105120 94 106194.83 15.78 106492 1.29 0.28 5 19 20.53

rat99 116 1206 11 1209.50 6.09 1211 0.41 0.12 2 5 10.19

rd100 141 7899.33 6 7910 3.84 7910 0.13 0.0 0 1 3.84

kroA100 142 20936.50 73 21195.33 16.70 21261 1.53 0.31 8 61 47.81

kroB100 100 21834 61 21998.15 16.48 22059 1.02 0.28 4 11 46.05

kroC100 172 20472.50 64 20692 14.02 20749 1.33 0.27 6 26 33.86

kroD100 172 21141.50 161 21266.67 50.94 21294 0.72 0.13 6 17 108.19

kroE100 97 21799.50 52 21911.75 11.23 21923 0.56 0.05 3 7 14.54

eil101 119 627.50 8 628 4.25 629 0.24 0.16 4 8 15.44

lin105 150 14370.50 2 14379 4.15 14379 0.06 0.0 0 1 4.15

pr107 110 44303 0 44303 3.31 44303 0.0 0.0 0 1 3.31

bier127 163 117431 34 118052.75 19.78 118282 0.72 0.19 8 29 120.76

kroA150 255 26299 33 26389 38.52 26524 0.85 0.51 13 167 518.06

kroB150 219 25732.50 20 25845.50 23.42 26060 1.26 0.82 11 201 395.14

u159 132 41925 9 41995 10.94 42080 0.37 0.20 1 3 106.59

ts225 0 115605 36 117363 12.94 117363 1.50 0.0 0 1 12.94

a280 456 2566 79 2577.67 332.49 2579 0.50 0.05 3 6 418.62

pr264 176 49020.50 24 49124 47.62 49135 0.23 0.02 1 3 60.49

pr299 489 47380 101 47712.75 191.26 47718 0.71 0.01 1 3 220.02

Tableau 6.3
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Tout d'abord, nous pouvons noter que le temps total de 
al
ul est plus élevé dans une

grande majorité des instan
es traitées (dans environ 75%). Pour les autres, il est sensi-

blement le même. En e�et, pour 
haque instan
e, le nombre d'inégalités de F -partition

générées est bien inférieur à 
elui reporté dans les tableaux 6.1 ou 6.2. Néanmoins, pour


haque instan
e où les 
ontraintes de 
oupe sont insu�santes pour résoudre le problème

sans phase de bran
hements, nous avons toujours généré au minimum une inégalité de

F -partition. Ainsi, il semble que notre heuristique de séparation des inégalités de F -

partition soit moins e�
a
e lorsque les opérations de rédu
tion ne sont pas appliquées.

Et même si l'erreur relative avant la phase de bran
hements est sensiblement identique

ave
 ou sans les opérations de rédu
tion, le nombre de noeuds évalués est plus grand

sans 
elles-
i.

Dans les tableaux 6.4 et 6.5, nous avons reporté les résultats obtenus sans l'ajout des

inégalités de F -partition et sans l'appli
ation des opérations de rédu
tion de graphes,

pour 
ertaines instan
es déjà traitées. Puisque les temps total d'exé
ution des tableaux

6.1 à 6.3 sont tous inférieurs à 600 se
ondes, nous avons imposé un temps total d'exé-


ution limité à 3 heures. Par ailleurs, il est 
lair que seules les instan
es ayant né
essité

l'ajout d'inégalités de F -partition nous ont intéressé.

Problème NC CC T Copt Pas1 PB SB TT

gr24 8 1272 0.5 1272 0.0 1 2 0.11

bayg29 17 1608 0.09 1610 0.12 1 3 0.12

bays29 3 2013.50 0.7 2020 0.32 1 3 0.17

dantzig42 47 697 0.29 699 0.29 1 3 0.37

swiss42 29 1272 0.16 1273 0.08 1 3 0.22

att48 42 10604 0.38 10628 0.23 4 11 0.89

gr48 21 4959 0.31 5031 1.43 10 111 4.15

hk48 18 11444.50 0.29 11461 0.14 1 3 0.46

eil51 3 422.50 0.21 426 0.82 8 53 4.06

brazil58 61 25354.50 0.47 25395 0.16 1 3 0.68

st70 117 671 1.33 675 0.59 6 12 2.79

eil76 13 537 0.67 538 0.19 5 11 2.70

pr76 62 105120 1.09 106492 1.28 16 863 74.02

rat99 113 1206 3.21 1211 0.41 10 31 11.02

rd100 140 7899.33 3.11 7910 0.13 4 11 6.00

kroA100 56 20936.50 1.53 21261 1.53 24 11221 1379.06

kroB100 77 21834 2.15 22059 1.02 14 213 46.16

kroC100 166 20472.50 4.22 20749 1.33 18 345 66.04

kroD100 115 21141.50 2.32 21294 0.72 10 90 17.31

kroE100 92 21799.50 1.81 21923 0.56 7 63 17.86

Tableau 6.4
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Problème NC CC T Copt Pas1 PB SB TT

eil101 118 627.50 2.93 629 0.24 6 15 9.45

lin105 149 14370.50 3.78 14379 0.06 2 4 5.34

bier127 148 117431 4.73 118282 0.72 37 19716 10800.13

kroA150 215 26299 10.06 26524 1.11 23 2966 1571.02

kroB150 197 25732.50 9.19 26060 1.26 21 4149 2320.17

u159 132 41925 6.50 42080 0.37 14 283 170.49

ts225 0 115605 7.13 117363 1.50 24 5894 10800.15

a280 277 2566 61.54 2579 0.50 35 6176 10800.11

pr264 170 49020.50 22.97 49135 0.23 18 170 204.60

pr299 328 47380 42.72 47730 0.71 23 3043 10801.23

Tableau 6.5

À la lumière de 
es résultats, nous pouvons remarquer la grande di�éren
e dans le

temps total d'exé
ution des trois tableaux pré
édents et 
eux des tableaux 6.4 et 6.5.

De plus, nous notons que pour 4 instan
es (bier127, ts225, a280, pr299), le temps limite

d'exé
ution a été atteint sans que la phase de bran
hements se soit a
hevée. Pour trois

de 
es instan
es, la meilleure solution trouvée 
orrespond à une solution optimale, alors

que pour l'instan
e pr299, nous n'avons qu'une solution appro
hée (47730 au lieu de

47718). L'instan
e ts225 est une des plus signi�
atives. Ave
 les opérations de rédu
-

tion et les inégalités de F -partition, nous avons obtenu la solution optimale en 8.74

se
ondes. Lorsque les opérations de rédu
tion ne sont plus appliquées, il nous a fallu

12.94 se
ondes pour obtenir la solution optimale. Par 
ontre, dans le tableau 6.5, nous

avons atteint le temps limite, 
'est-à-dire 3 heures, sans que la phase de bran
hements

soit terminée. Nous avons don
 
onsidéré la meilleure solution trouvée (en 3 heures), qui

est, pour 
ette instan
e, également la solution optimale. Une des expli
ations qui peut

être avan
ée est que l'erreur relative avant la phase de bran
hements est beau
oup plus

élevée. Ainsi, nous avons une explosion de l'arbre généré dans la phase de bran
hements.

L'analyse que nous venons de réaliser montre très 
lairement l'importan
e des inéga-

lités de F -partition dans l'e�
a
ité de notre algorithme de 
oupes et bran
hements.

Par ailleurs, nos opérations de rédu
tion de graphes sont très importantes pour notre

heuristique de séparation des 
ontraintes de F -partition, et don
 plus généralement

pour notre algorithme de 
oupes et bran
hements. Par 
onséquent, l'e�
a
ité de notre

algorithme dépend à la fois de nos opérations de rédu
tion et de l'ajout des 
ontraintes

de F -partition.

Par ailleurs, nous faisons remarquer que, sur les 39 instan
es traitées, les solutions

obtenues pour le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe le sont également pour

le problème du voyageur de 
ommer
e pour 30 d'entre elles, soit un pour
entage de
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76.92%. Il semble don
 que les inégalités de F -partition peuvent aussi jouer un r�le

important dans une telle appro
he pour le problème du voyageur de 
ommer
e.

6.3.4 Types de sommets en 1 et 2

Notre algorithme de 
oupes et bran
hements a été expérimenté sur des instan
es ayant

moins de 101 sommets lorsque les types de sommets sont en 1 et 2. De plus, nous

avons limité le temps d'exé
ution à 3 heures. Notre obje
tif prin
ipal étant de tester

l'e�
a
ité de nos pro
édures de rédu
tion et de séparation. Pour 
e qui est de la valeur

de la solution (CC) avant l'appel de nos heuristiques de séparation des inégalités de

partition de type 2 et de F -partition, nous ne l'avons pas indiquée dans les pro
hains

tableaux, a�n de ne pas sur
harger 
es derniers. Par 
ontre, nous avons bien mentionné

l'erreur relative Pas1 avant l'appli
ation de 
es heuristiques. Dans les tableaux 6.6, 6.7

et 6.8, nous avons reporté les résultats obtenus lorsque les opérations de rédu
tion de

graphes sont appliquées.

Problème V1 NC NP NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

burma14 5 24 64 0 3069 0.23 3069 7.35 0.0 0 1 0.23

burma14 6 21 17 0 2836 0.15 2836 8.53 0.0 0 1 0.15

burma14 6 11 45 0 3070 0.11 3070 4.88 0.0 0 1 0.11

burma14 11 39 25 0 3232.67 0.47 3281 9.28 1.47 1 3 0.63

ulysses16 5 12 64 0 6828 0.29 6828 4.36 0.0 0 1 0.29

ulysses16 7 29 27 0 6839.50 0.30 6858 6.38 0.27 1 3 0.39

ulysses16 8 23 45 0 5739 0.53 5739 7.24 0.0 0 1 0.53

ulysses16 12 33 65 0 5499 0.64 5499 11.35 0.0 0 1 0.64

gr17 5 20 26 0 1836 0.17 1836 2.78 0.0 0 1 0.17

gr17 7 37 110 0 1889.25 0.75 1935 7.83 2.36 1 3 1.12

gr17 9 28 60 0 2049 0.31 2049 7.81 0.0 0 1 0.31

gr17 13 45 39 0 1957 1.00 1957 12.98 0.0 0 1 1.00

gr21 9 37 39 0 2516 0.34 2516 5.63 0.0 0 1 0.34

gr21 9 29 20 0 2618 0.19 2618 5.23 0.0 0 1 0.19

gr21 11 43 70 0 2586 0.53 2586 7.21 0.0 0 1 0.53

gr21 13 45 44 0 2541 0.85 2561 11.17 0.78 1 3 1.31

ulysses22 9 40 43 0 6898 0.52 6898 2.41 0.0 0 1 0.52

ulysses22 9 29 102 0 7012 1.12 7012 5.57 0.0 0 1 1.12

ulysses22 11 39 133 0 5886 2.05 5886 5.66 0.0 0 1 2.05

ulysses22 13 48 75 0 5779 1.88 5779 9.08 0.0 0 1 1.88

Tableau 6.6



6.3 Résultats expérimentaux 225

Problème V1 NC NP NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

gr24 10 43 94 2 1265 1.03 1265 7.11 0.0 0 1 1.03

gr24 11 45 79 0 1225 0.61 1225 9.02 0.0 0 1 0.61

gr24 12 63 82 0 1168 1.78 1168 8.45 0.0 0 1 1.78

gr24 15 68 135 0 1161 5.62 1161 13.33 0.0 0 1 5.62

fri26 11 44 61 0 896.50 1.52 898 8.00 0.17 1 3 1.60

fri26 11 69 198 0 906.83 5.88 908 9.42 0.13 3 8 6.74

fri26 13 66 177 0 880 6.42 880 12.05 0.0 0 1 6.42

fri26 15 79 166 0 872 7.84 872 11.84 0.0 0 1 7.84

bayg29 12 61 149 0 1534 2.35 1534 10.66 0.0 0 1 2.35

bayg29 12 71 84 0 1543 2.23 1543 8.14 0.0 0 1 2.23

bayg29 14 78 104 0 1545 2.43 1545 10.51 0.0 0 1 2.43

bayg29 18 99 67 0 1452 2.67 1452 13.71 0.0 0 1 2.67

bays29 12 66 43 0 1859 0.60 1859 7.58 0.0 0 1 0.60

bays29 12 63 67 0 1885 1.16 1885 6.24 0.0 0 1 1.16

bays29 14 97 86 0 1900 1.63 1900 7.61 0.0 0 1 1.63

bays29 18 77 44 0 1753 2.93 1753 11.41 0.0 0 1 2.93

dantzig42 19 137 287 2 687 20.48 687 10.72 0.0 0 1 20.51

dantzig42 19 112 240 0 682 11.36 682 7.60 0.0 0 1 11.36

dantzig42 21 122 151 0 686 20.42 686 9.13 0.0 0 1 20.42

dantzig42 25 103 128 0 649.50 13.76 650 10.63 0.08 0 1 13.80

swiss42 19 117 104 0 1217 10.12 1217 9.87 0.0 0 1 10.12

swiss42 19 98 314 0 1256 67.24 1256 10.24 0.0 0 1 67.24

swiss42 21 128 328 0 1204 25.06 1206 10.56 0.16 1 3 25.47

swiss42 25 130 284 0 1244 27.80 1244 12.80 0.0 0 1 27.80

att48 20 144 234 0 10273 26.75 10273 11.53 0.0 0 1 26.75

att48 21 140 389 0 10292.5 54.9 10299 8.93 0.06 1 3 58.40

att48 25 120 339 4 10214 35.54 10259 12.01 0.44 4 13 202.68

att48 30 172 319 0 10136 64.81 10136 13.20 0.0 0 1 64.81

gr48 20 145 281 2 4842.50 65.61 4860 10.04 0.36 3 7 755.06

gr48 21 118 421 5 4819.75 94.93 4863 9.12 0.89 5 23 361.41

gr48 25 156 471 0 4726.08 73.82 4789 11.16 1.31 8 101 340.10

gr48 30 210 415 0 4495 73.03 4523 11.86 0.62 2 7 184.52

hk48 20 150 154 0 11266 13.40 11266 8.41 0.0 0 1 13.40

hk48 21 130 247 0 11014 13.56 11014 10.12 0.0 0 1 13.56

hk48 25 131 219 2 11169.33 32.80 11181 11.46 0.10 3 9 33.83

hk48 30 156 804 0 11215 100.79 11215 12.99 0.0 0 1 100.79

eil51 21 171 1143 14 411.75 336.57 413 11.51 0.30 2 4 345.17

eil51 23 166 1933 15 411.27 211.75 413 11.81 0.42 5 14 812.46

eil51 27 175 669 3 410 103.40 410 13.93 0.0 6 10 137.90

eil51 31 280 1112 2 406.08 302.88 407 13.76 0.23 4 14 389.44

Tableau 6.7
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Problème V1 NC NP NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

berlin52 22 198 243 0 7326 23.58 7326 7.88 0.0 0 1 23.58

berlin52 24 156 1099 0 7535 178.83 7535 8.85 0.0 0 1 178.83

berlin52 28 151 298 0 7434 114.98 7435 11.20 0.01 1 3 115.22

berlin52 32 192 280 0 6963 48.76 6963 12.67 0.0 0 1 48.76

brazil58 25 172 144 0 24524 28.29 24524 4.34 0.0 0 1 28.29

brazil58 26 166 480 2 23370 188.75 23371 6.20 0.004 1 3 245.60

brazil58 32 200 437 0 24695 649.22 24699 5.92 0.02 1 3 649.95

brazil58 35 166 266 0 23501 76.60 23501 6.36 0.0 0 1 76.60

st70 29 169 380 5 642.5 112.76 647 8.92 0.70 6 25 380.16

st70 30 216 1719 2 656.375 414.42 662 9.85 0.85 10 119 2329.06

st70 39 239 1252 12 625 519.90 626 10.79 0.16 1 3 522.32

st70 40 247 681 0 633 357.45 633 11.44 0.0 0 1 357.45

pr76 32 211 2441 13 98620.25 464.16 98782 7.25 0.16 3 13 784.30

pr76 34 193 479 5 97580.27 108.62 98448 8.34 0.88 13 666 4305.33

pr76 44 294 930 1 98782 234.77 99680 9.29 0.90 17 1129 6134.49

rat99 43 309 1969 7 1192.83 5829.76 1195 11.42 0.18 5 15 6405.18

rat99 45 355 1513 2 1192 2074.16 1193 11.49 0.08 5 10 2214.96

rat99 55 390 1433 0 1164 2183.86 1164 12.12 0.0 0 1 2183.86

rd100 43 325 981 3 7641 1079.21 7645 8.98 0.05 1 3 1089.64

kroA100 46 336 1552 7 20425.125 575.94 20539 9.08 0.55 11 93 3034.27

eil101 46 486 8396 2 598 8518.94 598 12.90 0.0 0 1 8525.02

Tableau 6.8

La première remarque que nous pouvons réaliser est que l'erreur relative entre la va-

leur de la solution obtenue après l'ajout des 
ontraintes de 
oupe et de partition de

type 1 et la valeur de la solution optimale est élevée. Par ailleurs, il semble que 
elle-
i

soit d'autant plus élevée que le nombre de sommets ayant un type de 
onnexité égal

à 1 est important. Par 
ontre, après l'appli
ation de nos heuristiques de séparation

des inégalités de partition de type 2 et des inégalités de F -partition, l'erreur relative

entre la valeur de la solution avant la phase de bran
hements et la valeur de la solution

optimale devient assez faible, moins de 3% à l'ex
eption de 3 instan
es. Ce
i permet

d'obtenir des phases de bran
hements plus rapide, et surtout un nombre très restreint

de noeuds à évaluer dans 
elles-
i. De plus, pour de nombreuses instan
es, l'algorithme

de 
oupes nous a permis de résoudre à l'optimalité le problème sans au
un bran
hement.

Dans notre algorithme, un nombre très important de 
ontraintes de partition est ajouté

pour 
haque instan
e. Généralement, parmi les 
ontraintes de partition déte
tées, nous

avons au minimum 75% d'inégalités de partition de type 2, don
 générées par nos

heuristiques, et 
e pour
entage tend à augmenter quand le nombre de sommets 
roit

(voir tableau 6.9). Pour les plus grandes instan
es sur lesquelles nous avons expérimenté
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notre algorithme, nous présentons les di�érents types d'inégalités de partition générées.

Ainsi, dans le pro
hain tableau, NP1 représente le nombre d'inégalités de partition de

type 1 générées par l'algorithme 6.3 tandis que NP21 (resp. NP22) représente le nombre

d'inégalités de partition de type 2 générées par l'algorithme 6.4 (resp. l'algorithme 6.5).

Problème NP1 NP21 NP22

st70 16 53 311

st70 32 72 1615

st70 72 102 1078

st70 65 99 517

pr76 30 45 2366

pr76 22 50 407

pr76 57 50 823

rat99 55 101 1813

rat99 36 109 1368

rat99 70 163 1198

rd100 44 64 873

kroA100 46 49 1457

eil101 84 258 8054

Tableau 6.9

Pour 
e qui est des 
ontraintes de F -partition, elles apparaissent dans une faible pro-

portion dans notre algorithme de 
oupes. Ce
i ne prouve pas for
ément qu'elles ne sont

pas utiles pour 
e problème, mais simplement que notre heuristique de séparation n'est

peut être pas très e�
a
e.

Nous avons, par la suite, appliqué notre algorithme sur les mêmes instan
es (
elles

ayant moins de 70 sommets) sans nos pro
édures de rédu
tion de graphes. Nous avons

alors obtenu les résultats présentés dans les tableaux 6.10, 6.11 et 6.12.

Problème V1 NC NP NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

burma14 5 20 17 0 3069 0.34 3069 7.35 0.0 0 1 0.34

burma14 6 22 12 0 2836 0.21 2836 8.53 0.0 0 1 0.21

burma14 6 9 11 0 3070 0.23 3070 4.89 0.0 0 1 0.23

burma14 11 34 17 0 3237.67 0.59 3281 9.28 1.32 4 9 1.33

ulysses16 5 15 20 1 6724.50 0.50 6828 4.36 1.52 5 29 3.78

ulysses16 7 31 22 0 6718 0.57 6858 6.19 2.04 3 11 1.53

ulysses16 8 23 21 0 5611.50 0.72 5739 7.65 2.22 1 3 1.10

ulysses16 12 24 12 0 5183.75 0.50 5499 13.74 5.73 6 39 2.58

Tableau 6.10
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Problème V1 NC NP NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

gr17 5 20 16 0 1836 0.18 1836 2.75 0.0 0 1 0.18

gr17 7 46 17 0 1920.50 0.62 1935 7.83 0.75 1 3 1.43

gr17 9 29 16 0 2003 0.0.63 2049 7.81 2.24 2 5 3.00

gr17 13 40 42 0 1917.67 3.54 1957 12.01 2.01 1 3 3.79

gr21 9 43 26 0 2516 1.94 2516 5.63 0.0 0 1 1.94

gr21 9 32 15 0 2618 0.32 2618 5.23 0.0 0 1 0.32

gr21 11 43 18 0 2586 0.79 2586 7.21 0.0 0 1 0.79

gr21 13 45 42 0 2561 4.67 2561 11.17 0.0 0 1 4.67

ulysses22 9 32 20 0 6858 1.37 6898 2.62 0.58 0 1 3.13

ulysses22 9 28 33 0 6907.00 5.33 7012 5.93 1.50 1 3 5.36

ulysses22 11 33 43 0 5814.50 5.68 5886 5.81 1.21 1 3 6.59

ulysses22 13 59 47 0 5779 5.83 5779 9.08 0.0 0 1 5.83

gr24 10 43 27 0 1263 4.10 1265 7.06 0.16 1 3 4.84

gr24 11 34 24 0 1225 2.02 1225 9.02 0.0 0 1 2.02

gr24 12 75 26 0 1168 1.49 1168 8.45 0.0 0 1 1.49

gr24 15 51 74 0 1161 13.32 1161 13.08 0.0 0 1 13.32

fri26 11 55 37 0 896 4.94 898 8.30 0.22 1 3 6.25

fri26 11 59 60 1 907 16.68 908 10.19 0.11 1 3 17.61

fri26 13 55 49 0 880 11.55 880 11.82 0.0 0 1 11.55

fri26 15 75 79 0 869 22 872 11.69 0.34 0 1 22.63

bayg29 12 83 35 0 1525 4.49 1534 10.66 0.59 2 7 7.81

bayg29 12 119 39 0 1543 3.41 1543 8.14 0.0 0 1 3.41

bayg29 14 107 43 0 1545 6.35 1545 10.51 0.0 0 1 6.35

bayg29 18 87 39 0 1452 7.11 1452 13.14 0.0 0 1 7.11

bays29 12 71 23 0 1859 0.80 1859 7.56 0.0 0 1 0.80

bays29 12 99 30 0 1883.50 2.85 1885 6.24 0.08 1 3 7.06

bays29 14 69 33 0 1900 2.74 1900 7.61 0.0 0 1 2.74

bays29 18 85 69 0 1753 25.42 1753 11.22 0.0 0 1 25.42

dantzig42 19 128 89 2 687 129.09 687 10.82 0.0 0 1 129.12

dantzig42 19 109 55 0 680.75 75.57 682 7.92 0.18 1 3 194.73

dantzig42 21 139 84 0 686 136.18 686 8.82 0.0 0 1 136.18

dantzig42 25 125 96 0 649.50 80.35 650 10.64 0.08 0 1 80.39

swiss42 19 122 58 0 1217 20.53 1217 10.15 0.0 0 1 20.53

swiss42 19 101 99 0 1256 134.84 1256 10.21 0.0 0 1 134.84

swiss42 21 137 76 0 1204 34.76 1206 10.49 0.17 1 3 39.05

swiss42 25 151 100 0 1244 68.89 1244 12.79 0.0 0 1 68.89

att48 20 159 90 0 10273 89.14 10273 11.87 0.0 0 1 89.14

att48 21 172 136 0 10292.5 496.96 10299 9.01 0.06 1 3 497.96

att48 25 121 97 0 10213 171.80 10259 12.01 0.45 6 21 471.18

att48 30 191 115 0 10136 122.94 10136 13.33 0.0 0 1 122.94

Tableau 6.11
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Problème V1 NC NP NFP C T Copt Pas1 Pas2 PB SB TT

gr48 20 169 204 0 4842.50 1067.91 4860 10.04 0.36 6 19 1359.66

gr48 21 127 126 0 4815.17 448.63 4863 9.08 0.98 7 50 1124.41

gr48 25 170 116 0 4726.08 218.36 4789 11.07 1.31 10 91 1039.03

gr48 30 214 129 0 4495 185.46 4523 11.90 0.62 2 7 566.47

hk48 20 189 78 0 11266 31.46 11266 8.41 0.0 0 1 31.46

hk48 21 205 87 0 11014 81.08 11014 10.13 0.0 0 1 81.08

hk48 25 171 116 1 11169.33 107.47 11181 11.22 0.10 2 5 128.82

hk48 30 147 128 0 11215 296.40 11215 12.82 0.0 0 1 296.40

eil51 21 168 145 3 411.17 576.85 413 11.44 0.44 3 8 1159.18

eil51 23 186 197 2 411.25 827.30 413 11.80 0.42 5 21 2481.96

eil51 27 167 181 0 410 298.31 410 13.92 0.0 4 8 1108.78

eil51 31 248 235 0 405.70 670.72 407 13.25 0.32 5 16 1190.06

berlin52 22 265 90 0 7326 68.41 7326 7.88 0.0 0 1 68.41

berlin52 24 155 113 0 7535 248.70 7535 8.85 0.0 0 1 248.70

berlin52 28 170 128 0 7434 483.63 7435 10.45 0.01 1 3 494.12

berlin52 32 185 111 0 6963 216.03 6963 12.85 0.0 0 1 216.03

brazil58 25 169 78 0 24524 166.18 24524 4.34 0.0 0 1 166.18

brazil58 26 168 193 1 23370 2133.14 23371 6.20 0.004 1 3 2133.26

brazil58 32 253 276 0 24695 2824.44 24699 5.88 0.02 1 3 2870.60

brazil58 35 191 98 0 23501 155.67 23501 6.30 0.0 0 1 155.67

st70 29 231 119 0 641.5 342.44 647 8.92 0.85 7 29 2709.77

st70 30 221 204 0 656.375 2376.54 662 9.87 0.85 9 126 10835.68

st70 39 249 261 2 625 2476.36 626 10.62 0.16 0 1 2476.86

st70 40 258 197 0 633 574.48 633 11.60 0.0 0 1 574.48

Tableau 6.12

Nous pouvons remarquer un temps total d'exé
ution très grand par rapport à 
eux pré-

sentés dans les tableaux 6.6, 6.7 et 6.8. Nous notons également un plus grand nombre de

noeuds évalués dans la phase de bran
hements pour 
ertaines instan
es. Cette grande

di�éren
e dans le temps d'exé
ution pour une même instan
e peut être expliquée par

le fait que nos opérations de rédu
tion de graphes réduisent de manière signi�
ative la

taille des graphes sur lesquels nos pro
édures de séparation sont appliquées. De plus,

les nombres de 
ontraintes de partition ajoutées sont très inférieurs à 
eux des tableaux

6.6, 6.7 et 6.8. Ce
i a pour 
onséquen
e prin
ipale d'obtenir, dans de nombreux 
as,

une erreur relative entre la valeur de la solution avant la phase de bran
hements et la

valeur de la solution optimale non nulle, alors qu'elle l'était dans les tableaux 6.6, 6.7

et 6.8. Par ailleurs, nous pouvons e�e
tuer une remarque similaire à 
elle e�e
tuée pour

le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe 
on
ernant les inégalités de F -partition.

Notre heuristique de séparation de 
es dernières semble beau
oup moins e�
a
e lorsque

les opérations de rédu
tion ne sont pas appliquées.
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Ainsi, l'ajout des 
ontraintes de partition de type 2 et des 
ontraintes de F -partition

sont essentielles pour une bonne e�
a
ité de notre algorithme de 
oupes et bran
he-

ments. Et les opérations de rédu
tion de graphes jouent un r�le très important 
ar elles

permettent de réduire 
onsidérablement le temps total d'exé
ution.

6.4 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté un algorithme de 
oupes et bran
hements pour

résoudre le problème ESNDP lorsque les types de 
onnexité sont tous égaux à 2 ou alors

en 1 et 2. Nous avons ainsi étendu les inégalités dites de F -partition, et les opérations

de rédu
tion de graphes, déjà établies pour le 
as où les types de sommets sont tous

égaux à 2, au 
as où ils sont en 1 et 2. Puis, nous avons dé
rit nos pro
édures de sé-

paration des inégalités de 
oupe, de partition et de F -partition. Nous avons alors testé

la performan
e de notre algorithme sur des instan
es de moins de 500 sommets pour

des types de 
onnexité tous égaux à 2, et des instan
es de moins de 101 sommets pour

des types de 
onnexité en 1 et 2. Nous avons pu résoudre à l'optimalité le problème

ESNDP pour toutes 
es instan
es.

Lorsque r(v) = 2 pour tout v ∈ V , nous avons pu mesurer le r�le dé
isif que jouent

les inégalités de F -partition pour déterminer la solution optimale. En e�et, elles per-

mettent de réduire, de manière très signi�
ative, l'erreur relative avant la phase de

bran
hements, et ainsi de diminuer la taille de l'arbre généré dans la phase de bran-


hements. Par ailleurs, nous avons également vu que l'e�
a
ité de notre heuristique de

séparation des inégalités de F -partition est liée à l'appli
ation ou non de nos opérations

de rédu
tion de graphes.

Lorsque les types de sommets sont en 1 et 2, nous avons ajouté pour 
haque instan
e

des inégalités de partition en très grand nombre. En fait, 
e sont essentiellement des

inégalités de partition de type 2, déte
tées par nos heuristiques, qui sont ajoutées. Ce
i

prouve que notre heuristique de séparation de 
es 
ontraintes est e�
a
e. Par 
ontre,


ette e�
a
ité (et plus généralement 
elle de notre algorithme de 
oupes et bran
he-

ments) dépend énormément de l'appli
ation des opérations de rédu
tion. De plus, à la

di�éren
e du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe, le nombre de 
ontraintes de

F -partition ajoutées est assez limité, que les opérations de rédu
tion soient appliquées

ou non.
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Le travail réalisé dans 
ette thèse traite du problème de 
on
eption de réseaux �ables.

Nous avons 
onsidéré une appro
he polyédrale pour 
e problème. Plus parti
ulièrement,

nous nous sommes intéressés au 
as où la �abilité est mesurée en nombre de 
hemins

arête-disjoints entre deux sommets. Par ailleurs, à 
haque sommet est asso
ié un type

de 
onnexité qui représente son importan
e dans le réseau �nal.

Dans un premier temps, nous avons donné une 
ara
térisation linéaire du polytope

des sous-graphes arête-�ables ESNDP(G, r) dans la 
lasse des graphes série-parallèles,

lorsque les sommets ont tous un type de 
onnexité pair.

Par la suite, nous avons étudié le problème de séparation des inégalités de partition.

Ainsi, nous avons montré que 
e problème est polynomial si les types de 
onnexité sont

en 1 et 2. En ramenant 
e problème à la minimisation d'une fon
tion sous-modulaire,

nous avons également donné un algorithme 
ombinatoire pour le résoudre. Nous avons

ensuite 
omplètement 
ara
térisé le polytope ESNDP(G, r) dans la 
lasse des graphes

série-parallèles lorsque les types de 
onnexité sont en 1 et 2. Puis, par l'introdu
tion

des 
ontraintes de SP-partition, nous avons pu étendre 
ette 
ara
térisation à des types

de 
onnexité en k et k + 1, où k est un entier impair.

Ensuite, nous avons porté une attention parti
ulière au problème du sous-graphe Stei-

ner 
onnexe qui est étroitement lié au problème ESNDP lorsque les types de 
onnexité

sont en 0 et 1. Nous avons introduit une nouvelle 
lasse d'inégalités valides pour le

polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes. Vue la relation étroite qui existe entre

le problème du sous-graphe Steiner 
onnexe et le problème de l'arbre Steiner, 
es in-

égalités sont également valides pour le dominant du polytope des arbres Steiner. Des

pro
édures de 
onstru
tion de fa
ettes du polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes,

ainsi que du dominant du polytope des arbres Steiner, ont été données. Elles nous ont

permis, d'une part, d'in�rmer une 
onje
ture de Chopra et Rao, et d'autre part, de don-

ner une 
ara
térisation 
omplète du polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes dans
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deux 
lasses parti
ulières de graphes série-parallèles. Finalement, nous avons donné une

des
ription 
omplète du dominant du polytope des arbres Steiner dans 
es deux 
lasses.

La dernière partie de 
e travail a porté sur une étude expérimentale pour le problème

ESNDP lorsque les types de 
onnexité sont tous égaux à 2, ou alors en 1 et 2. Nous

avons développé un algorithme de 
oupes et bran
hements. Dans un premier temps,

nous avons montré que les inégalités de F -partition jouent un r�le essentiel pour le

problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe. Puis, nous avons montré l'utilité de nos

heuristiques de séparation des inégalités de partition de type 2 lorsque les types de


onnexité sont en 1 et 2. Pour 
es deux problèmes, nous avons pu mesurer l'e�
a
ité

des pro
édures de rédu
tion de graphes.

Avant de présenter quelques perspe
tives de re
her
he qu'o�rent l'ensemble de 
e tra-

vail, nous présentons trois tableaux ré
apitulatifs des prin
ipaux résultats 
onnus (
a-

ra
térisation de ESNDP(G, r), 
omplexité du problème de séparation des inégalités

valides et 
omplexité du problème) pour le problème ESNDP. Les résultats reportés en

gras sont 
eux obtenus au 
ours de 
ette thèse.

Des
ription 
omplète de ESNDP(G, r) graphe types de sommets


ontraintes de 
oupe et de partition Steiner général r(v) = 1, ∀ v


ontraintes de 
oupe et de F -partition de Halin r(v) = 2, ∀ v


ontraintes de 
oupe série-parallèle r ∈ {0, k}V ,

k pair


ontraintes de 
oupe série-parallèle r(v) pair, ∀ v


ontraintes de 
oupe et de SP-partition série-parallèle r(v) = k, ∀ v,

k impair


ontraintes de 
oupe et de partition série-parallèle r ∈ {1, 2}V


ontraintes de 
oupe et de SP-partition série-parallèle r ∈ {k,k + 1}V,

k > 1 impair

? série-parallèle r ∈ {k, k + 1}V ,

k pair


ontraintes de 
oupe et de partition série-parallèle r ∈ {0, 1}V

Steiner généralisée véri�ant la propriéte P


ontraintes de 
oupe, de partition de la 
lasse Ψ r ∈ {0, 1}V

Steiner généralisée et de trou-impair

? série-parallèle r ∈ {0, 1}V

? série-parallèle r ∈ ZZ

V
+

Cara
térisation de ESNDP(G, r).
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ontraintes forme 
omplexité types de sommets


oupe x(δ(W )) ≥ con(W ) P r ∈ ZZ

V
+

partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− 1, NP-di�
ile r ∈ ZZ

V
+

NP-di�
ile r ∈ {0, 1}V

P r(v) = 1, ∀ v

partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ ⌈
1
2

∑

i∈I2

con(Vi)⌉+ |I1| NP-di�
ile r ∈ ZZ

V
+

partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p NP-di�
ile r ∈ ZZ

V
+

P r ∈ {1, 2}V

SP-partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
rπ
∑

i=1

⌈ i
2
⌉pi ? r ∈ ZZ

V
+

(graphe série-parallèle)

SP-partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥
rπ
∑

i=1

⌈ i
2
⌉pi − 1 ? r ∈ ZZ

V
+

(graphe série-parallèle)

SP-partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ ⌈
k
2
⌉p− 1 P r(v) = k, ∀ v,

(graphe série-parallèle) k impair

P r ∈ {k,k + 1}V,

k > 1, impair

SP-partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ ⌈
k
2
⌉p P r ∈ {k,k + 1}V,

(graphe série-parallèle) k > 1, impair

partition Steiner x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− d− 1 NP-di�
ile r ∈ {0, 1}V

généralisée

F -partition x(∆) ≥
⌈ rπ

2
⌉

∑

j=1

j(p2j + p2j−1)−
⌊

|S1|+|F |
2

⌋

? r ∈ ZZ

V
+

F -partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ p− t ? r(v) = 2, ∀ v

P r(v) = 2, ∀ v, et

F �xé

F -partition x(δ(V1, . . . , Vp)) ≥ qp− t ? r(v) = k, ∀ v

k pair

P r(v) = k, ∀ v,

k pair et F �xé

Complexité du problème de séparation des 
ontraintes valides.
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types de sommets graphes généraux graphes série-parallèles

r ∈ ZZ

V
+ NP-di�
ile ?

r(v) = 1, ∀ v P P

r(s) = 1

r(t) = 1 P P

r(v) = 0 ∀ v 6= s, t

r ∈ {0, 1}V NP-di�
ile P

r(v) = k, ∀ v NP-di�
ile P

r ∈ {0, k}V , k pair NP-di�
ile P

r(v) pair, ∀ v NP-di�
ile P

r ∈ {1, 2}V NP-di�
ile P

r ∈ {k, k + 1}V , k > 1 impair NP-di�
ile P

r ∈ {k, k + 1}V , k > 1 pair NP-di�
ile ?

Complexité ave
 des 
oûts positifs.

L'ensemble de 
e travail ouvre des perspe
tives très intéressantes aussi bien d'un point

de vue polyédral qu'algorithmique.

Tout d'abord, sur le plan polyédral, il serait très intéressant d'étendre les 
ara
téri-

sations du polytope ESNDP(G, r) à des 
lasses de graphes plus générales que 
elle des

graphes série-parallèles. Par ailleurs, pour le problème du sous-graphe Steiner 
onnexe,

une question très intéressante serait de donner des 
onditions né
essaires et/ou su�-

santes pour que les inégalités de partition Steiner généralisée dé�nissent des fa
ettes

du polytope des sous-graphes Steiner 
onnexes. Également, une question qui mérite

d'être étudiée est la 
ara
térisation des graphes pour lesquels 
e polytope est 
omplè-

tement donné par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de partition Steiner. La

�nalité de tout 
e travail serait de 
omplètement 
ara
tériser le polytope ESNDP(G, r)

pour des 
lasses de graphes lorsque les types de 
onnexité sont en 0, 1 et 2. Par

ailleurs, il serait intéressant d'étudier l'importan
e des inégalités de Prodon pour le

problème 3.1 lorsque r ∈ {0, 1, 2}V . Plus pré
isément, 
es 
ontraintes, asso
iées aux


ontraintes de non-négativité, sont-elles su�santes pour dé
rire 
omplètement le do-

minant de ESNDP(G, r) quand r ∈ {0, 1, 2}V et G est série-parallèle?

Sur le plan algorithmique, de nombreuses questions se posent. En e�et, puisque le

problème de séparation des inégalités de partition de type 2 est polynomial, il serait

très intéressant de développer des algorithmes polynomiaux de séparation pour 
es


ontraintes. Une deuxième question 
onsiste à trouver une heuristique pour séparer les


ontraintes de partition Steiner généralisée. Nous avons remarqué, dans le 
hapitre 6,
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que les inégalités de F -partition sont très e�
a
es pour résoudre le problème du sous-

graphe 2-arête 
onnexe. Or, la 
omplexité du problème de séparation de 
es 
ontraintes

n'a pas pu en
ore être établie, et reste don
 une question ouverte. Ainsi, développer

des heuristiques pour séparer 
es 
ontraintes est a
tuellement à l'ordre du jour. Pour


on
lure, nous avons vu que les opérations de rédu
tion de graphes ont joué un r�le

majeur dans l'e�
a
ité de notre algorithme de 
oupes et bran
hements. Une question

intéressante serait d'essayer de développer d'autres opérations de rédu
tion.
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