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Résumé

Un graphe est dit 2-arête 
onnexe si entre 
haque paire de sommets, il existe au moins

deux 
hemins arête-disjoints. Etant donnés un graphe G = (V;E) et des 
oûts sur les

arêtes, le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe 
onsiste à trouver un sous-graphe

2-arête 
onnexe de G 
ontenant tous les sommets de V et qui soit de 
oût minimum. Ce

problème a des appli
ations dans les domaines des télé
ommuni
ations et du transport.

Dans 
ette thèse, nous étudions di�érentes extensions de 
e problème d'un point de

vue polyédral.

Dans une première partie, nous étudions le problème du sous-graphe Steiner 2-arête


onnexe. Celui-
i 
onsiste, étant donné un ensemble de terminaux S � V , à trouver

un sous-graphe 2-arête 
onnexe de G qui 
ouvre S et qui soit de 
oût minimum. Nous

introduisons une famille d'inégalités valides pour le polytope asso
ié à 
e problème.

Cette 
lasse généralise les 
ontraintes dites de F -partition Steiner. Nous montrons

que 
es 
ontraintes, ave
 les 
ontraintes de 
oupe Steiner et les 
ontraintes triviales

dé
rivent entièrement le polytope dans les roues. Comme 
onséquen
e, nous obtenons

une des
ription du polytope asso
ié dans les graphes de Halin quand les terminaux

ont une 
ertaine disposition dans le graphe. Ce
i généralise le résultat de Barahona et

Mahjoub [7℄ quand S = V .

Par la suite, nous 
onsidérons le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe où 
haque

arête doit appartenir à un 
y
le de longueur bornée. Nous introduisons une 
lasse

d'inégalités appelées 
ontraintes de 
y
le. Nous montrons que 
es 
ontraintes, ave
 les


ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes d'intégrité su�sent pour formuler le problème


omme un programme linéaire en nombres entiers. Nous dis
utons ensuite de plusieurs


lasses d'inégalités valides pour le polytope asso
ié. Nous dé
rivons des 
onditions né-


essaires et su�santes pour que 
es 
ontraintes dé�nissent des fa
ettes. Nous dis
utons

également de te
hniques de séparation pour 
es 
ontraintes, et nous montrons en par-

ti
ulier que le problème de séparation des 
ontraintes de 
y
le est polynomial quand la

borne est � 4. En utilisant 
es résultats, nous développons un algorithme de 
oupes et

bran
hements pour le problème et nous dis
utons de 
ertains résultats expérimentaux.
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La dernière partie de la thèse 
on
erne le problème qui 
onsiste à trouver, entre

deux sommets d'un graphe, deux 
hemins arête-disjoints de 
oût minimum et de lon-

gueur bornée. Nous présentons une formulation du problème 
omme un programme en

nombres entiers quand la borne sur les 
hemins ne dépasse pas 3, et nous montrons que

la relaxation linéaire de 
e programme est entière. Nous donnons également des 
ondi-

tions né
essaires et su�santes pour que 
ette des
ription soit minimale. Nous dis
utons

aussi du dominant du polytope asso
ié.

Nous présentons en annexe d'autres résultats liés aux problèmes étudiés. La première

annexe introduit quelques 
lasses suplémentaires d'inégalités valides pour le problème

du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
y
les bornés. Quant à une se
onde annexe


on
erne le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe de 
oût minimum ave
 des 
he-

mins bornés. Pour 
e dernier problème, nous donnons en parti
ulier une des
ription


omplète du polytope asso
ié quand la borne est 2 et le graphe est une roue.

Mots 
lés : sous-graphe 2-arête 
onnexe, polytope, fa
ette, 
y
les et 
hemins bornés,

algorithme polynomial, algorithme de 
oupes et bran
hements.
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Abstra
t

A graph is said to be 2-edge 
onne
ted if between ea
h pair of nodes there exist

at least two edge-disjoint paths. Given a graph G = (V;E) and a 
ost fun
tion that

asso
iates to ea
h edge e 2 E, a 
ost 
(e), the 2-edge 
onne
ted subgraph problem is

to �nd a minimum 
ost spanning 2-edge 
onne
ted subgraph of G. This problem has

appli
ations in the design of tele
ommuni
ation networks. In this thesis, we study some

generalizations of this problem from a polyhedral point of view.

First, we 
onsider the Steiner 2-edge 
onne
ted subgraph problem. Given a set of ter-

minals S, the problem 
onsists in �nding a minimum 
ost 2-edge 
onne
ted subgraph

spanning S. We introdu
e a 
lass of valid inequalities for the asso
iated polytope. This


lass generalizes the so-
alled Steiner F -partition inequalities. We show that these in-

equalities together with the Steiner 
ut and the trivial inequalities des
ribe the polytope

in the wheels. In 
onsequen
e, we obtain a 
hara
terization of the asso
iated polytope

in the 
lass of Halin graphs when the terminals have a 
ertain arrangement in the

graph. This generalizes a result of Barahona and Mahjoub [7℄ when S = V .

After that, we 
onsider the 2-edge 
onne
ted subgraph problem when ea
h edge

must belong to a bounded 
y
le. We introdu
e a 
lass of valid 
onstraints 
alled 
y
le

inequalities. We show that the integrity, 
ut and 
y
le inequalities are su�
ient to

formulate the problem as an integer program. We then dis
uss some 
lasses of valid

inequalities. We des
ribe ne
essary and su�
ient 
onditions for these 
onstraints to

be fa
et de�ning. We also dis
uss the separation problem for these inequalities. In

parti
ular, we show that the 
y
le inequalities 
an be separated in polynomial time

when the bound is not greater than 4. Using these results, we debelop a bran
h-and-


ut algorithm for the problem and dis
uss some experimental results.

Finally, we study the problem that is to �nd, between two nodes of the graph, two

edge-disjoint paths of bounded length. We give an integer programming formulation

for the problem when the bound is � 3. We also show that the linear relaxation of

the problem in this 
ase is integral. In addition, we dis
uss ne
essary and su�
ient



vi Abstra
t


onditions for the linear relaxation of the problem to be minimal, and investigate the

relation between this relaxation and the dominant of the asso
iated polytope.

Further results are given in two apendi
ies. The �rst appendix introdu
es more valid

inequlities for the the 2-edge 
onne
ted problem with bounded rings. The se
ond one

deals with the hop-
onstrained 2-edge 
onne
ted subgraph problem. In parti
ular, we

give a 
omplete des
ription of the asso
iated polytope when the number of hops is

limited to 2 and the graph is a wheel.

Key words : 2-edge 
onne
ted subgraph, polytope, fa
et, bounded 
yles, bounded

paths, polynomial algorithm, bran
h-and-
ut algorithm.
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Introdu
tion

Ave
 l'introdu
tion de la te
hnologie des �bres optiques dans les réseaux de télé-


ommuni
ations et l'explosion de l'Internet, le problème de sé
urisation (�abilité) des

réseaux est devenu un des problèmes majeurs pour les opérateurs de télé
ommuni
a-

tions.

Ce problème 
onsiste à déterminer les liaisons à installer dans un réseau de telle

manière que si une de 
es liaisons tombe en panne, le tra�
 puisse être rerouté et le

réseau 
ontinue ainsi à fon
tionner.

Dans 
ette thèse, nous nous intéressons à 
ertaines variantes de 
e problème. Nous

dis
utons de 
ertaines appro
hes polyédrales et nous développons des algorithmes de

type Bran
h-and-Cut pour les résoudre.

Les 
onditions de �abilité dans les réseaux s'expriment généralement en termes de


onnexité. Une 
ondition de �abilité qui s'est avérée e�
a
e en pratique est 
elle de

la 2-
onnexité. C'est-à-dire qu'il doit exister entre 
haque paire de sommets du réseau,

au moins deux 
haînes arête-disjointes. Ainsi, en 
as de panne d'une liaison, il existe

toujours un se
ond 
hemin pour router le tra�
. Un réseau véri�ant 
ette propriété est

dit 2-arête 
onnexe.

Une des appro
hes de sé
urisation d'un réseau de télé
ommuni
ations est 
elle dite

�lo
ale�. Si une liaison tombe en panne, on 
her
he un 
hemin entre les extrémités de la

liaison pour rerouter le tra�
. Ce type de sé
urisation est privilégiée dans les 
ou
hes

dites basses (
ou
hes optiques). Dans 
es 
ou
hes, le volume du tra�
 est important.

On sé
urise globalement tout le 
ontenu d'un lien en le reroutant sur un autre 
hemin

entre les sommets de 
e lien. A�n que le reroutage s'e�e
tue au moindre 
oût, on va

minimiser la longueur de 
e 
hemin. Pour 
ela on s'intéresse à des réseaux (2-
onnexes)

où 
haque liaison appartient à un 
y
le borné.

Un autre type de sé
urisation est la sé
urisation dite �de bout en bout�. Dans 
ette

stratégie, les origines-destinations des demandes a�e
tées par la panne d'une liaison



2 Introdu
tion

gèrent le rétablissement du tra�
 sur des 
hemins entre les extrémités de 
es demandes.

Dans 
e 
as, et pour limiter la longueur du reroutage, il doit y avoir entre 
haque paire

origine-destination au moins deux 
hemins disjoints de longueur bornée.

Dans un premier temps, nous 
onsidérons le problème de sé
urisation sans 
ontrainte

de borne. Ce problème n'est rien d'autre que le problème du sous-graphe Steiner 2-arête


onnexe. I
i, on suppose que le réseau 
omporte 
ertains sommets terminaux, et qu'il

existe une demande entre 
haque paire de terminaux. En supposant que 
haque liaison

possède un 
ertain 
oût (de réalisation), le problème est de déterminer un sous-graphe

2-arête 
onnexe 
ontenant les sommets terminaux et qui soit de 
oût minimum.

Par la suite, nous nous intéressons à 
e problème quand tous les sommets sont des

terminaux et 
haque liaison du réseau doit appartenir à un 
y
le borné. En�n, nous

étudions 
e problème en limitant la longueur des 
hemins entre les terminaux.

Ces problèmes sont re
onnus di�
iles. La di�
ulté vient en parti
ulier de la 
om-

binatoire liée au 
hoix de topologie. De plus, la sé
urisation (
omme la limitation sur

la longueur des 
hemins de routage) introduit des 
ontraintes de nature 
omplexe. La

méthode dite polyédrale s'est avérée très puissante pour les problèmes d'optimisation


ombinatoire di�
iles. Cette te
hnique 
onsiste à ramener le problème à la résolution

d'un programme linéaire, par la des
ription 
omplète (ou partielle) de son polytope de

solutions par un système d'inégalités linéaires. Cette appro
he a été appliquée ave
 su
-


ès à plusieurs problèmes d'optimisation 
ombinatoire 
omme le problème du voyageur

de 
ommer
e [24, 1℄ et le problème de la 
oupe maximale [6℄

Dans 
ette thèse, nous 
onsidérons 
ette appro
he pour les problèmes de �abilité

de réseaux présentés 
i-dessus. Nous étudions les polyèdres asso
iés et nous dis
utons

d'algorithmes de résolution.

Dans le 
hapitre suivant, nous introduisons quelques notions de base de l'appro
he

polyédrale. Dans le 
hapitre 2, nous présentons l'état de l'art des problèmes de �abilité

de réseaux et des méthodes de résolution développées. Les 
hapitres 3, 4 et 5 
onstituent

la partie prin
ipale de la thèse. Le 
hapitre 3 
on
erne le problème du sous-graphe

Steiner 2-arête 
onnexe. Et les 
hapitres 4 et 5 dis
utent des problèmes du sous-graphe

2-arête 
onnexe ave
 respe
tivement des 
y
les et des 
hemins bornés.

Le mémoire est 
l�turé par une 
on
lusion présentant en parti
ulier des problèmes

ouverts et des perspe
tives de travail.

Certains résultats portant sur des 
as parti
uliers ou des généralisations des pro-

blèmes étudiés dans les 
hapitres 4 et 5, font l'objet de deux annexes rajoutées à la �n

de la thèse.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce 
hapitre est dédié à quelques notions de bases sur les polyèdres 
ombinatoires et les

méthodes de 
oupes et bran
hements. Nous donnerons également quelques dé�nitions

et notations qui seront utilisées tout au long de 
e mémoire.

1.1 Polyèdres

Dans 
ette se
tion, nous allons introduire des dé�nitions et des propriétés 
on
ernant

la théorie des polyèdres.

Soit x 2 IR

n

. On dit que x est une 
ombinaison linéaire des points x

1

; : : : ; x

k

2 IR

n

s'il existe �

1

; : : : ; �

k

2 IR tels que x =

P

k

i=1

�

i

x

i

. Si de plus

P

k

i=1

�

i

= 1, alors on dit

que x est une 
ombinaison a�ne de 
es points. En�n, si �

i

� 0 pour tout i 2 f1; : : : ; kg

et

P

k

i=1

�

i

= 1, alors x est une 
ombinaison 
onvexe de 
es points.

Les points x

1

; : : : ; x

k

2 IR

n

sont dits linéairement indépendants (resp. a�nement

indépendants) si le système

k

X

i=1

�

i

x

i

= 0

 

resp.

k

X

i=1

�

i

x

i

= 0 et

k

X

i=1

�

i

= 0

!

admet une solution unique �

i

= 0 pour i = 1; : : : ; k.
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Soit S un ensemble non vide de points de IR

n

. L'enveloppe 
onvexe de S, notée


onv(S) est l'ensemble des points x 2 IR

n

qui sont des 
ombinaisons 
onvexes de

points de S.

Un polyèdre P de IR

n

est un ensemble de points de IR

n

engendré par l'interse
tion

d'un nombre �ni de demi-espa
es de IR

n

. On peut alors noter P = fx 2 IR

n

jAx � bg

où A est une matri
e réelle à m lignes et n 
olonnes. Un polyèdre borné est un polytope.

Le dominant d'un polyèdre P � IR

n

est le polyèdre

Dom(P ) = fz = x + y 2 IR

n

j x 2 P; et y � 0g:

La dimension d'un polyèdre P , notée dim(P ), est égale à d si et seulement si le

nombre maximum de points de P a�nement indépendants est d+1. Un polyèdre P de

IR

n

est dit de pleine dimension si dim(P ) = n. Un point extrême de P est un point de

P ne pouvant pas s'é
rire 
omme une 
ombinaison linéaire de plusieurs autres points

de P . Un polyèdre dont tous les points extrêmes sont entiers est dit entier.

Une inégalité ax � b est dite valide pour un polyèdre P si elle est satisfaite par tous les

points de P . Soit ax � � une inégalité valide pour P . L'ensemble F

a

= fx 2 P j ax = bg

est appelé fa
e de P . On dit que F

a

est la fa
e dé�nie par ax � �. Si P 6= F

a

6= ;,

alors F

a

est dite fa
e propre. Si F

a

est une fa
e propre et dim(F

a

) = dim(P )� 1 alors,

F

a

est appelé fa
ette de P .

Une 
ontrainte ax � b est dite serrée (resp. violée) par un point x

�

si ax

�

= b (resp.

ax

�

< b).

1.2 Appro
he polyédrale et algorithme de 
oupes et

bran
hements

Soient P un problème d'optimisation 
ombinatoire et S l'ensemble de ses solutions.

Alors P peut s'é
rire

maxf
x j x 2 Sg

où 
 est une fon
tion 
oût asso
iée aux variables du problème. En 
onsidérant l'enve-

loppe 
onvexe des solutions du problème P, 
e dernier est équivalent à re
her
her une

solution de base du problème

maxf
x j x 2 
onv(S)g:
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En 
onséquen
e, si nous 
ara
térisons l'enveloppe 
onvexe de S par un système d'in-

égalités linéaires, alors nous ramenons le problème P à la résolution d'un programme

linéaire. Noter que 
e dernier peut être résolu en temps polynomial [60, 65℄.

L'appro
he polyédrale, introduite par Edmonds [29℄ dans le 
adre du problème de


ouplage, 
onsiste en l'étude du polyèdre asso
ié à un problème d'optimisation 
om-

binatoire a�n de pouvoir le ramener à un programme linéaire. La 
ara
térisation du

polyèdre asso
ié à un problème d'optimisation 
ombinatoire est généralement di�
ile

à obtenir. De plus, une des
ription 
omplète (ou partielle) du polyèdre peut 
omporter

un nombre non polynomial de 
ontraintes. Cependant, seul un nombre réduit de 
es

inégalités peut être né
essaire pour résoudre le problème à l'aide d'une méthode de


oupes. En e�et, 
ette te
hnique ramène le problème à une séquen
e de programmes

linéaires, 
ha
un étant une relaxation linéaire du problème. La méthode de 
oupe est

basée sur le problème suivant dit problème de séparation :

Problème 1.1 Soient C une famille d'inégalités linéaires et x 2 IR

n

. Le problème de

séparation asso
ié à C et à x 
onsiste à véri�er si x satisfait toutes les inégalités de C

et sinon à trouver une inégalité de C violée par x.

Le problème de séparation est la 
lef essentielle de tout algorithme de 
oupes. En

e�et, Gröts
hel et al. [49℄ ont montré qu'un problème d'optimisation 
ombinatoire sur

un ensemble de 
ontraintes C peut être résolu en temps polynomial si et seulement si

le problème de séparation pour 
es 
ontraintes peut être résolu en temps polynomial.

En 
onséquen
e, un algorithme e�
a
e de séparation pour une famille de 
ontraintes

valides d'un problème d'optimisation 
ombinatoire est un outil important pour résoudre

le problème dans le 
adre d'une méthode de 
oupes.

Cependant, 
omme il a déjà été noté pré
édemment, nous ne 
onnaissons pas for
é-

ment toutes les inégalités dé
rivant le polyèdre des solutions du problème. De plus, le

problème de séparation sur 
ertaines 
lasses de 
ontraintes valides peut être lui-même

NP-di�
ile et, dans 
e 
as, nous ne pouvons disposer que de te
hniques de sépara-

tion appro
hées. Une simple méthode de 
oupes ne nous 
onduit don
 pas toujours à

une solution optimale du problème, 
ette dernière étant fra
tionnaire. A 
e stade de

la résolution intervient la phase de bran
hement. Cette phase 
onsiste à 
hoisir une

variable fra
tionnaire x

i

de la solution 
ourante du programme linéaire. On 
rée alors

deux sous-problèmes du problème 
ourant en �xant, par exemple, d'un 
�té la variable

x

i

à 0 et de l'autre à 1. La solution optimale du problème sera la meilleure des deux

solutions données par 
ha
un des deux sous-problèmes. Cette phase de bran
hement

est répétée d'une manière ré
ursive pour les sous-problèmes ainsi obtenus jusqu'à l'ob-

tention d'une solution optimale. L'arbores
en
e de l'ensemble des sous-problèmes est



6 Notions préliminaires

gérée par un arbre appelé arbre de bran
hement. Chaque n÷ud de 
et arbre 
orrespond

à un sous-problème.

Comme à 
ha
un des n÷uds de l'arbre de bran
hement 
orrespond un programme

linéaire, il est possible de relan
er la méthode de 
oupe à 
haque n÷ud. Cette méthode

est appelée méthode de 
oupes et de bran
hements. Celle-
i s'est révélée très e�
a
e

pour la résolution de problèmes d'optimisation 
ombinatoire réputés pour être di�
iles

tel que le problème du voyageur de 
ommer
e et 
elui de la 
oupe maximale.

1.3 Notations et Dé�nitions

Dans 
e paragraphe, nous allons donner quelques notations et dé�nitions 
on
ernant

les graphes, qui seront fréquemment utilisées dans la suite de 
e mémoire.

Nous notons par G = (V;E) un graphe �ni, non orienté, pouvant 
ontenir des arêtes

multiples. L'ensemble V représente l'ensemble des sommets (ou n÷uds) du graphe et E

l'ensemble des arêtes. Un sous-graphe H = (W;F ) de G est un graphe tel que W � V

et F � E. Celui-
i est dit 
ouvrant si W = V .

Si e est une arête de E reliant les sommets u et v de V , alors u et v sont les extrémités

de e et on note e = uv. On dit qu'une arête e est in
idente à un sommet u si u est l'une

des extrémités de e. Par extension, on dira qu'une arête e est in
idente à un ensemble

de sommets W si e possède exa
tement une extrémité dans W . Si u et v sont deux

sommets de V , on dira que u est adja
ent à v s'il existe une arête dans E reliant u et

v. De même, on dira qu'une arête e est adja
ente à une arête f si 
es deux arêtes ont

une extrémité 
ommune. Si les arêtes e et f ont les mêmes extrémités, alors e et f sont

dites parallèles (ou multiples).

Un graphe G = (V;E) est dit 
omplet si pour toute paire de sommets u; v 2 V ,

il existe au moins une arête dans E entre u et v. Un graphe ne 
ontenant ni arêtes

parallèles, ni bou
les, est dit simple. En�n, un graphe planaire est un graphe pouvant

être représenté dans le plan de manière à 
e que ses arêtes ne se 
roisent pas.

Soit 
 une fon
tion qui asso
ie à 
haque arête e 2 E, un 
oût 
(e). Soit F � E un

ensemble d'arêtes. On pose 
(F ) =

P

e2F

x(e). Le 
oût d'un sous-graphe (W;F ) est

la valeur de 
(F ). Si x est un ve
teur de réels non négatifs indi
é sur les arêtes de E,

alors le graphe support de x est le graphe G

x

= (V;E

x

) où E

x

est l'ensembles des arêtes

e 2 E telles que x(e) > 0.
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Soit F � E un ensemble d'arêtes. On dénote par V (F ) � V l'ensemble des extrémités

des arêtes de F . Le graphe induit par les arêtes de F est le graphe G(F ) = (V (F ); F ).

De même, si W est un ensemble de sommets de V , on note par E(W ) l'ensemble des

arêtes ayant leurs deux extrémités dansW . Le graphe G(W ) = (W;E(W )) est le graphe

induit par les sommets de W . La 
oupe asso
iée à W , notée par Æ(W ), est l'ensemble

des arêtes ayant exa
tement une extrémité dans W . Remarquons que si W = V nW ,

alors Æ(W ) = Æ(W ). Si W est réduit à un seul sommet, on é
rit Æ(w) à la pla
e de

Æ(fwg).

Soit F un ensemble d'arêtes. On dénote par G nF le graphe obtenu à partir de G en

supprimant les arêtes de F . De la même manière, si W est un ensemble de sommets,

G nW 
orrespond au graphe obtenu à partir de G en supprimant les sommets de W

et les arêtes in
identes à au moins un sommet de W . Si F (resp. W ) est réduit à une

seule arête e (resp. un seul sommet v), alors on é
rira G � e (resp. G � v) au lieu de

G n feg (resp. G n fvg).

Un 
hemin P est une séquen
e de sommets distin
ts (u

1

; : : : ; u

p

) telle que u

i

u

i+1

2 E

pour i = 1; : : : ; p� 1 et tous les sommets internes sont di�érents. Si s et t sont deux

sommets de V et P = (u

1

; : : : ; u

p

) un 
hemin tel que u

1

= s et u

p

= t, alors P

est appelé un st-
hemin. Deux 
hemins P

1

et P

2

sont arête-disjoints (resp. sommet-

disjoints) si les deux 
hemins n'ont au
une arête (resp. au
un sommet) en 
ommun.

Un graphe G = (V;E) est dit 
onnexe si, pour toute paire de sommets u; v 2 V , il

existe au moins un uv-
hemin dans G. Un 
y
le C = (u

1

; : : : ; u

p�1

) est un 
hemin

P = (u

1

; : : : ; u

p

) tel que u

1

= u

p

.

Soient V

0

; : : : ; V

p

, p+1 ensembles non-vides de sommets de V deux à deux disjoints.

On note par [V

i

; V

j

℄ l'ensemble des arêtes in
identes à V

i

et à V

j

. Si V

i

(resp. V

j

) est

réduit à un seul sommet v, on é
rira [v; V

j

℄ (resp. [V

i

; v℄) à la pla
e de [fvg; V

j

℄ (resp.

[V

i

; fvg℄). On dénote par Æ(V

0

; : : : ; V

p

) l'ensemble des arêtes ayant leurs extrémités

dans deux ensembles distin
ts V

i

. Si les ensembles V

i

sont tels que

S

p

i=0

V

i

= V , alors

V

0

; : : : ; V

p

forme une partition de V .
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Chapitre 2

Con
eption de réseaux : état de l'art

2.1 Introdu
tion

La 
on
eption de réseaux �ables à 
oûts réduits prend de nos jours une importan
e


ru
iale tant dans l'industrie des télé
ommuni
ations que dans toute entreprise de dis-

tribution d'énergie. En e�et, on peut fa
ilement imaginer qu'un réseau de distribution

d'éle
tri
ité peu �able puisse, en 
as de panne, plonger dans le noir une région for-

tement habitée. D'un autre 
�té, dans le domaine des télé
ommuni
ations, la mise en

pla
e de la te
hnologie des �bres optiques a entraîné une augmentation du débit des �ux

d'informations dans les réseaux tel que l'Internet. En 
onséquen
e, une panne dans 
es

réseaux peut avoir de lourdes 
onséquen
es. Cependant, 
on
evoir des réseaux optiques

très maillés (denses) et don
 très �ables, peut être très 
oûteux pour les opérateurs.

Mais diminuer la densité d'un réseau peut non seulement diminuer son 
oût, mais aussi

sa �abilité. Prenons pour exemple un réseau dans lequel il n'existe qu'un seul 
hemin

permettant de transférer des informations entre deux terminaux du réseau. Si une liai-

son de 
e 
hemin vient à défaillir, le tra�
 entre les deux terminaux ne peut alors plus

être assuré. Le réseau se retrouve ainsi dé
onne
té.

La �abilité d'un réseau s'exprime généralement en termes de 
onnexité : plus un

terminal a de l'importan
e au sein du réseau, plus il doit être 
onne
té au reste du

réseau. Ainsi, la défaillan
e d'un lien n'entraîne pas l'isolement d'un n÷ud important

du reste du réseau. Pour 
ela, on asso
ie à 
haque n÷ud du réseau un 
ertain degré

de 
onnexité. Celui-
i exprime le nombre de liaisons minimum qui doivent 
onne
ter le

n÷ud au réseau �nal. Ainsi on assure entre 
haque paire de sommets, en fon
tion de

leur importan
e, un 
ertain nombre de 
hemins de routage.
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Le problème de 
on
eption d'un réseau �able est don
 de déterminer les liaisons à

installer dans le réseau a�n de respe
ter les 
onditions de �abilité tout en minimisant

le 
oût total du réseau.

2.2 Modélisation

Nous allons donner i
i une formulation mathématique du problème de 
on
eption

d'un réseau �able. On représente dans la suite un réseau par un graphe G = (V;E)

où 
haque sommet de V 
orrespond à un terminal du réseau et 
haque arête de E

représente un lien possible dans le réseau. Soit 
 : E ! IR une fon
tion qui asso
ie à


haque arête de E son 
oût de 
onstru
tion 
(e).

Dans [88, 90, 91℄, Winter introduit le problème général suivant de 
on
eption d'un

réseau �able.

Problème 2.1 Soient G = (V;E) un graphe et 
 : E ! IR une fon
tion 
oût asso
iée

aux arêtes. Soit R = (r

ij

) une matri
e 
arrée d'entiers non négatifs de taille jV j.

Trouver un sous-graphe de G de 
oût minimum tel qu'entre 
haque paire de sommets

i; j 2 V , il existe au moins r

ij


haînes arête-disjointes (ou sommet-disjointes) entre i

et j.

Ce problème a été 
onsidéré plus tard par Gröts
hel et Monma [50℄, Gröts
hel,

Monma et Stoer [51, 53, 52, 54℄ et Stoer [83℄ dans un 
adre légèrement plus restreint.

Leur modèle se présente 
omme suit. Soient G = (V;E) un graphe et 
 : E ! IR une

fon
tion 
oût asso
iée aux arêtes. On asso
ie à 
haque sommet v 2 V un entier r(v)

appelé type de 
onnexité. On dit qu'un graphe H = (V; F ) véri�e les 
onditions d'arête-

�abilité (sommet-�abilité) si pour toute paire de sommets i; j 2 V , il existe au moins

r(i; j) = min(r(i); r(j)) 
haînes arête-disjointes (sommet-disjointes). Le problème de


on
eption d'un réseau �able se présente par 
onséquent de la manière suivante :

Problème 2.2 Soient G = (V;E) un graphe et 
 : E ! IR une fon
tion 
oût sur les

arêtes. Soit r : V ! IN une fon
tion qui asso
ie à 
haque sommet un type de 
onnexité.

Trouver un sous-graphe de G de 
oût minimum véri�ant les 
onditions de �abilité par

rapport à r.

Plusieurs 
as parti
uliers de 
e problème ont été largement étudiés.

Si r(v) = 1 pour tout v 2 V , le problème est équivalent au problème de l'arbre


ouvrant de poids minimum. Ce dernier peut être résolu e�
a
ement, 
'est-à-dire en
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temps polynomial, en utilisant, par exemple, un des algorithmes bien 
onnus de Kruskal

[69℄ ou de Prim [82℄.

Si r(v) = 1 pour exa
tement deux sommets s et t de V et r(v) = 0 pour tous les

autres, alors le problème n'est rien d'autre que 
elui du plus 
ourt 
hemin entre s et

t. Ce problème est NP-di�
ile dans le 
as général. Il peut 
ependant être résolu en

temps polynomial quand les 
oûts sont non négatifs ave
, par exemple, l'algorithme

de Dijkstra [28℄. Suurballe [84℄ et Suurballe et Tarjan [85℄ ont, quant à eux, résolu le

problème un peu plus général lorsque r(s) = r(t) = k ave
 k � 2 et r(v) = 0 pour les

autres sommets.

Si r(v) 2 f0; 1g pour tout v 2 V , nous avons alors le problème de l'arbre Steiner.

Celui-
i est 
onnu pour être NP-di�
ile. Lawler [71℄ a montré qu'il pouvait être résolu

en temps polynomial quand le nombre de sommets de type de 
onnexité égal à 0 (égal

à 1) est réduit.

A�n de formuler le problème de 
on
eption d'un réseau arête-�able, nous rappelons

d'abord le théorème de Menger [76℄ suivant.

Théorème 2.3 Dans un graphe G, il n'existe pas de 
oupe de 
ardinalité inférieure

stri
tement à k dé
onne
tant deux sommets s et t si et seulement s'il existe au moins

k 
haînes arête-disjointes entre s et t.

Nous pouvons étendre la notion de type de 
onnexité d'un sommet à un ensemble de

sommets W � V en posant r(W ) = maxfr(v) j v 2 Wg. On pose également 
on(W ) =

min(r(W ); r(V nW )). Ainsi, par le théorème 2.3, on peut s'aper
evoir que, pour tout

ensemble de sommets W du graphe, au moins 
on(W ) 
hemins arête-disjoints doivent

interse
ter la 
oupe Æ(W ). Asso
ions maintenant à 
haque arête e 2 E du graphe une

variable x(e) 2 f0; 1g. Si F � E, le ve
teur d'in
iden
e asso
ié à F , noté x

F

, est dé�ni

par x

F

(e) = 1 si e 2 F et x

F

(e) = 0 sinon. Par le théorème 2.3, il s'ensuit que le

problème de 
on
eption d'un réseau arête-�able est équivalent au programme linéaire

en nombres entiers suivant :

Minimiser 
x

x(e) � 0; pour tout e 2 E; (2.1)

x(e) � 1; pour tout e 2 E; (2.2)

x(Æ(W )) � 
on(W ); pour tout W � V; ; 6= W 6= V; (2.3)

x(e) 2 f0; 1g; pour tout e 2 E: (2.4)

Les 
ontraintes (2.1) et (2.2) sont appelées inégalités triviales, les 
ontraintes (2.3)
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sont appelées inégalités de 
oupe et les 
ontraintes (2.4) sont appelées 
ontraintes d'in-

tégrité. En ajoutant au programme en nombres entiers pré
édent, la 
ontrainte

x(Æ

G�Z

(W )) � 
on

G�Z

(W )� jZj; pour tout Z � V; ; 6= Z 6= V; (2.5)

et pour tout W � V n Z; ; 6= W 6= V n Z;

ave
 jZj < 
on

G�Z

(W );

on obtient une formulation du problème de 
on
eption d'un réseau sommet-�able [50℄.

I
i, Æ

GnZ

(W ) et 
on

GnZ

(W ) représentent la 
oupe et le type de 
onnexité de W dans le

graphe G n Z.

Notons que le problème de séparation des 
ontraintes de 
oupe se réduit à un pro-

blème de �ot maximum dans un graphe [32℄. Ce dernier pouvant être résolu en temps

polynomial, le problème de séparation des inégalités de 
oupe est lui aussi polynomial.

Ce
i implique que la relaxation linéaire du problème de 
on
eption d'un réseau �able


i-dessus peut être résolue en temps polynomial.

2.3 Cas parti
uliers

2.3.1 k-arête (sommet) 
onnexité

Un graphe G = (V;E) est dit k-arête (k-sommet) 
onnexe s'il existe au moins k


haînes arête(sommet)-disjointes entre 
haque paire de sommets de V . Par 
onséquent,

si r(v) = k pour tout v 2 V , alors un sous-graphe k-arête (k-sommet) 
onnexe de G

sera arête(sommet)-�able. Si k = 2 
e problème de 
on
eption d'un réseau �able est


onnu sous le nom du problème du sous-graphe 2-arête (2-sommet) 
onnexe (TECSP).

Comme le type de 
onnexité égal à 2 s'est révélé être une 
ondition de 
onnexité adé-

quate pour la plupart des réseaux de télé
ommuni
ations a
tuels, 
e problème s'est vu

porter beau
oup d'attention. Eswaran et Tarjan ont montré dans [30℄ que le problème

du voyageur de 
ommer
e (TSP), 
onsistant à trouver un 
y
le Hamiltonien dans un

graphe (
y
le passant une et une seule fois par tous les sommets du graphe), peut être

ramené au TECSP. Ce
i implique que le TECSP, 
omme le problème de 
on
eption

d'un réseau �able, sont NP-di�
iles. Cependant, de nombreuses études sur la stru
ture

fa
iale du polytope asso
ié au problème TECSP ont été réalisées.

Monma et al. [77℄ ont étudié le TECSP dans le 
as métrique, 
'est-à-dire lorsque le

graphe G est 
omplet et la fon
tion 
oût 
 satisfait les inégalités triangulaires (


ij

�
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ik

+ 


kj

pour tout triplet de sommets distin
ts i, j et k). Ils ont montré que dans 
e


as, le 
oût d'un 
y
le Hamiltonien optimal ne dépasse pas

4

3

Q où Q est le 
oût d'une

solution optimale du TECSP. Ils ont également montré qu'une solution optimale du

TECSP pouvait être 
hoisie de telle manière que 
haque sommet ait un degré égal à

2 ou 3 et les 
omposantes 
onnexes, obtenues après la suppression d'une ou de deux

arêtes, ne sont pas toutes 2-arête 
onnexes. Ce
i montre qu'une solution optimale du

TECSP possède une stru
ture pro
he de 
elle d'un 
y
le Hamiltonien. Ils ont également

montré des résultats similaires pour le problème du sous-graphe 2-sommet 
onnexe

(TNCSP). Frederi
kson et Jájá [39℄ ont montré, dans le 
as où les 
oûts satisfont

les inégalités triangulaires, qu'un graphe 2-arête 
onnexe peut être transformé en un

graphe 2-sommet 
onnexe sans en augmenter le 
oût.

Un graphe G est dit 
ontra
tible à un graphe H si H peut être obtenu à partir de

G par suppression et/ou 
ontra
tion d'arêtes, la 
ontra
tion d'une arête e 
onsistant

à supprimer l'arête e ainsi que ses arêtes parallèles et à identi�er ses deux extrémités.

Un graphe est dit série-parallèle s'il n'est pas 
ontra
tible à K

4

(le graphe 
omplet sur

4 sommets).

Cornuéjols et al. [14℄ ont étudié le polytope du TECSP lorsque 
haque arête peut

être prise plus d'une fois. Ils ont montré que si le graphe G est série-parallèle, alors 
e

polytope est donné par les 
ontraintes de non-négativité et les 
ontraintes de 
oupe.

Dans [72℄, Mahjoub a étudié le polytope asso
ié au TECSP dans les graphes série-

parallèles. Il a montré que les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes triviales su�sent

pour 
ara
tériser 
e polytope dans 
ette 
lasse de graphe. Mahjoub [72℄ a également

introduit la 
lasse suivante d'inégalités valides pour le polytope du TECSP.

Soit G = (V;E) un graphe. Considérons une partition V

0

; : : : ; V

p

de V et soit F �

Æ(V

0

) un ensemble d'arêtes de 
ardinalité impaire. En ajoutant les inégalités

x(Æ(V

i

)) � 2; pour tout i = 1; : : : ; p;

�x(e) � �1; pour tout e 2 F;

x(e) � 0; pour tout e 2 Æ(V

0

) n F;

on obtient

2x(�) � 2p� jF j;

où � = Æ(V

0

; : : : ; V

p

) n F . En divisant par 2 et en arrondissant le membre de droite à

l'entier supérieur, on obtient l'inégalité

x(�) � p�

�

jF j

2

�

: (2.6)

Les inégalités (2.6) sont appelées inégalités de F -partition. Dans [3℄, Baïou et al. ont

montré que les 
ontraintes de F -partition peuvent être séparées en temps polynomial
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quand F est �xé. Dans [25℄, Didi Biha a généralisé les 
ontraintes de F -partition au

problème du sous-graphe k-arête 
onnexe. Il a également montré, dans 
e 
as, que le

problème de séparation des 
ontraintes de F -partition peut être résolu en temps poly-

nomial quand F est �xé. Fonlupt et Mahjoub [31℄ ont montré que les points extrêmes

dits 
ritiques (points extrêmes du polytope 
omportant un ensemble non-vide minimal

de 
omposantes fra
tionnaires) peuvent être séparés en temps polynomial en utilisant

les 
ontraintes de F -partition. De plus, les 
ontraintes de F -partition se sont révélées

très e�
a
es dans la résolution du problème du sous-graphe 2-arête (sommet) 
onnexe

[3, 64℄.

Un graphe de Halin est un graphe G = (V; T [ C) planaire où T est un arbre sans

sommet de degré 2 et C un 
y
le reliant 
ha
une des feuilles de l'arbre T . Une roue

sur n+ 1 sommets, notée W

n

, est un graphe 
omposé d'un 
y
le de n sommets auquel

on ajoute un sommet universel (sommet relié à tous les autres sommets du graphe).

Notons qu'une roue est un graphe de Halin dont l'arbre est une étoile.

Barahona et Mahjoub [7℄ ont donné une des
ription minimale du polytope asso
ié

au TECSP dans la 
lasse des graphes de Halin. Ils ont montré que les 
ontraintes de


oupe, les 
ontraintes de F -partition et les 
ontraintes triviales su�sent pour dé
rire le

polytope dans 
es graphes. Pour montrer 
e résultat, Barahona et Mahjoub ont utilisé

le fait que les graphes de Halin se dé
omposent par des 
oupes de 
ardinalité 3 en un

ensemble de roues.

Soit V

0

; : : : ; V

p

une partition de V , les 
ontraintes du type

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) � p; (2.7)

sont appelées inégalités de partition. Ces 
ontraintes sont valides pour le polytope des

arbres 
ouvrants. Barahona et Mahjoub [7℄ ont également étudié le polytope asso
ié

au problème du sous-graphe 2-sommet 
onnexe (TNCSP). Notons que si un graphe est

2-sommet 
onnexe, alors pour tout sommet u, le graphe G � u reste 
onnexe. Ainsi

pour tout sommet u, la 
ontrainte (2.7) doit être véri�ée dans le graphe G� u. Et les


ontraintes

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

) n Æ(u)) � p; pour tout u 2 V; (2.8)

sont valides pour le polytope asso
ié au TNCSP. D'une manière similaire au 
as arête-


onnexe, Barahona et Mahjoub [7℄ ont montré que le polytope asso
ié au TNCSP dans

la 
lasse des graphes de Halin, est dé
rit par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de


oupe, les 
ontraintes de F -partition et les 
ontraintes (2.8).

Un algorithme de �-approximation pour un problème d'optimisation 
ombinatoire

à minimiser (maximiser) est un algorithme polynomial qui donne une solution dont
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la valeur est inférieure (supérieure) à �C(SO) où C(SO) est la valeur de la solution

optimale du problème.

Dans [67℄, Khuller et Vishkin ont présenté un algorithme de

3

2

-approximation pour le

problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe lorsque tous les 
oûts sont égaux à 1. Sous 
es

mêmes 
onditions, ils ont également proposé un algorithme de

5

3

-approximation pour

la version 2-sommet 
onnexe du problème. Plus tard, Khuller et Raghava
hari [66℄ ont

donné un algorithme d'approximation de fa
teur 2 +

1

jV j

pour 
e même problème et

quels que soient les 
oûts sur les arêtes.

Considérons la formulation en nombres entiers suivante du problème du voyageur de


ommer
e :

Minimiser 
x

x(Æ(v)) = 2; pour tout v 2 V;

x(Æ(W )) � 2; pour tout W � V; ; 6=W 6= V;

x(e) 2 IN; pour tout e 2 E: (2.9)

Soit z

TSP

la solution optimale du TSP et z

0

TSP

la solution de la relaxation linéaire de la

formulation 
i-dessus. La

4

3

-
onje
ture du voyageur de 
ommer
e dit que si la fon
tion


oût 
 véri�e les inégalités triangulaires, alors z

0

TSP

�

4

3

z

TSP

. Cheriyan et al. [10, 11℄

ont montré que, si la

4

3

-
onje
ture pour le problème du voyageur de 
ommer
e métrique

est véri�ée, alors il existe un algorithme de

4

3

-approximation pour le TECSP.

Considérons maintenant un graphe G = (V;E) et un ensemble de sommets S � V .

Le problème du sous-graphe Steiner 2-arête 
onnexe (STECSP) est de trouver un sous-

graphe de G de 
oût minimum tel qu'entre 
haque paire de sommets de S, il existe au

moins 2 
haînes arête-disjointes. Notons que l'appellation de 
e problème est abusive


ar si les 
oûts sur les arêtes ne sont pas positifs, le réseau obtenu n'est pas for
ément

2-arête 
onnexe. Ce problème est équivalent au problème de 
on
eption d'un réseau

�able quand les types de 
onnexité prennent leur valeur dans f0; 2g. Dans 
e type de

problèmes, les 
ontraintes de 
oupe sont habituellement appelées 
ontraintes de 
oupe

Steiner et les sommets de S sont appelés terminaux.

Baïou et Mahjoub [4℄ ont étudié le polytope asso
ié au problème du sous-graphe

Steiner 2-arête 
onnexe. Ils ont montré que 
e dernier est entièrement dé
rit par les


ontraintes de 
oupe Steiner et les 
ontraintes triviales dans la 
lasse des graphes série-

parallèles. Baïou et Mahjoub [4℄ ont également étudié 
e problème lorsque la solution

doit être elle-même 2-arête 
onnexe. Pour 
ela, ils ont introduit les inégalités suivantes,

valides pour le polytope asso
ié au problème :

x(Æ(W ))� 2x(e) � 0; pour tout W � V; S � W; e 62 E(W ): (2.10)
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Ils ont montré que le polytope asso
ié au STECSP lorsque le graphe est série-parallèle

et la solution doit être 2-arête 
onnexe, est dé
rit par les 
ontraintes triviales, les


ontraintes de 
oupe Steiner et les 
ontraintes (2.10). Par la suite, Baïou [2℄ a étendu 
e

dernier résultat au dominant de 
e même polytope lorsque le graphe est série-parallèle.

Coullard et al. [16℄ ont étudié le polytope asso
ié au problème du sous-graphe Steiner

2-sommet 
onnexe. Ils en ont donné une 
ara
térisation dans la 
lasse des graphes série-

parallèles. Dans [18℄, ils ont dé
rit le dominant de 
e polytope pour les graphes sans

W

4

. Ils ont également donné dans [17℄ un algorithme linéaire pour résoudre 
e problème

dans 
ette 
lasse de graphes ainsi que dans la 
lasse des graphes de Halin. Auparavant,

Winter [89, 88℄ avait déjà proposé un algorithme pouvant résoudre le problème du

sous-graphe Steiner 2-arête 
onnexe dans la 
lasse des graphes de Halin et pour les

graphes outerplanaires. (Un graphe est dit outerplanaire s'il peut être représenté dans

le plan de manière a 
e que tous les sommets appartiennent à la fa
e exterieure.) Dans

[90℄ il a également présenté un algorithme pour résoudre 
e problème dans les graphes

série-parallèles dans les deux 
as d'arête et de sommet-
onnexité.

De manière plus générale, dans [12℄, Chopra a étudié le problème du sous-graphe

k-arête 
onnexe (kECSP) dans le 
as où l'on peut utiliser plusieurs fois une même

arête. Il a introduit une nouvelle famille de 
ontraintes valides pour le polytope asso
ié

au problème de la manière suivante. Soient G = (V;E) un graphe et V

1

; : : : ; V

p

une

partition de V telle que le graphe G(V

i

) induit par les sommets de V

i

soit 
onnexe pour

i = 1; : : : ; p. Les inégalités

x(Æ(V

1

; : : : ; V

p

)) �

�

k

2

�

p� 1; (2.11)

sont valides pour le polytope asso
ié au kECSP lorsqu'on peut prendre plusieurs fois

une même arête et quand le graphe est outerplanaire et k impair. Il a également montré

que 
es 
ontraintes et les 
ontraintes (2.1) su�sent pour 
ara
tériser le polyèdre asso
ié

au problème quand le graphe est outerplanaire et k impair. Il a aussi 
onje
turé que


es résultats restent vrais pour les graphes série-parallèles. Didi Biha et Mahjoub [26℄

ont étendu la validité des 
ontraintes (2.11) à la 
lasse des graphes série-parallèles.

Ils ont appelés 
es inégalités 
ontraintes de SP-partition. Ils ont aussi montré que le

polytope asso
ié au problème du sous-graphe k-arête 
onnexe est entièrement dé
rit par

les 
ontraintes (2.1), (2.2) et (2.3) (resp. (2.1), (2.2) et les 
ontraintes de SP-partition)

quand k est pair (resp. impair) et le graphe G est série-parallèle. Ils ont ainsi démontré

la 
onje
ture de Chopra.

Dans [27℄, Didi Biha et Mahjoub ont étudié le problème du sous-graphe Steiner k-

arête 
onnexe. Ils ont généralisé les résultats de Baïou et Mahjoub [4℄ établis pour
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k = 2. En e�et, ils ont montré que les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe

Steiner 
ara
térisent 
omplètement le polytope asso
ié à 
e problème quand k est pair

et le graphe est série-parallèle.

Dans le 
as où tous les 
oûts sont égaux à 1 et S = V , Khuller et Vishkin [67℄

ont donné un algorithme de 2-approximation pour le kECSP. Plus tard, Khuller et

Raghava
hari [66℄ ont proposé un algorithme de (1:85)-approximation quand les 
oûts

sont uniformes. Dans le 
as où les 
oûts véri�ent les inégalités triangulaires, ils ont

présenté un algorithme de 2-approximation pour le problème du sous-graphe k-sommet


onnexe. Dans [10, 11℄, Cheriyan, Sebö et Szigeti ont donné un algorithme de

17

12

-

approximation pour résoudre le kECSP.

2.3.2 (k; k + 1)-�abilité

Certains travaux ont porté sur des problème de 
on
eption d'un réseau �able quand

les types de 
onnexité peuvent prendre des valeurs parti
ulières.

Kerivin et Mahjoub [63℄ ont étudié le problème de 
on
eption d'un réseau �able

quand les types de 
onnexité sont tous pairs. Ils ont montré que dans 
e 
as, si le

graphe sous-ja
ent est série-parallèle, alors le polytope asso
ié au problème est dé
rit

par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe.

Dans [61℄, Kerivin s'est intéressé au polytope asso
ié a 
e problème lorsque les types

de 
onnexité prennent leur valeur dans f1; 2g. Dans 
es 
onditions, le problème de


on
eption d'un réseau �able s'appelle le problème du réseau f1; 2g-�able. Kerivin [61℄

a introduit la 
lasse d'inégalités suivante. Soient G = (V;E) un graphe, r 2 f1; 2g

V

un

ve
teur asso
iant à 
haque sommet un type de 
onnexité et V

1

; : : : ; V

p

une partition

de V . On Pose I

2

= fi j 
on(V

i

) = 2; i = 1; : : : ; pg. Alors la 
ontrainte

x(Æ(V

1

; : : : ; V

p

)) �

�

p� 1 si I

2

= ;;

p sinon;

(2.12)

est valide pour le polytope asso
ié au problème. Et il a montré que le polytope as-

so
ié à 
e problème lorsque le graphe est série-parallèle, est dé
rit par les 
ontraintes

triviales, les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes (2.12). Dans [62℄, Kerivin et Mah-

joub ont montré que les 
ontraintes (2.12) peuvent être séparée en temps polynomial.

Ainsi le problème du réseau f1; 2g-�able peut être résolu en temps polynomial dans la


lasse des graphes série-parallèles. Dans [64℄, Kerivin et al. ont dis
uté d'autres fa
ettes

pour le polytope asso
ié à 
e problème et ont développé un algorithme de 
oupes et

bran
hements pour 
e problème. Ils dis
utent également de résultats expérimentaux.



18 Con
eption de réseaux : état de l'art

Dans [61℄, Kerivin a également étudiée le problème plus général où les types de


onnexité prennent leur valeur dans fk; k + 1g ave
 k impair. Il a généralisé la 
lasse

des 
ontraintes de SP -partition introduite par Didi Biha et Mahjoub dans [26℄ quand

les types de 
onnexité sont en fk; k+1g ave
 k impair et G série-parallèle. Cette 
lasse

de 
ontraintes 
ontient également les 
ontraintes (2.12). Il a montré que 
ette 
lasse

de 
ontraintes ave
 les inégalités de 
oupe et les inégalités triviales 
ara
térisent le

polytope asso
ié au problème dans 
e 
as quand G est série-parallèle.

Monma et Shall
ross [78℄ ont développé des heuristiques très e�
a
es 
on
ernant le

problème de 
on
eption d'un réseau �able quand les types de 
onnexité sont en f1; 2g.

Ko et Monma [68℄ ont généralisé 
es heuristiques pour la 
on
eption de réseaux k-arête

(sommet) 
onnexes.

2.4 Cas général

Dans un 
adre plus général, Gröts
hel et Monma [50℄ et Gröts
hel et al. [51, 53, 52, 54℄

ont étudié le polytope asso
ié au problème de 
on
eption d'un réseau arête(sommet)-

�able. Ils ont introduit des 
lasses d'inégalités valides pour 
es polytopes. Ils ont éga-

lement développé un algorithme de 
oupes et bran
hements qu'ils ont utilisé pour

résoudre des instan
es réelles et aléatoires du problème. Des synthèses de 
es travaux

et d'autres travaux liés à 
es problèmes peuvent être trouvés dans [13, 83℄.

Plusieurs algorithmes d'approximation ont également été développés 
on
ernant le

problème de 
on
eption d'un réseau �able. Ces algorithmes sont basés sur une fon
tion

f qui à 
haque ensemble de sommets W � V asso
ie le nombre minimum d'arêtes de-

vant interse
ter la 
oupe Æ(W ). En d'autres termes, pour 
haque ensemble de sommets

W , on a f(W ) = 
on(W ). Williamson et al. [87℄ ont développé un algorithme polyno-

mial de 2f

max

-approximation quand la fon
tion f est propre et f

max

= maxff(S); S �

V g. Une fon
tion f est dite propre si f(V ) = 0, f(S) = f(V n S) pour tout S � V ,

et f(A [ B) � maxff(A); f(B)g quand A et B sont disjoints. Goemans et al. [40℄

ont amélioré 
et algorithme en donnant une garantie de performan
e de 2H(f

max

) où

H(f

max

) = 1+

1

2

+

1

3

+� � �+

1

f

max

est la fon
tion harmonique. Quand la fon
tion f est fai-

blement surmodulaire, Jain [59℄ a proposé un algorithme de 2-approximation. Une fon
-

tion f est dite faiblement surmodulaire si f(V ) = 0 et si pour tout ensemble A; B � V ,

f véri�e au moins l'une des deux propriétés : f(A) + f(B) � f(A n B) + f(B n A) et

f(A) + f(B) � f(A [ B) + f(A \ B).

Goemans et Bertsimas [8℄ ont étudié une relaxation de 
e problème. Ils ont, en e�et,


onsidéré le 
as où l'on peut prendre plus d'une fois une arête, 
'est-à-dire x(e) 2 IN . Si
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x(e) > 1, le réseau 
orrespondant 
omportera x(e) liaisons parallèles. Ils ont développé

un algorithme de minf2H(f

max

); 2qg-approximation où q est le nombre de types de


onnexité di�érents.

2.5 Fiabilité ave
 
ontraintes de borne

Dans la plupart des travaux réalisés sur la topologie des réseaux, la performan
e

du reroutage du tra�
 en 
as de panne n'a pas été prise en 
ompte. L'évolution de la

te
hnologie optique et l'augmentation, en 
onséquen
e, du tra�
 dans les réseaux de

télé
ommuni
ations, né
essitent la mise en pla
e de stratégies de reroutage optimales.

Une de 
es stratégies de routage, appelée �routage lo
al� 
onsiste, en 
as de panne

d'une liaison, à rerouter le tra�
 entre les extrémités de 
ette liaison. On impose i
i à


ha
un des liens du réseau, d'appartenir à un 
y
le borné. On limite ainsi la longueur

de la déviation imposée par la panne. Le problème qui résulte de 
ette stratégie est le

problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
y
les bornés.

Une se
onde politique de routage 
onsiste, en 
as de panne, à rerouter le tra�
 entre

les origines-destinations des demandes a�e
tées par la panne. Pour assurer 
ette �a-

bilité, il sera alors né
essaire qu'il existe au moins deux 
hemins arête-disjoints ne

dépassant pas une 
ertaine longueur entre l'origine et la destination de 
haque de-

mande. La limitation de longueur de 
es deux 
hemins assure ainsi un reroutage rapide

et peu 
oûteux. On parle i
i, du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des


hemins bornés.

Ces problèmes ont eu, à notre 
onnaissan
e, peu d'attention dans le 
as général. Des

travaux liés au problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
y
les bornés peuvent

être trouvés dans Fortz [33℄, Fortz et Labbé [34, 35, 36℄ et Fortz et al. [37℄. Ces travaux


on
ernent le problème quand la �abilité porte sur les sommets. Ils ont, en parti
ulier,

étudié le polyèdre asso
ié et développé un algorithme de 
oupes et bran
hements.

Le problème de �abilité ave
 les 
hemins bornés n'a, par 
ontre, été que très peu


onsidéré. Dans [21℄, Dahl a 
onsidéré le polytope asso
ié au problème du plus 
ourt


hemin de longueur bornée. Dans [23℄, Dahl et Johannessen ont dis
uté du problème

qui 
onsiste à 
on
evoir un réseau de 
oût minimum 
ontenant un 
hemin de longueur

au plus 2 entre 
ertaines paires de sommets. Dahl [20℄ et Dahl et Gouveia [22℄ ont

étudié le problème de l'arbre ave
 des 
hemins bornés.

Ces travaux ainsi que d'autres investigations liées aux problèmes de 
on
eption de
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réseaux ave
 des 
ontraintes de borne sur les 
y
les et les 
hemins seront présentés plus

en détail aux 
hapitres 4 et 5.
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Chapitre 3

Sous-graphes Steiner 2-arête 
onnexes

Dans 
e 
hapitre, nous allons étudier la stru
ture fa
iale du polytope asso
ié au pro-

blème du sous-graphe Steiner 2-arête 
onnexe dans la 
lasse des graphes de Halin. Nous

introduisons, dans un premier temps, une 
lasse d'inégalités valides pour 
e polytope

appelées 
ontraintes de F -partition Steiner généralisées. Nous montrons, par la suite,

que 
es inégalités ave
 les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes triviales 
ara
térisent

entièrement le polytope dans une 
lasse de graphe généralisant les roues. En�n, nous

utilisons 
es résultats pour montrer que les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe

Steiner et les 
ontraintes de F -partition généralisées su�sent pour dé
rire le polytope

dans les graphes de Halin quand les terminaux ont une disposition parti
ulière dans

le graphe. Ce
i généralise un résultat de Barahona et Mahjoub [7℄ sur le polytope des

sous-graphes 2-arête 
onnexes. Ce 
hapitre fait l'objet de l'arti
le [73℄.

3.1 Les 
ontraintes de F-partition Steiner générali-

sées

Soient G = (V;E) un graphe et S � V un ensemble de sommets terminaux. Si

on asso
ie à 
haque arête e un 
oût 
(e), alors le problème du sous-graphe Steiner

2-arête 
onnexe (STECSP) 
onsiste à trouver un sous-graphe H = (W;F ) de G de


oût minimum tel qu'entre 
haque paire de sommets de S, il existe au moins 2 
haînes
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arête-disjointes. Le problème STECSP peut don
 être formulé de la manière suivante.

Minimiser 
x

x(Æ(W )) � 2; pour tout W � V; ; 6=W \ S 6= S; (3.1)

x(e) 2 f0; 1g; pour tout e 2 E:

Dans la suite, les 
ontraintes (3.1) seront appelées 
ontraintes de 
oupe Steiner. Soit

STECSP(G; S) = 
onvfx 2 IR

jEj

j x satisfait (2.1), (2.2), (3.1), (2.4)g

le polytope des sous-graphes Steiner 2-arêtes 
onnexes asso
ié à 
e problème.

Considérons une partition V

0

; : : : ; V

p

de l'ensemble des sommets et F � Æ(V

0

) un

ensemble d'arêtes de 
ardinalité impaire. Quand S 6= V , si V

i

\ S 6= ; pour tout

i 2 f1; : : : ; pg, il est 
lair que les inégalités de F -partition (2.6) sont valides pour

STECSP(G; S). Dans 
e 
as, elles sont appelées 
ontraintes de F -partition Steiner.

Comme il a déjà été mentionné auparavant, Barahona et Mahjoub [7℄ ont mon-

tré que les 
ontraintes de F -partition ave
 les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes

triviales dé
rivent entièrement STECSP(G; S) lorsque G est un graphe de Halin et

S = V . Une question naturelle qui peut être posée est la suivante : les 
ontraintes

de F -partition Steiner 
ara
térisent-elles, ave
 les 
ontraintes de 
oupe Steiner et les


ontraintes triviales, le polytope STECSP(G; S) dans la 
lasse des graphes de Halin

lorsque S 6= V ? La réponse à 
ette question est malheureusement négative. En e�et,


onsidérons la 
on�guration suivante. Supposons que G = (V;E) est la roue W

4

sur

5 n÷uds donnée par la �gure 3.1. Posons S = fu

1

; u

2

; u

3

g et soit x 2 IR

jEj

tel que

x(e

1

) = x(e

2

) = x(e

3

) = x(e

4

) = x(f

4

) =

1

2

et x(f

1

) = x(f

2

) = x(f

3

) = 1. Il n'est pas

di�
ile de voir que x satisfait les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe Steiner

et les 
ontraintes de F -partition Steiner. De plus, x est un point extrême du polytope

dé�ni par 
es 
ontraintes.

Ce
i implique que d'autres 
lasses d'inégalités valides sont né
essaires a�n de pouvoir

dé
rire STECSP(G; S) dans la 
lasse des graphes de Halin. En e�et, il est fa
ile de voir

que x ne véri�e pas la 
ontrainte

2x(e

1

) + 2x(e

2

) + x(e

3

) + x(e

4

) + x(f

4

) � 4;

qui est pourtant valide pour STECSP(G; S). Nous allons dans la suite, montrer que


ette inégalité est un 
as parti
ulier d'une famille plus générale de 
ontraintes valides

pour STECSP(G; S).
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Fig. 3.1 �

Soient G = (V;E) un graphe et S � V un ensemble de terminaux. Considérons une

partition W;V

0

; : : : ; V

p

de V telle que si un élément V

i

, i = 0; : : : ; p de la partition

n'interse
te pas S, alors V

i�1

et V

i+1


ontiennent des sommets de S (les indi
es sont

pris modulo p+ 1). Nous pouvons remarquer que 
ette 
ondition implique qu'il y a un


ertain ordre sur les éléments V

0

; : : : ; V

p

de la partition. Soient F � Æ(W ) et

R =

S

V

i

\S 6=;

[W;V

i

℄;

�

R = Æ(W ) nR;

D =

S

V

i

\S=V

j

\S=;

[V

i

; V

i�1

[ V

i+1

[ V

j

℄;

�

D = Æ(V

0

; : : : ; V

p

) nD:

Posons q 
omme étant le nombre d'éléments V

i

, interse
tant l'ensemble S, et 
onsi-

dérons les inégalités suivantes valides pour le STECSP(G; S).

x(Æ(V

i

)) � 2; pour tout V

i

tel que V

i

\ S 6= ;;

�x(e) � �1; pour tout e 2 R \ F;

x(e) � 0; pour tout e 2 R n F;

x(e) � 0; pour tout e 2 [V

i

; V

j

℄; V

i

\ S = ;; V

j

\ S 6= ;;

j 62 fi� 1; i + 1g;

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

) n

S

V

i

\S=;

[V

i

; V

i+1

℄) + x(Æ(W ) n F ) � q �

j

jF j

2

k

;

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

) n

S

V

i

\S=;

[V

i

; V

i�1

℄) + x(Æ(W ) n F ) � q �

j

jF j

2

k

:

Les deux dernières inégalités 
orrespondent aux 
ontraintes de F -partition Steiner

données par les partitions obtenues à partir de W; V

0

; : : : ; V

p

en prenant W 
omme

nouveau V

0

et en rassemblant les ensembles V

i

et V

i+1

(resp. V

i

et V

i�1

) quand V

i

\S = ;.

En sommant 
es inégalités, on obtient

2x(T

1

) + 4x(T

2

) � 4q � 2

�

jF j

2

�

� jR \ F j;



24 Sous-graphes Steiner 2-arête 
onnexes

où T

1

= (D [

�

R) n F et T

2

= (

�

D [ R) n F .

En divisant 
ette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite à l'entier

supérieur, on obtient l'inégalité

x(T

1

) + 2x(T

2

) � 2q �

�

jF j

2

�

�

�

jR \ F j

2

�

(3.2)

qui est don
 valide pour le STECSP(G; S). On peut noter que les inégalités (3.2)

généralisent les 
ontraintes de F -partition Steiner. En e�et, 
es dernières 
orrespondent

au 
as où V

i

\ S 6= ; pour i = 0; : : : ; p. Les inégalités (3.2) sont appelées inégalités de

F -partition Steiner généralisées. On peut également noter que si jR\F j est pair, alors

l'inégalité (3.2) est redondante par rapport aux 
ontraintes triviales, aux 
ontraintes

de 
oupe Steiner et aux 
ontraintes de F -partition Steiner. On peut noter que les


oe�
ients de la 
ontrainte de F -partition Steiner généralisée peuvent prendre des

valeurs di�érentes de 0 et 1, et de plus l'inégalité est de rang de Chvátal 2. C'est à

notre 
onnaissan
e les premières 
ontraintes 
onnues pour le STECSP(G; S) qui ne

soient pas des 
ontraintes de rang (les 
ontraintes de rang sont les 
ontraintes ayant

uniquement des 
oe�
ients égaux à 0 ou 1).

Soit � la 
lasse des graphes G = (V;E) tels que G soit une roue pouvant avoir

des arêtes multiples entre les n÷uds du 
y
le et le sommet 
entral. Dans 
e qui suit,

nous allons montrer que les 
ontraintes de F -partition Steiner généralisées, ave
 les


ontraintes de 
oupe Steiner et les 
ontraintes triviales, 
ara
térisent le STECSP(G; S)

quand G est un graphe de �. Mais avant, nous allons donner quelques notations.

Soit G = (V;E) un graphe de � sur n + 1 n÷uds. On pose V = fw; u

1

; : : : ; u

n

g où

w est le n÷ud 
entral et u

1

; : : : ; u

n

les n÷uds du 
y
le extérieur (voir �gure 3.2). On

dénotera par e

i

l'arête entre les sommets u

i

et u

i+1

et par C = fe

1

; : : : ; e

n

g le 
y
le

extérieur. Soit A

i

= [w; u

i

℄, pour i = 1; : : : ; n. Si i; j 2 f1; : : : ; ng, on dénotera par

C(i; j) le 
hemin e

i

; : : : ; e

j�1

où les indi
es sont modulo n. Noter que si jA

i

j = 1 pour

tout i 2 f1; : : : ; ng, alors G = W

n

.

La suite de 
e 
hapitre étant prin
ipalement axée sur les graphes de �, il est utile

d'avoir la 
on�guration simpli�ée des 
ontraintes de F -partition Steiner généralisées

dans 
ette 
lasse de graphes. Soient G = (V;E) un graphe de � et W; V

0

; : : : ; V

p

une

partition telle que W = fwg et les V

i

soient des ensembles de sommets 
onsé
utifs du


y
le. Soit F 2 Æ(W ) un ensemble d'arêtes. Noter que (voir �gure 3.3)

T

1

=

�

S

V

i

:V

i

\S 6=;

Æ(V

i

)

�

n F;

T

2

= Æ(W; V

0

; : : : ; V

p

) n (T

1

[ F ):



3.2 STECSP(G;S) dans les graphes de � 25

e

1

u

n

e

n

u

1

u

2

e

2

u

3

e

3

w

Fig. 3.2 �

La 
ontrainte de F -partition Steiner généralisée asso
iée à la partition W; V

0

; : : : ; V

p

et à F s'é
rit

x(T

1

) + 2x(T

2

) � 2q �

�

jF j

2

�

�

�

jR \ F j

2

�

:

3.2 STECSP(G;S) dans les graphes de �

Le prin
ipal résultat de 
e 
hapitre est le suivant.

Théorème 3.1 Soient G = (V;E) un graphe de � et S � V un ensemble de terminaux.

Alors le polytope STECSP(G; S) est donné par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes

de 
oupe Steiner et les 
ontraintes de F -partition généralisées.

La preuve du théorème 3.1 sera donnée dans la se
tion 3.3. Dans la suite, nous allons

donner quelques propriétés stru
turales du STECSP(G; S) qui seront utilisées pour

démontrer 
e théorème. Le lemme te
hnique suivant, qui sera très utilisé dans la suite,

dé
rit une pro
édure permettant d'obtenir une fa
ette à partir d'une autre fa
ette en


ontra
tant une arête.

Lemme 3.2 Soient G = (V;E) un graphe et S � V un ensemble de terminaux.

Soit ax � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette du STECSP(G; S) di�érente d'une


ontrainte triviale. Soit f = uv 2 E une arête telle que a(f) = 0. Soit G

0

= (V

0

; E

0

) le

graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant l'arête f . Posons S

0

= (S n fu; vg) [ fs

0

g

si fu; vg \ S 6= ; et S

0

= S sinon, où s

0

est le sommet issu de la 
ontra
tion de f . Si

ax � � est valide pour le polytope STECSP(G

0

; S

0

), alors ax � � dé�nit une fa
ette

pour STECSP(G

0

; S

0

).
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arêtes de F

arêtes de T

1

= (D [

�

R) n F

arêtes de T

2

= (

�

D [ R) n F

V

0

V

1

V

3

V

p

V

p�1

W

V

2

Fig. 3.3 �

Preuve. Sans perte de généralité (s.p.d.g.), on peut supposer que STECSP(G; S) est

de pleine dimension. Alors STECSP(G

0

; S

0

) est de pleine dimension. En e�et, 
omme

STECSP(G; S) est de pleine dimension, les ensembles E et F

e

= E n feg pour tout

e 2 E sont solutions du STECSP pour le graphe G. Notons que les ve
teurs d'in
iden
e

de 
es solutions sont a�nement indépendants. Considérons maintenant les ensembles

F

0

e

= F

e

n ffg pour tout e 2 E n ffg = E

0

. Les ensembles F

0

e

forment des solutions

du STECSP pour le graphe G

0

. De plus, les ensembles E

0

et F

0

e

pour tout e 2 E

0

sont

a�nement indépendants, 
e qui prouve que STECSP(G

0

; S

0

) est de pleine dimension.

Maintenant, 
omme ax � � dé�nit une fa
ette du STECSP(G; S), il existe jEj en-

sembles d'arêtes T

1

; : : : ; T

jEj

induisant des sous-graphes Steiner 2-arêtes 
onnexes de

G tels que ax

T

i

= �, pour i = 1; : : : ; jEj et x

T

1

; : : : ; x

T

jEj

sont a�nement indépendants.

Soit

T

0

i

=

�

T

i

n ffg si f 2 T

i

;

T

i

sinon;

pour i = 1; : : : ; jEj. Il est 
lair que les ensembles T

0

i

, i = 1; : : : ; jEj induisent des

sous-graphes Steiner 2-arêtes 
onnexes de G

0

. De plus, 
omme a(f) = 0, nous avons

ax

T

0

i

= � pour i = 1; : : : ; jEj. Comme x

T

1

; : : : ; x

T

jEj

sont a�nement indépendants,

il doit exister jEj � 1 ensembles parmi T

0

1

; : : : T

0

jEj

dont les ve
teurs d'in
iden
e sont

a�nement indépendants. Comme ax � � est valide pour STECSP(G

0

; S

0

), elle dé�nit

don
 une fa
ette pour STECSP(G

0

; S

0

). �
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Dans la suite de 
e 
hapitre, nous posons

T (G) = fT � E j (V; T ) induit un sous-graphe Steiner 2-arête 
onnexe de Gg:

Lemme 3.3 Soient G = (V;E) un graphe de � et S � V un ensemble de terminaux.

Soit ax � � une inégalité valide du STECSP(G; S). Soit e

i

2 C tel que a(e

i

) = 0.

Soient G

0

= (V

0

; E

0

) le graphe obtenu en 
ontra
tant l'arête e

i

, et a

0

la restri
tion de a

sur E

0

. Soit S

0

= (S n fu

i

; u

i+1

g)[fu

0

i

g si fu

i

; u

i+1

g\ S 6= ; et S

0

= S sinon, où u

0

i

est

le n÷ud résultant de la 
ontra
tion de e

i

.

1) Si u

i

; u

i+1

62 S alors a

0

x � � est valide pour STECSP(G

0

; S

0

).

2) Si u

i

2 S et u

i+1

62 S alors a

0

x � � est valide pour STECSP(G

0

; S

0

) si pour


haque arête e 2 A

i+1

, il existe une arête f de A

i

telle que a(e) � a(f).

3) Si u

i

; u

i+1

2 S, alors a

0

x � � est valide pour STECSP(G

0

; S

0

) si minfa(e); e 2

A

i

g = minfa(e); e 2 A

i+1

g.

Preuve. Nous allons montrer le lemme pour 1) et 2). La démonstration pour 3) est

similaire. Soit E

�

� E

0

tel que (V;E

�

) est un sous-graphe Steiner 2-arête 
onnexe de

G

0

.

1) SoitE

�

1

= E

�

[fe

i

g. Comme u

i

; u

i+1

62 S, E

�

1

2 T (G). On a alors a

0

x

E

�

= ax

E

�

1

� �,

et a

0

x � � est valide pour STECSP(G

0

; S

0

).

2) On distingue trois 
as :

Cas 1 : E

�

\ Æ(u

i+1

) = ;. Comme u

i+1

62 S, on a E

�

2 T (G) et a

0

x

E

�

= ax

E

�

� �.

Cas 2 : E

�

\ Æ(u

i

) 6= ; et E

�

\ Æ(u

i+1

) 6= ;. On a alors E

�

2

= E

�

[ fe

i

g 2 T (G) et

a

0

x

E

�

= ax

E

�

2

� �.

Cas 3 : E

�

\Æ(u

i

) = ; et E

�

\Æ(u

i+1

) 6= ;. Don
 E

�

\A

i+1

6= ;. Soient f

�

2

2 E

�

\A

i+1

,

et f

�

1

2 A

i

telles que a(f

�

1

) � a(f

�

2

), une telle arête existe par hypothèse. Il est

fa
ile de voir que E

�

3

= (E

�

n ff

�

2

g)[fe

i

; f

�

1

g appartient à T (G). De plus, 
omme

a(e

i

) = 0 et a(f

�

1

) � a(f

�

2

), on a a

0

x

E

�

� ax

E

�

3

� �.

Dans tous les 
as, nous avons a

0

x

E

�

� �, 
e qui implique que a

0

x � � est valide pour

STECSP(G

0

; S

0

). �

Maintenant, on suppose que G = (V;E) est un graphe de � sur n + 1 n÷uds. Sup-

posons que w 2 S et soient u

i

1

; : : : ; u

i

s

, où s = jS \ V (C)j, les n÷uds terminaux de

C. Nous supposons que s � 2. Soit ax � � une inégalité dé�nissant une fa
ette de
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STECSP(G; S) di�érente des 
ontraintes triviales et des 
ontraintes de 
oupe Steiner.

On pose

t

a

= fT 2 T (G) j ax

T

= �g:

Notons que, 
omme ax � � dé�nit une fa
ette, si pour une inégalité bx � � on a

bx

T

= � pour tout T 2 t

a

, alors bx � � est un multiple positif de ax � �.

Soit E

0

= fe 2 E j a(e) = 0g. Nous avons les lemmes suivants. Le premier, donné

sans preuve, est une 
onséquen
e dire
te du fait que ax � � dé�nisse une fa
ette du

STECSP(G; S) di�érente d'une 
ontrainte triviale et d'une 
ontrainte de 
oupe Steiner.

Lemme 3.4 1) Pour 
haque arête e 2 E, il existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

(resp. T

0

2 t

a

) tel que e 2 T (resp. e 62 T ).

2) Pour tout sommet v de S, il existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

tel que jT\Æ(v)j �

3.

3) a(e) � 0 pour tout e 2 E.

Pour i = 1; : : : ; n, notons par f

i

une arête de A

i

telle que a(f

i

) = minfa(f) j f 2 A

i

g.

Lemme 3.5 Soient T 2 t

a

et i 2 f1; : : : ; ng tel que u

i

2 S, jÆ(u

i

) \ T j � 3 et pour

tout f 2 A

i

, a(f) > 0. Alors les arêtes e

i�1

, e

i

et f

i

appartiennent à T si l'une des

propriétés suivantes est véri�ée :

1) u

i�1

; u

i+1

2 S.

2) Si u

i�1

62 S (resp. u

i+1

62 S), alors soit a(e

i�1

) > 0 (resp. a(e

i

) > 0), soit

a(e

i�1

) = 0 et a(f

i�1

) = 0 (resp. a(e

i

) = 0 et a(f

i+1

) = 0).

Preuve. Nous montrons le lemme pour 1), la preuve pour 2) est similaire. D'abord,


omme jÆ(u

i

)\ T j � 3, on peut supposer, s.p.d.g., que f

i

2 T . Si e

i

et e

i�1

ne sont pas

dans T , alors il doit exister deux arêtes f et f

0

dans A

i

n ff

i

g telles que f; f

0

2 T . Ce
i

implique que T n ff

i

g appartient à T (G) et don
 a(f

i

) = 0, une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que jfe

i

; e

i�1

g \ T j = 1 et s.p.d.g., que e

i

2 T . Il existe alors

une arête f de A

i

, di�érente de f

i

, telle que f 2 T . Comme u

i+1

2 S et e

i�1

62 T , il doit

exister k 2 fi+1; : : : ; i�1g tel que A

k

\T 6= ; et C(i+1; k) � T . En 
onséquen
e, nous

avons T nff

i

g 2 T (G). Mais 
e
i implique de nouveau que a(f

i

) = 0, une 
ontradi
tion.

�

Remarque 3.6 Si a(e) > 0 pour tout e 2 C alors au moins une des deux propriétés

1) et 2) du lemme 3.5 est véri�ée et le lemme 3.5 s'ensuit.
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Lemme 3.7 Soient T 2 t

a

et i 2 f1; : : : ; ng tel que u

i

2 S et e

i

; e

i�1

; f 2 T pour une

arête f 2 A

i

où a(f) > 0. Alors C � T si l'une des propriétés suivantes est véri�ée :

1) u

i�1

; u

i+1

2 S.

2) a(e

i�1

) > 0 si u

i�1

62 S (resp. a(e

i

) > 0 si u

i+1

62 S).

Preuve. Nous montrons le lemme pour 1), la preuve pour 2) est similaire.

Supposons que C 6� T . Comme e

i

; e

i�1

2 T et u

i�1

; u

i+1

2 S, alors il doit exister

l; p 2 f1; : : : ; ng, l < i < p tels que C(l; p) � T , A

l

\ T 6= ; et A

p

\ T 6= ;. Ce
i

implique que T n ffg appartient à T (G) et don
 a(f) = 0, une 
ontradi
tion. �

Lemme 3.8 Soit j 2 f1; : : : ; sg tel que A

i

j

\ E

0

= ff

i

j

g. Soit T 2 t

a

tel que f

i

j

62 T .

Alors A

i

j

\ T = ;. De plus, si a(e

i

j

�1

) > 0 (resp. a(e

i

j

) > 0) alors C(i

j�1

; i

j

) � T

(resp. C(i

j

; i

j+1

) � T ).

Preuve. Supposons que A

i

j

\ T 6= ; et soit f 2 A

i

j

\ T (f est di�érent de f

i

j

par

hypothèse). Comme (Tnffg)[ff

i

j

g 2 T (G), il s'ensuit que a(f) = 0, une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que a(e

i

j

�1

) > 0. Comme A

i

j

\ T = ; et u

i

j

2 S, nous avons

e

i

j

�1

; e

i

j

2 T . Si C(i

j�1

; i

j

) n'est pas 
ontenu dans T , il doit exister un k 2 fi

j�1

+

1; : : : ; i

j

� 1g tel que e

k�1

62 T et C(k; i

j

) � T . Comme u

i

62 S pour i = k; : : : ; i

j

� 1,

l'ensemble d'arêtes (T nC(k; i

j

))[ff

i

j

g induit un sous-graphe Steiner 2-arête 
onnexe de

G. Comme a(f

i

j

) = 0, on obtient a(e) = 0 pour tout e 2 C(k; i

j

) et don
 a(e

i

j

�1

) = 0,

une 
ontradi
tion.

La preuve pour a(e

i

j

) > 0 est similaire. �

Lemme 3.9 Supposons que C\E

0

= ;. Alors jA

i

j

\E

0

j = 1 pour tout j 2 f1; : : : ; sg.

Preuve. Supposons qu'il existe un j 2 f1; : : : ; sg tel que a(f) > 0 pour tout f 2 A

i

j

.

Par le lemme 3.4 2), il doit exister un ensemble T 2 t

a

tel que jT \ Æ(u

i

j

)j � 3. De

plus, par les lemmes 3.5 et 3.7, il s'ensuit que C [ ff

i

j

g � T . Comme w 2 S, il existe

k 2 f1; : : : ; ng tel que A

k

\T 6= ;. On peut supposer que k 6= i

j

. En e�et, si 
ela n'est

pas possible, alors on a (A

i

j

n ff

i

j

g) \ T 6= ;. Soit g 2 (A

i

j

n ff

i

j

g) \ T . On a alors

pour tout f 2 Æ(w) n A

i

j

, a(f) > a(g) � a(f

i

j

), sinon g pourrait être rempla
ée par

f . Cela implique que a(f) > 0 pour tout f 2 A

i

j+1

. Par un raisonnement analogue, il

existe une solution T

0

2 t

a

telle que C [ ff

i

j+1

g � T

0

. Comme w 2 S et a(f

i

j

) < a(f)

pour tout f 2 Æ(w) n ff

i

j

g, on peut supposer s.p.d.g. que f

i

j

2 T

0

. Il en résulte que

T

0

nC(i

j

; i

j+1

) 2 T (G). En 
onséquen
e, on obtient a(e

i

) = 0 pour i = i

j

; : : : ; i

j+1

� 1,

une 
ontradi
tion.
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On peut don
 supposer que k 6= i

j

et par 
onséquent T = C [ ff

i

j

; f

k

g. S.p.d.g., on

peut supposer que u

l

62 S pour tout l 2 fk + 1; : : : ; i

j

� 1g. En e�et, supposons qu'il

existe un l tel que u

l

2 S. Si a(f

l

) = 0 alors on peut 
onsidérer f

l

au lieu de f

k

, sinon,

on aurait a(f) > 0 pour tout f 2 A

l

et on pourrait rempla
er i

j

par l. Il s'ensuit que

T n C(k; i

j

) 2 T (G), et par 
onséquent a(e

i

j

�1

) = 0. Comme par hypothèse a(e) > 0

pour tout e 2 C, on a une 
ontradi
tion.

Ainsi A

i

j

\E

0

6= ; pour tout j 2 f1; : : : ; sg. Supposons maintenant que A

i

j


ontienne

au moins deux arêtes, f et f

0

, ave
 a(f) = a(f

0

) = 0. Nous avons A

i

j+1

\E

0

= ff

i

j+1

g.

En e�et, s'il existait une arête g di�érente de f

i

j+1

dans A

i

j+1

telle que a(g) = 0,

par le lemme 3.4 1), il existerait un ensemble d'arêtes T 2 t

a


ontenant e

i

j

. Soit

T

0

= (T n fe

i

j

g) [ ff; f

0

; g; f

i

j+1

g. Il est 
lair que T

0

2 T (G). Comme a(f) = a(f

0

) =

a(g) = a(f

i

j

+1

) = 0, 
e
i impliquerait que a(e

i

j

) = 0, une 
ontradi
tion.

Don
 A

i

j+1

\ E

0

= ff

i

j+1

g. Soit T

00

2 t

a

tel que f

i

j+1

62 T

00

. Par le lemme 3.8, il en

résulte que C(i

j

; i

j+1

) � T

00

. Comme (T

00

nC(i

j

; i

j+1

))[ff; f

0

; f

i

j+1

g 2 T (G), il s'ensuit

que a(e) = 0 pour tout e 2 C(i

j

; i

j+1

), une 
ontradi
tion, et notre lemme est démontré.

�

Dans le reste de la se
tion nous supposons que s � 3.

Lemme 3.10 Supposons que C \ E

0

= ;. Alors il existe � > 0 tel que

1) a(C(i

j

; i

j+1

)) = � pour tout j 2 f1; : : : ; sg, et

2) si j 2 f1; : : : ; sg est tel que jA

i

j

j � 2, alors a(f) = � pour tout f 2 A

i

j

n ff

i

j

g.

Preuve. 1) Comme C \ E

0

= ;, par le lemme 3.9, il s'ensuit que pour j = 1; : : : ; s,

A

i

j

\ E

0

= ff

i

j

g et a(f) > 0 pour tout f 2 A

i

j

n ff

i

j

g. Par le lemme 3.4 1), il

existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

ne 
ontenant pas f

i

2

. Alors, par le lemme 3.8, on a

C(i

1

; i

3

) � T . Il en résulte que e

i

1

�1

62 T . En fait, si 
e n'est pas le 
as, alors l'ensemble

(T nC(i

1

; i

2

))[ff

i

1

; f

i

2

g est dans T (G), 
e qui implique que a(e

i

1

) = � � � = a(e

i

2

�1

) = 0,

une 
ontradi
tion. De manière similaire, on peut montrer que e

i

3

62 T . On peut ainsi

supposer que f

i

1

; f

i

3

2 T . Comme (T n C(i

1

; i

2

)) [ (C(i

s

; i

1

) [ ff

i

2

; f

i

s

g) appartient à

T (G) et a(f

i

2

) = a(f

i

s

) = 0, il s'ensuit que a(C(i

s

; i

1

)) � a(C(i

1

; i

2

)). Par symétrie, on

obtient a(C(i

1

; i

2

)) � a(C(i

s

; i

1

)) et don
 a(C(i

1

; i

2

)) = a(C(i

s

; i

1

)). En é
hangeant u

i

1

et u

i

2

ave
 tous les 
ouples u

i

j

et u

i

j+1

pour j = 2; : : : ; s, on obtient a(C(i

j

; i

j+1

)) = �,

j = 1; : : : ; s pour un � > 0.

2) Nous montrons le lemme pour j = 1. Supposons que jA

i

1

j � 2 et soit f 2 A

i

1

nff

i

1

g.

Comme C \E

0

= ;, d'après de lemme 3.9, on a a(f) > 0. De plus, par le lemme 3.4 1),
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il existe un ensemble d'arêtes T

0

2 t

a


ontenant f . On a f

i

1

2 T

0

, sinon (T

0

nffg)[ff

i

1

g

appartiendrait à T (G), 
e qui impliquerait que a(f) = 0, une 
ontradi
tion. De plus,

nous avons e

i

1

�1

62 T

0

. Supposons le 
ontraire. Si C 6� T

0

, alors il doit exister au moins

une autre arête de Æ(w) dans T

0

, di�érente de f et f

i

1

. Mais dans 
e 
as, T

0

nffg est dans

T (G) et don
 a(f) = 0, une 
ontradi
tion. Si C � T

0

, alors (T

0

n ffg) [ ff

i

s

g 2 T (G).

Mais 
omme par le lemme 3.9, a(f

i

s

) = 0, on a don
 a(f) = 0, donnant en
ore une


ontradi
tion.

Ainsi e

i

1

�1

62 T

0

. Par 
onséquent, il existe un entier k 2 fi

s

; : : : ; i

1

� 1g tel que

A

k

\ T

0

6= ;. Don
 (T

0

n ffg) [ C(k; i

1

) 2 T (G) et en 
onséquen
e a(C(k; i

1

)) � a(f).

Comme, par le lemme 3.4 3), a(e) � 0 pour tout e 2 E, on a a(f) � C(k; i

1

) � C(i

s

; i

1

).

Par 1), il s'ensuit que

a(f) � a(C(i

1

; i

2

)) = � pour tout f 2 A

i

1

n ff

i

1

g: (3.3)

Considérons maintenant l'ensemble T introduit en 1). Rappelons que C(i

1

; i

3

) � T ,

e

i

1

�1

, e

i

3

62 T et f

i

1

; f

i

3

2 T . Soit T

f

= (T nC(i

1

; i

2

))[ ff

i

2

; fg. Il est fa
ile de voir que

T

f

2 T (G). Comme a(f

i

2

) = 0, on a a(f) � a(C(i

1

; i

2

)). En 
ombinant 
e
i ave
 (3.3),

on obtient a(f) = �. �

Lemme 3.11 Supposons que C \ E

0

= ;. Soit i 2 f1; : : : ng tel que u

i

62 S. Alors

a(f) = 


i

pour tout f 2 A

i

, pour un 


i

> 0.

Preuve. Nous allons d'abord montrer que a(f) > 0 pour tout f 2 A

i

. Supposons

que a(f

i

) = 0. Soit j 2 f1; : : : ; sg tel que i 2 fi

j

+ 1; : : : ; i

j+1

� 1g. S.p.d.g., on peut

supposer que j = 1. Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

tel que

f

i

2

62 T . Ainsi, par le lemme 3.8, il s'ensuit que C(i

1

; i

2

) � T . Don
 (T n C(i; i

2

)) [

ff

i

; f

i

2

g 2 T (G). Comme par le lemme 3.9, a(f

i

2

) = 0, on a a(e

i

) = � � � = a(e

i

2

�1) = 0,

une 
ontradi
tion. Par 
onséquent, a(f) > 0 pour tout f 2 A

i

.

Maintenant, si jA

i

j = 1, le lemme est montré. Supposons don
 que jA

i

j � 2 et qu'il

existe deux arêtes dans A

i

ayant des 
oe�
ients di�érents. Soit

~

f 2 A

i

telle que a(

~

f) =

maxfa(f); f 2 A

i

g. D'où a(f

i

) < a(

~

f). Par le lemme 3.4, il existe un ensemble d'arêtes

T

0

2 t

a


ontenant

~

f . Si f

i

62 T , alors (T

0

n f

~

fg) [ ff

i

g 2 T (G) et a(f

i

) � a(

~

f), une


ontradi
tion. Par 
onséquent, f

i

2 T

0

. Comme (T

0

n f

~

fg) [ ff

i

1

; f

i

2

g induit un sous-

graphe Steiner 2-arête 
onnexe et par le lemme 3.9, a(f

i

1

) = a(f

i

2

) = 0, il s'ensuit que

a(

~

f) = 0, 
e qui est impossible. �

Lemme 3.12 Supposons que C \ E

0

= ;. Soit i 2 f1; : : : ; ng tel que u

i

62 S. Alors il

existe un ensemble d'arêtes T

1

2 t

a

(resp. T

2

2 t

a

) tel que e

i�1

2 T

1

et e

i

62 T

1

(resp.

e

i�1

62 T

2

et e

i

2 T

2

).
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Preuve. Nous montrons le lemme pour T

1

, la preuve pour T

2

peut être obtenue par

symétrie. Supposons que le lemme n'est pas vrai. Alors pour 
haque ensemble T 2 t

a

,

on a soit e

i�1

; e

i

62 T , soit e

i�1

62 T et e

i

2 T , soit e

i�1

; e

i

2 T .

Supposons d'abord que e

i

; e

i�1

62 T . Ce
i implique que A

i

\ T = ;. En e�et, s'il existe

une arête f 2 A

i

\ T , alors T n ffg 2 T (G) et don
 a(f) = 0. Mais 
e
i 
ontredit le

lemme 3.11. D'où T \ A

i

= ;.

Supposons maintenant que e

i

2 T . Si e

i�1

2 T , alors on a A

i

\ T = ;. En e�et,

supposons qu'il existe f 2 A

i

\ T . Comme a(e

i

) > 0 et a(e

i�1

) > 0, il s'ensuit que

C(i

j

; i

j+1

) � T pour un j 2 f1; : : : ; sg tel que i 2 fi

j

+ 1; : : : ; i

j+1

� 1g. Don


(T n ffg) [ ff

i

j

; f

i

j+1

g 2 T et en 
onséquen
e, a(f) = 0, une 
ontradi
tion.

Si e

i�1

62 T , alors il y a exa
tement une arête de A

i

dans T . En e�et, si A

i

\ T = ;

alors T n fe

i

g appartient à T (G) et don
 a(e

i

) = 0, 
e qui est impossible. S'il y a deux

arêtes f; g 2 A

i

\T alors T nffg 2 T (G) et don
 a(f) = 0, 
ontredisant le lemme 3.11.

Il en résulte don
 pour tout T 2 t

a


e qui suit :

e

i

62 T et e

i�1

62 T ) A

i

\ T = ;,

e

i

2 T et e

i�1

2 T ) A

i

\ T = ;,

e

i

2 T et e

i�1

62 T ) jA

i

\ T j = 1.

Ce
i implique que pour toute solution T 2 t

a

, x

T

véri�e l'équation

x(e

i

)� x(e

i�1

)�

X

e2A

i

x(e) = 0:

Puisque par le lemme 3.4 3), a(e) � 0 pour tout e 2 E, 
ette équation ne peut pas être

un multiple positif de ax � �, une 
ontradi
tion. �

Lemme 3.13 Supposons que C \ E

0

= ;. Soit i 2 f1; : : : ; ng tel que u

i

62 S. On a

alors

1) u

i+1

2 S,

2) a(e

i�1

) = a(e

i

) = 


i

= �=2.

Preuve. 1) Supposons que u

i+1

62 S. S.p.d.g., on peut supposer que i; i + 1 2 fi

1

+

1; : : : ; i

2

�1g. Comme u

i

62 S, par le lemme 3.12, il existe un ensemble d'arêtes T

1

2 t

a

tel que e

i�1

62 T

1

et e

i

2 T

1

. Si A

i

\ T

1

= ;, alors T

1

n fe

i

g 2 T (G) et, en 
onséquen
e,

a(e

i

) = 0, une 
ontradi
tion. Don
 A

i

\T

1

6= ;. De plus, on a C(i; i

2

) � T

1

. En fait, s'il

existe un k 2 fi+ 1; : : : ; i

2

� 1g tel que e

k

62 T

1

alors T

1

n fe

i

; : : : ; e

k�1

g appartient à

T (G) et on a a(e

i

) = � � � = a(e

k�1

) = 0, une 
ontradi
tion.

Maintenant, par le lemme 3.9, on a a(f

i

1

) = a(f

i

2

) = 0. On peut don
 supposer que
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f

i

1

; f

i

2

2 T

1

. Pour toute arête g de A

i

\ T

1

, on a (T

1

n fgg) [ C(i

1

; i) 2 T (G). D'où

a(g) � a(C(i

1

; i)).

Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d'arêtes T

2

2 t

a

ne 
ontenant pas f

i

1

. Par

le lemme 3.8, il s'ensuit que C(i

1

; i

2

) � T

2

. Comme (T

2

n C(i

1

; i)) [ fg; f

i

1

g 2 T (G) et

a(f

i

1

) = 0, on obtient a(g) � a(C(i

1

; i)). Il en résulte que a(g) = a(C(i

1

; i)) pour tout

g 2 A

i

.

Par symétrie, on peut montrer que a(g) = a(C(i; i

2

)). On a don


a(g) = a(C(i

1

; i)) = a(C(i; i

2

)) pour tout g 2 A

i

: (3.4)

En é
hangeant u

i+1

ave
 u

i

, on obtient par symétrie

a(g) = a(C(i

1

; i+ 1)) = a(C(i + 1; i

2

)) pour tout g 2 A

i+1

: (3.5)

En 
ombinant (3.4) et (3.5), on obtient a(e

i

) = 0, 
e qui est impossible.

2) Comme u

i

62 S, par 1), on a u

i�1

; u

i+1

2 S. Par un raisonnement similaire que

pour 1), on montre que a(e

i

) = a(g) = a(e

i�1

) pour tout g 2 A

i

. Comme par le lemme

3.11 on a a(g) = 


i

et par le lemme 3.10 on a a(e

i�1

) + a(e

i

) = �, l'assertion s'ensuit.

�

3.3 Preuve du Théorème 3.1

La preuve de 
e théorème est par ré
uren
e sur le nombre de sommets. Le théorème

est vrai pour un graphe de � sur trois sommets. En e�et, dans 
e 
as, le graphe est série-

parallèle et Baïou et Mahjoub [4℄ ont montré que le STECSP(G; S) est entièrement

dé
rit par les 
ontraintes de 
oupe Steiner et les 
ontraintes triviales dans 
ette 
lasse

de graphe. On suppose don
 que le théorème est vrai pour tout graphe de � sur au

plus n sommets et soit G un graphe de � sur exa
tement n+ 1 sommets.

Soit ax � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette du STECSP(G; S) di�érente d'une


ontrainte triviale et d'une 
ontrainte de 
oupe Steiner. Nous allons montrer que ax � �

est né
essairement une 
ontrainte de F -partition Steiner généralisée. Pour 
ela, notons

tout d'abord que s'il existe une arête f 2 E ave
 a(f) = 0 satisfaisant les 
onditions du

lemme 3.2, alors la 
ontrainte ax � � dé�nit une fa
ette du polytope asso
ié au graphe

obtenu en 
ontra
tant l'arête f . Par l'hypothèse de ré
uren
e, il s'ensuit que ax � �

est du type (3.2). Dans la suite, nous supposons qu'au
une arête e de E ave
 a(e) = 0

ne véri�e les 
onditions du lemme 3.2. En 
onséquen
e, par le lemme 3.3, nous avons :

Lemme 3.14 1) Si u

i

; u

i+1

62 S pour i 2 f1; : : : ; ng alors a(e

i

) > 0.
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2) Si u

i

2 S, u

i+1

62 S et a(e

i

) = 0 pour i 2 f1; : : : ; ng, alors a(f

i+1

) < a(f

i

).

3) Si u

i

; u

i+1

2 S pour i 2 f1; : : : ; ng alors a(f

i

) 6= a(f

i+1

).

On peut supposer que w 2 S, la preuve quand w 62 S est similaire. Si s = 1 ou s = 0,

alors il n'est pas di�
ile de démontrer que, dans 
e 
as, a(e) = 0 pour tout e 2 E, 
e

qui est impossible. Dans le reste de la preuve, on supposera s � 2.

On distingue deux 
as.

Cas 1. a(e) > 0 pour tout e 2 C.

Supposons d'abord que s = 2 et don
 V (C) \ S = fu

i

1

; u

i2

g. Puisque C \ E

0

= ;,

d'après le lemme 3.9, on a A

i

1

\ E

0

= ff

i

1

g et A

i

2

\ E

0

= ff

i

2

g. Par le lemme 3.4 1),

il existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

tel que f

i

1

62 t

a

. Par le lemme 3.8, il s'ensuit que

C � T . Soit T

1

= (T nC(i

1

; i

2

))[ff

i

1

; f

i

2

g. Il est 
lair que T

1

2 T (G). Il en résulte que

a(e) = 0 pour tout e 2 C(i

1

; i

2

), une 
ontradi
tion. En 
onséquen
e, si jV (C) \ Sj = 2

alors STECSP(G; S) est donné par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe

Steiner.

Supposons maintenant que s � 3. A partir des lemmes 3.9, 3.10, 3.11 et 3.13, on a

a(e) =

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

� si e = uv 2 C et u; v 2 S;

�=2 si e = uv 2 C et jfu; vg \ Sj = 1;

�=2 si e 2 A

i

et u

i

62 S;

� si e 2 A

i

j

n ff

i

j

g et j 2 f1; : : : ; sg;

0 si e 2 ff

i

1

; : : : ; f

i

s

g;

pour un � > 0. Ce
i implique que ax � � est une 
ontrainte de F -partition Stei-

ner généralisée, les éléments de la partition étant les sommets du graphe, et F étant

l'ensemble ff

i

1

; : : : ; f

i

s

g.

Cas 2. a(e

i

) = 0 pour un i 2 f1; : : : ; ng.

Par le lemme 3.14 1), on a fu

i

; u

i+1

g \ S 6= ;. Dans 
e qui suit, on 
onsidère le 
as

où jfu

i

; u

i+1

g \ Sj = 1. Le 
as où u

i

; u

i+1

2 S peut être traité de manière similaire.

Supposons que u

i

2 S et u

i+1

62 S. (Le 
as u

i

62 S et u

i+1

2 S est similaire.) On peut

supposer, s.p.d.g., que u

i

= u

i

1

.

Lemme 3.15 1) a(f) > 0 pour tout f 2 A

i

1

.

2) T

�

= (C n fe

i

1

g) [ ff

i

1

; f

i

1

+1

g 2 t

a

.
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Preuve. 1) Supposons qu'il existe une arête f 2 A

i

1

ave
 a(f) = 0. Alors a(g) � a(f)

pour tout g 2 A

i

1

+1

, 
e qui 
ontredit le lemme 3.14 2).

2) Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

tel que e

i

1

62 T .

Comme u

i

1

2 S et par 
onséquent, jT \ Æ(u

i

1

)j � 2, on peut supposer que f

i

1

2 T . Si

A

i

1

+1

\ T = ;, alors (T n ff

i

1

g) [ fe

i

1

; fg 2 T (G) pour tout f 2 A

i

1

+1

et a(f) � a(f

i

1

)

pour tout f 2 A

i

1

+1

. Or 
e
i 
ontredit le lemme 3.14 2). Par 
onséquent A

i

1

\ T 6= ;.

On peut don
 supposer que f

i

1

+1

2 T .

Il en résulte que C n fe

i

1

g � T . En e�et, si 
e n'est pas le 
as, alors il doit exister

k 2 f1; : : : ; ng n fi

1

+ 1g tel que e

k�1

62 T et C(k; i

1

) � T . En utilisant les mêmes

arguments que 
i-dessus, on peut montrer que A

k

\ T 6= ;. (Notons que k peut être

égal à i

1

, dans 
e 
as on aurait jA

i

1

\ T j � 2.) Alors (T n ff

i

1

g)[fe

i

1

g 2 T (G) et don


a(f

i

1

) = 0, 
ontredisant 1).

Ainsi, on a C n fe

i

1

g � T et don
 T

�

= (C n fe

i

1

g) [ ff

i

1

; f

i

1

+1

g 2 t

a

. �

Lemme 3.16 1) a(f) > 0 pour tout f 2 Æ(w) n ff

i

1

+1

g.

2) a(f

i

1

+1

) = 0.

Preuve. 1) Supposons qu'il existe

�

f 2 Æ(w) n ff

i

1

+1

g tel que a(

�

f) = 0. A partir du

lemme 3.15 2), il s'ensuit que (T

�

nff

i

1

g)[fe

i

1

;

�

fg appartient à t

a

. On a don
 a(f

i

1

) = 0,


e qui 
ontredit le lemme 3.15 1).

2) Comme w 2 S, par le lemme 3.4 2) il doit exister un ensemble d'arêtes T 2 t

a

tel que jÆ(w) \ T j � 3. Nous allons d'abord montrer que A

i

1

+1

\ T 6= ;. Supposons le


ontraire. Si jT \ Æ(w)j = 3, alors il est fa
ile de voir qu'il existe une arête f 2 Æ(w)\T

(par hypothèse f 62 A

i

1

+1

) telle que T n ffg 2 T (G). Mais 
e
i implique que a(f) = 0


e qui 
ontredit 1). Ainsi jÆ(w) \ T j � 4. Soient k

1

; k

2

; k

3

2 f1; : : : ; ng n fi

1

+ 1g tels

que k

1

� k

2

� k

3

, A

k

j

\ T 6= ; pour j = 1; : : : ; 3 et jT \ (A

k

1

[ A

k

2

[ A

k

3

)j � 3. Si

k

1

= k

2

= k

3

, l'ensemble T n ff

k

1

g induit toujours une solution du STECSP. Or 
e
i

entraîne a(f

k

1

) = 0 et 
ontredit 1). Supposons, s.p.d.g., que k

1

< k

2

et f

k

1

; f

k

2

2 T . On

peut également supposer, s.p.d.g., que A

i

\ T = ; pour i 2 fk

1

+ 1; : : : k

3

� 1g n fk

2

g.

Si C(k

1

; k

3

) � T , alors T n ff

k

2

g 2 T (G) et a(f

k

2

) = 0, 
e qui 
ontredit 1). On

peut don
 supposer, s.p.d.g., que C(k

1

; k

2

) 6� T . On a alors u

i

62 S pour tout i 2

fk

1

+ 1; : : : ; k

2

� 1g. Soit T

0

= (T n ff

k

1

; f

k

2

g) [ C(k

1

; k

2

). Comme jÆ(w) \ T j � 4,

on a T

0

2 T (G). En e�et, il est 
lair que toutes les 
ontraintes de 
oupe Steiner

di�érentes de 
elle asso
iée à Æ(w) sont véri�ées. Puisque jÆ(w) \ T j � 4, la 
ontrainte

de 
oupe Steiner asso
iée à Æ(w) est également satisfaite. On obtient, en 
onséquen
e

a(f

k

1

) + a(f

k

2

) � a(C(k

1

; k

2

)).

D'un autre 
�té, du lemme 3.15 2) on déduit que (T

�

nC(k

1

; k

2

))[ff

k

1

; f

k

2

g appartient
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à T (G). Ainsi a(C(k

1

; k

2

)) � a(f

k

1

) + a(f

k

2

), et don


a(C(k

1

; k

2

)) = a(f

k

1

) + a(f

k

2

): (3.6)

Notons que (T

�

n (C(k

1

; k

2

) [ ff

i

1

; f

i

1

+1

g)) [ fe

i

1

; f

k

1

; f

k

2

g est aussi un ensemble de

T (G). Comme a(e

i

1

) = 0, par (3.6) il s'ensuit que a(f

i

1

) = 0, 
e qui est impossible.

Don
 A

i

1

+1

\ T 6= ; et par 
onséquent, on peut supposer que f

i

1

+1

2 T . Comme

a(e

i

1

) = 0, on peut également supposer que e

i

1

2 T . S'il existe une autre arête

�

f 2

A

i

1

+1

\ T , alors, 
omme u

i

1

2 S, T n

�

f 2 T (G) et a(

�

f) = 0, 
e qui est impossible par

1). D'où A

i

1

+1

\ T = ff

i

1

+1

g. Soit k 2 f1; : : : ; ng n fi

1

+ 1g tel que A

k

\ T 6= ; et

A

l

\ T = ; pour tout l 2 fi

1

+ 2; : : : ; k � 1g. Notons que, 
omme jÆ(w) \ T j � 3, un

tel k existe. Notons également que k ne peut pas 
oïn
ider ave
 i

1

. En e�et, si k = i

1

,


omme jÆ(w)\T j � 3, il y a au moins deux arêtes g

1

; g

2

2 A

i

1

\T . Or 
e
i implique que

T n fg

i

g 2 T (G), pour i = 1; 2 et a(g

1

) = a(g

2

) = 0, une 
ontradi
tion. Aussi, puisque

jÆ(w) \ T j � 3 et 
omme u

i

1

2 S, il doit exister k

0

2 fk; : : : ; i

1

g tel que A

k

0

\ T 6= ;

et C(k

0

; i

1

) � T . On peut supposer, s.p.d.g., que f

k

0

2 T . Notons que l'on peut avoir

k

0

= i

1

. Si 
'est le 
as, C(k

0

; i

1

) = ;. On a alors k 6= k

0

. En e�et, si k = k

0

, on aurait

T n ff

k

g 2 T (G) et don
 a(f

k

) = 0, 
e qui 
ontredit 1).

Nous allons maintenant montrer que a(f

i

1

+1

) = 0. Tout d'abord, si C(i

1

+ 1; k) � T ,

alors T n ff

i

1

+1

g est un élément de T (G) et, par 
onséquent, a(f

i

1

+1

) = 0. Supposons

maintenant que C(i

1

+1; k) 6� T . Comme A

l

\T = ; pour tout l 2 fi

1

+2; : : : ; k� 1g,

on a u

l

62 S pour tout l 2 fi

1

+1; : : : ; kg. De plus, on a C(k; k

0

) 6� T . Sinon, T nff

k

0

g 2

T (G) et a(f

k

0

) = 0, 
ontredisant 1). En 
onséquen
e, il doit exister k

00

2 fk; : : : ; k

0

�1g

tel que f

k

00

2 A

k

00

\ T et C(k; k

00

) � T . Sinon, l'ensemble T n ff

k

g serait une solution

de T (G). Or 
e
i entrainerait a(f

k

) = 0, 
ontredisant 1). Il n'est pas di�
ile de voir

maintenant que l'ensemble (T n ff

i

1

+1

; f

k

g) [ C(i

1

+ 1; k) appartient à T (G), et par


onséquent

a(f

i

1

+1

) + a(f

k

) � a(C(i

1

+ 1; k)): (3.7)

Comme u

l

62 S pour tout l 2 fi

1

+ 1; : : : ; k � 1g, l'ensemble (T

�

n (C(i

1

+ 1; k) [

ff

i

1

+1

g))[ff

k

g est une solution de T (G) où T

�

est l'ensemble introduit dans le lemme

3.15 2). Ce qui implique

a(f

i

1

+1

) + a(C(i

1

+ 1; k)) � a(f

k

): (3.8)

En 
ombinant (3.7) et (3.8), on obtient a(f

i

1

+1

) = 0, 
e qui 
omplète la preuve du

lemme. �

Lemme 3.17 1) a(e

i

j

) > 0 pour tout j 2 f2; : : : ; sg.
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2) a(e

i

j

�1

) > 0 pour tout j 2 f1; : : : ; sg n f2g.

3) i

2

= i

1

+ 2 et a(e

i

2

�1

) = 0.

Preuve. Nous montrons seulement 1) et 3), la preuve du 2) est similaire à 
elle du

1).

1) Supposons qu'il existe j 2 f2; : : : ; sg tel que a(e

i

j

) = 0. Si u

i

j

+1

62 S, alors par le

lemme 3.16 2), nous avons a(f

i

j

+1

) = 0, 
e qui 
ontredit le lemme 3.16 1). Supposons

maintenant que u

i

j

+1

2 S. Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

ne


ontenant pas e

i

j

. On peut alors supposer, s.p.d.g., que f

i

j

; f

i

j

+1

2 T . Si C nfe

i

j

g 6� T ,

alors j(Æ(w)nff

i

j

; f

i

j

+1

g)\T j � 2, et par 
onséquent (T nff

i

j

; f

i

j

+1

g)[fe

i

j

g appartient

à T (G), 
e qui implique que a(f

i

j

) = a(f

i

j

+1

) = 0, 
ontredisant le lemme 3.16 1).

Ainsi C n fe

i

j

g � T et (T n ff

i

j

g) [ fe

i

j

; f

i

1

+1

g est une solution de T (G). Comme

a(e

i

j

) = a(f

i

1

+1

) = 0, nous avons a(f

i

j

) = 0, 
e qui 
ontredit en
ore une fois le lemme

3.16 1).

3) Supposons au 
ontraire que i

2

= i

1

+ l ave
 l � 3. Dans 
e 
as a(e

i

) > 0 pour

i = i

1

+ 1; : : : ; i

1

+ l � 1. En fait, 
e
i est 
lair pour i = i

1

+ 1; : : : ; i

1

+ l � 2 par le

lemme 3.14 1). Si a(e

i

1

+l�1

) = 0 alors par le lemme 3.16 2), on a a(f

i

1

+l�1

) = 0, 
e qui


ontredit le lemme 3.16 1). Don
 a(e

i

1

+l�1

) > 0.

Puisque u

i

2

2 S, par le lemme 3.4 2), il existe un ensemble

~

T 2 t

a

tel que jÆ(u

i

2

)\

~

T j � 3.

Comme par 1), a(e

i

2

) > 0, par les lemmes 3.5 et 3.7, il s'ensuit que C [ ff

i

2

g �

~

T .

Don
, puisque u

i

1

+1

; : : : ; u

i

2

�1

62 S, l'ensemble (

~

T n C(i

1

+ 1; i

2

)) [ ff

i

1

+1

g est une

solution de T (G). Or 
omme par le lemme 3.16 2) a(f

i

1

+1

) = 0, 
e
i implique que

a(e

i

1

+1

) = � � � = a(e

i

2

�1

) = 0, 
e qui est impossible et don
 i

2

= i

1

+ 2.

Nous allons maintenant montrer que a(e

i

2

�1

) = 0. Si, au 
ontraire, a(e

i

2

�1

) > 0, en

utilisant les mêmes arguments que 
i-dessus, on obtient C [ ff

i

2

g �

~

T . Comme (

~

T n

fe

i

2

�1

g) [ ff

i

1

+1

g 2 T (G), on a a(e

i

2

�1

) = 0, une 
ontradi
tion. �

Lemme 3.18 Il existe exa
tement un seul sommet u

i

= u

i

1

+1

62 S.

Preuve. Supposons le 
ontraire. Comme i

2

= i

1

+ 2, il existe l 2 f1; : : : ; sg tel que

V (C(i

2

; i

l

)) � S et u

i

l

+1

62 S. Noter que l peut être égal à 2. Par le lemme 3.17 1) et

2), on a a(e

i

l

) > 0 et a(e

i

l+1

�1

) > 0. Comme u

i

l

2 S, par le lemme 3.4 2), il existe

un ensemble d'arêtes T

1

2 t

a

tel que jT

1

\ Æ(u

i

l

)j � 3. Puisque a(e

i

l

) > 0, par les

lemmes 3.5 et 3.7 nous avons C [ ff

i

l

g � T

1

. En 
onsidérant u

i

l+1

à la pla
e de u

i

l

,

on montre d'une manière analogue qu'il existe un ensemble d'arêtes T

2

2 t

a

tel que

C[ff

i

l+1

g � T

2

. Comme par le lemme 3.16 2), on a a(f

i

1

+1

) = 0, on peut supposer que

f

i

1

+1

2 T

1

\T

2

. Par 
onséquent, T

1

= C [ff

i

1

+1

; f

i

l

g et T

2

= C [ff

i

1

+1

; f

i

l+1

g. Comme
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par le lemme 3.15 2) T

�

= (C n fe

i

1

g) [ ff

i

1

; f

i

1

+1

g 2 t

a

et a(e

i

1

) = 0, il s'ensuit que

a(f

i

l

) = a(f

i

l+1

) = a(f

i

1

). L'ensemble (T

1

n ff

i

l

g) [ ffg est également une solution de

T (G) pour tout f 2 A

k

, k 2 fi

l

+ 1; : : : ; i

l+1

� 1g. D'où

a(f) � a(f

i

l

) pour tout f 2 A

k

; k = i

l

+ 1; : : : ; i

l+1

� 1: (3.9)

D'un autre 
�té, il doit exister un ensemble d'arêtes T

3

2 t

a

tel que jT

3

\fe

i

l

; e

i

l+1

�1

gj =

1. Sinon, tout ensemble T de t

a

satisferait l'équation x

T

(e

i

l

)� x

T

(e

i

l+1

�1

) = 0. Comme


ette équation ne peut pas être un multiple positif de ax � �, 
e
i 
onduirait à une


ontradi
tion.

S.p.d.g., on peut supposer que e

i

l

2 T

3

et e

i

l+1

�1

62 T

3

. Ainsi A

i

l+1

\ T

3

6= ; et on

peut, en 
onséquen
e, supposer que f

i

l+1

2 T

3

. Comme a(e

i

l

) > 0, il doit exister

j 2 fi

l

+ 1; : : : ; i

l+1

� 1g tel que C(i

l

; j) � T

3

et A

j

\ T

3

6= ;. Sinon, T

3

n fe

i

l

g

appartiendrait à T (G) et a(e

i

l

) = 0, une 
ontradi
tion. On peut alors supposer que

f

j

2 T

3

.

Si C(i

l+1

; j) 6� T

3

, alors Æ(w) \ T

3

doit 
ontenir deux autres arêtes. D'où l'ensemble

(T

3

n ff

i

l+1

; f

j

g) [ C(j; i

l+1

) est dans T (G) et on a

a(f

i

l+1

) + a(f

j

) � a(C(j; i

l+1

)): (3.10)

Or, on peut remarquer que l'ensemble (T

�

n(C(j; i

l+1

)[ff

i

1

g))[ff

i

l+1

; f

j

; e

i

1

g est aussi

une solution de T (G). Ainsi on en déduit que

a(C(j; i

l+1

)) + a(f

i

1

) � a(f

i

l+1

) + a(f

j

) + a(e

i

1

): (3.11)

En 
ombinant (3.10) et (3.11), on obtient a(f

i

1

) � a(e

i

1

). Comme a(e

i

1

) = 0, il s'ensuit

que a(f

i

1

) = 0, une 
ontradi
tion.

On a don
 C(i

l+1

; j) � T

3

et en 
onséquen
e, T

3

= C(i

l+1

; j) [ ff

i

l+1

; f

j

g. Or (T

3

n

(C(i

l

; j) [ ff

j

g)) [ ff

i

l

g est une solution admissible du STECSP. On en déduit que

a(f

i

l

) � a(C(i

l

; j)) + a(f

j

). Comme par (3.9), a(f

i

j

) � a(f

i

l

), on a a(C(i

l

; j)) = 0 et

par 
onséquent a(e

i

l

) = 0, une 
ontradi
tion. �

Lemme 3.19 1) a(e

i

) = a(f

i

) pour tout i 2 f1; : : : ; ng n fi

1

; i

1

+ 1g.

2) a(e

i�1

) = a(f

i

) pour tout i 2 f1; : : : ; ng n fi

1

+ 1; i

1

+ 2g.

Preuve. Nous montrons 1), la preuve pour 2) est similaire.

Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d'arêtes T 2 t

a

tel que e

i

62 T . Puisque par

le lemme 3.18, u

i

; u

i+1

2 S, on a jA

i

\ T j 6= ; et jA

i+1

\ T j 6= ;. On peut supposer,

s.p.d.g., que f

i

; f

i+1

2 T . On a a(e

i

) � a(f

i

). En e�et, si jÆ(w)\T j � 3 alors l'ensemble

(T nff

i

g)[fe

i

g reste une solution de T (G) et don
 a(e

i

) � a(f

i

). Sinon, C(i+1; i) � T
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et l'ensemble (T n ff

i

g) [ fe

i

; f

i

1

+1

g serait également dans T (G), 
e qui donnerait

a(e

i

) � a(f

i

).

Par le lemme 3.4 1), il existe également un ensemble d'arêtes T

0

2 t

a

tel que jÆ(u

i+1

)\

T

0

j � 3. Par les lemmes 3.5 et 3.7, il s'ensuit que C [ ff

i+1

g � T

0

et on peut supposer

que T

0

= C [ff

i+1

; f

i

1

+1

g. Comme (T

0

nfe

i

g)[ff

i

g 2 T (G), on a a(f

i

) � a(e

i

) et don


a(f

i

) = a(e

i

). �

Lemme 3.20 Pour tout f 2 A

i

, i 2 f1; : : : ; ngnfi

1

+1g, a(f) = �

i

pour un �

i

2 IR

+

.

Preuve. Il n'y a rien à démontrer si jA

i

j = 1. Supposons don
 que jA

i

j � 2 et qu'il

existe f

0

2 A

i

tel que a(f

i

) < a(f

0

). Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d'arêtes

T 2 t

a

tel que f

0

2 T . On peut supposer que f

i

2 T sinon, T

0

= (T nff

0

g)[ff

i

g 2 T (G)

et on aurait ax

T

0

< �, 
e qui est impossible. On a également e

i�1

; e

i

62 T . En e�et, si

jfe

i�1

; e

i

g \ T j = 1, alors il existe au moins une arête de Æ(w), di�érente de f

i

et f

0

,

appartenant à T . Il est fa
ile de voir dans 
e 
as que T nff

i

g et T nff

0

g appartiennent

à T (G) et don
 a(f

i

) = a(f

0

) = 0, une 
ontradi
tion. Maintenant, supposons que

e

i�1

; e

i

2 T . Si C 6� T , il doit exister deux autres arêtes de Æ(w) n ff

i

; f

0

g appartenant

à T . Or 
e
i implique que T n ff

i

; f

0

g 2 T (G) et a(f

i

) = a(f

0

) = 0, une 
ontradi
tion.

Sinon, on aurait C � T et, en 
onséquen
e, (T n ff

i

g) [ ff

i

1

+1

g 2 T (G). Mais puisque

a(f

i

1

+1

) = 0, il en résulterait que a(f

i

) = 0, une 
ontradi
tion. Ainsi e

i�1

; e

i

62 T et

par 
onséquent, (T n ff

0

g)[ fe

i

; f

i

1

+1

g est une solution de T (G). D'où a(e

i

) � a(f

0

) et

don
 a(e

i

) > a(f

i

). Mais 
e
i 
ontredit le lemme 3.19 1). �

Par les lemmes 3.19 et 3.20, on obtient

a(e) = �; pour tout e 2 E n (fe

i

1

; e

i

1

+1

g [ A

i

1

+1

) pour un � 2 IR

+

: (3.12)

Lemme 3.21 Si jA

i

1

+1

j � 2, alors a(f) = � pour tout f 2 A

i

1

+1

n ff

i

1

+1

g.

Preuve. Tout d'abord, notons que par le lemme 3.15 2), (T

�

nff

i

1

g)[fe

i

1

; fg 2 T (G)

pour tout f 2 A

i

1

+1

n ff

i

1

+1

g, 
e qui implique que a(f) � a(f

i

1

) = �.

D'autre part, pour toute arête f 2 A

i

1

+1

n ff

i

1

+1

g, par le lemme 3.4 1), il doit exister

un ensemble d'arêtes T

f

2 t

a


ontenant f . L'ensemble T

f

doit 
ontenir également f

i

1

+1

.

Or, 
omme (T

f

nffg)[fe

i

1

; f

i

1

g 2 T (G), on a a(f) � a(f

i

1

), et don
 a(f) = a(f

i

1

) = �.

�

Maintenant, par (3.12) et les lemmes 3.16 2), 3.17 3) et 3.21, on a

a(e) = 0 pour tout e 2 fe

i

1

; e

i

1

+1

; f

i

1

+1

g;

a(e) = � pour tout e 2 E n fe

i

1

; e

i

1

+1

; f

i

1

+1

g:
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Ce
i implique que ax � � est la 
ontrainte de F -partition Steiner asso
iée à la parti-

tion donnée par les sommets du graphe telle que V

0

= fu

i

1

+1

g et F = fe

i

1

; e

i

1

+1

; f

i

1

+1

g.

Comme toute 
ontrainte de F -partition Steiner est une 
ontrainte de F -partition Stei-

ner généralisée, 
e
i termine la preuve du théorème.

3.4 Appli
ations aux graphes de Halin

Dans 
ette se
tion, nous allons dis
uter de quelques appli
ations des résultats de la

se
tion pré
édente à la 
lasse des graphes de Halin.

Une 
oupe 
ontenant exa
tement 3 arêtes est appelée une 
oupe à 3 arêtes. Si G est

un graphe 
ontenant une 
oupe à 3 arêtes Æ(W ), alors G peut se dé
omposer en deux

graphes G

1

et G

2

où G

1

(resp. G

2

) est obtenu en 
ontra
tant W (resp. V n W ) en

un seul sommet. Barahona et Mahjoub [7℄ ont montré que si G se dé
ompose en G

1

et G

2

par une 
oupe à 3 arêtes Æ(W ), alors le système qui dé�nit STECSP(G; V ) est

obtenu 
omme l'union des systèmes dé�nissant STECSP(G

1

; V ) et STECSP(G

2

; V ) en

identi�ant les variables asso
iées aux arêtes de Æ(W ).

Ce résultat ne peut malheureusement pas être étendu au 
as S 6= V . En e�et, 
onsi-

dérons le graphe donné par la �gure 3.4 et S = fu

1

; u

3

; u

4

; u

6

g. Considérons la 
oupe

induite par W = fu

1

; u

4

; u

5

g. La 
oupe Æ(W ) 
ontient exa
tement trois arêtes. La dé-


omposition de 
e graphe par rapport à 
ette 
oupe donne deux roues de 4 sommets.

Par le théorème 3.1, le polytope asso
ié à 
es deux roues est dé
rit par les 
ontraintes

triviales, les 
ontraintes de 
oupe Steiner et les 
ontraintes de F -partition Steiner gé-

néralisées. Soit x la solution donnée par x(e

1

) = x(e

3

) = x(e

4

) = x(e

7

) = x(e

9

) = 1

et x(e

2

) = x(e

5

) = x(e

6

) = x(e

8

) = 0. Remarquons que le ve
teur x véri�e toutes les


ontraintes provenant de l'union des systèmes 
ara
térisant les deux roues. Bien que

le ve
teur x soit entier, il n'induit pas une solution du STECSP. Aussi, l'union des

systèmes provenant des deux graphes n'est même pas su�sante, ave
 les 
ontraintes

d'intégrité, pour formuler le problème en un programme en nombres entiers pour le

graphe G.

Cependant, si les extrêmités des arêtes formant la 
oupe à trois arêtes sont des

terminaux, nous avons le résulat suivant qui généralise 
elui de Barahona et Mahjoub

[7℄ et dont la preuve est similaire à 
elle donnée dans [7℄ quand S = V .

Théorème 3.22 Soient G = (V;E) un graphe 
ontenant une 
oupe à 3 arêtes Æ(W ) =

fu

1

v

1

; u

2

v

2

; u

3

v

3

g et S � V un ensemble de sommets terminaux tel que u

1

, u

2

, u

3

, v

1

,
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u

3

u

4

e

7

e

2

u

6

e

9

u

5

e

8

e

5

e

6

e

4

u

1

e

1

u

2

e

3

Fig. 3.4 �

v

2

, v

3

2 S. Soient G

1

= (V

1

; E

1

) et G

2

= (V

2

; E

2

) les deux graphes obtenus à partir

de G en 
ontra
tant W et V nW , respe
tivement. Alors un système linéaire su�sant

pour dé
rire le STECSP(G; S) est obtenu 
omme l'union des systèmes dé�nissant le

STECSP(G

1

; S

1

) et le STECSP(G

2

; S

2

) en identi�ant les variables asso
iées aux arêtes

de Æ(W ). I
i, S

1

= S [ fw

1

g et S

2

= S [ fw

2

g où w

1

(resp. w

2

) est le n÷ud issu de la


ontra
tion de W (resp. V nW ).

Soit G = (V; T [C) un graphe de Halin. Notons que 
haque arête de T appartient à

une unique 
oupe 
ontenant exa
tement trois arêtes dont deux appartiennent à C. Si

un graphe de Halin G = (V; T [C) n'est pas une roue, alors toute arête non-pendante

de T (arête qui n'est pas reliée à une feuille de l'arbre) induit une 
oupe non triviale.

Une 
oupe non triviale est une 
oupe Æ(W ) telle que jW j � 2 et jV n W j � 2. La

dé
omposition d'un graphe de Halin par une 
oupe à 3 arêtes non triviale, produit

deux graphes de Halin. En répétant ré
ursivement 
ette opération, un graphe de Halin

di�érent d'une roue peut se dé
omposer en un ensemble de roues.

Cette dé
omposition a permis à Barahona et Mahjoub [7℄ de montrer que le STECSP

(G; S) est dé
rit par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupes Steiner et les


ontraintes de F -partition Steiner quand G est un graphe de Halin et S = V . De la

même manière, en 
onséquen
e des théorèmes 3.1 et 3.22, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.23 Soit G = (V;E) un graphe de Halin. Supposons que toutes les ex-

trémités des arêtes de toutes les 
oupes à 3 arêtes de G sont des sommets terminaux.

Alors STECSP(G; S) est donné par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe

Steiner et les 
ontraintes de F -partition Steiner généralisées.

Le 
orollaire 3.23 généralise le résultat de Barahona et Mahjoub [7℄ quand S = V .

A�n d'illustrer le 
orollaire 3.23, 
onsidérons le graphe de Halin G = (V;E) donné par
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u

1
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u
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e
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u

4
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4

u
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5
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6
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7

e

9

u
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e
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u

9

e

16

e

10

e

12

e

11

e

2

e

1

u
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e

8

Fig. 3.5 �

la �gure 3.5 où S = fu

1

; u

2

; u

3

; u

5

; u

6

; u

8

; u

9

; u

10

g. G se dé
ompose par des 
oupes à 3

arêtes en les roues W

1

, W

2

et W

3

données par la �gure 3.6. Les sommets u

0

et u

0

0

sont

les sommets issus de la dé
omposition du graphe G. Soit S

i

l'ensemble des terminaux

de W

i

pour i = 1; : : : ; 3.

Par le théorème 3.1, le polytope STECSP(W

1

; S

1

) est dé
rit par les 
ontraintes tri-

viales, les 
ontraintes de 
oupe Steiner, les 
ontraintes de F -partition Steiner et la


ontrainte de F -partition Steiner généralisée

2x(e

1

) + 2x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) + x(e

14

) � 4: (3.13)

On peut noter qu'il y a sept 
ontraintes de F -partition Steiner dans la 
ara
térisation

de STECSP(W

1

; S

1

) qui sont également, par dé�nition, des F -partition Steiner géné-

ralisées.

Comme tous les sommets de W

2

sont des terminaux, on sait, par [7℄, que le STECSP

(W

2

; S

2

) est 
omplètement dé
rit par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe

Steiner et les 
ontraintes de F -partition Steiner. En�n, 
omme W

3

possède la même

stru
ture queW

1

, STECSP(W

3

; S

3

) est donné par les 
ontraintes triviales, les 
ontrain-

tes de 
oupe Steiner, les 
ontraintes de F -partition Steiner et la 
ontrainte de F -

partition Steiner généralisée

2x(e

2

) + 2x(e

5

) + x(e

3

) + x(e

4

) + x(e

11

) � 4: (3.14)

Par le 
orollaire 3.23, STECSP(G; S) est dé
rit par les 
ontraintes triviales, les


ontraintes de 
oupe Steiner, les 
ontraintes de F -partition Steiner et les deux 
ontrain-

tes de F -partition Steiner généralisées (3.13) et (3.14).



3.4 Appli
ations aux graphes de Halin 43

e

7

u

1

e

8

u

0

u

8

e

13

e

5

u

6

u

7

e

6

e

2

e

5

e

1

u

2

u

0
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u
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e
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u
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u

0
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Comme on l'a déjà mentionné 
i-dessus, la 
omposition utilisée dans le théorème

3.22 ne peut pas être appliquée quand les extrémités des arêtes formant les 
oupes

à 3 arêtes ne sont pas toutes des terminaux. De plus, les 
ontraintes triviales, les


ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes de F -partition Steiner généralisées ne su�sent

malheureusement pas pour 
ara
tériser le STECSP(G; S) quand G est un graphe de

Halin. En e�et, reprenons le graphe donné par la �gure 3.4 où S = fu

1

; u

3

; u

4

; u

6

g. Soit

�x la solution donnée par �x(e

1

) = �x(e

3

) = �x(e

8

) = �x(e

9

) = 1 et �x(e

2

) = �x(e

4

) = �x(e

5

) =

�x(e

6

) = �x(e

7

) = 1=2. Cette solution satisfait 
es 
ontraintes. De plus, �x est un point

extrême du polytope donné par 
es 
ontraintes. La 
ontrainte

x(e

2

) + x(e

4

) + x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) � 3

qui n'est pas du type (2.1), (2.2), (3.1) et (3.2), est valide pour le STECSP(G; S) et

violée par �x.

3.5 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons étudié le polytope asso
ié au problème du sous-graphe

Steiner 2-arête 
onnexe. Nous avons introduit une nouvelle 
lasse d'inégalités appelées


ontraintes de F -partition Steiner généralisées. Celles-
i généralisent les 
ontraintes de

F -partition Steiner. On a montré que 
es inégalités, ave
 les 
ontraintes de 
oupe et les


ontraintes triviales, permettent de 
ara
tériser le polytope des sous-graphes Steiner

2-arête 
onnexes dans une 
lasse de graphes qui généralise les roues. En 
onséquen
e,

nous avons obtenu une des
ription du polytope asso
ié dans les graphes de Halin tels

que les extrémités de 
haque arête appartenant à une 
oupe de trois arêtes soient des

sommets terminaux. Ce résultat généralise 
elui de Barahona et Mahjoub [7℄ quand

tous les sommets du graphe sont des terminaux.

Comme les 
ontraintes de F -partition Steiner généralisées sont né
essaires pour dé-


rire le polytope des sous-graphes Steiner 2-arête 
onnexes dans des graphes non tri-

viaux, il serait intéressant de 
ara
tériser 
elles qui dé�nissent des fa
ettes. De plus,


es 
ontraintes n'étant pas restreintes au 
as des graphes de Halin, des pro
édures de

séparation de 
es 
ontraintes seraient très utiles pour résoudre le STECSP dans le 
adre

d'une méthode de 
oupes.
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Chapitre 4

Le problème du sous-graphe 2-arête


onnexe ave
 des 
y
les bornés

Dans 
e 
hapitre, nous allons étudier le problème 
onsistant à trouver un sous-graphe

2-arête 
onnexe de poids minimum où 
haque arête doit appartenir à un 
y
le de lon-

gueur bornée. Nous introduisons une 
lasse d'inégalités valides pour le polytope asso
ié

à 
e problème. Celle-
i ave
 les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes d'intégrité per-

mettent de formuler 
e problème 
omme un programme linéaire en nombres entiers.

Nous étudions ensuite la stru
ture fa
iale du polytope asso
ié au problème. Nous intro-

duisons de nouvelles 
lasses d'inégalités et nous donnons pour 
ertaines d'entre elles,

des 
onditions né
essaires et su�santes pour qu'elles dé�nissent des fa
ettes quand le

graphe est 
omplet. Pour 
ha
une de 
es 
lasses, nous dis
utons aussi d'algorithmes

de séparation. En utilisant 
es résultats, nous développons un algorithme de 
oupes et

bran
hements pour le problème. Nous dis
utons en�n de 
ertains résultats expérimen-

taux sur des instan
es réelles et des instan
es aléatoires.

Ce travail, réalisé en 
ollaboration ave
 B. Fortz et S.T. M
Cormi
k, a fait l'objet de

l'arti
le [38℄.

Etant donnés un graphe G = (V;E), un entier K � 3 et un 
oût 
(e) asso
ié à


haque arête e 2 E, le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
y
les bornés

(2ECSBR) 
onsiste à trouver un sous-graphe H = (V; F ) de G, 2-arête 
onnexe de 
oût

minimum tel que 
haque arête de F appartienne à un 
y
le de longueur au plus K (i
i,

la longueur d'un 
y
le 
orrespond au nombre d'arêtes qui le 
omposent). Un 
y
le de


ardinalité au plus K sera appelé 
y
le admissible. Ce problème est une généralisation

du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe. En e�et, 
e dernier n'est rien d'autre que

le 2ECSBR quand K � jV j. Le problème 2ECSBR est don
 NP-di�
ile.
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Fortz et Labbé [35℄ et Fortz et al. [37℄ ont étudié la version sommet-
onnexe du pro-

blème, 
'est à dire, le problème qui 
onsiste à touver un sous-graphe 2-sommet 
onnexe

de 
oût minimum dont 
haque arête appartient à un 
y
le de longueur ne dépassant

pas K. Ils ont introduit des inégalités valides ainsi que des inégalités dé�nissant des

fa
ettes pour le polytope asso
ié. Ils ont également dis
uté d'algorithmes de sépara-

tion pour 
es 
lasses d'inégalités et de résultats expérimentaux obtenus à l'aide d'un

algorithme de 
oupes et bran
hements. Une synthèse de 
es travaux ainsi que d'autres

travaux liés au problème peut être trouvée dans [33, 36℄.

Un k-
y
le est un 
y
le de 
ardinalité exa
tement k. Si G = (V;E) est un graphe

et k = jV j, alors un k-
y
le est un 
y
le hamiltonnien de G. Dans [74℄, Maurras et

Nguyen ont étudié le polytope des 3-
y
les. Ils ont introduit des inégalités valides qui

dé�nissent des fa
ettes pour 
e polytope. Ils ont également dis
uté de pro
édures de

lifting permettant d'obtenir de nouvelles fa
ettes pour 
e polytope. Ils ont également

donné une des
ription du polytope des 3-
y
les dans le graphe 
omplet sur 8 sommets.

De plus, Nguyen [80℄ a dé
rit le dominant de 
e polytope. Dans [79℄, on peut trouver

une synthèse de travaux réalisés sur le polytope des k-
y
les.

Avant de dis
uter de la formulation du polytope, nous donnons quelques notations

qui seront fréquemment utilisées dans la suite de 
e 
hapitre.

Soit � = (V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V . On pose (voir Figure 4.1)

C

�

=

p�1

[

i=0

[V

i

; V

i+1

℄ [ [V

0

; V

p

℄;

et

T

�

= Æ(V

0

; : : : ; V

p

) n C

�

:

Notons que T

�

est l'ensemble des 
ordes de la partition, 
'est-à-dire l'ensemble des

arêtes qui sont entre des éléments non 
onsé
utifs de la partition. On note par F(G)

l'ensemble des ensembles d'arêtes induisant une solution réalisable du 2ECSBR, et par

P(G;K) l'enveloppe 
onvexe des ve
teurs d'in
iden
e de 
es solutions, i.e.

P(G;K) = 
onvfx

F

2 f0; 1g

m

jF 2 F(G)g:

4.1 Formulation et polytope asso
ié

Dans 
ette se
tion, nous allons donner une formulation du 2ECSBR 
omme un pro-

gramme linéaire en nombres entiers ne faisant intervenir que les variables de 
on
eption

x. Nous dis
utons également de la dimension du polytope P(G;K).
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C

�

T

�

V

i

V

1

V

0

V

p

Fig. 4.1 � C

�

et T

�

Pour donner une formulation du problème, nous avons besoin d'introduire une nou-

velle 
lasse d'inégalités valides pour P(G;K). Celle-
i est dé
rite par le théorème sui-

vant.

Théorème 4.1 Soient G = (V;E) un graphe et K � 3. Soit � = (V

0

; : : : ; V

p

) une

partition de V telle que p � K, et soit e 2 [V

0

; V

p

℄. Alors l'inégalité

x(T

e

�

) � x(e) (4.1)

est valide pour P(G;K), où

T

e

�

= T

�

[ ([V

0

; V

p

℄ n feg):

Preuve. Soit F � E un ensemble d'arêtes induisant une solution du 2ECSBR. Si x

F

ne satisfait pas (4.1), alors e 2 F et F \ T

e

�

= ;. Don
 tout 
y
le de F utilisant e est

entièrement 
ontenu dans C

�

. Comme p � K, un tel 
y
le est par 
onséquent de lon-

gueur > K. Il s'ensuit que e n'appartient pas à un 
y
le admissible, une 
ontradi
tion.

�

Les inégalités (4.1) seront appelées 
ontraintes de 
y
le.

Théorème 4.2 Soient G = (V;E) un graphe et K � 3. Le problème 2ECSBR est

équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant :

min

P

e2E


(e)x(e)

s.t. x(Æ(W )) � 2 pour tout W � V; ; 6=W 6= V;

x(T

e

�

) � x(e) pour tout e 2 [V

0

; V

p

℄;

� = (V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V;

x(e) 2 f0; 1g pour tout e 2 E:
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Preuve. Par le théorème 4.1, les ve
teurs d'in
iden
e de 
haque solution du 2ECSBR

satisfont les 
ontraintes (4.1). Comme 
es ve
teurs véri�ent également les 
ontraintes

(2.3) et (2.4), toute solution du 2ECSBR est une solution du programme 
i-dessus.

Considérons maintenant un ensemble d'arêtes F � E qui n'induit pas une solution

du 2ECSBR. Nous allons montrer qu'il existe une 
ontrainte parmi (2.3), (2.4), (4.1)

qui n'est pas satisfaite par x

F

. Il est 
lair que si F n'induit pas un sous-graphe 2-

arête 
onnexe, alors au moins une des 
ontraintes (2.3) est violée par x

F

. On peut

don
 supposer que x

F

induit un sous-garphe 2-arête 
onnexe et, par 
onséquent, il doit

exister une arête e 2 [u; v℄ \ F , u; v 2 V qui n'appartient pas à un 
y
le de longueur

au plus K. Soit d(u; i) la distan
e entre le sommet u et le sommet i dans F n feg. (La

distan
e entre deux sommets 
orrespond au nombre d'arêtes 
ontenues dans le plus


ourt 
hemin entre u et i.) Posons p = d(u; v). On a alors p � K. La 
ontrainte de


y
le, asso
iée à la partition

V

i

= fw 2 V j d(u; w) = ig; i = 0; : : : ; p� 1;

V

p

= fw 2 V j d(u; w) � pg;

et à l'arête e, est don
 violée par x

F

, 
e qui 
omplète la preuve du théorème. �

La remarque suivante dé
oule dire
tement du théorème 4.2.

Remarque 4.3 Si pour une arête e 2 [s; t℄, s; t 2 V , il n'existe pas de 
y
le admissible

dans G la 
ontenant, alors il existe une partition � = (V

0

; : : : ; V

p

) ave
 p � K et

e 2 [V

0

; V

p

℄ telle que T

e

�

= ;. De plus, 
ette partition peut être obtenue par un par
ours

en largeur du graphe à partir d'un des sommets s ou t.

Remarque 4.4 En ajoutant à la formulation donnée dans le théorème 4.2, les 
on-

traintes

x(Æ

G�v

(W )) � 1; W � V n V; v 2 V;

on obtient une formulation du problème du sous-graphe 2-sommet 
onnexe ave
 des


y
les bornés.

Par le théorème 4.2, il s'ensuit que

P(G;K) = 
onvfx 2 IR

m

j x satisfait (2.3), (2.4) et (4.1)g:

Dans 
e qui suit, nous allons étudier la dimension de P(G;K). Pour 
e faire, nous

introduisons d'abord quelques dé�nitions. Etant donnés un graphe G = (V;E), une
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onstante K � 3 et un ensemble d'arêtes F � E, la restri
tion de F aux 
y
les bornés

(Fortz et Labbé [35℄) est dé�nie par

F

K

= fe 2 F j e appartient à au moins un 
y
le admissible dans Fg:

Par extension, le sous-graphe G

K

= (V;E

K

) est appelé la restri
tion de G aux 
y
les

bornés. Remarquons qu'une arête e 2 E n E

K

n'appartiendra à au
une solution du

2ECSBR et sera don
 appelée arête inutile.

Etant donnés deux arêtes e; f 2 E

K

, e 6= f , on dit que e dépend de f , et on é
rit

e � f , si

e 2 F ) f 2 F; pour tout F 2 F(G);

ou de manière équivalente,

x

F

(e) � x

F

(f); pour tout F 2 F(G):

Notons que la relation de dépendan
e � est transitive et ré�exive, et par 
onséquent

dé�nit un semi-ordre sur les arêtes de E. On dé�nit �(e) 
omme l'ensemble des arêtes

dépendant de e, 
'est-à-dire

�(e) = ff 2 E j f � eg:

Si e � f et f � e, alors, on dit que e et f sont équivalentes et on a x

F

(e) = x

F

(f)

pour tout F 2 F(G). Un ensemble maximal (par rapport à l'in
lusion) T d'arêtes

équivalentes est une 
lasse d'équivalen
e pour le semi-ordre �, et � induit ainsi une

partition de l'ensemble des arêtes en 
lasses d'équivalen
e. Comme �(e) = �(f) si e

et f sont équivalentes, on étend la notation � à un ensemble d'arêtes équivalentes T

en posant �(T ) = �(e), e 2 T . En�n, une arête e est dite essentielle si e appartient à


haque solution F 2 F(G).

La dimension de P(G;K) est donnée par le théorème suivant.

Théorème 4.5 Soient G = (V;E) un graphe et K � 3. Soit E

�

l'ensemble des arêtes

essentielles. Supposons que � induit une partition de E

K

nE

�

en l 
lasses d'équivalen
e.

Alors

dim(P(G;K)) = l:

Preuve. Supposons que les l 
lasses d'équivalen
e de E

K

nE

�

sont T

i

= fe

i

1

; : : : ; e

i

k

i

g

de 
ardinalité k

i

pour i = 1; : : : ; l. Comme les ensembles T

i

, i = 1; : : : ; l, forment une

partition de E

K

n E

�

, on a

l

X

i=1

k

i

= jE

K

j � jE

�

j:
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Soit x le ve
teur d'in
iden
e d'une solution réalisable du 2ECSBR. De par la dé�nition

de E

K

, E

�

et �, il est fa
ile de voir que x est une solution du système

(S)

8

<

:

x(e) = 0; e 2 E n E

K

;

x(e) = 1; e 2 E

�

;

x(e

i

j

)� x(e

i

j+1

) = 0; j = 1; : : : ; k

i

� 1; k

i

� 2; i = 1; : : : ; l:

Comme E nE

K

, E

�

et T

i

, i = 1; : : : ; l, sont deux à deux disjoints, les équations de (S)

sont linéairement indépendantes et par 
onséquent

dim(P(G;K)) � jE

K

j � jE

�

j �

l

X

i=1

(k

i

� 1) = l:

Considérons maintenant les l + 1 ensembles d'arêtes F

0

= E

K

et F

i

= E

K

n �(T

i

),

i = 1; : : : ; l. Il est fa
ile de voir que F

i

2 F(G) pour i = 0; : : : ; l. Comme les ensembles

T

i

, i = 1; : : : ; l, sont des 
lasses d'équivalen
e pour le semi-ordre �, et par la dé�nition

de �, il existe une permutation � de 1; : : : ; l telle que, pour tout i = 1; : : : ; l, il existe

e

i

2 �(T

�(i)

), e

i

62 �(T

�(j)

), pour j = i+1; : : : ; l. Il s'ensuit que les ve
teurs d'in
iden
e

de F

0

; : : : ; F

l

sont a�nement indépendants, 
e qui implique que dim(P(G;K)) � l. �

Corollaire 4.6 Si G = (V;E) est un graphe 
omplet ave
 jV j � 4, alors P(G;K) est

de pleine dimension.

Preuve. Il est fa
ile de voir que E et E n feg, pour tout e 2 E, induisent des solu-

tions réalisables du 2ECSBR. De plus, E = E

K

, E

�

= ; et au
une arête ne dépend

d'une autre arête. Il s'ensuit qu'il n'y a pas d'arêtes équivalentes, et E

K

n E

�

= E est

partitionné en m 
lasses d'équivalen
e, 
ha
une étant formée d'une seule arête. Par le

théorème 4.5, on a don
 dim(P(G;K)) = m. �

Dans la suite de 
e 
hapitre, on suppose que G = (V;E) est un graphe 
omplet.

Cette hypothèse n'est pas restri
tive 
ar le problème dans un graphe in
omplet peut

être ramené à un problème dans un graphe 
omplet en donnant un 
oût su�samment

grand aux arêtes inexistantes. On suppose également que G ne 
ontient pas d'arêtes

parallèles.

4.2 Inégalités valides et séparation

Dans 
ette se
tion, nous introduisons quelques 
lasses de 
ontraintes valides pour

P(G;K). Nous donnons, pour 
ertaines de 
es 
lasses, des 
onditions né
essaires et
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su�santes pour qu'elles dé�nissent des fa
ettes de P(G;K). Nous dis
utons également

de pro
édures de séparation pour 
es inégalités.

4.2.1 Contraintes de 
oupe

Le théorème suivant donne des 
onditions né
essaires et su�santes pour que les


ontraintes de 
oupe (2.3) dé�nissent des fa
ettes de P(G;K).

Théorème 4.7 Soient G = (V;E) un graphe 
omplet et K � 3 un entier �xé. Soit

W � V un ensemble de sommets tel que ; 6=W 6= V . L'inégalité

x(Æ(W )) � 2

dé�nit une fa
ette de P(G;K) si et seulement si

1) soit K � 4, jW j 6= 2 et jV nW j 6= 2,

2) soit K = 3, jW j 62 f2; 3g et jV nW j 62 f2; 3g.

Preuve. Si W = fu; vg, alors E(W ) est 
omposé d'une unique arête e = uv et la


ontrainte de 
oupe asso
iée à W peut être é
rite 
omme la somme de x(Æ(u)) � 2,

x(Æ(v)) � 2 et �2x(e) � �2. Elle ne peut don
 pas dé�nir une fa
ette de P(G;K).

D'où jW j � 3. De manière similaire, si x(Æ(W )) � 2 dé�nit une fa
ette, on doit avoir

jV nW j � 3.

Supposons maintenant que K = 3 etW = fu; v; wg. Le 
as jV nW j = 3 peut être traité

de la même manière. Soit F 2 F(G) une solution telle que le ve
teur d'in
iden
e de F

appartient à la fa
e dé�nie par x(Æ(W )) � 2. Comme jF \ Æ(W )j = 2, il doit exister

un sommet dans W qui ne soit pas in
ident à une arête de la 
oupe appartenant à la

solution. S.p.d.g., soit u 
e sommet. Comme u a un degré au moins égal à 2, il doit

être adja
ent à v et w. Comme les arêtes uv et uw doivent appartenir à un 
y
le de

longueur au plus 3, vw doit également appartenir à la solution et don
 E(W ) � F . Il

s'ensuit que les ve
teurs d'in
iden
e de 
haque solution appartenant à la fa
e dé�nie

par x(Æ(W )) � 2 est solution du système

x(E(W )) = 3;

x(Æ(W )) = 2:

Comme 
e système est de rang 2, la fa
e x(Æ(W )) � 2 est de dimension au plus jEj�2,

et ne peut don
 pas dé�nir une fa
ette de P(G;K).
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Supposons maintenant que les 
onditions 1) et 2) sont satisfaites pour une inégalité

ax = x(Æ(W )) � 2. Soit bx � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette de P(G;K) telle

que la fa
e F

a

induite par ax � 2 soit 
ontenue dans la fa
e F

b

induite par bx � �.

Pour montrer que ax � 2 dé�nit une fa
ette de P(G;K), il su�t de montrer que b = �a

ave
 � > 0.

Pour toute paire d'arêtes e; f 2 Æ(W ), on dé�nit le sous-ensemble d'arêtes C

e;f

par

C

e;f

= E(W ) [ E(V nW ) [ fe; fg:

Il est 
lair que les ensembles C

e;f

induisent des sous-graphes 2-arête 
onnexes. Si de

plus, e et f sont in
identes à un même sommet, alors e et f appartiennent à un 
y
le

de longueur 3 dans C

e;f

. Comme toutes les autres arêtes de C

e;f

appartiennent à un


y
le de longueur 3 (
ar E(W ) et E(V nW ) induisent des sous-graphes 
omplets sur

au moins 3 sommets), le ve
teur d'in
iden
e de C

e;f

appartient alors à la fa
e dé�nie

par la 
ontrainte x(Æ(W )) � 2.

Considérons deux arêtes e et f de Æ(W ) n'ayant pas d'extrémité 
ommune. Supposons

que e = u

1

u

2

et f = v

1

v

2

ave
 u

1

; v

1

2 W et u

2

; v

2

2 V nW , et 
onsidérons l'arête

g = u

1

v

2

. De la remarque 
i-dessus, on déduit que x

C

e;g

et x

C

f;g

appartiennent à la fa
e

dé�nie par la 
ontrainte de 
oupe et par 
onséquent b(e) = b(f).

Si e et f sont deux arêtes de Æ(W ) ayant une extrémité 
ommune, toute arête g 2 Æ(W )

distin
te de e et f et partageant la même extrémité ave
 e et f donne lieu à deux

ensembles C

e;g

et C

f;g

dont les ve
teurs d'in
iden
e appartiennent à F

a

. Ce
i nous

donne en
ore une fois b(e) = b(f). Ainsi, nous avons

b(e) = �; pour tout e 2 Æ(W ) pour un � 2 IR:

Si K � 4 et jW j = 3, 
onsidérons une arête e 2 E(W ), et deux arêtes f; g 2 Æ(W )

telles que e, f et g forment un triangle. Supposons que W = fu; v; wg, e = uv, f = uz

et g = vz ave
 z 2 V nW . Alors f et g ave
 les arêtes uw et vw forment un 
y
le

admissible et C

f;g

n feg est une solution du 2ECSBR telle que x

C

f;g

nfeg

2 F

a

. Comme

x

C

f;g

appartient également à la fa
e F

a

, on a b(e) = 0.

Supposons maintenant que jW j � 4. Considérons trois sommets distin
ts u; v; w 2 W

et un sommet z 2 V n W . Soit e = uv, f = uz et g = wz. Les arêtes f; g et uw

forment un triangle. Aussi, 
omme jW j � 4, les arêtes de E(W ) n feg et E(V nW )

appartiennent 
ha
une à un 
y
le de longueur 3. Il s'ensuit que x

C

f;g

nfeg

est une solution

de F

a

. Comme x

C

f;g

est aussi solution de F

a

, on obtient b(e) = 0.

Nous pouvons démontrer de manière similaire que b(e) = 0 pour tout e 2 E(V nW ).

Nous avons don
 prouvé que b = �a. Comme E est une solution du 2ECSBR, et

jÆ(W )j > 2, on a bx

E

> �. Ce
i implique que � > 0. �

La séparation des 
ontraintes de 
oupe par rapport à une solution �x peut être ef-

fe
tuée en 
al
ulant une 
oupe minimum dans le graphe, ave
 les 
apa
ités données
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par la solution �x. Ce
i peut être fait en temps polynomial en utilisant par exemple

l'algorithme de Hao-Orlin [56℄ qui né
essite le 
al
ul d'un seul �ot maximum. Cet al-

gorithme ne permet malheureusement pas d'obtenir l'arbre de Gomory-Hu [42℄ qui

produit la 
oupe minimum pour toute paire de sommets. Pour 
ela, nous utilisons pour

nos expérimentations l'algorithme de Gomory-Hu [42℄ pour séparer 
es inégalités.

A�n d'a

élérer le 
al
ul, nous avons également développé une heuristique a�n de

séparer les 
ontraintes de 
oupe. Cet algorithme fon
tionne 
omme suit : il 
ontra
te

répétitivement les arêtes ayant de grandes valeurs jusqu'à 
e que l'on obtienne soit un

graphe de poids inférieur à p, où p est le nombre de sommets, soit un graphe sur deux

sommets. Si l'algorithme s'arrête dans le premier 
as, alors au moins une des 
oupes

induites par les sommets du graphe est violée. Sinon, on véri�e simplement si la 
oupe

donnée par les deux sommets du graphe est violée.

4.2.2 Contraintes de 
y
le

Le théorème suivant 
ara
térise les 
ontraintes de 
y
le qui dé�nissent des fa
ettes

de P(G;K).

Théorème 4.8 Soient G = (V;E) un graphe 
omplet et K � 3 un entier �xé. Soit

� = (V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V telle que p � K. Soit e = uv une arête de [V

0

; V

p

℄.

La 
ontrainte de 
y
le x(T

e

�

) � x(e) asso
iée à � et e dé�nit une fa
ette de P(G;K) si

et seulement si

1) p = K,

2) jV

0

j = jV

p

j = 1,

3) jV

i

j+ jV

i+1

j � 3 pour i = 0; : : : ; p� 1.

Preuve. Supposons que p > K et 
onsidérons la partition �

0

= (V

0

0

; : : : ; V

0

K

) dé�nie

par V

0

i

= V

i

pour i = 0; : : : ; K � 1 et V

K

=

S

p

j=K

V

j

. Puisque x(e) � 0 pour tout

e 2 E, la 
ontrainte de 
y
le asso
iée à � et e est dominée par 
elle asso
iée à �

0

et e.

En 
onséquen
e, x(T

e

�

) � x(e) ne dé�nit pas une fa
ette de P(G;K).

Supposons maintenant que p = K et jV

0

j > 1 (le 
as jV

p

j > 1 est similaire). Soit

�

0

= (V

0

0

; : : : ; V

0

K

) la partition dé�nie par

V

0

0

= fug;

V

0

1

= V

1

[ (V

0

n fug);

V

0

i

= V

i

; pour i = 2; : : : ; K:
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De nouveau, la 
ontrainte de 
y
le asso
iée à � et e est dominée par 
elle asso
iée à �

0

et e.

En�n, supposons qu'il existe i 2 f0; : : : ; p � 1g tel que jV

i

j + jV

i+1

j < 3. Comme les

ensembles dé�nissant la partition ne sont pas vides, il s'ensuit que jV

i

j = jV

i+1

j = 1 et

don
 [V

i

; V

i+1

℄ ne 
ontient qu'une seule arête f . Si x(T

e

�

) � x(e) dé�nit une fa
ette de

P(G;K), alors, il doit exister une solution F de F(G) telle que x

F

(T

e

�

) = x

F

(e) = 0.

Sinon, la fa
e dé�nie par x(T

e

�

) � x

F

(e) serait in
luse dans la fa
e dé�nie par x(e) � 1.

On a don


Æ(

i

[

j=0

V

j

) \ F = [V

i

; V

i+1

℄ = ffg:

Mais alors F n'est plus 2-arête 
onnexe, et don
 n'est pas réalisable, une 
ontradi
tion.

Les 
onditions 1)-3) sont don
 né
essaires pour que x(T

e

�

) � x(e) dé�nisse une fa
ette

de P(G;K). Supposons maintenant qu'elles sont toutes satisfaites et dénotons par

ax � � = 0 la 
ontrainte de 
y
le. Soit bx � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette

de P(G;K) telle que la fa
e F

a

induite par ax � � soit 
ontenue dans la fa
e F

b

induite

par bx � �. Nous allons montrer 
omme pré
édemment qu'il existe � > 0 tel que

b = �a. Pour 
e faire, nous allons d'abord montrer que

�

E = E n (T

e

�

[ feg) induit une

solution réalisable du 2ECSBR, dont le ve
teur d'in
iden
e appartient à F

a

.

Considérons une arête g = v

1

v

2

2

�

E. Si g 2 E(V

i

) pour un i 2 f1; : : : ; K � 1g, alors

pour tout w 2 V

i�1

, le 
y
le 
omposé de g, v

1

w et v

2

w est in
lu dans

�

E. Si g 2 [V

i

; V

i+1

℄

pour un i 2 f0; : : : ; K � 1g. Selon la 
ondition 3), le graphe induit par V

i

[ V

i+1

, ave


l'ensemble d'arêtes E(V

i

) [ E(V

i+1

) [ [V

i

; V

i+1

℄, est un graphe 
omplet sur au moins

trois sommets. Ainsi g appartient à un 
y
le de longueur 3.

Comme

�

E induit un graphe 
onnexe, 
haque 
oupe 
ontient au moins une arête. Or,


haque arête appartient à un 
y
le. Comme tout 
y
le interse
te un nombre pair de

fois une 
oupe, il en résulte que toute 
oupe 
ontient au moins deux arêtes. Et par


onséquent,

�

E induit un sous-graphe 2-arête 
onnexe.

Considérons maintenant les ensembles d'arêtes E

f

=

�

E[ff; eg, ave
 f 2 T

e

�

. Comme

�

E

est 2-arête 
onnexe, E

f

l'est aussi. Pour montrer que E

f

induit une solution admissible

du 2ECSBR, il su�t de montrer que e et f appartiennent à un 
y
le de longueur

� K. Supposons que f 2 [V

i

; V

j

℄ ave
 i < j. Comme f 2 T

e

�

, j � i + 2. Pour k =

0; : : : ; i� 1; j +1; : : : ; K, on sele
tionne un sommet v

k

2 V

k

. Comme e = v

0

v

K

2 E

f

,

f = v

i

v

j

2 E

f

et v

k

v

k+1

2 E

f

pour k = 0; : : : ; i � 1; j; : : : ; K � 1, les arêtes e, f et

v

k

v

k+1

pour k = 0; : : : ; i�1; j; : : : ; K�1 forment un 
y
le de longueur 2+ i+K�j �

K. Le ve
teur d'in
iden
e de E

f

appartient par 
onséquent à la fa
e F

a

, et don
 à F

b

.

Ainsi bx

�

E

= bx

E

f

. Il s'ensuit que b(f) = �b(e) pour tout f 2 T

e

�

.

Il reste maintenant à montrer que b(g) = 0 pour toute arête g 2

�

E. Supposons d'abord

que g 2 E(V

i

) pour un i 2 f1; : : : ; K � 1g. Soit g = u

1

u

2

, et 
onsidérons deux
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sommets w

1

2 V

i�1

et w

2

2 V

i+1

. Observons que w

1

w

2

2 T

e

�

. Soit

~

E = (

�

E n fgg) [

fw

1

w

2

; eg. Comme

~

E induit un sous-graphe 
onnexe, pour montrer qu'il induit une

solution réalisable du 2ECSBR, il su�t de montrer que toute arête de

~

E appartient à

un 
y
le admissible. Soit h = st 2

�

E n fgg. Si h 2 E(V

j

) pour un j 2 f1; : : : ; K � 1g,

alors il est 
lair que h appartient à un triangle et don
 à un 
y
le admissible. Supposons

don
 que s 2 V

j

et t 2 V

j+1

pour un j 2 f0; : : : ; K � 1g. Si j 6= i � 1 et j 6= i, alors

par la 
ondition 3), on peut supposer s.p.d.g. que jV

j

j � 2. Soit s

0

2 V

j

nfsg. Il s'ensuit

que h appartient au triangle induit par les sommets fs; t; s

0

g. Supposons maintenant

que j = i (le 
as j = i � 1 est similaire). Si jV

j+1

j � 2, alors il est fa
ile de montrer


omme pré
édement, que h appartient à un triangle. Si jV

j+1

j = 1, alors w

2

= t et h

appartient au triangle induit par les sommets fs; t; w

1

g.

De plus, w

1

w

2

et e appartiennent à un 
y
le admissible. En e�et, pour k = 0; : : : ; i�

2; i + 2; : : : ; K, sele
tionnons un sommet v

k

2 V

k

. Alors, e, w

1

w

2

, v

i�2

w

1

, w

2

v

i+2

et

v

k

v

k+1

pour k = 0; : : : ; i� 3; i + 2; : : : ; K � 1 forment un 
y
le de longueur 4 + (i�

2) + (K � i� 2) = K. Par 
onséquent, le ve
teur d'in
iden
e de

~

E appartient à la fa
e

F

a

et don
 à F

b

. On obtient bx

~

E

= bx

�

E

et alors b(e) + b(w

1

w

2

) � b(g) = 0. Comme

b(w

1

w

2

) = �b(e), il s'ensuit que b(g) = 0 pour tout g 2 E(V

i

), i = 1; : : : ; K � 1.

Une preuve similaire 
onduit à b(g) = 0 pour g 2 [V

i

; V

i+1

℄, i 2 f0; : : : ; K�1g. Comme


onséquen
e dire
te, on a � = bx

�

E

= 0.

Nous avons montré que b = �a ave
 � = �b(e). Comme le graphe 
omplet dé�nit une

solution réalisable n'appartenant pas à F

b

et jT

e

�

j > 1, on a bx

E

> 0, et don
 � > 0. On

a don
 ax � 0 et bx � � qui dé�nissent la même fa
ette de P(G;K). �

Nous allons maintenant dis
uter du problème de séparation des 
ontraintes de 
y
le.

En parti
ulier, nous allons montrer que 
es inégalités peuvent être séparées en temps

polynomial lorsque K � 4. Remarquons qu'en se basant sur la preuve du Théorème 4.2,

on peut montrer que le problème de séparation des 
ontraintes (4.1) peut être résolu

en temps polynomial pour une solution �x en 0� 1 quel que soit K � 2.

Soient G = (V;E) un graphe et s et t deux sommets de V . Etant donné un entier

positif B, un ensemble d'arêtes C de E interse
tant tous les 
hemins entre s et t de

longueur au plus B est appelé une B-st-
oupe. Si w 2 IR

m

+

est un ve
teur poids, le

problème de la B-st-
oupe minimum (BPCP) 
onsiste à trouver une B-st-
oupe de

poids minimum. Nous allons montrer que le problème de séparation des inégalités (4.1)

se ramène au BPCP.

Lemme 4.9 Etant donné une solution �x de IR

m

+

, le problème de séparation des 
on-

traintes (4.1) par rapport à �x se ramène à la résolution du BPCP par rapport au ve
teur

poids �x pour toute arête e = st 2 E ave
 B = K � 1.
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Preuve. Supposons que �x(C

e

) < �x(e) où C

e

est une B-st-
oupe minimum pour �x.

Comme il n'y a pas de 
y
le de longueur � K dans E nC

e


ontenant e, par la remarque

4.3 il existe une partition � = (V

0

; : : : ; V

p

) de V ave
 e 2 [V

0

; V

p

℄ telle que T

e

�

� C

e

.

Comme �x(f) � 0 pour tout f 2 E, on a

�x(T

e

�

)� �x(e) � �x(C

e

)� �x(e) < 0;


e qui implique que l'inégalité (4.1) asso
iée à la partition � et e est violée.

Supposons maintenant que pour toute arête e = st 2 E, �x(C

e

) � �x(e) où C

e

est une

(K � 1)-st-
oupe minimum pour �x. Alors au
une inégalité du type (4.1) n'est violée

par �x. En fait, s'il existe pour une arête e = st, une partition � = (V

0

; : : : ; V

p

) ave


e 2 [V

0

; V

p

℄ et p � K telle que �x(T

e

�

)� �x(e) < 0, 
omme T

e

�

est une (K � 1)-st-
oupe,

et don
 une solution du BPCP, on a �x(T

e

�

) < �x(C

e

), une 
ontradi
tion. �

Si B = 2, trouver une 2-st-
oupe minimum se ramène à trouver une 
oupe minimum

séparant s et t dans le graphe induit par s, t et les sommets adja
ents à s et à t. Dans


e qui suit, nous allons montrer que le BPCP reste polynomial quand B = 3. Pour


ela, nous utilisons des idées similaires à 
elles développées par Itai, Perl et Shiloa
h

[58℄ pour résoudre un problème pro
he du BPCP.

Théorème 4.10 Le problème BPCP peut être résolu en temps polynomial si B = 3.

Preuve. Nous allons montrer que le BPCP quand B = 3 se réduit au problème du

�ot maximum dans un graphe approprié. On peut d'abord noter que tout sommet u

qui n'est pas adja
ent à s ou à t ne peut pas appartenir à un st-
hemin de longueur

au plus 3 et peut don
 être supprimé. On suppose don
 que G ne 
ontient pas de tels

sommets. Soit N = V n fs; tg.

Dans 
e qui suit, nous allons 
onstruire un graphe dirigé

~

G = (

~

N;

~

A). Soit N

0

une


opie disjointe de N . On dénotera la 
opie de u 2 N dans N

0

par u

0

. Posons

~

N =

fs; tg[N[N

0

. Pour 
haque arête su 2 E ave
 un poids w(su), on 
rée un ar
 (s; u) 2

~

A

de 
apa
ité w(su), pour 
haque arête vt 2 E, on 
rée un ar
 (v

0

; t) 2

~

A de 
apa
ité

w(vt), et pour 
haque arête uv 2 E ave
 u; v 62 fs; tg, on 
rée un ar
 (u; v

0

) et un ar


(v; u

0

) ave
 
ha
un une 
apa
ité de w(uv). Pour 
haque sommet u 2 N , on 
rée un ar


(u; u

0

) 2

~

A de 
apa
ité in�nie (voir Figure 4.2). Notons qu'il y a une 
orrespondan
e

biunivoque entre les st-
hemins de longueur au plus 3 dans G et les 
hemins dirigés de

longueur 3 de s à t dans

~

G.

Maintenant, nous allons montrer qu'il y a une 
orrespondan
e biunivoque entre les

3-st-
oupes minimales dans G et les 
oupes minimales de 
apa
ité �nie séparant s et t
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w

sz

u

v

w

uv

w

zt

N

G

s

t

w

su

w

vt

z

s

N

N

0

1

t

~

G

w

su

u

1

z

0

1

w

zt

w

sz

w

uv

z

v

0

v

w

vt

u

0

w

uv

Fig. 4.2 � Constru
tion de

~

G

dans

~

G qui préserve le poids. Une fois 
e fait établi, il s'ensuit que l'on peut résoudre

le BPCP pour B = 3 en résolvant un problème de �ot maximum dans

~

G.

Soit C une 3-st-
oupe minimale de G. On dit qu'une arête e est 
oupée si, ou bien

e 2 C, ou bien e 62 E. Si uv 2 C ave
 u; v 62 fs; tg, par la minimalité de C, on a soit

su et vt 
oupées, soit sv et ut 
oupées, mais pas les deux. Soit

~

C �

~

A un ensemble

d'ar
s 
onstruit de la manière suivante : si su ou vt appartient à C, ajouter l'ar
 (s; u)

ou (v

0

; t) à

~

C. Si uv 2 C ave
 u; v 62 fs; tg et su et vt 
oupées, alors ajouter (v; u

0

) à

~

C, sinon ajouter (u; v

0

) à

~

C. Alors,

~

C est une 
oupe minimale dans

~

G, séparant s de t

de 
apa
ité w(C).

Supposons maintenant que

~

C est une 
oupe minimale de 
apa
ité �nie dans

~

G séparant

s et t. Alors

~

C ne 
ontient au
un ar
 (u; u

0

). Par la minimalité de

~

C, un ar
 (u; v

0

)

appartient à

~

C seulement si les deux ar
s (s; u) et (v

0

; t) sont des ar
s de

~

A n

~

C. Ce
i

implique que si (u; v

0

) 2

~

C, alors (v; u

0

) 62

~

C. Soit C l'ensemble d'arêtes 
ontenant


haque arête su telle que (s; u) 2

~

C, 
haque arête vt telle que (v

0

; t) 2

~

C et 
haque

arête uv telle qu'un des ar
s (u; v

0

) et (v; u

0

) est dans

~

C. Il n'est pas di�
ile de voir que

C est une 3-st-
oupe minimale dans G de poids w(

~

C), et notre théorème est prouvé.

�

Malheureusement, M
Cormi
k [75℄ a montré que le BPCP est NP-di�
ile pour B �

12. C'est pourquoi nous avons utilisé une appli
ation dire
te de la méthode primale-

duale [86℄ pour obtenir un algorithme d'approximation pour le BPCP. Nous utilisons 
et
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algorithme 
omme heuristique pour séparer les inégalités (4.1). Cet algorithme, dé
rit

par l'Algorithme 4.1, est 
omme suit. Il 
onsidère la relaxation linéaire du BPCP et

son dual. Il 
onstruit d'abord une B-st-
oupe C (
'est-à-dire une solution réalisable

du BPCP) et une solution duale y = (y

P

; P 2 P(B)) où P(B) est l'ensemble des st-


hemins de longueur� B, satisfaisant les 
onditions d'é
arts 
omplémentaires primaux.

Ces 
onditions sont pour tout e 2 C,

P

P :e2P

y

P

= 
(e). Ensuite, l'algorithme essaie

d'enlever les arêtes qui ne sont pas né
essaires dans C a�n d'obtenir une solution de

poids plus faible.

Algorithme 4.1 Algorithme Primal-Dual pour BPCP

Données : un graphe G = (V;E), deux sommets s; t 2 V , une fon
tion poids w et un entier B.

l  0; y  0; C  ;;

tant que C n'est pas une B-st-
oupe faire

l  l + 1;

Trouver un 
hemin P 2 P(B) tel que P \ C = ;;

Augmenter y

P

jusqu'à 
e qu'une arête e

l

2 P satisfasse

P

Q:e2Q

y

Q

= w

e

l

;

C  C [ fe

l

g;

C

0

 C;

pour j  l à 1 faire

si C

0

n fe

j

g est toujours une B-st-
oupe alors

C

0

 C

0

n fe

j

g;

Retourner C

0

;

Il est fa
ile de voir que 
et algorithme retourne une B-st-
oupe et tourne en O(jEj

2

).

De plus, de [86℄ on peut fa
ilement montrer que 
et algorithme est un algorithme de

B-approximation. Si �x est une solution fra
tionnaire, on peut utiliser 
et algorithme

pour séparer les inégalités (4.1) quand K � 5 de la manière suivante. Pour une arête

e = st, on 
al
ule une (K � 1)-st-
oupe C

0

de G � e. Si �x(C

0

) < �x(e), alors on a

une 
ontrainte de 
y
le violée par �x. La partition asso
iée à 
ette inégalité peut être

déterminée par un par
ours en largeur du graphe (V;E n (feg [ C

0

)) à partir de s ou

de t.

4.2.3 Contraintes de sous-ensemble

Fortz et al. [35℄ ont introduit les inégalités dites 
ontraintes de sous-ensemble (subset

inequalities) pour la version 2-sommet 
onnexe du problème. Le résultat suivant étend


es inégalités au 
as 2-arête 
onnexe.

Proposition 4.11 Soit

~

E un ensemble d'arêtes telles que le graphe G

0

= (V;E n

~

E)
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ne 
ontient pas de solution du 2ECSBR. Alors l'inégalité

x(

~

E) � 1 (4.2)

est valide pour P(G;K).

La proposition suivante donne des 
onditions su�santes pour que les 
ontraintes de

sous-ensemble (4.2) dé�nissent des fa
ettes de P(G;K).

Proposition 4.12 Soient G = (V;E) un graphe 
omplet, K � 3 une 
onstante et

~

E

un ensemble d'arêtes tel que le graphe G�

~

E ne 
ontienne pas de solution du 2ECSBR.

Si

1) pour tout e 2

~

E, G� (

~

E n feg) 
ontient une solution du 2ECSBR, et

2) pour tout f 2 E n

~

E, il existe une arête e 2

~

E et F � E n (

~

E n feg) tel que

f 62 F et les deux ensembles F et F [ ffg dé�nissent des solutions réalisables du

2ECSBR,

alors la 
ontrainte de sous-ensemble x(

~

E) � 1 dé�nit une fa
ette de P(G;K).

Preuve. Soit bx � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette de P(G;K) telle que la

fa
e F

a

induite par ax = x(

~

E) � 1 soit 
ontenue dans la fa
e F

b

induite par bx � �. Par

la 
ondition 2), pour tout f 2 E n

~

E, il existe F � E, f 62 F tel que les deux ve
teurs

d'in
iden
e de F et de F [ ffg appartiennent à la fa
e F

a

et don
 à F

b

. On a don


bx

F

= bx

F[ffg

et par 
onséquent b(f) = 0. Considérons maintenant une arête e 2

~

E.

Par la 
ondition 1), il existe un sous-ensemble d'arêtes F dont le ve
teur d'in
iden
e

appartient à la fa
e F

a

et don
 à F

b

et tel que F \

~

E = feg. Comme b(f) = 0 pour

tout f 2 E n

~

E, bx

F

= b(e) = �.

Nous avons alors b = �a. Le graphe G étant un graphe 
omplet sur plus de 4 sommets,

P(G;K) est de pleine dimension. Ce
i implique que j

~

Ej � 2. Comme le graphe 
omplet

dé�nit une solution du 2ECSBR, on a bx

E

> � et don
 � > 0. Ainsi x(

~

E) � 1 et

bx � � dé�nissent la même fa
ette de P(G;K). �

Remarque 4.13 Etant donné une partition � = (V

0

; : : : ; V

p

) ave
 p � K et jV

0

j =

jV

p

j = 1, s'il existe un i 2 f0; : : : ; p� 1g tel que jV

i

j = jV

i+1

j = 1, alors la 
ontrainte

x(T

�

) � 1 est une 
ontrainte de sous-ensemble. De plus, 
ette inégalité domine la


ontrainte de 
y
le asso
iée à la partition � et à l'arête entre V

0

et V

p

.
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Preuve. Soit e et f les deux arêtes entre V

0

et V

p

, et entre V

i

et V

i+1

respe
tivement.

Supposons qu'il existe une solution F � F(G) telle que F \ T

�

= ;. Comme jF \

Æ(

S

i

j=0

V

j

)j � 2, il s'ensuit que e; f 2 F . Cependant, le plus petit 
y
le de F 
ontenant

e (f) est de longueur � p + 1 � K + 1, une 
ontradi
tion. L'inégalité x(T

�

) � 1 est

don
 une 
ontrainte de sous-ensemble valide pour P(G;K). De plus, 
omme T

�

= T

e

�

,

il est 
lair que x(T

�

) � 1 domine la 
ontrainte de 
y
le x(T

e

�

) � x(e) asso
iée à la

partition � et e. �

A�n de séparer les 
ontraintes de sous-ensemble, on 
al
ule pour 
haque arête e = st

une (K � 1)-st-
oupe minimum C

e

. Si �x(C

e

) < 1, alors on détermine une partition

� = (V

0

; : : : ; V

K

) ave
 V

0

= fsg à l'aide d'un par
ours en largeur du graphe (V;E n

(C

e

[feg)) à partir du sommet s. Notons que t 2 V

K

. Si jV

K

j � 2, alors on 
onsidère la

partition �

0

= (V

0

0

; : : : ; V

0

K

) où V

0

j

= V

j

pour j = 0; : : : ; K�2, V

0

K�1

= V

K�1

[(V

K

nftg)

et V

0

K

= ftg. S'il existe un i 2 f0; : : : ; K � 1g tel que jV

0

i

j = jV

0

i+1

j = 1 alors, par la

remarque 4.13, il s'ensuit que x(T

�

0

) � 1 est une 
ontrainte de sous-ensemble violée

par �x.

4.2.4 Contraintes métriques

Les 
ontraintes métriques qui font l'objet de 
e paragraphe, ont été introduites par

Fortz et al. [37℄ pour la version 2-sommet 
onnexe du problème. Comme les résultats

dans [37℄ ne dépendent que du fait que 
haque arête doive appartenir à un 
y
le ad-

missible, les 
ontraintes métriques sont également valides pour P(G;K). On a don
 les

résultats suivants.

Proposition 4.14 Considérons une arête e = ij 2 E et un ensemble de potentiels sur

les sommets (�

k

)

k2V

satisfaisant

�

i

� �

j

> K � 1:

Alors l'inégalité

X

f2Enfeg


(f)x(f) � x(e) (4.3)

est valide pour P(G;K) où


(f) = min

�

1; max

�

0;

j�

l

� �

k

j � 1

�

i

� �

j

+ 1�K

��

(4.4)

pour tout f = kl 2 E n feg.
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Les inégalités (4.3) sont appelées 
ontraintes métriques. La proposition suivante

montre que les 
ontraintes de 
y
le dé�nissant des fa
ettes de P(G;K) forment un

sous-ensemble des 
ontraintes métriques.

Proposition 4.15 Soit G = (V;E) un graphe et K � 3. Soit � = (V

0

; : : : ; V

p

) une

partition de V telle que p � K. Soit e = ij 2 [V

0

; V

p

℄. Si p = K alors la 
ontrainte de


y
le x(T

e

�

) � x(e) est une 
ontrainte métrique.

Si p > K, alors la 
ontrainte de 
y
le est dominée par une 
ontrainte métrique.

Preuve. Si p = K, il su�t de montrer qu'il existe des potentiels sur les sommets

(�

k

)

k2V

, de telle manière qu'on ait 
(f) = 1 pour tout f 2 T

e

�

et 
(f) = 0 pour tout

f 2 E n (T

e

�

[feg). Soit �

k

= �q si k 2 V

q

. Alors �

i

= 0 et �

j

= �K. D'où (4.4) s'é
rit


(f) =

�

1 si jq � rj > 1;

0 sinon;

pour tout f 2 E n feg, f 2 [V

q

; V

r

℄, q; r 2 f0; : : : ; Kg. Et le résultat s'ensuit.

Si p > K, la même dé�nition de (�

k

)

k2V


onduit à �

i

= 0, �

j

= �p et


(f) =

8

>

<

>

:

1 si jq � rj > p�K + 1;

jq�rj�1

p�K+1

si 1 < jq � rj � p�K + 1;

0 sinon;

pour tout f 2 E n feg, f 2 [V

q

; V

r

℄, q; r 2 f0; : : : ; pg. Ainsi, le 
oe�
ient d'une arête

f 2 E n feg est le même dans la 
ontrainte métrique et dans la 
ontrainte de 
y
le si

jq � rj > p �K + 1 ou jq � rj � 1. Et il est plus petit dans la 
ontrainte métrique si

1 < jq�rj � p�K+1. Il s'ensuit alors que la 
ontrainte métrique domine la 
ontrainte

de 
y
le. �

A�n de séparer les 
ontraintes métriques, nous utilisons l'heuristique développée par

Fortz et al. [37℄ pour le 
as 2-sommet 
onnexe. Comme les 
ontraintes métriques sont

indépendantes du type de 
onnexité (arête ou sommet 
onnexité), 
et algorithme est

également valide pour notre problème.

4.2.5 Contraintes 
y
lomatiques

Dans [36℄, Fortz et Labbé ont introduit une famille de 
ontraintes pour la version

2-sommet 
onnexe du problème appelées 
ontraintes 
y
lomatiques. Ces inégalités ne
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sont pas valides pour P(G;K). Elles peuvent, par 
ontre, être fa
ilement adaptées à la

2-arête 
onnexité. Pour 
ela, nous donnons d'abord un résultat établi dans [36℄.

Théorème 4.16 Soit G = (V;E) un graphe 2-arête 
onnexe sur n = jV j sommets et

m = jEj arêtes. S'il existe une 
ouverture des arêtes du graphe par des 
y
les 
ontenant


ha
un au plus K sommets, alors il existe une telle 
ouverture utilisant au plus � =

m� n+ 1 
y
les indépendants.

Théorème 4.17 Soient G = (V;E) un graphe, K � 3 une 
onstante et V

0

; : : : ; V

p

une partition de V ave
 p � 2. Alors l'inégalité

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) � M(p;K) =

�

Kp

K � 1

�

(4.5)

est valide pour P(G;K).

Preuve. Soit F une solution réalisable du 2ECSBR et dénotons par

^

G le graphe sur

p+1 sommets et m̂ arêtes, obtenu en 
ontra
tant les ensembles V

0

; : : : ; V

p

. Nous allons

montrer que m̂ �M(p;K).

Il est fa
ile de voir que

^

G est 2-arête 
onnexe et que 
haque arête de

^

G appartient à un


y
le utilisant au plus K arêtes. Ainsi, par le théorème 4.16 appliqué à

^

G, il existe une


ouverture de

^

G par au plus m̂� p 
y
les admissibles indépendants. Comme les 
y
les


ouvrent le graphe, la somme des nombres d'arêtes utilisées dans 
haque 
y
le est plus

grande ou égale à m̂. De plus, 
omme 
haque 
y
le utilise au plus K arêtes, on a

m̂ � (m̂� p)K;

et par l'intégralité de m̂,

m̂ �

�

Kp

K � 1

�

;


e qui 
on
lut la preuve. �

Théorème 4.18 Soient G = (V;E) un graphe 
omplet, K � 3 une 
onstante et

V

0

; : : : ; V

p

, p � 2, une partition de V . L'inégalité (4.5) dé�nit une fa
ette de P(G;K)

si et seulement si

1) p � K,

2) jV

i

j 6= 2 pour i = 0; : : : ; p,

3) soit jV

i

j 6= 3 pour i = 0; : : : ; p, soit (p+ 1) mod (K � 1) � 2.
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Preuve. Si p < K, alors M(p;K) = p+ 1 et la 
ontrainte 
y
lomatique peut s'é
rire


omme la somme des 
ontraintes de 
oupe x(Æ(V

i

)) � 2 pour i = 0; : : : ; p. Elle ne peut

don
 dé�nir une fa
ette de P(G;K).

Si V

i

= fu; vg pour un i 2 f0; : : : ; pg, alors E(V

i

) n'est 
omposé que d'une seule arête

e = uv. La 
ontrainte 
y
lomatique dé�nie par la partition obtenue en remplaçant V

i

par les deux sous-ensembles fug et fvg peut être é
rite de la manière suivante :

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) + x(e) �M(p + 1; K):

En ajoutant la 
ontrainte triviale �x(e) � �1, on obtient

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) �M(p + 1; K)� 1:

CommeM(p+1; K) �M(p;K)+1, 
ette dernière inégalité domine (4.5) et don
 
ette

dernière ne peut dé�nir une fa
ette de P(G;K).

Supposons maintenant que V

i

= fu; v; wg pour un i 2 f0; : : : ; pg et (p+ 1) mod (K �

1) � 1. La 
ontrainte 
y
lomatique dé�nie par la partition obtenue en remplaçant V

i

par les trois sous-ensembles fug, fvg et fwg donne

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) + x(E(V

i

)) �M(p + 2; K) =

�

K(p+ 2)

K � 1

�

:

Comme (p + 1) mod (K � 1) � 1, K � 1 divise soit p, soit p + 1. Par des 
al
uls

élémentaires, il s'ensuit que

�

K(p+ 2)

K � 1

�

=

�

Kp

K � 1

�

+ 3;

et don


x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) + x(E(V

i

)) �M(p;K) + 3:

En ajoutant les 
ontraintes triviales �x(e) � �1 pour tout e 2 E(V

i

), on obtient (4.5),


e qui implique que 
elle-
i ne peut pas dé�nir une fa
ette de P(G;K).

Supposons maintenant que les 
onditions 1), 2) et 3) sont satisfaites pour une inégalité

ax = x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) � M(p;K). Soit bx � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette

de P(G;K) telle que la fa
e F

a

induite par ax � M(p;K) soit 
ontenue dans la fa
e

F

b

induite par bx � �.

Nous allons tout d'abord montrer que b(e) = 
 pour tout e 2 Æ(V

0

; : : : ; V

p

) et un 
ertain


 2 IR. Pour 
ela, nous distinguons deux 
as. Supposons d'abord que p � 2(K � 1).

Pour i 2 f0; : : : ; pg, soit v

i

2 V

i

. Considérons les deux ensembles d'arêtes suivants :

F

1

= (

S

p

i=0

E(V

i

)) [

�

S

p�1

i=0

fv

i

v

i+1

g

�

[

�

S

l�1

i=1

fv

(i�1)(K�1)

v

i(K�1)

g

�

[ fv

p�K+1

v

p

g;

F

2

= (

S

p

i=0

E(V

i

)) [

�

S

K�3

i=0

fv

i

v

i+1

g

�

[ fv

K�2

v

K

g [

�

S

p�1

i=K�1

fv

i

v

i+1

g

�

[fv

0

v

K

g [

�

S

l�1

i=2

fv

(i�1)(K�1)

v

i(K�1)

g

�

[ fv

p�K+1

v

p

g;
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F
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1

v
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v
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v
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v
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8

v

9

v

10

v

2

v

3

v

4

v

5

v

6

v

7

v

8

v

9

v

10

v

0

v

11

v

0

v

11

v

1

v

1

Fig. 4.3 � F

1

et F

2

pour p = 11 et K = 4

ave
 l =

�

p

K�1

�

. Ces deux sous-ensembles sont illustrés par la Figure 4.3, où l'on a

rempla
é les sous-graphes 
omplets induits par les ensembles de sommets V

i

par le

sommet v

i

pour i = 0; : : : ; p. Il est fa
ile de voir que F

1

et F

2

dé�nissent des solutions

réalisables du 2ECSBR. De plus

x

F

1

(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) = x

F

2

(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) = p+ l =M(p;K);

et par 
onséquent les ve
teurs d'in
iden
e de F

1

et F

2

appartiennent à F

b

. On peut

remarquer que l'ensemble F

2

est l'ensemble F

1

dans lequel on a rempla
é les arêtes

v

0

v

K�1

et v

K�2

v

K�1

par les arêtes v

0

v

K

et v

K�2

v

K

. Il en résulte que

b(v

0

v

K�1

) + b(v

K�2

v

K�1

) = b(v

0

v

K

) + b(v

K�2

v

K

):

Comme les sommets v

i

, i = 0; : : : ; p, sont 
hoisis arbitrairement, et 
omme la numé-

rotation des ensembles de la partition est elle aussi arbitraire, il s'ensuit que pour tout

quadruplet de sommets v

i

, v

j

, v

k

et v

l

ave
 v

i

2 V

0

, v

j

2 V

K�2

, v

k

2 V

K�1

et v

l

2 V

K

,

on a

b(v

i

v

k

) + b(v

j

v

k

) = b(v

i

v

l

) + b(v

j

v

l

):

De manière similaire, en supposant que la partition est ordonnée de telle sorte que

v

i

2 V

K�1

, v

j

2 V

K

, v

k

2 V

0

et v

l

2 V

K�2

, on obtient

b(v

i

v

k

) + b(v

i

v

l

) = b(v

j

v

k

) + b(v

j

v

l

):

Ce
i 
onduit à

b(v

i

v

k

) = b(v

j

v

l

) pour tous i; j; k; l 2 f0; : : : ; pg distin
ts: (4.6)
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F

1

F

3

v

1

v

2

v

0

v

5

v

4

v

3

v

1

v

2

v

0

v

5

v

4

v

3

Fig. 4.4 � F

1

et F

3

pour p = 5 et K = 4

Considérons maintenant les arêtes v

i

v

k

et v

j

v

l

dans Æ(V

0

; : : : ; V

p

) telles que v

i

et v

j

appartiennent au même ensemble de la partition (v

i

et v

j

peuvent 
orrespondre au

même sommet). Comme p � 2(K�1) � 4, il existe deux sommets v

m

et v

n

appartenant

à deux éléments di�érents de la partition qui n'appartiennent pas aux mêmes sous-

ensembles que v

i

, v

j

, v

k

et v

l

. Par (4.6), il s'ensuit que b(v

i

v

k

) = b(v

m

v

n

) = b(v

j

v

l

). On

peut en 
on
lure que b(e) = 
 pour tout e 2 Æ(V

0

; : : : ; V

p

) et un 
ertain réel 
.

Maintenant, si p < 2(K � 1), alors l =

�

p

K�1

�

= 2, et F

1

devient

F

1

=

 

p

[

i=0

E(V

i

)

!

[

 

p�1

[

i=0

fv

i

v

i+1

g

!

[ fv

0

v

K�1

g [ fv

p�K+1

v

p

g:

En remplaçant l'arête v

p�K+1

v

p

par l'arête v

0

v

p

, on obtient l'ensemble

F

3

=

 

p

[

i=0

E(V

i

)

!

[

 

p�1

[

i=0

fv

i

v

i+1

g

!

[ fv

0

v

K�1

g [ fv

0

v

p

g:

Les ensembles F

1

et F

3

sont illustrés par la Figure 4.4.

Les ensembles F

1

et F

3

sont des solutions du 2ECSBR dont les ve
teurs d'in
iden
e

appartiennent à la fa
e F

b

et don
 b(v

0

v

p

) = b(v

0

v

P�K+1

). Comme les sommets v

i

,

i = 0; : : : ; p, sont 
hoisis arbitrairement et 
omme la numérotation des éléments de la

partition est elle aussi arbitraire, il s'ensuit que pour tout triplet de sommets v

i

, v

j

et

v

k

appartenant à di�érents ensembles de la partition, on a

b(v

i

v

j

) = b(v

i

v

k

): (4.7)

Si v

i

, v

j

, v

k

et v

l

sont quatre sommets appartenant à des éléments di�érents de la

partition, on obtient fa
ilement grâ
e à (4.7), b(v

i

v

j

) = b(v

i

v

k

) = b(v

k

v

l

). En�n, 
onsi-

dérons deux arêtes v

i

v

k

et v

j

v

l

de Æ(V

0

; : : : ; V

p

) telles que v

i

et v

j

appartiennent à un
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même ensemble de la partition ave
 v

i

6= v

j

. Comme p � K � 3, il existe un sommet

v

m

n'appartenant pas au même ensemble que v

i

, v

j

et v

k

. Par (4.7), il s'ensuit que

b(v

i

v

k

) = b(v

k

v

m

) = b(v

l

v

m

) = b(v

j

v

l

), et don
 b(e) = 
 pour tout e 2 Æ(V

0

; : : : ; V

p

) et

un 
 2 IR.

Pour 
on
lure la preuve, notons que les 
onditions du théorème impliquent que pour

toute arête e 2 E(V

i

), i 2 f0; : : : ; pg et jV

i

j � 4, F

1

n feg est une solution réalisable

du 2ECSBR, et don
 b(e) = 0.

Supposons maintenant qu'un des ensembles de la partition 
ontient exa
tement trois

sommets. Comme la numérotation des ensembles de la partition est arbitraire, on peut

supposer, s.p.d.g., que V

p

= fv

p

; v

p+1

; v

p+2

g, et soit e = v

p

v

p+2

. Considérons l'ensemble

d'arêtes

F

4

=

 

p�1

[

i=0

E(V

i

)

!

[

 

p+1

[

i=0

fv

i

v

i+1

g

!

[

 

l�1

[

i=1

fv

(i�1)(K�1)

v

i(K�1)

g

!

[ fv

p�K+3

v

p+2

g;

où l =

�

p

K�1

�

. Il n'est pas di�
ile de véri�er que les ve
teurs d'in
iden
e de F

4

et

F

4

[ feg appartiennent tout les deux à la fa
e F

a


ar (p + 1) mod (K � 1) � 2. On a

don
 x

F

4

; x

F

4

[feg

2 F

a

et par 
onséquent b(e) = 0.

Nous avons montré que b = 
a pour un réel 
. Comme E induit une solution du

2ECSBR et bx

E

> �, on a 
 > 0. Don
 x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) � M(p;K) et bx � �

dé�nissent la même fa
ette. �

Pour séparer les 
ontraintes 
y
lomatiques, nous avons développé une heuristique

basée sur l'algorithme de Barahona [5℄ (voir aussi [3℄) pour séparer les 
ontraintes

de partition (2.7). Un premier algorithme de séparation pour la 
lasse des inégalités

de partition a été développé par Cunningham [19℄ et requiert le 
al
ul de jEj 
oupes

minimums. Barahona [5℄ a montré que le problème peut se ramener au 
al
ul de jV j


oupes minimums. Ces deux algorithmes renvoient la 
ontrainte de partition la plus

violée.

Considérons les 
ontraintes suivantes obtenues à partir des 
ontraintes 
y
lomatiques

en supprimant la 
ondition d'intégrité sur le membre de droite

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) �

Kp

K � 1

: (4.8)

Il est 
lair que les inégalités (4.8) sont du type (2.7) (il su�t de poser x

0

=

K�1

K

x). De

plus, si (4.8) est violée, alors (4.5) l'est aussi. Cependant, il peut arriver que toutes les
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inégalités du type (4.8) soient satisfaites alors que des 
ontraintes 
y
lomatiques sont

violées. A�n de renfor
er les inégalités (4.8), on 
onsidère les inégalités

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

)) �

Kp

K � 1

+ � (4.9)

en 
hoisissant � =

p

100n

. Ainsi � � 0:01, et le membre de droite de l'inégalité est linéaire

en p. En 
onséquen
e, les inégalités (4.9) peuvent être séparées en temps polynomial

en utilisant, par exemple, l'algorithme de Barahona. I
i les inégalités (4.9) peuvent

être transformées en des inégalités de type (2.7) en posant x

0

=

100nK+K�1

100n(K�1)

x. Comme il

l'est signalé dans la pro
haine se
tion, la valeur de � 
onsidérée i
i donne les meilleurs

résultats pratiques.

Une se
onde heuristique, plus rapide, que nous avons développée pour séparer les


ontraintes (4.5) fon
tionne de la manière suivante. Soit �x la solution que l'on veut


ouper. On 
ontra
te les arêtes ayant une grande valeur dans �x (en parti
ulier les

arêtes e telles que �x(e) = 1) jusqu'à 
e qu'on ait soit un graphe sur p + 1 sommets,

ave
 p � K et dont le poids est <

�

Kp

K�1

�

, soit un graphe sur moins de K +1 sommets.

Notons que, selon le théorème 4.18, les inégalités 
y
lomatiques dé�nissent des fa
ettes

seulement si p � K. Si on est dans le premier 
as, alors une 
ontrainte 
y
lomatique

violée par �x est trouvée. La partition asso
iée à 
ette inégalité est donnée par le graphe

résultant où 
haque sommet 
orrespond à un élément de la partition. Cette heuristique

est de 
omplexité O(n

3

).

4.2.6 Contraintes de 
y
le-partition

Nous présentons i
i une dernière 
lasse d'inégalités valide pour P(G;K).

Théorème 4.19 Soient G = (V;E) un graphe et � = (V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V

ave
 p � K. Alors l'inégalité

�

p+ 1�

�

p

K � 1

��

x(T

�

) + x(C

�

) � 2p (4.10)

est valide pour P(G;K).

Preuve. Soit F un ensemble d'arêtes induisant une solution du 2ECSBR. Si F \T

�

=

;, 
omme p � K, F doit 
ontenir au moins 2p arêtes de C

�

et don
 le ve
teur d'in
i-

den
e de F satisfait (4.10). Supposons don
 que F \ T

�

6= ;. Noter que la 
ontrainte



68 Le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
y
les bornés


y
lomatique (4.5) peut être réé
rite de la manière suivante

x(T

�

) + x(C

�

) � p+

�

p

K � 1

�

: (4.11)

En utilisant (4.11) et le fait que x

F

(T

�

) � 1, il s'ensuit que

�

p+ 1�

�

p

K�1

��

x

F

(T

�

) + x

F

(C

�

) =

�

p�

�

p

K�1

��

x

F

(T

�

) + x

F

(T

�

) + x

F

(C

�

)

� p�

�

p

K�1

�

+ p+

�

p

K�1

�

= 2p;

et don
 l'inégalité est valide. �

Les inégalités (4.10) sont appelées 
ontraintes de 
y
le-partition. Les lemmes suivants

montrent que les seules inégalités de 
y
le-partition qui peuvent être utiles sont 
elles

pour lesquelles p = K.

Lemme 4.20 Soit F une solution du 2ECSBR. Si jF \ T

�

j � 2 alors x

F

, le ve
teur

d'in
iden
e de F , ne peut pas satisfaire (4.10) à l'égalité.

Preuve. Si jF \ T

�

j � 2, alors x

F

(T

�

) � 2. En 
ombinant 
ette inégalité ave
 (4.11),

on obtient

�

p+ 1�

�

p

K�1

��

x

F

(T

�

) + x

F

(C

�

) =

�

p�

�

p

K�1

��

x

F

(T

�

) + x

F

(T

�

) + x

F

(C

�

)

� 2

�

p�

�

p

K�1

��

+ p+

�

p

K�1

�

= 3p�

�

p

K�1

�

> 2p;

où la dernière inégalité vient du fait que p � K � 3. �

Lemme 4.21 Si p > K, alors (4.10) ne peut pas dé�nir une fa
ette de P(G;K).

Preuve. Supposons que p > K, et 
onsidérons une arête f 2 [V

1

; V

p

℄. Si (4.10)

dé�nit une fa
ette de P(G;K), 
omme elle est di�érente d'une 
ontrainte triviale, il

doit exister une solution F 
ontenant f dont le ve
teur d'in
iden
e véri�e (4.10) à

l'égalité. Par le lemme 4.20, il s'ensuit que F \ T

�

= ffg. Supposons tout d'abord que

F \ [V

i

; V

i+1

℄ = ; pour un i 2 f1; : : : p� 1g. Pour que F soit 2-arête 
onnexe, on doit

don
 avoir jF \ [V

j

; V

j+1

℄j � 2 pour j 2 f1; : : : ; p � 1g n fig et jÆ(V

0

) \ C

�

\ F j � 2.

Ce
i implique que

�

p+ 1�

�

p

K�1

��

x

F

(T

�

) + x

F

(C

�

) �

�

p+ 1�

�

p

K�1

��

+ 2 + 2(p� 2)

= 3p� 1�

�

p

K�1

�

> 2p;
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une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, F \ [V

i

; V

i+1

℄ 6= ;, pour i = 1; : : : ; p � 1. De plus, du raisonnement

pré
édent, on peut déduire que pour un i 2 f1; : : : ; p � 1g, F 
ontient exa
tement

une arête g de [V

i

; V

i+1

℄. Or le plus petit 
y
le dans F 
ontenant g doit passer par les

éléments V

1

; : : : ; V

p

; V

1

et don
 il est de longueur au moins p > K, une 
ontradi
tion.

�

En 
onséquen
e, on peut restreindre notre attention aux partitions � = (V

0

; : : : ; V

K

)

et aux 
ontraintes de 
y
le-partition 
orrespondantes. Celles-
i s'é
rivent sous la forme

(K � 1)x(T

�

) + x(C

�

) � 2K: (4.12)

Dans 
e qui suit, nous présentons des 
onditions né
essaires et su�santes pour que


es inégalités dé�nissent des fa
ettes de P(G;K).

Théorème 4.22 Soient G = (V;E) un graphe 
omplet, K � 3 et � = (V

0

; : : : ; V

K

)

une partition de V . Alors la 
ontrainte de 
y
le-partition (4.12) dé�nit une fa
ette de

P(G;K) si et seulement si

1) jV

i

j+ jV

i+1

j+ jV

j

j+ jV

j+1

j � 5 pour tous i; j 2 f0; : : : ; Kg, i 6= j, où V

K+1

= V

0

,

2) jV

i

j 6= 2 pour i = 0; : : : ; K.

Preuve. Supposons que la première 
ondition n'est pas véri�ée. Il existe alors deux

arêtes f; g 2 C

�

telles que ff; gg induise une 
oupe 
ontenant deux arêtes du graphe

G�T

�

. Tous les 
y
les utilisant f dans G�T

�

utilisent également g et sont in
lus dans

C

�

. Ils sont don
 de longueur au moins K+1. Il s'ensuit que G�T

�

ne 
ontient au
une

solution du 2ECSBR et x(T

�

) � 1 est une 
ontrainte de sous-ensemble. Par le lemme

4.20, toute solution de F dont le ve
teur d'in
iden
e appartient à la fa
e dé�nie par

(4.12) 
ontient au plus une arête de T

�

, et don
 x

F

(T

�

) = 1. Mais 
e
i implique que la

fa
e dé�nie par (4.12) est in
lue dans la fa
e dé�nie par x(T

�

) � 1. Et en 
onséquen
e

(4.12) ne peut pas dé�nir une fa
ette de P(G;K).

Si la se
onde 
ondition n'est pas véri�ée, il existe un i 2 f0; : : : ; Kg tel que V

i

= fu; vg.

On peut supposer, s.p.d.g., que i = 0 et soit ax � � la 
ontrainte (4.12). Considérons

tout d'abord le 
as où K � 4. Si ax � � dé�nit une fa
ette, il doit exister une

solution F 2 F(G) 
ontenant une arête de [V

1

; V

3

℄ tel que ax

F

= �. S'il existe un i 2

f0; 3; 4; : : : ; Kg tel que [V

i

; V

i+1

℄\F = ;, alors par les inégalités (2.3) et le lemme 4.20,

il s'ensuit que j[V

j

; V

j+1

℄\F j � 2 pour tout j 2 f0; 3; 4; : : : ; Kgnfig, et jÆ(V

2

)\C

�

\

F j � 2. Ainsi ax

F

� K�1+2K�2. Comme K > 3, on a ax

F

> 2K, une 
ontradi
tion.
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On a don
 j[V

i

; V

i+1

℄\F j � 1 pour tout i 2 f0; 3; 4; : : : ; Kg. D'une manière similaire,

on peut montrer que j[V

i

; V

i+1

℄ \ F j = 1 pour tout i 2 f0; 3; 4; : : : ; Kg. Soient f

0

2

F \ [V

0

; V

1

℄ et f

K

2 F \ [V

K

; V

0

℄. Comme le plus petit 
y
le de F 
ontenant f

0

et


ontenant également f

K

, doit passer par les ensembles V

1

; V

3

; : : : ; V

K

; V

0

et doit être

aussi de longueur � K, les arêtes f

K

et f

0

doivent être in
identes à un même sommet

de V

0

, disons u. Ce
i implique que jF \ Æ(v)j � 1, 
e qui 
ontredit le fait que F induise

un sous-graphe 
ouvrant 2-arête 
onnexe.

Supposons maintenant que K = 3. Comme ax � � est di�érente d'une 
ontrainte

triviale, il existe une solution F 2 F(G) ne 
ontenant pas l'arête uv telle que ax

F

= �.

Considérons dans un premier temps le 
as où F \T

�

= ;. Tout 
y
le de F de longueur

3 
ontenant des arêtes de C

�

passe exa
tement par deux éléments de la partition. De

plus les 
ontraintes de 
oupe impliquent que pour W = fug (W = fvg, W = V

2

) au

moins une des assertions suivantes est véri�ée : jF \ [W;V

1

℄j � 2 et jF \ [W;V

3

℄j � 2. On

a don
 jF \C

�

j � 6. Si jF \C

�

j = 6, il n'est pas di�
ile de voir qu'il existe un ensemble

de sommets W

0

tel que Æ(W

0

) \ F = ;, 
e qui est impossible. D'où jF \ C

�

j > 6, mais


e
i implique que ax

F

> �, une 
ontradi
tion. Par 
onséquent F \ T

�

6= ; et par le

lemme 4.20, on a jF \ T

�

j = 1. On peut montrer de la même manière que dans 
e 
as,

jF \ C

�

j � 5, 
e qui implique de nouveau ax

F

> �, une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que les 
onditions 1) et 2) sont satisfaites pour une inégalité

ax = (K � 1)x(T

�

) + x(C

�

) � 2K. Soit bx � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette

de P(G;K) telle que la fa
e F

a

induite par ax � 2K soit in
luse dans la fa
e F

b

induite

par bx � �. Nous allons montrer qu'il existe 
 > 0 tel que b = 
a.

Pour 
ela, nous allons d'abord montrer que b(e) = b(e

0

) pour tout e; e

0

2 C

�

. Consi-

dérons un ensemble [V

j

; V

j+1

℄ ave
 j[V

j

; V

j+1

℄j � 3. Comme les deux 
onditions sont

satisfaites, il existe au plus un i 2 f0; : : : ; Kg tel que j[V

i

; V

i+1

℄j = 1. On peut don


supposer, s.p.d.g., que j[V

i

; V

i+1

℄j � 3 pour i = 1; : : : ; K. Remarquons que l'on peut

avoir jV

0

j = jV

1

j = 1 et don
 dans 
e 
as, j 6= 0. Soient f

1

i

; f

2

i

deux arêtes �xées de

[V

i

; V

i+1

℄ pour i = 1; : : : ; K et f

1

0

2 [V

0

; V

1

℄. Comme G est 
omplet, on peut supposer

que f

1

i

et f

2

i

(f

1

i

et f

1

i+1

) sont adja
entes pour i = 1; : : : ; K. Soit

�

E =

S

K

i=0

E(V

i

). Par

la 
ondition 2), on peut supposer que jV

j+1

j � 3. On peut également supposer, s.p.d.g.,

que f

1

j

et f

2

j

sont in
identes à un sommet w de V

j

. Considérons les ensembles d'arêtes

E

1

= ff

1

1

; f

2

1

; f

1

2

; f

2

2

; : : : ; f

1

K

; f

2

K

g [

�

E;

E

2

= (E

1

n ff

1

j

g) [ ffg;

ave
 f 2 [w; V

j+1

℄ n ff

1

j

; f

2

j

g. Comme les deux graphes G(E

1

) et G(E

2

) sont 2-arête


onnexes et 
haque arête de E

1

(E

2

) appartient à un 
y
le de longueur 3, les ensembles

E

1

et E

2

sont des solutions réalisables. De plus, leurs ve
teurs d'in
iden
e appartiennent

à la fa
e dé�nie par ax = 2K. On a don
 bx

E

1

= bx

E

2

et en 
onséquen
e, b(f

1

j

) = b(f).
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Ainsi b(e) = b(e

0

) pour tout e; e

0

2 [w; V

j+1

℄. Si jV

j

j � 2, par symétrie, on obtient

également b(e) = b(e

0

) pour tout e; e

0

2 [V

j

; w

0

℄, w

0

2 V

j+1

. Il s'ensuit que b(e) = b(e

0

)

pour tout e; e

0

2 [V

j

; V

j+1

℄.

Maintenant, soient i 2 f1; : : : ; Kg et g une arête de [V

i

; V

i+2

℄ adja
ente aux arêtes

f

1

i�1

et f

1

i+2

. Notons que les arêtes g; f

1

i+2

; : : : ; f

1

i+K

forment un 
y
le de longueur K.

Considérons les ensembles

E

3

= ff

1

0

; f

1

1

; : : : ; f

1

K

; gg [

�

E;

E

4

= (E

3

n ff

1

i+1

g) [ ff

2

i

g:

Il est 
lair que E

3

et E

4

sont des solutions réalisables et que leurs ve
teurs d'in
iden
e

véri�ent la 
ontrainte ax � 2K à l'égalité. On a don
 bx

E

3

= bx

E

4

et b(f

1

i+1

) = b(f

2

i

).

Ce
i implique que b(e) = b(e

0

) pour tout e 2 [V

i

; V

i+1

℄, e

0

2 [V

i+1

; V

i+2

℄, i 2 f1; : : : ; Kg.

Il s'ensuit que

b(e) = 
 pour tout e 2 C

�

: (4.13)

Comme x

E

1

et x

E

3

appartiennent à la fa
e induite par ax = 2K, bx

E

1

= bx

E

3

. D'où

P

K

i+1

b(f

2

i

) = b(g), et par (4.13), on a b(g) = (K � 1)
.

Comme G est 
omplet, pour toute arête h 2 T

�

, il existe un 
y
le C

h

de longueur

K + 1 passant par tous les ensembles de la partition et ayant h 
omme 
orde. Notons

que C

h

\ E(V

i

) = ; pour i = 0; : : : ; K. Soit

E

h

= C

h

[ fhg [

�

E; pour tout h 2 T

�

:

L'ensemble E

h

est une solution réalisable et on a ax

E

h

= 2K pour tout h 2 T

�

. Si h

et h

0

sont deux arêtes de T

�

, on a ax

E

h

= ax

E

h

0

= 2K et don
 bx

E

h

= bx

E

h

0

. Comme

bx

C

h

= bx

C

h

0

, il s'ensuit que b(h) = b(h

0

). Ainsi on a b(e) = (K� 1)
 pour tout e 2 T

�

.

Il reste maintenant à montrer que b(e) = 0 pour tout e 2 E(V

i

), i = 0; : : : ; K.

Soit i 2 f0; : : : ; Kg tel que jV

i

j 6= 1. Par la 
ondition 2), on a alors jV

i

j � 3. Soient

e = uv 2 E(V

i

) et w 2 V

i

n fu; vg. On peut supposer, s.p.d.g., que f

1

i�1

et f

1

i

sont

in
identes au sommet w, f

2

i�1

au sommet u et f

2

i

au sommet v. Soit E

0

1

= E

1

n feg. Il

n'est pas di�
ile de voir que E

0

1

2 F(G). Comme bx

E

0

1

= bx

E

1

, on a b(e) = 0.

En résumant tous 
es résultats, nous obtenons

b(e) =

8

<

:


 pour tout e 2 C

�

;

(K � 1)
 pour tout e 2 T

�

;

0 pour tout e 2

�

E:

On a don
 b = 
a. Comme pour toute arête f 2 E, E n ffg 2 F(G), on a 
 > 0 
e qui


omplète le preuve. �
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A�n de séparer les 
ontraintes de 
y
le-partition, nous avons développé une heuris-

tique similaire à 
elle utilisée pour la séparation des 
ontraintes 
y
lomatiques. Celle-
i

se déroule en deux phases. D'abord, on 
ontra
te les arêtes de grande valeur jusqu'à


e qu'on obtienne un graphe sur K + 1 sommets. Chaque sommet de 
e graphe 
or-

respond à un élément de la partition induisant la 
ontrainte. Dans une se
onde phase,

on ordonne les éléments de la partition a�n d'obtenir une partition produisant le plus

petit membre de gau
he dans (4.12). Pour 
ela, il est utile d'avoir une partition qui

maximise le poids de C

�

. Une manière pour 
e faire peut 
onsister à 
her
her un 
y
le

hamiltonnien de poids maximum. Vu que 
e problème est NP-di�
ile, on a utilisé une

pro
édure gloutonne plus simple qui fon
tionne 
omme suit. On �xe un sommet v

0

,

qui 
orrespondra à V

0

, et on détermine un sommet v

1

tel que �x([v

0

; v

1

℄) soit maximum.

Le sommet v

1


orrespondra à V

1

. Ensuite, un sommet v

2

ave
 �x([v

1

; v

2

℄) maximum est


al
ulé et ainsi de suite jusqu'à 
e qu'on obtienne une partition ordonnée V

0

; : : : ; V

K

.

Ce
i est répété K + 1 fois en 
hangeant v

0

. On 
onsidère alors la partition donnant le

plus petit membre de gau
he dans (4.12). Si 
elui-
i a une valeur stri
tement plus petite

que 2K, on aura alors trouvé une 
ontrainte de 
y
le-partition violée. Cette heuristique

est donnée dans l'Algorithme 4.2.

4.3 Algorithme de 
oupes et bran
hements

Dans 
ette se
tion, nous présentons un algorithme de 
oupes et bran
hements pour le

problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
y
les bornés. Le but est d'appliquer

les résultats théoriques présentés dans les se
tions pré
édentes et de dé
rire quelques


hoix stratégiques qui ont été pris pour résoudre le 2ECSBR.

Pour 
ommen
er l'optimisation, on 
onsidère le programme linéaire donné par les


ontraintes de 
oupe asso
iées aux sommets du graphe, la 
ontrainte 
y
lomatique

induite par la partition triviale du graphe (où 
haque sommet du graphe 
orrespond

à un élément de la partition) et par les 
ontraintes triviales. En d'autres termes, on


onsidère le programme linéaire suivant

Min

P

e2E


(e)x(e)

s.t. x(Æ(v)) � 2; pour tout v 2 V;

x(E) �

�

nK

K�1

�

;

0 � x(e) � 1; pour tout e 2 E:

Une tâ
he importante dans un algorithme de 
oupes et bran
hements est de déter-

miner si une solution optimale de la relaxation du 2ECSBR est réalisable. Une solution
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Algorithme 4.2 Heuristique pour la séparation des 
ontraintes de 
y
le-partition

Données : une solution �x, son graphe support G

�x

= (V

�x

; E

�x

) et un entier K.

~

G = (

~

V ;

~

E) G

�x

;

tant que j

~

V j > K + 1 faire

maxedg  ;; maxval 0:0;

pour tout e 2

~

E faire

si �x(e) > maxval alors

maxval �x(e);

maxedg = e;

Soit maxedg = st;

~

G 

~

G=fs; tg;

�

�

 0, value

�

 0;

pour tout u 2

~

V faire

V

0

 

~

V n fug;

�  0; �

0

 u;

l 0; value = 0;

tant que V

0

6= ; faire

Soit v

max

2 V

0

tel que �x([�

l

; v

max

℄) = maxf�x([�

l

; v℄); v 2 V

0

g;

value value+ �x([�

l

; v

max

℄);

l l + 1; �

l

 v

max

;

V

0

 V

0

n fv

max

g;

value value+ �x([�

l

; �

0

℄);

si value > value

�

alors

value

�

 value; �

�

 �;

pour tout i; j 2 f0; : : : ; Kg tels que i+ 1 < j et j � i 6= K faire

value

�

 value

�

+ �x([�

i

; �

j

℄);

si value < 2K alors

{On a trouvé une 
ontrainte de 
y
le-partition violée}

{La partition est donné par les sommets de

~

G dans l'ordre donné dans �}

sinon

{Au
une 
ontrainte de 
y
le-partition n'a été trouvé}
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optimale �x de la relaxation est réalisable pour le 2ECSBR si elle est entière et véri�e

les 
ontraintes de 
oupe et telle que 
haque arête de G

�x

soit 
ontenue dans un 
y
le

admissible de G

�x

. Véri�er si une solution entière �x est réalisable pour le 2ECSBR peut

être e�e
tué en temps polynomial. On véri�e d'abord que 
haque arête e ave
 �x(e) = 1

appartient bien à un 
y
le admissible de G

�x

en 
al
ulant un plus 
ourt 
hemin entre

les extrémités de e. Ensuite, ave
 un par
ours en largeur, on véri�e si G

�x

est 
onnexe.

Si 
'est le 
as, 
omme 
haque arête appartient à un 
y
le, les 
ontraintes de 
oupe sont

également satisfaites.

Un autre point important dans l'e�
a
ité d'un algorithme de 
oupes et bran
hements

est le 
al
ul d'une bonne borne supérieure. Pour 
ela, on essaie de transformer 
haque

solution de la relaxation obtenue dans l'algorithme de 
oupes et bran
hements en une

solution réalisable en arrondissant à 1 toute valeur fra
tionnaire. On supprime ensuite

les arêtes qui n'appartiennent pas à un 
y
le admissible. Dans une dernière étape,

on essaie de ramener la solution F résultante en une solution de moindre poids en

supprimant répétitivement les arêtes e de plus grand 
oût de telle manière que F n feg

reste réalisable pour le 2ECSBR.

Si une solution �x, optimale pour la relaxation linéaire du 2ECSBR, n'est pas réa-

lisable, l'algorithme de 
oupes et bran
hements génère de nouvelles inégalités valides

pour P(G;K) et violées par �x. La séparation des inégalités valides est e�e
tuée dans

l'ordre suivant :

� les 
ontraintes de 
oupe,

� les 
ontraintes métriques,

� les 
ontraintes de 
y
le et les 
ontraintes de sous-ensemble,

� les 
ontraintes 
y
lomatiques,

� les 
ontraintes de 
y
le-partition.

On peut remarquer que toutes 
es inégalités sont globales (
'est-à-dire valides dans

tout l'arbre de bran
hements) et plusieurs 
ontraintes peuvent être ajoutées à 
haque

itération. De plus, nous passons à la 
lasse d'inégalités suivante seulement si nous

n'avons pas pu générer d'inégalités violées dans la 
lasse 
ourante.

Pour séparer les di�érentes inégalités, nous utilisons les algorithmes dé
rits dans la

se
tion 4.2. Tous nos algorithmes sont appliqués sur le graphe G

�x

= (V;E

�x

) où �x est

la solution 
ourante de la relaxation linéaire du 2ECSBR.

La séparation exa
te des 
ontraintes de 
oupe, pour une solution �x, peut être e�e
tuée

en utilisant l'algorithme de Gomory-Hu [42℄. Cet algorithme produit un ve
teur poids

! et 
e que l'on appelle l'arbre de Gomory-Hu ave
 la propriété que pour toute paire
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de sommets s et t de V , une 
oupe minimum par rapport à ! entre s et t dans l'arbre

est également une 
oupe minimum par rapport à �x entre s et t dans G

�x

. Pour générer


et arbre, nous utilisons l'algorithme de Gus�eld [55℄ qui requiert le 
al
ul de jV j � 1

�ots maximums. Le 
al
ul de 
haque �ot maximum est e�e
tué à l'aide de l'e�
a
e

algorithme de Goldberg et Tarjan [41℄ qui tourne en O(mn log

n

2

m

). L'algorithme exa
t

permettant de séparer les 
ontraintes de 
oupe est don
 implémenté pour tourner en

O(mn

2

log

n

2

m

).

La séparation des 
ontraintes de 
y
le et des 
ontraintes de sous-ensemble sont e�e
-

tuées simultanement. On 
al
ule tout d'abord pour une arête e = st, une (K � 1)-st-


oupe (minimum) C

e

en utilisant soit l'algorithme exa
t pour K � 4, soit l'algorithme

primal-dual pour K � 5. Si �x(C

e

) < 1, on détermine une partition � = (V

0

; : : : ; V

K

)

par un par
ours en largeur à partir de s du graphe induit par E

�x

n (C

e

[ feg). Si

jV

K

j � 2, on 
onsidère la partition �

0

= (V

0

0

; : : : ; V

0

K

) où V

0

j

= V

j

pour j = 0; : : : ; K�2,

V

0

K�1

= V

K�1

[ (V

K

n ftg) et V

0

K

= ftg. L'idée 
a
hée derrière 
e
i est d'obtenir une


ontrainte de 
y
le qui, par le théorème 4.8, peut dé�nir une fa
ette. S'il existe un

i 2 f0; : : : ; K � 1g tel que jV

0

i

j = jV

0

i+1

j = 1, alors par la remarque 4.13, x(T

�

0

) � 1 est

une 
ontrainte de sous-ensemble violée. Notons que 
ette inégalité domine la 
ontrainte

de 
y
le x(T

e

�

0

) � x(e). Si 
e
i n'est pas le 
as et si nous avons �x(T

e

�

0

) < �x(e), alors

la 
ontrainte de 
y
le asso
iée à �

0

et e est violée. De plus, 
ette 
ontrainte dé�nit

une fa
ette de P(G;K). On e�e
tue 
ette pro
édure uniquement pour les arêtes e ave


�x(e) � 0:5. Si �x(e) est faible, il y a peu de 
han
e d'obtenir une 
ontrainte de 
y
le

violée asso
ée à e. Cet algorithme tourne en O(n

3

) si K � 4 et en O(n

4

) si K � 5.

Pour la séparation des 
ontraintes 
y
lomatiques, nous utilisons d'abord l'heuris-

tique basée sur la 
ontra
tion d'arêtes. Si au
une 
ontrainte violée n'est trouvée, nous

essayons alors de générer des 
ontraintes en utilisant la pro
édure basée sur l'algorithme

de Barahona [5℄ pour les 
ontraintes de partition. Ces deux algorithmes produisent une

partition � = (V

0

; : : : ; V

p

) ave
 p � K. Pour tout i 2 f0; : : : ; pg tel que jV

i

j = 2

(jV

i

j = 3 et (p + 1) mod (K � 1) � 1), on 
onsidère la partition obtenue à partir de �

en remplaçant V

i

par autant d'éléments dans la nouvelle partition qu'il y a de sommets

dans V

i

. Par le théorème 4.18, la 
ontrainte 
y
lomatique donnée par 
ette dernière

partition domine 
elle produite par �.

En résolvant des instan
es du 2ECSBR, nous avons remarqué que la séparation des


ontraintes de 
oupe utilisant l'algorithme exa
t de Gus�eld né
essite beau
oup de

temps. Pour 
ela, nous avons adopté la stratégie d'utiliser 
et algorithme seulement

si au
une autre 
ontrainte de n'importe quel type n'a pu être trouvée en utilisant les

algorithmes présentés pré
édemment.
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Pour sto
ker les 
ontraintes générées, nous avons 
réé un pool dont la taille augmente

dynamiquement. Toute 
ontrainte générée est ajoutée au pool. Les 
ontraintes du pool

sont dynamiques, 
e
i signi�e qu'elles peuvent être enlevées de la relaxation linéaire


ourante si elles ne sont plus a
tives. On sépare en premier lieu les inégalités du pool. Si

toutes 
es inégalités sont satisfaites par la solution 
ourante de la relaxaion linéaire du

2ECSBR, alors nous séparons les 
lasses d'inégalités dans l'ordre donné pré
édemment.

4.4 Résultats expérimentaux

L'algorithme de 
oupes et bran
hements dé
rit dans la se
tion pré
édente a été im-

plémenté en C++, et utilise BCP [70℄ pour gérer l'arbre de bran
hements et CPLEX

7.1 
omme solveur linéaire. Il a été testé sur un Pentium IV 
aden
é à 1.7 GHz ave
 1

Go de RAM et tournant sous Linux. On a �xé le temps maximum de 
al
ul à 5 heures

pour 
haque instan
e.

Le paquetage BCP est un ensemble de méthodes permettant d'implémenter un algo-

rithme de 
oupes et bran
hements ainsi que la génération de 
olonnes. A des �ns de

portabilité, d'e�
a
ité et de fa
ilité d'utilisation, 
e paquetage a été développé dans

le langage de programmation C++ en respe
tant les 
on
epts de l'appro
he orientée

objet. Ainsi, BCP se présente sous la forme d'un ensemble de 
lasses et de méthodes.

Celles-
i gèrent, à l'aide de quatre modules, l'arbre de bran
hement, la résolution de

programmes linéaires, et la génération de 
oupes et de 
olonnes. De plus, BCP gère

lui-même l'interfa
e entre l'algorithme de 
oupes et bran
hements, et le solveur linéaire

(i.e. CPLEX). Par les te
hniques de l'héritage et de la sur
harge de méthodes prove-

nant de la 
on
eption orientée objet, le travail de l'utilisateur 
onsiste à réé
rire les

algorithmes spé
i�ques à son problème (séparation des 
ontraintes, test de réalisabi-

lité, ...). Celui-
i garde 
ependant un 
ontr�le sur l'ensemble de l'algorithme de 
oupes

et bran
hements par l'intermédiaire de paramètres lui permettant de faire fa
ilement

di�érents 
hoix de stratégies.

Les résultats présentés 
i-après 
on
ernent des instan
es réelles ainsi que des instan
es

générées aléatoirement. Les instan
es 
onsistent en des graphes simples 
omplets ave


des 
oûts sur les arêtes 
orrespondant à la distan
e Eu
lidienne arrondie à l'entier

supérieur. Les tests ont été e�e
tués pour des bornes K = 3; 4; 5; 6; 7; 10; 13; 16.

En pratique, les bornes ne dépassent généralement pas 5. Les instan
es réelles pro-

viennent du réseau de l'opérateur de télé
ommuni
ations belge Belga
om (52 sommets)

et de sous-ensembles de 
es sommets. Les instan
es aléatoires sont générées sur 10 à

50 sommets, et 
inq instan
es de 
haque taille sont testées. De plus, a�n de tester
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l'e�
a
ité des 
ontraintes de 
y
le et des 
ontraintes de 
y
le-partition, nous avons

résolu des instan
es sans générer 
es deux types de 
ontraintes. Les données des ins-

tan
es aléatoires générées pour tester le problème sont a

essibles à la page Internet

http://www.poms.u
l.a
.be/sta�/bf/en/2e
nbm/data.html.

Dans les di�érents tableaux, les entrées sont :

jV j : Nombre de sommets du problème.

K : Borne sur les 
y
les.

Cu : Nombre de 
ontraintes de 
oupe générées.

Cy : Nombre de 
ontraintes de 
y
le générées.

Me : Nombre de 
ontraintes métriques générées.

Su : Nombre de 
ontraintes de sous-ensemble générées.

C
 : Nombre de 
ontraintes 
y
lomatiques générées.

Cp : Nombre de 
ontraintes de 
y
le-partition générées.

No : Nombre de n÷uds dans l'arbre de bran
hements.

o/p : Nombre de problèmes résolus à l'optimum sur

le nombre d'instan
es testées (uniquement pour les instan
es aléatoires).

Gap1 : E
art relatif entre la meilleure borne supérieure (UB) et la

borne inférieure obtenue à la ra
ine de l'arbre de bran
hement

sans ajout de 
ontraintes de 
y
le et de 
ontraintes de 
y
le-partition.

Gap2 : E
art relatif entre UB et la borne inférieure

obtenue à la ra
ine de l'arbre de bran
hement.

Gt : E
art relatif entre UB et la meilleure borne inférieure trouvée.

CPU : Temps total.

Le tableau 4.1 rapporte les résultats obtenus pour les instan
es réelles alors que le

tableau 4.2 présente les résultats pour les problèmes générés aléatoirement.

On peut remarquer que pour 20 sommets ou moins, tous les problèmes ont été résolus

à l'optimum. De plus, pour K = 3, toutes les instan
es ont été résolues dans le temps

imparti. En 
omparant 
es résultats ave
 
eux de [36℄, il apparait que la version arête-


onnexe est plus fa
ile à résoudre que 
elle sommet-
onnexe quand K = 3. Cependant,

pour 4 � K � 7 et des instan
es ave
 plus de 30 sommets, le 
as 2-arête 
onnexe semble

plus di�
ile à résoudre. En fait, seules quelques instan
es de 
e type ont pu être résolues

en moins de 5 heures. Pour les instan
es réelles de 52 sommets et 4 � K � 7, on obtient

un gap �nal moyen de 5:26%. Pour les instan
es aléatoires sur 50 sommets, 
e gap moyen

est de 6:93%. Une augmentation similaire peut être observée sur les instan
es sur 30

sommets. Ainsi, il semblerait que les instan
es réelles soient plus fa
iles à résoudre que

les instan
es aléatoires.
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jV j K Cu Cy Me Su C
 Cp No Gap2 Gt CPU

12 3 2 4 6 2 1 1 1 0:00 0:00 0 : 00 : 00

17 3 13 43 41 15 11 6 7 0:51 0:00 0 : 00 : 01

30 3 30 91 50 18 49 17 41 0:58 0:00 0 : 00 : 10

52 3 101 681 426 84 895 124 3015 1:33 0:00 0 : 42 : 36

12 4 4 24 24 16 5 0 5 0:52 0:00 0 : 00 : 00

17 4 21 119 88 28 11 0 45 1:76 0:00 0 : 00 : 02

30 4 111 6676 3437 514 293 81 8723 3:67 0:00 0 : 55 : 07

52 4 141 6028 2325 251 796 117 4653 5:30 3:67 5 : 00 : 00

12 5 14 24 24 37 5 0 9 1:77 0:00 0 : 00 : 00

17 5 28 97 42 103 16 2 29 2:21 0:00 0 : 00 : 01

30 5 159 20487 5157 5597 525 140 32327 4:63 0:86 5 : 00 : 00

52 5 134 6151 1302 1144 619 49 4451 7:17 5:27 5 : 00 : 00

12 6 7 5 8 15 7 0 7 0:72 0:00 0 : 00 : 00

17 6 9 7 11 26 6 2 1 0:00 0:00 0 : 00 : 00

30 6 143 17670 3156 11446 331 65 25811 5:17 1:36 5 : 00 : 00

52 6 121 6712 791 1840 349 12 3035 7:32 5:69 5 : 00 : 00

12 7 22 23 43 142 9 0 29 1:84 0:00 0 : 00 : 00

17 7 30 102 78 228 12 0 39 2:81 0:00 0 : 00 : 02

30 7 108 3627 419 4333 93 0 2545 3:14 0:00 0 : 17 : 42

52 7 146 7745 644 4121 268 0 3113 8:08 6:39 5 : 00 : 00

12 10 4 0 20 0 6 0 11 0:83 0:00 0 : 00 : 00

17 10 2 0 0 0 2 0 1 0:00 0:00 0 : 00 : 00

30 10 81 606 209 1620 22 0 293 1:41 0:00 0 : 00 : 57

52 10 126 6058 211 11138 111 1 3701 6:49 4:99 5 : 00 : 00

17 13 2 0 0 0 3 1 1 0:00 0:00 0 : 00 : 00

30 13 62 227 143 1452 7 0 127 0:92 0:00 0 : 00 : 20

52 13 161 6364 228 26030 62 0 3229 6:66 3:60 5 : 00 : 00

17 16 2 0 0 0 3 0 1 0:00 0:00 0 : 00 : 00

30 16 89 490 964 4848 20 0 535 2:03 0:00 0 : 01 : 10

52 16 155 3724 183 20931 67 0 1747 2:44 1:14 5 : 00 : 00

Tab. 4.1 � Résultats des instan
es réelles
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jV j K Cu Cy Me Su C
 Cp No o/p Gap1 Gap2 Gt CPU

10 3 3:8 9:0 9:8 6:0 4:2 2:8 3:0 5=5 1:32 0:44 0:00 0 : 00 : 00

20 3 13:0 27:4 19:8 11:0 9:0 7:0 3:4 5=5 1:39 0:15 0:00 0 : 00 : 00

30 3 28:2 98:2 59:8 20:6 33:4 14:8 36:6 5=5 1:80 0:83 0:00 0 : 00 : 08

40 3 53:4 311:0 175:8 40:0 192:4 53:6 1175:8 5=5 3:06 1:31 0:00 0 : 05 : 55

50 3 80:6 776:0 468:4 101:2 710:0 204:6 8053:8 5=5 3:01 1:88 0:00 1 : 28 : 13

10 4 6:6 16:2 18:0 12:2 5:8 2:6 9:4 5=5 1:71 1:26 0:00 0 : 00 : 00

20 4 40:8 1066:0 507:8 120:8 56:0 31:2 551:0 5=5 4:78 3:37 0:00 0 : 01 : 07

30 4 105:0 16707:6 7316:2 914:6 397:8 172:4 22925:4 1=5 7:19 5:72 1:14 4 : 49 : 59

40 4 126:2 10328:8 4098:6 616:2 568:2 168:0 13345:0 0=5 8:55 6:35 2:40 5 : 00 : 00

50 4 123:6 6585:6 2364:2 350:6 668:4 109:0 6466:6 0=5 10:43 7:87 5:06 5 : 00 : 00

10 5 5:0 6:6 9:0 17:2 3:6 0:4 6:2 5=5 1:16 0:89 0:00 0 : 00 : 00

20 5 49:4 2478:6 732:0 1101:8 77:8 28:8 2891:8 5=5 6:37 4:39 0:00 0 : 05 : 49

30 5 108:2 17383:6 3512:8 3949:6 368:6 75:6 18396:2 1=5 7:27 6:09 1:57 4 : 24 : 57

40 5 131:6 11380:0 2111:8 2156:2 457:2 65:4 9775:4 0=5 9:45 7:94 4:71 5 : 00 : 00

50 5 123:2 7240:8 1139:2 1206:8 474:8 55:8 4050:2 0=5 10:38 9:78 7:01 5 : 00 : 00

10 6 9:8 2:8 19:6 51:0 6:2 0:6 9:0 5=5 2:74 2:70 0:00 0 : 00 : 00

20 6 58:0 2413:6 507:2 2105:0 60:8 17:0 2472:6 5=5 5:33 4:46 0:00 0 : 06 : 33

30 6 110:0 17946:4 2536:2 9337:0 232:8 20:6 14776:6 1=5 7:48 6:88 2:37 4 : 43 : 21

40 6 127:0 12085:2 1317:0 4560:8 281:2 35:8 7021:0 0=5 9:99 9:15 5:85 5 : 00 : 00

50 6 121:8 7495:8 741:2 2395:8 270:6 19:8 2711:8 0=5 10:91 10:53 8:19 5 : 00 : 00

10 7 6:2 0:4 14:2 37:6 4:0 0:2 9:0 5=5 1:36 1:25 0:00 0 : 00 : 00

20 7 45:8 910:8 166:0 1049:0 34:2 8:4 625:4 5=5 3:73 3:38 0:00 0 : 01 : 04

30 7 119:6 16455:2 1953:2 16711:6 203:4 6:0 16300:6 0=5 6:19 5:64 1:69 5 : 00 : 00

40 7 137:0 13231:8 1035:8 8448:8 239:2 20:4 6652:6 0=5 7:67 7:61 4:24 5 : 00 : 00

50 7 127:6 8159:6 530:8 4238:0 206:8 12:2 2712:6 0=5 9:77 9:49 7:45 5 : 00 : 00

10 10 2:8 0:0 0:0 0:0 1:4 0:0 1:0 5=5 0:00 0:00 0:00 0 : 00 : 00

20 10 40:2 480:8 117:6 1944:4 25:2 1:4 601:0 5=5 2:30 2:50 0:00 0 : 00 : 45

30 10 122:2 9110:8 753:8 28861:8 113:4 0:8 7852:6 4=5 3:79 3:81 0:14 2 : 57 : 21

40 10 154:2 12217:8 673:8 21737:4 152:2 0:8 6181:8 1=5 4:16 6:24 3:11 4 : 41 : 58

50 10 152:8 10722:8 400:0 16278:2 120:0 1:6 3177:8 0=5 6:45 6:35 4:46 5 : 00 : 00

20 13 25:6 86:8 183:6 812:8 14:0 0:2 130:2 5=5 1:72 1:72 0:00 0 : 00 : 06

30 13 80:6 1427:6 220:6 7718:4 38:0 0:4 769:4 5=5 2:50 2:24 0:00 0 : 05 : 36

40 13 155:2 7688:4 515:6 32764:8 143:6 0:8 5373:4 2=5 4:63 4:61 2:19 4 : 00 : 09

50 13 175:0 10648:2 328:0 30746:6 105:4 0:4 3961:8 0=5 4:59 4:55 2:81 5 : 00 : 00

20 16 18:8 1:8 67:0 121:4 8:4 0:2 13:0 5=5 0:61 0:60 0:00 0 : 00 : 01

30 16 88:2 885:4 306:6 7535:8 56:0 0:4 610:2 5=5 2:57 2:41 0:00 0 : 03 : 52

40 16 141:8 3743:8 335:2 24970:8 100:4 0:2 2433:8 4=5 3:51 3:66 1:26 1 : 32 : 27

50 16 184:4 8520:6 266:8 43858:0 92:0 0:4 3611:0 0=5 3:23 3:24 1:57 5 : 00 : 00

Tab. 4.2 � Résultats des instan
es aléatoires
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jV j K Cu Cy Me Su C
 Cp No Gap2 Gt CPU

30 3 32 0 134 22 66 0 93 0:93 0:00 0 : 00 : 20

52 3 103 0 1187 104 1220 0 6505 1:99 0:00 1 : 28 : 12

30 4 119 0 9687 983 435 0 16183 5:66 0:00 1 : 45 : 07

53 4 146 0 5109 572 816 0 8555 7:31 5:48 5 : 00 : 00

30 5 152 0 14900 8797 670 0 37329 5:13 0:80 5 : 00 : 00

52 5 144 0 4156 2923 649 0 5975 9:02 6:73 5 : 00 : 00

30 6 171 0 8361 17601 287 0 33919 5:89 1:50 5 : 00 : 00

52 6 150 0 3163 5844 383 0 4385 7:93 6:13 5 : 00 : 00

Tab. 4.3 � Résultats des intan
es réelles sans les 
ontraintes (4.1) et les 
ontraintes

(4.10)

Dans 
ha
un des deux tableaux, un nombre signi�
atif de 
ontraintes de 
y
le et

de 
ontraintes de 
y
le-partition a été généré pour la plupart des instan
es ave
 30

sommets et plus, quand K � 6. A�n d'évaluer l'impa
t de 
es inégalités sur les per-

forman
es de notre algorithme, nous avons résolu 
ertaines instan
es réelles ave
 30

et 52 sommets et K = 3; 4; 5; 6 sans l'utilisation de 
es 
ontraintes. Les résultats ob-

tenus sont donnés dans le tableau 4.3. On remarque que les instan
es ave
 K = 3; 4,

qui sont résolues à l'optimum en utilisant les 
ontraintes de 
y
le et les 
ontraintes de


y
le-partition, sont également résolues à l'optimum sans l'utilisation de 
es inégalités,

mais le temps de 
al
ul et la taille de l'arbre de bran
hement ont plus que doublé.

Pour les autres instan
es, 
omme 
ela apparait des tableaux 4.1 et 4.3, l'utilisation de


es inégalités a permis de réduire le gap total d'environ 18%. Cette amélioration peut

également être observée pour les instan
es aléatoires en 
omparant l'é
art relatif entre

la meilleure solution trouvée et les bornes inférieures obtenues à la ra
ine de l'arbre

de bran
hement ave
 (Gap2) et sans (Gap1) l'utilisation de 
es inégalités. On peut

remarquer que 
ette erreur relative augmente de 24% si les 
ontraintes de 
y
le et

les 
ontraintes de 
y
le-partition ne sont pas rajoutées. Cependant, pour les instan
es

ave
 K � 7, le gain est moins signi�
atif. Ces inégalités semblent don
 jouer un r�le


entral dans la résolution du 2ECSBR ave
 de petites bornes. Pour de grandes bornes,

les 
ontraintes de sous-ensemble semblent plus e�
a
es. En fait, on peut remarquer

pour 
es problèmes que le nombre de 
ontraintes de sous-ensemble générées est, de

manière signi�
ative, plus grand que 
elui du nombre de 
ontraintes de 
y
le. Ainsi,

notre heuristique pour séparer 
es inégalités semble assez e�
a
e.

En�n, on peut noter que les problèmes quand K � 10 sont plus fa
iles à résoudre. La

plupart des instan
es sur 30 sommets et quelques unes sur 40 sommets ont été résolues

à l'optimum. Ce
i est dû au fait que pour des grandes valeurs de K, le 2ECSBR est très

pro
he du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe qui peut être résolu e�
a
ement

(pour la taille des graphes 
onsidérés dans 
es expérimentations) en n'utilisant que les
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ontraintes de 
oupe.

A�n d'illustrer nos résultats, nous allons donner quelques solutions obtenues à l'aide

de notre algorithme de 
oupes et bran
hements.

Comme nous l'avons déjà mentionné, les instan
es ave
 une borne K = 3 semblent

plus fa
iles à résoudre. En e�et, nous avons obtenu une solution optimale pour la plus

grande instan
e réelle de 52 sommets dont on dispose, quand K = 3. La solution est

donnée par la �gure 4.5.

La �gure 4.6 donne les solutions optimales obtenues pour l'instan
e réelle de 30

sommets ave
 des bornes égales à 4, 7, 10 et 16. Quant à la �gure 4.7, elle montre les

meilleures solutions trouvées au bout de 5 heures (et don
, sans garantie d'optimalité)

pour 
ette même instan
e quand K = 5; 6.

Remarquons d'abord que la stru
ture des solutions pour des bornes égales à 10 et
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K = 4

K = 10

K = 7

K = 16

Fig. 4.6 �
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K = 5 K = 6

Fig. 4.7 �

16 sont très pro
hes. On peut également noter que 
es deux solutions ne 
ontiennent

que très peu de 
y
les. Leur stru
ture ressemble don
 à 
elle d'une solution optimale

du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe (TECSP). Ce
i peut être expliqué par le

fait que si K est su�sament grand (K � jV j), alors le 2ECSBR n'est rien d'autre que

le TECSP.

Maintenant, en observant les solutions 
orrespondant aux bornes 4 et 7, on peut

remarquer que la stru
ture di�ère beau
oup plus. En parti
ulier, le nombre de 
y
les

ainsi que le nombre de sommets d'arti
ulation (sommet qui dé
onne
te le graphe lors-

qu'on le supprime) diminuent de manière signi�
ative quand la borne passe de 4 à 7.

Ce
i peut venir du fait qu'une petite borne semble plus 
ontraignante au niveau de la

topologie d'un réseau qu'une borne, par exemple, supérieure à 7.

Considérons maintenant les solutions de la �gure 4.7. Celles-
i 
on
ernent la même

instan
e (ave
 30 sommets) ave
 respe
tivement K = 5 et K = 6. On peut voir que

la solution, quand K passe de 4 à 5, de 5 à 6 ou de 6 à 7, ne subit pas de grosses

modi�
ations. Ce
i est naturel puisque la taille du 
y
le n'augmente que d'une unité.

Puisque les solutions pour K = 4 et 7 sont optimales, on peut éventuellement en


on
lure que les solutions pour K = 5 et 6, qui sont obtenues au bout de 5 heures de


al
ul, sont très pro
hes de l'optimum. Cette observation est 
onfortée par le gap �nal

(é
art relatif entre la meilleure solution trouvée et la borne inférieure) reporté dans le

tableau 4.1. On peut ainsi a�rmer que l'algorithme de 
oupes et bran
hements que
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nous avons implémenté reste une bonne heuristique lorsque nous atteignons la limite

de temps de 5 heures pour des instan
es de 
ette taille. Par 
ontre, le 
hangement est

beau
oup plus net quand la borne passe de 4 à 7. Ce type de transformation dans les

solutions est beau
oup moins visible quand l'é
art entre les bornes est presque le même

mais la borne plus importante, 
omme par exemple quand K passe de 10 à 16 (voir

�gure 4.7).

En�n, on peut s'aper
evoir que, dans les solutions 
on
ernant des bornes assez petites

(3 et 4), il existe, entre 
ertaines paires de sommets, des 
hemins relativement longs.

L'idée serait, dans 
e 
as, d'imposer une borne sur la longueur des 
hemins. Ce
i fait

l'objet du 
hapitre suivant.

4.5 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons dis
uté du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe

où 
haque arête doit appartenir à un 
y
le de 
ardinalité bornée. A�n de formuler


e problème sous la forme d'un programme linéaire en nombres entiers, nous avons

introduit la 
lasse des 
ontraintes de 
y
le. Intervenant dire
tement dans la formulation

du problème, 
ette 
lasse d'inégalités à fait l'objet d'une étude appronfondie. En e�et,

nous avons donné des 
onditions né
essaires et su�santes pour que 
es 
ontraintes

dé�nissent des fa
ettes du polytope asso
ié. Nous avons également dis
uté du problème

de séparation de 
es inégalités. Nous avons montré que 
e problème peut se résoudre

en temps polynomial lorsque la borne sur les 
y
les ne dépasse pas 4. Nous avons

également dis
uté et introduit d'autres 
lasses de 
ontraintes valides. Pour 
ertaines

d'entres elles, nous avons donné des 
onditions né
essaires et su�santes pour qu'elles

dé�nissent des fa
ettes. Pour développer un algorithme de 
oupes et bran
hements

pour le problème, nous avons élaboré, pour 
es 
lasses d'inégalités, des algorithmes de

séparation. Nos expérimentations ont montré que le problème du sous-graphe 2-arête


onnexe ave
 des 
y
les bornés semble di�
ile à résoudre pour des bornes 
omprises

entre 4 et 7. On a également pu estimer l'e�et des 
ontraintes de 
y
le et des 
ontraintes

de 
y
le-partition dans notre algorithme.

Il serait intéressant maintenant d'étendre les résultats de 
e 
hapitre à des problèmes

de 
on
eption de réseaux plus généraux. En e�et, la 
ontrainte sur les 
y
les bornés

devrait être 
onsidérée pour le problème du sous-graphe k-arête 
onnexe ou le problème

plus général de 
on
eption de réseaux où 
haque sommet v est muni d'un type de


onnexité r(v) et le problème est de déterminer un sous-graphe de 
oût minimum tel
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qu'entre 
haque paire de sommets s; t, il existe au moins min(r(s); r(t)) 
haînes arête-

disjointes.
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Chapitre 5

Le problème des deux 
hemins

arête-disjoints de longueur bornée

Dans 
e 
hapitre, nous allons étudier le problème des 
hemins arête-disjoints de

longueur bornée entre des paires de terminaux dans un graphe non orienté. Nous allons

nous intéresser en parti
ulier au 
as où le graphe 
omporte une seule paire de terminaux.

Après l'introdu
tion de 
e problème et de quelques problèmes liés étudiés dans la

littérature, nous donnerons une formulation de 
e problème sous forme d'un programme

linéaire en nombres entiers. Nous étudierons le polytope asso
ié à 
e problème et nous

donnerons une des
ription 
omplète minimale de 
e polytope quand la longueur est

au plus 3. Nous dis
uterons en�n de quelques extensions de 
es résultats au problème

général. Ce travail, réalisé en 
ollaboration ave
 David Huygens, a fait l'objet de l'arti
le

[57℄.

5.1 Introdu
tion

Soient G = (V;E) un graphe, s et t deux sommets de V et L un entier. On appelle

L-st-
hemin un 
hemin entre s et t de longueur au plus L. Si on asso
ie à 
haque arête

e 2 E un 
oût 
(e), le problème des deux 
hemins arête-disjoints de longueur bornée

(THPP) 
onsiste à trouver deux L-st-
hemins arête-disjoints de 
oût minimum. Soit

P (G;L) = 
onvfx

F

2 IR

m

j (V; F ) dé�nit une solution du THPPg;

le polytope asso
ié à 
e problème.
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Une st-
oupe est une 
oupe Æ(W ) telle que s 2 W et t 2 V nW . Il est 
lair que les


ontraintes suivantes sont valides pour P (G;L).

0 � x(e) � 1 pour tout e 2 E; (5.1)

x(Æ(W )) � 2 pour toute st-
oupe Æ(W ): (5.2)

Les inégalités (5.2) sont appelées 
ontraintes de st-
oupe.

Dans [21℄, Dahl 
onsidère le problème 
onsistant à trouver un 
hemin de 
oût mini-

mum entre deux sommets donnés du graphe de longueur au plus L. Il dé
rit une 
lasse

d'inégalités valides pour le polytope asso
ié à 
e problème de la manière suivante. Soit

V

0

; : : : ; V

L+1

une partition de V en L+2 éléments non vides telle que s 2 V

0

et t 2 V

L+1

.

Soit T l'ensemble des arêtes e = uv 2 E telles que u 2 V

i

, v 2 V

j

et ji� jj > 1. Alors

l'inégalité

x(T ) � 1 (5.3)

est valide pour le polytope des L-st-
hemins. On peut fa
ilement étendre 
ette 
ontrainte

à notre problème. En e�et, 
ha
un des deux L-st-
hemins doit utiliser une arête de T .

Comme 
es deux 
hemins sont arête-disjoints, la 
ontrainte

x(T ) � 2 (5.4)

est valide pour le polyèdre asso
ié au THPP. L'ensemble T est appelé une L-st-
oupe

et les inégalités du type (5.4) sont appelées 
ontraintes de L-st-
oupe. On peut noter

qu'il y a un ordre dans l'ensemble des éléments de la partition. Ainsi, si on intervertit

le r�le d'un ensemble V

i

ave
 
elui d'un ensemble V

j

, alors, on obtient une nouvelle


ontrainte du type (5.4). On pose

Q(G;L) = fx 2 IR

m

j x véri�e (5.1), (5.2), (5.4)g:

Malgré les intéressantes appli
ations de 
e problème, le THPP n'a en
ore, à notre


onnaissan
e, jamais été étudié. En revan
he, plusieurs problèmes qui lui sont liés ont

été dernièrement abordés. Dans [21℄, Dahl étudie le polytope des 
hemins de longueur

bornée. Il montre que 
elui-
i est entièrement dé
rit par les inégalités (5.1)-(5.3) lorsque

la borne sur les 
hemins ne dépasse pas 3.

Dans [23℄, Dahl et Johannessen 
onsidèrent le problème de 
on
eption de réseaux

suivant. Etant donnés un graphe G = (V;E), un ensemble de demandes D � V

2

et

un 
oût sur les arêtes, trouver un sous-graphe de G de 
oût minimum tel qu'entre


haque paire de sommets dans D, il existe au moins un 
hemin n'utilisant qu'une ou

deux arêtes. Ils montrent que 
e problème est NP-di�
ile. Ils donnent une formulation
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de 
e problème en un programme linéaire en nombres entiers et dé
rivent des 
lasses

d'inégalités valides pour le polytope asso
ié au problème. Ils dé
rivent également un

algorithme de 
oupes pour 
e problème et présentent quelques résultats numériques.

Le problème de trouver un arbre 
ouvrant de poids minimum d'un graphe G tel que


haque n÷ud soit à une distan
e d'au plus H (en termes d'arêtes) d'une ra
ine don-

née, à été largement étudié [20, 43, 44, 48℄. Ce problème est NP-di�
ile même pour

H = 2 [20℄. Gouveia [43℄ donne une formulation du problème en termes de multi�ots. Il

dis
ute également d'une relaxation Lagrangienne améliorant la borne obtenue à partir

d'un programme linéaire. Gouveia [48℄ et Gouveia et Requejo [44℄ 
onsidèrent la ver-

sion Steiner du problème et dis
utent de 
ertaines appro
hes basées sur la relaxation

Lagrangienne. Dans [20℄, Dahl étudie le problème lorsque H = 2 d'un point de vue

polyédral. Il donne une des
ription 
omplète du polytope asso
ié lorsque le graphe est

une roue. Gouveia et Jansen dis
utent dans [45℄ d'un problème plus général. Dans leur

modèle, deux types de liens peuvent être utilisés pour relier deux terminaux, 
ha
un de


es types ayant une probabilité de panne di�érente. Le problème 
onsiste à déterminer

un arbre 
ouvrant du graphe de poids minimum tel qu'un 
hemin entre un sommet

ra
ine, �xé, de l'arbre et tout autre n÷ud du réseau, ne dépasse pas une longueur H,

et ait une probabilité de tomber en panne inférieure ou égale à un 
ertain seuil. Ils

formulent le problème 
omme un problème de multi�ots et ils utilisent une relaxation

Lagrangienne 
ombinée ave
 un algorithme de sous-gradient pour obtenir des bornes

inférieures. Dans [46, 47℄, Gouveia et Magnanti 
onsidèrent le problème où l'on 
her
he

un arbre 
ouvrant de poids minimum dont le diamètre n'ex
ède pas une 
ertaine valeur

(le diamètre d'un graphe est la plus grande distan
e entre deux sommets du graphe).

Ils présentent des formulations de multi�ots et dis
utent de 
ertains résultats expéri-

mentaux.

Dans le 
adre de 
e problème, Dahl et Gouveia [22℄ étudient le sous-problème de

trouver entre deux sommets donnés, un 
hemin de poids minimum ayant au plus K

arêtes. Ils dé
rivent plusieurs 
lasses d'inégalités valides et montrent que 
ertaines de


es inégalités su�sent pour 
ara
tériser le polyèdre des solutions quand K � 3. Ils

dis
utent également de l'appli
ation de 
es résultats au problème qui 
onsiste à trouver

un arbre 
ouvrant minimum dont la distan
e entre 
haque n÷ud et la ra
ine est bornée.

Dans [15℄, Coullard, Gamble et Liu étudient la stru
ture du polytope asso
ié aux st-


hemins de longueur L dans le 
as où les 
hemins peuvent passer plus d'une fois par

un même n÷ud. Ils présentent une formulation étendue du problème et utilisent la

proje
tion pour dé
rire le polyèdre asso
ié. Ils dis
utent également de 
ertaines 
lasses

d'inégalités dé�nissant des fa
ettes du polyèdre.

Itai, Perl et Shiloa
h [58℄ étudient la 
omplexité de plusieurs variantes du problème



90 Le problème des deux 
hemins arête-disjoints de longueur bornée


onsistant à trouver le nombre maximum de L-st-
hemins disjoints entre deux sommets

s et t. Ils montrent que 
es problèmes sont NP-
omplets quand L � 5 et polynomiaux

pour 
ertaines variantes quand L � 4. En parti
ulier, ils dé
rivent un algorithme poly-

nomial pour le 
as où les 
hemins doivent être sommet-disjoints (resp. arête-disjoints)

et K � 4 (resp. K � 3). Dans [9℄, Bley donne des algorithmes pour le 
al
ul de


hemins arête et sommet-disjoints de longueur bornée. Il montre en parti
ulier que le

problème de dé
ision 
onsistant à déterminer s'il existe un nombre donné de 
hemins

arête-disjoints de longueur égale à 3 entre deux sommets est polynomial. Ce dernier

résultat répond à une question restée ouverte dans [58℄.

Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons étudier le polytope P (G;L). Nous donnons

tout d'abord une formulation du problème lorsque L � 3 et nous dé
rivons le polytope

P (G;L) dans 
e 
as. Nous présentons ensuite quelques propriétés stru
turales des fa-


ettes de P (G;L). Ces propriétés seront utilisées par la suite pour démontrer le résultat

prin
ipal. En�n, nous dis
utons de 
ertaines extensions de 
es résultats au problème

général quand le graphe 
omporte plusieurs paires de demandes. Nous donnons, dans

la suite de 
e paragraphe, quelques notations 
on
ernant les 
hemins.

Etant donnés deux sommets u; v 2 V , uv représente une arête quel
onque de [u; v℄.

Si j[u; v℄j = 1 alors on é
rit aussi [u; v℄ = fuvg. Un 
hemin P de G est une séquen
e

de sommets (u

1

; : : : ; u

q

) telle que u

i

u

i+1

soit une arête pour i = 1; : : : ; q� 1 et au
un

sommet ne soit ren
ontré plus d'une fois dans P . Si deux 
hemins arête-disjoints P et

P

0

passent par les mêmes sommets 
onsé
utifs u

i

; u

i+1

alors 
ela signi�e que P et P

0

utilisent des arêtes di�érentes entre u

i

et u

i+1

. Si P = (u

1

; : : : ; u

q+1

), alors on dira que

P est de longueur q (q étant le nombre d'arêtes de P ).

Soient s et t deux sommets de V . Une st-
oupe est une 
oupe dé�nie par un ensemble

de sommets W tel que s 2 W et t 2 V nW .

5.2 Formulation pour L = 2 et 3

Dans 
ette se
tion, nous allons montrer que les 
ontraintes de st-
oupe et les 
on-

traintes de L-st-
oupe ave
 les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes d'intégrité donnent

une formulation du problème 
omme un programme linéaire en nombres entiers lorsque

L � 3. Pour 
ela, nous donnons d'abord le lemme suivant.

Lemme 5.1 Soient G = (V;E) un graphe ave
 E 6= ; et s et t deux sommets de V .

Supposons que 
haque arête de E appartient à un 3-st-
hemin (resp. 2-st-
hemin) et
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qu'il n'existe pas dans G deux 3-st-
hemins (resp. 2-st-
hemins) arête-disjoints. Alors,

il existe une arête appartenant à tous les 3-st-
hemins (resp. 2-st-
hemins).

Preuve. Nous montrons le résultat pour L = 3. La preuve pour L = 2 peut être

déduite de 
elle pour L = 3.

Supposons tout d'abord que st 2 E. S'il existe un autre 3-st-
hemin dans G n'utilisant

pas st, 
es deux 
hemins seraient arête-disjoints, 
e qui 
ontredit notre hypothèse. Don


st appartient à tous les 3-st-
hemins de G.

Supposons maintenant que st 62 E. Considérons le graphe G

0

= G n fs; tg. Si G

0


ontient deux arêtes e = uv et e

0

= u

0

v

0

qui ne sont pas adja
entes, puisque 
haque

arête appartient à un 3-st-
hemin, il s'ensuit que le 3-st-
hemin dans G 
ontenant e

est 
omposé soit des arêtes su; uv; vt, soit des arêtes sv; vu; ut. De la même manière,

le 3-st-
hemin 
ontenant e

0

est 
omposé soit des arêtes su

0

; u

0

v

0

; v

0

t, soit des arêtes

sv

0

; v

0

u

0

; u

0

t. Or 
es deux 
hemins sont arête-disjoints, une 
ontradi
tion. Le graphe G

0

ne 
ontient don
 pas deux arêtes qui ne sont pas adja
entes. Les arêtes de G

0

, s'il y en

a, forment don
 soit une étoile, soit un triangle.

Supposons tout d'abord que les arêtes de G

0

forment un triangle ave
 les n÷uds u,

v et w. S'il y a un 
hemin de longueur 2 entre s et t dans G, il doit passer par un

sommet de G

0

, disons u

0

. Supposons que u

0

appartienne au triangle (si le sommet

n'appartient pas au triangle, le raisonnement est le même) et, s.p.d.g., u

0

= u. D'un

autre 
�té, vw doit appartenir à un 3-st-
hemin de G. On peut fa
ilement voir dans


e 
as que le 3-st-
hemin de G 
ontenant l'arête vw et le 
hemin su; ut sont arête-

disjoints, 
e qui est impossible. Il n'y a don
 pas de 
hemin de longueur 2 entre s et

t dans G. Considérons maintenant l'arête uv. On peut supposer, s.p.d.g., que le 3-st-


hemin auquel elle appartient est su; uv; vt. L'arête vw doit alors appartenir au 
hemin

sw; wv; vt, sinon, on 
réerait un 
hemin arête-disjoint du premier (
elui 
ontenant uv).

Aussi le 3-st-
hemin 
ontenant uw doit utiliser soit wt, soit ut. Mais dans 
es deux 
as,

on a deux 3-st-
hemins arête-disjoints, une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que G

0

ne 
ontient pas d'arêtes. Ce
i signi�e que tous les 3-

st-
hemins de G sont de longueur 2. Comme ils ne peuvent pas être arête-disjoints,

ils doivent tous avoir le même sommet 
entral u. De plus, les ensembles [s; u℄ et [u; t℄

ne peuvent pas être formés tous les deux de plus d'une arête. Sinon, on aurait deux

3-st-
hemins arête-disjoints. Don
 une des arêtes su et ut appartient à tous les 3-st-


hemins.

Supposons �nalement que les arêtes de G

0

induisent une étoile et soient u le sommet


entral de 
ette étoile (si l'étoile n'est induite que par une seule arête ou par un ensemble

d'arêtes parallèles, alors on 
hoisit 
omme n÷ud 
entral l'une des deux extrémités) et

u

1

; : : : ; u

p

les sommets adja
ents à u.

S'il existe un 
hemin entre s et t de longueur 2, alors, on peut supposer, s.p.d.g., qu'il



92 Le problème des deux 
hemins arête-disjoints de longueur bornée

passe par le sommet u. Supposons que le 3-st-
hemin 
ontenant l'arête uu

1

est de

la forme (s; u; u

1

; t) (le 
as où le 
hemin est de la forme (s; u

1

; u; t) peut être traité

par symétrie). L'arête su ne peut don
 pas avoir d'arête parallèle. Si, de plus p � 2

alors tous les 3-st-
hemins 
ontenant les arêtes uu

i

, i = 1; : : : ; p, doivent passer par les

sommets s, u, u

i

et t dans 
et ordre. L'arête su appartient don
 à tous les 3-st-
hemins.

Considérons maintenant le 
as où tous les 3-st-
hemins sont de longueur exa
tement

3. Si p � 2, par un raisonnement analogue, on peut montrer qu'il existe une arête

appartenant à tous les 3-st-
hemins. Supposons don
 que p = 1. Si l'arête uu

1

n'a pas

d'arête parallèle alors elle appartient 
lairement à tous les 3-st-
hemins. Supposons

don
 que uu

1

possède au moins une arête parallèle. Dans 
e 
as, soit su, soit u

1

t n'a

pas d'arête parallèle, sinon, on aurait deux 3-st-
hemins arête-disjoints. L'arête parmi

fsu; u

1

tg n'ayant pas d'arête parallèle appartient don
 à tous les 3-st-
hemins de G. �

Théorème 5.2 Soient G = (V;E) un graphe et L égal à 2 ou 3. Alors le THPP est

équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant :

Minf
x j x 2 Q(G;L); x 2 f0; 1g

m

g:

Preuve. Pour prouver le théorème, il su�t de montrer que toute solution entière x

de Q(G;L) induit une solution du THPP. Pour 
ela, supposons que x ne représente pas

une solution du THPP et qu'il véri�e les 
ontraintes (5.1) et (5.2). Nous allons montrer

qu'il existe né
essairement une 
ontrainte du type (5.4) violée par x. Soit G

x

le graphe

induit par x. Comme x n'est pas une solution du problème, G

x

ne 
ontient pas deux

3-st-
hemins arête-disjoints.

Supposons tout d'abord que G

x

ne 
ontient au
un 3-st-
hemin. Considérons la partition

V

0

; : : : ; V

L+1

ave
 V

0

= fsg, V

i

l'ensemble des n÷uds à distan
e i de s dans G

x

pour

i = 1; : : : ; L et V

L+1

= V n

�

S

L

i=0

V

i

�

. Comme il n'existe pas de 3-st-
hemin dans G

x

,

il est 
lair que t 2 V

L+1

. De plus, 
omme les 
ontraintes de st-
oupe sont véri�ées par

x, il existe au moins un 
hemin entre s et t. Les ensembles V

i

, i = 1; : : : ; L+1 existent

tous. En�n, au
une arête de G

x

ne peut être une 
orde de la partition V

0

; : : : ; V

L+1

.

En e�et, s'il existe une telle arête e = v

i

v

j

2 [V

i

; V

j

℄ ave
 ji � jj > 1 et i < j, alors

v

j

serait à une distan
e d'au plus i + 1 de s, une 
ontradi
tion. La 
ontrainte (5.4)


orrespondant à 
ette partition est don
 violée par x.

Supposons maintenant que G

x


ontienne un 3-st-
hemin. Le sous-graphe G

0

x

de G

x

induit par les arêtes appartenant à un 3-st-
hemin dans G

x

est don
 
onnexe. De plus,


omme x n'est pas une solution du THPP, G

0

x

ne 
ontient pas deux 3-st-
hemins arête-

disjoints. Comme L � 3, par le lemme 5.1, il existe une arête e

0

dans G

0

x

appartenant

à tous les 3-st-
hemins. Soit

~

G

x

le graphe obtenu à partir de G

x

en supprimant l'arête

e

0

. Le graphe

~

G

x

ne 
ontient don
 pas de 3-st-
hemin. Noter que

~

G

x

est 
onnexe.
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Considérons de nouveau la partition V

0

; : : : ; V

L+1

introduite 
i-dessus. Remarquons

que e

0

est la seule 
orde de la partition. Si T est l'ensemble de 
es 
ordes, on a x(T ) � 1

et don
 l'inégalité du type (5.4) asso
iée à 
ette partition est violée par x. �

Les inégalités (5.1), (5.2) et (5.4) ave
 les 
ontraintes d'intégrité ne su�sent malheu-

reusement pas pour formuler le problème quand L � 4. En e�et, prenons par exemple

le graphe de la �gure 5.1 ave
 L = 4. On peut fa
ilement remarquer que le ve
teur

d'in
iden
e asso
ié à 
e graphe véri�e toutes 
es 
ontraintes. Cependant, il ne 
ontient

pas deux 4-st-
hemins arête-disjoints.

s t

Fig. 5.1 �

5.3 Polytope du THPP quand L = 2; 3

Ayant donné dans la se
tion pré
édente une formulation du problème THPP lorsque

L = 2; 3, une question qui se pose naturellement est la suivante. La relaxation linéaire

de 
e problème reste-t-elle entière? Le théorème suivant montre que la réponse à 
ette

question est par l'a�rmative.

Théorème 5.3 P (G;L) = Q(G;L) si L = 2; 3.

La preuve de 
e théorème est donnée dans la se
tion 5.5. Dans 
e qui suit, nous dis-


utons de la dimension de P (G;L) et nous donnons quelques propriétés de sa stru
ture

fa
iale.

Soit G = (V;E) un graphe. Une arête e 2 E est dite L-st-essentielle si e appartient

à une st-
oupe de 
ardinalité 2 où à une L-st-
oupe de 
ardinalité 2. On peut don


remarquer qu'une arête L-st-essentielle appartient à toutes les solutions du THPP. Soit

E

�

l'ensemble des arêtes L-st-essentielles. Le théorème suivant 
ara
térise la dimension

de P (G;L).

Théorème 5.4 Si L = 2; 3, alors dim(P (G;L)) = jEj � jE

�

j.
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Preuve. Soit Æ(W ) une 
oupe (resp. T une L-st-
oupe) de 
ardinalité 2. Comme

l'inégalité x(Æ(W )) � 2 (resp. x(T ) � 2) doit être satisfaite par toutes les solutions

du THPP, on a x(e) = 1 pour tout e 2 Æ(W ) (resp. e 2 T ). Ce
i implique que

dim(P (G;L)) � jEj � jE

�

j.

Maintenant, si une arête e n'est pas L-st-essentielle, alors l'ensemble d'arêtes E n feg

induit une solution du THPP. Considérons les solutions du THPP données par les

ensembles d'arêtes E et E n feg pour tout e 2 E nE

�

. On peut fa
ilement voir que 
es

solutions sont a�nement indépendantes. En 
onséquen
e, dim(P (G;L)) � jEj � jE

�

j.

�

Corollaire 5.5 Si G = (V;E) est 
omplet, jV j � 4 et L = 2; 3, alors P (G;L) est de

pleine dimension.

On pose

T (G) = fF � E j (V; F ) est une solution du THPPg:

Théorème 5.6 Soient G = (V;E) un graphe et e une arête de E. Soit G

0

= (V;E

0

) le

graphe obtenu à partir de G en supprimant l'arête e. Si dim(P (G;L)) = dim(P (G

0

; L))+

1, alors une des
ription du polytope P (G

0

; L) peut être obtenue à partir de 
elle de

P (G;L) en supprimant les variables asso
iées à l'arête e.

Preuve. Soient d

0

= dim(P (G

0

; L)) et a

0

x � � une fa
ette de P (G

0

; L). Alors il

existe d

0

solutions T

1

; : : : ; T

d

0

de T (G

0

) dont les ve
teurs d'in
iden
e sont a�nement

indépendants et véri�ent a

0

x � � à l'égalité. Noter que 
es solutions appartiennent

également à T (G). Soit

� = minf�� a

0

(T ) jT 2 T (G) et e 2 Tg:

Soient d = dim(P (G;L)) = d

0

+ 1 et a 2 IR

d

tel que

a(f) = a

0

(f); si f 2 E n feg;

a(f) = �; si f = e:

Il est 
lair que la 
ontrainte ax � � est valide pour P (G;L). Soit T

0

la solution de

T (G) qui réalise �. Notons que x

T

0

satisfait ax � � à l'égalité. De plus, les solu-

tions T

0

; T

1

; : : : ; T

d

0


onstituent une famille de d solutions de T (G) dont les ve
teurs

d'in
iden
e véri�ent tous ax � � à l'égalité. Comme 
es ve
teurs d'in
iden
es sont a�-

nement indépendants, il en résulte que ax � � dé�nit une fa
ette de P (G;L). Comme

la 
ontrainte a

0

x � � peut être obtenue à partir de ax � � en annulant le 
oe�
ient

de e, le résultat s'ensuit. �
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Dans la suite de 
e 
hapitre, nous supposons que G = (V;E) est un graphe 
omplet

sur au moins 4 sommets et par 
onséquent, par le 
orollaire 5.5, P (G;L) est de pleine

dimension. En e�et, une instan
e du THPP sur un graphe in
omplet peut être ramenée

à un problème sur un graphe 
omplet en asso
iant aux arêtes manquantes un 
oût

su�samment grand. De plus, par le théorème 5.6, si G

0

= (V

0

; E

0

) est un sous-graphe

de G dont le polytope est de pleine dimension, alors une des
ription linéaire de P (G

0

; L)

peut être obtenue à partir de 
elle de P (G;L) en mettant les variables asso
iées aux

arêtes manquantes à 0.

Etant donnée une 
ontrainte ax � � dé�nissant une fa
ette de P (G;L), on pose

�

a

= fF 2 T (G) j ax

F

= �g:

Dans 
e qui suit, nous 
onsidérons a(e) 
omme un poids sur l'arête e. Ainsi, 
haque

solution S 2 �

a

aura un poids a(S) égal à �, et 
haque ensemble de T (G) un poids

� �.

Le lemme suivant, donné sans preuve, établit des propriétés de la 
ontrainte ax � �

quand elle dé�nit une fa
ette di�érente d'une 
ontrainte triviale ou d'une 
ontrainte

de 
oupe.

Lemme 5.7 1) Soit ax � � une inégalité dé�nissant une fa
ette de P (G;L) di�é-

rente d'une inégalité triviale. Alors pour 
haque arête e 2 E, il existe un sous-

ensemble d'arêtes dans �

a


ontenant e et un autre ne 
ontenant pas e.

2) Soit ax � � une inégalité dé�nissant une fa
ette de P (G;L) di�érente d'une


ontrainte de st-
oupe. Alors, pour 
haque st-
oupe Æ(W ), il existe un ensemble

d'arêtes dans �

a


ontenant au moins trois arêtes de Æ(W ).

Lemme 5.8 Soit ax � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette de P (G;L) di�érente

d'une 
ontrainte triviale. Alors a(e) � 0 pour tout e 2 E et � > 0.

Preuve. Supposons qu'il existe une arête e 2 E ave
 a(e) < 0. Comme ax � � est

di�érente de l'inégalité x(e) � 1, par le lemme 5.7 1), il doit exister dans �

a

un sous-

ensemble d'arêtes S ne 
ontenant pas e. Comme S

0

= S [ feg appartient à T (G), on

obtient � � ax

S

0

= ax

S

+ a(e) < ax

S

= �, une 
ontradi
tion. On a don
 a(e) � 0 pour

tout e 2 E.

Puisque ax � � dé�nit une fa
ette de P (G;L), il doit exister au moins une arête f

ave
 a(f) > 0. Comme ax � � est di�érente d'une 
ontrainte triviale, par le lemme 5.7

1), il existe un ensemble d'arêtes

�

S dans �

a


ontenant f . Ce
i implique que � = ax

�

S

�

a(f) > 0. �
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Le lemme 5.7 sera fréquemment utilisé dans la suite du 
hapitre. Nous l'utiliserons

parfois sans lui faire référen
e expli
itement. Le lemme suivant montre que toutes

les arêtes parallèles entre deux sommets dans G ont le même 
oe�
ient dans 
haque

inégalité non triviale dé�nissant une fa
ette de P (G;L) pour L � 3.

Lemme 5.9 Soient G = (V;E) un graphe et L � 3. Soit ax � � une 
ontrainte

non triviale dé�nissant une fa
ette de P (G;L). Soit [u; v℄ = fe

1

; : : : ; e

p

g un ensemble

d'arêtes parallèles entre u et v dans G. Alors a(e

i

) = a(e

j

) pour tous i; j 2 f1; : : : ; pg.

Preuve. Nous allons montrer le résultat pour L = 3. La preuve pour L = 2 est

similaire.

Nous montrons tout d'abord que toutes les arêtes de [u; v℄ ont le même 
oe�
ient sauf

eventuellement une qui possède un 
oe�
ient plus petit. En e�et, supposons qu'il existe

trois arêtes e

1

; e

2

; e

3

2 [u; v℄ telles que a(e

1

) > a(e

2

) � a(e

3

) et soit S une solution de

�

a


ontenant e

1

. On suppose que S est minimal, et en 
onséquen
e, au moins une des

arêtes e

2

et e

3

n'est pas dans S. Alors, on peut rempla
er dans S l'arête e

1

par une des

arêtes e

2

et e

3

et on obtient une solution de T (G) de poids plus petit, une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant qu'il existe deux arêtes e

1

; e

2

2 [u; v℄ telles que a(e

1

) > a(e

2

).

Par la remarque pré
édente, on a a(e) = a(e

1

) pour tout e 2 [u; v℄ n fe

1

; e

2

g.

Assertion 1 1) Soit S une solution minimale de �

a

. Si S 
ontient e

1

alors S doit


ontenir e

2

.

2) Si une solution de �

a

ne 
ontient pas e

2

, alors elle ne 
ontient au
une arête de

[u; v℄.

Preuve. 1) Si e

1

2 S et e

2

62 S alors, S

0

= (S nfe

1

g)[fe

2

g appartient à T (G). Comme

ax

S

0

< �, on a une 
ontradi
tion.

2) Supposons qu'il existe une solution de �

a


ontenant e

i

, i 2 f1; : : : ; pg n f2g et pas

e

2

. Comme a(e

i

) > a(e

2

), en remplaçant e

i

par e

2

, on obtient une solution de T (G) de

poids < �, une 
ontradi
tion. �

Comme ax � � est di�érente d'une 
ontrainte triviale, par le lemme 5.7 1), il existe

un ensemble d'arêtes S

1

dans �

a


ontenant e

1

. Comme a(e

1

) > 0, S

1

peut être 
hoisi

minimal et don
 S

1


onsiste en deux 3-st-
hemins arête-disjoints. Soit L

1

le 3-st-
hemin

de S

1


ontenant e

1

. Par l'assertion 1 1), il s'ensuit que e

2

doit appartenir au se
ond

3-st-
hemin, L

2

, de S

1

. Notons que L

1

\ L

2

= ;. On peut remarquer que L

1

et L

2
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passent respe
tivement par les arêtes e

1

et e

2

dans le même sens en partant de s. En

e�et, si 
e n'est pas le 
as, on a un 
hemin de la forme (s; u; v; t) et l'autre de la forme

(s; v; u; t). Or dans 
e 
as, les arêtes e

1

et e

2

peuvent être supprimées et on a une

solution admissible de poids stri
tement inférieur à �, une 
ontradi
tion. Supposons

don
, s.p.d.g., que u est la première extrémité de e

1

et e

2

traversée par L

1

et L

2

.

Soient L

s

1

et L

t

1

(resp. L

s

2

et L

t

2

) les sous-
hemins de L

1

(resp. L

2

) entre s et u et entre v

et t. Il est 
lair que jL

s

i

[L

t

i

j � 2, pour i = 1; 2. Notons que nous avons soit L

s

1

= ; = L

s

2

,

soit L

s

1

6= ; 6= L

s

2

. De plus, si on est dans le dernier 
as, on a jL

t

1

j � 1 et jL

t

2

j � 1.

Notons également que, par symétrie, 
es propriétés restent vraies si on é
hange s et t.

Ce
i imlpique que 
haque st-
hemin 
onsistant en une 
ombinaison de sous-
hemins de

la forme L

s

i

[ fe

j

g [L

t

k

est de longueur au plus 3 pour tous i; j; k 2 f1; 2g. En d'autres

termes, on a

jL

s

i

[ L

t

k

j � 2; pour i; k 2 f1; 2g:

Par le lemme 5.7 1), il doit également exister un ensemble d'arêtes S

2

dans �

a

qui ne


ontient pas e

2

. Par l'assertion 1 2) on a [u; v℄ \ S

2

= ;. Soient P

1

et P

2

deux 3-st-


hemins arête-disjoints dans S

2

. On a alors l'assertion suivante.

Assertion 2 Au moins un des ensembles P

1

\ L

1

et P

2

\ L

2

(P

2

\ L

1

et P

1

\ L

2

) n'est

pas vide.

Preuve. Supposons, au 
ontraire, que P

1

\L

1

= ; = P

2

\L

2

. Comme P

2

[L

2

2 T (G),

il s'ensuit que a(P

2

) � a(L

1

). Soit L

0

1

= (L

1

n fe

1

g) [ fe

2

g. Comme e

2

62 S

2

et don


e

2

62 P

1

, on a P

1

\L

0

1

= ;. Ainsi P

1

[L

0

1

2 T (G) et don
 a(L

0

1

) � a(P

2

). Par 
onséquent,

a(L

0

1

) � a(L

1

) et don
 a(e

2

) � a(e

1

), une 
ontradi
tion. �

Par l'assertion 2, on peut supposer, s.p.d.g., que P

1

\L

2

6= ;. De même, toujours par

l'assertion 2, au moins un des ensembles P

1

\L

1

et P

2

\L

2

n'est pas vide. Dans 
e qui

suit, on suppose que P

2

\ L

2

6= ;. Le 
as où P

1

\ L

1

6= ; peut être traité de manière

analogue. Comme e

2

62 S

2

et P

1

\ L

2

6= ; 6= P

2

\ L

2

, il s'ensuit que jL

2

j = 3.

Si jL

s

2

j = 2, alors v = t et L

2

est de la forme (s; w; u; t) ave
 w 6= s; t; u. Soit e

0

l'arête

utilisée par L

2

entre u et w. Comme P

1

\L

2

6= ; 6= P

2

\L

2

, un des 3-st-
hemins de S

2

,

disons P

1

, doit utiliser e

0

. De plus, 
omme [u; v℄\ S

2

= ;, le 
hemin P

1

est de la forme

(s; u; w; t). Soit ffg = P

1

\ [w; t℄. Comme (S

1

n fe

0

; e

1

g) [ ffg et (S

2

n fe

0

; fg) [ fe

2

g

appartiennent à T (G), on a a(f) � a(e

0

)+a(e

1

) et a(e

2

) � a(e

0

)+a(f) respe
tivement.

Or 
e
i implique que a(e

2

) � a(e

1

), une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, jL

s

2

j = 1 et par symétrie, on a jL

t

2

j = 1. Ainsi L

1

et L

2

sont tous les deux

de la forme (s; u; v; t). Comme P

1

\L

2

6= ; 6= P

2

\L

2

et S

2

\[u; v℄ = ;, on peut supposer,
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s.p.d.g., que P

1

\ [s; u℄ 6= ; et P

2

\ [v; t℄ 6= ;. Ce
i implique que P

1

\ L

1

= ; = P

2

\L

1

.

Maintenant, en remplaçant e

1

et L

t

1

par le sous-
hemin P

ut

1

de P

1

entre u et t, on

obtient une solution de T (G). On obtient alors a(P

ut

1

) � a(e

1

) + a(L

t

1

). De manière

similaire, si on rempla
e P

ut

1

par e

2

et L

t

1

dans S

2

, on obtient a(e

2

) + a(L

t

1

) � a(P

ut

1

).

Il en résulte que a(e

2

) � a(e

1

), 
e qui est impossible et le lemme est montré. �

5.4 Propriétés stru
turales

Dans 
ette se
tion, nous allons donner quelques propriétés stru
turales des 
ontraintes

di�érentes des 
ontraintes triviales et des 
ontraintes de st-
oupe dé�nissant des fa-


ettes de P (G;L). Ces propriétés seront utiles pour démontrer le résultat prin
ipal

dans la se
tion suivante.

Soient L = 2; 3 et ax � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette de P (G;L) di�é-

rente d'une 
ontrainte triviale et d'une 
ontrainte de st-
oupe. Nous avons les lemmes

suivants. Le premier est un lemme te
hnique qui sera fréquemment utilisé dans 
ette

se
tion.

Lemme 5.10 Soient S

1

et S

2

deux ensembles d'arêtes de �

a

. Soient P

1

et P

0

1

deux L-st-


hemins arête-disjoints de S

1

. Supposons qu'il existe un L-st-
hemin P

2

dans S

2

tel que

P

2

\P

0

1

= ;. Alors, pour tout L-st-
hemin P n'interse
tant pas S

2

, on a a(P ) � a(P

1

).

Preuve. Soit S

0

1

(resp. S

0

2

) l'ensemble d'arêtes obtenu à partir de S

1

(resp. S

2

) en

remplaçant P

1

par P

2

(resp. P

2

par P ). Comme P

2

\ P

0

1

= ; et P \ P

2

= ;, les

ensembles S

0

1

; S

0

2

appartiennent à T (G). Il s'ensuit que a(P

2

) � a(P

1

) et a(P ) � a(P

2

).

On a don
 a(P ) � a(P

1

). �

Lemme 5.11 Il n'existe pas de L-st-
hemin de poids nul.

Preuve. Nous allons montrer le résultat pour L = 3. La preuve pour L = 2 peut être

faite d'une manière analogue.

Supposons le 
ontraire. Soit P

0

un plus 
ourt 3-st-
hemin tel que a(e) = 0 pour tout

e 2 P

0

. Dans 
e qui suit, on suppose que jP

0

j = 3. Les 
as où jP

0

j est égal à 2 ou 1

peuvent être traités de la même manière.

Supposons que P

0

= (s; u

1

; u

2

; t). Par le lemme 5.9, il s'ensuit que a(e) = 0 pour tout

e 2 [s; u

1

℄[ [u

1

; u

2

℄[ [u

2

; t℄. Puisque jP

0

j = 3, on a a(e) > 0 pour toute arête e formant
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une 
orde de P

0

. Comme ax � � est di�érente d'une 
ontrainte triviale, par le lemme

5.7 1), il doit exister un ensemble d'arêtes S dans �

a

ne 
ontenant pas l'arête u

2

t. Soient

P

1

et P

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de S.

Assertion 1 Soient T une solution de �

a

et T

1

et T

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints

de T . Alors un des deux 
hemins T

1

et T

2

est nul si l'une des 
onditions suivantes est

véri�ée :

1) u

2

t 62 T ,

2) su

1

62 T ,

3) u

1

u

2

62 T et [u

2

; t℄ n'est pas réduit à une seule arête.

Preuve. Supposons que 1) est véri�ée et soient T

1

et T

2

deux 3-st-
hemins de T 
onte-

nant 
ha
un au moins une arête ave
 une valeur stri
tement positive. Alors T

1

et T

2

doivent tous les deux interse
ter P

0

. Sinon, si par exemple T

1

\ P

0

= ;, l'ensemble

formé des deux 
hemins T

1

et P

0

serait une solution de poids stri
tement plus petit

que �, une 
ontradi
tion. Comme u

2

t 62 T , un des deux 
hemins T

1

et T

2

, disons T

1

doit utiliser l'arête u

1

u

2

. Puisque T

1

doit utiliser au moins une arête ayant une valeur

sri
tement positive dans a, T

1

doit don
 être de la forme (s; u

2

; u

1

; t). Etant donné que

jP

0

j = 3, on doit avoir a(u

1

t) > 0. En remplaçant les arêtes u

1

u

2

et u

1

t par l'arête u

2

t,

on obtient une solution de T (G). Comme a(u

2

t) = 0, il en résulte que a(u

1

t) = 0, une


ontradi
tion.

Par symétrie, on montre l'assertion lorsque la 
ondition 2) est véri�ée.

Supposons maintenant que u

1

u

2

62 T . On montre 
omme pour le 
as pré
édent que

T

1

et T

2

doivent interse
ter P

0

. Puisque u

1

u

2

62 T , on peut supposer, s.p.d.g., que

su

1

2 T

1

et u

2

t 2 T

2

. On a alors le sous-
hemin T

u

1

t

1

de T

1

entre u

1

et t qui possède

un poids stri
tement positif. Comme j[u

2

; t℄j � 2, il existe une arête e 2 [u

2

; t℄ qui

n'appartient pas à T

2

. On peut alors rempla
er T

u

1

t

1

par les arêtes u

1

u

2

et e. Comme

a(e) = a(u

1

u

2

) = 0, on a a(T

u

1

t

1

) = 0, une 
ontradi
tion. �

Par l'assertion 1, il s'ensuit qu'au moins un des deux 
hemins P

1

et P

2

, disons P

1

, ne


ontient que des arêtes ave
 des 
oe�
ients nuls. Ce
i implique que P

1

\P

0

6= ;. Sinon,

P

1

[P

0

formerait une solution admissible et on aurait � = 0, 
e qui 
ontredit le lemme

5.8. De plus, par le même argument, au moins un des ensembles [s; u

1

℄, [u

1

; u

2

℄ et [u

2

; t℄

ne doit 
ontenir qu'une seule arête, sinon, on aurait deux 
hemins arête-disjoints de

longueur 3 entre s et t dont les arêtes ont des 
oe�
ients nuls.

Assertion 2 1) j[u

2

; t℄j � 2.
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2) j[s; u

1

℄j � 2.

Preuve. Nous montrons 1), 2) peut être obtenu par symétrie. Supposons que j[u

2

; t℄j =

1. Dans 
e 
as, P

1

ne peut utiliser que l'arête su

1

de P

0

. En e�et, si P

1

utilise l'arête

u

1

u

2

, 
omme u

2

t 62 S, P

1

doit également utiliser l'arête su

2

qui est de 
oe�
ient stri
-

tement positif dans a. Mais 
e
i 
ontredit le fait que a(P

1

) = 0. Le 
hemin P

1

est don


de la forme (s; u

1

; v; t) ave
 v 6= u

2

. On a alors j[s; u

1

℄j = 1. Sinon, on aurait deux

3-st-
hemins arête-disjoints de poids nuls entrainant � = 0, une 
ontradi
tion. En


onsidérant une solution de �

a

ne 
ontenant pas l'arête su

1

et en suivant un raisonne-

ment analogue, on montre qu'il existe un sommet w 6= u

1

et un 
hemin P

0

1

= (s; w; u

2

; t)

de poids nul. Comme P

1

et P

0

1

sont arête-disjoints 
e
i entraine une nouvelle fois � = 0,


e qui est impossible. �

Par l'assertion 2, il s'ensuit que j[u

1

; u

2

℄j = 1. Le 
hemin P

1

doit utiliser l'arête

u

1

u

2

. En e�et, si 
e n'est pas le 
as, P

1

utilise uniquement l'arête su

1

et passe par un

sommet z 6= u

2

. Or, 
omme j[s; u

1

℄j � 2, on voit fa
ilement qu'on a deux 3-st-
hemins

arête-disjoints de poids nuls. Et 
e
i implique � = 0, 
e qui est impossible. Le 
hemin

P

1

est don
 de la forme (s; u

1

; u

2

; t). Considérons maintenant une solution S

0

de �

a

ne 
ontenant pas l'arête u

1

u

2

. Soit P

00

1

et P

00

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de S

0

.

Comme par l'assertion 2 on a j[u

2

; t℄j � 2, il résulte de l'assertion 1 qu'un des deux


hemins P

00

1

et P

00

2

, disons P

00

1

, doit être de poids nul. De plus, on montre également que

P

00

1

doit utiliser au moins une arête de P

0

. Comme u

1

u

2

62 S

0

, on peut supposer s.p.d.g.

que su

1

2 P

00

1

et don
 P

00

1

= (s; u

1

; v

0

; t) ave
 v

0

6= u

2

. Comme j[s; u

1

℄j � 2, on voit

fa
ilement que l'on a deux 3-st-
hemins arête-disjoints de poids nul. Mais 
e
i entraine

une nouvelle fois � = 0. Par le lemme 5.8, 
e
i est impossible et le lemme est prouvé.

�

Dénotons par U (resp. U

0

) l'ensemble des n÷uds u tels que a(e) = 0 pour tout

e 2 [s; u℄ (resp. a(e) = 0 pour tout e 2 [u; t℄). Soit W = V n (fs; tg [ U [ U

0

). On a la

remarque suivante.

Remarque 5.12 1) a(e) = 0 pour tout e 2 [s; U ℄ [ [U

0

; t℄.

2) a(e) > 0 pour tout e 2 [s; U

0

℄ [ [U; t℄.

3) Si L = 3 alors a(e) > 0 pour tout e 2 [U; U

0

℄.

4) Si W 6= ;, alors a(e) > 0 pour tout e 2 [s;W ℄ [ [W; t℄.

Preuve. Ces assertions se déduisent du fait que par le lemme 5.9, pour toute paire

de sommets u; v 2 V telle que j[u; v℄j � 2, on ait a(e) = a(e

0

) pour tous e; e

0

2 [u; v℄, et

par le lemme 5.11, il n'existe pas de L-st-
hemin de poids nul. �
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Lemme 5.13 U 6= ; 6= U

0

.

Preuve. Nous allons montrer le lemme pour U . La preuve pour U

0

peut être obtenue

par symétrie.

Comme ax � � est di�érente de la 
ontrainte de st-
oupe 
orrespondant au sommet

s, par le lemme 5.7 2), il existe F 2 �

a

tel que F 
ontienne au moins trois arêtes de

Æ(s). Comme seulement deux de 
es arêtes peuvent être utilisées par deux L-st-
hemins

arête-disjoints, il doit exister une arête e 2 F \ Æ(s) telle que T n feg 2 T (G). Si le

sommet u est l'extrémité de e di�érente de s, par le lemme 5.9 on a a(e) = 0 pour tout

e 2 [s; u℄ et u 2 U . �

Lemme 5.14 Soient S 2 �

a

et P

1

un L-st-
hemin de S passant par un n÷ud u de

V n fs; tg. Soit

~

P

1

le sous-
hemin de P

1

entre s (resp. t) et u. Soit P un 
hemin entre

s (resp. t) et u tel que a(P ) = 0 et jP j � j

~

P

1

j. Si a(

~

P

1

) > 0, alors P \ P

2

6= ; pour

tout 3-st-
hemin P

2

de S ave
 P

2

\ P

1

= ;.

Preuve. Si P \ P

2

= ;, 
omme jP j � j

~

P

1

j, l'ensemble (S n

~

P

1

) [ P est une solution

de T (G) et, par 
onséquent, a(

~

P

1

) � a(P ). Comme a(P ) = 0 et a(

~

P

1

) > 0, 
e
i est

impossible. �

Le lemme suivant montre que les arêtes ayant leurs deux extrémités dans U (U

0

) ont

des valeurs nulles dans a.

Lemme 5.15 a(e) = 0, pour tout e 2 E(U) [ E(U

0

).

Preuve. Supposons que L = 2. Soit e une arête de E(U) [ E(U

0

). Par le lemme 5.7

1), il existe un ensemble d'arêtes F dans �

a


ontenant e. L'arête e ne pouvant pas

appartenir à un 2-st-
hemin, F n feg 2 T (G) et on a don
 a(e) = 0.

Considérons maintenant le 
as où L = 3. Supposons, au 
ontraire, qu'il existe une

arête dans E(U) (le 
as pour U

0

est similaire) ayant une valeur stri
tement positive

dans a. Soient u

1

et u

2

les extrémités de 
ette arête. Par le lemme 5.9, il s'ensuit que

a(e) > 0 pour tout e 2 [u

1

; u

2

℄ et en parti
ulier a(u

1

u

2

) > 0. Par le lemme 5.7 1), il

existe un ensemble d'arêtes S

1

2 �

a


ontenant l'arête u

1

u

2

. Soient P

1

et P

0

1

deux 3-st-


hemins arête-disjoints de S

1

. Comme a(u

1

u

2

) > 0, l'arête u

1

u

2

doit appartenir à l'un

de 
es deux 
hemins, disons P

1

. On peut alors supposer, s.p.d.g., que P

1

= (s; u

1

; u

2

; t).

Comme a(su

1

) + a(u

1

u

2

) > 0, par le lemme 5.14, P

0

1

doit 
ontenir les arêtes de [s; u

2

℄

(
ha
une de 
es arêtes forme un 
hemin de poids nul entre s et u

2

). Or, 
e
i n'est
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possible que si j[s; u

2

℄j = 1. Par 
onséquent, on suppose dans la suite de la preuve que

[s; u

2

℄ = fsu

2

g et su

2

2 P

0

1

. On suppose également que le 
hemin P

0

1

est de longueur

3 et passe alors par les sommets s, u

2

, z et t ave
 z 6= s; t; u

1

; u

2

. Si le 
hemin P

0

1

est de longueur exa
tement 2, la preuve est similaire. Noter que z 62 U . En e�et, si z

appartient à U , la solution S

0

1

= (S

1

n fsu

1

; u

1

u

2

; u

2

zg) [ feg ave
 e 2 [s; z℄ appartient

à T (G). Comme a(e) = 0, on a a(su

1

)+ a(u

1

u

2

)+ a(u

2

z) � 0 et don
 a(u

1

u

2

) = 0, une


ontradi
tion. Ainsi z 2 U

0

[W .

Assertion 1 a(e) > 0 pour tout e 2 [U n fu

1

; u

2

g; u

2

℄.

Preuve. S'il existe une arête e dans [u; u

2

℄ ave
 u 2 U n fu

1

; u

2

g telle que a(e) = 0,

alors l'ensemble d'arêtes (S n fsu

1

; u

1

u

2

g) [ (feg [ [s; u℄) appartient à T (G) et a un

poids stri
tement plus petit que �, 
e qui est impossible. �

Considérons maintenant un ensemble d'arêtes S

2

2 �

a

ne 
ontenant pas l'arête su

2

.

Soit P

2

et P

0

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de S

2

.

Assertion 2 [u

2

; t℄ \ S

2

= ;.

Preuve. Supposons que u

2

t 2 S

2

. Comme par la remarque 5.12 2), a(u

2

t) > 0, un

des deux 
hemins P

2

et P

0

2

, disons P

2

, 
ontient u

2

t. Le 
hemin P

2

est don
 de la forme

(s; w; u

2

; t) ave
 w 2 V n fs; t; u

2

g. Si w 62 U , il en résulte que a([s; w℄\P

2

) > 0. Sinon,

par l'assertion 1, on a a(wu

2

) > 0. Ainsi, on a dans tous les 
as a(P

su

2

2

) > 0 où P

su

2

2

est

le sous-
hemin de P

2

entre s et u

2

. Maintenant, en remplaçant dans S

2

le sous-
hemin

de P

su

2

2

par l'arête su

2

, on obtient une solution de poids < �, 
e qui est impossible. �

Par l'assertion 2, il s'ensuit que S

2

\ [u

2

; t℄ = ;. Comme de plus su

2

62 S

2

, au
un

3-st-
hemin de S

2

ne peut passer par u

2

. Soit P = (s; u

2

; t) un 
hemin de longueur 2.

Noter que P \ S

2

= ;. De plus, 
omme au
une des deux arêtes su

2

et u

2

z ne peut être

utilisée dans S

2

, au plus un des deux 
hemins P

2

et P

0

2

peut interse
ter P

0

1

. Supposons,

s.p.d.g., que P

2

\ P

0

1

= ;. Par le lemme 5.10, il s'ensuit que a(P ) � a(P

1

). Or 
e
i

implique que a(u

1

u

2

) = 0, une 
ontradi
tion. �

Lemme 5.16 1) Si L = 2, alors W = ;.

2) Si L = 3, alors W 6= ;.
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Preuve. 1) Supposons qu'il existe w 2 W . On a par la remarque 5.12 4), a(e) > 0

pour tout e 2 [s; w℄[ [w; t℄. Nous allons montrer que j[s; w℄\F j = j[w; t℄\F j pour tout

F 2 �

a

. Supposons, au 
ontraire qu'il existe F 2 �

a

tel que j[s; w℄ \ F j 6= j[w; t℄ \ F j.

S.p.d.g., on peut supposer que j[s; w℄\F j > j[w; t℄\F j. Comme il ne peut y avoir qu'au

plus j[w; t℄\F j 2-st-
hemins arête-disjoints passant par le sommet w. Il existe au moins

une arête e 2 [s; w℄ \ F telle que F n feg 2 T (G). Mais 
e
i implique a(e) = 0, une


ontradi
tion. Il en résulte alors que les ve
teurs d'in
iden
e asso
iés aux ensembles

d'arêtes de �

a

véri�ent tous l'équation x([s; w℄) � x([w; t℄) = 0. Or, par le lemme 5.8,


ette équation ne peut pas être un multiple positif de ax = �, une 
ontradi
tion.

2) Supposons que W = ;. Soit U

s

= U [ fsg. Comme ax � � est di�érente de la


ontrainte de st-
oupe asso
iée à Æ(U

s

), il existe un ensemble d'arêtes F

1

2 �

a

qui utilise

au moins trois arêtes de Æ(U

s

). Soit P

1

et P

0

1

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de F

1

.

Comme W = ;, par la remarque 5.12 2) et 3), on a a(e) > 0 pour tout e 2 Æ(U

s

).

Ce
i implique que 
haque arête de F

1

\ Æ(U

s

) doit appartenir à un des deux 
hemins

P

1

et P

0

1

. Un de 
es deux 
hemins, disons P

1

, doit ainsi utiliser au moins deux arêtes

de Æ(U

s

). Comme tout st-
hemin interse
te toute st-
oupe un nombre impair de fois,

P

1


ontient exa
tement trois arêtes de Æ(U

s

). En 
onséquen
e, le 
hemin P

1

doit être

de la forme (s; w; u; t) ave
 u 2 U et w 2 U

0

. On peut alors supprimer l'arête wu et

ajouter, si 
'est né
essaire, une arête de [s; u℄ et une autre de [w; t℄ tout en gardant une

solution de T (G). Comme a(e) = 0 pour tout e 2 [s; u℄[ [w; t℄, on obtient une solution

de poids < �, 
e qui est impossible. �

Lemme 5.17 Si L = 2 alors a(e) = 0 pour tout e 2 [U; U

0

℄.

Preuve. Soit e 2 [U; U

0

℄. Il existe une solution S 2 �

a


ontenant e. Comme e ne peut

pas appartenir à un 2-st-
hemin, S n feg appartient à T (G) et don
 a(e) = 0. �

Dans la suite de la se
tion, on suppose que L = 3.

Lemme 5.18 1) S'il existe deux n÷uds w 2 W et u

1

2 U tels que a(wu

1

) = 0,

alors a(e) = 0 pour tout e 2 [U;w℄.

2) S'il existe deux n÷uds w 2 W et u

0

1

2 U

0

tels que a(wu

0

1

) = 0, alors a(e) = 0

pour tout e 2 [U

0

; w℄.

Preuve. On montre le résultat pour U , la preuve pour U

0

est similaire. Si jU j = 1, la

preuve est immédiate. Supposons don
 que jU j � 2 et qu'au 
ontraire, il existe un n÷ud

u

2

2 U tel que a(u

2

w) > 0. Par le lemme 5.9, on a a(e) > 0 pour tout e 2 [u

2

; w℄. Soit
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S

1

un ensemble de �

a


ontenant u

2

w. Soient P

1

et P

0

1

deux 3-st-
hemins arête-disjoints

de S

1

. Comme a(u

2

w) > 0, u

2

w doit appartenir à l'un des 
hemins P

1

et P

0

1

, disons P

1

.

Assertion 1 P

1

= (s; u

2

; w; t).

Preuve. Supposons que P

1

6= (s; u

2

; w; t). Comme u

2

w 2 P

1

, on a P

1

= (s; w; u

2

; t).

Par la remarque 5.12 4), on a a(e) > 0 pour tout e 2 [s; w℄, et don
 le sous-
hemin

de P

1

entre s et u

2

possède un poids stri
tement positif. Noter également que par le

lemme 5.15, a(e) = 0 pour tout e 2 [u

1

u

2

℄. Etant donné que les arêtes de [s; u

2

℄ forment

des 
hemins entre s et u

2

de poids nul, il s'ensuit par le lemme 5.14 que P

0

1

doit utiliser

toutes les arêtes de [s; u

2

℄. De même, 
omme tous les 2-su

2

-
hemins passant par le

sommet u

1

sont de poids nul, par le lemme 5.14, P

0

1

doit interse
ter tous 
es 
hemins.

Il en résulte que j[s; u

2

℄j = j[u

1

; u

2

℄j = 1 et P

0

1

est de la forme (s; u

2

; u

1

; t). En ajoutant

une arête de [s; u

1

℄ et en supprimant le sous-
hemin de P

1

entre s et u

2

, on obtient une

solution de poids < �, 
e qui est impossible. �

Par l'assertion 1, on a P

1

= (s; u

2

; w; t). Comme le sous-
hemin de P

1

entre s et w est

de poids > 0, par le lemme 5.14, P

0

1

doit interse
ter tous les 2-sw-
hemins de poids nul

passant par le sommet u

1

. Il en résulte qu'au moins un des ensembles [s; u

1

℄ et [u

1

; w℄

est réduit à une seule arête. S'il existe un sommet u 2 U n fu

1

; u

2

g tel que a(e) = 0

pour tout e 2 [u; w℄, par le lemme 5.14, P

0

1

doit également interse
ter les 2-sw-
hemins

passant par u. Mais 
omme jP

0

1

j � 3, 
e
i n'est pas possible. Par 
onséquent a(e) > 0

pour tout e 2 [U n fu

1

g; w℄.

Assertion 2 P

0

1

\ [u

1

; w℄ = ;.

Preuve. Supposons au 
ontraire que P

0

1

utilise une arête de [u

1

; w℄. Si P

0

1

= (s; w; u

1

; t),

on peut remarquer que le sous-
hemin de P

0

1

entre les sommets s et u

1

est de poids > 0.

Comme 
haque arête de [s; u

1

℄ forme un 
hemin de poids nul, on déduit par le lemme

5.14, que P

1

doit utiliser les arêtes de [s; u

1

℄. Or 
e
i 
ontredit l'assertion 1. D'où P

0

1

passe par les sommets s; u

1

; w; t et utilise une arête, disons f , parallèle à wt.

Supposons que [s; u

1

℄ = fsu

1

g et 
onsidérons un ensemble S

2

de �

a

tel que su

1

62 S

2

.

On peut supposer, s.p.d.g., que S

2

est minimal. Soit P

2

et P

0

2

deux 3-st-
hemins arête-

disjoints de S

2

. Si S

2

utilise une arête e 2 [u

1

; z℄ ave
 z 2 U

0

[W , alors e doit appartenir

à un des deux 
hemins P

2

et P

0

2

, disons P

2

, de S

2

. Comme su

1

62 S

2

, P

2

= (s; z; u

1

; t).

Puisque a(f) > 0 pour tout f 2 [s; z℄ et a(su

1

) = 0, en supprimant le sous-
hemin de P

2

entre s et u

1

et en ajoutant l'arête su

1

, on obtient une solution de T (G) de poids < �,

une 
ontradi
tion. Ainsi on a [u

1

; U

0

[W ℄ \ S

2

= ; et en parti
ulier, [u

1

; w℄ \ S

2

= ;.
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Supposons maintenant que S

2


ontient une arête e de [w; t℄. Comme a(e) > 0, l'arête

e doit appartenir à un 3-st-
hemin, disons P

2

, de S

2

. On peut remarquer que le sous-


hemin

~

P

2

de P

2

entre s et w a un poids stri
tement positif. D'autre part,

~

P

2

peut être

rempla
é par un 
hemin de longueur 2 passant par les sommets s, u

1

et w. Celui-
i

ayant un poids nul dans a, on obtient une 
ontradi
tion. En 
onséquen
e, S

2

\[w; t℄ = ;

et P

0

1

\S

2

= ;. Il s'ensuit qu'il existe dans S

2

un 
hemin, disons P

2

qui n'a au
une arête


ommune ave
 P

0

1

. En remplaçant dans S

1

, le 
hemin P

1

par le 
hemin P

2

, on garde

une solution de T (G) et on obtient a(P

2

) � a(P

1

). Et dans S

2

, on peut rempla
er

le 
hemin P

2

par le 
hemin P

0

1

tout en gardant une solution de T (G), 
e qui donne

a(P

0

1

) � a(P

2

) � A(P

1

). Or 
e
i implique que a(u

2

w) = 0, une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que j[s; u

1

℄j � 2. On a alors [u

1

; w℄ = fu

1

wg. Considérons un

ensemble

�

S

2

de �

a

ne 
ontenant pas u

1

w. On peut supposer, s.p.d.g., que

�

S

2

est minimal

et soient

�

P

2

et

�

P

0

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de

�

S

2

. S'il existe une arête e de

[w; t℄ appartenant à S

0

2

, alors le 
hemin la 
ontenant, disons

�

P

2

, ne peut pas passer

par le sommet u

1

. Aussi, le sous-
hemin P de

�

P

2

entre s et w possède alors un poids

stri
tement positif. Comme le se
ond 
hemin

�

P

0

2

ne peut pas utiliser toutes les arêtes

de [s; u

1

℄, on peut ainsi rempla
er P par un sw-
hemin de poids nul et de longueur 2

passant par u

1

. Mais 
e
i implique que a(P ) = 0, une 
ontradi
tion. Il en résulte don


que [w; t℄\

�

S

2

= ;. Comme j

�

S

2

\P

0

1

j � 1, il existe, dans

�

S

2

, au moins un 
hemin, disons

�

P

2

, n'ayant au
une arête en 
ommun ave
 P

0

1

. L'ensemble P

0

1

[

�

P

2

induit une solution

de T (G), entrainant a(

�

P

2

) � a(P

1

). En remplaçant dans

�

S

2

le 
hemin

�

P

2

par le 
hemin

P

0

1

(
e
i est possible 
ar j[s; u

1

℄j � 2), on obtient a(P

0

1

) � a(

�

P

2

). Or 
e
i 
onduit à

a(u

2

w) = 0, une 
ontradi
tion. �

Par l'assertion 2, on a P

0

1

\ [u

1

; w℄ = ; et don
 P

0

1

\ [s; u

1

℄ 6= ;. De plus, 
omme P

0

1

doit

interse
ter tous les 2-sw-
hemins passant par le sommet u

1

, on doit avoir j[s; u

1

℄j = 1.

Si P

0

1

utilise une arête e 2 [u

1

; t℄, alors on peut supprimer u

2

w et rajouter une arête de

[u

1

; w℄ et une arête de [u

1

; u

2

℄ tout en gardant une solution admissible. Mais on a ainsi

a(u

2

w) = 0, une 
ontradi
tion. De la même manière, on peut montrer que P

0

1

ne peut

pas passer par un autre sommet de U . Le 
hemin P

0

1

doit don
 passer par un sommet

v 2 U

0

[W .

Considérons maintenant un ensemble minimal S

2

de �

a

ne 
ontenant pas l'arête su

1

.

Soit P

2

et P

0

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de S

2

. Supposons qu'il existe une arête

u

1

z, z 2 U

0

[W appartenant à S

2

. Comme su

1

62 S

2

, le 3-st-
hemin 
ontenant u

1

z,

disons P

2

, doit être de la forme (s; z; u

1

; t). Noter que par la remarque 5.12 2) et 4),

le sous-
hemin P

s;u

1

2

de P

2

entre s et u

1

est stri
tement positif. Comme l'arête su

1

forme un 
hemin nul entre s et u

1

, par le lemme 5.14, on doit avoir su

1

2 P

0

2

. Comme

su

1

62 S

2

, on a une 
ontradi
tion. Par 
onséquent [u

1

; z℄\S

2

= ; pour tout z 2 U

0

[W



106 Le problème des deux 
hemins arête-disjoints de longueur bornée

et en parti
ulier pour les sommets w et v. De la même manière, on peut montrer que

[w; t℄ \ S

2

= ;. Il s'ensuit que jP

0

1

\ S

2

j � 1. Ainsi, Il doit exister un 3-st-
hemin dans

S

2

, disons P

2

, tel que P

0

1

\ P

2

= ;. Considérons maintenant un 
hemin P de la forme

(s; u

1

; w; t). Notons que P \ S

2

= ;. Par le lemme 5.10, il s'ensuit que a(P ) � a(P

1

).

Mais 
e
i implique que a(u

2

w) = 0, une 
ontradi
tion. �

Lemme 5.19 Pour tout e; e

0

2 [U; t℄ (resp. e; e

0

2 [s; U

0

℄), a(e) = a(e

0

).

Preuve. Nous allons montrer le lemme pour U , la preuve pour U

0

est similaire. Si

jU j = 1, le résultat est une 
onséquen
e du lemme 5.9. Supposons don
 que jU j � 2.

Soient e

1

2 [U; t℄ telle que a(e

1

) = minfa(e); e 2 [U; t℄g, et soit e

2

2 [U; t℄ telle que

a(e) = maxfa(e); e 2 [U; t℄g. Soient u

1

et u

2

les extrémités di�érentes de t de e

1

et

e

2

respe
tivement. Supposons que a(e

1

) < a(e

2

). Par le lemme 5.9, il s'ensuit que

a(e) < a(e

0

) pour tout e 2 [u

1

; t℄ et e

0

2 [u

2

; t℄.

Assertion 1 1) Soit S 2 �

a

. Si S \ [u

2

; t℄ 6= ; alors [u

1

; t℄ � S.

2) j[u

1

; t℄j = 1.

Preuve. 1) Soient e

0

2

2 S \ [u

2

; t℄, et T

1

; T

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de S.

Comme par la remarque 5.12 2), a(e

0

2

) > 0, on peut supposer que e

0

2

2 T

2

. Supposons

qu'il existe une arête e

0

1

2 [u

1

; t℄ qui n'est pas dans S. On a alors [s; u

1

℄ \ T

2

= ;. En

e�et, si 
e n'est pas le 
as, l'ensemble d'arêtes obtenu en supprimant e

0

2

et en ajoutant

e

0

1

appartient à T (G) et on a une solution de poids < �, une 
ontradi
tion. Maintenant,

s'il existe une arête e 2 [s; u

1

℄ n'appartenant pas à T

1

, on peut toujours rempla
er e

0

2

par les arêtes e et e

0

1

et obtenir une solution ayant un poids < �, 
e qui est impossible.

Ainsi [s; u

1

℄ � T

1

et par 
onséquent, [s; u

1

℄ = fsu

1

g et [s; u

2

℄ \ T

1

= ;. Si une arête

e

0

2 [u

1

; u

2

℄ appartient au 
hemin T

1

alors, 
omme su

1

2 T

1

, T

1

doit utiliser une arête

f de [u

2

; t℄ n fe

0

2

g. Notons que par le lemme 5.9, on a a(f) = a(e

0

2

) > a(g) pour tout

g 2 [u

1

; t℄. Or, dans 
e 
as, on peut supprimer f et ajouter e

0

1

tout en gardant une

solution de T (G). Ce
i implique que a(e

0

1

) � a(f), une 
ontradi
tion. Il en résulte don


que [u

1

; u

2

℄ \ T

1

= ;. Considérons maintenant l'ensemble S

0

= (S n fe

0

2

g) [ fg; g

0

; e

0

1

g

ave
 g 2 [s; u

2

℄ et g

0

2 [u

1

; u

2

℄. Comme a(g) = a(g

0

) = 0, on a a(e

0

1

) � a(e

0

2

), une


ontradi
tion.

2) Soit e 2 [u

2

; t℄. Comme ax � � est di�érente d'une 
ontrainte triviale, il existe

un ensemble d'arêtes

�

S 2 �

a

que l'on peut supposer minimal, 
ontenant e. Soit

�

T

1

et

�

T

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de

�

S et supposons, s.p.d.g., que e 2

�

T

2

. Par 1),

[u

1

; t℄ �

�

S. De plus, 
omme e 2

�

T

2

,

�

T

2

\ [u

1

; t℄ = ; et on a [u

1

; t℄ �

�

T

1

. Or,

�

T

1

ne peut

interse
ter [u

1

; t℄ qu'en une unique arête et don
 j[u

1

; t℄j = 1. �
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Posons [u

1

; t℄ = fu

1

tg. Soient g 2 [u

2

; t℄ et S

1

une solution de �

a


ontenant u

2

t. Par

l'assertion 1 2), S

1


ontient également u

1

t. Soit f

1

2 [s; u

1

℄ et f

2

2 [s; u

2

℄. Comme

a(f

1

) = a(f

2

) = 0 et ff

1

; f

2

; u

1

t; gg forme une solution de T (G), on peut supposer que

S

1

= ff

1

; f

2

; u

1

t; gg.

Considérons maintenant une solution S

2

2 �

a

qui ne 
ontient pas l'arête u

1

t. On peut

supposer que S

2

est minimale et don
 qu'elle est 
omposée exa
tement de deux 3-st-


hemins arête-disjoints. Comme u

1

t 62 S

2

, par l'assertion 1 1), il s'ensuit que [u

2

; t℄\S

2

=

; et par 
onséquent [u

1

; u

2

℄ \ S

2

= ;. Supposons qu'il existe une arête e 2 [s; u

1

℄ \ S

2

.

Par la minimalité de S

2

, le 3-st-
hemin, disons T , 
ontenant e dans S

2

doit être de

la forme (s; u

1

; z; t) ave
 z 2 V n fs; t; u

1

; u

2

g. Soit T

0

le sous-
hemin de T entre u

1

et t. Comme les ensembles d'arêtes (S

2

n T

0

) [ fu

1

tg et (S

1

n fgg) [ (ffg [ T

0

) ave


f 2 [u

1

; u

2

℄ appartiennent tous les deux à T (G) et par le lemme 5.15 a(f) = 0, on a

a(u

1

t) � a(T

0

) � a(g). Or 
e
i 
ontredit notre hypothèse et don
 [s; u

1

℄ \ S

2

= ;.

Soient P

1

= ff

2

; gg et P

0

1

= ff

1

; u

1

tg les deux 
hemins de S

1

. Soit P = P

0

1

et P

2

un

3-st-
hemin quel
onque de S

2

. Notons que P

2

\P

0

1

= ; et P \S

2

= ;. Par le lemme 5.10,

il s'ensuit que a(P ) � a(P

1

). Or 
e
i implique que a(u

1

t) � a(g), une 
ontradi
tion. �

Lemme 5.20 Soit S une solution minimale de �

a

.

1) Si U = fug et S \ [s; u℄ = ;, alors Æ(u) \ S = ;.

2) Si U

0

= fu

0

g et S \ [u

0

; t℄ = ;, alors Æ(u

0

) \ S = ;.

Preuve. Nous montrons le résultat pour U . La preuve pour U

0

est similaire. Sup-

posons qu'il existe une arête e 2 [u; t℄ qui appartient à S. Comme a(e) > 0, un des

3-st-
hemins de S, disons P , doit 
ontenir e. Comme [s; u℄ \ S = ;, le 
hemin P doit

passer par un sommet z 2 V nfs; t; ug et avoir la forme (s; z; u; t). Notons que z 62 U et

par 
onséquent a(P

su

) > 0 où P

su

est le sous-
hemin de P entre s et u. En remplaçant

P

su

par une arête de [s; u℄, on a toujours une solution du THPP, et il s'ensuit que

a(P

su

) = 0, une 
ontradi
tion. Il en résulte que [u; t℄ \ S = ;. Par la minimalité de S,

au
une autre arête de Æ(u) ne peut alors appartenir à S. �

Lemme 5.21 a(e) = a(e

0

) pour tout e 2 [s; U

0

℄ et e

0

2 [U; t℄.

Preuve. Supposons le 
ontraire. Par le lemme 5.19, on peut supposer, s.p.d.g., que

a(e) > a(e

0

) pour tout e 2 [U; t℄ et e

0

2 [s; U

0

℄: (5.5)
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Soient u

1

2 U et f 2 [u

1

; t℄. Considérons une solution S

1

de �

a


ontenant f . On

peut supposer, s.p.d.g., que S

1

est minimale. Soient P

1

et P

0

1

deux 3-st-
hemins arête-

disjoints de S

1

et supposons que f 2 P

1

.

Assertion 1 jU

0

j = 1.

Preuve. Supposons que jU

0

j � 2. On peut remarquer que P

1

ne peut pas passer par

un n÷ud u

0

de U

0

. Sinon, P

1

serait de la forme (s; u

0

; u

1

; t). Comme le sous-
hemins de

P

1

entre s et u

1

et le sous-
hemin de P

1

entre u

0

et t sont de poids > 0, par le lemme

5.14, P

0

1

devrait utiliser toutes les arêtes de [s; u

1

℄ et de [t; u

0

℄. D'où P

0

1

= (s; u

1

; u

0

; t).

En supprimant les arêtes de S

1

\ [u

1

; u

0

℄, on aurait toujours une solution de T (G). Il en

résulterait que a([u

1

; u

0

℄) = 0, 
e qui 
ontredirait la remarque 5.12 3). Par 
onséquent,

Comme S

1

est minimale et P

1

ne peut pas passer par un sommet de U

0

, S

1

ne peut

utiliser au plus qu'une seule arête de [s; U

0

℄. Supposons que S

1

utilise une arête e 2

[s; u

0

1

℄ ave
 u

0

1

2 U

0

. Notons que, dans 
e 
as, e 2 P

0

1

. Comme jU

0

j � 2, il existe une

arête e

0

2 [s; u

0

2

℄, u

0

2

2 U

0

, n'appartenant pas à S

1

. S'il existe une arête f

0

2 [u

0

2

; t℄

qui n'appartient pas à S

1

, en remplaçant l'arête f par les arêtes e

0

et f

0

, on obtient

une solution de T (G). Comme a(f

0

) = 0, on obtient a(e

0

) � a(f), 
e qui 
ontredit

(5.5). En 
onséquen
e, on a [u

0

2

; t℄ � S

1

et en parti
ulier [u

0

2

; t℄ � P

0

1

. Ce
i implique que

[u

0

2

; t℄ = fu

0

2

tg et P

0

1

= (s; u

0

1

; u

0

2

; t). En 
onsidérant la solution obtenue en remplaçant f

par fe

0

; gg où g 2 [u

0

1

; t℄, on obtient a(e

0

) � a(f). Ce
i 
ontredit (5.5). Par 
onséquent,

S

1

\ [s; U

0

℄ = ;. Aussi, 
omme S

1

est minimale et f 2 S

1

, S

1

ne peut pas utiliser

deux arêtes de [U

0

; t℄. Il existe alors un n÷ud u

0

2 U

0

tel que ([s; u

0

℄ [ [u

0

; t℄) \ S

1

= ;.

En remplaçant dans S

1

l'arête f par fsu

0

; u

0

tg, on obtient une solution de T (G). Ce
i

entraine a(e) � a(u

1

t), 
e qui 
ontredit (5.5) et 
omplète la preuve de l'assertion. �

Soit U

0

= fu

0

g. Soit P un st-
hemin de longueur 2 passant par u

0

. Si P

0

1

\ P = ;,

alors, l'ensemble obtenu à partir de S

1

en supprimant P

1

et en ajoutant P reste une

solution de T (G). Et il en résulte que a(u

1

t) � a([s; u

0

℄\P ), 
e qui 
ontredit (5.5). Par


onséquent, le 
hemin P

0

1

doit 
ontenir au moins un des ensembles [s; u

0

℄ et [u

0

; t℄. De

plus, 
omme S

1

est minimale et un 3-st-
hemin ne peut pas utiliser des arêtes parallèles,

on doit avoir ou bien j[s; u

0

℄j = 1, ou bien j[u

0

; t℄j = 1.

Supposons tout d'abord que j[u

0

; t℄j = 1 et 
onsidérons une solution minimale S

2

de �

a

ne 
ontenant pas l'unique arête u

0

t. Par le lemme 5.20, on a Æ(u

0

) \ S

2

= ;. Comme

P

0

1

\ P 6= ;, P

0

1

doit passer par le sommet u

0

et on a jP

0

1

\ S

2

j � 1. Il existe alors un

3-st-
hemin P

2

dans S

2

qui n'interse
te pas P

0

1

. Comme P \S

2

= ;, par le lemme 5.10,

on a a(P ) � a(P

1

). Mais il en résulte que a(P \ [s; u

0

℄) � a(u

1

t), 
ontredisant (5.5).
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Supposons maintenant que j[u

0

; t℄j � 2. On a alors [s; u

0

℄ = fsu

0

g et su

0

2 P

0

1

. On

peut remarquer que fsu

1

; u

1

t; su

0

; u

0

tg 2 T (G). Comme a(su

1

) = a(u

0

t) = 0 et S

1

est

minimale, on peut supposer, s.p.d.g., que S

1

= fsu

1

; u

1

t; su

0

; u

0

tg, P

1

= fsu

1

; u

1

tg

et P

0

1

= fsu

0

; u

0

tg. Considérons maintenant un ensemble d'arêtes minimal S

0

2

de �

a

ne


ontenant pas su

0

. Comme jP

0

1

\ S

0

2

j � 1, il doit exister un 3-st-
hemin P

2

dans S

2

tel

que P

2

\ P

0

1

= ;. En remplaçant dans S

1

, P

1

par P

2

, on garde une solution de T (G).

Ce
i implique que a(P

2

) � a(P

1

).

D'autre part, s'il existe e 2 [u

0

; t℄ tel que e 62 S

0

2

alors, on peut rempla
er le 
hemin

P

2

par 
elui formé des arêtes su

0

et e tout en gardant une solution de T (G). Ce
i

donne a(P

2

) � a(su

0

) + a(e). Comme a(P

2

) � a(P

1

), on obtient a(u

1

t) � a(su

0

), une


ontradi
tion. Par 
onséquent, [u

0

; t℄ � S

0

2

. Comme j[u

0

; t℄j � 2 et S

2

est minimal, on

a P

2

\ [u

0

; t℄ 6= ; et, s.p.d.g., on peut supposer que u

0

t 2 P

2

. On peut alors rempla
er

dans S

0

2

le 
hemin P

2

par le 
hemin P

0

1

. Ce
i 
onduit à a(P

0

1

) � a(P

2

) � a(P

1

) et don


a(su

0

) � a(u

1

t). Mais 
e
i 
ontredit de nouveau (5.5) et le lemme est démontré. �

Le lemme 5.18 nous permet de partitionner W en quatre sous-ensembles :

W

1

= fw 2 W j a(e) = 0 pour tout e 2 [U;w℄ et a(e

0

) > 0 pour tout e

0

2 [w;U

0

℄g;

W

2

= fw 2 W j a(e) = 0 pour tout e 2 [U;w℄ [ [w;U

0

℄g;

W

3

= fw 2 W j a(e) > 0 pour tout e 2 [U;w℄ et a(e

0

) = 0 pour tout e

0

2 [w;U

0

℄g;

Z = W n (W

1

[W

2

[W

3

):

Lemme 5.22 1) Si U = fug, alors a(e) = a(e

0

) pour tout e 2 [u; t℄ et e

0

2 [W

1

[

W

2

; t℄.

2) Si U

0

= fu

0

g, alors a(e) = a(e

0

) pour tout e 2 [s; u

0

℄ et e

0

2 [s;W

2

[W

3

℄.

Preuve. Nous montrons le résultat pour 1), la preuve pour 2) est obtenue par symé-

trie.

Supposons qu'il existe deux arêtes f

1

2 [u; t℄ et f

2

2 [w; t℄, w 2 W

1

[ W

2

telles que

a(f

1

) 6= a(f

2

).

Assertion 1 Au
une solution de �

a

ne peut 
ontenir à la fois f

1

et f

2

.

Preuve. Supposons, au 
ontraire, qu'il existe un ensemble S dans �

a

tel que f

1

; f

2

2 S.

Comme par la remarque 5.12 2) et 4), a(f

1

) > 0 et a(f

2

) > 0, f

1

et f

2

doivent 
ha
une

appartenir à un 3-st-
hemin de S. De plus, 
es deux arêtes ne peuvent pas appartenir

au même 3-st-
hemin. Soient T

1

et T

2

deux 3-st-
hemins arête-disjoints de S tels que

f

1

2 T

1

et f

2

2 T

2

. On a [s; u℄\S 6= ;, sinon, T

1

utiliserait entre s et u un sous-
hemin
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T

su

1

de poids stri
tement positif. Comme T

su

1

peut être rempla
é par une arête nulle de

[s; u℄, on aurait a(T

su

1

) = 0, une 
ontradi
tion.

Supposons d'abord que a(f

2

) > a(f

1

). S'il existe un sommet u

0

2 U

0

et deux arêtes

e 2 [s; u

0

℄ et f 2 [u

0

; t℄ qui ne sont pas utilisées par T

1

alors, en remplaçant T

2

par les

arêtes e et f , on aura une solution de T (G). Comme a(f) = 0, on a a(e) � a(f

2

). Or, par

le lemme 5.21, il s'ensuit que a(f

1

) = a(e) � a(f

2

), une 
ontradi
tion. En 
onséquen
e,

puisque T

1

ne peut pas utiliser une arête de [U

0

; t℄, il en résulte que [s; U

0

℄ � T

1

. D'où

U

0

= fu

0

g, j[s; u

0

℄j = 1 et su

0

2 T

1

. Mais dans 
e 
as, l'ensemble obtenu en supprimant

f

2

et en ajoutant les arêtes su et tu

0

est une solution de T (G), et on obtient a(f

2

) = 0,

une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que a(f

1

) > a(f

2

). Si [s; u℄ \ T

1

= ;, le 
hemin T

1

doit passer

par un sommet v 2 V n fs; t; ug et le sous-
hemin

~

T

1

de T

1

entre s et u est de poids

> 0. Par le lemme 5.14, on a don
 [s; u℄ � T

2

et il s'ensuit que j[s; u℄j = 1 et T

2

est de

la forme (s; u; w; t). Si v appartient à U

0

, supprimer dans S l'arête f

2

et ajouter une

arête de [v; t℄ entraine une solution de T (G). Comme a(e) = 0 pour tout e 2 [t; v℄, 
e
i

implique que a(f

2

) = 0, 
e qui est impossible. Ainsi, le 
hemin T

1

ne passe pas par un

sommet de U

0

. Par 
onséquent, il existe un sommet u

0

2 U

0

et deux arêtes e 2 [s; u

0

℄

et f 2 [u

0

; t℄ telles que e; f 62 T

1

[ T

2

. On peut rempla
er dans 
e 
as, le 
hemin T

1

par

le 
hemin formé des arêtes e et f et avoir une solution de T (G). Comme par le lemme

5.21, a(e) = a(f

1

), on a a(

~

T

1

) = 0, une 
ontradi
tion. En 
onséquen
e, [s; u℄ \ T

1

6= ;

et T

1

= (s; u; t). En utilisant un raisonnement similaire, on peut montrer que T

2

n'est

pas de longueur 2 et n'est pas de la forme (s; v

0

; w; t) ave
 v

0

6= u; s; t; w. Il s'ensuit

que T

2

= (s; u; w; t) et, par 
onséquent j[s; u℄j � 2. De plus, au moins un des deux

ensembles [u; w℄ et [w; t℄ est réduit à une seule arête. Sinon, on pourrait rempla
er

f

1

par un 2-ut-
hemin passant par w. Mais 
e
i impliquerait que a(f

2

) � a(f

1

), une


ontradi
tion.

Considérons d'abord le 
as où j[w; t℄j = 1. Soit S

0

2 �

a

tel que f

2

62 S

0

. Si S

0


ontient

une arête e de [u; w℄ alors 
omme par la remarque 5.12 4), a(e) > 0, il doit exister

dans S

0

un 3-st-
hemin T = (s; w; u; t). On peut remarquer dans 
e 
as, que l'ensemble

obtenu en supprimant l'arête de T \ [u; t℄ et en ajoutant f

2

est une solution de T (G).

Et on a a(T \ [u; t℄) � a(wt), une 
ontradi
tion. Ainsi [u; w℄ \ S = ;, et il existe dans

S

0

un 3-st-
hemin T

0

1

n'ayant au
une arête 
ommune ave
 T

2

. En é
hangeant dans S

1

le 
hemin T

1

et le 
hemin T

0

1

, on obtient une solution de T (G) et don
 a(T

0

1

) � a(T

1

).

Noter qu'une seule arête de [s; u℄ ne peut être utilisée par le se
ond 
hemin de S

0

. On

peut alors rempla
er le 
hemin T

0

1

par le 
hemin T

2

dans S

0

et obtenir une solution

admissible. Ce qui entraine que a(T

2

) � a(T

0

1

) � a(T

1

). En 
onséquen
e, il s'ensuit que

a(f

2

) � a(f

1

), une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que j[w; t℄j � 2. On a alors j[u; w℄j = 1. Considérons une solution

�

S

0

de �

a

ne 
ontenant pas uw. Comme j[s; u℄j � 2, on peut fa
ilement voir que [w; t℄ \



5.4 Propriétés stru
turales 111

�

S

0

= ;. Par un raisonnement analogue au 
as pré
édent, on démontre que a(f

2

) � a(f

1

),


e qui entraine de nouveau une 
ontradi
tion, et l'assertion est prouvée. �

Supposons que a(f

1

) > a(f

2

). Le 
as où a(f

2

) > a(f

1

) peut être traité de manière

similaire.

Il existe une solution S

1

2 �

a


ontenant l'arête f

1

. Soit P

1

et P

0

1

deux 3-st-
hemins arête-

disjoints de S

1

. Supposons, s.p.d.g., que f

1

2 P

1

. Par l'assertion 1, on a [w; t℄\ S

1

= ;.

Si S 
ontient une arête e 2 [u; w℄, alors le 
hemin 
ontenant e doit passer par les

sommets s, w, u et t. Par le lemme 5.9, on peut supposer, s.p.d.g., que e 2 P

1

. Or en

supprimant f

1

et en ajoutant f

2

, on obtient une solution de T (G), et en 
onséquen
e

a(wt) � a(ut), une 
ontradi
tion. Don
, on a [u; w℄ \ S

1

= ;. S'il existe une arête

e

0

2 [s; u℄ telle que e

0

62 P

0

1

, on peut rempla
er l'arête f

1

par f

2

; e

0

; uw et avoir une

solution de T (G). Ce
i implique que a(f

2

) � a(f

1

), une 
ontradi
tion. Ainsi [s; u℄ � P

0

1

et, par 
onséquent j[s; u℄j = 1 et P

1

= (s; v; u; t) ave
 v 2 V n fs; t; u; wg. Notons que

le sous-
hemin

~

P

1

de P

1

entre s et u a un poids stri
tement positif. S'il existe deux

arêtes e 2 [s; u

0

℄ et e

0

2 [u

0

; t℄ telles que e; e

0

62 P

0

1

où u

0

2 U

0

, alors on peut rempla
er le


hemin P

1

par les arêtes e et e

0

et garder un ensemble de T (G). Comme, par le lemme

5.21, a(e) = a(f

1

), on obtient a(

~

P

1

) = 0, une 
ontradi
tion. Ce
i implique que pour

tout u

0

2 U

0

, le 
hemin P

0

1

doit né
essairement utiliser les arêtes d'au moins un des

ensembles [s; u

0

℄ et [u

0

; t℄. Par 
onséquent, U

0

= fu

0

g. De plus, 
omme su 2 P

0

1

, on a

[s; u

0

℄ \ P

0

1

= ;, [u

0

; t℄ = fu

0

tg et u

0

t 2 P

0

1

.

Soit S

2

un ensemble minimal d'arêtes de �

a

ne 
ontenant pas l'arête su. L'ensemble

S

2


onsiste alors en deux 3-st-
hemins arête-disjoints P

2

et P

0

2

. Comme jU j = 1 et

j[s; u℄j = 1, par le lemme 5.20, on a Æ(u) \ S

2

= ;. S'il existe une arête e de [w; t℄

dans S

2

, 
omme a(e) > 0, e doit appartenir à un 3-st-
hemin, disons P

2

, de S

2

. Etant

donné que ([s; u℄ [ [u; w℄) \ S

2

= ;, le 
hemin P

2

doit être de la forme (s; z; w; t) ave


z 62 fs; t; u; wg. Le sous-
hemin de P

2

entre s et w étant de poids > 0, par le lemme

5.14, le se
ond 
hemin de S

2

doit interse
ter tout 2-sw-
hemin passant par u. Mais 
e
i


ontredit le fait que ([s; u℄[ [u; w℄)\S

2

= ;. Il s'ensuit don
 que [w; t℄\S

2

= ;. Comme

jP

1

\ S

2

j � 1, il doit exister un 3-st-
hemin, disons P

2

dans S

2

n'utilisant au
une arête

de P

1

. Soit P un 
hemin de longueur 3 passant par les sommets s, u, w et t. Par le

lemme 5.10, on a a(P ) � a(P

1

). Ce
i implique que a(f

2

) � a(f

1

), une 
ontradi
tion.

�
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5.5 Preuve du Théorème 5.3

Dans 
ette se
tion, nous allons utiliser les résultats de la se
tion pré
édente pour

montrer que P (G;L) = Q(G;L) pour L = 2 et 3. Pour 
e faire, nous 
onsidérons une


ontrainte ax � � dé�nissant une fa
ette de P (G;L) di�érente d'une 
ontrainte triviale

et d'une 
ontrainte de st-
oupe. Nous allons montrer que ax � � est né
essairement

une 
ontrainte du type (5.4).

Cas 1 : L = 2.

Soient U , U

0

et W les ensembles de sommets dé�nis dans la se
tion pré
édente. Par

le lemme 5.16, on a W = ; et 
haque 2-st-
hemin utilise exa
tement une arête ave
 un


oe�
ient non nul. Don
 
haque solution de �

a


ontient ainsi exa
tement deux arêtes

ave
 un 
oe�
ient stri
tement positif. De plus, les arêtes ayant un 
oe�
ient non nul


orrespondent exa
tement aux arêtes de la 
ontrainte (5.4) induite par la partition fsg,

U , U

0

, ftg. Ce
i impliqe que ax � � et la 
ontrainte de 2-st-
oupe induite par 
ette

partition dé�nissent la même fa
ette.

Cas 2 : L = 3.

Soient U , U

0

, W

1

, W

2

, W

3

et Z les ensembles dé�nis dans la se
tion pré
édente. On

distingue deux 
as.

Cas 2.1 : W

1

[W

3

[ Z 6= ;.

Soit F

1

= [fsg [ U;Z℄ [ [s;W

1

℄ [ [U;W

3

℄ et F

2

= [Z; U

0

[ ftg℄ [ [W

3

; t℄ [ [W

1

; U

0

℄

(voir �gure 5.2). On peut remarquer que F

1

\ F

2

= ; et il n'existe pas de st-
hemin

de longueur exa
tement 3 n'utilisant que des arêtes de F

1

et F

2

. Nous avons le lemme

suivant.

Lemme 5.23 Pour 
haque solution S 2 �

a

, on a jS \ F

1

j = jS \ F

2

j.

Preuve. Supposons le 
ontraire. Comme a(e) > 0 pour tout e 2 F

1

[ F

2

, il existe

une solution S

1

2 �

a

telle que, pour au moins un de ses 3-st-
hemins, disons P

1

, on ait

jP

1

\F

1

j 6= jP

1

\F

2

j. Soit P

0

1

un se
ond 3-st-
hemin dans S

1

. S.p.d.g., on peut supposer

que P

1

\ F

1

6= ;.

Assertion 1 P

1

\ F

2

= ;.
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s t

arêtes de F

1

arêtes de F

2

arêtes de poids nul

U

Z

W

1

W

3

W

2

U

0

Fig. 5.2 � Partition de G

Preuve. Comme P

1

\F

1

6= ; et F

1

\F

2

= ;, on a jP

1

\F

2

j � 2. Si jP

1

\F

2

j = 1, 
omme

jP

1

\F

1

j 6= jP

1

\F

2

j et P

1

\F

1

6= ;, on a alors jP

1

\F

1

j = 2. Ainsi P

1

est 
ontenu dans

F

1

[ F

2

, 
e qui 
ontredit la remarque 
i-dessus. Si jP

1

\ F

2

j = 2, alors jP

1

\ F

1

j = 1.

On a une nouvelle fois P

1

� F

1

[ F

2

, une 
ontradi
tion. On a don
 P

1

\ F

2

= ; et

l'assertion est prouvée. �

Assertion 2 1) P

1

\ [s; U ℄ = ;.

2) P

1

= (s; z; w; t) ave
 z 2 Z [W

1

et w 2 U [W

1

[W

2

(z et w peuvent 
oïn
ider).

3) [s; U ℄ � P

0

1

.

4) jU j = 1 et j[s; U ℄j = 1.

Preuve. Remarquons d'abord que 4) est une 
onséquen
e dire
te de 3).

1) Si P

1

utilise une arête su, u 2 U , 
omme P

1

\ F

1

6= ;, P

1

doit être de la forme

(s; u; z; t) ave
 z 2 Z [ W

3

. Mais 
e
i implique que P

1

\ F

2

6= ;, 
e qui 
ontredit

l'assertion 1.

2) Supposons que P

1

utilise une arête e 2 [u; w

3

℄, u 2 U et w

3

2 W

3

. Comme par

l'assertion 1, P

1

\ F

2

= ;, il s'ensuit que P

1

= (s; w

3

; u; t). En supprimant l'arête e

et en ajoutant les arêtes su, w

3

v et vt, où v 2 U

0

, on obtient en
ore une solution de

T (G). Comme a(su) = a(w

3

v) = a(vt) = 0, on a a(e) = 0, une 
ontradi
tion. Par


onséquent, P

1

\ [U;W

3

℄ = ;. Par 1) et le fait que P

1

\F

1

6= ;, il s'ensuit que P

1

utilise

une des arêtes de [s; Z [W

1

℄. Comme par l'assertion 1, P

1

\ F

2

= ;, il en résulte que

P

1

= (s; z; w; t) ave
 z 2 Z [W

1

et w 2 U [W

1

[W

2

.
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3) Supposons qu'il existe une arête e

0

2 [s; u

0

℄, u

0

2 U qui n'appartient pas à P

0

1

.

Remarquons que le sous-
hemin P

sw

1

de P

1

entre s et w a un poids > 0. Si w = u

0

,


omme e

0

forme un 
hemin nul entre s et w, par le lemme 5.14 on doit avoir e

0

2 P

0

1

,

une 
ontradi
tion. Si w 2 U , toutes les arêtes de [s; w℄ ainsi que tous les 2-sw-
hemins

passant par u

0

forment des 
hemins de poids nul entre s et w. De nouveau, par le lemme

5.14, P

0

1

doit interse
ter tous 
es 
hemins. Par 
onséquent, [u

0

; w℄ � P

0

1

et [s; w℄ � P

0

1

.

Or dans 
e 
as, on doit avoir P

0

1

= (s; w; u

0

; t). En supprimant le sous-
hemin de P

sw

1

et en ajoutant l'arête e

0

, on a une solution de T (G), et on obtient alors a(P

sw

1

) = 0,

une 
ontradi
tion. Il en résulte que w 62 U . Aussi, 
omme tout 
hemin de longueur 2

entre s et w passant par un sommet de u possède un poids nul, en
ore par le lemme

5.14, P

0

1

doit interse
ter tous 
es 
hemins. Etant donné que e

0

62 P

0

1

, on en déduit

que [U;w℄ � P

0

1

. Ce
i implique que U = fu

0

g et j[u

0

; w℄j = 1. Supposons maintenant

que P

0

1

= (s; u

0

; w; t). Notons que P

0

1

utilise entre w et t une arête parallèle à 
elle

utilisée par P

1

entre 
es deux mêmes sommets. Soit f 
ette arête et soit f

0

2 [u

0

; t℄. En

supprimant f et le sous-
hemin de P

sw

1

, et en ajoutant les arêtes f

0

et e

0

, on obtient

une solution de T (G). Comme, par le lemme 5.22, a(f) = a(f

0

), on a a(P

sw

1

) = 0,

une 
ontradi
tion. En 
onséquen
e, P

0

1

= (s; w; u

0

; t). On peut remarquer i
i que le

sous-
hemin de P

0

1

entre s et u

0

possède un poids > 0 et que e

0

forme un 
hemin nul

entre s et u

0

. Par le lemme 5.14, il s'ensuit que e

0

2 P

1

, 
e qui 
ontredit 1) et termine

la preuve de l'assertion. �

Par l'assertion 2 4), on peut supposer que U = fug et [s; U ℄ = fsug. Soit S

2

une

solution de �

a

ne 
ontenant pas su. S.p.d.g., on peut supposer que S

2

est minimale.

Par le lemme 5.20, il s'ensuit que Æ(u) \ S

2

= ;. Soit P un st-
hemin de longueur 2

passant par u. On a alors P \ S

2

= ;. De plus, 
omme P

0

1

passe par le n÷ud u, on a

aussi jP

0

1

\ S

2

j � 1. En 
onséquen
e, il doit exister un 3-st-
hemin P

2

dans S

2

tel que

P

2

\ P

0

1

= ;. Par le lemme 5.10, on obtient a(P ) � a(P

1

). Comme par les lemmes 5.19

et 5.22, a(g) = a(g

0

) pour tout g 2 [fug [W

1

[W

2

; t℄, il s'ensuit que a(P

sw

1

) = 0 où

P

sw

1

est le sous-
hemin de P

1

entre s et w. Or par l'assertion 2 2), on a a(P

sw

1

) > 0, 
e

qui est impossible et le lemme est prouvé. �

Du lemme 5.23, on déduit que la fa
ette dé�nie par ax � � est 
ontenue dans la fa
e

induite par l'équation x(F

1

) � x(F

2

) = 0. Comme par le lemme 5.8 
ette équation ne

peut pas être un multiple positif de ax = �, on obtient une 
ontradi
tion.

Cas 2.2 : W

1

[W

3

[ Z = ;.

Comme par le lemme 5.16, W 6= ;, on a W

2

6= ;. Ainsi fsg, U , W

2

, U

0

, ftg forment

une partition de V . Soit T l'ensemble des arêtes de la 3-st-
oupe induite par 
ette



5.5 Preuve du Théorème 5.3 115

partition (voir �gure 5.3 où les arêtes de la 3-st-
oupe sont représentées par les traits

pleins). Notons que a(e) > 0 pour tout e 2 T et a(e) = 0 pour tout e 2 E n T .

Lemme 5.24 Chaque solution de �

a


ontient exa
tement deux arêtes de T .

Preuve. Notons tout d'abord que, 
omme la 
ontrainte (5.4) asso
iée à T est valide

pour P (G; 3), 
haque solution de �

a


ontient au moins deux arêtes de T . Supposons

maintenant qu'il existe une solution S 2 �

a


ontenant plus de 2 arêtes de T . Comme

a(e) > 0 pour tout e 2 T , il doit exister dans S un 3-st-
hemin P 
ontenant au moins

deux arêtes de T .

Considérons le 
as où P = (s; w

2

; w

0

2

; t) ave
 w

2

; w

0

2

2 W

2

. Les autres 
as possibles

pour P ((s; w

2

; t) ave
 w

2

2 W

2

, (s; w

2

; u; t) ave
 w

2

2 W

2

et u 2 U , (s; u

0

; w

2

; t) ave


w

2

2 W

2

et u

0

2 U

0

, (s; u

0

; u; t) ave
 u

0

2 U

0

et u 2 U) peuvent être traités de manière

similaire.

Soit P

0

le se
ond 3-st-
hemin de S. En remplaçant dans S, le 
hemin P

0

par les arêtes

su, uw

0

2

, w

2

u

0

et u

0

t ave
 u 2 U et u

0

2 U

0

, on obtient une solution de T (G). Comme

toutes 
es arêtes ont un poids nul, on obtient a(P

0

) = 0, 
e qui 
ontredit le lemme 5.11.

�

Ainsi, par le lemme 5.24, 
haque solution de �

a

utilise exa
tement deux arêtes de T .

Ce
i imlpique que ax � � n'est rien d'autre que la 
ontrainte de 3-st-
oupe induite par

T , 
e qui termine la preuve de notre théorème.

t

U

0

s

U

W

2

Fig. 5.3 � Con�guration de L-st-
oupe
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5.6 Fa
ettes de P (G;L)

Dans 
ette se
tion, nous donnons des 
onditions né
essaires et su�santes pour que les

inégalités (5.1), (5.2) et (5.4) dé�nissent des fa
ettes de P (G;L) lorsque G est 
omplet.

Elles nous permettront de donner une des
ription minimale du polytope lorsque L � 3.

Dans la suite de la se
tion, nous supposons que G = (V;E) est un graphe 
omplet ave


jV j � 4.

Théorème 5.25 1) Pour L � 2, les inégalités x(e) � 1 dé�nissent des fa
ettes de

P (G;L) quel que soit e 2 E.

2) Pour L � 2, les inégalités x(e) � 0 dé�nissent des fa
ettes de P (G;L) si et

seulement si soit jV j � 5, soit jV j = 4 et e n'appartient pas à une st-
oupe de


ardinalité 3 ou à une 3-st-
oupe de 
ardinalité 3.

Preuve. 1) Comme G est 
omplet et jV j � 4, par le 
orollaire 5.5 le polytope P (G;L)

est de pleine dimension et 
haque ensemble F

f

= E nffg induit une solution du THPP

pour tout f 2 E. De plus, les ensembles E et F

f

pour tout f 2 E n feg 
onstituent

une famille de jEj solutions du THPP dont les ve
teurs d'in
iden
e véri�ent x(e) � 1

à l'égalité et sont a�nement indépendants.

2) Supposons d'abord que jV j � 5. Alors G 
ontient au moins quatre L-st-
hemins

sommet-disjoints. En e�et, soient u; v; w 2 V n fs; tg, et P

1

, P

2

et P

3

, trois st-
hemins

de longueur 2 passant respe
tivement par u, v et w. Ces 
hemins ave
 le 
hemin formé

par une des arêtes reliant s et t forment quatre 
hemins sommet-disjoints. Maintenant,

remarquer qu'on ne peut pas 
ouper trois de 
es 
hemins en supprimant seulement 2

arêtes. Considérons les ensembles d'arêtes :

F

f

= E n fe; fg pour tout f 2 E n feg:

Par la remarque 
i-dessus, 
es ensembles induisent des solutions du THPP. Soit F

e

=

E nfeg. Il est 
lair que F

e

induit aussi une solution du THPP. De plus, les ve
teurs x

F

e

,

e 2 E véri�ent x(e) � 0 à l'égalité et sont a�nement indépendants. Ce qui implique

que x(e) � 0 dé�nit une fa
ette de P (G;L).

Supposons maintenant que jV j = 4. Si e appartient à une st-
oupe Æ(W ) de 
ardi-

nalité 3 (resp. une 3-st-
oupe T de 
ardinalité 3), alors x(e) � 0 est redondante par

rapport aux 
ontraintes

x(Æ(W )) � 2; (resp. x(T ) � 2; )

�x(f) � �1; pour tout f 2 Æ(W ) n feg (resp. f 2 T n feg);
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et ne peut don
 pas dé�nir une fa
ette.

Supposons maintenant que e n'appartient ni à une st-
oupe de 
ardinalité 3 ni à une

3-st-
oupe de 
ardinalité 3. Considérons les ensembles

F

e

= E n feg;

F

e;f

= F

e

n ffg; pour tout f 2 E n feg;

qui dé�nissent jEj solutions du THPP. Les ve
teurs d'in
iden
e de 
es ensembles vé-

ri�ent tous la 
ontrainte x(e) � 0 à l'égalité et sont a�nement indépendants. Il en

résulte don
 que x(e) � 0 dé�nit une fa
ette de P (G;L). �

On peut remarquer que si G est le graphe 
omplet sur 4 sommets et s'il ne possède

pas d'arête multiple, alors la seule 
ontrainte de non-négativité pouvant dé�nir une

fa
ette est 
elle qui n'est in
idente ni à s, ni à t.

Théorème 5.26 1) Si L = 2, les seules 
ontraintes de st-
oupe qui dé�nissent des

fa
ettes de P (G;L) sont 
elles induites par fsg et V n ftg.

2) Si L � 3, toutes les 
ontraintes de st-
oupe dé�nissent des fa
ettes de P (G;L).

Preuve. 1) SoientW un ensemble de sommets induisant une st-
oupe etW = V nW .

Supposons tout d'abord que jW j � 2 et jW j � 2. Considérons la 
ontrainte de 2-st-


oupe x(T ) � 2 induite par la partition

V

0

= fsg;

V

1

=W n fsg;

V

2

=W n ftg;

V

3

= ftg:

Comme T = [V

0

; V

2

℄ [ [V

0

; V

3

℄ [ [V

1

; V

3

℄, on a T = Æ(W ) n [V

1

; V

2

℄. De plus, 
omme

[V

1

; V

2

℄ 6= ;, il s'ensuit que T  Æ(W ). Don
 x(T ) � 2 domine la 
ontrainte x(Æ(W )) � 2

et, par 
onséquent, 
ette dernière ne peut pas dé�nir une fa
ette.

Supposons maintenant que W = fsg. Le 
as où W = ftg est similaire. Dénotons

par ax � � l'inégalité de st-
oupe 
orrespondant à l'ensemble W . Soit bx � � une


ontrainte dé�nissant une fa
ette de P (G;L) telle que

fx 2 P (G;L) j ax = �g � fx 2 P (G;L) j bx = �g:

Pour montrer que ax � � dé�nit une fa
ette de P (G;L), il su�t de montrer que a = �b

pour un 
ertain � > 0.

Soit e 2 [s; t℄. Considérons les ensembles d'arêtes

F

f

= fe; fg [ E(W ); pour tout f 2 �

e
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où �

e

= Æ(W ) n feg. Comme le graphe G est 
omplet, les ensembles F

f

, f 2 �

e

,

induisent des solutions du THPP. De plus, les ve
teurs d'in
iden
e de 
es ensembles

véri�ent la 
ontrainte ax � � à l'égalité. On a alors

0 = bx

F

f

� bx

F

f

0

= b(f)� b(f

0

); pour tout f; f

0

2 �

e

;

et don


b(f) = 
; pour tout f 2 �

e

;

pour un 
ertain 
 2 IR.

Comme jV j � 4, soient u; v 2 W n ftg, g 2 [s; u℄ et g

0

2 [s; v℄. Considérons la solution

F

e

= fg; g

0

g [E(W ) de T (G). On a ax

F

e

= �. Comme g 2 �

e

, ax

F

g

= � et on obtient

0 = bx

F

g

� bx

F

e

= b(g)� b(e):

Ainsi b(g) = b(e) et on a

b(e) = 
; pour tout e 2 Æ(W ):

Nous allons maintenant montrer que b(f) = 0 pour tout f 2 E(W ).

Soit f 2 [u; v℄, u; v 2 W . On peut supposer, s.p.d.g., que u 6= t. Soient w 2 W n fu; tg

(w peut 
oïn
ider ave
 v) et g 2 [s; w℄. Comme g 2 �

e

, F

g

dé�nit une solution de T (G)

dont le ve
teur d'in
iden
e véri�e la 
ontrainte ax � � à l'égalité. Comme F

g

n ffg est

une solution de T (G), on a b(f) = 0.

En 
onséquen
e, on a

b(f) = 
 pour tout f 2 Æ(W );

b(f) = 0 pour tout f 2 E(W ):

Si on pose � = 1=
, on a a = �b. Comme bx � � ne peut pas dé�nir de fa
ette si b � 0,

on a � > 0 
e qui termine la preuve du théorème.

2) De manière analogue au 1), on montre que lorsque jLj � 3, toutes les 
ontraintes de

st-
oupe dé�nissent des fa
ettes de P (G;L). �

Théorème 5.27 Quand L � 2, les inégalités (5.4) dé�nissent des fa
ettes de P (G;L)

si et seulement si jV

0

j = jV

L+1

j = 1.

Preuve. Supposons que jV

0

j � 2. Le 
as où jV

L+1

j � 2 suit par symétrie. Considérons

la partition donnée par

V

0

= fsg;

V

1

= V

1

[ (V

0

n fsg);

V

i

= V

i

; pour i = 2; : : : ; L+ 1:



5.6 Fa
ettes de P (G;L) 119

Cette partition induit la 
ontrainte de 3-st-
oupe x(

�

T ) � 2 où

�

T = T n [V

0

n fsg; V

2

℄.

Comme G est 
omplet, on a

�

T  T et don
 la 
ontrainte x(T ) � 2 est dominée par

x(

�

T ) � 2 et ne peut, en 
onséquen
e, dé�nir une fa
ette de P (G;L).

Supposons maintenant que jV

0

j = jV

L+1

j = 1, 
'est-à-dire V

0

= fsg et V

L+1

= ftg.

Dénotons l'inégalité (5.4) par ax � � et 
onsidérons une inégalité bx � � dé�nissant

une fa
ette de P (G;L) telle que

fx 2 P (G;L) j ax = �g � fx 2 P (G;L) j bx = �g:

Nous allons montrer que a = �b pour un � > 0. Soit

�

E = E n T =

S

L

i=1

E(V

i

) [

(

S

L

i=0

[V

i

; V

i+1

℄). Soient e 2 [s; t℄ et T

e

= T n feg. Comme le graphe est 
omplet, les

ensembles donnés par

F

f

=

�

E [ fe; fg; pour tout f 2 T

e

;

induisent des solutions du THPP dont les ve
teurs d'in
iden
e satisfont ax � � à

l'égalité. D'où

0 = bx

F

f

� bx

F

f

0

= b(f)� b(f

0

); pour tout f; f

0

2 T

e

;

et don


b(f) = 
; pour tout f 2 T

e

;

pour un 
 2 IR.

Soient f 2 [V

0

; V

L

℄, f

0

2 [V

1

; V

L+1

℄ et F

e

=

�

E [ ff; f

0

g. L'ensemble F

e

induit également

une solution du THPP véri�ant ax

F

e

= �. Il s'ensuit que 0 = bx

F

e

� bx

F

f

= b(e)� b(f).

On a alors

b(f) = 
; pour tout f 2 T:

Nous allons maintenant montrer que b(f) = 0 pour tout f 2

�

E. Supposons tout

d'abord que f 2 [V

0

; V

1

℄. Soit f

0

2 [s; w℄ ave
 w 2 V

2

. Comme G est 
omplet, l'ensemble

d'arêtes F

f

0

n ffg induit une solution du THPP véri�ant ax

F

f

0

nffg

= �. On a alors

b(f) = 0. De manière analogue, on montre que b(f) = 0 pour tout f 2

S

L

i=0

[V

i

; V

i+1

℄.

Considérons maintenant une arête f 2 E(V

i

), i 2 f1; : : : ; Lg. Soient v 2 V

L

et f

0

2

[s; v℄. L'ensemble F

f

0

n ffg induit une solution du THPP dont le ve
teur d'in
iden
e

véri�e la 
ontrainte ax � � à l'égalité. On a don
 b(f) = 0.

En 
onséquen
e, nous obtenons :

b(e) = 0; pour tout e 2

�

E;

b(f) = 
; pour tout e 2 T:

Comme � > 0, on a 
 > 0 et en posant � = 1=
, on a a = �b. �



120 Le problème des deux 
hemins arête-disjoints de longueur bornée

Soit E

0

l'ensemble des arêtes n'appartenant ni à une st-
oupe de 
ardinalité 3, ni à

une L-st-
oupe de 
ardinalité 3. Des pré
édents théorèmes dé
oulent les deux 
orollaires

suivants.

Corollaire 5.28 Pour L = 2, si le graphe G = (V;E) est 
omplet ave
 jV j � 4, alors

une des
ription 
omplète minimale de P (G; 2) est donnée par

x(Æ(s)) � 2;

x(Æ(t)) � 2;

x(T ) � 2; pour toute 2-st-
oupe induite par V

0

= fsg; V

1

; V

2

; V

3

= ftg;

x(e) � 1; pour tout e 2 E;

x(e) � 0; pour tout e 2 E

0

:

Corollaire 5.29 Pour L = 3, si le graphe G = (V;E) est 
omplet ave
 jV j � 4, alors

une des
ription 
omplète minimale de P (G; 3) est donnée par

x(Æ(W )) � 2; pour tout st-
oupe Æ(W );

x(T ) � 2; pour toute 3-st-
oupe induite par V

0

= fsg; V

1

; V

2

; V

3

; V

4

= ftg;

x(e) � 1; pour tout e 2 E;

x(e) � 0; pour tout e 2 E

0

:

5.7 Dominant de P (G;L)

Dans 
ette se
tion, nous allons étudier le dominant du polytope P (G;L). Nous allons

donner une des
ription 
omplète de 
e polyèdre pour tout graphe G = (V;E) et tout

entier L � 2 tels que P (G;L) = Q(G;L).

Soit Dom(P (G;L)) le dominant de P (G;L). Soit D(G;L) le polyèdre donné par

x(Æ(W )) � 2; pour toute st-
oupe Æ(W );

x(Æ(W ) n feg) � 1; pour toute st-
oupe Æ(W ); e 2 Æ(W ); (5.6)

x(T ) � 2; pour toute L-st-
oupe T;

x(T n feg) � 1; pour toute L-st-
oupe T; e 2 T; (5.7)

x(e) � 0; pour tout e 2 E: (5.8)

Théorème 5.30 Pour tout L � 2, si P (G;L) = Q(G;L), alors Dom(P (G;L)) =

D(G;L).
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Preuve. Nous montrons tout d'abord que Dom(P (G;L)) � D(G;L).

Soit y 2 Dom(P (G;L)). Alors il existe �x 2 P (G;L) tel que �x � y. Ainsi, y satisfait

(5.2), (5.4) et (5.8). Nous allons montrer que y satisfait également les 
ontraintes (5.6)

et (5.7).

Considérons une 
ontrainte x(Æ(W ) n feg) � 1 du type (5.6). Comme �x(Æ(W )) � 2 et

�x(e) � 1, on a

y(Æ(W ) n feg) � �x(Æ(W ) n feg)

= �x(Æ(W ))� �x(e)

� 2� �x(e)

� 1:

De manière similaire, on obtient y(T n feg) � 1 pour toute L-st-
oupe T et e 2 T . On

a don
 Dom(P (G;L)) � D(G;L).

Maintenant, noter que le dominant deD(G;L), Dom(D(G;L)) estD(G;L) lui-même.

Ainsi, pour montrer que D(G;L) � Dom(P (G;L)), il su�t de montrer que tout point

extrême de D(G;L) appartient à P (G;L). En e�et, si 
'est le 
as, alors toute 
ombi-

naison 
onvexe de points extrêmes de D(G;L) est également dans P (G;L). De plus,


omme Dom(D(G;L)) = D(G;L), toute solution y 2 D(G;L) peut être vue 
omme la

somme x + z, où x appartient à l'enveloppe 
onvexe des points extrêmes de D(G;L)

et z � 0. Comme x 2 P (G;L), on a y 2 Dom(P (G;L)).

Soit �x un point extrême de D(G;L). Comme P (G;L) = Q(G;L) et toutes les inégalités

de Q(G;L) sont présentes dans D(G;L) sauf les 
ontraintes x(e) � 1, e 2 E, a�n de

montrer que �x 2 P (G;L), il su�t de montrer que �x satisfait aussi 
es 
ontraintes.

Considérons une arête e

0

2 E telle que �x(e

0

) > 0. Comme �x est un point extrême de

D(G;L), il existe au moins une 
ontrainte parmi (5.2), (5.4), (5.6) et (5.7) utilisant

la variable x(e

0

) et serrée par �x. Si �x(Æ(W ) n ffg) = 1 ave
 e

0

2 Æ(W ) n ffg pour

une st-
oupe Æ(W ) et f 2 Æ(W ), alors �x(e

0

) � �x(Æ(W ) n ffg) = 1. Si �x(Æ(W )) = 2

ave
 e

0

2 Æ(W ) pour une st-
oupe Æ(W ), alors �x(e

0

) + �x(Æ(W ) n fe

0

g) = 2 et don


x(e

0

) = 2� �x(Æ(W ) n fe

0

g). Comme �x satisfait (5.6), il s'ensuit que �x(e

0

) � 1.

D'une manière analogue, on obtient que �x(e

0

) � 1 si une des 
ontraintes (5.4) et (5.7)


ontenant x(e

0

) est serrée par �x. �

Une 
onséquen
e immédiate des théorèmes 5.3 et 5.30 est la suivante.

Corollaire 5.31 Si L = 2; 3, alors Dom(P (G;L)) = D(G;L).
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5.8 Généralisation

Comme nous l'avons pré
édemment mentionné, la formulation que nous avons donnée

n'est pas valide pour L � 4. Dans [22℄, Dahl et Gouveia ont étudié le polytope asso
ié

aux 
hemins bornés en tant que sous-problème d'un problème plus général. Ce dernier


onsiste à trouver un arbre de poids minimum 
ouvrant les sommets d'un graphe tel que

le 
hemin entre un n÷ud ra
ine �xé et tout autre n÷ud du graphe ne dépasse pas une


ertaine longueur. Ils introduisent une 
lasse d'inégalités qui généralise les 
ontraintes

de L-st-
oupe (5.3). On peut, de la même manière, généraliser les 
ontraintes de L-st-


oupe (5.4) pour le polytope P (G;L).

Soit V

0

; : : : ; V

p

une partition ave
 p � L+1, s 2 V

0

et t 2 V

p

. Considérons l'inégalité

suivante

X

e2[V

i

;V

j

℄; i<j

min(j � i� 1; p� L)x(e) � k(p� L): (5.9)

Théorème 5.32 L'inégalité (5.9) est valide pour le polytope P (G;L).

Preuve. Un L-st-
hemin ne peut pas interse
ter plus de L+1 éléments de la partition.

Il doit don
 en sauter p+1�(L+1) = p�L. De plus, on peut remarquer que le 
oe�
ient

de 
haque arête 
orrespond au nombre d'éléments de la partition sautés par l'arête.

Comme 
haque 
hemin doit sauter p� L éléments et les 
hemins sont arête-disjoints,

la valeur du membre de gau
he doit être � 2(p� L). �

Nguyen [81℄ a montré que le dominant du polytope asso
ié aux L-st-
hemins (
as

k = 1, où k est le nombre de 
hemins arête-disjoints re
her
hés entre s et t) est entiè-

rement dé
rit par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de st-
oupe et les 
ontraintes

(5.9). En revan
he, 
es 
ontraintes ne su�sent malheureusement pas pour formuler le

problème lorsque k = 2. En e�et, 
onsidérons le graphe donné par la �gure 5.4. Le

ve
teur d'in
iden
e de l'ensemble d'arêtes de 
e graphe véri�e toutes 
es 
ontraintes.

Cependant, 
ette solution n'est pas admissible pour le THPP. Par 
ontre, en appliquant

des pro
édures de lifting, les 
ontraintes (5.9), peuvent être étendues en la 
lasse plus

générale suivante pour L = 4.

Soit V

0

; : : : ; V

6

; W

1

; : : : ; W

4

une partition de V telle que s 2 V

0

et t 2 V

6

. On pose
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s t

Fig. 5.4 � Contre-exemple

W

0

= V

0

et W

5

= V

6

. Soit a le ve
teur asso
ié aux arêtes donné par

a(e) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1 pour tout e 2 [V

i

; V

j

℄; ji� jj = 2; i; j 2 f0; : : : ; 6g;

1 pour tout e 2 [V

3

;W

1

℄ [ [V

2

;W

3

℄ [ [V

3

;W

4

℄ [ [V

4

;W

2

℄;

2 pour tout e 2 [V

i

; V

j

℄; ji� jj � 3; i; j 2 f0; : : : ; 6g;

2 pour tout e 2 [W

i

;W

j

℄; ji� gj � 2; i; j 2 f0; : : : ; 5g;

2 pour tout e 2 [V

1

;W

3

℄ [ [V

1

;W

4

℄ [ [V

2

;W

4

℄[

[V

4

;W

1

℄ [ [V

5

;W

1

℄ [ [V

5

;W

2

℄;

0 sinon.

La 
ontrainte ax � 4 est valide pour P (G;L). Nous 
onje
turons que pour L = 4, 
es


ontraintes ave
 les 
ontraintes (5.1), (5.2), (5.4), et les 
ontraintes d'intégrité donnent

une formulation en 0� 1 pour le THPP.

s

1

t

1

e

3

e

4

e

2

e

1

u

e

7

e

6

e

5

e

9

e

8

t

2

s

2

e

10

Fig. 5.5 � Point extrême

Une autre généralisation naturelle du problème, est de 
onsidérer plusieurs demandes

d

i

= (s

i

; t

i

). Le problème 
onsiste maintenant à trouver un sous-graphe de 
oût mini-

mum tel qu'entre 
haque paire de sommets (s

i

; t

i

), il existe au moins deux L-st-
hemins

arête-disjoints. La formulation donnée en se
tion 5.2 peut être fa
ilement étendue à 
e

problème quand L = 2 ou 3. Cependant, les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de

s

i

t

i

-
oupe et les 
ontraintes de L-s

i

t

i

-
oupe, ne su�sent pas pour dé
rire le polytope
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asso
ié. En e�et, 
onsidérons le graphe donné par la �gure 5.5 ave
 deux demandes

(s

1

; t

1

) et (s

2

; t

2

). La solution �x = (1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 1=2; 1=2; 1=2) satisfait les 
ontraintes

triviales, les 
ontraintes de s

i

t

i

-
oupe et les 
ontraintes de L-s

i

t

i

-
oupe pour i = 1; 2.

De plus, �x est un point extrême du polytope donné par 
es inégalités. Ce
i implique

que 
es 
ontraintes ne dé
rivent pas le polytope pour 
e graphe. En e�et, il est fa
ile

de véri�er que 
ette solution viole la 
ontrainte

x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) + x(e

8

) + (e

9

) + x(e

10

) � 2 (5.10)

qui est valide pour le polytope asso
ié. En fait, 
ette 
ontrainte fait partie d'une 
lasse

d'inégalités plus large généralisant les 
ontraintes de F -partition Steiner mentionnées

dans le 
hapitre 3. Cette 
lasse d'inégalités est dé�nie de la manière suivante. Soit

V

0

; : : : ; V

p

une partition de V telle que pour tout i 2 f1; : : : ; pg, il existe une demande

d

j

= (s

j

; t

j

) ave
 jfs

j

; t

j

g \ V

i

j = 1. Soit F � Æ(V

0

) un ensemble d'arêtes de 
ardinalité

impaire. Considérons l'inégalité

x(Æ(V

0

; : : : ; V

p

) n F ) � p�

�

F

2

�

: (5.11)

Le théorème suivant, donné sans preuve (la preuve est similaire à 
elle pour les


ontraintes de F -partition Steiner), montre que 
es 
ontraintes sont valides.

Théorème 5.33 Les 
ontraintes (5.11) sont valides pour P (G;L).

Il est fa
ile de voir que la 
ontrainte (5.10) n'est rien d'autre que la 
ontrainte (5.11)

quand V

0

= fu; t

1

g, V

1

= fs

1

g, V

2

= fs

2

g, V

3

= ft

2

g et F = fe

2

; e

3

; e

4

g.

En�n, un dernier problème pouvant être intéressant à mentionner est le suivant.

SoientG = (V;E) un graphe, L � 2 une 
onstante et 
(e) un 
oût asso
ié à 
haque arête

e 2 E. Soit D un ensemble de demandes d

i

= (s

i

; t

i

) pour i = 1; : : : ; q. Considérons

le problème P qui 
onsiste à trouver un sous-graphe H = (V (F ); F ) de G de 
oût

minimum tel que pour tout e 2 F , et pour toute demande d

i

, i 2 f1; : : : ; qg, il existe

au moins un 
hemin de longueur au plus L entre s

i

et t

i

dans H � e. Le théorème

suivant dont la preuve est similaire à 
elle du théorème 5.2 donne une formulation de


e problème en un programme en nombres entiers.

Théorème 5.34 Soient G = (V;E) un graphe et L � 2. Alors le problème P est

équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant :

Minf
x j x 2 Q(G;L); x 2 f0; 1g

m

g:
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Noter alors que le problème P n'est rien d'autre que le THPP quand L � 3 et

D = f(s; t)g. En revan
he, si L � 4, les solutions peuvent être di�érentes. En e�et,


onsidérons le graphe donné par la �gure 5.6. Comme nous l'avons vu, 
e graphe n'est

pas une solution du THPP quand L = 4. Cependant, quand on supprime une arête

quel
onque du graphe, il existe toujours un 
hemin de longueur au plus 4 entre s et t.

Ainsi, le graphe dé�nit une solution du problème P.

s t

Fig. 5.6 �

Soit �(G;L) le polytope asso
ié au problème P. Comme les deux problèmes sont les

mêmes quand L � 3, on a le 
orollaire suivant.

Théorème 5.35 Si D = f(s; t)g et L � 3, alors �(G;L) = P (G;L).

5.9 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons étudié le problème qui 
onsiste à trouver dans un graphe

deux 
hemins arête-disjoints de longueur bornée entre deux sommets �xés s et t. Nous

avons montré que les 
ontraintes de L-st-
oupe ave
 les 
ontraintes de st-
oupe et les


ontraintes triviales sont su�santes pour formuler le problème en un programme en

nombres entiers ainsi que pour dé
rire le polytope P (G;L) asso
ié au problème lorsque

L � 3. Une étude plus approfondie des di�érentes 
lasses d'inégalités introduites nous

a permis d'obtenir des 
onditions né
essaires et su�santes pour que 
es inégalités dé�-

nissent des fa
ettes. Ce
i nous a 
onduit à des 
ara
térisations minimales du polytope

P (G;L) quand L = 2; 3. En�n, nous avons 
onsidéré le dominant de 
e polytope. Nous

avons 
ara
térisé 
e polyèdre pour tout L � 2 quand le polytope P (G;L) est donné par

les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de st-
oupe et les 
ontraintes de L-st-
oupe.

Comme la séparation des 
ontraintes de st-
oupe des 
ontraintes (5.4) quand L � 3

peut se faire en temps polynomial, Ce
i nous a permis d'avoir un algorithme de 
oupes

polynomial pour le THPP quand L � 3.

Nous sommes a
tuellement en train d'étudier un algorithme de 
oupes et bran
he-

ment pour le THPP lorsque le réseau possède plusieurs demandes. Nous avons d'ores

et déjà quelques résultats préliminaires en
ourageants.
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Dans 
ette thèse, nous avons étudié trois problèmes de 
on
eption de réseaux. Ces

problèmes peuvent être vus 
omme des généralisations du problème 
lassique du sous-

graphe 2-arête 
onnexe.

Dans un premier temps, nous avons étudié le problème du sous-graphe Steiner 2-arête


onnexe. Nous avons introduit une 
lasse de 
ontraintes valides pour le polytope asso-


ié au problème, appelées 
ontraintes de F -partition Steiner généralisées. Nous avons

montré que 
es inégalités, ave
 les inégalités de 
oupe Steiner et les inégalités triviales

dé
rivent le polytope dans une 
lasse de graphes 
ontenant les roues. En 
onséquen
e,

nous avons obtenu une des
ription du polytope dans la 
lasse des graphes de Halin

quand les terminaux ont une disposition parti
ulière. Ce résultat généralise 
elui de

Barahona et Mahjoub [7℄ quand S = V .

Nous nous sommes ensuite intéressés au problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe

où 
haque arête doit appartenir à un 
y
le borné. Après l'introdu
tion d'une famille

de 
ontraintes appelées 
ontraintes de 
y
le, nous avons donné une formulation de 
e

problème 
omme un programme linéaire en nombres entiers ne faisant intervenir que les

variables naturelles du problème. Par la suite, nous avons examiné la stru
ture fa
iale

du polytope asso
ié. Ce
i nous a permis d'introduire plusieurs 
lasses de fa
ettes. Nous

avons également dis
uté de te
hniques de séparation pour 
es fa
ettes. En parti
ulier,

nous avons montré que la séparation des 
ontraintes de 
y
le peut se faire en temps

polynomial quand la borne sur les 
y
les ne dépasse pas 4. Ces résultats ont 
onduit au

développement d'un algorithme de 
oupes et bran
hements pour 
e problème. Celui-
i

a été utilisé pour résoudre des instan
es réelles et aléatoires du problème.

En�n, dans une dernière partie, nous avons 
onsidéré le problème qui 
onsiste à trou-

ver, entre deux sommets d'un graphe, deux 
hemins arête-disjoints de 
oût minimum

de longueur bornée. Nous avons introduit une formulation pour 
e problème en un

programme en nombres entiers lorsque la borne est � 3. Et nous avons montré que

la relaxation linéaire de 
e programme est entière. Nous avons également dis
uté de
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onditions né
essaires et su�santes pour que 
ette relaxation soit minimale. Aussi, nous

avons étudié le dominant du polytope asso
ié et dis
uté de 
ertaines généralisations du

problème.

Plusieurs problèmes et questions restent 
ependant ouverts et méritent d'être étudiés.

D'abord, dans [7℄, Barahona et Mahjoub ont 
ara
térisé le polytope des sous-graphes

Steiner 2-arête 
onnexes dans les graphes de Halin quand S = V . Une question qui

reste en
ore posée est la 
ara
térisation entière de 
e polytope dans les graphes de

Halin lorsque S 6= V . Comme Winter [88℄ a montré que, dans 
e 
as, le problème est

polynomial, il doit être possible de 
ara
tériser le polytope asso
ié à l'aide de 
ontraintes

séparables en temps polynomial. Dans 
ette thèse, nous avons répondu partiellement

à 
ette question.

La stru
ture des solutions du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des


y
les bornés est 
omplexe. Ce
i peut expliquer en partie le fait que les plus grandes

instan
es que nous avons pu résoudre ave
 une borne sur les 
y
les � 4 ne dépasse

pas les 40 sommets. Et même pour 
ette taille, seulement peu d'instan
es ont pu

être résolues à l'optimum. Ce
i laisse 
roire qu'il doit en
ore exister des 
ontraintes

fondamentales pour le polytope asso
ié. Vue l'intérêt pratique du problème et a�n

d'améliorer la performan
e de l'algorithme de 
oupes et bran
hements proposé, une

étude 
omplémentaire et approfondie du polytope asso
ié pourrait être né
essaire. En

parti
ulier, il serait intéressant d'introduire de nouvelles familles de 
ontraintes valides.

Certaines de 
es 
ontraintes sont d'ores et déjà présentées dans l'annexe A. Celles-
i

n'ont été formulées de manière générale qu'après la phase expérimentale et n'ont don


pas pu être intégrées à l'algorithme de 
oupes et bran
hements présenté dans le 
hapitre

4. L'étude d'algorithmes d'approximation pour le problème serait également très utile.

Un tel algorithme peut être 
ombiné ave
 une méthode de 
oupes pour déterminer des

solutions pro
hes de l'optimum pour le problème.

Lors des expérimentations 
on
ernant le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe

ave
 des 
y
les bornés, nous avons remarqué que, pour des bornes assez petites sur

les 
y
les, il existait des 
hemins relativement longs entre 
ertaines paires de sommets.

Pour assurer un routage peu 
oûteux même en l'absen
e de panne, il serait né
essaire

d'avoir des 
hemins de longueur limitée entre les terminaux. Le problème qui en résulte

est don
 de déterminer un sous-graphe 2-arête 
onnexe de 
oût minimum tel que 
haque

arête appartienne à un 
y
le borné, et entre 
haque paire de sommets, il existe au moins

un 
hemin ne dépassant pas une 
ertaine longueur. Nous assurons ainsi une 
ertaine

qualité de routage dans le réseau et 
e, qu'une panne se produise ou non.

Dans le 
hapitre 4, nous avons également dis
uté du problème de la 
oupe mini-
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mum sur les 
hemins bornés (BPCP). Ce problème 
onsiste à déterminer un ensemble

d'arêtes de poids minimum qui 
oupe tous les 
hemins ne dépassant pas une 
ertaine

longueur, entre deux sommets donnés d'un graphe. Nous avons montré que 
e pro-

blème peut être résolu en temps polynomial lorsque la borne est � 3. Il a également

été montré par M
Cormi
k [75℄ que 
e problème est NP-
omplet lorsque la borne est

� 12. La 
omplexité de 
e problème reste en
ore une question ouverte lorsque la borne

est 
omprise entre 4 et 12. De plus, nous avons montré que les problèmes de séparation

des 
ontraintes de 
y
le et des 
ontraintes de L-st-
oupe se ramènent au BPCP. Ces


ontraintes sont fondamentales pour les deux problèmes du sous-graphe 2-arête 
onnexe

ave
 respe
tivement des 
y
les et des 
hemins bornés. Il serait ainsi intéressant d'avoir

des algorithmes de séparation exa
ts et/ou appro
hés pour 
es 
ontraintes, en parti
u-

lier dans les 
as les plus 
ourants (quand la borne est égale à 4 ou 5). Ce
i né
essiterait

une investigation approfondie de l'aspe
t algorithmique du problème BPCP dans 
es


as.

En�n, une question naturelle qui se pose lors de la 
on
eption d'un réseau est son

dimensionnement. Celui-
i 
onsiste à déterminer les 
apa
ités à installer sur les di�é-

rents liens du réseau a�n que toutes les demandes puissent être a
heminées entre les

origines-destinations. Les problèmes étudiés dans 
e mémoire ne prennent en 
ompte

que l'aspe
t topologique du réseau. Il serait, par 
onséquent, intéressant d'étudier le

problème qui asso
ie à la fois la 
on
eption d'un réseau �able ave
 des 
ontraintes de

borne et son dimensionnement. A notre 
onnaissan
e, Une telle étude n'a jamais été

faite auparavant.





131

Annexe A

Autres 
ontraintes valides pour

P(G;K)

Dans 
ette partie, nous 
onsidérons de nouveau le problème du sous-graphe 2-arête


onnexe ave
 des 
y
les ne dépassant pas une 
ertaine longueur K (2ECSBR). Dans le


adre de notre étude de 
e problème, nous avons identi�é d'autres 
ontraintes valides

pour le polytope asso
ié. Ces 
ontraintes n'ont pas été utilisées dans les expérimenta-

tions menées sur 
e problème. En e�et, 
ertaines de 
es 
ontraintes n'ont été formulées

d'une manière générale qu'après la phase expérimentale. Et les autres 
on
ernent des


lasses parti
ulières de graphes. Dans 
ette annexe, nous présentons 
es 
ontraintes.

A.1 Contraintes d'éventail

Avant d'introduire 
es nouvelles 
ontraintes, nous donnons le lemme suivant qui per-

met d'identi�er des 
ontraintes de sous-ensemble valides.

Lemme A.1 Soient G = (V;E) un graphe et K � 3 un entier �xé. Soit � = (V

0

; : : : ;

V

p

) une partition de V telle que p � K. Soient e 2 [V

i

; V

i+1

℄, i 2 f0; : : : ; pg et

f 2 [V

j

; V

j+1

℄, j 2 f0; : : : ; pg n fig deux arêtes de E. Soit T = T

�

[ ([V

i

; V

i+1

℄ n feg) [

([V

j

; V

j+1

℄ n ffg). Alors T induit une 
ontrainte valide de sous-ensemble x(T ) � 1.

Preuve. Supposons que i < j, le 
as où i > j peut être prouvé par symétrie. Soit

F � E une solution réalisable du 2ECSBR telle que F \ T = ;. Comme la 
ontrainte
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de 
oupe asso
iée à l'ensemble de sommets

S

j

k=i+1

V

k

doit être satisfaite par le ve
teur

d'in
iden
e de F , il s'ensuit que e et f appartiennent à F . Or le plus petit 
y
le


ontenant e et f est de longueur � p + 1 > K, une 
ontradi
tion. Le graphe G

0

=

(V;E nT ) ne 
ontient don
 pas de solution du 2ECSBR et, en 
onséquen
e, l'ensemble

T induit une 
ontrainte de sous-ensemble valide. �

Théorème A.2 Soient G = (V;E) un graphe et K � 3 un entier �xé. Soit � =

(V

0

; : : : ; V

K

) une partition de V . Soient i; j 2 f0; : : : ; Kg ave
 i + 1 < j, et e et f

deux arêtes de [V

i

; V

i+1

℄ et [V

j

; V

j+1

℄ respe
tivement. Soient

� = ([V

i

; V

i+1

℄ n feg) [ ([V

j

; V

j+1

℄ n ffg) [ (

S

j�1

k=i+1

[V

k

; V

k+1

℄);

T = T

�

[ �:

Alors la 
ontrainte

x(T ) � j � i (A.1)

est valide pour P(G;K).

Preuve. Soient

T

1

= fe 2 [V

k

; V

l

℄; k; l 2 fi+ 1; : : : ; jg; k > l + 1g;

T

2

= (T

�

n T

1

) [ �:

Assertion 1 La 
ontrainte

2x(T

1

) + x(T

2

) � j � i (A.2)

est valide pour P(G;K).

Preuve. Posons

T = T

�

[ ([V

i

; V

i+1

℄ n feg) [ ([V

j

; V

j+1

℄ n ffg):

Par le lemme A.1 l'ensemble T induit une 
ontrainte de sous-ensemble x(T ) � 1. Les


ontraintes suivantes sont ainsi valides pour P(G;K) :

x(Æ(V

k

)) � 2; pour k = i+ 1; : : : ; j;

x(

�

T ) � 1;

�x(e) � �1;

�x(f) � �1;

x(g) � 0; pour tout g 2 T

�

n

�

Æ(

S

j

k=i+1

V

k

)

�

:
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En sommant 
es 
ontraintes, on obtient

4x(T

1

) + 2x(T

2

) � 2(j � i)� 1:

En divisant 
ette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite à l'entier

supérieur, on obtient la 
ontrainte (A.2). �

Noter que T = T

1

[T

2

. Noter également que si j = i+2, alors T

1

= ;, et la 
ontrainte

(A.1) n'est rien d'autre que la 
ontrainte (A.2) qui, par l'assertion 1, est valide pour

P(G;K). Nous supposons don
 dans la suite que j > i+ 2.

Soit F une solution de F(G). Si F \T

1

= ;, alors par (A.2), on a jF \T

2

j � j�i et don


(A.1) est véri�ée. Par 
onséquent, supposons qu'il existe une arête g 2 T

1

appartenant

à F . Nous allons montrer que

jF \ (T n fgg)j � j � i� 1: (A.3)

et ainsi la 
ontrainte (A.1) est satisfaite par x

F

.

Considérons la partition �

W

= (W

0

; : : : ; W

j�i�2

) donnée par

W

0

=

S

i+1

k=0

V

k

[

S

K

k=j

V

k

;

W

k

= V

i+k+1

pour k = 1; : : : ; j � i� 2:

Notons que, 
omme j > i+2, j� i� 2 � 1, et par 
onséquent, la partition �

W

est bien

dé�nie. Posons �

W

= Æ(W

0

; : : : ; W

j�i�2

). La 
ontrainte 
y
lomatique (4.5) asso
iée à

la partition �

W

s'é
rit

x(�

W

) � j � i� 2 +

�

j � i� 2

K � 1

�

= j � i� 1: (A.4)

Remarquons que �

W

� T . Si g 62 �

W

, alors jF \(T nfgg)j � jF \�

W

j, et par l'inéga-

lité (A.4), (A.3) est également véri�ée. Supposons don
 que g 2 �

W

. Si x

F

(�

W

) � j�i,

alors (A.3) est véri�ée. On peut alors supposer que le ve
teur d'in
iden
e de F véri�e

(A.4) à l'égalité. Nous avons alors l'assertion suivante.

Assertion 2 F \ (T n�

W

) 6= ;.

Preuve. Si (F \�

W

) \ Æ(V

i+1

) = ;, alors, 
omme x

F

(Æ(V

i+1

)) � 2, il doit exister une

arête g

0

2 F qui appartienne à Æ(V

i+1

) n (�

W

[ feg). Comme Æ(V

i+1

) n feg � T , il

s'ensuit que g

0

2 F \ (T n�

W

). Si (F \�

W

)\ Æ(V

j

) = ;, on peut montrer de la même

manière que F \ (T n�

W

) 6= ;.
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Suposons don
 que (F \ �

W

) \ Æ(V

i+1

) 6= ; et (F \ �

W

) \ Æ(V

j

) 6= ;. Comme les


ontraintes de 
oupe induites par les ensembles W

k

, k = 0; : : : ; j � i � 2 doivent

être satisfaites par x

F

et x

F

(�

W

) = j � i � 1, il s'ensuit que x

F

(Æ(W

k

)) = 2 pour

k = 0; : : : ; j � i� 2. En e�et, s'il existe l 2 f0; : : : ; j � i� 2g tel que x

F

(Æ(W

l

)) � 3,

en sommant les 
ontraintes de 
oupe induites par W

k

, k = 0; : : : ; j � i� 2, on obtient

2x

F

(�

W

) � 2(j � i� 1) + 1 > 2(j � i� 1):

Mais en divisant 
e
i par 2, on obtient x

F

(�

W

) > j � i� 1, une 
ontradi
tion.

Maintenant, 
omme toutes les 
ontraintes de 
oupe doivent être véri�ées, il s'ensuit qu'il

existe une permutation � des indi
es 1; : : : ; j � i� 2 telle que j[V

i+1

;W

�(1)

℄ \ F j = 1,

j[V

j

;W

�(j�i�2)

℄ \ F j = 1 et j[W

�(k)

;W

�(k+1)

℄ \ F j = 1 pour k = 1; : : : ; j � i � 3.

En d'autres termes, les ensembles W

�(1)

; : : : ; W

�(j�i�2)

sont dé�nis de telle manière

que les arêtes de F \ �

W

forment un 
hemin de V

i+1

à V

j

(voir �gure A.1). Soit

�

0

la partition V

0

; : : : ; V

i+1

; W

�(1)

; : : : ; W

�(j�i�2)

; V

j

; : : : ; V

K

. On peut remarquer que

�

0

dé�nit la même partition que � ave
 un ordre di�érent des éléments. Soit T

0

=

T

�

0

[ ([V

i

; V

i+1

℄ n feg) [ ([V

j

; V

j+1

℄ n ffg). Par le lemme A.1, T

0

induit une 
ontrainte

de sous-ensemble valide. Noter que T

0

\�

W

\ F = ; et T

0

� T . Il s'ensuit qu'il existe

une arête g

00

de T

0

\ F , et don
 de T \ F telle que g

00

62 �

W

. �

Il résulte de l'assertion 2 qu'il existe une arête �g appartenant à F \ (T n �

W

). Il

s'ensuit que

x

F

(T n fgg) = x

F

(T )� 1

� x

F

(g

00

) + x

F

(�

W

)� 1

= x

F

(�

W

)

= j � i� 1:

D'où (A.3) est en
ore satisfaite. �

Les inégalités du type (A.1) seront appelées 
ontraintes d'éventail. Le théorème sui-

vant, donné sans preuve, présente quelques 
onditions su�santes pour que la 
ontrainte

(A.1) dé�nisse une fa
ette.

Théorème A.3 La 
ontrainte (A.1) dé�nit une fa
ette de P(G;K) si les 
onditions

suivantes sont véri�ées.

� jV

k

j � 4 pour tout k 2 f0; : : : ; i� 1; j + 2; : : : ; Kg,

� jV

k

j = 1 pout tout k 2 fi; : : : ; j + 1g,

� j < K.
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e

W

�(1)

W

�(j�i�2)

W

�(2)

V

i+1

V

i

V

0

V

K

V

j

arêtes de �

W

\ F

arêtes de E n T

f

V

j+1

Fig. A.1 �

A.2 Contraintes de rayon

Soit � = (V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V telle que p � K + 1 (les indi
es sont pris

modulo p + 1). Pour 
haque arête e 2 [V

i

; V

j

℄, i; j 2 f1; : : : ; pg telle que j > i + 1, on

dénote par jump(e) le nombre minimum d'éléments V

i

sautés par l'arête e dans le 
y
le

formé par V

1

; : : : ; V

p

. En d'autres termes,

jump(e) = min(j � i� 1; p� j + i� 1):

A 
haque arête e 2 [V

i

; V

j

℄, i; j 2 f1; : : : ; pg et j > i + 1, on asso
ie les deux entiers

suivant

Æ

e

=

�

1 si jump(e) = K � 2;

0 sinon;

Æ

0

e

=

�

2 si jump(e) =

p

2

� 1;

1 sinon:

Pour i 2 f1; : : : ; pg, la partition �

i

= (V

i

0

; : : : ; V

i

K

) est donnée par

V

i

j

= V

i+j

; pour j = 0; : : : ; K � 1;

V

i

K

= V n

�

S

K�1

j=0

V

i

j

�

:

Soit e 2 [V

j

; V

l

℄, j; l 2 f1; : : : ; pg telle que l � j + 2. On dénote par nb(e) le nombre

de partitions �

i

telles que e 2 T

�

i

.
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Lemme A.4 Soit e 2 [V

j

; V

l

℄, j; l 2 f1; : : : ; pg telle que l � j + 2. Alors on a

nb(e) =

2(K � 2)

Æ

0

e

�max(0; K � 3� jump(e)) + Æ

e

:

Preuve. Noter d'abord que nb(e) 
orrespond également, étant donné une partition �

i

,

au nombre de paires d'ensembles (V

j

0

; V

l

0

), l

0

� j

0

+2 telles que jump(f) = jump(e), f 2

[V

j

0

; V

l

0

℄\T

�

i
. Dans la suite, on note par E

f

l'ensemble des arêtes f 2 [V

j

0

; V

l

0

℄\T

pi

i
telles

que jump(f) = jump(e). De telles arêtes sont for
ément in
identes à un des ensembles

V

i

k

, k = 0; : : : ; K�1. Remarquons que 
ha
un des ensembles V

i

k

, k = 1; : : : ; K�2 est

in
ident à 2 arêtes de E

f

sauf dans le 
as où p est pair et jump(e) = (p=2)� 1. Dans 
e

dernier 
as, une seule arête de E

f

est in
idente aux ensembles V

i

k

, k = 1; : : : ; K � 2.

Posons � =

K�2

Æ

0

e

. Remarquons que si jump(e) � K � 4, alors 
ertaines arêtes ont été


omptées deux fois. C'est le 
as, par exemple, d'une arête f 2 [V

i

1

; V

i

3

℄ quand K = 5

et jump(e) = 1. Ainsi, si K � 3� jump(e) > 0, alors on aura 
ompté K � 3� jump(e)

arêtes en trop. Notons en�n que si jump(e) = K � 2, alors [V

i

0

; V

i

K�1

℄ \ E

f

6= ;. Il

résulte de 
e
i que

nb(e) = ��max(0; K � 3� jump(e)) + Æ

e

;

et le lemme est prouvé. �

Nous avons le théorème suivant.

Théorème A.5 Soient G = (V;E) un graphe et K � 4 un entier �xé. Soit � =

(V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V telle que p � K + 1. Pour tout i 2 f1; : : : ; pg, soit

e

i

une arête �xée de [V

i

; V

i+1

℄. Soit E

f

l'ensemble des arêtes f 2 [V

i

; V

j

℄ telles que

i; j 2 f1; : : : ; pg et j � i + 2. Soit ax � � la 
ontrainte telle que

a(e) =

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

0 pour tout e 2 E(V

0

) [

S

p

i=1

(E(V

i

) [ fe

i

g) ;

1 pour tout e 2 [V

0

; V

i

℄ [ ([V

i

; V

i+1

℄ n fe

i

g) ; i = 1; : : : ; p;

et pour tout e 2 E

f

telle que jump(e) = (p=2)� 1 et jump(e) 6= K � 2;

2 pour tout e 2 E

f

telle que jump(e) = K � 2 et p = 2K � 2;

et pour tout e 2 E

f

telle que jump(e) 6= K � 2 et jump(e) 6= (p=2)� 1;

3 pour tout e 2 E

f

telle que jump(e) = K � 2 = (p=2)� 1;

et

� =

�

p

K � 2

�

:

Alors la 
ontrainte

ax � � (A.5)

est valide pour P(G;K).
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Preuve. Pour tout i 2 f1; : : : ; pg, posons

T

i

= T

�

i

[

�

[V

i

0

; V

i

1

℄ n fe

i

g

�

[

�

[V

i

K�2

; V

i

K�1

℄ n fe

i+K�2

g

�

:

Par le lemme A.1, l'ensemble T

i

induit une 
ontrainte de sous-ensemble valide x(T

i

) �

1. Nous avons ainsi les 
ontraintes valides suivantes :

x(T

i

) � 1 pour tout i 2 f0; : : : ; pg;

En sommant 
es 
ontraintes, on obtient

p

X

i=1

0

�

2

X

e2[V

i

;V

i+1

℄nfe

i

g

x(e) + (K � 2)

X

e2[V

0

;V

i

℄

x(e)

1

A

+

X

e2E

f

nb(e)x(e) � p: (A.6)

Remarquer que, 
omme max(0; K � 3� jump(e)) � K � 3, on a

� si jump(e) = K � 2 et p = 2K � 2 alors nb(e) = K � 1,

� si jump(e) = K � 2 et p 6= 2K � 2 alors nb(e) = 2(K � 2) + 1,

� si jump(e) 6= K � 2 et jump(e) = (p=2)� 1 alors K � 2 � nb(e) < 2(K � 2),

� si jump(e) 6= K � 2 et jump(e) 6= (p=2)� 1 alors 2(K � 2) � nb(e) < 3(K � 2).

En rajoutant à (A.6) les inégalités

(K � 4)x(e) � 0; pour tout e 2 [V

i

; V

i+1

℄ n fe

i

g;

i = 1; : : : ; p;

(K � 2� (nb(e) mod (K � 2)))x(e) � 0; pour tout e 2 E

f

;

on obtient

(K � 2)ax � p:

Maintenant, en divisant 
ette inégalité par K � 2 et en arrondissant le membre de

droite à l'entier supérieur, on obtient (A.5). �

Les 
ontraintes du type (A.5) seront appelées inégalités de rayon. Noter que si G est

un graphe de la 
lasse � dé�nie dans la se
tion 3.1, alors G induit la 
ontrainte (A.5)

suivante

x(Æ(w)) �

�

p

K � 2

�

: (A.7)
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A.3 Contraintes valides pour P(G; 4)

Soit � = (V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V . Pour i = 1; : : : ; p, 
onsidérons les parti-

tions �

i

dé�nies dans le paragraphe pré
édent. Soit

ev(i; K) = T

�

i
[ ([V

i

; V

i+1

℄ n fe

i

g)[ ([V

i+K�2

; V

i+K�1

℄ n fe

i+K�2

g)[

 

i+K�3

[

k=i+1

[V

k

; V

k+1

℄

!

:

La 
ontrainte d'éventail asso
iée à la partition �

i

et aux arêtes e

i

et e

i+K�2

s'é
rit alors

x(ev(i; K)) � K � 2:

Dans la suite, a�n de simpli�er les démonstrations, on parlera de la 
ontrainte d'éventail

x(ev(i; K)) � K � 2 sans pré
iser qu'elle est asso
iée à la partition �

i

et aux arêtes e

i

et e

i+K�2

.

Soit

V (i; j) = fV

i

; : : : ; V

j

g:

Nous présentons maintenant une 
ontrainte spé
i�que au 
as où K = 4.

Théorème A.6 Soient G = (V;E) un graphe et K = 4. Soit � = (V

0

; : : : ; V

p

) une

partition de V telle que p � K + 1 (les indi
es sont pris modulo p + 1). Pour tout

i 2 f1; : : : ; pg, soit e

i

une arête �xée de [V

i

; V

i+1

℄.

Soient C

�

= fe

i

1

; : : : ; e

i

q

g � fe

1

; : : : ; e

p

g et F

�

= ff

j

1

; : : : ; f

j

r

g deux ensembles

d'arêtes tels que f

j

k

2 [W;V

j

k

℄ pour k = 1; : : : ; r et fi

1

; : : : ; i

q

g \ fj

1

; : : : ; j

r

g = ;.

Soit S = fs

1

; : : : ; s

q+r

g = fi

1

; : : : ; i

q

g [ fj

1

; : : : ; j

r

g tel que 0 � s

i

< s

i+1

� p pour

i = 1; : : : ; q + r � 1. On suppose, pour tout i 2 f1; : : : ; q + rg (les indi
es sont pris

modulo q + r), 
e qui suit :

� si s

i

; s

i+1

2 fi

1

; : : : ; i

q

g ou s

i

; s

i+1

2 fj

1

; : : : ; j

r

g alors jV (s

i

; s

i+1

)j = 3k

i

+ 2

pour un 
ertain k

i

� 0,

� si s

i

2 fi

1

; : : : ; i

q

g ou s

i+1

2 fj

1

; : : : ; j

r

g alors jV (s

i

; s

i+1

)j = 3k

i

+ 1 pour un


ertain k

i

> 0,

� si s

i+1

2 fi

1

; : : : ; i

q

g ou s

i

2 fj

1

; : : : ; j

r

g alors jV (s

i

; s

i+1

)j = 3k

i

pour un 
ertain

k

i

> 0.

Posons




i

=

jV (s

i

;s

i+1

)j�2

3

et t

i

= 


i

� b


i


 pour i = 1; : : : ; q + r;

T

0

= fg 2 [V

i

; V

j

℄ j i; j 2 fj

1

; : : : ; j

r

gg:
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Soient

T

1

= Æ(V

1

; : : : ; V

p

) n (T

0

[ fe

1

; : : : ; e

p

g);

T

2

= (T

0

[ fe

1

; : : : ; e

p

g [ (

S

p

k=1

[V

0

; V

k

℄)) n (C

�

[ F

�

) ;

�

0

=

l

q+r+

P

q+r

i=1

(8b


i


+4dt

i

e)

2

m

:

Alors la 
ontrainte

2x(T

1

) + x(T

2

) � �

0

(A.8)

est valide pour P(G; 4).

Preuve. Soient I = fi

1

; : : : ; i

q

g et J = fj

1

; : : : ; j

r

g. Posons

L

1

= fl = s

i

+ 3j + 3 j j 2 f0; : : : ; k

i

� 2g; k

i

� 2; s

i

2 I et s

i+1

2 Jg;

L

2

= fl = s

i

+ 3j + 2 j j 2 f0; : : : ; k

i

� 2g; k

i

� 2; s

i

2 J et s

i+1

2 Ig;

L

3

= fl = s

i

+ 3j + 1 j j 2 f0; : : : ; k

i

� 1g; k

i

� 1 et s

i

; s

i+1

2 Ig;

L

4

= fl = s

i

+ 3j + 1 j j 2 f0; : : : ; k

i

� 1g; k

i

� 1 et s

i

; s

i+1

2 Jg;

Considérons les 
ontraintes valides suivantes :

�x(e) � �1; pour tout e 2 F

�

[ C

�

;

x(e) � 0; pour tout e 2 [W;V

j

℄; j 2 J;

e 2 [V

i

; V

j

℄; i; j 2 f1; : : : ; pg

tels que jfi; jg \ J j = 1 et j > i + 1;

e 2 [V

i

; V

i+1

℄ n fe

i

g; i 2 I;

e 2 [V

i

; V

i+1

℄ n fe

i

g; i 2 f1; : : : ; pg

tel que jfi; i+ 1g \ J j = 1;

e 2 [V

s

i

+1

; V

s

i

+2

℄ n fe

s

i

+1

g; i 2 f1; : : : ; q + rg

tel que jfs

i

; s

i+1

g \ Ij = 1;

e 2 [V

l

; V

l+1

℄ n fe

l

g; l 2 L

1

[ L

2

[ L

3

[ L

4

;

e 2 [V

l+1

; V

l+2

℄ n fe

l+1

g; l 2 L

1

[ L

4

;

e 2 [V

l+2

; V

l+3

℄ n fe

l+2

g; l 2 L

2

[ L

3

;

x(Æ(V

i

)) � 2; pour tout i 2 J;

i = s

i

+ 2 tel que s

i

2 I et s

i+1

2 J;

i = s

i

+ 1 tel que s

i

2 J et s

i+1

2 I;

i = l; l + 2; l 2 L

1

[ L

4

;

i = l + 1; l + 2; l 2 L

2

[ L

3

;

x(ev(i; 4)) � 2; pour tout i 2 I;

i = s

i

+ 1 tel que jfs

i

; s

i+1

g \ Ij = 1;

i = l; l + 1; l 2 L

1

[ L

4

;

i = l + 1; l + 2; l 2 L

2

[ L

3

:
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En sommant toutes 
es 
ontraintes, on obtient

4x(T

1

) + 2x(T

2

) � q + r +

q+r

X

i=1

(8b


i


 + 4dt

i

e) :

En divisant par 2 et en arrondissant le membre de droite à l'entier supérieur, on obtient

l'inégalité (A.8). �

Remarque A.7 Si q + r est pair, alors les 
ontraintes (A.8) sont redondantes.

Nous allons maintenant illustrer 
es 
ontraintes sur la roue W

8

= (V;E). Soient

V = fw; u

1

; : : : ; u

8

g les sommets de la roue où w représente le sommet 
entral et

u

1

; : : : ; u

8

les sommets du 
y
le. Soient e

i

= u

i

u

i+1

et f

i

= wu

i

pour i = 1; : : : ; 8 (voir

�gure A.2). Soit � = (V

0

; : : : ; V

8

) la partition donnée par V

0

= fwg et V

i

= fu

i

g pour

i = 1; : : : ; 8. Prenons C

�

= fe

1

; e

2

; e

3

; e

4

g et F

�

= ff

7

g. La 
ontrainte (A.8) asso
iée

à �, C

�

et F

�

s'é
rit

x(e

5

)+x(e

6

)+x(e

7

)+x(e

8

)+x(f

1

)+x(f

2

)+x(f

3

)+x(f

4

)+x(f

5

)+x(f

6

)+x(f

8

) � 7:

De la même manière, en faisant pivoter la partition � autour du sommet w, on obtient

sept autres 
ontraintes (A.8) ave
 la même stru
ture. On a également les 
ontraintes

(A.8) suivantes

x(e

1

) + x(e

2

) + x(e

3

) + x(e

4

) + x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) + x(e

8

) + x(f

5

) + x(f

6

) + x(f

7

) � 7;

x(e

2

) + x(e

3

) + x(e

4

) + x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) + x(e

8

) + x(f

1

) + x(f

2

) + x(f

3

) + x(f

8

) � 7;

x(e

2

) + x(e

3

) + x(e

4

) + x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) + x(f

1

) + x(f

2

) + x(f

3

) + x(f

7

) + x(f

8

) � 7;

x(e

3

) + x(e

4

) + x(e

5

) + x(e

6

) + x(e

7

) + x(f

1

) + x(f

2

) + x(f

3

) + x(f

4

) + x(f

7

) + x(f

8

) � 7;

x(e

3

) + x(e

4

) + x(e

5

) + x(f

1

) + x(f

2

) + x(f

3

) + x(f

4

) + x(f

5

) + x(f

6

) + x(f

7

) + x(f

8

) � 7;

obtenues à partir de la partition � en prenant respe
tivement

� C

�

= ; et F

�

= ff

1

; f

2

; f

3

; f

4

; f

8

g,

� C

�

= fe

1

g et F

�

= ff

4

; f

5

; f

6

; f

7

g,

� C

�

= fe

1

; e

8

g et F

�

= fe

4

; e

5

; e

6

g,

� C

�

= fe

1

; e

2

; e

8

g et F

�

= ff

5

; f

6

g,

� C

�

= fe

1

; e

2

; e

6

; e

7

; e

8

g et F

�

= ;,

Maintenant, 
onsidérons la partition V

0

= fwg, V

i

= fu

i

g pour i = 1; : : : ; 8. Soit

i 2 f1; : : : ; 8g. La 
ontrainte déventail x(ev(i; 4)) � K � 2 asso
iée à la partition �

i

peut également s'é
rire

x(e

i+1

) + x(f

i+1

) + x(f

i+2

) � 2:
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u

2

u

8

e

7

u

7

e

6

u

6

e

5

u

5

e

4

u

4

e

3

u

3

u

1

f

1

f

2

f

3

f

4

f

5

f

6

f

7

w

f

8

e

1

e

8

e

2

Fig. A.2 �

Par le 
al
ul, nous avons montré que les 
ontraintes (A.8) ave
 les 
ontraintes triviales,

les 
ontraintes de 
oupe, les 
ontraintes de F -partition, les 
ontraintes 
y
lomatiques,

la 
ontrainte de rayon (A.7) et les 
ontraintes d'éventail, permettent de dé
rire P(G;K)

quand G =W

8

et K = 4. Ce résultat numérique ainsi que d'autres investigations, nous

motivent à poser la 
onje
ture suivante.

Conje
ture A.8 Les 
ontraintes (A.8) ave
 les 
ontraintes (2.1), (2.2), (2.3), (2.6),

(4.1), (4.5), (A.1) et (A.5) su�sent pour 
ara
tériser le polytope P(G;K) quand G est

un graphe de � et K = 4.

Pour la suite, on suppose K � 5.

A.4 Contraintes de roue

Théorème A.9 Soient G = (V;E) un graphe et K � 5 un entier �xé. Soit � =

(V

0

; : : : ; V

p

) une partition de V telle que

� p � K + 1,

� [V

i

; V

j

℄ = ; pour tous i; j 2 f1; : : : ; pg, j � i+ 2,

� [V

i

; V

i+1

℄ = fe

i

g pour i = 1; : : : ; p.

Posons

C(i; j) =

S

j�1

k=i

[V

k

; V

k+1

℄;

F (i; j) =

S

j

k=i

[V

0

; V

k

℄:
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Soient

q =

�

p+ 1

K � 2

�

;

T =

q�2

[

i=0

C(2 + i(K � 2); K � 2 + i(K � 2)) [ C(p�K + 4; 1):

Si n + 1 est un multiple de K � 2, alors la 
ontrainte

x(T ) + x(Æ(V

0

)) � p+ 2� q (A.9)

est valide pour P(G;K).

Preuve. Considérons les 
ontraintes valides suivantes :

x(ev(j;K)) � K � 2; pour j = 1 + i(K � 2) et i = 0; : : : ; q � 1;

x(ev(j;K)) � K � 2; pour j = 2 + i(K � 2) et i = 0; : : : ; q � 2;

�x(e

j

) � �1; pour j = 1 + i(K � 2) et

pour j = (i+ 1)(K � 2);

i = 0; : : : ; q � 2;

x(Æ(V

i

)) � 2; pour i = p�K + 5; : : : ; p;

�x(e

i

) � �1; pour i = p�K + 5; : : : ; p� 1; si K � 6:

En sommant 
es 
ontraintes, on obtient :

2x(T ) + 2x(Æ(V

0

)) �

�

2p

K � 2

�

(K � 2)� 2

�

p

K � 2

�

+ 2(K � 4)� (K � 5): (A.10)

Comme K � 5 et n+ 1 est multiple de K � 2, on a

�

2p

K � 2

�

= 2q � 1;

�

p

K � 2

�

= q � 1:

Don
 la 
ontrainte (A.10) s'é
rit :

2x(T ) + 2x(Æ(V

0

)) � �2q + 2p+ 3:

En divisant 
ette 
ontrainte par 2 et en arrondissant le membre de droite à l'entier

supérieur, on obtient l'inégalité (A.9). �
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A.5 Con
lusion

Nous avons introduit, dans 
ette annexe, de nouvelles 
lasses d'inégalités valides pour

le problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
y
les bornés. Certaines d'entre

elles, et plus parti
ulièrement les 
ontraintes d'éventail ont une stru
ture simple et

peuvent être fa
ilement intégrées dans une méthode de 
oupes. Une étude fa
iale de 
es

inégalités serait né
essaire a�n de déterminer des 
onditions né
essaires et su�santes

pour qu'elles dé�nissent des fa
ettes. Il serait également utile d'étudier le problème

de séparation de 
ette 
lasse d'inégalités a�n de pouvoir éventuellement améliorer la

performan
e de l'algorithme de 
oupes et bran
hements présenté dans la se
tion 4.3.

En�n, si la 
onje
ture A.8 s'avère vraie, des te
hniques de 
omposition telles que


elles utilisées dans le 
hapitre 3, pourraient permettre de 
ara
tériser, sous 
ertaines


onditions, le polytope du 2ECSBR dans la 
lasse des graphes de Halin.
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Annexe B

Le problème du sous-graphe 2-arête


onnexe ave
 des 
hemins bornés

Dans le 
hapitre 5, nous avons étudié le problème qui 
onsiste à 
her
her dans un

graphe donné, deux 
hemins arête-disjoints de 
oût minimum entre des paires de som-

mets. Un sous-graphe, solution de 
e problème, peut ne pas être 2-arête 
onnexe. Dans


ette se
tion, nous allons nous intéresser au problème où le sous-graphe solution doit


ouvrir tous les sommets, être 2-arête 
onnexe et la longueur des 
hemin limitée à 2.

Plus pré
isément, le problème se présente 
omme suit. Soient G = (V;E) un graphe et

D = (d

i

= fs

i

; t

i

g)

i=1; :::; q

un ensemble de demandes. Soit 
 une fon
tion qui asso
ie à


haque arête e 2 E, un 
oût 
(e). Le problème que l'on 
onsidère est de trouver un sous-

graphe 
ouvrant 2-arête 
onnexe de poids minimum tel que pour tout i 2 f1; : : : ; qg,

il existe au moins deux 
hemins arête-disjoints de longueur 2 entre s

i

et t

i

. Ce pro-

blème sera appelé problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
hemins bornés

(2ECSBP). Il est fa
ile de voir qu'une formulation en 0� 1 de 
e problème est donnée

par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe, les 
ontraintes de 2-s

i

t

i

-
oupe et

les 
ontraintes d'intégrité. Dans 
e qui suit, nous allons introduire quelques 
lasses d'in-

égalités valides pour le polytope asso
ié au 2ECSBP. Nous allons également dé
rire 
e

polytope lorsque le graphe est une roue et les demandes véri�ent 
ertaines 
onditions.

Dans la suite, on dénotera par P (G) l'enveloppe 
onvexe des solutions du 2ECSBP.
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B.1 Contraintes valides

Théorème B.1 Soient G = (V;E) un graphe et (s; t) une demande. Soit V

1

; V

2

; V

3

une partition de V telle que s 2 V

1

et t 2 V

2

. Soit e une arête de [V

3

; V n (V

3

[ fs; tg)℄.

Posons

� = (Æ(V

3

) n feg) [ [s; V

2

℄ [ [t; V

1

℄:

Alors la 
ontrainte

x(�) � 3 (B.1)

est valide pour le polytope P (G).

Preuve. Considérons les partitions fsg, (V

1

[ V

3

) n fsg, V

2

n ftg, ftg et fsg, V

1

n fsg,

(V

2

[V

3

)nftg, ftg de V . Ces partitions induisent deux 2-st-
oupes dont les 
ontraintes


orrespondantes sont

x(T

1

) � 2;

x(T

2

) � 2:

où T

1

= [s; V

2

℄[ [t; V

1

[V

3

℄ et T

2

= [t; V

1

℄[ [s; V

2

[V

3

℄. Considérons aussi les 
ontraintes

x(Æ(V

3

)) � 2;

�x(e) � �1;

x(f) � 0; pour tout f 2 [V

3

; V n (V

3

[ fs; tg)℄ n feg:

En sommant les 
ontraintes 
i-dessus, on obient

2x(�) � 5:

En divisant 
ette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite à l'entier

suppérieur, on obtient l'inégalité (B.1) �

Théorème B.2 Soient G = (V;E) un graphe et (s; t) une demande. Soit V

1

; V

2

; V

3

; V

4

une partition de V telle que s 2 V

1

et t 2 V

3

. Soient e, f et g trois arêtes de [V

3

nftg; V

4

℄,

[V

3

n ftg; V

2

℄ et [s; V

3

℄ [ [t; V

1

℄ respe
tivement. Posons

T

1

= (Æ(V

1

; V

2

; V

3

; V

4

) [ fgg) n ([s; V

3

℄ [ [t; V

1

℄ [ fe; fg);

T

2

= ([s; V

3

℄ [ [t; V

1

℄) n fgg:

Alors la 
ontrainte

x(T

1

) + 2x(T

2

) � 4 (B.2)

est valide pour P (G).
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Preuve. Considérons les 
ontraintes suivantes :

x(�

1

) � 3;

x(�

2

) � 3;

x(Æ(V

1

)) � 2;

�x(g) � �1;

x(e

0

) � 0 pour tout e

0

2 ([V

1

; V

3

℄ [ [V

3

n ftg; V

2

[ V

4

℄) n fe; fg;

où les deux premières inégalités sont les 
ontraintes (B.1) données par la partition

V

1

[ V

2

, V

3

, V

4

et l'arête e pour la première et la partition V

1

[ V

4

, V

2

, V

3

et l'arête f

pour la se
onde. En sommant 
es inégalités on obtient

2x(T

1

) + 4x(T

2

) � 7:

En divisant 
ette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite à l'entier

supérieur, on obtient l'inégalité (B.2). �

Nous allons maintenant introduire une 
lasse d'inégalités valides pour P (G) lorsque

le graphe G est une roue. Soit W

n

la roue sur n+ 1 sommets. Nous dénotons par w le

sommet universel de la roue et u

1

; : : : ; u

n

les sommets du 
y
le. Nous notons par e

i

l'arête entre u

i

et u

i+1

, et par f

i

l'arête entre w et u

i

. On pose C = fe

1

; : : : ; e

n

g. Nous

avons le théorème suivant.

Théorème B.3 SoitW

n

= (V;E) une roue. Soient (w; u

s

i

), i = 1; : : : ; r les demandes

dans W

n

telles que s

i

+ 1 < s

i+1

pour i = 1; : : : ; r (les indi
es sont pris modulo r).

Posons

� = C [ (

r

[

i=1

ff

s

i

�1

; f

s

i

+1

g)

et

� = 2r +

&

P

i:s

i

�s

i�1

�3

(s

i

� s

i�1

)

2

'

:

Alors la 
ontrainte

x(�) � � (B.3)

est valide pour P (G).
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Preuve. Pour tout i 2 f1; : : : ; rg, 
onsidérons les 
ontraintes suivantes :

x(e

s

i

�1

) + x(e

s

i

) + x(f

s

i

�1

) + x(f

s

i

) + x(f

s

i

+1

) � 4;

�x(f

s

i

) � �1;

�x(f

s

i

�1

) � �1;

x(Æ(u

s

i

�1

)) � 2;

9

=

;

si s

i

� s

i�1

= 2;

�x(f

s

i

) � �1;

x(Æ(u

j

)) � 2 j = s

i�1

+ 1; s

i

� 1;

�

si s

i

� s

i�1

= 3;

�x(f

s

i

) � �1;

x(Æ(u

j

)) � 2 j = s

i�1

+ 1; : : : ; s

i

� 1;

�x(f

j

) � �1; j = s

i�1

+ 2; : : : ; s

i

� 2

9

=

;

si s

i

� s

i�1

� 4;

où la première inégalité est la 
ontrainte (B.2) donnée par les arêtes e

s

i

�2

, e

s

i

+1

et f

s

i

et la partition

V

1

= fu

s

i

g;

V

2

= fu

s

i

+1

g;

V

3

= V n fu

s

i

�1

; u

s

i

; u

s

i

+1

g;

V

4

= fu

s

i

�1

g:

En sommant 
es 
ontraintes, on obtient

2x(�) � 4r +

P

i:s

i

�s

i�1

=3

3 +

P

i:s

i

�s

i�1

�4

(s

i

� s

i�1

)

= 4r +

P

i:s

i

�s

i�1

�3

(s

i

� s

i�1

):

En divisant 
ette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite à l'entier

supérieur, on obtient (B.3). �

La suite de l'annexe étant dédiée aux roues, nous allons maintenant illustrer 
es deux

dernières 
lasses d'inégalités sur 
e type de graphe. Considérons la roue W

8

= (V;E).

Posons V = fw; u

1

; : : : ; u

8

g, e

i

= u

i

u

i+1

et f

i

= wu

i

pour i =; : : : ; 8 (voir �gures B.1

a) et b)). Soient d

1

= (w; u

1

) et d

2

= (w; u

4

) deux demandes. Considérons la partition

V

1

; V

2

; V

3

; V

4

donnée par

V

1

= fu

1

g;

V

2

= fu

2

g;

V

3

= fu

3

; : : : ; u

7

; wg;

V

4

= fu

8

g

La 
ontrainte (B.2) asso
iée à la partition V

1

; : : : ; V

4

, aux arêtes e = e

7

, f = e

2

et

g = f

1

et à la demande d

1

s'é
rit

x(e

1

) + x(e

8

) + x(f

1

) + x(f

2

) + x(f

8

) � 4:

Noter que 
ette 
ontrainte ne 
ontient pas de 
oe�
ient 2. Les arêtes impliquées dans


ette 
ontrainte sont représentées en traits noirs dans la �gure B.1 a).
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u

2

f

1

u

7

u

8

e

7

e

8

w

u

3

e

2

e

1

f

8

f

2

w

u

2

e

1

e

8

u

8

f

8

f

2

f

1

u

1

u

1

u

4

a) b)

Fig. B.1 �

Considérons maintenant la partition V

0

0

; : : : ; V

0

8

où V

0

0

= fwg et V

0

i

= fu

i

g pour

i = 1; : : : ; 8. La 
ontrainte (B.3) asso
iée à 
ette partition et aux deux demandes d

1

et d

2

s'é
rit

8

X

i=1

x(e

i

) + x(f

2

) + x(f

3

) + x(f

5

) + x(f

8

) � 6:

Les arêtes impliquées dans 
ette 
ontrainte sont représentées en traits noirs dans la

�gure B.1 b).

B.2 Le polytope P (G) dans les roues

Dans la suite, nous allons étudier le polytope P (G) quand le graphe G est une roue.

Nous donnons une des
ription de 
e polytope lorsque G est une roue et les demandes

satisfont 
ertaines 
onditions. Posons

T (G) = fF � E j (V; F ) induit une solution du 2ECSBPg:

Remarque B.4 Soit W

n

une roue. S'il existe une demande (u

i

; u

j

), i < j entre deux

sommets du 
y
le de la roue telle que ji� jj > 2, alors P (G) = ;.
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Preuve. Considérons la 2-u

i

u

j

-
oupe T induite par la partition

V

0

= fu

i

g;

V

1

= fu

i�1

; u

i+1

; wg;

V

2

= fu

i+2

; : : : ; u

j�1

g [ fu

j+1

; : : : ; u

i�2

g;

V

3

= fu

j

g:

Nous avons T = ff

j

g. Comme toute 2-u

i

u

j

-
oupe doit avoir ave
 toute solution du

problème, au moins deux arêtes en 
ommun, le problème ne peut avoir de solution

réalisable. �

Remarque B.5 Soit W

n

une roue. S'il existe une demande (u

i

; u

j

), i < j entre deux

sommets du 
y
le de la roue telle que 1 � ji � jj � 2, alors les arêtes e

i

, f

i

, f

j

et

e

j�1

appartiennent à toutes les solutions de T (G). De plus, P (G) n'est pas de pleine

dimension.

Preuve. Considérons la partition

V

0

0

= fu

i

g;

V

0

1

= fu

i�1

g;

V

0

2

= V n fu

i

; u

i�1

; u

j

g;

V

0

3

= fu

j

g:

La 2-u

i

u

j

-
oupe, T

0

, asso
iée à 
ette partition est 
omposée des arêtes e

i

et f

i

. Comme

x(e

i

) � 1, x(f

i

) � 1 et la 
ontrainte de 2-u

i

u

j

-
oupe x(T

0

) � 2 doit être satisfaite,

toute solution F du 2ECSBP doit véri�er x

F

(e

i

) = x

F

(f

i

) = 1. Par symétrie, on peut

montrer que x

F

(e

j�1

) = x

F

(f

j

) = 1. Il en résulte que 
haque solution de T (G) 
ontient

les arêtes e

i

, f

i

, f

j

et e

j�1

et le polytope P (G) n'est pas, par 
onséquent, de pleine

dimension. �

Dans la suite, on suppose que P (G) 6= ;, 
'est-à-dire, D ne 
ontient pas de demandes

(u

i

; u

j

) telle que ji� jj > 2.

Théorème B.6 Soit W

n

= (V;E) une roue. Soit D = f(s; t) j s; t 2 V g un ensemble

de demandes telles que si (w; u

i

) 2 D, alors les sommets u

i�2

; : : : ; u

i+2

n'appartiennent

à au
une demande. Alors le polytope P (W

n

) est donné par les 
ontraintes triviales, les


ontraintes de 
oupe, les 
ontraintes de 2-st-
oupe et les 
ontraintes (B.2), (B.3).
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Preuve. Soir ax � � une 
ontrainte dé�nissant une fa
ette de P (G). Supposons

qu'elle est di�érente d'une 
ontrainte triviale, d'une 
ontrainte de 
oupe, d'une 
ontrain-

te de 2-st-
oupe et d'une 
ontrainte (B.2). Nous allons montrer que ax � � dé�nit

né
essairement une 
ontrainte (B.3). Soit �

a

l'ensemble des solutions du 2ECSBP dont

le ve
teur d'in
iden
e véri�e ax � � à l'égalité.

Assertion 1 1) Soit e 2 E. Alors il existe au moins une solution de �

a


ontenant e

et une autre ne 
ontenant pas e.

2) Soit W � V un ensemble d'arêtes. Alors il existe au moins une solution T de �

a

telle que jÆ(W ) \ T j � 3.

3) Soit (w; u

i

) une demande entre le sommet 
entral et un sommet du 
y
le. Alors

il existe au moins une solution T de �

a

telle que fe

i�1

; e

i

; f

i�1

; f

i

; f

i+1

g � T .

Preuve. Ces trois propriétés dé
oulent dire
tement du fait que ax � � est di�érente

respe
tivement, d'une 
ontrainte triviale, d'une 
ontrainte de 
oupe, et de la 
ontrainte

(B.2) induite par les arêtes e

i�2

, e

i+1

et f

i

et la partition

V

1

= fu

i

g;

V

2

= fu

i+1

g;

V

3

= V n fu

i

; u

i+1

; u

i�1

g;

V

4

= fu

i�1

g:

�

L'assertion suivante, donnée sans preuve, résulte du fait que ax � � n'est pas une


ontrainte triviale.

Assertion 2 a(e) � 0 pour tout e 2 E, et � > 0.

Nous allons maintenant donner une série d'assertions qui nous permettra de montrer

à la �n le théorème. Mais d'abord, nous donnons la remarque suivante.

Remarque B.7 Soit (u

i

; u

j

) 2 D, i < j une demande. Par la remarque B.4, on

a jj � ij � 2 et par la remarque B.5, toute solution F de T (G) véri�e x

F

(e

i

) =

x

F

(f

i

) = x

F

(e

j�1

) = x

F

(f

j�1

) = 1. On peut don
 supposer, s.p.d.g., que a(e

i

) =

a(f

i

) = a(e

j�1

) = a(f

j

) = 0.

Assertion 3 Si (w; u

i

) 2 D pour un i 2 f1; : : : ; ng, alors a(f

i

1

) = a(e

i�1

) = a(e

i

) =

a(f

i+1

).
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Preuve. Par l'assertion 1 1), il existe un ensemble d'arêtes T

i

2 �

a

tel que e

i

62 T

i

.

Comme la solution doit véri�er la 
ontrainte (B.2) asso
iée aux arêtes e

i�2

, e

i+1

et f

i

,

et la partition

V

1

= fu

i

g;

V

2

= fu

i+1

g;

V

3

= V n fu

i

; u

i+1

; u

i�1

g;

V

4

= fu

i�1

g:

Cette 
ontrainte s'é
rit

x(e

i�1

) + x(e

i

) + x(f

i�1

) + x(f

i

) + x(f

i+1

) � 4: (B.4)

Comme e

i

62 T , on a e

i�1

; f

i�1

; f

i

; f

i+1

2 T

i

. De plus, 
omme la 
oupe 
orrespondant

au sommet u

i+1

doit 
ontenir au moins deux arêtes, on a e

i+1

2 T

i

. De plus, étant

donné que les sommets u

i+1

et u

i+2

n'appartiennent à au
une demande, 
e
i implique

que l'ensemble (T

i

n ff

i+1

g) [ fe

i

g induit une solution réalisable du 2ECSBP et par


onséquent

a(e

i

) � a(f

i+1

):

Maintenant, par l'assertion 1 1), il existe aussi une solution T

0

i+1

de �

a

ne 
ontenant

pas l'arête f

i+1

. Par (B.4), on obtient e

i�1

; e

i

; f

i�1

; f

i

2 T

0

i+1

. De plus, par la 
ontrainte

de 
oupe 
orrepondant au sommet u

i+1

, on a e

i+1

2 T

0

i+1

. Il s'ensuit que l'ensemble

d'arêtes (T

0

i+1

nfe

i

g)[ff

i+1

g induit une solution de T (G). Ce
i implique que a(f

i+1

) �

a(e

i

), et on a en 
onséquen
e

a(e

i

) = a(f

i+1

):

Aussi, 
omme (T

0

i+1

n ff

i

g) [ ff

i+1

g induit une slution du 2ECSBP, il en résulte que

a(f

i+1

) � a(f

i

):

Par symétrie, on a

a(e

i�1

) = a(f

i�1

);

a(f

i�1

) � a(f

i

):

Considérons maintenant une solution T

00

i+1

de �

a

telle que jÆ(u

i+1

) \ T

00

i+1

j � 3. Par

l'assertion 1 2), une telle solution existe. Il s'ensuit que Æ(u

i+1

) = fe

i

; e

i+1

; f

i+1

g � T

00

i+1

.

De plus, par (B.4), on a jfe

i�1

; f

i�1

; f

i

g\T

00

i+1

j � 2. On peut don
 distinguer les quatre


as suivants : fe

i�1

; f

i�1

; f

i

g 2 T

00

i+1

, ff

i

g 62 T

00

i+1

, ff

i�1

g 62 T

00

i+1

et fe

i�1

g 62 T

00

i+1

. Nous

traitons dans la suite, les deux premiers 
as. Les deux derniers sont similaires au se
ond


as.

� Si fe

i�1

; f

i�1

; f

i

g 2 T

00

i+1

, il s'ensuit que les ensembles T

00

i+1

n ff

i

g, T

00

i+1

n fe

i

g et

T

00

i+1

n ff

i+1

g appartiennent à T (G). Par 
onséquent a(e

i

) = a(f

i

) = a(f

i+1

) =
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0. Aussi par l'assertion 1 2), il doit exister une solution T

00

i�1

2 �

a

telle que

jÆ(u

i�1

) \ T

00

i�1

j � 3. Ce
i implique que e

i�2

; e

i�1

; f

i�1

2 T

00

i�1

. Comme a(e

i

) =

a(f

i

) = a(f

i+1

) = 0, on peut supposer, s.p.d.g., que e

i

; f

i

; f

i+1

2 T

00

i�1

. Puisque les

ensembles T

00

i�1

n fe

i�1

g et T

00

i�1

n ff

i�1

g induisent des solutions du 2ECSBP, on a

a(e

i�1

) = a(f

i�1

) = 0, et l'assertion est montrée.

� Si ff

i

g 62 T

00

i+1

, par (B.4), on a f

i�1

; e

i�1

2 T

00

i+1

. Remarquons que (T

00

i+1

nff

i+1

g)[

ff

i

g 2 T (G). Il en résulte don
 que a(f

i

) � a(f

i+1

) et par 
onséquent a(f

i

) =

a(f

i+1

). Il su�t maintenant de montrer que a(f

i

) = a(f

i�1

). Par l'assertion 1, il

existe une solution T

00

i�1

de �

a

telle que jÆ(u

i�1

) \ T

00

i�1

j � 3. Ce
i implique que

e

i�2

; e

i�1

; f

i�1

2 T

00

i�1

. Par (B.4), on a jfe

i

; f

i

; f

i+1

g \ T

00

i�1

j � 2. Si e

i

; f

i

; f

i+1

2

T

00

i�1

, alors les ensembles T

00

i�1

n ff

i

g, T

00

i�1

n ff

i�1

g et T

00

i�1

n fe

i�1

g induisent des

solutions du 2ECSBP. Il en résulte que a(f

i

) = a(f

i�1

) = a(e

i�1

) = 0. Supposons

maintenant que f

i

62 T

00

i�1

. Alors l'ensemble (T

00

i�1

n ff

i�1

g) [ ff

i

g appartient à

T (G). Par 
onséquent a(f

i

) � a(f

i�1

) et don
 a(f

i

) = a(f

i�1

). Supposons en�n

que f

i+1

62 T

00

i�1

(le 
as où e

i

62 T

00

i�1

est similaire). Alors f

i

; e

i

2 T

00

i�1

. Ainsi

l'ensemble (T

00

i�1

n ff

i�1

g) [ ff

i+1

g induit une solution du 2ECSBP, et il s'ensuit

que a(f

i+1

) � a(f

i�1

). Comme a(f

i+1

) = a(f

i

) et a(f

i�1

) � a(f

i

), on obtient

a(f

i�1

) = a(f

i

).

�

Assertion 4 Si (w; u

i

) 2 D, alors a(f

i

) = 0.

Preuve. Par l'assertion 1 3), il doit exister une solution T

i

de �

a

telle que fe

i�1

; e

i

;

f

i�1

; f

i

; f

i+1

g � T

i

. Comme l'ensemble T

i

nff

i

g induit une solution de T (G), il s'ensuit

que a(f

i

) = 0. �

Assertion 5 Soit i 2 f1; : : : ; ng tel que (w; u

i�1

); (w; u

i

); (w; u

i+1

) 62 D. Alors a(f

i

) =

0.

Preuve. Remarquons d'abord que s'il existe un j 2 f1; : : : ; ng n fig tel que (u

i

; u

j

) 2

D, alors, par la remarque B.7, on peut supposer que a(f

j

) = 0.

Supposons maitenant que u

i

n'appartienne à au
une demande de D. Par l'assertion 1

2), il existe un ensemble d'arêtes T

00

i

2 �

a

tel que jÆ(u

i

) \ T

00

i

j � 3. Comme Æ(u

i

) =

fe

i�1

; e

i

; f

i

g, il s'ensuit que e

i�1

; e

i

; f

i

2 T

00

i

. Nous allons montrer que l'ensemble d'arêtes

T

00

i

nff

i

g induit une solution de T (G). Dans 
e 
as, on aura a(f

i

) = 0 et l'assertion sera

prouvée.
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On peut remarquer que, 
omme T

00

i

induit une solution de T (G), alors les 
ontraintes

de 
oupe sont toutes véri�ées par le ve
teur d'in
iden
e de T

00

i

nff

i

g sauf éventuellement,


elle asso
iée au sommet w. En e�et, 
e
i est 
lair pour les 
ontraintes de 
oupes

induites par les sommets u

1

; : : : ; u

n

. De plus, on peut remarquer que les 
ontraintes

de 
oupe induites par un ensemble W tel que jW j 6= 1 6= jV nW j sont redondantes par

rapport aux 
ontraintes de 
oupe induites par les sommets u

1

; : : : ; u

n

. De plus, 
omme

(w; u

i�1

) et (w; u

i+1

) ne sont pas des demandes de D, l'arête f

i

ne peut pas appartenir

à un 2-st-
hemin pour une demande (s; t) 2 D. Ainsi, x

T

00

i

nff

i

g

véri�e les 
ontraintes

de 
hemins arête-disjoints de longueur � 2 entre toute paire de sommets formant une

demande de D. Pour montrer que T

00

i

n ff

i

g induit une solution du 2ECSBP, il su�t

don
 de montrer que la 
ontrainte de 
oupe sur w est satisfaite par x

T

00

i

nff

i

g

. S'il existe

une demande (u

j

; u

k

) 2 D, j; k 2 f1; : : : ; ngnfig, alors par la remarque B.5, il s'ensuit

que f

j

; f

k

2 T

00

i

et la 
ontrainte de 
oupe induite par w est don
 véri�ée par le ve
teur

d'in
iden
e de T

00

i

n ff

i

g. Supposons maintenant qu'il n'existe pas de demande entre

deux sommets du 
y
le. Comme D 6= ;, il doit alors exister j 2 f1; : : : ; ng tel que

(w; u

j

) 2 D. Par hypothèse, on a j 6= i�1; i; i+1. La 
ontrainte de 2-wu

j

-
oupe donnée

par la partition

V

0

= fu

j

g;

V

1

= fu

j�1

; u

j+1

g;

V

2

= V n fw; u

j�1

; u

j

; u

j+1

g;

V

3

= fwg;

implique que jff

j�1

; f

j

; f

j+1

g\T

00

i

j � 2, et la 
ontrainte x(Æ(w)) � 2 est don
 satisfaite

par x

T

00

i

nff

i

g

. �

Par la remarque B.7 et les assertions 3, 4 et 5, on a

a(e) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0 pour e = f

i

telle que (w; u

i�1

); (w; u

i+1

) 62 D; i 2 f1; : : : ; ng;

0 pout tout e 2 fe

i

; e

j�1

g; i < j; (u

i

; u

j

) 2 D; i; j 2 f1; : : : ; ng;

�

i

pour tout e 2 fe

i�1

; e

i

; f

i�1

; f

i+1

g; (w; u

i

) 2 D; i 2 f1; : : : ; ng;

et pour un �

i

� 0:

(B.5)

On peut maintenant distinguer deux 
as.

Cas 1 : il existe e 2 C tel que a(e) = 0.

Nous allons montrer que a(f) = 0 pour tout f 2 E.

Supposons qu'il existe f 2 C n feg telle que a(f) > 0. Comme a(e) = 0, il doit

exister au moins un j 2 f1; : : : ; ng tel que a(e

j

) > 0 et a(e

j�1

) = 0. S'il existe
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k 2 fj + 1; j + 2g tel que (u

j

; u

k

) 2 D (k

0

2 fj � 1; jg tel que (u

k

; u

j+1

) 2 D), alors,

par la remarque B.7, il s'ensuit que a(e

j

) = 0, une 
ontradi
tion. Si (w; u

j

) 2 D,

alors par l'assertion 3, on a a(e

j

) = a(e

j�1

) = 0, et de nouveau une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que (w; u

j+1

) 2 D. Par l'assertion 1 3), il existe une solution

T telle que e

j

; e

j+1

; f

j

; f

j+1

; f

j+2

2 T . Comme a(e

j�1

) = 0, on peut supposer, s.p.d.g.,

que e

j�1

2 T . Mais dans 
e 
as, on a T nfe

j

g 2 T (G), 
e qui implique que a(e

j

) = 0, et

on a en
ore une 
ontradi
tion. En 
onséquen
e, l'arête e

j

ne peut pas faire partie d'un

2-st-
hemin pour une demande donnée. Considérons maintenant une solution T

0

de �

a

telle que jÆ(u

j+1

) \ T

0

j � 3. Par l'assertion 1 2), une telle solution existe. Il s'ensuit

que e

j

; e

j+1

; f

j+1

2 T

00

. Remarquons que a(f

j

) = 0. En e�et, si (w; u

j�1

) 2 D alors par

l'assertion 3, on a a(f

j

) = a(e

j�1

) = 0 et sinon, 
omme (w; u

j+1

) 62 D, par l'assertion

5, on a a(f

j

) = 0. Par 
onséquent, on peut suppoer que f

j

2 T

0

. De même, 
omme

a(e

j�1

) = 0, on peut également supposer que e

j�1

2 T

0

. Or, dans 
e 
as, l'ensemble

T

0

n fe

j

g appartient à T (G). Ce
i implique que a(e

j

) = 0, une 
ontradi
tion.

En 
onséquen
e, on a a(e) = 0 pour tout e 2 C. Par (B.5), on peut don
 déduire que

a(e) = 0 pour tout e 2 E.

Cas 2 : a(e) > 0 pour tout e 2 C.

De la remarque B.7, on déduit qu'il n'existe pas de demandes entre deux sommets

du 
y
le C. Nous allons montrer que a(e) = 
 pour tout e 2 C et un 
 > 0.

Supposons, au 
ontraire, qu'il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que a(e

i�1

) < a(e

i

). Le résul-

tat dans le 
as où a(e

i�1

) > a(e

i

) peut être obtenu par symétrie. Si (w; u

j

) 2 D,

alors par l'assertion 3, on a a(e

i

) = a(e

i�1

), une 
ontradi
tion. Supposons main-

tenant que (w; u

i+1

) 2 D. Par l'assertion 1 3), il existe une solution T telle que

e

i

; e

i+1

; f

i

; f

i+1

; f

i+2

2 T . Mais dans 
e 
as, on a (T n fe

i

g) [ fe

i�1

g 2 T (G), 
e qui

implique que a(e

i

) � a(e

i�1

), une 
ontradi
tion. En 
onséquen
e, l'arête e

i

ne peut pas

faire partie d'un 2-st-
hemin pour une demande (s; t) 2 D. Considérons maintenant

une solution T

0

de �

a

telle que jÆ(u

i+1

) \ T

0

j � 3. Par l'assertion 1 2), une telle solu-

tion existe. Il s'ensuit don
 que e

i

; e

i+1

; f

i+1

2 T

0

. Remarquons que a(f

i

) < a(e

i

). En

e�et, si (w; u

i�1

) 2 D alors par l'assertion 3, on a a(f

i

) = a(e

i�1

) < a(e

i

), et sinon,


omme (w; u

i+1

) 62 D, par l'assertion 5, on a a(f

i

) = 0 < a(e

i

). Si e

i�1

2 T

0

, alors la

solution obtenue en remplaçant l'arête e

i

par l'arête f

i

est admissible. Mais 
e
i en-

traine a(f

i

) � a(e

i

), une 
ontradi
tion. On a don
 e

i�1

62 T

0

. Comme les 
ontraintes de


oupe sur les sommets u

i�1

et u

i

doivent être satisfaites, on a e

i�2

; f

i�1

; f

i

2 T

0

. Mais

alors l'ensemble (T

0

n fe

i

g) [ fe

i�1

g induit une solution réalisable du 2ECSBP et par


onséquent a(e

i�1

) � a(e

i

), une 
ontradi
tion.

En 
onséquen
e, on a a(e) = 
 pour tout e 2 C. Ainsi, par (B.5), on a �

i

= 
 pour
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tout i 2 f1; : : : ; ng tel que (w; u

i

) 2 D. On obtient alors

a(e) =

8

<

:


 pour toute 2 C;


 pout tout e 2 fe

i�1

; e

i+1

g; (w; u

i

) 2 D; i 2 f1; : : : ; ng;

0 sinon;

pour un 
 > 0. Il s'ensuit que ax � � dé�nit une 
ontrainte du type (B.3). �

B.3 Con
lusion

Nous avons introduit dans 
ette se
tion des 
lasses de 
ontraintes valides pour le

problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe ave
 des 
hemins bornés. Ces 
ontraintes

nous ont permis de dé
rire le polytope asso
ié à 
e problème quand le graphe est une

roue et les demandes véri�ent 
ertaines 
onditions. Cependant, la 
ontrainte B.3 devrait

pouvoir se généraliser a�n de prendre en 
ompte toute disposition de demandes. Ce
i

peut 
onduire à une 
ara
térisation 
omplète du polyèdre lorsque le graphe est une

roue. Ainsi, par des te
hniques de 
omposition telle que 
elles vues dans le 
hapitre 3,

il serait possible de 
ara
tériser aussi 
e polytope dans la 
lasse des graphes de Halin.
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