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Résumé

Un graphe est dit 2-aréte connexe si entre chaque paire de sommets, il existe au moins
deux chemins aréte-disjoints. Etant donnés un graphe G = (V, E) et des cotts sur les
arétes, le probleme du sous-graphe 2-aréte connexe consiste a trouver un sous-graphe
2-aréte connexe de G contenant tous les sommets de V' et qui soit de colt minimum. Ce
probléme a des applications dans les domaines des télécommunications et du transport.
Dans cette thése, nous étudions différentes extensions de ce probléme d’un point de
vue polyédral.

Dans une premiére partie, nous étudions le probléme du sous-graphe Steiner 2-aréte
connexe. Celui-ci consiste, étant donné un ensemble de terminaux S C V, a trouver
un sous-graphe 2-aréte connexe de G' qui couvre S et qui soit de cotit minimum. Nous
introduisons une famille d’inégalités valides pour le polytope associé a ce probléme.
Cette classe généralise les contraintes dites de F-partition Steiner. Nous montrons
que ces contraintes, avec les contraintes de coupe Steiner et les contraintes triviales
décrivent entiérement le polytope dans les roues. Comme conséquence, nous obtenons
une description du polytope associé dans les graphes de Halin quand les terminaux
ont une certaine disposition dans le graphe. Ceci généralise le résultat de Barahona et
Mahjoub [7] quand S = V.

Par la suite, nous considérons le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe ou chaque
aréte doit appartenir a un cycle de longueur bornée. Nous introduisons une classe
d’inégalités appelées contraintes de cycle. Nous montrons que ces contraintes, avec les
contraintes de coupe et les contraintes d’intégrité suffisent pour formuler le probléme
comme un programme linéaire en nombres entiers. Nous discutons ensuite de plusieurs
classes d’inégalités valides pour le polytope associé. Nous décrivons des conditions né-
cessaires et suffisantes pour que ces contraintes définissent des facettes. Nous discutons
également de techniques de séparation pour ces contraintes, et nous montrons en par-
ticulier que le probléme de séparation des contraintes de cycle est polynomial quand la
borne est < 4. En utilisant ces résultats, nous développons un algorithme de coupes et
branchements pour le probléme et nous discutons de certains résultats expérimentaux.
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La derniére partie de la thése concerne le probléme qui consiste a trouver, entre
deux sommets d'un graphe, deux chemins aréte-disjoints de cotit minimum et de lon-
gueur bornée. Nous présentons une formulation du probléme comme un programme en
nombres entiers quand la borne sur les chemins ne dépasse pas 3, et nous montrons que
la relaxation linéaire de ce programme est entiére. Nous donnons également des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que cette description soit minimale. Nous discutons
aussi du dominant du polytope associé.

Nous présentons en annexe d’autres résultats liés aux problémes étudiés. La premiére
annexe introduit quelques classes suplémentaires d’'inégalités valides pour le probléme
du sous-graphe 2-aréte connexe avec des cycles bornés. Quant a une seconde annexe
concerne le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe de coiit minimum avec des che-
mins bornés. Pour ce dernier probléme, nous donnons en particulier une description
compléte du polytope associé quand la borne est 2 et le graphe est une roue.

Mots clés: sous-graphe 2-aréte connexe, polytope, facette, cycles et chemins bornés,
algorithme polynomial, algorithme de coupes et branchements.



Abstract

A graph is said to be 2-edge connected if between each pair of nodes there exist
at least two edge-disjoint paths. Given a graph G = (V, E) and a cost function that
associates to each edge e € F, a cost c(e), the 2-edge connected subgraph problem is
to find a minimum cost spanning 2-edge connected subgraph of GG. This problem has
applications in the design of telecommunication networks. In this thesis, we study some
generalizations of this problem from a polyhedral point of view.

First, we consider the Steiner 2-edge connected subgraph problem. Given a set of ter-
minals S, the problem consists in finding a minimum cost 2-edge connected subgraph
spanning S. We introduce a class of valid inequalities for the associated polytope. This
class generalizes the so-called Steiner F-partition inequalities. We show that these in-
equalities together with the Steiner cut and the trivial inequalities describe the polytope
in the wheels. In consequence, we obtain a characterization of the associated polytope
in the class of Halin graphs when the terminals have a certain arrangement in the
graph. This generalizes a result of Barahona and Mahjoub [7] when S = V.

After that, we consider the 2-edge connected subgraph problem when each edge
must belong to a bounded cycle. We introduce a class of valid constraints called cycle
inequalities. We show that the integrity, cut and cycle inequalities are sufficient to
formulate the problem as an integer program. We then discuss some classes of valid
inequalities. We describe necessary and sufficient conditions for these constraints to
be facet defining. We also discuss the separation problem for these inequalities. In
particular, we show that the cycle inequalities can be separated in polynomial time
when the bound is not greater than 4. Using these results, we debelop a branch-and-
cut algorithm for the problem and discuss some experimental results.

Finally, we study the problem that is to find, between two nodes of the graph, two
edge-disjoint paths of bounded length. We give an integer programming formulation
for the problem when the bound is < 3. We also show that the linear relaxation of
the problem in this case is integral. In addition, we discuss necessary and sufficient
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conditions for the linear relaxation of the problem to be minimal, and investigate the
relation between this relaxation and the dominant of the associated polytope.

Further results are given in two apendicies. The first appendix introduces more valid
inequlities for the the 2-edge connected problem with bounded rings. The second one
deals with the hop-constrained 2-edge connected subgraph problem. In particular, we
give a complete description of the associated polytope when the number of hops is
limited to 2 and the graph is a wheel.

Key words: 2-edge connected subgraph, polytope, facet, bounded cyles, bounded
paths, polynomial algorithm, branch-and-cut algorithm.
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Introduction

Avec l'introduction de la technologie des fibres optiques dans les réseaux de télé-
communications et ’explosion de I'Internet, le probléme de sécurisation (fiabilité) des
réseaux est devenu un des problémes majeurs pour les opérateurs de télécommunica-
tions.

Ce probléme consiste a déterminer les liaisons a installer dans un réseau de telle
maniére que si une de ces liaisons tombe en panne, le trafic puisse étre rerouté et le
réseau continue ainsi a fonctionner.

Dans cette thése, nous nous intéressons a certaines variantes de ce probléme. Nous
discutons de certaines approches polyédrales et nous développons des algorithmes de
type Branch-and-Cut pour les résoudre.

Les conditions de fiabilité dans les réseaux s’expriment généralement en termes de
connexité. Une condition de fiabilité qui s’est avérée efficace en pratique est celle de
la 2-connexité. C’est-a-dire qu’il doit exister entre chaque paire de sommets du réseau,
au moins deux chaines aréte-disjointes. Ainsi, en cas de panne d’une liaison, il existe
toujours un second chemin pour router le trafic. Un réseau vérifiant cette propriété est
dit 2-aréte connexe.

Une des approches de sécurisation d'un réseau de télécommunications est celle dite
“locale”. Si une liaison tombe en panne, on cherche un chemin entre les extrémités de la
liaison pour rerouter le trafic. Ce type de sécurisation est privilégiée dans les couches
dites basses (couches optiques). Dans ces couches, le volume du trafic est important.
On sécurise globalement tout le contenu d’un lien en le reroutant sur un autre chemin
entre les sommets de ce lien. Afin que le reroutage s’effectue au moindre coit, on va
minimiser la longueur de ce chemin. Pour cela on s’intéresse a des réseaux (2-connexes)
ol chaque liaison appartient & un cycle borné.

Un autre type de sécurisation est la sécurisation dite “de bout en bout”. Dans cette
stratégie, les origines-destinations des demandes affectées par la panne d’une liaison
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gérent le rétablissement du trafic sur des chemins entre les extrémités de ces demandes.
Dans ce cas, et pour limiter la longueur du reroutage, il doit y avoir entre chaque paire
origine-destination au moins deux chemins disjoints de longueur bornée.

Dans un premier temps, nous considérons le probléme de sécurisation sans contrainte
de borne. Ce probléme n’est rien d’autre que le probléme du sous-graphe Steiner 2-aréte
connexe. Ici, on suppose que le réseau comporte certains sommets terminaux, et qu’il
existe une demande entre chaque paire de terminaux. En supposant que chaque liaison
posséde un certain cott (de réalisation), le probléme est de déterminer un sous-graphe
2-aréte connexe contenant les sommets terminaux et qui soit de cotit minimum.

Par la suite, nous nous intéressons a ce probléme quand tous les sommets sont des
terminaux et chaque liaison du réseau doit appartenir a un cycle borné. Enfin, nous
étudions ce probléme en limitant la longueur des chemins entre les terminaux.

Ces problémes sont reconnus difficiles. La difficulté vient en particulier de la com-
binatoire liée au choix de topologie. De plus, la sécurisation (comme la limitation sur
la longueur des chemins de routage) introduit des contraintes de nature complexe. La
méthode dite polyédrale s’est avérée trés puissante pour les problémes d’optimisation
combinatoire difficiles. Cette technique consiste a ramener le probléme a la résolution
d’un programme linéaire, par la description compléte (ou partielle) de son polytope de
solutions par un systéme d’inégalités linéaires. Cette approche a été appliquée avec suc-
cés a plusieurs problémes d’optimisation combinatoire comme le probléme du voyageur
de commerce |24, 1] et le probléme de la coupe maximale |6]

Dans cette thése, nous considérons cette approche pour les problémes de fiabilité
de réseaux présentés ci-dessus. Nous étudions les polyédres associés et nous discutons
d’algorithmes de résolution.

Dans le chapitre suivant, nous introduisons quelques notions de base de ’approche
polyédrale. Dans le chapitre 2, nous présentons I’état de I'art des problémes de fiabilité
de réseaux et des méthodes de résolution développées. Les chapitres 3, 4 et 5 constituent
la partie principale de la thése. Le chapitre 3 concerne le probléme du sous-graphe
Steiner 2-aréte connexe. Et les chapitres 4 et 5 discutent des problémes du sous-graphe
2-aréte connexe avec respectivement des cycles et des chemins bornés.

Le mémoire est cloturé par une conclusion présentant en particulier des problémes
ouverts et des perspectives de travail.

Certains résultats portant sur des cas particuliers ou des généralisations des pro-
blémes étudiés dans les chapitres 4 et 5, font 'objet de deux annexes rajoutées a la fin
de la thése.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Ce chapitre est dédié a quelques notions de bases sur les polyédres combinatoires et les
méthodes de coupes et branchements. Nous donnerons également quelques définitions
et notations qui seront utilisées tout au long de ce mémoire.

1.1 Polyédres

Dans cette section, nous allons introduire des définitions et des propriétés concernant
la théorie des polyédres.

Soit x € IR". On dit que = est une combinaison linéaire des points xy, ..., x; € IR"
il existe Ai, ..., A\p € IR tels que © = Zle Aix;. Side plus Zle A; = 1, alors on dit
que x est une combinaison affine de ces points. Enfin, si A; > 0 pour tout i € {1, ..., k}

k . :
et > ., A; =1, alors z est une combinaison convere de ces points.

Les points xy, ..., xx € IR" sont dits linéairement indépendants (resp. affinement
indépendants) si le systéme

k
i=1
k k
(resp. Z)\iazi =0et Z)‘i = 0)
i=1 i=1

admet une solution unique \; =0 pour¢t =1, ..., k.



4 Notions préliminaires

Soit S un ensemble non vide de points de IR". L’enveloppe convexe de S, notée
conv(S) est I'ensemble des points © € IR" qui sont des combinaisons convexes de
points de S.

Un polyédre P de IR" est un ensemble de points de IR" engendré par l'intersection
d’un nombre fini de demi-espaces de IR™. On peut alors noter P = {x € IR" | Ax > b}
ol A est une matrice réelle a m lignes et n colonnes. Un polyédre borné est un polytope.
Le dominant d’un polyédre P C IR" est le polyedre

Dom(P)={z=2+y € R" |z € P, et y > 0}.

La dimension d’'un polyédre P, notée dim(P), est égale a d si et seulement si le
nombre maximum de points de P affinement indépendants est d+ 1. Un polyédre P de
IR"™ est dit de pleine dimension si dim(P) = n. Un point extréme de P est un point de
P ne pouvant pas s’écrire comme une combinaison linéaire de plusieurs autres points
de P. Un polyédre dont tous les points extrémes sont entiers est dit entier.

Une inégalité ax > b est dite valide pour un polyédre P si elle est satisfaite par tous les
points de P. Soit ax > « une inégalité valide pour P. L’ensemble F, = {z € P |ax = b}
est appelé face de P. On dit que F, est la face définie par ax > «. Si P # F, # 0,
alors F, est dite face propre. Si F, est une face propre et dim(F,) = dim(P) — 1 alors,
F, est appelé facette de P.

Une contrainte ax > b est dite serrée (resp. violée) par un point x* si ax® = b (resp.
ar® < b).

1.2 Approche polyédrale et algorithme de coupes et
branchements

Soient P un probléme d’optimisation combinatoire et § ’ensemble de ses solutions.
Alors P peut s’écrire
max{cz |z € 8}

ol c¢ est une fonction coiit associée aux variables du probléme. En considérant 1’enve-
loppe convexe des solutions du probléme P, ce dernier est équivalent a rechercher une
solution de base du probléme

max{cz |z € conv(8)}.
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En conséquence, si nous caractérisons l’enveloppe convexe de § par un systéme d’in-
égalités linéaires, alors nous ramenons le probléme P a la résolution d’un programme
linéaire. Noter que ce dernier peut étre résolu en temps polynomial |60, 65].

L’approche polyédrale, introduite par Edmonds [29] dans le cadre du probléme de
couplage, consiste en I’étude du polyedre associé a un probléme d’optimisation com-
binatoire afin de pouvoir le ramener a un programme linéaire. La caractérisation du
polyédre associé a un probléme d’optimisation combinatoire est généralement difficile
a obtenir. De plus, une description compléte (ou partielle) du polyédre peut comporter
un nombre non polynomial de contraintes. Cependant, seul un nombre réduit de ces
inégalités peut étre nécessaire pour résoudre le probléme a l'aide d’une méthode de
coupes. En effet, cette technique raméne le probléme & une séquence de programmes
linéaires, chacun étant une relaxation linéaire du probléme. La méthode de coupe est
basée sur le probléme suivant dit probleme de séparation:

Probléme 1.1 Soient C une famille d’inégalités linéaires et x € IR™. Le probléeme de
séparation associé a C et a x consiste a vérifier si x satisfait toutes les inégalités de C
et sinon a trouver une inégalité de C violée par x.

Le probléeme de séparation est la clef essentielle de tout algorithme de coupes. En
effet, Grotschel et al. [49] ont montré qu’'un probléme d’optimisation combinatoire sur
un ensemble de contraintes € peut étre résolu en temps polynomial si et seulement si
le probléme de séparation pour ces contraintes peut étre résolu en temps polynomial.
En conséquence, un algorithme efficace de séparation pour une famille de contraintes
valides d’un probléme d’optimisation combinatoire est un outil important pour résoudre
le probléme dans le cadre d’une méthode de coupes.

Cependant, comme il a déja été noté précédemment, nous ne connaissons pas forcé-
ment toutes les inégalités décrivant le polyédre des solutions du probléme. De plus, le
probléme de séparation sur certaines classes de contraintes valides peut étre lui-méme
NP-difficile et, dans ce cas, nous ne pouvons disposer que de techniques de sépara-
tion approchées. Une simple méthode de coupes ne nous conduit donc pas toujours a
une solution optimale du probléme, cette derniére étant fractionnaire. A ce stade de
la résolution intervient la phase de branchement. Cette phase consiste a choisir une
variable fractionnaire z; de la solution courante du programme linéaire. On crée alors
deux sous-problémes du probléme courant en fixant, par exemple, d'un coté la variable
xz; & 0 et de autre & 1. La solution optimale du probléme sera la meilleure des deux
solutions données par chacun des deux sous-problémes. Cette phase de branchement
est répétée d’'une maniére récursive pour les sous-problémes ainsi obtenus jusqu’a I’ob-
tention d’une solution optimale. L’arborescence de ’ensemble des sous-probléemes est
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gérée par un arbre appelé arbre de branchement. Chaque nceud de cet arbre correspond
a un sous-probléme.

Comme & chacun des nceuds de I'arbre de branchement correspond un programme
linéaire, il est possible de relancer la méthode de coupe a chaque nceud. Cette méthode
est appelée méthode de coupes et de branchements. Celle-ci s’est révélée trés efficace
pour la résolution de problémes d’optimisation combinatoire réputés pour étre difficiles
tel que le probléme du voyageur de commerce et celui de la coupe maximale.

1.3 Notations et Définitions

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques notations et définitions concernant
les graphes, qui seront fréquemment utilisées dans la suite de ce mémoire.

Nous notons par G = (V, E) un graphe fini, non orienté, pouvant contenir des arétes
multiples. L’ensemble V' représente I’ensemble des sommets (ou nceuds) du graphe et E
I'ensemble des arétes. Un sous-graphe H = (W, F) de G est un graphe tel que W C V
et F' C E. Celui-ci est dit couvrant si W = V.

Si e est une aréte de E reliant les sommets u et v de V', alors u et v sont les extrémités
de e et on note e = uv. On dit qu’une aréte e est incidente & un sommet u si v est I'une
des extrémités de e. Par extension, on dira qu’une aréte e est incidente a un ensemble
de sommets W si e posséde exactement une extrémité dans W. Si u et v sont deux
sommets de V', on dira que u est adjacent & v s’il existe une aréte dans E reliant u et
v. De méme, on dira qu’une aréte e est adjacente & une aréte f si ces deux arétes ont
une extrémité commune. Si les arétes e et f ont les mémes extrémités, alors e et f sont
dites paralléles (ou multiples).

Un graphe G = (V, E) est dit complet si pour toute paire de sommets u,v € V,
il existe au moins une aréte dans E entre u et v. Un graphe ne contenant ni arétes
paralléles, ni boucles, est dit simple. Enfin, un graphe planaire est un graphe pouvant
étre représenté dans le plan de maniére a ce que ses arétes ne se croisent pas.

Soit ¢ une fonction qui associe a chaque aréte e € E, un coit c(e). Soit F' C E un
ensemble d’arétes. On pose c(F) = Y . x(e). Le cout d’un sous-graphe (W, F') est
la valeur de ¢(F). Si x est un vecteur de réels non négatifs indicé sur les arétes de E,
alors le graphe support de x est le graphe G, = (V, E,) ou E, est 'ensembles des arétes
e € E telles que z(e) > 0.
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Soit F' C E un ensemble d’arétes. On dénote par V (F') C V I'ensemble des extrémités
des arétes de F'. Le graphe induit par les arétes de F' est le graphe G(F) = (V(F), F).
De méme, si W est un ensemble de sommets de V', on note par E(W) I’ensemble des
arétes ayant leurs deux extrémités dans W. Le graphe G(W) = (W, E(W)) est le graphe
induit par les sommets de W. La coupe associée & W, notée par 6(W), est 'ensemble
des arétes ayant exactement une extrémité dans W. Remarquons que si W =V \ W,

alors (W) = §(W). Si W est réduit & un seul sommet, on écrit 6(w) a la place de

I({w}).

Soit F' un ensemble d’arétes. On dénote par G \ F' le graphe obtenu a partir de G en
supprimant les arétes de F'. De la méme maniére, si W est un ensemble de sommets,
G \ W correspond au graphe obtenu a partir de G' en supprimant les sommets de W
et les arétes incidentes & au moins un sommet de W. Si F' (resp. W) est réduit & une
seule aréte e (resp. un seul sommet v), alors on écrira G — e (resp. G — v) au lieu de

G\ {e} (resp. G\ {v}).

Un chemin P est une séquence de sommets distincts (uy, ..., u,) telle que w;u; 41 € E
pour i =1, ..., p—1 et tous les sommets internes sont différents. Si s et ¢ sont deux
sommets de V et P = (uq, ..., up) un chemin tel que vy = s et u, = ¢, alors P

est appelé un st-chemin. Deux chemins P; et P, sont aréte-disjoints (resp. sommet-
disjoints) si les deux chemins n’ont aucune aréte (resp. aucun sommet) en commun.
Un graphe G = (V, E) est dit conneze si, pour toute paire de sommets u,v € V, il

existe au moins un wv-chemin dans G. Un cycle C' = (uy, ..., up_1) est un chemin
P = (uy, ..., uy) tel que uy = uy,.
Soient Vo, ..., V}, p+1 ensembles non-vides de sommets de V' deux a deux disjoints.

On note par [V;,V;] 'ensemble des arétes incidentes a V; et a Vj. Si V; (resp. Vj) est
réduit a un seul sommet v, on écrira [v, V] (resp. [V;,v]) & la place de [{v}, V]] (resp.
[Vi, {v}]). On dénote par 6(Vp, ..., V,) l'ensemble des arétes ayant leurs extrémités
dans deux ensembles distincts V;. Si les ensembles V; sont tels que U?:o V; =V, alors
Vo, ..., V}, forme une partition de V.






Chapitre 2

Conception de réseaux: état de 'art

2.1 Introduction

La conception de réseaux fiables a cotts réduits prend de nos jours une importance
cruciale tant dans l'industrie des télécommunications que dans toute entreprise de dis-
tribution d’énergie. En effet, on peut facilement imaginer qu’un réseau de distribution
d’électricité peu fiable puisse, en cas de panne, plonger dans le noir une région for-
tement habitée. D’un autre coté, dans le domaine des télécommunications, la mise en
place de la technologie des fibres optiques a entrainé une augmentation du débit des flux
d’informations dans les réseaux tel que 'Internet. En conséquence, une panne dans ces
réseaux peut avoir de lourdes conséquences. Cependant, concevoir des réseaux optiques
trés maillés (denses) et donc trés fiables, peut étre trés cotiteux pour les opérateurs.
Mais diminuer la densité d’un réseau peut non seulement diminuer son cott, mais aussi
sa fiabilité. Prenons pour exemple un réseau dans lequel il n’existe qu’un seul chemin
permettant de transférer des informations entre deux terminaux du réseau. Si une liai-
son de ce chemin vient a défaillir, le trafic entre les deux terminaux ne peut alors plus
étre assuré. Le réseau se retrouve ainsi déconnecté.

La fiabilité d’un réseau s’exprime généralement en termes de connexité: plus un
terminal a de I'importance au sein du réseau, plus il doit étre connecté au reste du
réseau. Ainsi, la défaillance d’un lien n’entraine pas l'isolement d’un nceud important
du reste du réseau. Pour cela, on associe a chaque nceud du réseau un certain degré
de connexité. Celui-ci exprime le nombre de liaisons minimum qui doivent connecter le
neeud au réseau final. Ainsi on assure entre chaque paire de sommets, en fonction de
leur importance, un certain nombre de chemins de routage.
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Le probléme de conception d’un réseau fiable est donc de déterminer les liaisons a
installer dans le réseau afin de respecter les conditions de fiabilité tout en minimisant
le cotit total du réseau.

2.2 Modélisation

Nous allons donner ici une formulation mathématique du probléme de conception
d’un réseau fiable. On représente dans la suite un réseau par un graphe G = (V| E)
ou chaque sommet de V' correspond a un terminal du réseau et chaque aréte de E
représente un lien possible dans le réseau. Soit ¢ : E — IR une fonction qui associe a
chaque aréte de E son cout de construction c(e).

Dans [88, 90, 91|, Winter introduit le probléme général suivant de conception d’un
réseau fiable.

Probléme 2.1 Soient G = (V, E) un graphe et ¢ : E — IR une fonction codt associée
auz arétes. Soit R = (r;;) une matrice carrée d’entiers non négatifs de taille |V|.
Trouver un sous-graphe de G de coit minimum tel qu’entre chaque paire de sommets
i,j €V, il existe au moins r;; chaines aréte-disjointes (ou sommet-disjointes) entre i
et j.

Ce probléme a été considéré plus tard par Grotschel et Monma [50], Grotschel,
Monma et Stoer [51, 53, 52, 54| et Stoer |83] dans un cadre légérement plus restreint.
Leur modéle se présente comme suit. Soient G = (V, E') un graphe et ¢ : E — IR une
fonction cott associée aux arétes. On associe & chaque sommet v € V un entier r(v)
appelé type de connezité. On dit qu'un graphe H = (V, F') vérifie les conditions d’aréte-
fiabilité (sommet-fiabilité) si pour toute paire de sommets 7, j € V, il existe au moins
r(i,7) = min(r(i),r(j)) chaines aréte-disjointes (sommet-disjointes). Le probléme de
conception d’un réseau fiable se présente par conséquent de la maniére suivante :

Probléme 2.2 Soient G = (V, E) un graphe et ¢ : E — IR une fonction codt sur les
arétes. Soit r 'V — IN une fonction qui associe a chaque sommet un type de connexité.
Trouver un sous-graphe de G de coit minimum vérifiant les conditions de fiabilité par
rapport a r.

Plusieurs cas particuliers de ce probléme ont été largement étudiés.
Si r(v) = 1 pour tout v € V, le probléme est équivalent au probléme de l'arbre
couvrant de poids minimum. Ce dernier peut étre résolu efficacement, c’est-a-dire en
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temps polynomial, en utilisant, par exemple, un des algorithmes bien connus de Kruskal
[69] ou de Prim [82].

Si r(v) = 1 pour exactement deux sommets s et ¢t de V et r(v) = 0 pour tous les
autres, alors le probléme n’est rien d’autre que celui du plus court chemin entre s et
t. Ce probléeme est NP-difficile dans le cas général. Il peut cependant étre résolu en
temps polynomial quand les coiits sont non négatifs avec, par exemple, ’algorithme
de Dijkstra [28]. Suurballe [84] et Suurballe et Tarjan [85] ont, quant a eux, résolu le
probléme un peu plus général lorsque r(s) = r(t) = k avec k > 2 et r(v) = 0 pour les
autres sommets.

Si r(v) € {0,1} pour tout v € V, nous avons alors le probléme de l’arbre Steiner.
Celui-ci est connu pour étre NP-difficile. Lawler [71] a montré qu’il pouvait étre résolu
en temps polynomial quand le nombre de sommets de type de connexité égal a 0 (égal
a 1) est réduit.

Afin de formuler le probléme de conception d’un réseau aréte-fiable, nous rappelons
d’abord le théoréme de Menger [76] suivant.

Théoréme 2.3 Dans un graphe G, il n’existe pas de coupe de cardinalité inférieure
strictement a k déconnectant deux sommets s et t si et seulement s’il existe au moins
k chaines aréte-disjointes entre s et t.

Nous pouvons étendre la notion de type de connexité d’'un sommet a un ensemble de
sommets W C V en posant 7(W) = max{r(v) |v € W}. On pose également con(W) =
min(r (W), r(V \ W)). Ainsi, par le théoréme 2.3, on peut s’apercevoir que, pour tout
ensemble de sommets W du graphe, au moins con(W') chemins aréte-disjoints doivent
intersecter la coupe 0(W). Associons maintenant a chaque aréte e € E du graphe une
variable z(e) € {0,1}. Si F' C E, le vecteur d’incidence associé a F, noté z”, est défini
par z(e) = 1 si e € F et 2'(e) = 0 sinon. Par le théoreme 2.3, il s’ensuit que le
probléme de conception d’un réseau aréte-fiable est équivalent au programme linéaire
en nombres entiers suivant :

Minimiser cz

z(e) >0, pour tout e € E, (2.1)
z(e) <1, pour tout e € E, (2.2)
z(6(W)) > con(W), pour tout W C V,0 AW #V, (2.3)
z(e) € {0,1}, pour tout e € E. (2.4)

Les contraintes (2.1) et (2.2) sont appelées inégalités triviales, les contraintes (2.3)



12 Conception de réseaux: état de Dart

sont appelées inégalités de coupe et les contraintes (2.4) sont appelées contraintes d’in-
tégrité. En ajoutant au programme en nombres entiers précédent, la contrainte

z(0g_z(W)) > cong_z(W) — |Z|, pourtout Z C V.0 #£Z £V, (2.5)
et pour tout W CV\Z, 0 £W £V \ Z,
avec |Z| < cong_z(W),

on obtient une formulation du probléme de conception d’un réseau sommet-fiable |50].
Ici, 6e\z (W) et cong\z (W) représentent la coupe et le type de connexité de 1 dans le
graphe G\ Z.

Notons que le probléme de séparation des contraintes de coupe se réduit & un pro-
bléme de flot maximum dans un graphe [32]. Ce dernier pouvant étre résolu en temps
polynomial, le probléme de séparation des inégalités de coupe est lui aussi polynomial.
Ceci implique que la relaxation linéaire du probléme de conception d’un réseau fiable
ci-dessus peut étre résolue en temps polynomial.

2.3 Cas particuliers

2.3.1 k-aréte (sommet) connexité

Un graphe G = (V, E) est dit k-aréte (k-sommet) conneze s'il existe au moins k
chaines aréte(sommet)-disjointes entre chaque paire de sommets de V. Par conséquent,
si r(v) = k pour tout v € V, alors un sous-graphe k-aréte (k-sommet) connexe de G
sera aréte(sommet)-fiable. Si & = 2 ce probléme de conception d’un réseau fiable est
connu sous le nom du probléme du sous-graphe 2-aréte (2-sommet) connexe (TECSP).

Comme le type de connexité égal a 2 s’est révélé étre une condition de connexité adé-
quate pour la plupart des réseaux de télécommunications actuels, ce probléme s’est vu
porter beaucoup d’attention. Eswaran et Tarjan ont montré dans [30| que le probléme
du voyageur de commerce (TSP), consistant a trouver un cycle Hamiltonien dans un
graphe (cycle passant une et une seule fois par tous les sommets du graphe), peut étre
ramené au TECSP. Ceci implique que le TECSP, comme le probléme de conception
d’un réseau fiable, sont NP-difficiles. Cependant, de nombreuses études sur la structure
faciale du polytope associé au probléme TECSP ont été réalisées.

Monma et al. |77] ont étudié le TECSP dans le cas métrique, c¢’est-a-dire lorsque le
graphe G est complet et la fonction cott ¢ satisfait les inégalités triangulaires (¢;; <
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ik, + cg; pour tout triplet de sommets distincts ¢, j et k). IIs ont montré que dans ce
cas, le cotit d’un cycle Hamiltonien optimal ne dépasse pas %Q ou Q est le cott d'une
solution optimale du TECSP. Ils ont également montré qu’une solution optimale du
TECSP pouvait étre choisie de telle maniére que chaque sommet ait un degré égal a
2 ou 3 et les composantes connexes, obtenues aprés la suppression d’une ou de deux
arétes, ne sont pas toutes 2-aréte connexes. Ceci montre qu'une solution optimale du
TECSP possede une structure proche de celle d'un cycle Hamiltonien. Ils ont également
montré des résultats similaires pour le probléme du sous-graphe 2-sommet connexe
(TNCSP). Frederickson et Jaja |39] ont montré, dans le cas ou les cotts satisfont
les inégalités triangulaires, qu’'un graphe 2-aréte connexe peut étre transformé en un
graphe 2-sommet connexe sans en augmenter le coft.

Un graphe G est dit contractible & un graphe H si H peut étre obtenu a partir de
G par suppression et/ou contraction d’arétes, la contraction d’une aréte e consistant
a supprimer 'aréte e ainsi que ses arétes paralléles et a identifier ses deux extrémités.
Un graphe est dit série-paralléle s'il n’est pas contractible a K, (le graphe complet sur
4 sommets).

Cornuéjols et al. [14] ont étudié le polytope du TECSP lorsque chaque aréte peut
étre prise plus d’une fois. Ils ont montré que si le graphe G est série-paralléle, alors ce
polytope est donné par les contraintes de non-négativité et les contraintes de coupe.
Dans [72], Mahjoub a étudié le polytope associé au TECSP dans les graphes série-
paralléles. Il a montré que les contraintes de coupe et les contraintes triviales suffisent
pour caractériser ce polytope dans cette classe de graphe. Mahjoub [72] a également
introduit la classe suivante d’inégalités valides pour le polytope du TECSP.

Soit G = (V, E) un graphe. Considérons une partition Vg, ..., V, de V et soit F' C
d(Vp) un ensemble d’arétes de cardinalité impaire. En ajoutant les inégalités
z(6(V;)) > 2, pour tout ¢ =1, ..., p,
—z(e) > —1, pour tout e € F),
z(e) >0, pour tout e € §(Vp) \ F,
on obtient
2¢0(A) > 2p — |F|,
ot A =6(Vp, ..., Vp) \ F. En divisant par 2 et en arrondissant le membre de droite a
I’entier supérieur, on obtient I'inégalité
F
#(A) > p— HJ | 2.6)

Les inégalités (2.6) sont appelées inégalités de F'-partition. Dans |3|, Baiou et al. ont
montré que les contraintes de F-partition peuvent étre séparées en temps polynomial
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quand F est fixé. Dans [25], Didi Biha a généralisé les contraintes de F-partition au
probléme du sous-graphe k-aréte connexe. Il a également montré, dans ce cas, que le
probléme de séparation des contraintes de F'-partition peut étre résolu en temps poly-
nomial quand F' est fixé. Fonlupt et Mahjoub [31] ont montré que les points extrémes
dits critiques (points extrémes du polytope comportant un ensemble non-vide minimal
de composantes fractionnaires) peuvent étre séparés en temps polynomial en utilisant
les contraintes de [-partition. De plus, les contraintes de F-partition se sont révélées

treés efficaces dans la résolution du probléme du sous-graphe 2-aréte (sommet) connexe
3, 64].

Un graphe de Halin est un graphe G = (V,T U C') planaire ou 7' est un arbre sans
sommet de degré 2 et C' un cycle reliant chacune des feuilles de I'arbre T'. Une roue
sur n + 1 sommets, notée W,,, est un graphe composé d'un cycle de n sommets auquel
on ajoute un sommet universel (sommet relié a tous les autres sommets du graphe).
Notons qu’une roue est un graphe de Halin dont I'arbre est une étoile.

Barahona et Mahjoub [7] ont donné une description minimale du polytope associé
au TECSP dans la classe des graphes de Halin. IIs ont montré que les contraintes de
coupe, les contraintes de F'-partition et les contraintes triviales suffisent pour décrire le
polytope dans ces graphes. Pour montrer ce résultat, Barahona et Mahjoub ont utilisé
le fait que les graphes de Halin se décomposent par des coupes de cardinalité 3 en un
ensemble de roues.

Soit Vj, ..., V, une partition de V', les contraintes du type
2(6(Vo, -+, Vp)) > p, (2.7)

sont appelées inégalités de partition. Ces contraintes sont valides pour le polytope des
arbres couvrants. Barahona et Mahjoub [7] ont également étudié le polytope associé
au probléme du sous-graphe 2-sommet connexe (TNCSP). Notons que si un graphe est
2-sommet connexe, alors pour tout sommet u, le graphe G' — u reste connexe. Ainsi
pour tout sommet u, la contrainte (2.7) doit étre vérifiée dans le graphe G — u. Et les
contraintes

z(6(Vo, ..., V) \ 6(u)) > p, pour tout u €V, (2.8)

sont valides pour le polytope associé au TNCSP. D’une maniére similaire au cas aréte-
connexe, Barahona et Mahjoub [7] ont montré que le polytope associé au TNCSP dans
la classe des graphes de Halin, est décrit par les contraintes triviales, les contraintes de
coupe, les contraintes de F-partition et les contraintes (2.8).

Un algorithme de a-approximation pour un probléme d’optimisation combinatoire
a minimiser (maximiser) est un algorithme polynomial qui donne une solution dont
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la valeur est inférieure (supérieure) a aC'(SO) ou C(SO) est la valeur de la solution
optimale du probléme.

Dans [67], Khuller et Vishkin ont présenté un algorithme de %—approximation pour le
probléme du sous-graphe 2-aréte connexe lorsque tous les cotits sont égaux a 1. Sous ces
mémes conditions, ils ont également proposé un algorithme de %—approximation pour
la version 2-sommet connexe du probléme. Plus tard, Khuller et Raghavachari [66] ont
donné un algorithme d’approximation de facteur 2 + ﬁ pour ce méme probléme et
quels que soient les cotits sur les arétes.

Considérons la formulation en nombres entiers suivante du probléme du voyageur de
commerce :

Minimiser cx

z(0(v)) =2, pour tout v € V,

z(6(W)) > 2, pour tout W C V.0 £W £V,

z(e) € IN, pour tout e € E. (2.9)

Soit zpgp la solution optimale du TSP et 2/.¢p la solution de la relaxation linéaire de la
4
i
coiit ¢ vérifie les inégalités triangulaires, alors 2}.gp < 327gp. Cheriyan et al. [10, 11|

formulation ci-dessus. La z-conjecture du voyageur de commerce dit que si la fonction
ont montré que, si la %—conjecture pour le probléme du voyageur de commerce métrique
est vérifiée, alors il existe un algorithme de %—approximation pour le TECSP.

Considérons maintenant un graphe G' = (V, E') et un ensemble de sommets S C V.
Le probléme du sous-graphe Steiner 2-aréte conneze (STECSP) est de trouver un sous-
graphe de G de cott minimum tel qu’entre chaque paire de sommets de 5, il existe au
moins 2 chaines aréte-disjointes. Notons que 'appellation de ce probléme est abusive
car si les cotits sur les arétes ne sont pas positifs, le réseau obtenu n’est pas forcément
2-aréte connexe. Ce probléme est équivalent au probléme de conception d’un réseau
fiable quand les types de connexité prennent leur valeur dans {0,2}. Dans ce type de
problémes, les contraintes de coupe sont habituellement appelées contraintes de coupe
Steiner et les sommets de S sont appelés terminauz.

Baiou et Mahjoub [4] ont étudié le polytope associé au probléme du sous-graphe
Steiner 2-aréte connexe. Ils ont montré que ce dernier est entiérement décrit par les
contraintes de coupe Steiner et les contraintes triviales dans la classe des graphes série-
paralléles. Baiou et Mahjoub [4] ont également étudié ce probléme lorsque la solution
doit étre elle-méme 2-aréte connexe. Pour cela, ils ont introduit les inégalités suivantes,
valides pour le polytope associé au probléme :

z(6(W)) —2x(e) >0, pourtout W CV,SCW, eg E(W). (2.10)
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Ils ont montré que le polytope associé au STECSP lorsque le graphe est série-paralléle
et la solution doit étre 2-aréte connexe, est décrit par les contraintes triviales, les
contraintes de coupe Steiner et les contraintes (2.10). Par la suite, Baiou [2| a étendu ce
dernier résultat au dominant de ce méme polytope lorsque le graphe est série-paralléle.

Coullard et al. |16] ont étudié le polytope associé au probléme du sous-graphe Steiner
2-sommet connexe. IIs en ont donné une caractérisation dans la classe des graphes série-
paralléles. Dans [18], ils ont décrit le dominant de ce polytope pour les graphes sans
Wy. 1ls ont également donné dans [17] un algorithme linéaire pour résoudre ce probléme
dans cette classe de graphes ainsi que dans la classe des graphes de Halin. Auparavant,
Winter [89, 88| avait déja proposé un algorithme pouvant résoudre le probléme du
sous-graphe Steiner 2-aréte connexe dans la classe des graphes de Halin et pour les
graphes outerplanaires. (Un graphe est dit outerplanaire s’il peut étre représenté dans
le plan de maniére a ce que tous les sommets appartiennent a la face exterieure.) Dans
[90] il a également présenté un algorithme pour résoudre ce probléme dans les graphes
série-paralléles dans les deux cas d’aréte et de sommet-connexité.

De maniére plus générale, dans [12], Chopra a étudié le probléme du sous-graphe
k-aréte connexe (KECSP) dans le cas ou l'on peut utiliser plusieurs fois une méme
aréte. Il a introduit une nouvelle famille de contraintes valides pour le polytope associé

au probléme de la maniére suivante. Soient G = (V, E) un graphe et Vi, ..., V], une
partition de V' telle que le graphe G(V;) induit par les sommets de V; soit connexe pour
1 =1, ..., p. Les inégalités
k
z(0(Vi, .., V) 2 | 5| =1 (2.11)

sont valides pour le polytope associé au kECSP lorsqu’on peut prendre plusieurs fois
une méme aréte et quand le graphe est outerplanaire et k£ impair. Il a également montré
que ces contraintes et les contraintes (2.1) suffisent pour caractériser le polyédre associé
au probléme quand le graphe est outerplanaire et £ impair. Il a aussi conjecturé que
ces résultats restent vrais pour les graphes série-paralléles. Didi Biha et Mahjoub |26]
ont étendu la validité des contraintes (2.11) a la classe des graphes série-paralléles.
Ils ont appelés ces inégalités contraintes de SP-partition. Ils ont aussi montré que le
polytope associé au probléme du sous-graphe k-aréte connexe est entiérement décrit par
les contraintes (2.1), (2.2) et (2.3) (resp. (2.1), (2.2) et les contraintes de SP-partition)
quand k est pair (resp. impair) et le graphe G est série-paralléle. Ils ont ainsi démontré
la conjecture de Chopra.

Dans [|27], Didi Biha et Mahjoub ont étudié le probléme du sous-graphe Steiner k-
aréte connexe. Ils ont généralisé les résultats de Baiou et Mahjoub [4] établis pour
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k = 2. En effet, ils ont montré que les contraintes triviales et les contraintes de coupe
Steiner caractérisent complétement le polytope associé a ce probléme quand £ est pair
et le graphe est série-paralléle.

Dans le cas ou tous les cotts sont égaux & 1 et S = V, Khuller et Vishkin [67]
ont donné un algorithme de 2-approximation pour le kK ECSP. Plus tard, Khuller et
Raghavachari [66] ont proposé un algorithme de (1.85)-approximation quand les cotits
sont uniformes. Dans le cas ou les coiits vérifient les inégalités triangulaires, ils ont
présenté un algorithme de 2-approximation pour le probléme du sous-graphe k-sommet,

17

connexe. Dans [10, 11|, Cheriyan, Sebd et Szigeti ont donné un algorithme de 45-

approximation pour résoudre le kECSP.

2.3.2  (k, k + 1)-fiabilité

Certains travaux ont porté sur des probléme de conception d’un réseau fiable quand
les types de connexité peuvent prendre des valeurs particuliéres.

Kerivin et Mahjoub [63] ont étudié le probléme de conception d’un réseau fiable
quand les types de connexité sont tous pairs. Ils ont montré que dans ce cas, si le
graphe sous-jacent est série-paralléle, alors le polytope associé au probléme est décrit
par les contraintes triviales et les contraintes de coupe.

Dans [61], Kerivin s’est intéressé au polytope associé a ce probléme lorsque les types
de connexité prennent leur valeur dans {1,2}. Dans ces conditions, le probléme de
conception d'un réseau fiable s’appelle le probléme du réseau {1, 2}-fiable. Kerivin [61]
a introduit la classe d’inégalités suivante. Soient G = (V, E) un graphe, r € {1,2}" un
vecteur associant a chaque sommet un type de connexité et Vi, ..., V), une partition
de V. On Pose I, = {i|con(V;) =2,i=1, ..., p}. Alors la contrainte

eV, ..., V) > { p-1  sih=0, (2.12)

P sinon,
est valide pour le polytope associé au probléme. Et il a montré que le polytope as-
socié & ce probléme lorsque le graphe est série-paralléle, est décrit par les contraintes
triviales, les contraintes de coupe et les contraintes (2.12). Dans |62, Kerivin et Mah-
joub ont montré que les contraintes (2.12) peuvent étre séparée en temps polynomial.
Ainsi le probléme du réseau {1,2}-fiable peut étre résolu en temps polynomial dans la
classe des graphes série-paralléles. Dans [64], Kerivin et al. ont discuté d’autres facettes
pour le polytope associé a ce probléme et ont développé un algorithme de coupes et
branchements pour ce probléme. Ils discutent également de résultats expérimentaux.
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Dans [61], Kerivin a également étudiée le probléme plus général ou les types de
connexité prennent leur valeur dans {k,k + 1} avec k impair. Il a généralisé la classe
des contraintes de SP-partition introduite par Didi Biha et Mahjoub dans [26] quand
les types de connexité sont en {k, k+ 1} avec k impair et G série-paralléle. Cette classe
de contraintes contient également les contraintes (2.12). Il a montré que cette classe
de contraintes avec les inégalités de coupe et les inégalités triviales caractérisent le
polytope associé au probléme dans ce cas quand G est série-paralléle.

Monma et Shallcross [78] ont développé des heuristiques trés efficaces concernant le
probléme de conception d’un réseau fiable quand les types de connexité sont en {1, 2}.
Ko et Monma [68] ont généralisé ces heuristiques pour la conception de réseaux k-aréte
(sommet) connexes.

2.4 Cas général

Dans un cadre plus général, Grotschel et Monma [50] et Grotschel et al. [51, 53, 52, 54|
ont étudié le polytope associé au probléme de conception d’un réseau aréte(sommet)-
fiable. Ils ont introduit des classes d’inégalités valides pour ces polytopes. Ils ont éga-
lement développé un algorithme de coupes et branchements qu’ils ont utilisé pour
résoudre des instances réelles et aléatoires du probléme. Des synthéses de ces travaux
et d’autres travaux liés a ces problémes peuvent étre trouvés dans [13, 83].

Plusieurs algorithmes d’approximation ont également été développés concernant le
probléme de conception d’un réseau fiable. Ces algorithmes sont basés sur une fonction
f qui a chaque ensemble de sommets W C V' associe le nombre minimum d’arétes de-
vant intersecter la coupe 6(W). En d’autres termes, pour chaque ensemble de sommets
W, on a f(W) = con(W). Williamson et al. [87] ont développé un algorithme polyno-
mial de 2f,,,,-approximation quand la fonction f est propre et f,., = max{f(5), S C
V'}. Une fonction f est dite propre si f(V) =0, f(S) = f(V \ S) pour tout S C V,
et f(AU B) < max{f(A), f(B)} quand A et B sont disjoints. Goemans et al. [40]
ont amélioré cet algorithme en donnant une garantie de performance de 2H( fy,q,) OU
H(frmaz) =142 +%+- . -+fmﬁ est la fonction harmonique. Quand la fonction f est fai-
blement surmodulaire, Jain [59] a proposé un algorithme de 2-approximation. Une fonc-
tion f est dite faiblement surmodulaire si f(V') = 0 et si pour tout ensemble A, B C V|
[ vérifie au moins 'une des deux propriétés: f(A) + f(B) < f(A\ B) + f(B\ A) et
f(A)+ f(B) < f(AUB) + f(AN B).

Goemans et Bertsimas 8] ont étudié une relaxation de ce probléme. IIs ont, en effet,
considéré le cas ot ’'on peut prendre plus d’une fois une aréte, c’est-a-dire z(e) € IN. Si
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x(e) > 1, le réseau correspondant comportera x(e) liaisons paralléles. Ils ont développé
un algorithme de min{2H( f,az), 2¢ }-approximation ot ¢ est le nombre de types de
connexité différents.

2.5 Fiabilité avec contraintes de borne

Dans la plupart des travaux réalisés sur la topologie des réseaux, la performance
du reroutage du trafic en cas de panne n’a pas été prise en compte. L’évolution de la
technologie optique et I’augmentation, en conséquence, du trafic dans les réseaux de
télécommunications, nécessitent la mise en place de stratégies de reroutage optimales.

Une de ces stratégies de routage, appelée “routage local” consiste, en cas de panne
d’une liaison, & rerouter le trafic entre les extrémités de cette liaison. On impose ici a
chacun des liens du réseau, d’appartenir a un cycle borné. On limite ainsi la longueur
de la déviation imposée par la panne. Le probléme qui résulte de cette stratégie est le
probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des cycles bornés.

Une seconde politique de routage consiste, en cas de panne, a rerouter le trafic entre
les origines-destinations des demandes affectées par la panne. Pour assurer cette fia-
bilité, il sera alors nécessaire qu’il existe au moins deux chemins aréte-disjoints ne
dépassant pas une certaine longueur entre l'origine et la destination de chaque de-
mande. La limitation de longueur de ces deux chemins assure ainsi un reroutage rapide
et peu cotteux. On parle ici, du probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des
chemins bornés.

Ces problémes ont eu, a notre connaissance, peu d’attention dans le cas général. Des
travaux liés au probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des cycles bornés peuvent,
étre trouvés dans Fortz [33], Fortz et Labbé [34, 35, 36] et Fortz et al. [37]. Ces travaux
concernent le probléme quand la fiabilité porte sur les sommets. Ils ont, en particulier,
étudié le polyedre associé et développé un algorithme de coupes et branchements.

Le probléme de fiabilité avec les chemins bornés n’a, par contre, été que trés peu
considéré. Dans [21], Dahl a considéré le polytope associé au probléme du plus court
chemin de longueur bornée. Dans [23], Dahl et Johannessen ont discuté du probléme
qui consiste a concevoir un réseau de colit minimum contenant un chemin de longueur
au plus 2 entre certaines paires de sommets. Dahl [20] et Dahl et Gouveia [22] ont
étudié le probléme de 'arbre avec des chemins bornés.

Ces travaux ainsi que d’autres investigations liées aux problémes de conception de
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réseaux avec des contraintes de borne sur les cycles et les chemins seront présentés plus
en détail aux chapitres 4 et 5.
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Chapitre 3

Sous-graphes Steiner 2-aréte connexes

Dans ce chapitre, nous allons étudier la structure faciale du polytope associé au pro-
bléme du sous-graphe Steiner 2-aréte connexe dans la classe des graphes de Halin. Nous
introduisons, dans un premier temps, une classe d’inégalités valides pour ce polytope
appelées contraintes de F-partition Steiner généralisées. Nous montrons, par la suite,
que ces inégalités avec les contraintes de coupe et les contraintes triviales caractérisent
entiérement le polytope dans une classe de graphe généralisant les roues. Enfin, nous
utilisons ces résultats pour montrer que les contraintes triviales, les contraintes de coupe
Steiner et les contraintes de F-partition généralisées suffisent pour décrire le polytope
dans les graphes de Halin quand les terminaux ont une disposition particuliére dans
le graphe. Ceci généralise un résultat de Barahona et Mahjoub [7] sur le polytope des
sous-graphes 2-aréte connexes. Ce chapitre fait 'objet de l'article [73].

3.1 Les contraintes de F-partition Steiner générali-
sées

Soient G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de sommets terminaux. Si
on associe a chaque aréte e un cout c(e), alors le probléeme du sous-graphe Steiner
2-aréte connere (STECSP) consiste a trouver un sous-graphe H = (W, F) de G de
colit minimum tel qu’entre chaque paire de sommets de S, il existe au moins 2 chaines
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aréte-disjointes. Le probléme STECSP peut donc étre formulé de la maniére suivante.

Minimiser cx
z(6(W)) > 2, pourtout W CV,0#£AWnNS#S, (3.1)
z(e) € {0,1}, pour tout e € E.

Dans la suite, les contraintes (3.1) seront appelées contraintes de coupe Steiner. Soit
STECSP(G, S) = conv{z € IR'F| z satisfait (2.1), (2.2), (3.1), (2.4)}

le polytope des sous-graphes Steiner 2-arétes connexes associé a ce probléme.

Considérons une partition Vg, ..., V, de l'ensemble des sommets et F' C §(1) un
ensemble d’arétes de cardinalité impaire. Quand S # V, si V; NS # () pour tout
i € {l,..., p}, il est clair que les inégalités de F-partition (2.6) sont valides pour

STECSP(G, S). Dans ce cas, elles sont appelées contraintes de F-partition Steiner.

Comme il a déja été mentionné auparavant, Barahona et Mahjoub [7] ont mon-
tré que les contraintes de F'-partition avec les contraintes de coupe et les contraintes
triviales décrivent entiérement STECSP(G, S) lorsque G est un graphe de Halin et
S = V. Une question naturelle qui peut étre posée est la suivante: les contraintes
de F-partition Steiner caractérisent-elles, avec les contraintes de coupe Steiner et les
contraintes triviales, le polytope STECSP(G, S) dans la classe des graphes de Halin
lorsque S # V7 La réponse a cette question est malheureusement négative. En effet,
considérons la configuration suivante. Supposons que G = (V, E) est la roue Wy sur
5 nceuds donnée par la figure 3.1. Posons S = {ug, us, us3} et soit z € RIP! tel que
z(er) = x(ez) = x(es) = x(es) = x(fa) = 3 et x(f1) = z(f2) = z(f3) = 1. Il n'est pas
difficile de voir que x satisfait les contraintes triviales, les contraintes de coupe Steiner
et les contraintes de F-partition Steiner. De plus, x est un point extréme du polytope
défini par ces contraintes.

Ceci implique que d’autres classes d’inégalités valides sont nécessaires afin de pouvoir
décrire STECSP(G, S) dans la classe des graphes de Halin. En effet, il est facile de voir
que x ne vérifie pas la contrainte

2z(e1) + 2x(e2) + x(e3) + x(eq) + z(fy) > 4,

qui est pourtant valide pour STECSP(G, S). Nous allons dans la suite, montrer que
cette inégalité est un cas particulier d’'une famille plus générale de contraintes valides
pour STECSP(G, 5).
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U1
eq €1
U2
Uy
€3 €2
us3
FiG. 3.1 -

Soient G = (V, E) un graphe et S C V un ensemble de terminaux. Considérons une
partition W, Vg, ..., V}, de V telle que si un élément V;, ¢ = 0, ..., p de la partition
n’intersecte pas S, alors V;_; et V;y; contiennent des sommets de S (les indices sont
pris modulo p+ 1). Nous pouvons remarquer que cette condition implique qu’il y a un

certain ordre sur les éléments Vp, ..., V, de la partition. Soient F C §(W) et
R= mesﬂmfa vil, ]? =0(W)\ R,
D:UWQSZWQS:@[W7W71UW+1U‘/}]7 DZ&(%) R V;))\D

Posons ¢ comme étant le nombre d’éléments V;, intersectant ’ensemble S, et consi-
dérons les inégalités suivantes valides pour le STECSP(G, S).

z(6(V7)) > 2, pour tout V; tel que V; NS # (),

—z(e) > —1, pour tout e € RN F,

z(e) > 0, pour tout e € R\ F,

z(e) >0, pour tout e € [V;, V;], ;NS =0,V,NS # 0,

jE{i—1,i+1},
20V, -+ V) \ UngnsalVio Vi) + 26\ F) > ¢~ |
(Yo, -, Vo) \UynscolVis Vi) + 200 \ F) > g — |

El

\J,
.

Les deux derniéres inégalités correspondent aux contraintes de F'-partition Steiner

L\'>|E N

données par les partitions obtenues a partir de W, Vj, ..., V}, en prenant W comme
nouveau Vj et en rassemblant les ensembles V; et Vi1 (resp. V; et V;_1) quand V;NS = 0.

En sommant ces inégalités, on obtient

F
20(T7) + 4x(Ty) > 4q — 2 L|—2|J — RN F|,
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ouTy =(DUR)\FetTy=(DUR)\F.
En divisant cette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite a l’entier
supérieur, on obtient I'inégalité

o(T)) + 20(Ty) > 2q — {@J - VRLf'J (3.2)

qui est donc valide pour le STECSP(G,S). On peut noter que les inégalités (3.2)
généralisent les contraintes de F-partition Steiner. En effet, ces derniéres correspondent,
au cas ou V;NS # () pour i =0, ..., p. Les inégalités (3.2) sont appelées inégalités de
F-partition Steiner généralisées. On peut également noter que si |[RN F| est pair, alors
I'inégalité (3.2) est redondante par rapport aux contraintes triviales, aux contraintes
de coupe Steiner et aux contraintes de F-partition Steiner. On peut noter que les
coefficients de la contrainte de F'-partition Steiner généralisée peuvent prendre des
valeurs différentes de 0 et 1, et de plus l'inégalité est de rang de Chvatal 2. C’est a
notre connaissance les premiéres contraintes connues pour le STECSP(G,S) qui ne
soient pas des contraintes de rang (les contraintes de rang sont les contraintes ayant
uniquement des coefficients égaux a 0 ou 1).

Soit I' la classe des graphes G = (V, E) tels que G soit une roue pouvant avoir
des arétes multiples entre les nceuds du cycle et le sommet central. Dans ce qui suit,
nous allons montrer que les contraintes de F'-partition Steiner généralisées, avec les
contraintes de coupe Steiner et les contraintes triviales, caractérisent le STECSP(G, S)
quand G est un graphe de I'. Mais avant, nous allons donner quelques notations.

Soit G = (V, E) un graphe de I' sur n + 1 nceuds. On pose V = {w, uy, ..., u,} ou
w est le noeud central et uy, ..., u, les noeuds du cycle extérieur (voir figure 3.2). On
dénotera par e; 'aréte entre les sommets u; et u; 41 et par C = {eq, ..., e,} le cycle
extérieur. Soit A; = [w,w;], pour i = 1, ..., n. Sii,j € {1, ..., n}, on dénotera par
C(t,7) le chemin e;, ..., e;_; ou les indices sont modulo n. Noter que si |4;| =1 pour
tout i € {1, ..., n}, alors G = W,,.

La suite de ce chapitre étant principalement axée sur les graphes de I', il est utile
d’avoir la configuration simplifiée des contraintes de F'-partition Steiner généralisées
dans cette classe de graphes. Soient G = (V, E) un graphe de I" et W, V4, ..., V, une
partition telle que W = {w} et les V; soient des ensembles de sommets consécutifs du
cycle. Soit F' € §(WW) un ensemble d’arétes. Noter que (voir figure 3.3)

Tl — (UVizViﬁS;é(B 5(%)) \Fa
Ty =6(W, Vo, ..., V,)\ (T UF).
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La contrainte de [-partition Steiner généralisée associée a la partition W, Vg, ..., V),
et a F' s’écrit . g
N
z(Th) + 2x(Ty) > 2q — V—;J - L%J :

3.2 STECSP(G, S) dans les graphes de '

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 3.1 Soient G = (V, E) un graphe de T et S C V un ensemble de terminau.
Alors le polytope STECSP(G, S) est donné par les contraintes triviales, les contraintes
de coupe Steiner et les contraintes de F-partition généralisées.

La preuve du théoréme 3.1 sera donnée dans la section 3.3. Dans la suite, nous allons
donner quelques propriétés structurales du STECSP(G,S) qui seront utilisées pour
démontrer ce théoréme. Le lemme technique suivant, qui sera trés utilisé dans la suite,
décrit une procédure permettant d’obtenir une facette a partir d’'une autre facette en
contractant une aréte.

Lemme 3.2 Soient G = (V,E) un graphe et S C V un ensemble de terminauz.
Soit ax > « une contrainte définissant une facette du STECSP(G, S) différente d’une
contrainte triviale. Soit f = uv € E une aréte telle que a(f) = 0. Soit G' = (V', E') le
graphe obtenu a partir de G en contractant l'aréte f. Posons S" = (S'\ {u,v}) U {s'}
si {u,v} NS # 0 et S"=8 sinon, ot s est le sommet issu de la contraction de f. Si
axr > « est valide pour le polytope STECSP(G',S"), alors ax > « définit une facette
pour STECSP(G', S").
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arétes de F'
arétes de T = (DU R) \ F
arétes de Ty = (DU R) \ F

FiG. 3.3 -

Preuve. Sans perte de généralité (s.p.d.g.), on peut supposer que STECSP(G, S) est
de pleine dimension. Alors STECSP(G', S’) est de pleine dimension. En effet, comme
STECSP(G, S) est de pleine dimension, les ensembles F et F, = E \ {e} pour tout
e € F sont solutions du STECSP pour le graphe GG. Notons que les vecteurs d’incidence
de ces solutions sont affinement indépendants. Considérons maintenant les ensembles
F! = F,\ {f} pour tout e € E\ {f} = E'. Les ensembles F forment des solutions
du STECSP pour le graphe G'. De plus, les ensembles £ et F pour tout e € £’ sont
affinement indépendants, ce qui prouve que STECSP(G', S”) est de pleine dimension.
Maintenant, comme ax > « définit une facette du STECSP(G, S), il existe |E| en-

sembles d’arétes 11, ..., Tjg| induisant des sous-graphes Steiner 2-arétes connexes de
G tels que ax®’' = a, pouri =1, ..., |E|et 2™, ..., xi#l sont affinement indépendants.
Soit
o { I\ sen
! T; sinon,

pour i = 1, ..., |E|. Il est clair que les ensembles T}, i = 1, ..., |F| induisent des
sous-graphes Steiner 2-arétes connexes de G'. De plus, comme a(f) = 0, nous avons
az’i = o pour i = 1, ...,|E|. Comme 2", ... 27 sont affinement indépendants,
il doit exister |E| — 1 ensembles parmi 77, ... T} dont les vecteurs d’incidence sont

affinement indépendants. Comme ax > « est valide pour STECSP(G’, S’), elle définit
donc une facette pour STECSP(G’, S"). O
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Dans la suite de ce chapitre, nous posons

T(G) ={T C E|(V,T) induit un sous-graphe Steiner 2-aréte connexe de G'}.

Lemme 3.3 Soient G = (V, E) un graphe de I' et S C'V un ensemble de terminauz.
Soit ax > « une inégalité valide du STECSP(G,S). Soit e; € C tel que a(e;) = 0.
Soient G' = (V' E") le graphe obtenu en contractant ’aréte e;, et a' la restriction de a
sur E'. Soit 8" = (S\ {ui, uis1}) U{ul} si {uj,uis1} NS #0 et "= S sinon, ot u} est
le neud résultant de la contraction de e;.

1) Siui,uiy €S alors a'z > « est valide pour STECSP(G', S").

2) Siu; € S et uiy &S alors dx > « est valide pour STECSP(G',S") si pour
chaque aréte e € A;11, il existe une aréte f de A; telle que a(e) > a(f).

3) Si uj,uipy €S, alors a'z > « est valide pour STECSP(G',S") si min{a(e),e €
A;} =min{a(e),e € Ai1}.

Preuve. Nous allons montrer le lemme pour 1) et 2). La démonstration pour 3) est

similaire. Soit E* C E’ tel que (V, E*) est un sous-graphe Steiner 2-aréte connexe de
G'.

1) Soit B} = E*U{e;}. Comme u;, u;y € S, Ef € T(G). Onaalors a'2?” = az®l > «,
et @'z > « est valide pour STECSP(G, S").

2) On distingue trois cas:

Cas 1: E*Nd(uip1) = 0. Comme v € S, on a E* € T(G) et 2P = azt” > a.

Cas 2: E*Nd(u;) # 0 et E*Nd(uiy1) # 0. On a alors B = E* U {e;} € T(G) et
azf = azf: > a.

Cas 3: E*Nd(u;) =0 et E*N(uiy1) # 0. Donc E*NA; 1 # 0. Soient fi € E*N A4,
et fi € A; telles que a(f}) < a(fs), une telle aréte existe par hypothése. II est
facile de voir que Ef = (E*\ {f;}) U{e;, fT} appartient & T'(G). De plus, comme
a(e;) =0 et a(ff) < alfy), onadzf” > arls > a.

Dans tous les cas, nous avons a'z”" > «a, ce qui implique que @’z > « est valide pour
STECSP(G', S"). O

Maintenant, on suppose que G = (V, E) est un graphe de I' sur n + 1 noeuds. Sup-
posons que w € S et soient w;,, ..., u;, ou s = |[SNV(C)|, les nceuds terminaux de
C. Nous supposons que s > 2. Soit ax > « une inégalité définissant une facette de
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STECSP(G, S) différente des contraintes triviales et des contraintes de coupe Steiner.

On pose
to ={T € T(G) |az" = a}.

Notons que, comme ax > « définit une facette, si pour une inégalité bxr > [ on a
baz” = B pour tout T € t,, alors bx > B est un multiple positif de az > a.

Soit Ey = {e € E|a(e) = 0}. Nous avons les lemmes suivants. Le premier, donné
sans preuve, est une conséquence directe du fait que ax > « définisse une facette du
STECSP(G, S) différente d’une contrainte triviale et d’une contrainte de coupe Steiner.

Lemme 3.4 1) Pour chaque aréte e € E, il existe un ensemble d’arétes T € t,
(resp. T' € t,) tel que e € T (resp. e ¢ T).
2) Pour tout sommet v de S, il existe un ensemble d’arétes T € t, tel que [TNI(v)| >
3.
3) a(e) > 0 pour tout e € E.

Pouri =1, ..., n, notons par f; une aréte de A; telle que a(f;) = min{a(f) | f € A4;}.

Lemme 3.5 Soient T € t, et i € {1, ..., n} tel que u; € S, [6(u;) NT| > 3 et pour
tout f € A;, a(f) > 0. Alors les arétes e; 1, e; et f; appartiennent a T si ['une des
propriétés suivantes est vérifice :

1) Ui—1, Uj41 es.
2) Siui . & S (resp. w1 & S), alors soit a(e; 1) > 0 (resp. a(e;) > 0), soit
ale; 1) =0 et a(fi 1) =0 (resp. a(e;) =0 et a(fix1) =0).

Preuve. Nous montrons le lemme pour 1), la preuve pour 2) est similaire. D’abord,
comme |§(u;) NT'| > 3, on peut supposer, s.p.d.g., que f; € T. Si e; et e; 1 ne sont pas
dans T, alors il doit exister deux arétes f et f’ dans A; \ {f;} telles que f, f' € T. Ceci
implique que 7"\ {f;} appartient & T'(G) et donc a(f;) = 0, une contradiction.
Supposons maintenant que |[{e;,e; 1} NT| =1 et s.p.d.g., que ¢; € T 1l existe alors
une aréte f de A;, différente de f;, telle que f € T. Comme u;; € S et e;_; ¢ T, il doit
exister k € {i+1, ..., i—1} tel que A,NT # D et C(i+1,k) C T. En conséquence, nous
avons T\ {f;} € T(G). Mais ceci implique de nouveau que a(f;) = 0, une contradiction.
[

Remarque 3.6 Si a(e) > 0 pour tout e € C' alors au moins une des deux propriétés
1) et 2) du lemme 3.5 est vérifiée et le lemme 3.5 s’ensuit.
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Lemme 3.7 Soient T € t, et i € {1, ..., n} tel que u; € S et e;,e;_1, f € T pour une
aréte f € A; o a(f) > 0. Alors C C T si l'une des propriétés suivantes est vérifiée :

1) Uj—1,y U1 c S.
2) alei—1) >0 siui—y & S (resp. a(e;) >0 st uiy1 € S).

Preuve. Nous montrons le lemme pour 1), la preuve pour 2) est similaire.

Supposons que C' ¢ T. Comme ¢;,¢;_; € T et u;_1,u;y; € S, alors il doit exister
Lpe{l,....,n}, 1 <i<ptelsque C(l,p) CT, ANT #0et AyNT # 0. Ceci
implique que T\ {f} appartient a T(G) et donc a(f) = 0, une contradiction. O

Lemme 3.8 Soit j € {1, ..., s} tel que A;; N Ey = {fi;}. Soit T € t, tel que f;, € T.
Alors A;, N'T = 0. De plus, si a(ei;—1) > 0 (resp. a(e;;) > 0) alors C(ij_1,i;) C T
(resp. C(ij,1541) CT).

Preuve. Supposons que A; NT # 0 et soit f € A;, NT (f est différent de f;; par
hypothése). Comme (T\{f})U{fi;} € T(G), il s’ensuit que a(f) = 0, une contradiction.
Supposons maintenant que a(e;;—1) > 0. Comme A;; NT = ) et u; € S, nous avons
eij—1,¢;, € 1. Si C(ij_1,i;) nest pas contenu dans 7', il doit exister un k € {i;_; +
1,...,4;—1} tel que ex—y ¢ T' et C(k,1;) C T. Comme u; ¢ S pour i =k, ..., 1; — 1,
’ensemble d’arétes (T\C'(k, i;))U{ fi; } induit un sous-graphe Steiner 2-aréte connexe de
G. Comme a(f;;) = 0, on obtient a(e) = 0 pour tout e € C'(k, ;) et donc a(e;; 1) = 0,
une contradiction.

La preuve pour a(e;;) > 0 est similaire. O
Lemme 3.9 Supposons que CNEy = (). Alors |A;; N Ey| = 1 pour tout j € {1, ..., s}.
Preuve. Supposons qu'il existe un j € {1, ..., s} tel que a(f) > 0 pour tout f € A;;.

Par le lemme 3.4 2), il doit exister un ensemble T" € t, tel que [T N d(u;;)| > 3. De
plus, par les lemmes 3.5 et 3.7, il s’ensuit que C'U {f;,} C T". Comme w € S, il existe
ke{l,...,n} tel que Ay NT # 0. On peut supposer que k # i;. En effet, si cela n’est
pas possible, alors on a (A;; \ {fi;}) N T # 0. Soit g € (A;; \ {fi;}) NT. On a alors
pour tout f € d(w) \ Ay, a(f) > a(g) > a(fi;), sinon g pourrait étre remplacée par
f. Cela implique que a(f) > 0 pour tout f € A;,,,. Par un raisonnement analogue, il
existe une solution 1" € t, telle que C' U {f;;,,} C T". Comme w € S et a(f;;) < a(f)
pour tout f € d(w) \ {f;}, on peut supposer s.p.d.g. que f;. € T". Il en résulte que
T'\ C(ij,ij41) € T(G). En conséquence, on obtient a(e;) = 0 pour i = i, ..., 141 — 1,
une contradiction.
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On peut donc supposer que k # i; et par conséquent 7" = C' U {f;;, fr}. S.p.d.g., on
peut supposer que u; ¢ S pour tout [ € {k+1,...,4; — 1}. En effet, supposons qu’il
existe un [ tel que u; € S. Si a(f;) = 0 alors on peut considérer f; au lieu de f, sinon,
on aurait a(f) > 0 pour tout f € A; et on pourrait remplacer ; par [. Il s’ensuit que
T\ C(k,i;) € T(G), et par conséquent a(e;;—1) = 0. Comme par hypothése a(e) > 0
pour tout e € (', on a une contradiction.

Ainsi A;; NEy # ) pour tout j € {1, ..., s}. Supposons maintenant que A;, contienne

au moins deux arétes, f et f', avec a(f) = a(f') = 0. Nous avons A;,,, N Ey = {fi,,, }.
En effet, s'il existait une aréte g différente de f; ,, dans A;_ telle que a(g) = 0,
par le lemme 3.4 1), il existerait un ensemble d’arétes T € ¢, contenant e;;. Soit
1" = (T'\{e;;}) ULf, f', 9, fi; }- I est clair que 1" € T(G). Comme a(f) = a(f') =
a(g) = a(fi,+1) = 0, ceci impliquerait que a(e;;) = 0, une contradiction.
Donc A;;,, N Ey = {fi;,,}. Soit T" € t, tel que f;,,, & T". Par le lemme 3.8, il en
résulte que C'(i5,7j41) C T". Comme (T \ C'(i5,7541)) U{S, f', fi,.. } € T(G), il s’ensuit
que a(e) = 0 pour tout e € C(i;,%,41), une contradiction, et notre lemme est démontré.
[

Dans le reste de la section nous supposons que s > 3.

Lemme 3.10 Supposons que C N Ey = (0. Alors il existe f > 0 tel que

1) a(C(ij,ij41)) = B pour tout j € {1, ..., s}, et
2) sije{l, ..., s} esttel que |Ay;| > 2, alors a(f) = B pour tout f € A, \ {fi;}.

Preuve. 1) Comme C N Ey =, par le lemme 3.9, il s’ensuit que pour j =1, ..., s,
Ay, N Ey = {fi;} et a(f) > 0 pour tout f € A; \ {f;;}. Par le lemme 3.4 1), il
existe un ensemble d’arétes 1" € t, ne contenant pas f;,. Alors, par le lemme 3.8, on a
C'(iy,43) C T. Il en résulte que e;, 1 ¢ T. En fait, si ce n’est pas le cas, alors I'ensemble
(T\C(i1,12))U{ fi,, fi,} est dans T'(G), ce qui implique que a(e;,) = -+ = a(e;,—1) =0,
une contradiction. De maniére similaire, on peut montrer que e;, ¢ 7. On peut ainsi
supposer que f;, fi, € T. Comme (T \ C(iy,12)) U (C(is, 1) U { fi,, fi.}) appartient a
T(G) et a(f;,) = a(f;,) =0, il s’ensuit que a(C(is, 1)) > a(C(i1,i2)). Par symétrie, on
obtient a(C(iy,i2)) > a(C(is,i1)) et donc a(C(iy,i2)) = a(C(is, 11)). En échangeant u,,
et ug, avec tous les couples u;; et u;, ., pour j =2, ..., s, on obtient a(C(ij,i;41)) = f3,
j=1,..., s pour un g > 0.

2) Nous montrons le lemme pour j = 1. Supposons que |4; | > 2 et soit f € A; \{fi, }
Comme CNEy = (), d’aprés de lemme 3.9, on a a(f) > 0. De plus, par le lemme 3.4 1),
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il existe un ensemble d’arétes 7" € t, contenant f. On a f;, € T, sinon (T"\{f})U{fi,}
appartiendrait a T'(G), ce qui impliquerait que a(f) = 0, une contradiction. De plus,
nous avons e;, 1 ¢ T". Supposons le contraire. Si C' ¢ T", alors il doit exister au moins
une autre aréte de 0(w) dans 7", différente de f et f;,. Mais dans ce cas, T"\{ f} est dans
T(G) et donc a(f) = 0, une contradiction. Si C' C 1", alors (T"\ {f}) U{fi.} € T(G).
Mais comme par le lemme 3.9, a(f;,) = 0, on a donc a(f) = 0, donnant encore une
contradiction.

Ainsi e;, 1 ¢ T'. Par conséquent, il existe un entier k € {is, ..., i3 — 1} tel que
A NT"# 0. Done (T"\ {f}) UC(k,i1) € T(G) et en conséquence a(C(k,i1)) > a(f).
Comme, par le lemme 3.4 3), a(e) > 0 pour tout e € E, onaa(f) < C(k,i1) < C(is,i1).
Par 1), il s’ensuit que

a(f) < a(C(iy,i2)) = B pour tout f € A; \ {fi, }- (3.3)

Considérons maintenant I’ensemble 7" introduit en 1). Rappelons que C/(iy,i3) C T,
ei—1, €is €T et fi), fi, € T. Soit Ty = (T'\ C(i1,12)) U{fi,, f}. Il est facile de voir que
Ty € T(G). Comme a(f;,) =0, on a a(f) > a(C(i1,42)). En combinant ceci avec (3.3),
on obtient a(f) = f. O

Lemme 3.11 Supposons que C N Ey = 0. Soit i € {1, ...n} tel que u; ¢ S. Alors
a(f) = v pour tout f € A;, pour un ; > 0.

Preuve. Nous allons d’abord montrer que a(f) > 0 pour tout f € A;. Supposons
que a(f;) = 0. Soit j € {1, ..., s} tel que i € {3; +1,...,4;44 —1}. S.p.d.g., on peut
supposer que j = 1. Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d’arétes T" € ¢, tel que
fin & T. Ainsi, par le lemme 3.8, il s’ensuit que C'(i1,i2) C 7. Donc (T'\ C(i,15)) U

{fi, fi,} € T(G). Comme par le lemme 3.9, a(f;,) =0,onaa(e;) =---=a(e;, —1) =0,
une contradiction. Par conséquent, a(f) > 0 pour tout f € A;.
Maintenant, si |4;| = 1, le lemme est montré. Supposons donc que |4;| > 2 et qu'il

existe deux arétes dans A; ayant des coefficients différents. Soit f € A, telle que a(f) =
max{a(f), f € A;}. Dot a(f;) < a(f). Par le lemme 3.4, il existe un ensemble d’arétes
T' € t, contenant f. Si f; ¢ T, alors (T"\ {f}) U {fi} € T(G) et a(f;) > a(f), une
contradiction. Par conséquent, f; € T7'. Comme (7" \ {f}) U {f;,, f;,} induit un sous-
graphe Steiner 2-aréte connexe et par le lemme 3.9, a(f;,) = a(fi,) = 0, il s’ensuit que

a(f) =0, ce qui est impossible. O

Lemme 3.12 Supposons que C N Ey = 0. Soit i € {1, ..., n} tel que u; ¢ S. Alors il
eriste un ensemble d’arétes Ty € t, (resp. Ty € t,) tel que e; 1 € Ty et e; & Ty (resp.
ei1 €Ty ete; €Ty).
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Preuve. Nous montrons le lemme pour 77, la preuve pour 75 peut étre obtenue par
symétrie. Supposons que le lemme n’est pas vrai. Alors pour chaque ensemble T € t,,
on a soit e; 1,e; €T, soit e; 1 €T et e; €T, soit e; 1,e; € T.

Supposons d’abord que e;,¢e;_y € T. Ceci implique que A; N T = (). En effet, §'il existe
une aréte f € A; NT, alors T\ {f} € T(G) et donc a(f) = 0. Mais ceci contredit le
lemme 3.11. D’ou T'N A; = 0.

Supposons maintenant que ¢; € 1. Si e;_; € T, alors on a A, N T = (). En effet,
supposons qu'il existe f € A; NT. Comme a(e;) > 0 et a(e; 1) > 0, il s’ensuit que
Clij,ij+1) C T pour un j € {1,..., s} tel que ¢ € {i; +1,..., ;41 — 1}. Donc
(T\A{f}) U{fi;, fi;..} €T et en conséquence, a(f) = 0, une contradiction.

Sie,_; ¢ T, alors il y a exactement une aréte de A; dans 7. En effet, si A, NT = ()
alors T'\ {e;} appartient a T'(G) et donc a(e;) = 0, ce qui est impossible. S’il y a deux
arétes f,g € A;NT alors T\ {f} € T(G) et donc a(f) = 0, contredisant le lemme 3.11.
Il en résulte donc pour tout 7' € t, ce qui suit :

eciédTete, 1 €T =ANT =10,
ei€Tete €T =ANT=0,
e,€Tete, 1 ¢T=|ANT|=1.

Ceci implique que pour toute solution T' € t,, x! vérifie 'équation

z(e;) — x(e;_1) — Z z(e) = 0.

ecA;

Puisque par le lemme 3.4 3), a(e) > 0 pour tout e € E, cette équation ne peut pas étre

un multiple positif de ax > «, une contradiction. O
Lemme 3.13 Supposons que C N Ey = 0. Soit i € {1, ..., n} tel que u; ¢ S. On a
alors

1) Uiy € S;

2) ale;i—1) = ale;) =i = B/2.

Preuve. 1) Supposons que u;;1 ¢ S. S.p.d.g., on peut supposer que i,i + 1 € {i; +
1, ..., ig—1}. Comme u; € S, par le lemme 3.12, il existe un ensemble d’arétes T € ¢,
tel que e; 1 €Ty ete; €Ty Si A;NTy =0, alors Th \ {e;} € T(G) et, en conséquence,
a(e;) = 0, une contradiction. Donc A; N1y # (). De plus, on a C(i,iy) C T;. En fait, s’il
existe un k € {i +1, ..., iy — 1} tel que e, & Ty alors Ty \ {e;, ..., ex_1} appartient a
T(G) et on a a(e;) = --- = a(ex_1) = 0, une contradiction.

Maintenant, par le lemme 3.9, on a a(f;,) = a(fi,) = 0. On peut donc supposer que
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fir, fiy € T1. Pour toute aréte g de A; N1, on a (11 \ {g}) U C(i1,7) € T(G). D'on
a(g) < a(C(ir, 7).

Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d’arétes T, € t, ne contenant pas f;,. Par
le lemme 3.8, il s’ensuit que C'(iy,iy) C Ty. Comme (1) \ C(iy, 7)) U{g, fi,} € T(G) et
a(fi,) =0, on obtient a(g) > a(C(i1,7)). Il en résulte que a(g) = a(C(i1,7)) pour tout
g €A,

Par symétrie, on peut montrer que a(g) = a(C(i,i3)). On a donc

a(g) = a(C(iy,1)) = a(C(i,iz)) pour tout g € A;. (3.4)
En échangeant u;,, avec u;, on obtient par symétrie
a(g) = a(C(iy,i+ 1)) = a(C(i + 1,i3)) pour tout g € A;4y. (3.5)
En combinant (3.4) et (3.5), on obtient a(e;) = 0, ce qui est impossible.

2) Comme u; ¢ S, par 1), on a u; 1,u;+; € S. Par un raisonnement similaire que
pour 1), on montre que a(e;) = a(g) = a(e;—1) pour tout g € A;. Comme par le lemme
3.11 on a a(g) = 7; et par le lemme 3.10 on a a(e;—;) + a(e;) = 3, 'assertion s’ensuit.
U

3.3 Preuve du Théoréme 3.1

La preuve de ce théoréme est par récurence sur le nombre de sommets. Le théoréme
est vrai pour un graphe de [ sur trois sommets. En effet, dans ce cas, le graphe est série-
paralléle et Baiou et Mahjoub [4] ont montré que le STECSP(G, S) est entiérement
décrit par les contraintes de coupe Steiner et les contraintes triviales dans cette classe
de graphe. On suppose donc que le théoréme est vrai pour tout graphe de [' sur au
plus n sommets et soit G un graphe de [' sur exactement n + 1 sommets.

Soit ax > « une contrainte définissant une facette du STECSP(G, S) différente d’une
contrainte triviale et d’une contrainte de coupe Steiner. Nous allons montrer que ax > «
est nécessairement une contrainte de F-partition Steiner généralisée. Pour cela, notons
tout d’abord que s'il existe une aréte f € E avec a(f) = 0 satisfaisant les conditions du
lemme 3.2, alors la contrainte ax > « définit une facette du polytope associé au graphe
obtenu en contractant l'aréte f. Par 'hypothése de récurence, il s’ensuit que ax > «
est du type (3.2). Dans la suite, nous supposons qu’aucune aréte e de F avec a(e) =0
ne vérifie les conditions du lemme 3.2. En conséquence, par le lemme 3.3, nous avons:

Lemme 3.14 1) Siw;,uipy € S pouri € {1, ..., n} alors a(e;) > 0.
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2) Siu; €8S, uipr €S etale;) =0 pouri € {1, ..., n}, alors a(fiz1) < a(f;).
3) Siuj,ui €S pouri € {1, ..., n} alors a(f;) # a(fir1).

On peut supposer que w € S, la preuve quand w ¢ S est similaire. Si s =1 ou s = 0,
alors il n’est pas difficile de démontrer que, dans ce cas, a(e) = 0 pour tout e € E, ce
qui est impossible. Dans le reste de la preuve, on supposera s > 2.

On distingue deux cas.
Cas 1. a(e) > 0 pour tout e € C.

Supposons d’abord que s = 2 et donc V(C) NS = {u;,, u;p}. Puisque C N Ey = 0,
d’apreés le lemme 3.9, on a A;, N Ey = {f;,} et A;, N Ey = {fi,}. Par le lemme 3.4 1),
il existe un ensemble d’arétes 1" € t, tel que f;, & t,. Par le lemme 3.8, il s’ensuit que
C C T.Soit Ty = (T'\ C(iy,12)) U{ fi,, fi,}- Il est clair que T} € T(G). Il en résulte que
a(e) = 0 pour tout e € C(iy,is), une contradiction. En conséquence, si [V (C)N S| =2
alors STECSP(G, S) est donné par les contraintes triviales et les contraintes de coupe
Steiner.

Supposons maintenant que s > 3. A partir des lemmes 3.9, 3.10, 3.11 et 3.13, on a

(5 sie=uv e Cetu,velbs,

£/2 sie=uv € C et |[{u,v}NS| =1,
ale) =< (/2 sie€ A;etu; &5,

16 sie€ Ay \{fi;}etje{l,. .., s},
L 0 SieE{fil,...,fis},

pour un 3 > 0. Ceci implique que ax > « est une contrainte de F-partition Stei-
ner généralisée, les éléments de la partition étant les sommets du graphe, et F' étant
I'ensemble {f;,,..., fi.}.

Cas 2. a(e;) =0 pouruni € {1, ..., n}.

Par le lemme 3.14 1), on a {u;, u;41} NS # (. Dans ce qui suit, on considére le cas
ot [{u;, uig1} N S| =1. Le cas ol u;, u;4q € S peut étre traité de maniére similaire.

Supposons que u; € S et u; 1 € S. (Le cas u; € S et u;4q € S est similaire.) On peut

supposer, s.p.d.g., que u; = u;,.

Lemme 3.15 1) a(f) > 0 pour tout f € A;,.
2) " = (C\{ell}) U {fi17fi1+1} € tq-
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Preuve. 1) Supposons qu’il existe une aréte f € A; avec a(f) = 0. Alors a(g) > a(f)
pour tout g € A;, 41, ce qui contredit le lemme 3.14 2).

2) Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d’arétes 7" € ¢, tel que ¢; & T.
Comme u;, € S et par conséquent, |T°'Nd(u;, )| > 2, on peut supposer que f; € T. Si
A NT =0, alors (T\ {f,}) U{es,, £} € T(G) pour tout f € Ay 4y et alf) > a(fi)
pour tout f € A; 1. Or ceci contredit le lemme 3.14 2). Par conséquent A; NT # 0.
On peut donc supposer que f;, 11 € 7.

Il en résulte que C'\ {e;;} C T. En effet, si ce n’est pas le cas, alors il doit exister
ke {l,...,n}\{i1 +1} tel que e,y & T et C(k,i;) C T. En utilisant les mémes
arguments que ci-dessus, on peut montrer que Ay N'7T # (). (Notons que k peut étre
égal a i1, dans ce cas on aurait |4;, NT| > 2.) Alors (T'\ {fi,})U{e;,} € T(G) et donc
a(fi,) = 0, contredisant 1).

Ainsi, on a C'\ {¢;, } € T et donc T* = (C'\ {e;, }) U{fi,, fi,+1} € ta. O

Lemme 3.16 1) a(f) > 0 pour tout f € 6(w) \ {fi,+1}-
2) a(fiy+1) =0.

Preuve. 1) Supposons qu'il existe f € §(w) \ {fi,+1} tel que a(f) = 0. A partir du
lemme 3.15 2), il s’ensuit que (T*\{f;, })U{ei,, f} appartient & t,. On a donc a(f;,) = 0,
ce qui contredit le lemme 3.15 1).

2) Comme w € S, par le lemme 3.4 2) il doit exister un ensemble d’arétes 1" € t,
tel que |0(w) NT| > 3. Nous allons d’abord montrer que A; ;1 NT # (). Supposons le
contraire. Si |[T'Nd(w)| = 3, alors il est facile de voir qu’il existe une aréte f € §(w)NT
(par hypothése f & A; 11) telle que T\ {f} € T(G). Mais ceci implique que a(f) =0
ce qui contredit 1). Ainsi |6(w) NT| > 4. Soient ky, ko, k3 € {1, ..., n} \ {i1 + 1} tels
que ky < ky < kg, Ay, NT # Qpour j =1,...,3 et |T'N (A, UA, UA)| > 3. Si
ki = ko = ks, Pensemble T\ {fi, } induit toujours une solution du STECSP. Or ceci
entraine a(fy,) = 0 et contredit 1). Supposons, s.p.d.g., que k; < ko et fx,, fr, € T. On
peut également supposer, s.p.d.g., que A;NT =0 pour i € {k1 +1,...k3 — 1} \ {k2}.
Si C(ky,ks) C T, alors T'\ {fx,} € T(G) et a(fi,) = 0, ce qui contredit 1). On
peut donc supposer, s.p.d.g., que C(ky,ky) ¢ T. On a alors u; ¢ S pour tout i €
{kr+1, ..., ke — 1}. Soit T" = (T'\ {fr,s fro}) U C(k1, k2). Comme |d(w) NT| > 4,
on a 7" € T(G). En effet, il est clair que toutes les contraintes de coupe Steiner
différentes de celle associée a §(w) sont vérifices. Puisque |6(w) NT'| > 4, la contrainte
de coupe Steiner associée a §(w) est également satisfaite. On obtient, en conséquence
a(fi) + a(f,) < a(C(ky, k2))-

D’un autre coté, du lemme 3.15 2) on déduit que (7%\ C(k1, k2)) U{ fr,, fr, } appartient
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a T(Q). Ainsi a(C(ky1, k2)) < a(fr,) + a(fr,), et donc

a(C(k1, k2)) = alfr,) + alfr,)- (3.6)

Notons que (T*\ (C'(ky, ko) U {fi,, fi,+1})) U {eiy, fr,, [k, } est aussi un ensemble de
T(G). Comme a(e;,) = 0, par (3.6) il s’ensuit que a(f;,) = 0, ce qui est impossible.

Donc A; 4,1 N'T # () et par conséquent, on peut supposer que f;, 41 € T. Comme
a(e;) = 0, on peut également supposer que e;, € T. S'il existe une autre aréte f €
Ai 11 NT, alors, comme u;, € S, T\ f € T(G) et a(f) =0, ce qui est impossible par
1). Dou A;; (1 NT = {fi,41}. Soit k € {1, ..., n} \ {i1 + 1} tel que A, NT # O et
AyNT =0 pour tout [ € {i; +2, ..., k— 1}. Notons que, comme |§(w) NT| > 3, un
tel k existe. Notons également que k ne peut pas coincider avec ;. En effet, si k = iy,
comme [6(w)NT| > 3, il y a au moins deux arétes g1, go € A;; NT. Or ceci implique que
T\{g:} € T(G), pour i = 1,2 et a(g;) = a(g2) = 0, une contradiction. Aussi, puisque
|6(w) N T| > 3 et comme u;, € S, il doit exister &' € {k, ..., i1} tel que Ay NT # ()
et C'(k',i;) C T. On peut supposer, s.p.d.g., que fr € T. Notons que l'on peut avoir
k' = iy. Si c’est le cas, C(k',i;) = (0. On a alors k # k'. En effet, si k = k', on aurait
T\ {fr} € T(G) et donc a(fy) =0, ce qui contredit 1).

Nous allons maintenant montrer que a(f;, 1) = 0. Tout d’abord, si C(i; + 1,k) C T,
alors T\ {fi,+1} est un élément de T'(G) et, par conséquent, a(f;,+1) = 0. Supposons

maintenant que C'(i; +1,k) ¢ T. Comme A;NT = () pour tout I € {i; +2, ..., k—1},
onau & Spourtout! € {iy+1, ..., k}. De plus, on a C(k, k') ¢ T. Sinon, T\ {fr} €
T(G) et a(fr) = 0, contredisant 1). En conséquence, il doit exister k" € {k, ..., k'—1}

tel que fyr € Agr NT et C(k, k") C T'. Sinon, l'ensemble 7"\ {f} serait une solution
de T'(G). Or ceci entrainerait a(fx) = 0, contredisant 1). Il n’est pas difficile de voir
maintenant que 'ensemble (7\ {fi,+1, fr}) U C(iy + 1, k) appartient & T(G), et par
conséquent

afir1) + a(fr) < a(C(iy + 1, K)). (3.7)
Comme u; ¢ S pour tout [ € {i; +1, ..., k — 1}, Pensemble (7" \ (C(iy + 1,k) U
{fiy+1}))U{fx} est une solution de T'(G) ou T* est ’ensemble introduit dans le lemme
3.15 2). Ce qui implique

afu1) +a(Clin +1,k)) < a(fy). (3-8)

En combinant (3.7) et (3.8), on obtient a(f;,+1) = 0, ce qui compléte la preuve du
lemme. [

Lemme 3.17 1) a(e;;) > 0 pour tout j € {2, ..., s}.
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2) a(ei;—1) > 0 pour tout j € {1, ..., s} \ {2}.
3) ’iQ = 'il + 2 et a(€i2_1) = 0.

Preuve. Nous montrons seulement 1) et 3), la preuve du 2) est similaire a celle du

1).

1) Supposons qu’il existe j € {2, ..., s} tel que a(e;;) = 0. Si u;; 41 ¢ S, alors par le
lemme 3.16 2), nous avons a(fi;11) = 0, ce qui contredit le lemme 3.16 1). Supposons
maintenant que u;; ;1 € S. Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d’arétes T' € ¢, ne
contenant pas e;;. On peut alors supposer, s.p.d.g., que f;;, fi,;1 € T. Si C\{e;;} ¢ T,
alors [(6(w) \{fi,, fi,+1})NT| > 2, et par conséquent (T'\{f;,, fi,+1}) U{e;, } appartient
a T(G), ce qui implique que a(f;;) = a(fi;+1) = 0, contredisant le lemme 3.16 1).
Ainsi C'\ {e;;} C T et (T'\ {f;;}) U {es, fi,+1} est une solution de T(G). Comme
a(ei;) = a(fi,+1) = 0, nous avons a(f;;) = 0, ce qui contredit encore une fois le lemme
3.16 1).

3) Supposons au contraire que iy = i; + [ avec [ > 3. Dans ce cas a(e;) > 0 pour
t =11+ 1,...,4 + [ — 1. En fait, ceci est clair pour ¢ =7, + 1, ..., 4 + 1 — 2 par le
lemme 3.14 1). Si a(e;, 4, 1) = 0 alors par le lemme 3.16 2), on a a(f;, ;1) = 0, ce qui
contredit le lemme 3.16 1). Donc a(e;, +;,-1) > 0.
Puisque u;, € S, par le lemme 3.4 2), il existe un ensemble 1" € t, tel que |6 (u;,)NT'| > 3.
Comme par 1), a(e;,) > 0, par les lemmes 3.5 et 3.7, il s’ensuit que C' U {f;,} € T.
Donc, puisque w; 41, ..., uy,_1 & S, Vensemble (T'\ C(iy + 1,i3)) U {fi, 41} est une
solution de T(G). Or comme par le lemme 3.16 2) a(f;,+1) = 0, ceci implique que
a(ej+1) =+~ =ale,—1) =0, ce qui est impossible et donc iy = iy + 2.
Nous allons maintenant montrer que a(e;,—;) = 0. Si, au contraire, a(e;,—1) > 0, en
utilisant les mémes arguments que ci-dessus, on obtient C'U {f;,} C 7. Comme (1" \
{ei, 1})U{fi,1} € T(G), on a a(e;, 1) =0, une contradiction. O

Lemme 3.18 I existe exactement un seul sommet u; = u;, 1 € S.

Preuve. Supposons le contraire. Comme iy = iy + 2, il existe [ € {1, ..., s} tel que
V(Cl(ig, 1)) C S et u;,+1 ¢ S. Noter que [ peut étre égal a 2. Par le lemme 3.17 1) et
2), on a a(e;) > 0 et a(e;,,—1) > 0. Comme u; € S, par le lemme 3.4 2), il existe
un ensemble d’arétes T € t, tel que [Ty N d(u;)| > 3. Puisque a(e;) > 0, par les
lemmes 3.5 et 3.7 nous avons C'U {f;,} C T1. En considérant u;,, a la place de wu;,
on montre d’'une maniére analogue qu’il existe un ensemble d’arétes 1, € t, tel que
CU{fi,.} € T;. Comme par le lemme 3.16 2), on a a(f;,+1) = 0, on peut supposer que
firs1 € T1NT,. Par conséquent, Ty = CU{ fi, 11, fi,} et To = CU{ fi, 41, fi,,, }- Comme
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par le lemme 3.15 2) 7% = (C'\ {e;, }) U{fi,, fii+1} € ta et a(e;;) = 0, il s’ensuit que
a(fi,) = a(fi,) = a(fi,). L’ensemble (11 \ {f;,}) U {f} est également une solution de
T(G) pour tout f € Ay, ke {iy+1,...,44 —1}. D'ou

a(f) > a(f;,) pour tout f € Ag,k=1i,+1, ..., 44 — 1. (3.9)

D’un autre coté, il doit exister un ensemble d’arétes T3 € t, tel que |T5N{e;, €, ,—1}| =
1. Sinon, tout ensemble 7" de ¢, satisferait 'équation ' (e;, ) — 2" (e;,,, 1) = 0. Comme
cette équation ne peut pas étre un multiple positif de ax > «, ceci conduirait a une
contradiction.

S.p.d.g., on peut supposer que e; € T3 et e;,, ¢ T3. Ainsi A;,, NT5 # () et on
peut, en conséquence, supposer que f;,, € T3. Comme a(e;) > 0, il doit exister
jgef{u+1, ..., 04 — 1} tel que C(iy,5) C Ty et A; NT; # 0. Sinon, T3 \ {e;, }
appartiendrait a 7'(G) et a(e;) = 0, une contradiction. On peut alors supposer que
fj e 1.

Si C'(ig41,7) ¢ T3, alors 6(w) N T3 doit contenir deux autres arétes. D’ou I’ensemble
(T3 \ { firyr, fi}) UC(4,0151) est dans T(G) et on a

a(firy,) +alf;) < a(C(d, i) (3.10)

Or, on peut remarquer que ensemble (T\ (C'(j, 441) U{ fi, })) UL fi.., fj» i } est aussi
une solution de 7'(G). Ainsi on en déduit que

a(C(J,u1)) + alfiy) < alfi,) + alfy) + ales,). (3.11)

En combinant (3.10) et (3.11), on obtient a(f;,) < a(e;,). Comme a(e;, ) = 0, il s’ensuit
que a(f;,) = 0, une contradiction.

On a donc C(ij41,7) C T3 et en conséquence, T3 = C(ijq1,5) U {fi,, fi} Or (I3 \
(Ci, j) U{f;}) U {fi,} est une solution admissible du STECSP. On en déduit que
a(fi,) = a(C(i, j)) + a(f;). Comme par (3.9), a(f;;) > a(fy), on a a(C(i, j)) = 0 et
par conséquent a(e; ) = 0, une contradiction. O

Lemme 3.19 1) a(e;) = a(f;) pour tout i € {1, ..., n}\ {i1,4; + 1}.
2) a(e;—1) = alf;) pour touti € {1, ..., n}\ {iy +1,i; +2}.

Preuve. Nous montrons 1), la preuve pour 2) est similaire.

Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d’arétes T' € t, tel que e; € T. Puisque par
le lemme 3.18, u;,u;r 1 € S, ona |[A;NT| # 0 et |A;.1 NT] # (. On peut supposer,
s.p.d.g., que f;, fix1 € T. On a a(e;) > a(f;). En effet, si |0(w)NT| > 3 alors 'ensemble
(I'\{fi})U{e;} reste une solution de T'(G) et donc a(e;) > a(f;). Sinon, C'(i+1,7) C T
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et I'ensemble (T"\ {fi}) U {ei, fi,+1} serait également dans 7'(G), ce qui donnerait
ale;) = a(fi).

Par le lemme 3.4 1), il existe également un ensemble d’arétes 1" € t, tel que [0(u;51) N
T'| > 3. Par les lemmes 3.5 et 3.7, il s’ensuit que C'U {f;11} C T" et on peut supposer
que 7" = CU{ fis1, fi,+1}. Comme (T"\{e;})U{fi} € T(G), on a a(f;) > a(e;) et donc
a(f;) = ale;). O

Lemme 3.20 Pour tout f € A;, i € {1, ..., n}\{i1+1}, a(f) = B; pour un ; € IR,

Preuve. Il n’y a rien a démontrer si |4;] = 1. Supposons donc que |A4;| > 2 et qu'il
existe [ € A; tel que a(f;) < a(f'). Par le lemme 3.4 1), il existe un ensemble d’arétes
T € t, tel que f' € T. On peut supposer que f; € T'sinon, 7" = (T'\{f'})U{f;} € T(G)

" < @, ce qui est impossible. On a également e;_1,e; ¢ T. En effet, si

et on aurait ax
{ei—1,e;} NT| = 1, alors il existe au moins une aréte de 6(w), différente de f; et f,
appartenant a 7. Il est facile de voir dans ce cas que T'\ {f;} et T'\ { f'} appartiennent
a T(G) et donc a(f;) = a(f') = 0, une contradiction. Maintenant, supposons que
ei—1,e; € T. 51 C ¢ T, il doit exister deux autres arétes de 6(w) \ {f;, f'} appartenant
a T. Or ceci implique que T'\ {f;, f'} € T(G) et a(f;) = a(f') = 0, une contradiction.
Sinon, on aurait C' C T et, en conséquence, (T'\ {fi}) U{fi, 1} € T(G). Mais puisque
a(fi,4+1) = 0, il en résulterait que a(f;) = 0, une contradiction. Ainsi e;_y,e; € T et
par conséquent, (7°\ {f'}) U{e;, fi,+1} est une solution de T'(G). D’ou a(e;) > a(f’) et
donc a(e;) > a(f;). Mais ceci contredit le lemme 3.19 1). O

Par les lemmes 3.19 et 3.20, on obtient

a(e) = B, pour tout e € E'\ ({e;,,€;,+1} U A; +1) pourun € IR,. (3.12)
Lemme 3.21 Si |A;, 11| > 2, alors a(f) =  pour tout f € Aj; 1 \ {fi,+1}-

Preuve. Tout d’abord, notons que par le lemme 3.15 2), (T*\ {fi,})U{e,, f} € T(G)
pour tout f € Ag 11 \ {fa 11}, ce qui implique que a(f) > a(f) =

D’autre part, pour toute aréte f € A; 11\ {fi, 11}, par le lemme 3.4 1), il doit exister
un ensemble d’arétes Ty € t, contenant f. L’ensemble T doit contenir également f; ;1.

Or, comme (T \{f})U{e;, fi,} € T(G),onaa(f) < a(fi,), et donc a(f) =a(fi,) = F.
|

Maintenant, par (3.12) et les lemmes 3.16 2), 3.17 3) et 3.21, on a

a(e) =0 pour tout e € {€i1,€i1+17 fz'1+1}7
ale) =p pour tout e € B\ {e;,, €41, fi,+1}-
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Ceci implique que ax > « est la contrainte de F-partition Steiner associée a la parti-
tion donnée par les sommets du graphe telle que Vy = {u;, 11} et F = {e;, €41, fiy11}-
Comme toute contrainte de F-partition Steiner est une contrainte de F-partition Stei-
ner généralisée, ceci termine la preuve du théoréme.

3.4 Applications aux graphes de Halin

Dans cette section, nous allons discuter de quelques applications des résultats de la
section précédente a la classe des graphes de Halin.

Une coupe contenant exactement 3 arétes est appelée une coupe a 3 arétes. Si G est
un graphe contenant une coupe a 3 arétes §(1), alors G peut se décomposer en deux
graphes G et Gy o G (resp. G2) est obtenu en contractant W (resp. V \ W) en
un seul sommet. Barahona et Mahjoub |7] ont montré que si G se décompose en G
et G par une coupe a 3 arétes §(W), alors le systéme qui définit STECSP(G, V') est
obtenu comme 'union des systémes définissant STECSP (G4, V') et STECSP(G2, V) en
identifiant les variables associé¢es aux arétes de §(1V).

Ce résultat ne peut malheureusement pas étre étendu au cas S # V. En effet, consi-
dérons le graphe donné par la figure 3.4 et S = {uy, us, uy, ug}. Considérons la coupe
induite par W = {uy, u4, us}. La coupe §(1¥) contient exactement trois arétes. La dé-
composition de ce graphe par rapport a cette coupe donne deux roues de 4 sommets.
Par le théoréeme 3.1, le polytope associé a ces deux roues est décrit par les contraintes
triviales, les contraintes de coupe Steiner et les contraintes de F-partition Steiner gé-
néralisées. Soit z la solution donnée par x(e;) = z(ez) = x(es) = x(e7) = x(eg) = 1
et x(e2) = z(e5) = x(eg) = w(eg) = 0. Remarquons que le vecteur x vérifie toutes les
contraintes provenant de 'union des systémes caractérisant les deux roues. Bien que
le vecteur x soit entier, il n’induit pas une solution du STECSP. Aussi, I'union des
systémes provenant des deux graphes n’est méme pas suffisante, avec les contraintes
d’intégrité, pour formuler le probléme en un programme en nombres entiers pour le
graphe G.

Cependant, si les extrémités des arétes formant la coupe a trois arétes sont des
terminaux, nous avons le résulat suivant qui généralise celui de Barahona et Mahjoub
[7] et dont la preuve est similaire a celle donnée dans 7] quand S = V.

Théoréme 3.22 Soient G = (V, E) un graphe contenant une coupe a 3 arétes 6(W) =
{uyv1, ugve, uzvg} et S C V un ensemble de sommets terminauz tel que uy, ug, us, vy,
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Fig. 3.4 -

vy, v3 € S. Soient G; = (V1, Ey) et Gy = (Va, Ey) les deux graphes obtenus a partir
de G en contractant W et V' \ W, respectivement. Alors un systéme linéaire suffisant
pour décrire le STECSP(G,S) est obtenu comme 'union des systémes définissant le
STECSP(G, Sy) et le STECSP(G4, S3) en identifiant les variables associées aux arétes
de 6(W). Ici, S = SU{w,} et So = S U{wy} ot wy (resp. wy) est le neud issu de la
contraction de W (resp. V. \ W ).

Soit G = (V,T UC) un graphe de Halin. Notons que chaque aréte de T" appartient a
une unique coupe contenant exactement trois arétes dont deux appartiennent a C'. Si
un graphe de Halin G = (V,T'U C) n’est pas une roue, alors toute aréte non-pendante
de T (aréte qui n’est pas reliée a une feuille de I’arbre) induit une coupe non triviale.
Une coupe non triviale est une coupe §(W) telle que |W| > 2 et |V \ W| > 2. La
décomposition d’un graphe de Halin par une coupe a 3 arétes non triviale, produit
deux graphes de Halin. En répétant récursivement cette opération, un graphe de Halin
différent d’une roue peut se décomposer en un ensemble de roues.

Cette décomposition a permis & Barahona et Mahjoub |7| de montrer que le STECSP
(G, S) est décrit par les contraintes triviales, les contraintes de coupes Steiner et les
contraintes de F-partition Steiner quand G est un graphe de Halin et S = V. De la
méme maniére, en conséquence des théorémes 3.1 et 3.22, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.23 Soit G = (V, E) un graphe de Halin. Supposons que toutes les ex-
trémités des arétes de toutes les coupes a 3 arétes de G sont des sommets terminauz.
Alors STECSP(G, S) est donné par les contraintes triviales, les contraintes de coupe
Steiner et les contraintes de F'-partition Steiner généralisées.

Le corollaire 3.23 généralise le résultat de Barahona et Mahjoub [7] quand S = V.
Afin d’illustrer le corollaire 3.23, considérons le graphe de Halin G = (V, E') donné par
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Us €4 Uy

Fic. 3.5 -

la figure 3.5 ou S = {uq, us, us, us, ug, us, ug, w10 }. G se décompose par des coupes a 3
arétes en les roues W', W? et W? données par la figure 3.6. Les sommets ug et u sont
les sommets issus de la décomposition du graphe G. Soit S? I’ensemble des terminaux
de Wipouri=1, ..., 3.

Par le théoréeme 3.1, le polytope STECSP(W!, S!) est décrit par les contraintes tri-
viales, les contraintes de coupe Steiner, les contraintes de F-partition Steiner et la
contrainte de F-partition Steiner généralisée

2x(e1) + 2z (e;5) + x(eg) + x(e7) + x(e1q) > 4. (3.13)

On peut noter qu’il y a sept contraintes de F-partition Steiner dans la caractérisation
de STECSP(W, S!) qui sont également, par définition, des F-partition Steiner géné-
ralisées.

Comme tous les sommets de W2 sont des terminaux, on sait, par |7], que le STECSP
(W2, 52%) est complétement décrit par les contraintes triviales, les contraintes de coupe
Steiner et les contraintes de F-partition Steiner. Enfin, comme W3 posséde la méme
structure que W', STECSP(W?, S3) est donné par les contraintes triviales, les contrain-
tes de coupe Steiner, les contraintes de F-partition Steiner et la contrainte de F'-
partition Steiner généralisée

2z (e2) + 2x(es) + x(e3) + x(eq) + x(eqy) > 4. (3.14)
Par le corollaire 3.23, STECSP(G, S) est décrit par les contraintes triviales, les

contraintes de coupe Steiner, les contraintes de F-partition Steiner et les deux contrain-
tes de F-partition Steiner généralisées (3.13) et (3.14).
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Comme on l'a déja mentionné ci-dessus, la composition utilisée dans le théoréme
3.22 ne peut pas étre appliquée quand les extrémités des arétes formant les coupes
a 3 arétes ne sont pas toutes des terminaux. De plus, les contraintes triviales, les
contraintes de coupe et les contraintes de F-partition Steiner généralisées ne suffisent
malheureusement pas pour caractériser le STECSP(G, S) quand G est un graphe de
Halin. En effet, reprenons le graphe donné par la figure 3.4 ou S = {uy, us, uy, ug}. Soit
T la solution donnée par T(e;) = T(e3) = T(eg) = T(eg) = 1 et T(ez) = T(ey) = T(es) =
T(eg) = T(er) = 1/2. Cette solution satisfait ces contraintes. De plus, Z est un point
extréme du polytope donné par ces contraintes. La contrainte

z(ey) + x(eq) + x(es) + w(es) + x(e7) > 3

qui n’est pas du type (2.1), (2.2), (3.1) et (3.2), est valide pour le STECSP(G, S) et
violée par .

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le polytope associé au probléme du sous-graphe
Steiner 2-aréte connexe. Nous avons introduit une nouvelle classe d’inégalités appelées
contraintes de F-partition Steiner généralisées. Celles-ci généralisent les contraintes de
F-partition Steiner. On a montré que ces inégalités, avec les contraintes de coupe et les
contraintes triviales, permettent de caractériser le polytope des sous-graphes Steiner
2-aréte connexes dans une classe de graphes qui généralise les roues. En conséquence,
nous avons obtenu une description du polytope associé¢ dans les graphes de Halin tels
que les extrémités de chaque aréte appartenant a une coupe de trois arétes soient des
sommets terminaux. Ce résultat généralise celui de Barahona et Mahjoub [7] quand
tous les sommets du graphe sont des terminaux.

Comme les contraintes de F-partition Steiner généralisées sont nécessaires pour dé-
crire le polytope des sous-graphes Steiner 2-aréte connexes dans des graphes non tri-
viaux, il serait intéressant de caractériser celles qui définissent des facettes. De plus,
ces contraintes n’étant pas restreintes au cas des graphes de Halin, des procédures de
séparation de ces contraintes seraient tres utiles pour résoudre le STECSP dans le cadre
d’une méthode de coupes.
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Chapitre 4

Le probléme du sous-graphe 2-aréte
connexe avec des cycles bornés

Dans ce chapitre, nous allons étudier le probléme consistant a trouver un sous-graphe
2-aréte connexe de poids minimum ou chaque aréte doit appartenir a un cycle de lon-
gueur bornée. Nous introduisons une classe d’inégalités valides pour le polytope associé
a ce probléme. Celle-ci avec les contraintes de coupe et les contraintes d’intégrité per-
mettent de formuler ce probléme comme un programme linéaire en nombres entiers.
Nous étudions ensuite la structure faciale du polytope associé au probléme. Nous intro-
duisons de nouvelles classes d’'inégalités et nous donnons pour certaines d’entre elles,
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’elles définissent des facettes quand le
graphe est complet. Pour chacune de ces classes, nous discutons aussi d’algorithmes
de séparation. En utilisant ces résultats, nous développons un algorithme de coupes et
branchements pour le probléme. Nous discutons enfin de certains résultats expérimen-
taux sur des instances réelles et des instances aléatoires.

Ce travail, réalisé en collaboration avec B. Fortz et S.T. McCormick, a fait 'objet de
article [38].

Etant donnés un graphe G = (V, E), un entier K > 3 et un colt c(e) associé a
chaque aréte e € E, le probléme du sous-graphe 2-aréte conneze avec des cycles bornés
(2ECSBR) consiste a trouver un sous-graphe H = (V, F) de G, 2-aréte connexe de cott
minimum tel que chaque aréte de F' appartienne a un cycle de longueur au plus K (ici,
la longueur d’un cycle correspond au nombre d’arétes qui le composent). Un cycle de
cardinalité au plus K sera appelé cycle admissible. Ce probléme est une généralisation
du probléme du sous-graphe 2-aréte connexe. En effet, ce dernier n’est rien d’autre que
le 2ECSBR quand K > |V|. Le probléme 2ECSBR est donc NP-difficile.
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Fortz et Labbé [35] et Fortz et al. [37] ont étudié la version sommet-connexe du pro-
bléme, c’est & dire, le probléme qui consiste & touver un sous-graphe 2-sommet connexe
de colit minimum dont chaque aréte appartient a un cycle de longueur ne dépassant
pas K. Ils ont introduit des inégalités valides ainsi que des inégalités définissant des
facettes pour le polytope associé. Ils ont également discuté d’algorithmes de sépara-
tion pour ces classes d’inégalités et de résultats expérimentaux obtenus a 1’aide d’un
algorithme de coupes et branchements. Une synthése de ces travaux ainsi que d’autres
travaux liés au probléme peut étre trouvée dans [33, 36].

Un k-cycle est un cycle de cardinalité exactement k. Si G = (V, E) est un graphe
et k = |V, alors un k-cycle est un cycle hamiltonnien de G. Dans [74], Maurras et
Nguyen ont étudié le polytope des 3-cycles. Ils ont introduit des inégalités valides qui
définissent des facettes pour ce polytope. Ils ont également discuté de procédures de
lifting permettant d’obtenir de nouvelles facettes pour ce polytope. Ils ont également
donné une description du polytope des 3-cycles dans le graphe complet sur 8 sommets.
De plus, Nguyen [80] a décrit le dominant de ce polytope. Dans [79], on peut trouver
une synthése de travaux réalisés sur le polytope des k-cycles.

Avant de discuter de la formulation du polytope, nous donnons quelques notations
qui seront fréquemment utilisées dans la suite de ce chapitre.

Soit m = (Vp, ..., V,) une partition de V. On pose (voir Figure 4.1)
p—1
Cr = JVi Vin] U [V, V3,
i=0

et

Tr =06V, ..., V) \ Cr.
Notons que T, est l'ensemble des cordes de la partition, c’est-a-dire ’ensemble des
arétes qui sont entre des éléments non consécutifs de la partition. On note par F(G)
I’ensemble des ensembles d’arétes induisant une solution réalisable du 2ECSBR, et par
P(G, K) I'enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de ces solutions, i.e.

P(G, K) = conv{z" € {0,1}™ | F € F(G)}.

4.1 Formulation et polytope associé

Dans cette section, nous allons donner une formulation du 2ECSBR, comme un pro-
gramme linéaire en nombres entiers ne faisant intervenir que les variables de conception
x. Nous discutons également de la dimension du polytope P(G, K).
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Fig. 4.1 - C; et T}

Pour donner une formulation du probléme, nous avons besoin d’introduire une nou-
velle classe d’inégalités valides pour P(G, K). Celle-ci est décrite par le théoréme sui-
vant.

Théoréme 4.1 Soient G = (V, E) un graphe et K > 3. Soit 1 = (Vp, ..., V,) une
partition de V' telle que p > K, et soit e € [Vy, V)]. Alors l'inégalité

z(T?) > z(e) (4.1)
est valide pour P(G, K), ou
7 =T U ([Vo, V] \ {e}).

Preuve. Soit F' C E un ensemble d’arétes induisant une solution du 2ECSBR. Si !
ne satisfait pas (4.1), alors e € F' et FF'NT¢ = (). Donc tout cycle de F utilisant e est
entiérement contenu dans C;. Comme p > K, un tel cycle est par conséquent de lon-

gueur > K. Il s’ensuit que e n’appartient pas a un cycle admissible, une contradiction.
O

Les inégalités (4.1) seront appelées contraintes de cycle.

Théoréme 4.2 Soient G = (V, E) un graphe et K > 3. Le probléme 2ECSBR est
équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant :

min 2een cle)a(e)

s.t. z(6(W)) > 2 pour tout W CV, 0 #£W #V,
z(T¢) > x(e) pour tout e € [Vy, V],
7= Vo, ..., V,) une partition de 'V,

z(e) € {0,1} pour tout e € E.
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Preuve. Par le théoréme 4.1, les vecteurs d’incidence de chaque solution du 2ECSBR.
satisfont les contraintes (4.1). Comme ces vecteurs vérifient également les contraintes
(2.3) et (2.4), toute solution du 2ECSBR est une solution du programme ci-dessus.
Considérons maintenant un ensemble d’arétes F' C FE qui n’induit pas une solution
du 2ECSBR. Nous allons montrer qu'il existe une contrainte parmi (2.3), (2.4), (4.1)
qui n’est pas satisfaite par z%. Il est clair que si F' n’induit pas un sous-graphe 2-
aréte connexe, alors au moins une des contraintes (2.3) est violée par z¥. On peut
donc supposer que x" induit un sous-garphe 2-aréte connexe et, par conséquent, il doit
exister une aréte e € [u,v] N F, u,v € V qui n’appartient pas a un cycle de longueur
au plus K. Soit d(u, i) la distance entre le sommet u et le sommet ¢ dans F'\ {e}. (La
distance entre deux sommets correspond au nombre d’arétes contenues dans le plus
court chemin entre u et i.) Posons p = d(u,v). On a alors p > K. La contrainte de
cycle, associée a la partition

Vi=A{w eV |d(u,w) =1}, i=0,...,p—1,
Vy ={w e V|d(u,w) > p},

et a Paréte e, est donc violée par z, ce qui compléte la preuve du théoréme. 0]
La remarque suivante découle directement du théoréme 4.2.

Remarque 4.3 Sipour une aréte e € [s,t], s,t € V, il n’existe pas de cycle admissible
dans G la contenant, alors il existe une partition 7 = (Vp, ..., V}) avec p > K et
e € [Vo, V)] telle que T = (). De plus, cette partition peut étre obtenue par un parcours
en largeur du graphe a partir d’un des sommets s ou .

Remarque 4.4 En ajoutant a la formulation donnée dans le théoréme 4.2, les con-
traintes

z(0g_,(W))>1, WcCV\V,velV,

on obtient une formulation du probléme du sous-graphe 2-sommet connexe avec des
cycles bornés.

Par le théoréme 4.2, il s’ensuit que

P(G, K) = conv{z € IR™ | x satisfait (2.3), (2.4) et (4.1)}.

Dans ce qui suit, nous allons étudier la dimension de P(G, K). Pour ce faire, nous
introduisons d’abord quelques définitions. Etant donnés un graphe G = (V, E), une
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constante K > 3 et un ensemble d’arétes F' C E| la restriction de F' auz cycles bornés
(Fortz et Labbé [35]) est définie par

Fyx = {e € F'| e appartient & au moins un cycle admissible dans F'}.

Par extension, le sous-graphe G = (V, Ex) est appelé la restriction de G auz cycles
bornés. Remarquons qu’'une aréte e € E \ Ex n’appartiendra a aucune solution du
2ECSBR et sera donc appelée aréte inutile.

Etant donnés deux arétes e, f € Fg, e # f, on dit que e dépend de f, et on écrit
e < f,si
e€ F= feF, pour tout F € F(G),

ou de maniére équivalente,
2" (e) < 2" (f), pour tout F € F(G).

Notons que la relation de dépendance < est transitive et réflexive, et par conséquent
définit un semi-ordre sur les arétes de E. On définit I'(e) comme ’ensemble des arétes
dépendant de e, c’est-a-dire

Tle)={feE|f=<e}

Sie < fet f <e, alors, on dit que e et f sont équivalentes et on a z''(e) = =" (f)
pour tout F' € F(G). Un ensemble maximal (par rapport a linclusion) 7' d’arétes
équivalentes est une classe d’équivalence pour le semi-ordre <, et < induit ainsi une
partition de l’ensemble des arétes en classes d’équivalence. Comme I'(e) = I'(f) si e
et f sont équivalentes, on étend la notation I' & un ensemble d’arétes équivalentes T’
en posant I'(T') = I'(e), e € T. Enfin, une aréte e est dite essentielle si e appartient a
chaque solution F' € F(G).

La dimension de P(G, K) est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 4.5 Soient G = (V, E) un graphe et K > 3. Soit E* l’ensemble des arétes
essentielles. Supposons que < induit une partition de Ex\ E* enl classes d’équivalence.
Alors

dim(P(G,K)) = 1.

Preuve. Supposons que les [ classes d’équivalence de Ex \ E* sont T; = {¢!, ..., e}'ci}
de cardinalité k; pour : =1, ..., [. Comme les ensembles 7;, : =1, ..., [, forment une
partition de Ex \ E*, on a

[
> ki =|Ex| - |E"|.
=1
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Soit x le vecteur d’incidence d’une solution réalisable du 2ECSBR. De par la définition
de Eg, E* et <, il est facile de voir que = est une solution du systéme

z(e) =0, e € E\ Ek,
(S)s z(e) =1, ee€ E*,
x(e§)—x(e§+1) =0, j=1, ... k-1, k>21i=1,...,1l
Comme E\ Ex, E* et T;,i =1, ..., [, sont deux a deux disjoints, les équations de (5)

sont linéairement indépendantes et par conséquent
!
dim(P(G, K)) < |Ex| = [B* | =) (ki—1) =1.

=1

Considérons maintenant les [ + 1 ensembles d’arétes Fy = Ey et F; = Ex \ ['(T}),
i=1, ..., Ilest facile de voir que F; € F(G) pouri =0, ..., [. Comme les ensembles
T;,i=1, ..., [, sont des classes d’équivalence pour le semi-ordre <, et par la définition
de I', il existe une permutation o de 1, ..., [ telle que, pour tout « =1, ..., [, il existe
e; € I'(Ty4)), es € U'(Ty(;)), pour j =i+1, ..., [. Il s’ensuit que les vecteurs d’incidence
de Fy, ..., F; sont affinement indépendants, ce qui implique que dim(P(G, K)) > 1. O

Corollaire 4.6 Si G = (V, E) est un graphe complet avec |V| > 4, alors P(G, K) est
de pleine dimension.

Preuve. 1l est facile de voir que E et E \ {e}, pour tout e € F, induisent des solu-
tions réalisables du 2ECSBR. De plus, £ = Eyx, E* = () et aucune aréte ne dépend
d’une autre aréte. Il s’ensuit qu'il n’y a pas d’arétes équivalentes, et Ex \ E* = FE est
partitionné en m classes d’équivalence, chacune étant formée d’une seule aréte. Par le
théoréme 4.5, on a donc dim(P(G, K)) = m. O

Dans la suite de ce chapitre, on suppose que G = (V, E) est un graphe complet.
Cette hypothése n’est pas restrictive car le probléme dans un graphe incomplet peut
étre ramené a un probléme dans un graphe complet en donnant un cott suffisamment
grand aux arétes inexistantes. On suppose également que GG ne contient pas d’arétes
paralléles.

4.2 Inégalités valides et séparation

Dans cette section, nous introduisons quelques classes de contraintes valides pour
P(G, K). Nous donnons, pour certaines de ces classes, des conditions nécessaires et
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suffisantes pour qu’elles définissent des facettes de P(G, K). Nous discutons également
de procédures de séparation pour ces inégalités.

4.2.1 Contraintes de coupe

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que les
contraintes de coupe (2.3) définissent des facettes de P(G, K).

Théoréme 4.7 Soient G = (V, E) un graphe complet et K > 3 un entier fizé. Soit
W C V un ensemble de sommets tel que ) =W # V. L’inégalité
z(6(W)) > 2

définit une facette de P(G, K) si et seulement si

1) soit K >4, [W|#2 et |[V\W|#2,
2) soit K =3, |W| &{2,3} et [V\W|¢&{2,3}.

Preuve. Si W = {u,v}, alors E(W) est composé d'une unique aréte e = uv et la
contrainte de coupe associée a W peut étre écrite comme la somme de z(d(u)) > 2,
z(6(v)) > 2 et —2x(e) > —2. Elle ne peut donc pas définir une facette de P(G, K).
D’ou |[W| > 3. De maniére similaire, si z(6(W)) > 2 définit une facette, on doit avoir
VAW >3,

Supposons maintenant que K = 3 et W = {u, v, w}. Le cas |V \ W| = 3 peut étre traité
de la méme maniére. Soit F' € F(G) une solution telle que le vecteur d’incidence de F
appartient a la face définie par z(0(W)) > 2. Comme [F'N6(W)| = 2, il doit exister
un sommet dans W qui ne soit pas incident a une aréte de la coupe appartenant a la
solution. S.p.d.g., soit u ce sommet. Comme u a un degré au moins égal a 2, il doit
étre adjacent a v et w. Comme les arétes uv et uw doivent appartenir & un cycle de
longueur au plus 3, vw doit également appartenir a la solution et donc E(W) C F. 1l
s’ensuit que les vecteurs d’incidence de chaque solution appartenant a la face définie
par z(6(W)) > 2 est solution du systéme

Comme ce systéme est de rang 2, la face (6(W)) > 2 est de dimension au plus |E|—2,
et ne peut donc pas définir une facette de P(G, K).
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Supposons maintenant que les conditions 1) et 2) sont satisfaites pour une inégalité
ar = x(6(W)) > 2. Soit bx > [ une contrainte définissant une facette de P(G, K) telle
que la face F, induite par ax > 2 soit contenue dans la face Fj induite par bx > f.
Pour montrer que ax > 2 définit une facette de P(G, K), il suffit de montrer que b = pa
avec p > 0.

Pour toute paire d’arétes e, f € 6(W), on définit le sous-ensemble d’arétes C, s par

Cey=EW)UEV\W)U{e, f}.

Il est clair que les ensembles C, ; induisent des sous-graphes 2-aréte connexes. Si de
plus, e et f sont incidentes & un méme sommet, alors e et f appartiennent a un cycle
de longueur 3 dans C, ;. Comme toutes les autres arétes de C, s appartiennent a un
cycle de longueur 3 (car E(W) et E(V \ W) induisent des sous-graphes complets sur
au moins 3 sommets), le vecteur d’incidence de C, s appartient alors & la face définie
par la contrainte x(5(W)) > 2.

Considérons deux arétes e et f de 6(W) n’ayant pas d’extrémité commune. Supposons
que e = ujug et f = vivy avec uj,v; € W et ug, vy € V'\ W, et considérons I'aréte
g = u1vy. De la remarque ci-dessus, on déduit que 2% et 279 appartiennent a la face
définie par la contrainte de coupe et par conséquent b(e) = b(f).

Si e et f sont deux arétes de §(11) ayant une extrémité commune, toute aréte g € §(1)
distincte de e et f et partageant la méme extrémité avec e et f donne lieu & deux
ensembles C,, et Uy, dont les vecteurs d’incidence appartiennent a F,. Ceci nous
donne encore une fois b(e) = b(f). Ainsi, nous avons

b(e) = p, pour tout e € §(W) pour un p € IR.

Si K > 4 et [W| = 3, considérons une aréte e € E(W), et deux arétes f,g € §(WW)
telles que e, f et g forment un triangle. Supposons que W = {u,v,w}, e = uv, f = uz
et ¢ = vz avec z € V\ W. Alors f et g avec les arétes uw et vw forment un cycle
admissible et C;, \ {e} est une solution du 2ECSBR telle que z¢7s\{¢} € F,. Comme
xC9 appartient également a la face F,, on a b(e) = 0.

Supposons maintenant que |W| > 4. Considérons trois sommets distincts u, v, w € W
et un sommet z € V \ W. Soit e = uv, f = uz et g = wz. Les arétes f,g et uw
forment un triangle. Aussi, comme |W| > 4, les arétes de E(W) \ {e} et E(V \ W)
appartiennent chacune a un cycle de longueur 3. Il s’ensuit que 2¢#9\{¢} est une solution
de F,. Comme 2% est aussi solution de F,, on obtient b(e) = 0.

Nous pouvons démontrer de maniére similaire que b(e) = 0 pour tout e € E(V \ W).
Nous avons donc prouvé que b = pa. Comme E est une solution du 2ECSBR, et
|6(W)| > 2, on a bz¥ > 3. Ceci implique que p > 0. O

La séparation des contraintes de coupe par rapport a une solution T peut étre ef-
fectuée en calculant une coupe minimum dans le graphe, avec les capacités données
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par la solution z. Ceci peut étre fait en temps polynomial en utilisant par exemple
'algorithme de Hao-Orlin [56] qui nécessite le calcul d’un seul flot maximum. Cet al-
gorithme ne permet malheureusement pas d’obtenir I'arbre de Gomory-Hu [42| qui
produit la coupe minimum pour toute paire de sommets. Pour cela, nous utilisons pour
nos expérimentations l’algorithme de Gomory-Hu [42] pour séparer ces inégalités.

Afin d’accélérer le calcul, nous avons également développé une heuristique afin de
séparer les contraintes de coupe. Cet algorithme fonctionne comme suit: il contracte
répétitivement les arétes ayant de grandes valeurs jusqu’a ce que ’on obtienne soit un
graphe de poids inférieur a p, ou p est le nombre de sommets, soit un graphe sur deux
sommets. Si 'algorithme s’arréte dans le premier cas, alors au moins une des coupes
induites par les sommets du graphe est violée. Sinon, on vérifie simplement si la coupe
donnée par les deux sommets du graphe est violée.

4.2.2 Contraintes de cycle

Le théoréme suivant caractérise les contraintes de cycle qui définissent des facettes
de P(G, K).

Théoréme 4.8 Soient G = (V, E) un graphe complet et K > 3 un entier fizé. Soit
7= W, ..., V,) une partition de V telle que p > K. Soit e = uv une aréte de [V, V).
La contrainte de cycle x(T¢) > x(e) associée a 7 et e définit une facette de P(G, K) si
et seulement si

1) p=K,
2) Vol = Vol =1,
3) Vil + |Vig1| > 3 pouri=0,...,p—1.

Preuve. Supposons que p > K et considérons la partition 7" = (Vj, ..., V}.) définie
par V! = Vi pour i =0, ..., K —1let Vg = U?:KVJ’- Puisque z(e) > 0 pour tout
e € F, la contrainte de cycle associée & 7 et e est dominée par celle associée a 7' et e.
En conséquence, z(T¢) > x(e) ne définit pas une facette de P(G, K).

Supposons maintenant que p = K et |[Vg| > 1 (le cas |V,| > 1 est similaire). Soit

' = (Vy, ..., Vi) la partition définie par

Vo = {u},
VIi=Vu (Vo \{u}),
VI=V, pourit=2,..., K.
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De nouveau, la contrainte de cycle associée & 7 et e est dominée par celle associée a 7’
et e.

Enfin, supposons qu'il existe i € {0, ..., p — 1} tel que |V;| + |Vi;1] < 3. Comme les
ensembles définissant la partition ne sont pas vides, il s’ensuit que |V;| = [Vi41| =1 et
donc [V;, Vi41] ne contient qu’une seule aréte f. Si x(7¢) > x(e) définit une facette de
P(G, K), alors, il doit exister une solution F' de F(G) telle que z¥'(T¢) = x¥(e) = 0.
Sinon, la face définie par z(T¢) > x¥'(e) serait incluse dans la face définie par z(e) < 1.
On a donc

i
S(UVi)NF = Vi Vin] = {f}.
=0
Mais alors F' n’est plus 2-aréte connexe, et donc n’est pas réalisable, une contradiction.

Les conditions 1)-3) sont donc nécessaires pour que z(7¢) > x(e) définisse une facette
de P(G, K). Supposons maintenant qu’elles sont toutes satisfaites et dénotons par
ar > « = 0 la contrainte de cycle. Soit bx > [ une contrainte définissant une facette
de P(G, K) telle que la face F, induite par ax > « soit contenue dans la face F}, induite
par bz > (. Nous allons montrer comme précédemment qu’il existe p > 0 tel que
b = pa. Pour ce faire, nous allons d’abord montrer que £ = E \ (T¢ U {e}) induit une
solution réalisable du 2ECSBR, dont le vecteur d’incidence appartient a Fj,.
Considérons une aréte g = viv, € E. Si g € E(V;) pour un i € {1, ..., K — 1}, alors
pour tout w € V;_y, le cycle composé de g, v1w et vow est inclu dans E. Si g € [V, Viy1]
pour un i € {0, ..., K —1}. Selon la condition 3), le graphe induit par V; U V;,, avec
I'ensemble d’arétes E(V;) U E(Viy1) U [V;, Vig1], est un graphe complet sur au moins
trois sommets. Ainsi g appartient & un cycle de longueur 3.

Comme E induit un graphe connexe, chaque coupe contient au moins une aréte. Or,
chaque aréte appartient a un cycle. Comme tout cycle intersecte un nombre pair de
fois une coupe, il en résulte que toute coupe contient au moins deux arétes. Et par
conséquent, E induit un sous-graphe 2-aréte connexe.

Considérons maintenant les ensembles d’arétes E; = EU{f, e}, avec f € T¢. Comme E
est 2-aréte connexe, Fy 'est aussi. Pour montrer que £ induit une solution admissible
du 2ECSBR, il suffit de montrer que e et f appartiennent a un cycle de longueur
< K. Supposons que f € [V;,V;] avec i < j. Comme f € T¢ j > i+ 2. Pour k =

0,...,¢—1,5+1, ..., K, on selectionne un sommet v, € V;. Comme e = vyvg € Fy,
f=wvv; € Ef et vpvper € Ep pour k=0, ...,1—1,7, ..., K —1, les arétes e, f et
vgUgrr pour k=10, ..., 1—1, 7, ..., K —1 forment un cycle de longueur 2+i+ K —j <

K. Le vecteur d’incidence de Ey appartient par conséquent a la face F,, et donc a Fj,.
Ainsi bz® = bzPs. 11 s’ensuit que b(f) = —b(e) pour tout f € T°.

Il reste maintenant & montrer que b(g) = 0 pour toute aréte g € E. Supposons d’abord
que g € E(V;) pour un i € {1,..., K — 1}. Soit ¢ = wujuy, et considérons deux
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sommets w; € Vi_y et wy € Viyy. Observons que wywy, € T¢. Soit E = (E'\ {g}) U
{wiwy, e}. Comme E induit un sous-graphe connexe, pour montrer qu’il induit une
solution réalisable du 2ECSBR, il suffit de montrer que toute aréte de E appartient a
un cycle admissible. Soit h = st € E'\ {g}. Si h € E(V;) pour un j € {1, ..., K — 1},
alors il est clair que h appartient & un triangle et donc & un cycle admissible. Supposons
donc que s € Vet t € Vjyqy pourun j € {0, ..., K —1}.Si j #i—1et j # 1, alors
par la condition 3), on peut supposer s.p.d.g. que |V;| > 2. Soit s’ € V;\ {s}. Il s’ensuit
que h appartient au triangle induit par les sommets {s,¢,s'}. Supposons maintenant
que j =i (le cas j = i — 1 est similaire). Si |Vj41| > 2, alors il est facile de montrer
comme précédement, que h appartient a un triangle. Si |V;11| = 1, alors wy =t et h
appartient au triangle induit par les sommets {s, ¢, w;}.
De plus, wyws et e appartiennent a un cycle admissible. En effet, pour £ =0, ..., i —
2,1+ 2, ..., K, selectionnons un sommet v, € Vi. Alors, e, wiwsy, v;_swi, Wov;io et
VkUgtr pour k=0, ...,i—3,i+2, ..., K — 1 forment un cycle de longueur 4 + (i —
2) + (K —i—2) = K. Par conséquent, le vecteur d’incidence de E appartient a la face
F, et donc a Fy. On obtient bz? = ba® et alors b(e) + b(wyws) — b(g) = 0. Comme
b(wyiwq) = —b(e), il s’ensuit que b(g) = 0 pour tout g € E(V;),i=1,..., K — 1.
)=0pourg € [V;,Vis1],i € {0, ..., K—1}. Comme
conséquence directe, on a § = bzt = 0.

Une preuve similaire conduit a b(g

Nous avons montré que b = pa avec p = —b(e). Comme le graphe complet définit une
solution réalisable n’appartenant pas a Fy et |7¢ > 1, on a bz® > 0, et donc p > 0. On
a donc axr > 0 et bx > f qui définissent la méme facette de P(G, K). O

Nous allons maintenant discuter du probléme de séparation des contraintes de cycle.
En particulier, nous allons montrer que ces inégalités peuvent étre séparées en temps
polynomial lorsque K < 4. Remarquons qu’en se basant sur la preuve du Théoréme 4.2,
on peut montrer que le probléme de séparation des contraintes (4.1) peut étre résolu
en temps polynomial pour une solution z en 0 — 1 quel que soit K > 2.

Soient G = (V, E) un graphe et s et ¢ deux sommets de V. Etant donné un entier
positif B, un ensemble d’arétes C' de E intersectant tous les chemins entre s et ¢ de
longueur au plus B est appelé une B-st-coupe. Si w € IR est un vecteur poids, le
probléme de la B-st-coupe minimum (BPCP) consiste a trouver une B-st-coupe de
poids minimum. Nous allons montrer que le probléme de séparation des inégalités (4.1)
se raméne au BPCP.

Lemme 4.9 Etant donné une solution T de IR, le probleme de séparation des con-
traintes (4.1) par rapport a T se raméne a la résolution du BPCP par rapport au vecteur
poids T pour toute aréte e = st € E avec B=K — 1.
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Preuve. Supposons que Z(Ce) < Z(e) ou C, est une B-st-coupe minimum pour Z.
Comme il n’y a pas de cycle de longueur < K dans E'\ C, contenant e, par la remarque
4.3 il existe une partition 7 = (Vg, ..., V,) de V avec e € [Vp,V,] telle que T¢ C C..
Comme Z(f) > 0 pour tout f € E, on a

2(T7) — 2(e) < z(Ce) — Z(e) <0,

ce qui implique que I'inégalité (4.1) associée a la partition 7 et e est violée.
Supposons maintenant que pour toute aréte e = st € E, £(C,) > Z(e) o C, est une
(K — 1)-st-coupe minimum pour Z. Alors aucune inégalité du type (4.1) n’est violée

par . En fait, §’il existe pour une aréte e = st, une partition 7 = (14, ..., V,) avec
e € [Vo,Vp] et p > K telle que Z(T¢) — z(e) < 0, comme T¢ est une (K — 1)-st-coupe,
et donc une solution du BPCP, on a Z(T¢) < z(C,), une contradiction. O

Si B = 2, trouver une 2-st-coupe minimum se raméne a trouver une coupe minimum
séparant s et ¢t dans le graphe induit par s, ¢t et les sommets adjacents a s et a t. Dans
ce qui suit, nous allons montrer que le BPCP reste polynomial quand B = 3. Pour
cela, nous utilisons des idées similaires a celles développées par Itai, Perl et Shiloach
[58| pour résoudre un probléme proche du BPCP.

Théoréme 4.10 Le probleme BPCP peut étre résolu en temps polynomial st B = 3.

Preuve. Nous allons montrer que le BPCP quand B = 3 se réduit au probléme du
flot maximum dans un graphe approprié. On peut d’abord noter que tout sommet u
qui n’est pas adjacent & s ou a ¢t ne peut pas appartenir & un st-chemin de longueur
au plus 3 et peut donc étre supprimé. On suppose donc que G ne contient pas de tels
sommets. Soit N =V \ {s,t}.

Dans ce qui suit, nous allons construire un graphe dirigé G = (N,fl). Soit N’ une
copie disjointe de N. On dénotera la copie de u € N dans N’ par «'. Posons N =
{s5,t}UNUN’. Pour chaque aréte su € E avec un poids w(su), on crée un arc (s,u) € A
de capacité w(su), pour chaque aréte vt € F, on crée un arc (v',t) € A de capacité
w(vt), et pour chaque aréte uv € E avec u,v ¢ {s,t}, on crée un arc (u,v') et un arc
(v,u") avec chacun une capacité de w(uv). Pour chaque sommet u € N, on crée un arc
(u,u') € A de capacité infinie (voir Figure 4.2). Notons qu'il y a une correspondance
biunivoque entre les st-chemins de longueur au plus 3 dans G et les chemins dirigés de

longueur 3 de s a ¢t dans G.

Maintenant, nous allons montrer qu’il y a une correspondance biunivoque entre les
3-st-coupes minimales dans G et les coupes minimales de capacité finie séparant s et ¢
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F1G. 4.2 — Construction de G

dans G qui préserve le poids. Une fois ce fait établi, il s’ensuit que on peut résoudre
le BPCP pour B = 3 en résolvant un probléme de flot maximum dans G.

Soit C' une 3-st-coupe minimale de . On dit qu'une aréte e est coupée si, ou bien
e € C,oubiene ¢ E. Si uv € C avec u,v ¢ {s,t}, par la minimalité de C, on a soit
su et vt coupées, soit sv et ut coupées, mais pas les deux. Soit C' C A un ensemble
d’arcs construit de la maniére suivante: si su ou vt appartient & C, ajouter larc (s, u)
ou (v/,t) a C. Siuv € C avec u,v &€ {s,t} et su et vt coupées, alors ajouter (v, u’) a
C, sinon ajouter (u,v') a C. Alors, C' est une coupe minimale dans G, séparant s de t
de capacité w(C').

Supposons maintenant que C' est une coupe minimale de capacité finie dans G séparant
s et t. Alors C' ne contient aucun arc (u,u'). Par la minimalité de C, un arc (u,v’)
appartient a C' seulement si les deux arcs (s, u) et (v/,t) sont des arcs de A\ C. Ceci
implique que si (u,v') € C, alors (v,u') ¢ C. Soit C l'ensemble d’arétes contenant
chaque aréte su telle que (s,u) € C, chaque aréte vt telle que (v/,t) € C et chaque
aréte uv telle qu'un des arcs (u,v') et (v,u') est dans C. Il n’est pas difficile de voir que

C' est une 3-st-coupe minimale dans G de poids w(C'), et notre théoréme est prouvé.
O

Malheureusement, McCormick [75] a montré que le BPCP est NP-difficile pour B >
12. C’est pourquoi nous avons utilisé une application directe de la méthode primale-
duale [86] pour obtenir un algorithme d’approximation pour le BPCP. Nous utilisons cet
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algorithme comme heuristique pour séparer les inégalités (4.1). Cet algorithme, décrit
par I’Algorithme 4.1, est comme suit. Il considére la relaxation linéaire du BPCP et
son dual. Il construit d’abord une B-st-coupe C' (c¢’est-a-dire une solution réalisable
du BPCP) et une solution duale y = (yp, P € P(B)) ou P(B) est I'ensemble des st-
chemins de longueur < B, satisfaisant les conditions d’écarts complémentaires primaux.
Ces conditions sont pour tout e € C, >, .pyp = c(e). Ensuite, l'algorithme essaie
d’enlever les arétes qui ne sont pas nécessaires dans C' afin d’obtenir une solution de
poids plus faible.

Algorithme 4.1 Algorithme Primal-Dual pour BPCP

Données : un graphe G = (V, E), deux sommets s,¢ € V', une fonction poids w et un entier B.

[+ 0;y <+ 0; C <« 0
tant que C n’est pas une B-st-coupe faire
l+—1+1;
Trouver un chemin P € P(B) tel que PN C = {;
Augmenter yp jusqu’a ce qu'une aréte e; € P satisfasse ZQ:eEQ YQ = We,;
C + CUA{e};
C" «+ C,
pour j <[ a1 faire
si C'\ {e;} est toujours une B-st-coupe alors
O - O\ {es};

Retourner C’;

I est facile de voir que cet algorithme retourne une B-st-coupe et tourne en O(|E|?).
De plus, de [86] on peut facilement montrer que cet algorithme est un algorithme de
B-approximation. Si T est une solution fractionnaire, on peut utiliser cet algorithme
pour séparer les inégalités (4.1) quand K > 5 de la maniére suivante. Pour une aréte
e = st, on calcule une (K — 1)-st-coupe C" de G —e. Si z(C") < z(e), alors on a
une contrainte de cycle violée par . La partition associée a cette inégalité peut étre
déterminée par un parcours en largeur du graphe (V, E'\ ({e} U C")) a partir de s ou
de t.

4.2.3 Contraintes de sous-ensemble

Fortz et al. [35] ont introduit les inégalités dites contraintes de sous-ensemble (subset
inequalities) pour la version 2-sommet connexe du probléme. Le résultat suivant étend
ces inégalités au cas 2-aréte connexe.

Proposition 4.11 Soit E un ensemble d’arétes telles que le graphe G' = (V, E \ E)
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ne contient pas de solution du 2ECSBR. Alors 'inégalité
z(E)>1 (4.2)

est valide pour P(G, K).

La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour que les contraintes de
sous-ensemble (4.2) définissent des facettes de P(G, K).

Proposition 4.12 Soient G = (V, E) un graphe complet, K > 3 une constante et E
un ensemble d’arétes tel que le graphe G — E ne contienne pas de solution du 2ECSBR.
St

1) pour tout e € E, G — (E \ {e}) contient une solution du 2ECSBR, et

2) pour tout f € E\ E, il existe une aréte e € E et F C F\ (F\ {e}) tel que
[ & F etles deux ensembles F' et FU{f} définissent des solutions réalisables du
2ECSBR,

alors la contrainte de sous-ensemble x(E) > 1 définit une facette de P(G, K).

Preuve. Soit bx > [ une contrainte définissant une facette de P(G, K) telle que la
face F, induite par ax = z(E) > 1 soit contenue dans la face F} induite par bz > j3. Par
la condition 2), pour tout f € E\ F, il existe F' C E, f ¢ F tel que les deux vecteurs
d’incidence de F et de F'U {f} appartiennent a la face F, et donc & Fj. On a donc
ba" = b et par conséquent b(f) = 0. Considérons maintenant une aréte e € E.
Par la condition 1), il existe un sous-ensemble d’arétes F' dont le vecteur d’incidence
appartient a la face F, et donc a Fj et tel que F N E = {e}. Comme b(f) = 0 pour
tout f € B\ E, bz™" = b(e) = S.

Nous avons alors b = fa. Le graphe G étant un graphe complet sur plus de 4 sommets,
P(G, K) est de pleine dimension. Ceci implique que |E| > 2. Comme le graphe complet
définit une solution du 2ECSBR, on a bz” > f et donc 8 > 0. Ainsi z(E) > 1 et

br > [ définissent la méme facette de P(G, K). O
Remarque 4.13 Etant donné une partition 7 = (Vp, ..., V,) avec p > K et |Vj| =
|V,] =1, ¢l existe un ¢ € {0, ..., p— 1} tel que |V;| = |V;41] = 1, alors la contrainte

x(T;) > 1 est une contrainte de sous-ensemble. De plus, cette inégalité domine la
contrainte de cycle associée a la partition 7 et a 'aréte entre V4 et V,.
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Preuve. Soit e et f les deux arétes entre Vj et V), et entre V; et V;; respectivement.
Supposons qu’il existe une solution F' C F(G) telle que F N1, = (). Comme |[F N
5(U;.:0 V;)| > 2, il s’ensuit que e, f € F. Cependant, le plus petit cycle de F' contenant
e (f) est de longueur > p+ 1 > K + 1, une contradiction. L'inégalité x(7T;) > 1 est
donc une contrainte de sous-ensemble valide pour P(G, K). De plus, comme T, = T,
il est clair que x(7}) > 1 domine la contrainte de cycle z(7¢) > x(e) associée a la
partition 7 et e. [

Afin de séparer les contraintes de sous-ensemble, on calcule pour chaque aréte e = st
une (K — 1)-st-coupe minimum C,. Si z(C,) < 1, alors on détermine une partition
= (W, ..., Vk) avec Vj = {s} a l'aide d’un parcours en largeur du graphe (V, E'\
(C.U{e})) a partir du sommet s. Notons que t € V. Si |[Vk| > 2, alors on considére la
partition ' = (Vg, ..., Vg)ou V) =V;pourj =0, ..., K=2, Vg | = Vi 1U(Vk\{t})
et Vi = {t}. S'il existe un i € {0, ..., K — 1} tel que |V}| = |V;;| = 1 alors, par la
remarque 4.13, il s’ensuit que z(7,/) > 1 est une contrainte de sous-ensemble violée
par T.

4.2.4 Contraintes métriques

Les contraintes métriques qui font I’'objet de ce paragraphe, ont été introduites par
Fortz et al. [37] pour la version 2-sommet connexe du probléme. Comme les résultats
dans [37] ne dépendent que du fait que chaque aréte doive appartenir & un cycle ad-
missible, les contraintes métriques sont également valides pour P(G, K). On a donc les
résultats suivants.

Proposition 4.14 Considérons une aréte e =15 € E et un ensemble de potentiels sur
les sommets (o )key Satisfaisant
Qp — Q> K —1.

Alors 'inégalité

> A(h(f) > wle) (4.3)

est valide pour P(G, K) ou

(f) = min <l,max (0, o — o] — 1 )) (4.4)

Oéz'—Oéj—Fl—K

pour tout f =kl € E\ {e}.
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Les inégalités (4.3) sont appelées contraintes métriques. La proposition suivante
montre que les contraintes de cycle définissant des facettes de P(G, K) forment un
sous-ensemble des contraintes métriques.

Proposition 4.15 Soit G = (V, E) un graphe et K > 3. Soit 7 = (Vp, ..., V)) une
partition de V' telle que p > K. Soit e = ij € [Vy,V,]. Si p= K alors la contrainte de
cycle x(TF) > x(e) est une contrainte métrique.

St p > K, alors la contrainte de cycle est dominée par une contrainte métrique.

Preuve. Si p = K, il suffit de montrer qu’il existe des potentiels sur les sommets
(ag)kev, de telle maniére qu’on ait y(f) = 1 pour tout f € T¢ et v(f) = 0 pour tout
feE\(TtU{e}). Soit oy, = —gsik € V. Alors o = 0 et oj = —K. D’ou (4.4) s’écrit

1 si|lg—r|>1,
W)= { 0 sinon,
pour tout f € E\{e}, f € [Vy, Vi], ¢,7 € {0, ..., K}. Et le résultat s’ensuit.
Si p > K, la méme définition de (ay)key conduit & oy =0, oj = —p et
1 silg—r|>p— K +1,
V=4 55 sit<lg-r<p-K+1,
0 sinon,

pour tout f € E\ {e}, f € [V,,V;], ¢,7 € {0, ..., p}. Ainsi, le coeflicient d’une aréte
f € E\ {e} est le méme dans la contrainte métrique et dans la contrainte de cycle si
lg—r| >p—K+1ou|qg—r| <1. Etil est plus petit dans la contrainte métrique si
1 < |g—r| < p—K+1.1lsensuit alors que la contrainte métrique domine la contrainte
de cycle. O

Afin de séparer les contraintes métriques, nous utilisons I’heuristique développée par
Fortz et al. [37] pour le cas 2-sommet connexe. Comme les contraintes métriques sont
indépendantes du type de connexité (aréte ou sommet connexité), cet algorithme est
également valide pour notre probléme.

4.2.5 Contraintes cyclomatiques

Dans [36], Fortz et Labbé ont introduit une famille de contraintes pour la version
2-sommet connexe du probléme appelées contraintes cyclomatiques. Ces inégalités ne
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sont pas valides pour P(G, K). Elles peuvent, par contre, étre facilement adaptées a la
2-aréte connexité. Pour cela, nous donnons d’abord un résultat établi dans [36].

Théoréme 4.16 Soit G = (V, E) un graphe 2-aréte conneze sur n = |V| sommets et
m = |E| arétes. S’il existe une couverture des arétes du graphe par des cycles contenant
chacun au plus K sommets, alors il existe une telle couverture utilisant au plus p =
m —n+ 1 cycles indépendants.

Théoréme 4.17 Soient G = (V, E) un graphe, K > 3 une constante et Vp, ..., V)
une partition de V avec p > 2. Alors 'inégalité
K
2(0(Vos - V) = M(p,K) = [K_ﬂ (45)

est valide pour P(G, K).

Preuve. Soit F' une solution réalisable du 2ECSBR et dénotons par G le graphe sur
p-+1 sommets et 7 arétes, obtenu en contractant les ensembles V4, ..., V},. Nous allons
montrer que m > M (p, K).

Il est facile de voir que G est 2-aréte connexe et que chaque aréte de G appartient a un
cycle utilisant au plus K arétes. Ainsi, par le théoréme 4.16 appliqué a G, il existe une
couverture de G par au plus m — p cycles admissibles indépendants. Comme les cycles
couvrent le graphe, la somme des nombres d’arétes utilisées dans chaque cycle est plus
grande ou égale a m. De plus, comme chaque cycle utilise au plus K arétes, on a

et par l'intégralité de m,

ce qui conclut la preuve. 0]

Théoréme 4.18 Soient G = (V,E) un graphe complet, K > 3 une constante et
Vo, -y Vo, p > 2, une partition de V. L’inégalité (4.5) définit une facette de P(G, K)
st et seulement si

1)pz2 K,
2) |Vi| # 2 pour i =0, ..., p,
3) soit |V;| # 3 pour i =0, ..., p, soit (p+1) mod (K —1) > 2.
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Preuve. Sip < K, alors M(p, K) = p+ 1 et la contrainte cyclomatique peut s’écrire

comme la somme des contraintes de coupe z(6(V;)) > 2 pour i =0, ..., p. Elle ne peut
donc définir une facette de P(G, K).
Si V; ={u,v} pouruni € {0, ..., p}, alors E(V;) n’est composé que d’une seule aréte

e = uv. La contrainte cyclomatique définie par la partition obtenue en remplagant V;
par les deux sous-ensembles {u} et {v} peut étre écrite de la maniére suivante :

2(0(Vo, -+, Vo)) +a(e) = M(p + 1, K).
En ajoutant la contrainte triviale —z(e) > —1, on obtient

Comme M(p+1, K) > M(p, K)+1, cette derniére inégalité domine (4.5) et donc cette
derniére ne peut définir une facette de P(G, K).

Supposons maintenant que V; = {u, v, w} pour un i € {0, ..., p} et (p+ 1) mod (K —
1) < 1. La contrainte cyclomatique définie par la partition obtenue en remplacant V;
par les trois sous-ensembles {u}, {v} et {w} donne

z(0(Vo, ..., V) +x(E(V) > M(p+2,K) = [Mw :

K—-1
Comme (p + 1) mod (K — 1) < 1, K — 1 divise soit p, soit p + 1. Par des calculs
élémentaires, il s’ensuit que

2

K -1 K -1
et donc
z(0(Vo, .-, Vp)) +2(E(V;) = M(p, K) + 3.

En ajoutant les contraintes triviales —x(e) > —1 pour tout e € E(V}), on obtient (4.5),
ce qui implique que celle-ci ne peut pas définir une facette de P(G, K).

Supposons maintenant que les conditions 1), 2) et 3) sont satisfaites pour une inégalité
ar = x(6(Vo, ..., V,)) > M(p, K). Soit bx > [ une contrainte définissant une facette
de P(G, K) telle que la face F, induite par ax > M(p, K) soit contenue dans la face
F} induite par bx > f.

Nous allons tout d’abord montrer que b(e) =  pour tout e € 6(V4, ..., V,) et un certain
v € IR. Pour cela, nous distinguons deux cas. Supposons d’abord que p > 2(K — 1).
Pour i € {0, ..., p}, soit v; € V;. Considérons les deux ensembles d’arétes suivants :

Fi o= (UL, EM)) U (U {vivin})
U(U {Uz 1)(K—1)Vi(K -1 }) U{vp k1),

Fo= (UL, B >>u(u Mo }) Udvsoi} U (U o)
U{UOUK} U <Ui;2{v(i—1)(K—1)Ui(K—l)}) U{vp—k41p},
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U1 U1
Vo V2 Vo V2
V11 U3 V11 U3
V10 V4 V10 V4
V9 Us Vg Us
vg Vg vUs Ve
v7 v7
Fy Fy

Fi1G. 4.3 — Fy et F pourp=11 et K =4

avec | = (%1 Ces deux sous-ensembles sont illustrés par la Figure 4.3, ou l'on a

remplacé les sous-graphes complets induits par les ensembles de sommets V; par le
sommet v; pour ¢ =0, ..., p. Il est facile de voir que Fj et F, définissent des solutions
réalisables du 2ECSBR. De plus

2 O6WVo, ..., V) =20V, ..., V) =p+1=M(p,K),

et par conséquent les vecteurs d’incidence de Fj et F, appartiennent a Fj. On peut
remarquer que l’ensemble Fy est ’ensemble F; dans lequel on a remplacé les arétes
VUi 1 et Vg 9V 1 par les arétes vgvg et vg ovk. Il en résulte que

b(vovg 1) + b(vg 2vK 1) = b(vovg) + b(vK _2VK).

Comme les sommets v;, ¢ = 0, ..., p, sont choisis arbitrairement, et comme la numé-
rotation des ensembles de la partition est elle aussi arbitraire, il s’ensuit que pour tout
quadruplet de sommets v;, v;, v et v; avec v; € Vy, vj € Vk_o, v € Vg1 et v € Vi,
on a

b(vivg) + b(vjvg) = b(vyvy) + b(v,vy).

De maniére similaire, en supposant que la partition est ordonnée de telle sorte que
v; € Vik_1, vj € Vi, v € Vy et vy € Vk_o, on obtient

b(vivg) + b(vivy) = b(v,vg) + bv,vy).
Ceci conduit a
b(’UZ"Uk) = b(’l)j’l)l)

pour tous 4, j, k,l € {0, ..., p} distincts. (4.6)
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U1 U1

V2 U2

Vo Vo

U3 U3
(%) U5
o vy
Fy Fj

Fi1G. 4.4 — Fy et F5 pourp=5et K =4

Considérons maintenant les arétes v;v; et v;v; dans §(Vp, ..., V,) telles que v; et v;
appartiennent au meéme ensemble de la partition (v; et v; peuvent correspondre au
méme sommet). Comme p > 2(K —1) > 4, il existe deux sommets v,, et v, appartenant
a deux éléments différents de la partition qui n’appartiennent pas aux mémes sous-
ensembles que v;, v;, v; et v;. Par (4.6), il s’ensuit que b(v;v;) = b(vy,v,) = b(v;v;). On
peut en conclure que b(e) = vy pour tout e € 6(Vj, ..., V,) et un certain réel .

Maintenant, si p < 2(K — 1), alors | = (%w = 2, et F} devient

F1 = (U E(V;)) U (O{vile}) U {’Uo’UK_l} U {Up—K-l—lvp}-

1=0

En remplacant I'aréte v,_g4,v, par I'aréte vyv,, on obtient ’ensemble

F3 = <U E(V;)) U <U{Ui’0i+1}> U {Uov[{_l} U {Uo’l)p}.

Les ensembles F) et Fj sont illustrés par la Figure 4.4.

Les ensembles F) et F; sont des solutions du 2ECSBR. dont les vecteurs d’incidence
appartiennent a la face Fj, et donc b(vov,) = b(vgvp_k+1). Comme les sommets v;,
1 =20, ..., p, sont choisis arbitrairement et comme la numérotation des éléments de la
partition est elle aussi arbitraire, il s’ensuit que pour tout triplet de sommets v;, v; et
vr appartenant a différents ensembles de la partition, on a

b(viv;) = b(vivg).- (4.7)

Si v;, vj, v, et vy sont quatre sommets appartenant a des éléments différents de la
partition, on obtient facilement grace a (4.7), b(v;v;) = b(v;vg) = b(vgv;). Enfin, consi-
dérons deux arétes v;v; et vju; de 6(Vg, ..., V) telles que v; et v; appartiennent a un
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méme ensemble de la partition avec v; # v;. Comme p > K > 3, il existe un sommet
vy, N'appartenant pas au méme ensemble que v;, v; et v,. Par (4.7), il s’ensuit que
b(vivg) = b(vkvm) = b(vv,) = b(vjvy), et donc b(e) = v pour tout e € §(V, ..., V}) et
un v € R.

Pour conclure la preuve, notons que les conditions du théoréme impliquent que pour

toute aréte e € E(V;), i € {0, ..., p} et |[V;| > 4, F} \ {e} est une solution réalisable
du 2ECSBR, et donc b(e) = 0.
Supposons maintenant qu’'un des ensembles de la partition contient exactement trois
sommets. Comme la numérotation des ensembles de la partition est arbitraire, on peut
supposer, s.p.d.g., que V, = {v,, vp11, Vpi2}, €t soit e = v,v,49. Considérons I'ensemble
d’arétes

= (U E(V;)> Y (U{Uivi+1}) U (U{U(il)(Kl)vi(Kl)}> U{vp-K13Vps2},

1=0

oul = (%W Il n’est pas difficile de vérifier que les vecteurs d’incidence de Fj et

Fy U {e} appartiennent tout les deux a la face Fj, car (p+ 1) mod (K —1) > 2. On a
donc z', 2"19{er € F, et par conséquent b(e) = 0.

Nous avons montré que b = ya pour un réel v. Comme E induit une solution du
2ECSBR et bzf > 3, on a v > 0. Donc z(6(Vg, ..., V,)) > M(p,K) et bz >
définissent la méme facette. U

Pour séparer les contraintes cyclomatiques, nous avons développé une heuristique
basée sur l'algorithme de Barahona [5| (voir aussi [3|) pour séparer les contraintes
de partition (2.7). Un premier algorithme de séparation pour la classe des inégalités
de partition a été développé par Cunningham [19] et requiert le calcul de |E| coupes
minimums. Barahona [5] a montré que le probléme peut se ramener au calcul de |V|
coupes minimums. Ces deux algorithmes renvoient la contrainte de partition la plus
violée.

Considérons les contraintes suivantes obtenues a partir des contraintes cyclomatiques
en supprimant la condition d’intégrité sur le membre de droite

26V, ..., V) > KK_pl. (4.8)

I est clair que les inégalités (4.8) sont du type (2.7) (il suffit de poser 2’ = £-1z). De
plus, si (4.8) est violée, alors (4.5) I'est aussi. Cependant, il peut arriver que toutes les
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inégalités du type (4.8) soient satisfaites alors que des contraintes cyclomatiques sont
violées. Afin de renforcer les inégalités (4.8), on considére les inégalités

Kp
2(0(Vo, .., Vp)) 2 7 +e (4.9)
en choisissant € = 7%-. Ainsi € < 0.01, et le membre de droite de I'inégalité est linéaire

en p. En conséquence, les inégalités (4.9) peuvent étre séparées en temps polynomial

en utilisant, par exemple, I'algorithme de Barahona. Ici les inégalités (4.9) peuvent
100nK+K—1
100n(K—1)
I’est signalé dans la prochaine section, la valeur de € considérée ici donne les meilleurs

étre transformées en des inégalités de type (2.7) en posant x’ = x. Comme il

résultats pratiques.

Une seconde heuristique, plus rapide, que nous avons développée pour séparer les
contraintes (4.5) fonctionne de la maniére suivante. Soit Z la solution que 'on veut
couper. On contracte les arétes ayant une grande valeur dans T (en particulier les
arétes e telles que Z(e) = 1) jusqu’a ce qu’on ait soit un graphe sur p + 1 sommets,
avec p > K et dont le poids est < (%1, soit un graphe sur moins de K + 1 sommets.
Notons que, selon le théoréme 4.18, les inégalités cyclomatiques définissent des facettes
seulement si p > K. Si on est dans le premier cas, alors une contrainte cyclomatique
violée par T est trouvée. La partition associée a cette inégalité est donnée par le graphe
résultant ot chaque sommet correspond & un élément de la partition. Cette heuristique
est de complexité O(n?).

4.2.6 Contraintes de cycle-partition

Nous présentons ici une derniére classe d’inégalités valide pour P(G, K).

Théoréme 4.19 Soient G = (V, E) un graphe et 7 = (Vy, ..., V},) une partition de V'
avec p > K. Alors l'inégalité

(p+ 1 |52 |) om0+t 2 2 (4.10)

est valide pour P(G, K).
Preuve. Soit F' un ensemble d’arétes induisant une solution du 2ECSBR. Si F'NT, =

(), comme p > K, F doit contenir au moins 2p arétes de C et donc le vecteur d’inci-
dence de F satisfait (4.10). Supposons donc que F'NT, # (). Noter que la contrainte
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cyclomatique (4.5) peut étre réécrite de la maniére suivante

2(Ty) + 2(Cy) > p+ [Kp_ J . (4.11)

En utilisant (4.11) et le fait que 27 (7)) > 1, il s’ensuit que
(p+1-[:25]) 2" (Tx) + 27(Cr) (p— [&5]) 2" (L) + 2™ (T5) + 2" (Cr)

p— @] +r+ 2]
2p,

v

et donc 'inégalité est valide. 0

Les inégalités (4.10) sont appelées contraintes de cycle-partition. Les lemmes suivants
montrent que les seules inégalités de cycle-partition qui peuvent étre utiles sont celles
pour lesquelles p = K.

Lemme 4.20 Soit F une solution du 2ECSBR. Si |[F N'T,| > 2 alors z¥', le vecteur
d’incidence de F, ne peut pas satisfaire (4.10) a ’égalité.

Preuve. Si|FNT,|> 2, alors z¥(T,) > 2. En combinant cette inégalité avec (4.11),
on obtient

(p+1-[25]) " (Tr) +2"(Cr) = (p—[&]|) " (Tx) + 2" (T7) + 2" (C»)

1
> 2(0—[#5]) +r+ &5l
= - |75l
> 2p,

ol la derniére inégalité vient du fait que p > K > 3. 0

Lemme 4.21 Sip > K, alors (4.10) ne peut pas définir une facette de P(G, K).

Preuve. Supposons que p > K, et considérons une aréte f € [V3,V,]. Si (4.10)
définit une facette de P(G, K), comme elle est différente d’une contrainte triviale, il
doit exister une solution F' contenant f dont le vecteur d’incidence vérifie (4.10) a
I'égalité. Par le lemme 4.20, il s’ensuit que F'NT, = {f}. Supposons tout d’abord que
FN[V;,Vig] =0 pour un i € {1, ...p — 1}. Pour que F soit 2-aréte connexe, on doit
donc avoir |[FN[V;, V]| > 2pour j € {1,...,p—1}\ {i} et [0(Vo)) NCrNF| > 2.
Ceci implique que

(p+1-[25]) e (@) +27(C) 2 (1 []) +2+ 20 -2)
= 3p—1-[3]
> 2p,
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une contradiction.

Par conséquent, F'N[V;, Vig1] # 0, pour i = 1, ..., p — 1. De plus, du raisonnement
précédent, on peut déduire que pour un ¢ € {1, ..., p — 1}, F' contient exactement
une aréte g de [V;, Viyq]. Or le plus petit cycle dans F' contenant g doit passer par les
¢léments Vy, ..., V,, Vi et donc il est de longueur au moins p > K, une contradiction.
O

En conséquence, on peut restreindre notre attention aux partitions 7 = (Vg, ..., Vi)
et aux contraintes de cycle-partition correspondantes. Celles-ci s’écrivent sous la forme

(K — 1)z(Ty) + 2(Cy) > 2K. (4.12)

Dans ce qui suit, nous présentons des conditions nécessaires et suffisantes pour que
ces inégalités définissent des facettes de P(G, K).

Théoréme 4.22 Soient G = (V, E) un graphe complet, K > 3 et m = (Vg, ..., Vi)
une partition de V. Alors la contrainte de cycle-partition (4.12) définit une facette de
P(G, K) si et seulement si

1) Vil + Vit + Vil + [Vjsa| > 5 pour tous i,j € {0, ..., K}, i # j, ot Vieyn = Vo,
2) Vil # 2 pouri=0, ..., K.

Preuve. Supposons que la premiére condition n’est pas vérifiée. Il existe alors deux
arétes f,g € Cy telles que {f, ¢} induise une coupe contenant deux arétes du graphe
G —T;. Tous les cycles utilisant f dans G — T utilisent également ¢ et sont inclus dans
C. Ils sont donc de longueur au moins K + 1. Il s’ensuit que G'— T} ne contient aucune
solution du 2ECSBR et x(7,) > 1 est une contrainte de sous-ensemble. Par le lemme
4.20, toute solution de F' dont le vecteur d’incidence appartient a la face définie par
(4.12) contient au plus une aréte de T, et donc 2 (T, ) = 1. Mais ceci implique que la
face définie par (4.12) est inclue dans la face définie par 2(75) > 1. Et en conséquence
(4.12) ne peut pas définir une facette de P(G, K).

Si la seconde condition n’est pas vérifiée, il existe un i € {0, ..., K} tel que V; = {u, v}.
On peut supposer, s.p.d.g., que i = 0 et soit ax > « la contrainte (4.12). Considérons
tout d’abord le cas ou K > 4. Si ax > « définit une facette, il doit exister une
solution F' € F(G) contenant une aréte de [V, V3] tel que az!” = a. S’il existe un i €
{0, 3,4, ..., K} tel que [V;, Vii1]NF = (), alors par les inégalités (2.3) et le lemme 4.20,
il s’ensuit que |[V;, V11N F| > 2 pour tout j € {0, 3, 4, ..., K}\ {i}, et [6(}V5)NC:N
F| > 2. Ainsi ax?” > K—1+42K —2. Comme K > 3, on a az’ > 2K, une contradiction.
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On a donc |[V;, Vi1 ]N F| > 1 pour tout ¢ € {0, 3, 4, ..., K}. D’une maniére similaire,
on peut montrer que |[V;, Viy1] N F| = 1 pour tout ¢ € {0, 3, 4, ..., K}. Soient f, €
FnVo,] et fk € FN[Vk, V5. Comme le plus petit cycle de F' contenant fy et
contenant également fg, doit passer par les ensembles Vi, Vs, ..., Vg, Vj et doit étre
aussi de longueur < K, les arétes fx et fy doivent étre incidentes & un méme sommet
de Vp, disons u. Ceci implique que |[F'Nd(v)| < 1, ce qui contredit le fait que F' induise
un sous-graphe couvrant 2-aréte connexe.

Supposons maintenant que K = 3. Comme ax > « est différente d’une contrainte
triviale, il existe une solution F' € F(G) ne contenant pas I'aréte uv telle que azr’” = a.
Considérons dans un premier temps le cas ou F'NT, = (). Tout cycle de F de longueur
3 contenant des arétes de C passe exactement par deux éléments de la partition. De
plus les contraintes de coupe impliquent que pour W = {u} (W = {v}, W = V3) au
moins une des assertions suivantes est vérifiee: |FN[W, V1]| > 2 et |[FN[W,V3]| > 2. On
a donc |[FNC,| > 6. Si |[FNC;| = 6, il n’est pas difficile de voir qu’il existe un ensemble
de sommets W' tel que 6(W') N F = (), ce qui est impossible. D’ou |F' N C,| > 6, mais
ceci implique que az’ > «, une contradiction. Par conséquent F' N 7T, # 0 et par le
lemme 4.20, on a |[FFNT;| = 1. On peut montrer de la méme maniére que dans ce cas,
|FFN Cr| > 5, ce qui implique de nouveau az’ > a, une contradiction.

Supposons maintenant que les conditions 1) et 2) sont satisfaites pour une inégalité
ar = (K — 1)z(T,) + 2(Cy) > 2K. Soit bx > /3 une contrainte définissant une facette
de P(G, K) telle que la face F, induite par ax > 2K soit incluse dans la face F}, induite
par bx > 3. Nous allons montrer qu’il existe v > 0 tel que b = ~a.

Pour cela, nous allons d’abord montrer que b(e) = b(e’) pour tout e, ¢’ € C,. Consi-
dérons un ensemble [V}, V,.4] avec |[V}, Vii1]] > 3. Comme les deux conditions sont
satisfaites, il existe au plus un i € {0, ..., K} tel que |[V;, Vi11]] = 1. On peut donc
supposer, s.p.d.g., que |[V;,Viy1]] > 3 pour i = 1, ..., K. Remarquons que l'on peut
avoir V| = [V1] = 1 et donc dans ce cas, j # 0. Soient f}, f? deux arétes fixées de
Vi, Vigi] pour i =1, ..., K et f} € [Vy, Vi]. Comme G est complet, on peut supposer
que fl et f2 (f} et fL,) sont adjacentes pour i =1, ..., K. Soit £ = |J;*, E(V;). Par
la condition 2), on peut supposer que |Vj;1]| > 3. On peut également supposer, s.p.d.g.,
que fj1 et sz sont incidentes a un sommet w de V;. Considérons les ensembles d’arétes

E, = {flla f127 f217 f22= R f11(= fIQ(}UEJ
avec f € [w, V] \ {f}, f7}. Comme les deux graphes G(E;) et G(E,) sont 2-aréte
connexes et chaque aréte de E) (F») appartient a un cycle de longueur 3, les ensembles

E et Ey sont des solutions réalisables. De plus, leurs vecteurs d’incidence appartiennent
a la face définie par az = 2K. On a donc ba™ = bz et en conséquence, b(f;) = b(f).
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Ainsi b(e) = b(€e') pour tout e, e’ € [w,Vjy]. Si |V;| > 2, par symétrie, on obtient
également b(e) = b(e') pour tout e, e’ € [V, w'], w' € Vj4. 1l s’ensuit que b(e) = b(e’)
pour tout e, e’ € [V, Vji1].
Maintenant, soient ¢ € {1, ..., K} et g une aréte de [V;, V2] adjacente aux arétes
&1 et fl,. Notons que les arétes g, fl,, ..., fl forment un cycle de longueur K.
Considérons les ensembles

E3 - {f(}?ffa"'afll(vg}UEa
Ey = (Es\{flnD)U{fi}

Il est clair que E3 et E, sont des solutions réalisables et que leurs vecteurs d’incidence
vérifient la contrainte az > 2K a Pégalité. On a donc b = bz™ et b(fL.,) = b(f?).
Ceci implique que b(e) = b(e’) pour tout e € [V;, Vi1], € € [Vigr, Viga|, i € {1, ..., K}.
Il s’ensuit que

b(e) =~ pour tout e € Ci. (4.13)

Comme z' et z¥ appartiennent a la face induite par axz = 2K, bx® = bz?*. Dol
>oih1 b(f7) = blg), et par (4.13), on a b(g) = (K — 1)y.

Comme G est complet, pour toute aréte h € T}, il existe un cycle C}, de longueur
K + 1 passant par tous les ensembles de la partition et ayant h comme corde. Notons
que C, NE(V;) =0 pouri=0, ..., K. Soit

E, =C,U{h}UE, pour tout h € Tj.

L’ensemble Ej, est une solution réalisable et on a ax® = 2K pour tout h € T,. Si h
et ' sont deux arétes de T, on a azx® = azr® = 2K et donc bax’r = bx¥». Comme
b = by | il s’ensuit que b(h) = b(h'). Ainsi on a b(e) = (K — 1)y pour tout e € T}.

Il reste maintenant a montrer que b(e) = 0 pour tout e € E(V;), i = 0, ..., K.
Soit i € {0, ..., K} tel que |V;| # 1. Par la condition 2), on a alors |V;| > 3. Soient
e =uwuv € E(V;) et w € V;\ {u,v}. On peut supposer, s.p.d.g., que f, et f! sont
incidentes au sommet w, f? | au sommet u et f? au sommet v. Soit E] = E; \ {e}. Il
n’est pas difficile de voir que F!} € F(G). Comme bzt = bzt on a b(e) = 0.

En résumant tous ces résultats, nous obtenons

7y pour tout e € Uy,
ble) =< (K —1)y pour tout e € Ty,
0 pour tout e € E.

On a donc b = ya. Comme pour toute aréte f € E, E\ {f} € F(G),on ay > 0 ce qui
compléte le preuve. |
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Afin de séparer les contraintes de cycle-partition, nous avons développé une heuris-
tique similaire & celle utilisée pour la séparation des contraintes cyclomatiques. Celle-ci
se déroule en deux phases. D’abord, on contracte les arétes de grande valeur jusqu’a
ce qu’'on obtienne un graphe sur K + 1 sommets. Chaque sommet de ce graphe cor-
respond a un élément de la partition induisant la contrainte. Dans une seconde phase,
on ordonne les éléments de la partition afin d’obtenir une partition produisant le plus
petit membre de gauche dans (4.12). Pour cela, il est utile d’avoir une partition qui
maximise le poids de C,. Une maniére pour ce faire peut consister a chercher un cycle
hamiltonnien de poids maximum. Vu que ce probléme est NP-difficile, on a utilisé une
procédure gloutonne plus simple qui fonctionne comme suit. On fixe un sommet vy,
qui correspondra a Vj, et on détermine un sommet v; tel que Z([vg, v1]) soit maximum.
Le sommet v; correspondra a V;. Ensuite, un sommet vy avec Z([v1, v2]) maximum est
calculé et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne une partition ordonnée Vj, ..., V.
Ceci est répété K + 1 fois en changeant vy. On considére alors la partition donnant le
plus petit membre de gauche dans (4.12). Si celui-ci a une valeur strictement plus petite
que 2K, on aura alors trouvé une contrainte de cycle-partition violée. Cette heuristique
est donnée dans I’Algorithme 4.2.

4.3 Algorithme de coupes et branchements

Dans cette section, nous présentons un algorithme de coupes et branchements pour le
probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des cycles bornés. Le but est d’appliquer
les résultats théoriques présentés dans les sections précédentes et de décrire quelques
choix stratégiques qui ont été pris pour résoudre le 2ECSBR.

Pour commencer 'optimisation, on considére le programme linéaire donné par les
contraintes de coupe associées aux sommets du graphe, la contrainte cyclomatique
induite par la partition triviale du graphe (ou chaque sommet du graphe correspond
a un élément de la partition) et par les contraintes triviales. En d’autres termes, on
considére le programme linéaire suivant

Min > cpcle)z(e)

c
S
st.  z(0(v)) pour tout v € V,

K
0<uz(e) <1, pourtoutec€ E.

Une tache importante dans un algorithme de coupes et branchements est de déter-
miner si une solution optimale de la relaxation du 2ECSBR est réalisable. Une solution
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Algorithme 4.2 Heuristique pour la séparation des contraintes de cycle-partition

Données : une solution Z, son graphe support Gz = (Vz, Ez) et un entier K.
G = (V,E) « Gg;
tant que |V| > K + 1 faire
mazedg < 0; mazval < 0.0;
pour tout e € E faire
si Z(e) > mazval alors
mazval + Z(e);
mazedg = e;
Soit mazedg = st;
G+ G/{s,t};
7 0, value* + 0;
pour tout u € V faire
V'V {u);
m <+ 0; o ¢ u;
l + 0; value = 0;
tant que V' # () faire
Soit Vmaz € V' tel que Z([m, Upmaz]) = max{Z([m,v]), v € V'};
value < value + Z([7, Vimaz]);
L1+ 1; m < Unaa;
V' V'\ {vimaz };
value < value + Z([m, mo));
si value > value* alors
value* < value; ™™ < T;
pour tout i,j € {0,..., K} telsquei+ 1< jet j—i# K faire
value* < value* + Z([m;, 7;]);
si value < 2K alors
{On a trouvé une contrainte de cycle-partition violée}
{La partition est donné par les sommets de G dans l'ordre donné dans 7}
sinon

{Aucune contrainte de cycle-partition n’a été trouvé}
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optimale z de la relaxation est réalisable pour le 2ECSBR si elle est entiére et vérifie
les contraintes de coupe et telle que chaque aréte de G soit contenue dans un cycle
admissible de Gz. Vérifier si une solution entiére T est réalisable pour le 2ECSBR. peut
étre effectué en temps polynomial. On vérifie d’abord que chaque aréte e avec z(e) = 1
appartient bien a un cycle admissible de GG; en calculant un plus court chemin entre
les extrémités de e. Ensuite, avec un parcours en largeur, on vérifie si G; est connexe.
Si c’est le cas, comme chaque aréte appartient & un cycle, les contraintes de coupe sont
également satisfaites.

Un autre point important dans 'efficacité d’un algorithme de coupes et branchements
est le calcul d’une bonne borne supérieure. Pour cela, on essaie de transformer chaque
solution de la relaxation obtenue dans I’algorithme de coupes et branchements en une
solution réalisable en arrondissant a 1 toute valeur fractionnaire. On supprime ensuite
les arétes qui n’appartiennent pas a un cycle admissible. Dans une derniére étape,
on essaie de ramener la solution F' résultante en une solution de moindre poids en
supprimant répétitivement les arétes e de plus grand cout de telle maniére que F'\ {e}
reste réalisable pour le 2ECSBR.

Si une solution z, optimale pour la relaxation linéaire du 2ECSBR, n’est pas réa-
lisable, I'algorithme de coupes et branchements génére de nouvelles inégalités valides
pour P(G, K) et violées par T. La séparation des inégalités valides est effectuée dans
I’ordre suivant :

— les contraintes de coupe,

— les contraintes métriques,

— les contraintes de cycle et les contraintes de sous-ensemble,
— les contraintes cyclomatiques,

— les contraintes de cycle-partition.

On peut remarquer que toutes ces inégalités sont globales (c¢’est-a-dire valides dans
tout ’arbre de branchements) et plusieurs contraintes peuvent étre ajoutées a chaque
itération. De plus, nous passons a la classe d’inégalités suivante seulement si nous
n’avons pas pu générer d’inégalités violées dans la classe courante.

Pour séparer les différentes inégalités, nous utilisons les algorithmes décrits dans la
section 4.2. Tous nos algorithmes sont appliqués sur le graphe Gz = (V, E;) ou T est
la solution courante de la relaxation linéaire du 2ECSBR.

La séparation exacte des contraintes de coupe, pour une solution =, peut étre effectuée
en utilisant 'algorithme de Gomory-Hu [42]. Cet algorithme produit un vecteur poids
w et ce que I'on appelle I'arbre de Gomory-Hu avec la propriété que pour toute paire
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de sommets s et t de V', une coupe minimum par rapport a w entre s et ¢ dans ’arbre
est également une coupe minimum par rapport a = entre s et ¢ dans Gz. Pour générer
cet arbre, nous utilisons I'algorithme de Gusfield [55] qui requiert le calcul de |V| —1
flots maximums. Le calcul de chaque flot maximum est effectué a l'aide de 'efficace
algorithme de Goldberg et Tarjan [41]| qui tourne en O(mnlog%z). L’algorithme exact
permettant de séparer les contraintes de coupe est donc implémenté pour tourner en
O(mn? log”ﬁ).

La séparation des contraintes de cycle et des contraintes de sous-ensemble sont effec-
tuées simultanement. On calcule tout d’abord pour une aréte e = st, une (K — 1)-st-
coupe (minimum) C, en utilisant soit I’algorithme exact pour K < 4, soit 'algorithme
primal-dual pour K > 5. Si Z(C¢) < 1, on détermine une partition 7 = (Vg, ..., Vi)
par un parcours en largeur a partir de s du graphe induit par E; \ (C. U {e}). Si
[Vk| > 2, on considére la partition 7' = (Vj, ..., Vg)ou V) = V;pourj =0, ..., K-2,
Vie 1 = Vg 1 U (Vi \ {t}) et Vi = {t}. L’idée cachée derriére ceci est d’obtenir une
contrainte de cycle qui, par le théoréme 4.8, peut définir une facette. S’il existe un
i €{0, ..., K—1} tel que |V/| = |V/;| =1, alors par la remarque 4.13, (1) > 1 est
une contrainte de sous-ensemble violée. Notons que cette inégalité domine la contrainte
de cycle z(T¢) > x(e). Si ceci n’est pas le cas et si nous avons z(7%) < z(e), alors
la contrainte de cycle associée & 7' et e est violée. De plus, cette contrainte définit
une facette de P(G, K). On effectue cette procédure uniquement pour les arétes e avec
z(e) > 0.5. Si z(e) est faible, il y a peu de chance d’obtenir une contrainte de cycle
violée assocée a e. Cet algorithme tourne en O(n?) si K < 4 et en O(n?) si K > 5.

Pour la séparation des contraintes cyclomatiques, nous utilisons d’abord I’heuris-
tique basée sur la contraction d’arétes. Si aucune contrainte violée n’est trouvée, nous
essayons alors de générer des contraintes en utilisant la procédure basée sur ’algorithme
de Barahona |5] pour les contraintes de partition. Ces deux algorithmes produisent une
partition 7 = (Vg, ..., V,) avec p > K. Pour tout i € {0, ..., p} tel que |V;| = 2
(|Vil=3et (p+1) mod (K — 1) < 1), on considére la partition obtenue a partir de =
en remplacant V; par autant d’éléments dans la nouvelle partition qu’il y a de sommets
dans V;. Par le théoréeme 4.18, la contrainte cyclomatique donnée par cette derniére
partition domine celle produite par .

En résolvant des instances du 2ECSBR, nous avons remarqué que la séparation des
contraintes de coupe utilisant 1’algorithme exact de Gusfield nécessite beaucoup de
temps. Pour cela, nous avons adopté la stratégie d’utiliser cet algorithme seulement
si aucune autre contrainte de n’importe quel type n’a pu étre trouvée en utilisant les
algorithmes présentés précédemment.
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Pour stocker les contraintes générées, nous avons créé un pool dont la taille augmente
dynamiquement. Toute contrainte générée est ajoutée au pool. Les contraintes du pool
sont dynamiques, ceci signifie qu’elles peuvent étre enlevées de la relaxation linéaire
courante si elles ne sont plus actives. On sépare en premier lieu les inégalités du pool. Si
toutes ces inégalités sont satisfaites par la solution courante de la relaxaion linéaire du
2ECSBR, alors nous séparons les classes d’inégalités dans 1’ordre donné précédemment.

4.4 Reésultats expérimentaux

L’algorithme de coupes et branchements décrit dans la section précédente a été im-
plémenté en C+-+, et utilise BCP 70| pour gérer 'arbre de branchements et CPLEX
7.1 comme solveur linéaire. Il a été testé sur un Pentium IV cadencé a 1.7 GHz avec 1
Go de RAM et tournant sous Linux. On a fixé le temps maximum de calcul & 5 heures
pour chaque instance.

Le paquetage BCP est un ensemble de méthodes permettant d’implémenter un algo-
rithme de coupes et branchements ainsi que la génération de colonnes. A des fins de
portabilité, d’efficacité et de facilité d’utilisation, ce paquetage a été développé dans
le langage de programmation C-++ en respectant les concepts de ’approche orientée
objet. Ainsi, BCP se présente sous la forme d’un ensemble de classes et de méthodes.
Celles-ci gérent, a 'aide de quatre modules, 'arbre de branchement, la résolution de
programmes linéaires, et la génération de coupes et de colonnes. De plus, BCP gére
lui-méme I'interface entre ’algorithme de coupes et branchements, et le solveur linéaire
(i.e. CPLEX). Par les techniques de I’héritage et de la surcharge de méthodes prove-
nant de la conception orientée objet, le travail de 1'utilisateur consiste a réécrire les
algorithmes spécifiques a son probléme (séparation des contraintes, test de réalisabi-
lité, ...). Celui-ci garde cependant un contrdle sur ’ensemble de I’algorithme de coupes
et branchements par 'intermédiaire de paramétres lui permettant de faire facilement
différents choix de stratégies.

Les résultats présentés ci-aprés concernent des instances réelles ainsi que des instances
générées aléatoirement. Les instances consistent en des graphes simples complets avec
des cotits sur les arétes correspondant a la distance Euclidienne arrondie a l'entier
supérieur. Les tests ont été effectués pour des bornes K = 3,4, 5,6, 7, 10, 13, 16.
En pratique, les bornes ne dépassent généralement pas 5. Les instances réelles pro-
viennent du réseau de l'opérateur de télécommunications belge Belgacom (52 sommets)
et de sous-ensembles de ces sommets. Les instances aléatoires sont générées sur 10 a
50 sommets, et cinq instances de chaque taille sont testées. De plus, afin de tester
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lefficacité des contraintes de cycle et des contraintes de cycle-partition, nous avons
résolu des instances sans générer ces deux types de contraintes. Les données des ins-
tances aléatoires générées pour tester le probléme sont accessibles a la page Internet
http://www.poms.ucl.ac.be/staff/bf/en /2ecnbm /data.html.

Dans les différents tableaux, les entrées sont :

\4 . Nombre de sommets du probléme.
K . Borne sur les cycles.
Cu : Nombre de contraintes de coupe générées.
Cy : Nombre de contraintes de cycle générées.
Me : Nombre de contraintes métriques générées.
Su : Nombre de contraintes de sous-ensemble générées.
Cc : Nombre de contraintes cyclomatiques générées.
Cp : Nombre de contraintes de cycle-partition générées.
No : Nombre de nceuds dans I’arbre de branchements.
o/p : Nombre de problémes résolus a I’optimum sur
le nombre d’instances testées (uniquement pour les instances aléatoires).
Gapl : Ecart relatif entre la meilleure borne supérieure (UB) et la

borne inférieure obtenue a la racine de ’arbre de branchement
sans ajout de contraintes de cycle et de contraintes de cycle-partition.

Gap2 : Ecart relatif entre UB et la borne inférieure
obtenue a la racine de 'arbre de branchement.
Gt : Ecart relatif entre UB et la meilleure borne inférieure trouvée.

CPU . Temps total.

Le tableau 4.1 rapporte les résultats obtenus pour les instances réelles alors que le
tableau 4.2 présente les résultats pour les problémes générés aléatoirement.

On peut remarquer que pour 20 sommets ou moins, tous les problémes ont été résolus
a 'optimum. De plus, pour K = 3, toutes les instances ont été résolues dans le temps
imparti. En comparant ces résultats avec ceux de [36], il apparait que la version aréte-
connexe est plus facile a résoudre que celle sommet-connexe quand K = 3. Cependant,
pour 4 < K < 7 et des instances avec plus de 30 sommets, le cas 2-aréte connexe semble
plus difficile & résoudre. En fait, seules quelques instances de ce type ont pu étre résolues
en moins de 5 heures. Pour les instances réelles de 52 sommets et 4 < K < 7, on obtient
un gap final moyen de 5.26%. Pour les instances aléatoires sur 50 sommets, ce gap moyen
est de 6.93%. Une augmentation similaire peut étre observée sur les instances sur 30
sommets. Ainsi, il semblerait que les instances réelles soient plus faciles a résoudre que
les instances aléatoires.
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[[V| K Cu Cy Me Su Cec Cp No Gap2 Gt CPU
12 3 2 4 6 2 1 1 1 000 0.00 0:00:00
17 3 13 43 41 5 11 6 0.51 0.00 0:00:01
30 3 30 91 50 18 49 17 41 058 0.00 0:00:10
52 3 101 681 426 84 895 124 3015 1.33 0.00 0:42:36
12 4 4 24 24 16 5 0 5 052 0.00 0:00:00
17 4 21 119 88 28 11 0 45 176 0.00 0:00:02
30 4 111 6676 3437 514 293 81 8723 3.67 0.00 0:55:07
52 4 141 6028 2325 251 796 117 4653  5.30 3.67 5:00:00
12 5 14 24 24 37 5 0 9 1.77 0.00 0:00:00
17 5 28 97 42 103 16 2 29 221 0.00 0:00:01
30 5 159 20487 5157 5597 525 140 32327  4.63 0.86 5:00:00
52 5 134 6151 1302 1144 619 49 4451 7.17 527 5:00:00
12 6 7 5 8 15 70 7 0.72 0.00 0:00:00
17 6 9 7 11 26 6 2 1 0.00 0.00 0:00:00
30 6 143 17670 3156 11446 331 65 25811 5.17 1.36 5:00:00
52 6 121 6712 791 1840 349 12 3035 7.32 5.69 5:00:00
12 7 22 23 43 142 9 0 20  1.84 0.00 0:00:00
17 7 30 102 78 228 12 0 39 281 0.00 0:00:02
30 7 108 3627 419 4333 93 0 2545 3.14 000 0:17:42
52 7 146 7745 644 4121 268 0 3113 808 6.39 5:00:00
12 10 4 0 20 0 6 0 11 0.83 0.00 0:00:00
17 10 2 0 0 0 2 0 1 0.00 0.00 0:00:00
30 10 81 606 209 1620 22 0 203 141 0.00 0:00:57
52 10 126 6058 211 11138 111 1 3701 649 499 5:00:00
17 13 2 0 0 0 3 1 1 000 0.00 0:00:00
30 13 62 227 143 1452 70 127 092 0.00 0:00:20
52 13 161 6364 228 26030 62 0 3229 6.66 3.60 5:00:00
17 16 2 0 0 0 3 0 1 000 0.00 0:00:00
30 16 89 490 964 4848 20 0 535 2.03 0.00 0:01:10
52 16 155 3724 183 20931 67 0 1747 244 1.14 5:00:00

TAB. 4.1 — Résultats des instances réelles
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[[V] K Cu Cy Me Su Cc  Cp No o/p Gapl Gap2 Gt CPU
10 3 3.8 9.0 9.8 6.0 4.2 2.8 3.0 5/5 1.32  0.44 0.00 0:00:00
20 3 13.0 274 19.8 11.0 9.0 7.0 34 5/5 1.39 0.15 0.00 0:00:00
30 3 282 98.2 59.8 206 334 148 36.6 5/5 1.80 0.83 0.00 0:00:08
40 3 534 311.0 1758 40.0 1924 53.6 11758 5/5  3.06 1.31 0.00 0:05:55
50 3 80.6 776.0  468.4 101.2 710.0 204.6 8053.8 5/5  3.01 1.88 0.00 1:28:13
10 4 6.6 16.2 18.0 12.2 5.8 2.6 94 5/5 1.71 1.26  0.00 0:00:00
20 4 40.8 1066.0  507.8 120.8  56.0 31.2 551.0 5/5 478 337 0.00 0:01:07
30 4 105.0 16707.6 7316.2 914.6 397.8 1724 229254 1/5 719 572 1.14 4:49:39
40 4 126.2 10328.8 4098.6 616.2 568.2 168.0 13345.0 0/5 855 6.35 240 5:00:00
50 4 123.6  6585.6 2364.2 350.6 668.4 109.0 6466.6 0/5 10.43 7.87 5.06 5:00:00
10 5 5.0 6.6 9.0 17.2 3.6 0.4 6.2 5/5 1.16 0.89 0.00 0:00:00
20 5 494  2478.6 732.0 1101.8 77.8 288 28918 5/5 6.37 439 0.00 0:05:49
30 5 1082 17383.6 35128 3949.6 3686 756 18396.2 1/5 727 6.09 157 4:24:57
40 5 131.6 11380.0 2111.8 2156.2 4572 654 97754 0/5  9.45 794 471 5:00:00
50 5 1232 7240.8 1139.2 1206.8 4748 558 4050.2 0/5 10.38 9.78 7.01 5:00:00
10 6 9.8 2.8 19.6 51.0 6.2 0.6 9.0 5/5 274 270 0.00 0:00:00
20 6 580 2413.6 5072  2105.0 60.8 17.0 24726 5/5 533 446 0.00 0:06:33
30 6 110.0 17946.4 2536.2 9337.0 2328 20.6 14776.6 1/5 748  6.88 237 4:43:21
40 6 127.0 12085.2 1317.0 4560.8 281.2 358 7021.0 0/5 999 9.15 585 5:00:00
50 6 121.8 7495.8 T741.2  2395.8 270.6 19.8 2711.8 0/5 10.91 10.53 8.19 5:00:00
10 7 6.2 0.4 14.2 37.6 4.0 0.2 9.0 5/5 1.36 1.25 0.00 0:00:00
20 7 458 910.8 166.0 1049.0 34.2 8.4 6254 5/5 3.73 338 0.00 0:01:04
30 7 119.6 16455.2 1953.2 16711.6 203.4 6.0 163006 0/5 6.19 564 1.69 5:00:00
40 7 137.0 13231.8 1035.8 8448.8 239.2 204 6652.6 0/5 767 7.61 424 5:00:00
50 7 1276  8159.6  530.8  4238.0 206.8 12.2 27126 0/5 9.77 949 745 5:00:00
10 10 2.8 0.0 0.0 0.0 1.4 0.0 1.0 5/5 0.00 0.00 0.00 0:00:00
20 10  40.2 480.8  117.6 19444  25.2 14 601.0 5/5 230 250 0.00 0:00:45
30 10 122.2 91108  753.8 28861.8 113.4 0.8 78526 4/5 379 381 0.14 2:57:21
40 10 154.2 12217.8 673.8 217374 152.2 08 6181.8 1/5 416 6.24 3.11 4:41:58
50 10 152.8 10722.8 400.0 16278.2 120.0 1.6 31778 0/5 6.45 6.35 4.46 5:00:00
20 13 256 86.8  183.6 812.8  14.0 0.2 130.2 5/5 1.72 1.72 0.00 0:00: 06
30 13 80.6 14276 220.6 77184  38.0 0.4 769.4 5/5 250 224 0.00 0:05:36
40 13 155.2 7688.4  515.6 32764.8 143.6 0.8 53734 2/5 463 461 219 4:00:09
50 13 175.0 10648.2  328.0 30746.6 105.4 04 3961.8 0/5 459 455 281 5:00:00
20 16  18.8 1.8 67.0 121.4 8.4 0.2 13.0 5/5 0.61 0.60 0.00 0:00:01
30 16  88.2 885.4 306.6 7535.8  56.0 0.4 610.2 5/5 257 241 0.00 0:03:52
40 16 141.8 3743.8  335.2 24970.8 100.4 0.2 24338 4/5 3.51 3.66 126 1:32:27
50 16 184.4  8520.6  266.8 43858.0  92.0 04 3611.0 0/5 323 324 157 5:00:00

TAB. 4.2 — Résultats des instances aléatoires




80 Le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des cycles bornés

| V] K Cu Cy Me Su Ce Cp No Gap2 Gt CPU
30 3 32 0 134 22 66 0 93 093 0.00 0:00:20
52 3 103 0 1187 104 1220 0 6505 199 0.00 1:28:12
30 4 119 0 9687 983 435 0 16183 5.66 0.00 1:45:07
53 4 146 0 5109 572 816 0 8555 731 548 5:00:00
30 5 152 0 14900 8797 670 0 37329 513 0.80 5:00:00
52 5 144 0 4156 2923 649 0 5975 9.02 6.73 5:00:00
30 6 171 0 8361 17601 287 0 33919 589 1.50 5:00:00
52 6 150 0 3163 5844 383 0 438 793 6.13 5:00:00

TAB. 4.3 — Résultats des intances réelles sans les contraintes (4.1) et les contraintes

(4-10)

Dans chacun des deux tableaux, un nombre significatif de contraintes de cycle et
de contraintes de cycle-partition a été généré pour la plupart des instances avec 30
sommets et plus, quand K < 6. Afin d’évaluer 'impact de ces inégalités sur les per-
formances de notre algorithme, nous avons résolu certaines instances réelles avec 30
et 52 sommets et K = 3, 4, 5, 6 sans l'utilisation de ces contraintes. Les résultats ob-
tenus sont donnés dans le tableau 4.3. On remarque que les instances avec K = 3,4,
qui sont résolues a 'optimum en utilisant les contraintes de cycle et les contraintes de
cycle-partition, sont également résolues a 'optimum sans 1'utilisation de ces inégalités,
mais le temps de calcul et la taille de ’arbre de branchement ont plus que doublé.
Pour les autres instances, comme cela apparait des tableaux 4.1 et 4.3, 'utilisation de
ces inégalités a permis de réduire le gap total d’environ 18%. Cette amélioration peut
également étre observée pour les instances aléatoires en comparant 1’écart relatif entre
la meilleure solution trouvée et les bornes inférieures obtenues a la racine de ’arbre
de branchement avec (Gap2) et sans (Gapl) l'utilisation de ces inégalités. On peut
remarquer que cette erreur relative augmente de 24% si les contraintes de cycle et
les contraintes de cycle-partition ne sont pas rajoutées. Cependant, pour les instances
avec K > 7, le gain est moins significatif. Ces inégalités semblent donc jouer un role
central dans la résolution du 2ECSBR avec de petites bornes. Pour de grandes bornes,
les contraintes de sous-ensemble semblent plus efficaces. En fait, on peut remarquer
pour ces problémes que le nombre de contraintes de sous-ensemble générées est, de
maniére significative, plus grand que celui du nombre de contraintes de cycle. Ainsi,
notre heuristique pour séparer ces inégalités semble assez efficace.

Enfin, on peut noter que les problémes quand K > 10 sont plus faciles a résoudre. La
plupart des instances sur 30 sommets et quelques unes sur 40 sommets ont été résolues
a Poptimum. Ceci est di au fait que pour des grandes valeurs de K, le 2ECSBR est trés
proche du probléme du sous-graphe 2-aréte connexe qui peut étre résolu efficacement
(pour la taille des graphes considérés dans ces expérimentations) en n’utilisant que les
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Fig. 4.5 -

contraintes de coupe.

Afin d’illustrer nos résultats, nous allons donner quelques solutions obtenues a 'aide
de notre algorithme de coupes et branchements.

Comme nous ’avons déja mentionné, les instances avec une borne K = 3 semblent
plus faciles a résoudre. En effet, nous avons obtenu une solution optimale pour la plus
grande instance réelle de 52 sommets dont on dispose, quand K = 3. La solution est
donnée par la figure 4.5.

La figure 4.6 donne les solutions optimales obtenues pour l'instance réelle de 30
sommets avec des bornes égales a 4, 7, 10 et 16. Quant a la figure 4.7, elle montre les
meilleures solutions trouvées au bout de 5 heures (et donc, sans garantie d’optimalité)
pour cette méme instance quand K = 5,6.

Remarquons d’abord que la structure des solutions pour des bornes égales a 10 et
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F1G. 4.7 —

16 sont trés proches. On peut également noter que ces deux solutions ne contiennent
que trés peu de cycles. Leur structure ressemble donc a celle d’une solution optimale
du probléme du sous-graphe 2-aréte connexe (TECSP). Ceci peut étre expliqué par le
fait que si K est suffisament grand (K > |V|), alors le 2ECSBR n’est rien d’autre que
le TECSP.

Maintenant, en observant les solutions correspondant aux bornes 4 et 7, on peut
remarquer que la structure différe beaucoup plus. En particulier, le nombre de cycles
ainsi que le nombre de sommets d’articulation (sommet qui déconnecte le graphe lors-
qu’on le supprime) diminuent de maniére significative quand la borne passe de 4 a 7.
Ceci peut venir du fait qu’une petite borne semble plus contraignante au niveau de la
topologie d’un réseau qu’une borne, par exemple, supérieure a 7.

Considérons maintenant les solutions de la figure 4.7. Celles-ci concernent la méme
instance (avec 30 sommets) avec respectivement K = 5 et K = 6. On peut voir que
la solution, quand K passe de 4 a 5, de 5 & 6 ou de 6 a 7, ne subit pas de grosses
modifications. Ceci est naturel puisque la taille du cycle n’augmente que d’une unité.
Puisque les solutions pour K = 4 et 7 sont optimales, on peut éventuellement en
conclure que les solutions pour K = 5 et 6, qui sont obtenues au bout de 5 heures de
calcul, sont trés proches de 'optimum. Cette observation est confortée par le gap final
(écart relatif entre la meilleure solution trouvée et la borne inférieure) reporté dans le
tableau 4.1. On peut ainsi affirmer que ’algorithme de coupes et branchements que
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nous avons implémenté reste une bonne heuristique lorsque nous atteignons la limite
de temps de 5 heures pour des instances de cette taille. Par contre, le changement est
beaucoup plus net quand la borne passe de 4 a 7. Ce type de transformation dans les
solutions est beaucoup moins visible quand 1’écart entre les bornes est presque le méme
mais la borne plus importante, comme par exemple quand K passe de 10 a 16 (voir
figure 4.7).

Enfin, on peut s’apercevoir que, dans les solutions concernant des bornes assez petites
(3 et 4), il existe, entre certaines paires de sommets, des chemins relativement longs.
L’idée serait, dans ce cas, d’'imposer une borne sur la longueur des chemins. Ceci fait
I'objet du chapitre suivant.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons discuté du probléme du sous-graphe 2-aréte connexe
ou chaque aréte doit appartenir a un cycle de cardinalité bornée. Afin de formuler
ce probléme sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers, nous avons
introduit la classe des contraintes de cycle. Intervenant directement dans la formulation
du probléme, cette classe d’inégalités a fait I’objet d’'une étude appronfondie. En effet,
nous avons donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que ces contraintes
définissent des facettes du polytope associé. Nous avons également discuté du probléme
de séparation de ces inégalités. Nous avons montré que ce probléme peut se résoudre
en temps polynomial lorsque la borne sur les cycles ne dépasse pas 4. Nous avons
également discuté et introduit d’autres classes de contraintes valides. Pour certaines
d’entres elles, nous avons donné des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’elles
définissent des facettes. Pour développer un algorithme de coupes et branchements
pour le probléme, nous avons élaboré, pour ces classes d’inégalités, des algorithmes de
séparation. Nos expérimentations ont montré que le probléme du sous-graphe 2-aréte
connexe avec des cycles bornés semble difficile a résoudre pour des bornes comprises
entre 4 et 7. On a également pu estimer I'effet des contraintes de cycle et des contraintes
de cycle-partition dans notre algorithme.

Il serait intéressant maintenant d’étendre les résultats de ce chapitre a des problémes
de conception de réseaux plus généraux. En effet, la contrainte sur les cycles bornés
devrait étre considérée pour le probléme du sous-graphe k-aréte connexe ou le probléme
plus général de conception de réseaux ou chaque sommet v est muni d’'un type de
connexité r(v) et le probléme est de déterminer un sous-graphe de cott minimum tel
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qu’entre chaque paire de sommets s, ¢, il existe au moins min(r(s),r(¢)) chaines aréte-
disjointes.
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Chapitre 5

Le probléme des deux chemins
aréte-disjoints de longueur bornée

Dans ce chapitre, nous allons étudier le probléme des chemins aréte-disjoints de
longueur bornée entre des paires de terminaux dans un graphe non orienté. Nous allons
nous intéresser en particulier au cas ou le graphe comporte une seule paire de terminaux.
Aprés l'introduction de ce probléme et de quelques problémes liés étudiés dans la
littérature, nous donnerons une formulation de ce probléme sous forme d’un programme
linéaire en nombres entiers. Nous étudierons le polytope associé a ce probléme et nous
donnerons une description compléte minimale de ce polytope quand la longueur est
au plus 3. Nous discuterons enfin de quelques extensions de ces résultats au probléme
général. Ce travail, réalisé en collaboration avec David Huygens, a fait I’objet de ’article
[57].

5.1 Introduction

Soient G = (V, E)) un graphe, s et ¢t deux sommets de V' et L un entier. On appelle
L-st-chemin un chemin entre s et ¢t de longueur au plus L. Si on associe a chaque aréte
e € E un cout c(e), le probléme des deux chemins aréte-disjoints de longueur bornée
(THPP) consiste a trouver deux L-st-chemins aréte-disjoints de cotit minimum. Soit

P(G, L) = conv{z" € IR™|(V, F) définit une solution du THPP},

le polytope associé a ce probléme.
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Une st-coupe est une coupe 6(W) telle que s € W et t € V' \ W. Il est clair que les
contraintes suivantes sont valides pour P(G, L).

0<z(e) <1 pour tout e € E, (5.1)
z(6(W)) > 2 pour toute st-coupe 6(W). (5.2)

Les inégalités (5.2) sont appelées contraintes de st-coupe.

Dans [21], Dahl considére le probléme consistant a trouver un chemin de cott mini-
mum entre deux sommets donnés du graphe de longueur au plus L. Il décrit une classe
d’inégalités valides pour le polytope associé a ce probléme de la maniére suivante. Soit
Vo, ..., Vii1 une partition de V' en L+2 éléments non vides telle que s € Vyet t € V4.
Soit T I’ensemble des arétes e = uv € E telles que u € V;, v € Vj et |[i — j| > 1. Alors
I'inégalité

z(T)>1 (5.3)
est valide pour le polytope des L-st-chemins. On peut facilement étendre cette contrainte
a notre probléme. En effet, chacun des deux L-st-chemins doit utiliser une aréte de 7.
Comme ces deux chemins sont aréte-disjoints, la contrainte

o(T) > 2 (5.4)

est valide pour le polyédre associé au THPP. L’ensemble T est appelé une L-st-coupe
et les inégalités du type (5.4) sont appelées contraintes de L-st-coupe. On peut noter
qu’il y a un ordre dans ’ensemble des éléments de la partition. Ainsi, si on intervertit
le role d’un ensemble V; avec celui d’un ensemble V;, alors, on obtient une nouvelle
contrainte du type (5.4). On pose

Q(G, L) = {z € R™ | vérifie (5.1), (5.2), (5.4)}.

Malgré les intéressantes applications de ce probleme, le THPP n’a encore, a notre
connaissance, jamais été étudié. En revanche, plusieurs problémes qui lui sont liés ont
été derniérement abordés. Dans [21], Dahl étudie le polytope des chemins de longueur
bornée. Il montre que celui-ci est entiérement décrit par les inégalités (5.1)-(5.3) lorsque
la borne sur les chemins ne dépasse pas 3.

Dans 23], Dahl et Johannessen considérent le probléme de conception de réseaux
suivant. Etant donnés un graphe G = (V| E), un ensemble de demandes D C V? et
un coit sur les arétes, trouver un sous-graphe de G de coit minimum tel qu’entre
chaque paire de sommets dans D, il existe au moins un chemin n’utilisant qu’une ou
deux arétes. Ils montrent que ce probléme est NP-difficile. Ils donnent une formulation
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de ce probléme en un programme linéaire en nombres entiers et décrivent des classes
d’inégalités valides pour le polytope associé au probléme. Ils décrivent également un
algorithme de coupes pour ce probléme et présentent quelques résultats numériques.

Le probléme de trouver un arbre couvrant de poids minimum d’un graphe G tel que
chaque nceud soit a une distance d’au plus H (en termes d’arétes) d’une racine don-
née, a été largement étudié |20, 43, 44, 48|. Ce probléme est NP-difficile méme pour
H = 2 [20]. Gouveia [43] donne une formulation du probléme en termes de multiflots. 11
discute également d’une relaxation Lagrangienne améliorant la borne obtenue a partir
d’un programme linéaire. Gouveia 48] et Gouveia et Requejo [44| considérent la ver-
sion Steiner du probléme et discutent de certaines approches basées sur la relaxation
Lagrangienne. Dans [20]|, Dahl étudie le probléme lorsque H = 2 d’un point de vue
polyédral. Il donne une description compléte du polytope associé lorsque le graphe est
une roue. Gouveia et Jansen discutent dans [45] d’un probléme plus général. Dans leur
modéle, deux types de liens peuvent étre utilisés pour relier deux terminaux, chacun de
ces types ayant une probabilité de panne différente. Le probléme consiste a déterminer
un arbre couvrant du graphe de poids minimum tel qu'un chemin entre un sommet
racine, fixé, de 'arbre et tout autre noeud du réseau, ne dépasse pas une longueur H,
et ait une probabilité de tomber en panne inférieure ou égale a un certain seuil. Ils
formulent le probléme comme un probléme de multiflots et ils utilisent une relaxation
Lagrangienne combinée avec un algorithme de sous-gradient pour obtenir des bornes
inférieures. Dans [46, 47|, Gouveia et Magnanti considérent le probléme ot ’on cherche
un arbre couvrant de poids minimum dont le diamétre n’excéde pas une certaine valeur
(le diamétre d’un graphe est la plus grande distance entre deux sommets du graphe).
Ils présentent des formulations de multiflots et discutent de certains résultats expéri-
mentaux.

Dans le cadre de ce probléme, Dahl et Gouveia [22] étudient le sous-probléme de
trouver entre deux sommets donnés, un chemin de poids minimum ayant au plus K
arétes. Ils décrivent plusieurs classes d’'inégalités valides et montrent que certaines de
ces inégalités suffisent pour caractériser le polyédre des solutions quand K < 3. Ils
discutent également de I’application de ces résultats au probléme qui consiste a trouver
un arbre couvrant minimum dont la distance entre chaque nceud et la racine est bornée.
Dans [15], Coullard, Gamble et Liu étudient la structure du polytope associé aux st-
chemins de longueur L dans le cas oul les chemins peuvent passer plus d’une fois par
un méme nceud. Ils présentent une formulation étendue du probléme et utilisent la
projection pour décrire le polyédre associé. Ils discutent également de certaines classes
d’inégalités définissant des facettes du polyédre.

Itai, Perl et Shiloach [58] étudient la complexité de plusieurs variantes du probléme
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consistant a trouver le nombre maximum de L-st-chemins disjoints entre deux sommets
s et t. [ls montrent que ces problémes sont NP-complets quand L > 5 et polynomiaux
pour certaines variantes quand L < 4. En particulier, ils décrivent un algorithme poly-
nomial pour le cas ot les chemins doivent étre sommet-disjoints (resp. aréte-disjoints)
et K < 4 (resp. K < 3). Dans [9], Bley donne des algorithmes pour le calcul de
chemins aréte et sommet-disjoints de longueur bornée. Il montre en particulier que le
probléme de décision consistant a déterminer s’il existe un nombre donné de chemins
aréte-disjoints de longueur égale a 3 entre deux sommets est polynomial. Ce dernier
résultat répond a une question restée ouverte dans [58].

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier le polytope P(G, L). Nous donnons
tout d’abord une formulation du probléme lorsque L < 3 et nous décrivons le polytope
P(G, L) dans ce cas. Nous présentons ensuite quelques propriétés structurales des fa-
cettes de P(G, L). Ces propriétés seront utilisées par la suite pour démontrer le résultat
principal. Enfin, nous discutons de certaines extensions de ces résultats au probléme
général quand le graphe comporte plusieurs paires de demandes. Nous donnons, dans
la suite de ce paragraphe, quelques notations concernant les chemins.

Etant donnés deux sommets u,v € V', uv représente une aréte quelconque de [u, v].
Si |[u,v]| = 1 alors on écrit aussi [u,v] = {uv}. Un chemin P de G est une séquence
de sommets (uq, ..., u,) telle que w;u; 41 soit une aréte pour i =1, ..., ¢ —1 et aucun
sommet ne soit rencontré plus d’une fois dans P. Si deux chemins aréte-disjoints P et
P’ passent par les mémes sommets consécutifs wu;, u; 1 alors cela signifie que P et P’
utilisent des arétes différentes entre w; et u;41. Si P = (uq, ..., ug+1), alors on dira que
P est de longueur ¢ (¢q étant le nombre d’arétes de P).

Soient s et ¢ deux sommets de V. Une st-coupe est une coupe définie par un ensemble
de sommets W tel que se WetteV\W.

5.2 Formulation pour L =2 et 3

Dans cette section, nous allons montrer que les contraintes de st-coupe et les con-
traintes de L-st-coupe avec les contraintes triviales et les contraintes d’intégrité donnent
une formulation du probléme comme un programme linéaire en nombres entiers lorsque
L < 3. Pour cela, nous donnons d’abord le lemme suivant.

Lemme 5.1 Soient G = (V, E) un graphe avec E # () et s et t deur sommets de V.
Supposons que chaque aréte de E appartient ¢ un 3-st-chemin (resp. 2-st-chemin) et
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qu’il n’existe pas dans G deux 3-st-chemins (resp. 2-st-chemins) aréte-disjoints. Alors,
il existe une aréte appartenant a tous les 3-st-chemins (resp. 2-st-chemins).

Preuve. Nous montrons le résultat pour L = 3. La preuve pour L = 2 peut étre
déduite de celle pour L = 3.

Supposons tout d’abord que st € E. S’il existe un autre 3-st-chemin dans GG n’utilisant
pas st, ces deux chemins seraient aréte-disjoints, ce qui contredit notre hypothése. Donc
st appartient & tous les 3-st-chemins de G.

Supposons maintenant que st ¢ E. Considérons le graphe G' = G\ {s,t}. Si G’
contient deux arétes e = uwv et ¢/ = u'v’ qui ne sont pas adjacentes, puisque chaque
aréte appartient a un 3-st-chemin, il s’ensuit que le 3-st-chemin dans G contenant e
est composé soit des arétes su,uv, vt, soit des arétes sv,vu,ut. De la méme maniére,
le 3-st-chemin contenant e’ est composé soit des arétes su’,u'v',v't, soit des arétes
sv',v'u’, u't. Or ces deux chemins sont aréte-disjoints, une contradiction. Le graphe G’
ne contient donc pas deux arétes qui ne sont pas adjacentes. Les arétes de G', s’il y en
a, forment donc soit une étoile, soit un triangle.

Supposons tout d’abord que les arétes de G' forment un triangle avec les nceuds wu,
v et w. S’il y a un chemin de longueur 2 entre s et ¢ dans G, il doit passer par un
sommet de G', disons u'. Supposons que u' appartienne au triangle (si le sommet
n’appartient pas au triangle, le raisonnement est le méme) et, s.p.d.g., v’ = u. D’un
autre coté, vw doit appartenir a un 3-st-chemin de G. On peut facilement voir dans
ce cas que le 3-st-chemin de G contenant ’aréte vw et le chemin su,ut sont aréte-
disjoints, ce qui est impossible. Il n’y a donc pas de chemin de longueur 2 entre s et
t dans . Considérons maintenant ’aréte uv. On peut supposer, s.p.d.g., que le 3-st-
chemin auquel elle appartient est su, uv, vt. L’aréte vw doit alors appartenir au chemin
sw, wv, vt, sinon, on créerait un chemin aréte-disjoint du premier (celui contenant uv).
Aussi le 3-st-chemin contenant uw doit utiliser soit wt, soit ut. Mais dans ces deux cas,
on a deux 3-st-chemins aréte-disjoints, une contradiction.

Supposons maintenant que G’ ne contient pas d’arétes. Ceci signifie que tous les 3-
st-chemins de G sont de longueur 2. Comme ils ne peuvent pas étre aréte-disjoints,
ils doivent tous avoir le méme sommet central u. De plus, les ensembles [s, u] et [u, ]
ne peuvent pas étre formés tous les deux de plus d’une aréte. Sinon, on aurait deux
3-st-chemins aréte-disjoints. Donc une des arétes su et ut appartient a tous les 3-st-
chemins.

Supposons finalement que les arétes de G induisent une étoile et soient u le sommet
central de cette étoile (si I’étoile n’est induite que par une seule aréte ou par un ensemble
d’arétes paralléles, alors on choisit comme neeud central 'une des deux extrémités) et
ui, ..., U, les sommets adjacents a u.

S’il existe un chemin entre s et ¢ de longueur 2, alors, on peut supposer, s.p.d.g., qu’il



92 Le probléme des deux chemins aréte-disjoints de longueur bornée

passe par le sommet u. Supposons que le 3-st-chemin contenant ’aréte uu; est de
la forme (s,u,u,t) (le cas ou le chemin est de la forme (s,u;,u,t) peut étre traité
par symétrie). L’aréte su ne peut donc pas avoir d’aréte paralléle. Si, de plus p > 2
alors tous les 3-st-chemins contenant les arétes uu;, i =1, ..., p, doivent passer par les
sommets s, u, u; et t dans cet ordre. L’aréte su appartient donc a tous les 3-st-chemins.
Considérons maintenant le cas ou tous les 3-st-chemins sont de longueur exactement
3. Si p > 2, par un raisonnement analogue, on peut montrer qu’il existe une aréte
appartenant a tous les 3-st-chemins. Supposons donc que p = 1. Si 'aréte uu; n’a pas
d’aréte paralléle alors elle appartient clairement & tous les 3-st-chemins. Supposons
donc que wwu; posséde au moins une aréte paralléle. Dans ce cas, soit su, soit u;t n’a
pas d’aréte paralléle, sinon, on aurait deux 3-st-chemins aréte-disjoints. L’aréte parmi
{su,ut} n’ayant pas d’aréte paralléle appartient donc a tous les 3-st-chemins de G. O

Théoréme 5.2 Soient G = (V, E) un graphe et L égal a 2 ou 3. Alors le THPP est
équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant :

Min{cx |z € Q(G,L), x € {0,1}"}.

Preuve. Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que toute solution entiére x
de Q(G, L) induit une solution du THPP. Pour cela, supposons que x ne représente pas
une solution du THPP et qu’il vérifie les contraintes (5.1) et (5.2). Nous allons montrer
qu’il existe nécessairement une contrainte du type (5.4) violée par x. Soit G, le graphe
induit par x. Comme z n’est pas une solution du probléme, GG, ne contient pas deux
3-st-chemins aréte-disjoints.

Supposons tout d’abord que G, ne contient aucun 3-st-chemin. Considérons la partition
Vo, « oy Va1 avec Vy = {s}, V; ensemble des nceuds a distance i de s dans G, pour
i=1,...,Let V1 =V\ (UZ'L:() V}). Comme il n’existe pas de 3-st-chemin dans G,
il est clair que ¢t € V1. De plus, comme les contraintes de st-coupe sont vérifiées par
x, il existe au moins un chemin entre s et ¢. Les ensembles V;, 2 =1, ..., L+ 1 existent
tous. Enfin, aucune aréte de G, ne peut étre une corde de la partition Vg, ..., Vp.;.
En effet, il existe une telle aréte e = v;v; € [V, V] avec |1 — j| > 1 et i < j, alors
v; serait a une distance d’au plus i + 1 de s, une contradiction. La contrainte (5.4)
correspondant a cette partition est donc violée par x.

Supposons maintenant que G, contienne un 3-st-chemin. Le sous-graphe G’ de G,
induit par les arétes appartenant a un 3-st-chemin dans G, est donc connexe. De plus,
comme x n’est pas une solution du THPP, G/, ne contient pas deux 3-st-chemins aréte-
disjoints. Comme L < 3, par le lemme 5.1, il existe une aréte ey dans G! appartenant
A tous les 3-st-chemins. Soit G, le graphe obtenu & partir de GG, en supprimant l'aréte
eo- Le graphe G, ne contient donc pas de 3-st-chemin. Noter que G, est connexe.
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Considérons de nouveau la partition Vj, ..., V4 introduite ci-dessus. Remarquons
que e est la seule corde de la partition. Si T est ’ensemble de ces cordes, on a z(7) < 1
et donc l'inégalité du type (5.4) associée a cette partition est violée par x. |

Les inégalités (5.1), (5.2) et (5.4) avec les contraintes d’intégrité ne suffisent malheu-
reusement pas pour formuler le probléme quand L > 4. En effet, prenons par exemple
le graphe de la figure 5.1 avec L = 4. On peut facilement remarquer que le vecteur
d’incidence associé a ce graphe vérifie toutes ces contraintes. Cependant, il ne contient
pas deux 4-st-chemins aréte-disjoints.

Fig. 5.1 -

5.3 Polytope du THPP quand L =2,3

Ayant donné dans la section précédente une formulation du probléme THPP lorsque
L = 2,3, une question qui se pose naturellement est la suivante. La relaxation linéaire
de ce probléme reste-t-elle entiére? Le théoréme suivant montre que la réponse a cette
question est par l'affirmative.

Théoréme 5.3 P(G,L) =Q(G,L) si L =2,3.

La preuve de ce théoréme est donnée dans la section 5.5. Dans ce qui suit, nous dis-
cutons de la dimension de P(G, L) et nous donnons quelques propriétés de sa structure
faciale.

Soit G = (V, E') un graphe. Une aréte e € E est dite L-st-essentielle si e appartient
a une st-coupe de cardinalité 2 ou & une L-st-coupe de cardinalité 2. On peut donc
remarquer qu’une aréte L-st-essentielle appartient a toutes les solutions du THPP. Soit
E* ’ensemble des arétes L-st-essentielles. Le théoréme suivant caractérise la dimension
de P(G, L).

Théoréme 5.4 Si L = 2,3, alors dim(P(G,L)) = |E|— |E*|.
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Preuve. Soit 6(W) une coupe (resp. T une L-st-coupe) de cardinalité 2. Comme
I'inégalité z(6(W)) > 2 (resp. z(T) > 2) doit étre satisfaite par toutes les solutions
du THPP, on a xz(e) = 1 pour tout e € §(W) (resp. e € T). Ceci implique que
dim(P(G, T)) < |E| - |E¥|.

Maintenant, si une aréte e n’est pas L-st-essentielle, alors ’ensemble d’arétes E'\ {e}
induit une solution du THPP. Considérons les solutions du THPP données par les
ensembles d’arétes E et E '\ {e} pour tout e € E'\ E*. On peut facilement voir que ces
solutions sont affinement indépendantes. En conséquence, dim(P(G, L)) > |E| — |E*|.
U

Corollaire 5.5 Si G = (V, E) est complet, |V| > 4 et L = 2,3, alors P(G, L) est de
pleine dimension.

On pose
T(G)=A{F C E|(V,F) est une solution du THPP}.

Théoréme 5.6 Soient G = (V, E) un graphe et e une aréte de E. Soit G' = (V, E") le
graphe obtenu a partir de G en supprimant l'aréte e. Si dim(P(G, L)) = dim(P(G', L))+
1, alors une description du polytope P(G', L) peut étre obtenue a partir de celle de
P(G, L) en supprimant les variables associées a [’aréte e.

Preuve. Soient d' = dim(P(G',L)) et a'z > « une facette de P(G',L). Alors il
existe d’ solutions 711, ..., Ty de T(G') dont les vecteurs d’incidence sont affinement
indépendants et vérifient o’z > « a I’égalité. Noter que ces solutions appartiennent
également a T'(G). Soit

o=min{a—d(T)|T €T(G)eteecT}.
Soient d = dim(P(G, L)) = d' + 1 et a € IR? tel que

a(f) =d'(f), sifeE\{e},
a(f) = o, si f=e.

Il est clair que la contrainte ax > « est valide pour P(G, L). Soit Tj la solution de
T(G) qui réalise o. Notons que x’° satisfait ax > « a I'égalité. De plus, les solu-
tions Ty, 71, ..., Ty constituent une famille de d solutions de T'(G) dont les vecteurs
d’incidence vérifient tous ax > « a ’égalité. Comme ces vecteurs d’incidences sont affi-
nement indépendants, il en résulte que ax > « définit une facette de P(G, L). Comme
la contrainte a’x > « peut étre obtenue & partir de ax > « en annulant le coefficient
de e, le résultat s’ensuit. O
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Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que G = (V, E) est un graphe complet
sur au moins 4 sommets et par conséquent, par le corollaire 5.5, P(G, L) est de pleine
dimension. En effet, une instance du THPP sur un graphe incomplet peut étre ramenée
a un probléme sur un graphe complet en associant aux arétes manquantes un cott
suffisamment grand. De plus, par le théoréme 5.6, si G' = (V', E') est un sous-graphe
de G dont le polytope est de pleine dimension, alors une description linéaire de P(G’, L)
peut étre obtenue a partir de celle de P(G, L) en mettant les variables associées aux
arétes manquantes a 0.

Etant donnée une contrainte ax > « définissant une facette de P(G, L), on pose
7o ={F € T(G)]az" = a}.

Dans ce qui suit, nous considérons a(e) comme un poids sur l'aréte e. Ainsi, chaque
solution S € 7, aura un poids a(S) égal & «, et chaque ensemble de T(G) un poids
> Q.

Le lemme suivant, donné sans preuve, établit des propriétés de la contrainte ax > «
quand elle définit une facette différente d’une contrainte triviale ou d’'une contrainte
de coupe.

Lemme 5.7 1) Soit ax > « une inégalité définissant une facette de P(G, L) diffé-
rente d’une inégalité triviale. Alors pour chaque aréte e € E, il existe un sous-
ensemble d’arétes dans 1, contenant e et un autre ne contenant pas e.

2) Soit ax > « une inégalité définissant une facette de P(G, L) différente d’une
contrainte de st-coupe. Alors, pour chaque st-coupe 6(W), il existe un ensemble
d’arétes dans 1, contenant au moins trois arétes de §(W).

Lemme 5.8 Soit ax > « une contrainte définissant une facette de P(G, L) différente
d’une contrainte triviale. Alors a(e) > 0 pour tout e € E et o > 0.

Preuve. Supposons qu'il existe une aréte e € E avec a(e) < 0. Comme ax > « est
différente de 'inégalité z(e) < 1, par le lemme 5.7 1), il doit exister dans 7, un sous-
ensemble d’arétes S ne contenant pas e. Comme S’ = S U {e} appartient a 7'(G), on
obtient o < azr¥ = az® +a(e) < ax®
tout e € F.

Puisque ax > « définit une facette de P(G, L), il doit exister au moins une aréte f

= «, une contradiction. On a donc a(e) > 0 pour

avec a(f) > 0. Comme ax > « est différente d’une contrainte triviale, par le lemme 5.7

1), il existe un ensemble d’arétes S dans 7, contenant f. Ceci implique que o = axS >
a(f) > 0. O
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Le lemme 5.7 sera fréquemment utilisé dans la suite du chapitre. Nous 'utiliserons
parfois sans lui faire référence explicitement. Le lemme suivant montre que toutes
les arétes paralléles entre deux sommets dans G ont le méme coefficient dans chaque
inégalité non triviale définissant une facette de P(G, L) pour L < 3.

Lemme 5.9 Soient G = (V, E) un graphe et L < 3. Soit ax > « une contrainte
non triviale définissant une facette de P(G, L). Soit [u,v] = {es, ..., €y} un ensemble
d’arétes paralléles entre u et v dans G. Alors a(e;) = a(e;) pour tous i,j € {1, ..., p}.

Preuve. Nous allons montrer le résultat pour L = 3. La preuve pour L = 2 est
similaire.

Nous montrons tout d’abord que toutes les arétes de [u, v] ont le méme coefficient sauf
eventuellement une qui posséde un coefficient plus petit. En effet, supposons qu’il existe
trois arétes ey, es, e3 € [u, v] telles que a(e;) > a(ez) > a(es) et soit S une solution de
T, contenant e;. On suppose que S est minimal, et en conséquence, au moins une des
arétes e, et ez n’est pas dans S. Alors, on peut remplacer dans S ’aréte e; par une des
arétes es et e3 et on obtient une solution de T'(G) de poids plus petit, une contradiction.

Supposons maintenant qu’il existe deux arétes ey, e; € [u, v] telles que a(e;) > a(ez).
Par la remarque précédente, on a a(e) = a(e;) pour tout e € [u,v] \ {e1, ex}.

Assertion 1 1) Soit S une solution minimale de 7,. Si S contient e; alors S doit
contenir es.

2) Si une solution de 7, ne contient pas ey, alors elle ne contient aucune aréte de
[u, v].

Preuve. 1) Sie; € Setey & S alors, S" = (S\{e1})U{e2} appartient a T'(G). Comme
s

az® < a, on a une contradiction.

2) Supposons qu’il existe une solution de 7, contenant e;, i € {1, ..., p} \ {2} et pas
es. Comme a(e;) > a(ez), en remplacant e; par ez, on obtient une solution de T'(G) de
poids < a, une contradiction. ¢

Comme ax > « est différente d’une contrainte triviale, par le lemme 5.7 1), il existe
un ensemble d’arétes S; dans 7, contenant e;. Comme a(e;) > 0, Sy peut étre choisi
minimal et donc S} consiste en deux 3-st-chemins aréte-disjoints. Soit Ly le 3-st-chemin
de S; contenant e;. Par l'assertion 1 1), il s’ensuit que ey doit appartenir au second
3-st-chemin, L,, de S;. Notons que L; N Ly = (. On peut remarquer que L; et Lo
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passent respectivement par les arétes e; et e; dans le méme sens en partant de s. En
effet, si ce n’est pas le cas, on a un chemin de la forme (s, u, v,t) et 'autre de la forme
(s,v,u,t). Or dans ce cas, les arétes e; et ey peuvent étre supprimées et on a une
solution admissible de poids strictement inférieur & «, une contradiction. Supposons
donc, s.p.d.g., que u est la premiére extrémité de e; et ey traversée par L et L.
Soient L et LY (resp. L5 et L%) les sous-chemins de Ly (resp. Lo) entre s et u et entre v
et t. Il est clair que |LfULE| < 2, pour i = 1,2. Notons que nous avons soit Lj = () = L3,
soit L # () # L$. De plus, si on est dans le dernier cas, on a |[L{] < 1 et |[L4| < 1.
Notons également que, par symétrie, ces propriétés restent vraies si on échange s et ¢.
Ceci imlpique que chaque st-chemin consistant en une combinaison de sous-chemins de
la forme L U {e;} U L est de longueur au plus 3 pour tous i, j, k € {1,2}. En d’autres
termes, on a
|L: U LY <2, pour i,k € {1,2}.

Par le lemme 5.7 1), il doit également exister un ensemble d’arétes Sy dans 7, qui ne
contient pas e,. Par I’assertion 1 2) on a [u,v] N Sy = ). Soient P; et P, deux 3-st-
chemins aréte-disjoints dans Sy. On a alors ’assertion suivante.

Assertion 2 Au moins un des ensembles Py N Ly et P, N Ly (P, N Ly et Py N Ly) n’est
pas vide.

Preuve. Supposons, au contraire, que PyNL; = () = P,N Ly. Comme P,U Ly € T(G),
il ’ensuit que a(Py) > a(Ly). Soit L) = (L1 \ {e1}) U {e2}. Comme ey ¢ Sy et donc
es & P,ona PLNL, = 0. Ainsi PLUL} € T(G) et donc a(L}) > a(P,). Par conséquent,
a(L}) > a(Ly) et donc a(ez) > a(e;), une contradiction. ¢

Par l'assertion 2, on peut supposer, s.p.d.g., que P, N Ly # (). De méme, toujours par
I’assertion 2, au moins un des ensembles P, N Ly et P, N Ly n’est pas vide. Dans ce qui
suit, on suppose que P, N Ly # (). Le cas ou P, N Ly # () peut étre traité de maniére
analogue. Comme ey & Sy et Py N Ly # () # P, N Lo, il s’ensuit que |Lo| = 3.

Si |Li| = 2, alors v =t et Ly est de la forme (s, w,u,t) avec w # s, t, u. Soit ey 'aréte
utilisée par L, entre u et w. Comme P, N Ly # () # Py N Ly, un des 3-st-chemins de Ss,
disons Py, doit utiliser eg. De plus, comme [u,v] NSy = (), le chemin P; est de la forme
(s,u,w,t). Soit {f} = P, N[w,t]. Comme (57 \ {eo,e1}) U{f} et (S2\ {eo, f}) U {ez2}
appartiennent a T'(G), on a a(f) > a(eg) +aler) et ale2) > alep) +a(f) respectivement.
Or ceci implique que a(ey) > a(e;), une contradiction.

Par conséquent, |L5| = 1 et par symétrie, on a |L5| = 1. Ainsi L, et Ly sont tous les deux
de la forme (s, u,v,t). Comme PiNLy # () # PoN Ly et SoNfu, v] = B, on peut supposer,
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s.p.d.g., que Py N[s,u] # 0 et PyN[v,t] # 0. Ceci implique que PN Ly =0 = P, N Ly.
Maintenant, en remplagant e; et L) par le sous-chemin P/ de P, entre u et t, on
obtient une solution de T(G). On obtient alors a(P{") > a(e;) + a(L!). De maniére
similaire, si on remplace P/ par e, et L! dans Sy, on obtient a(ez) + a(L}) > a(P).
Il en résulte que a(ey) > a(ey), ce qui est impossible et le lemme est montré. O

5.4 Propriétés structurales

Dans cette section, nous allons donner quelques propriétés structurales des contraintes
différentes des contraintes triviales et des contraintes de st-coupe définissant des fa-
cettes de P(G, L). Ces propriétés seront utiles pour démontrer le résultat principal
dans la section suivante.

Soient L = 2,3 et axr > « une contrainte définissant une facette de P(G, L) diffé-
rente d'une contrainte triviale et d’une contrainte de st-coupe. Nous avons les lemmes
suivants. Le premier est un lemme technique qui sera fréquemment utilisé dans cette
section.

Lemme 5.10 Soient S, et Sy deux ensembles d’arétes de 1,. Soient Py et P| deux L-st-
chemins aréte-disjoints de Sy. Supposons qu’il existe un L-st-chemin Py dans Sy tel que
PN P} = 0. Alors, pour tout L-st-chemin P n’intersectant pas Sz, on a a(P) > a(Py).

Preuve. Soit S| (resp. S5) I'ensemble d’arétes obtenu a partir de S (resp. Sz) en
remplacant P, par P, (resp. P, par P). Comme P, N P = () et PN P, = (), les
ensembles ST, Y, appartiennent a T'(G). 1l s’ensuit que a(Py) > a(Py) et a(P) > a(P2).
On a donc a(P) > a(Fy). O

Lemme 5.11 [] n’existe pas de L-st-chemin de poids nul.

Preuve. Nous allons montrer le résultat pour L = 3. La preuve pour L = 2 peut étre
faite d’une maniére analogue.

Supposons le contraire. Soit Py un plus court 3-st-chemin tel que a(e) = 0 pour tout
e € Py. Dans ce qui suit, on suppose que |FPy| = 3. Les cas ou |P,| est égal a 2 ou 1
peuvent étre traités de la méme maniére.

Supposons que Py = (s, uy, ug,t). Par le lemme 5.9, il s’ensuit que a(e) = 0 pour tout
e € [s,uy) U uy, ug) U[usg, t]. Puisque |Py| = 3, on a a(e) > 0 pour toute aréte e formant
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une corde de Fy. Comme ax > « est différente d’une contrainte triviale, par le lemme
5.7 1), il doit exister un ensemble d’arétes S dans 7, ne contenant pas l'aréte ust. Soient
P, et P, deux 3-st-chemins aréte-disjoints de S.

Assertion 1 Soient T une solution de 7, et T} et T, deux 3-st-chemins aréte-disjoints
de T'. Alors un des deux chemins 77 et 75 est nul si I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

1) Ul ¢ T,
2) SUy ¢ T,

3) ujug € T et [ug,t] n’est pas réduit & une seule aréte.

Preuve. Supposons que 1) est vérifiée et soient T et T deux 3-st-chemins de T conte-
nant chacun au moins une aréte avec une valeur strictement positive. Alors T et Ty
doivent tous les deux intersecter Py. Sinon, si par exemple T} N Py = (), I'ensemble
formé des deux chemins 7 et P, serait une solution de poids strictement plus petit
que «, une contradiction. Comme ust ¢ T', un des deux chemins T et T3, disons T}
doit utiliser ’aréte u;us. Puisque T doit utiliser au moins une aréte ayant une valeur
srictement positive dans a, T} doit donc étre de la forme (s, ug, u1, t). Etant donné que
|Py| = 3, on doit avoir a(uit) > 0. En remplagant les arétes uyuy et uit par 'aréte ust,
on obtient une solution de T'(G). Comme a(ust) = 0, il en résulte que a(u t) = 0, une
contradiction.

Par symeétrie, on montre 1’assertion lorsque la condition 2) est vérifiée.

Supposons maintenant que ujuy ¢ 7. On montre comme pour le cas précédent que
T, et T, doivent intersecter FPy. Puisque ujus ¢ T, on peut supposer, s.p.d.g., que
su; € T et ust € T5. On a alors le sous-chemin Tf“t de T} entre u; et t qui posséde
un poids strictement positif. Comme |[ug,t]| > 2, il existe une aréte e € [ug,t] qui
n’appartient pas a T,. On peut alors remplacer T"'" par les arétes ujus et e. Comme
a(e) = a(uyus) = 0, on a a(T{"") = 0, une contradiction. ¢

Par I’assertion 1, il s’ensuit qu’au moins un des deux chemins P; et P,, disons P, ne
contient que des arétes avec des coefficients nuls. Ceci implique que P, NPy # (). Sinon,
P, U Py formerait une solution admissible et on aurait o = 0, ce qui contredit le lemme
5.8. De plus, par le méme argument, au moins un des ensembles [s, u1], [u1, us] et [ug, t]
ne doit contenir qu’une seule aréte, sinon, on aurait deux chemins aréte-disjoints de
longueur 3 entre s et ¢ dont les arétes ont des coefficients nuls.

Assertion 2 1) |[ug, t]| > 2.
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2) |[s,u1]] > 2.

Preuve. Nous montrons 1), 2) peut étre obtenu par symétrie. Supposons que |[usg, ]| =
1. Dans ce cas, P; ne peut utiliser que l'aréte su; de F,. En effet, si P, utilise I'aréte
uue, comme ust € S, P, doit également utiliser 'aréte sus qui est de coefficient stric-
tement positif dans a. Mais ceci contredit le fait que a(P;) = 0. Le chemin P, est donc
de la forme (s,uy,v,t) avec v # ug. On a alors [[s,u;]| = 1. Sinon, on aurait deux
3-st-chemins aréte-disjoints de poids nuls entrainant o = 0, une contradiction. En
considérant une solution de 7, ne contenant pas ’aréte su; et en suivant un raisonne-
ment analogue, on montre qu’il existe un sommet w # u; et un chemin P] = (s, w, usg, t)
de poids nul. Comme P, et P| sont aréte-disjoints ceci entraine une nouvelle fois o = 0,
ce qui est impossible. ¢

Par assertion 2, il s’ensuit que |[u;,us]| = 1. Le chemin P; doit utiliser l'aréte
uiuo. En effet, si ce n’est pas le cas, P; utilise uniquement ’aréte su; et passe par un
sommet z # uy. Or, comme |[s,u;]| > 2, on voit facilement qu’on a deux 3-st-chemins
aréte-disjoints de poids nuls. Et ceci implique o« = 0, ce qui est impossible. Le chemin
Py est donc de la forme (s, uq,us,t). Considérons maintenant une solution S’ de 7,
ne contenant pas l'aréte uyuy. Soit P’ et P) deux 3-st-chemins aréte-disjoints de S’.
Comme par assertion 2 on a |[uy, t]| > 2, il résulte de I'assertion 1 qu’un des deux
chemins P et P, disons P/, doit étre de poids nul. De plus, on montre également que
P/" doit utiliser au moins une aréte de F. Comme ujuy ¢ S’, on peut supposer s.p.d.g.
que suy; € P/ et donc P/ = (s,uy,v',t) avec v' # uy. Comme |[s,u]| > 2, on voit
facilement que I'on a deux 3-st-chemins aréte-disjoints de poids nul. Mais ceci entraine
une nouvelle fois a = 0. Par le lemme 5.8, ceci est impossible et le lemme est prouvé.
O

Dénotons par U (resp. U') 'ensemble des nceuds u tels que a(e) = 0 pour tout
e € [s,u] (resp. a(e) = 0 pour tout e € [u,t]). Soit W =V \ ({s,t}UUUU’). On a la
remarque suivante.

Remarque 5.12 1) a(e) =0 pour tout e € [s, U] U [U', ¢].
2) a(e) > 0 pour tout e € [s,U'| U [U, t].
3) Si L = 3 alors a(e) > 0 pour tout e € [U,U’].
4) Si W # 0, alors a(e) > 0 pour tout e € [s, W] U [W, ¢].

Preuve. Ces assertions se déduisent du fait que par le lemme 5.9, pour toute paire
de sommets u,v € V telle que |[u, v]| > 2, on ait a(e) = a(e') pour tous e, e’ € [u,v], et
par le lemme 5.11, il n’existe pas de L-st-chemin de poids nul. 0]
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Lemme 5.13 U # () # U'.

Preuve. Nous allons montrer le lemme pour U. La preuve pour U’ peut étre obtenue
par symeétrie.

Comme ax > « est différente de la contrainte de st-coupe correspondant au sommet
s, par le lemme 5.7 2), il existe F' € 7, tel que F' contienne au moins trois arétes de
d(s). Comme seulement deux de ces arétes peuvent étre utilisées par deux L-st-chemins
aréte-disjoints, il doit exister une aréte e € F'Nd(s) telle que T'\ {e} € T(G). Si le
sommet u est Pextrémité de e différente de s, par le lemme 5.9 on a a(e) = 0 pour tout
e€[s,uletuel. O

Lemme 5.14 Soient S € 1, et P, un L-st-chemin de S passant par un neud u de
V\ {s,t}. Soit P, le sous-chemin de P, entre s (resp. t) et u. Soit P un chemin entre
s (resp. t) et u tel que a(P) =0 et |P| < |P,|. Si a(Py) > 0, alors P N\ Py # 0 pour
tout 3-st-chemin Py de S avec P, N P, = ).

Preuve. Si PN P, = (), comme |P| < |P,|, ensemble (S \ P;) U P est une solution
de T'(G) et, par conséquent, a(P,) < a(P). Comme a(P) = 0 et a(P,) > 0, ceci est
impossible. O

Le lemme suivant montre que les arétes ayant leurs deux extrémités dans U (U') ont
des valeurs nulles dans a.

Lemme 5.15 a(e) = 0, pour tout e € E(U) U E(U").

Preuve. Supposons que L = 2. Soit e une aréte de E(U) U E(U’'). Par le lemme 5.7
1), il existe un ensemble d’arétes F' dans 7, contenant e. L’aréte e ne pouvant pas
appartenir & un 2-st-chemin, F'\ {e} € T(G) et on a donc a(e) = 0.

Considérons maintenant le cas ou L = 3. Supposons, au contraire, qu’il existe une
aréte dans E(U) (le cas pour U’ est similaire) ayant une valeur strictement positive
dans a. Soient u; et us les extrémités de cette aréte. Par le lemme 5.9, il s’ensuit que
a(e) > 0 pour tout e € [uy, us] et en particulier a(ujuy) > 0. Par le lemme 5.7 1), il
existe un ensemble d’arétes S; € 7, contenant l'aréte ujuy. Soient P, et P deux 3-st-
chemins aréte-disjoints de S;. Comme a(ujug) > 0, I'aréte uyuy doit appartenir & 'un
de ces deux chemins, disons P;. On peut alors supposer, s.p.d.g., que Py = (s, uy, ug, t).
Comme a(suy) + a(ujug) > 0, par le lemme 5.14, P/ doit contenir les arétes de [s, us]
(chacune de ces arétes forme un chemin de poids nul entre s et wuy). Or, ceci n’est
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possible que si |[s, us]| = 1. Par conséquent, on suppose dans la suite de la preuve que
[s,us] = {sua} et suy € P[. On suppose également que le chemin P| est de longueur
3 et passe alors par les sommets s, us, 2z et t avec z # s,t,uy,us. Si le chemin P)
est de longueur exactement 2, la preuve est similaire. Noter que z € U. En effet, si z
appartient a U, la solution S} = (57 \ {suy, ujus, usz}) U {e} avec e € [s, z] appartient
aT(G). Comme a(e) =0, on a a(suy) + a(uius) + a(uzz) < 0 et donc a(ujug) = 0, une
contradiction. Ainsi z € U' U W.

Assertion 1 a(e) > 0 pour tout e € [U \ {uy,us}, us].

Preuve. S'il existe une aréte e dans [u, us] avec u € U \ {u1,us} telle que a(e) = 0,
alors I’ensemble d’arétes (S \ {suy,ujus}) U ({e} U [s,u]) appartient a T(G) et a un
poids strictement plus petit que «, ce qui est impossible. ¢

Considérons maintenant un ensemble d’arétes S, € 7, ne contenant pas 'aréte su,.
Soit P, et Py deux 3-st-chemins aréte-disjoints de Ss.

Assertion 2 [ug,t] N Sy = 0.

Preuve. Supposons que uyst € S;. Comme par la remarque 5.12 2), a(ust) > 0, un
des deux chemins P, et P, disons P, contient ust. Le chemin P, est donc de la forme
(s,w,uy,t) avec w € V'\ {s,t,us}. Si w € U, il en résulte que a([s, w]N Py) > 0. Sinon,
par 'assertion 1, on a a(wusy) > 0. Ainsi, on a dans tous les cas a(Py"?) > 0 ou P;"* est
le sous-chemin de P; entre s et us. Maintenant, en remplagant dans Ss le sous-chemin
de P;"* par l'aréte sus, on obtient une solution de poids < «, ce qui est impossible. ¢

Par Dlassertion 2, il s’ensuit que Sy N [ug,t] = . Comme de plus sus € Sy, aucun
3-st-chemin de S, ne peut passer par us. Soit P = (s, uy,t) un chemin de longueur 2.
Noter que P NSy = (0. De plus, comme aucune des deux arétes su, et usz ne peut étre
utilisée dans S5, au plus un des deux chemins P, et P; peut intersecter P/. Supposons,
s.p.d.g., que P, N P = (). Par le lemme 5.10, il s’ensuit que a(P) > a(P;). Or ceci
implique que a(ujug) = 0, une contradiction. O

Lemme 5.16 1) Si L =2, alors W = ).
2) Si L =3, alors W # 0.
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Preuve. 1) Supposons qu’il existe w € W. On a par la remarque 5.12 4), a(e) > 0
pour tout e € [s, w]U[w, t]. Nous allons montrer que |[s, w]NF| = |[w, t]N F| pour tout
F € 1,. Supposons, au contraire qu'il existe F' € 7, tel que |[s,w] N F| # |[w,t] N F|.
S.p.d.g., on peut supposer que |[s, w|NF| > |[w,t]NF|. Comme il ne peut y avoir qu’au
plus |[w, t]|N F| 2-st-chemins aréte-disjoints passant par le sommet w. Il existe au moins
une aréte e € [s,w] N F telle que F\ {e} € T(G). Mais ceci implique a(e) = 0, une
contradiction. II en résulte alors que les vecteurs d’incidence associés aux ensembles
d’arétes de 7, vérifient tous l’équation z([s,w]|) — z([w,t]) = 0. Or, par le lemme 5.8,
cette équation ne peut pas étre un multiple positif de ax = «a, une contradiction.

2) Supposons que W = (). Soit U; = U U {s}. Comme az > « est différente de la
contrainte de st-coupe associée a 0(Us), il existe un ensemble d’arétes Fy € 7, qui utilise
au moins trois arétes de 6(Us). Soit Py et P| deux 3-st-chemins aréte-disjoints de Fj.
Comme W = (), par la remarque 5.12 2) et 3), on a a(e) > 0 pour tout e € 6(Us).
Ceci implique que chaque aréte de F; N 6(Us) doit appartenir & un des deux chemins
Py et P]. Un de ces deux chemins, disons P;, doit ainsi utiliser au moins deux arétes
de §(Us). Comme tout st-chemin intersecte toute st-coupe un nombre impair de fois,
P, contient exactement trois arétes de §(Us). En conséquence, le chemin P; doit étre
de la forme (s, w,u,t) avec u € U et w € U'. On peut alors supprimer l'aréte wu et
ajouter, si c’est nécessaire, une aréte de [s, u] et une autre de [w, ] tout en gardant une
solution de T'(G). Comme a(e) = 0 pour tout e € [s,u] U [w, t], on obtient une solution
de poids < a, ce qui est impossible. 0]

Lemme 5.17 Si L = 2 alors a(e) = 0 pour tout e € [U,U"].

Preuve. Soit e € [U,U’]. 1l existe une solution S € 7, contenant e. Comme e ne peut
pas appartenir a un 2-st-chemin, S\ {e} appartient & 7(G) et donc a(e) = 0. O

Dans la suite de la section, on suppose que L = 3.

Lemme 5.18 1) S’il existe deur neuds w € W et uy € U tels que a(wuy) = 0,
alors a(e) = 0 pour tout e € [U, w].
2) S’il existe deur neuds w € W et u € U’ tels que a(wu)) = 0, alors a(e) = 0
pour tout e € [U', w).

Preuve. On montre le résultat pour U, la preuve pour U’ est similaire. Si |U| =1, la
preuve est immédiate. Supposons donc que |U| > 2 et qu’au contraire, il existe un nceud
uy € U tel que a(ugw) > 0. Par le lemme 5.9, on a a(e) > 0 pour tout e € [uy, w|. Soit
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Sy un ensemble de 7, contenant usw. Soient P; et P deux 3-st-chemins aréte-disjoints
de S;. Comme a(usw) > 0, ugw doit appartenir a 'un des chemins P; et P|, disons P;.

Assertion 1 Py = (s, ug, w,1).

Preuve. Supposons que P, # (s,uy, w,t). Comme uyw € P, on a P, = (s,w,uy,t).
Par la remarque 5.12 4), on a a(e) > 0 pour tout e € [s,w], et donc le sous-chemin
de P, entre s et uy posseéde un poids strictement positif. Noter également que par le
lemme 5.15, a(e) = 0 pour tout e € [ujus]. Etant donné que les arétes de [s, us] forment
des chemins entre s et uy de poids nul, il s’ensuit par le lemme 5.14 que P{ doit utiliser
toutes les arétes de [s,uy]. De méme, comme tous les 2-sus-chemins passant par le
sommet u; sont de poids nul, par le lemme 5.14, P| doit intersecter tous ces chemins.
Il en résulte que |[s, us]| = |[u1, us]| =1 et Pj est de la forme (s, ug, uy,t). En ajoutant
une aréte de [s, uq] et en supprimant le sous-chemin de P; entre s et uy, on obtient une
solution de poids < «, ce qui est impossible. ¢

Par l’assertion 1, on a P; = (s, ug, w,t). Comme le sous-chemin de P; entre s et w est
de poids > 0, par le lemme 5.14, P doit intersecter tous les 2-sw-chemins de poids nul
passant par le sommet u;. Il en résulte qu’au moins un des ensembles [s, u] et [ug, w]
est réduit a une seule aréte. S'il existe un sommet v € U \ {uy,us} tel que a(e) = 0
pour tout e € [u, w|, par le lemme 5.14, P| doit également intersecter les 2-sw-chemins
passant par u. Mais comme |P]| < 3, ceci n’est pas possible. Par conséquent a(e) > 0
pour tout e € [U \ {u1}, w].

Assertion 2 PN [uy,w] = 0.

Preuve. Supposons au contraire que P| utilise une aréte de [uy, w]. Si P| = (s, w, us, t),
on peut remarquer que le sous-chemin de P| entre les sommets s et u; est de poids > 0.
Comme chaque aréte de [s,u;] forme un chemin de poids nul, on déduit par le lemme
5.14, que P; doit utiliser les arétes de [s,u;]. Or ceci contredit 'assertion 1. D’ou P
passe par les sommets s, uy, w,t et utilise une aréte, disons f, paralléle a wt.

Supposons que [s,u;] = {su;} et considérons un ensemble S, de 7, tel que su; & So.
On peut supposer, s.p.d.g., que Sy est minimal. Soit P, et P, deux 3-st-chemins aréte-
disjoints de Sy. Si Sy utilise une aréte e € [uy, 2] avec z € U'UW , alors e doit appartenir
a un des deux chemins P, et Pj, disons P,, de Sy. Comme su; € So, Py = (s, 2, u1,1).
Puisque a(f) > 0 pour tout f € [s, z] et a(su;) = 0, en supprimant le sous-chemin de P,
entre s et u; et en ajoutant l'aréte su;, on obtient une solution de 7'(G) de poids < «,
une contradiction. Ainsi on a [uy, U" U W] N Sy = 0 et en particulier, [uy, w] N Sy = 0.
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Supposons maintenant que Sy contient une aréte e de [w,t]. Comme a(e) > 0, I'aréte
e doit appartemr a un 3-st-chemin, disons P, de S;. On peut remarquer que le sous-
chemin P, de P, entre s et w a un poids strictement positif. D’autre part, P, peut étre
remplacé par un chemin de longueur 2 passant par les sommets s, u; et w. Celui-ci
ayant un poids nul dans a, on obtient une contradiction. En conséquence, SyN{w,t] =0
et P/NSy = (. Il s’ensuit qu’il existe dans Sy un chemin, disons P, qui n’a aucune aréte
commune avec P/. En remplacant dans Sj, le chemin P, par le chemin P,, on garde
une solution de T'(G) et on obtient a(P,) > a(P;). Et dans S,, on peut remplacer
le chemin P, par le chemin P] tout en gardant une solution de 7'(G), ce qui donne
a(P]) > a(Py) > A(Py). Or ceci implique que a(usw) = 0, une contradiction.

Supposons maintenant que |[s,u;]| > 2. On a alors [u;, w] = {uyw}. Considérons un
ensemble S, de 7, ne contenant pas u;w. On peut supposer, s.p.d.g., que S, est minimal
et soient P, et ]52’ deux 3-st-chemins aréte-disjoints de S,. S’il existe une aréte e de
[w,t] appartenant & S5, alors le chemin la contenant, disons P, ne peut pas passer
par le sommet u,. Aussi, le sous-chemin P de P, entre s et w posséde alors un poids
strictement positif. Comme le second chemin P, ne peut pas utiliser toutes les arétes
de [s,u1], on peut ainsi remplacer P par un sw-chemin de poids nul et de longueur 2
passant par u;. Mais ceci implique que a(P) = 0, une contradiction. Il en résulte donc
que [w, t]N Sy = (). Comme |S,N P]| < 1, il existe, dans Sy, au moins un chemin, disons
Py, n’ayant aucune aréte en commun avec P]. L’ensemble P| U P, induit une solution
de T(G), entrainant a(P) > a(P;). En remplagant dans S le chemin P, par le chemin
P| (ceci est possible car |[s,ui]| > 2), on obtient a(P]) > a(P). Or ceci conduit a
a(usw) = 0, une contradiction. ¢

Par I'assertion 2, on a P{N[uj, w] = 0 et donc P/N[s, u1] # 0. De plus, comme P; doit
intersecter tous les 2-sw-chemins passant par le sommet u;, on doit avoir |[s, u;]| = 1.
Si P] utilise une aréte e € [uq, t], alors on peut supprimer usw et rajouter une aréte de
[u1, w] et une aréte de [uy, us] tout en gardant une solution admissible. Mais on a ainsi
a(usw) = 0, une contradiction. De la méme maniére, on peut montrer que P, ne peut

pas passer par un autre sommet de U. Le chemin P doit donc passer par un sommet
velU UW.

Considérons maintenant un ensemble minimal Sy de 7, ne contenant pas l'aréte su;.
Soit P, et P deux 3-st-chemins aréte-disjoints de Sy. Supposons qu’il existe une aréte
urz, z € U'UW appartenant a S,. Comme su; ¢ S, le 3-st-chemin contenant uz,
disons P,, doit étre de la forme (s, z,u,t). Noter que par la remarque 5.12 2) et 4),
le sous-chemin P,™"' de P, entre s et u; est strictement positif. Comme DParéte su,
forme un chemin nul entre s et u;, par le lemme 5.14, on doit avoir su; € P;. Comme
suy € Sp, on a une contradiction. Par conséquent [uy, 2] NSy = () pour tout z € U' UW
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et en particulier pour les sommets w et v. De la méme maniére, on peut montrer que
[w,t] N Sy = (. 11 s’ensuit que |P{ N Sy| < 1. Ainsi, Il doit exister un 3-st-chemin dans
Sy, disons Py, tel que P{ N P, = (). Considérons maintenant un chemin P de la forme
(s,u1,w,t). Notons que P N Sy = (). Par le lemme 5.10, il s’ensuit que a(P) > a(Py).
Mais ceci implique que a(usw) = 0, une contradiction. 0]

Lemme 5.19 Pour tout e, e’ € [U,t] (resp. e, e’ € [s,U"]), a(e) = a(€).

Preuve. Nous allons montrer le lemme pour U, la preuve pour U’ est similaire. Si
|U| = 1, le résultat est une conséquence du lemme 5.9. Supposons donc que |U| > 2.
Soient e; € [U,t] telle que a(e;) = min{a(e), e € [U,t]}, et soit ey € [U,t] telle que
a(e) = max{a(e), e € [U,t]}. Soient u; et uy les extrémités différentes de ¢ de e; et
ey respectivement. Supposons que a(e;) < a(ey). Par le lemme 5.9, il s’ensuit que
a(e) < a(e’) pour tout e € [uy,t] et €' € [ug,1].

Assertion 1 1) Soit S € 7,. Si S N [ug,t] # 0 alors [ug,t] C S.
2) |[u,t]] = 1.

Preuve. 1) Soient e, € S N [ug,t], et 11, Ty deux 3-st-chemins aréte-disjoints de S.
Comme par la remarque 5.12 2), a(e}) > 0, on peut supposer que €, € Ty. Supposons
qu’il existe une aréte €} € [uy,t] qui n’est pas dans S. On a alors [s,u;] N1y = ). En
effet, si ce n’est pas le cas, ’ensemble d’arétes obtenu en supprimant e}, et en ajoutant
e} appartient a T'(G) et on a une solution de poids < «a, une contradiction. Maintenant,
sl existe une aréte e € [s,u;] n’appartenant pas & 77, on peut toujours remplacer €,
par les arétes e et €| et obtenir une solution ayant un poids < «, ce qui est impossible.
Ainsi [s,u;] € T} et par conséquent, [s,u;] = {sui} et [s,us] NTy = 0. Si une aréte
¢ € [uy,us] appartient au chemin 7 alors, comme su; € T, T} doit utiliser une aréte
f de [ug, t] \ {€,}. Notons que par le lemme 5.9, on a a(f) = a(e,) > a(g) pour tout
g € lu,t]. Or, dans ce cas, on peut supprimer f et ajouter €; tout en gardant une
solution de T'(G). Ceci implique que a(e}) > a(f), une contradiction. Il en résulte donc
que [u1,us] N Ty = (. Considérons maintenant ’ensemble S" = (S'\ {e5}) U {g,d', ¢\ }
avec g € [s,ug] et ¢ € [uy,us]. Comme a(g) = a(g’) = 0, on a a(e}) > a(e)), une
contradiction.

2) Soit e € [ug,t]. Comme ar > « est différente d’une contrainte triviale, il existe
un ensemble d’arétes S € 7, que l'on peut supposer minimal, contenant e. Soit 7} et
T, deux 3-st-chemins aréte-disjoints de S et supposons, s.p.d.g., que e € Ty. Par 1),
[uy,t] € S. De plus, comme e € Ty, Ty N [uy,t] = 0 et on a [u;,t] € Ty. Or, T} ne peut
intersecter [u;,t] qu’en une unique aréte et donc |[uy,t]| = 1. ¢
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Posons [uy,t] = {uit}. Soient g € [ug,t] et S; une solution de 7, contenant uyt. Par
lassertion 1 2), S; contient également uit. Soit fi € [s,u1] et fo € [s,us]. Comme
a(f1) = a(fe) = 0et {fi1, f2, uit, g} forme une solution de 7'(G), on peut supposer que
S1={f1, f2, wmt, g}.

Considérons maintenant une solution Sy € 7, qui ne contient pas l'aréte u;t. On peut
supposer que Sy est minimale et donc qu’elle est composée exactement de deux 3-st-
chemins aréte-disjoints. Comme u;t ¢ Sy, par assertion 1 1), il s’ensuit que [us, t]jNSy =
() et par conséquent [ug, us] N Sy = (). Supposons qu’il existe une aréte e € [s,ui] N Ss.
Par la minimalité de Sy, le 3-st-chemin, disons 7', contenant e dans S, doit étre de
la forme (s,uq,z,t) avec z € V' \ {s,t,us,us}. Soit 7" le sous-chemin de T entre u;
et t. Comme les ensembles d’arétes (Se \ 77) U {uit} et (S1\ {¢}) U ({f} UT") avec
[ € [u1,us] appartiennent tous les deux a 7'(G) et par le lemme 5.15 a(f) = 0, on a
a(uit) > a(T") > a(g). Or ceci contredit notre hypothése et donc [s,u1] N Sy = 0.

Soient P, = {fs, 9} et P| = {f1,uit} les deux chemins de S;. Soit P = P] et P, un
3-st-chemin quelconque de Sy. Notons que P,NP] = () et PNSy = (). Par le lemme 5.10,
il s’ensuit que a(P) > a(P;). Or ceci implique que a(ut) > a(g), une contradiction. [

Lemme 5.20 Soit S une solution minimale de 7,.

1) SiU ={u} et SN[s,ul =0, alors 6(u) NS = 0.
2) SiU ={u'} et SN[u',t] =0, alors 6(u')N S = 0.

Preuve. Nous montrons le résultat pour U. La preuve pour U’ est similaire. Sup-
posons qu’il existe une aréte e € [u,t] qui appartient a S. Comme a(e) > 0, un des
3-st-chemins de S, disons P, doit contenir e. Comme [s,u] NS = (), le chemin P doit
passer par un sommet z € V'\ {s, ¢, u} et avoir la forme (s, z, u,t). Notons que z ¢ U et
par conséquent a(Ps,) > 0 ol Py, est le sous-chemin de P entre s et u. En remplacant
P, par une aréte de [s,u], on a toujours une solution du THPP, et il s’ensuit que
a(Py,) = 0, une contradiction. Il en résulte que [u,t]N S = (). Par la minimalité de S,
aucune autre aréte de 0(u) ne peut alors appartenir a S. 0]

Lemme 5.21 a(e) = a(e') pour tout e € [s,U'] et €' € [U,t].

Preuve. Supposons le contraire. Par le lemme 5.19, on peut supposer, s.p.d.g., que

a(e) > a(e') pour tout e € [U,t] et € € [s,U"]. (5.5)
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Soient u; € U et f € [ug,t]. Considérons une solution S; de 7, contenant f. On
peut supposer, s.p.d.g., que S} est minimale. Soient P; et P| deux 3-st-chemins aréte-
disjoints de S et supposons que f € P;.

Assertion 1 |U'| = 1.

Preuve. Supposons que |U’| > 2. On peut remarquer que P, ne peut pas passer par
un nceud u' de U'. Sinon, P serait de la forme (s, v/, uy,t). Comme le sous-chemins de
Py entre s et uy et le sous-chemin de P; entre u’ et ¢ sont de poids > 0, par le lemme
5.14, P] devrait utiliser toutes les arétes de [s,u;] et de [¢t,u']. D’ou P| = (s, uy, v/, 1).
En supprimant les arétes de S} N[uy, u'], on aurait toujours une solution de 7'(G). Il en
résulterait que a([uy, u']) = 0, ce qui contredirait la remarque 5.12 3). Par conséquent,
Comme S; est minimale et P, ne peut pas passer par un sommet de U’, S; ne peut
utiliser au plus qu’une seule aréte de [s,U']. Supposons que S; utilise une aréte e €
[s,u}] avec u} € U'. Notons que, dans ce cas, e € P|. Comme |U'| > 2, il existe une
aréte ¢’ € [s,ub], uy € U', n'appartenant pas a S;. S'il existe une aréte f' € [u),1]
qui n’appartient pas a Si, en remplacant I'aréte f par les arétes €’ et f’, on obtient
une solution de 7'(G). Comme a(f') = 0, on obtient a(e’) > a(f), ce qui contredit
(5.5). En conséquence, on a [u), t] € S; et en particulier [uh,t] C P|. Ceci implique que
[ub, t] = {ult} et P{ = (s,u},u),t). En considérant la solution obtenue en remplagant f
par {€¢/, g} ou g € [u},t], on obtient a(e’) > a(f). Ceci contredit (5.5). Par conséquent,
S1N[s,U] = 0. Aussi, comme S; est minimale et f € Sj, S; ne peut pas utiliser
deux arétes de [U’,t]. Il existe alors un nceud v’ € U’ tel que ([s,u'| U [u/,t]) NSy = 0.
En remplagant dans S; 'aréte f par {su’,u't}, on obtient une solution de T'(G). Ceci
entraine a(e) > a(uyt), ce qui contredit (5.5) et compléte la preuve de 'assertion. 4

Soit U’" = {u'}. Soit P un st-chemin de longueur 2 passant par u’. Si P/ NP = ),

alors, ’ensemble obtenu a partir de S; en supprimant P; et en ajoutant P reste une
solution de T'(G). Et il en résulte que a(u;t) < a([s,u'|NP), ce qui contredit (5.5). Par
conséquent, le chemin P| doit contenir au moins un des ensembles [s, u'] et [u/,t]. De
plus, comme S est minimale et un 3-st-chemin ne peut pas utiliser des arétes paralléles,
on doit avoir ou bien |[s,u/]| = 1, ou bien |[u/,t]| = 1.
Supposons tout d’abord que |[v/,t]| =1 et considérons une solution minimale Sy de 7,
ne contenant pas 'unique aréte u't. Par le lemme 5.20, on a 6(u') N Sy = (). Comme
P/ NP # (), P| doit passer par le sommet u' et on a |P{ N Sy| < 1. 1l existe alors un
3-st-chemin P, dans S, qui n’intersecte pas P/. Comme P NSy = (), par le lemme 5.10,
on a a(P) > a(Py). Mais il en résulte que a(P N [s,u']) > a(u;t), contredisant (5.5).
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Supposons maintenant que |[v/,t]| > 2. On a alors [s,u/] = {su'} et su’ € P[. On
peut remarquer que {suy, uit, su', u't} € T(G). Comme a(su;) = a(u't) = 0 et S) est
minimale, on peut supposer, s.p.d.g., que S = {suy, uit, su', u't}, P, = {suy, uit}
et P/ = {su', u't}. Considérons maintenant un ensemble d’arétes minimal S} de 7, ne
contenant pas su’. Comme |P/ N S)| < 1, il doit exister un 3-st-chemin P, dans S, tel
que P, N P/ = (). En remplagant dans Sy, Py par P, on garde une solution de T'(G).
Ceci implique que a(P2) > a(Py).

D’autre part, s'il existe e € [u/,t] tel que e € S} alors, on peut remplacer le chemin
P, par celui formé des arétes su' et e tout en gardant une solution de T'(G). Ceci
donne a(P,) < a(su') + a(e). Comme a(P,) > a(Py), on obtient a(uit) < a(su'), une
contradiction. Par conséquent, [u',t] C S5. Comme |[u/,t]| > 2 et Sy est minimal, on
a PN [u t] # 0 et, s.p.d.g., on peut supposer que u't € P,. On peut alors remplacer
dans S le chemin P, par le chemin P/. Ceci conduit & a(P]) > a(FP2) > a(Py) et donc
a(su') > a(uyt). Mais ceci contredit de nouveau (5.5) et le lemme est démontré. O

Le lemme 5.18 nous permet de partitionner W en quatre sous-ensembles :

Wy ={w € Wa(e) =0 pour tout e € [U,w] et a(e’) > 0 pour tout €’ € [w,U’']},
Wy ={w € Wa(e) =0 pour tout e € [U,w] U [w,U']},

W3 ={w € Wa(e) > 0 pour tout e € [U,w] et a(e’) = 0 pour tout ¢ € [w,U’']},
Z =W\ (W, UWyUWs;).

Lemme 5.22 1) Si U = {u}, alors a(e) = a(e') pour tout e € [u,t] et € € [W U
W, t].
2) SiU" = {u'}, alors a(e) = a(€') pour tout e € [s,u'] et € € [s, Wy U Ws].

Preuve. Nous montrons le résultat pour 1), la preuve pour 2) est obtenue par symé-
trie.
Supposons qu’il existe deux arétes f, € [u,t] et fo € [w,t], w € W} U W, telles que

a(f1) # a(f2)-
Assertion 1 Aucune solution de 7, ne peut contenir a la fois f; et fs.

Preuve. Supposons, au contraire, qu’il existe un ensemble S dans 7, tel que fi, fo € S.
Comme par la remarque 5.12 2) et 4), a(f1) > 0 et a(f2) > 0, fi et f, doivent chacune
appartenir a un 3-st-chemin de S. De plus, ces deux arétes ne peuvent pas appartenir
au méme 3-st-chemin. Soient T} et T, deux 3-st-chemins aréte-disjoints de S tels que
fr€Tyet fo €Ty On a[s,u]NS # (), sinon, T7 utiliserait entre s et v un sous-chemin
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17" de poids strictement positif. Comme 77" peut étre remplacé par une aréte nulle de
(s, u], on aurait a(77"*) = 0, une contradiction.

Supposons d’abord que a(fy) > a(f1). S’il existe un sommet v € U’ et deux arétes
e € [s,u] et f € [u,t] qui ne sont pas utilisées par T alors, en remplagant T, par les
arétes e et f, on aura une solution de T'(G). Comme a(f) = 0,on a a(e) > a(f2). Or, par
le lemme 5.21, il s’ensuit que a(f,) = a(e) > a(f2), une contradiction. En conséquence,
puisque 77 ne peut pas utiliser une aréte de [U’, ], il en résulte que [s, U'] C T;. D’ou
U' ={u}, |[s,u']| =1 et su’ € T}. Mais dans ce cas, ’ensemble obtenu en supprimant
fo et en ajoutant les arétes su et tu' est une solution de T'(G), et on obtient a(fy) =0,
une contradiction.

Supposons maintenant que a(f1) > a(f2). Si [s,u] N1y = (), le chemin 7 doit passer
par un sommet v € V \ {s,,u} et le sous-chemin 7} de T} entre s et u est de poids
> 0. Par le lemme 5.14, on a donc [s,u] C T; et il s’ensuit que |[s,u]| =1 et T, est de
la forme (s,u,w,t). Si v appartient a U’, supprimer dans S l'aréte f, et ajouter une
aréte de [v, t] entraine une solution de 7'(G). Comme a(e) = 0 pour tout e € [¢, v], ceci
implique que a(fy) = 0, ce qui est impossible. Ainsi, le chemin 7} ne passe pas par un
sommet de U'. Par conséquent, il existe un sommet u' € U’ et deux arétes e € [s, /]
et f € [u,t] telles que e, f ¢ T) UT,. On peut remplacer dans ce cas, le chemin 77 par
le chemin formé des arétes e et f et avoir une solution de 7'(G). Comme par le lemme
5.21, ae) = a(fy), on a a(1}) = 0, une contradiction. En conséquence, [s,u] N Ty # )
et 171 = (s,u,t). En utilisant un raisonnement similaire, on peut montrer que 75 n’est
pas de longueur 2 et n’est pas de la forme (s,v’,w,t) avec v' # u,s,t,w. Il s’ensuit
que Ty, = (s,u,w,t) et, par conséquent |[s,u|| > 2. De plus, au moins un des deux
ensembles [u, w] et [w,t] est réduit a une seule aréte. Sinon, on pourrait remplacer
f1 par un 2-ut-chemin passant par w. Mais ceci impliquerait que a(fs) > a(f1), une
contradiction.

Considérons d’abord le cas ou |[w,t]| = 1. Soit S” € 7, tel que fo ¢ S’. Si S’ contient
une aréte e de [u,w] alors comme par la remarque 5.12 4), a(e) > 0, il doit exister
dans S’ un 3-st-chemin 7' = (s, w, u, t). On peut remarquer dans ce cas, que 1’ensemble
obtenu en supprimant l'aréte de 7' N [u, t] et en ajoutant fo est une solution de 7'(G).
Et on a a(T N [u,t]) < a(wt), une contradiction. Ainsi [u, w] NS = (), et il existe dans
S’ un 3-st-chemin 7] n’ayant aucune aréte commune avec 7Ty. En échangeant dans S
le chemin 7} et le chemin 77, on obtient une solution de T'(G) et donc a(17) > a(T}).
Noter qu’une seule aréte de [s,u] ne peut étre utilisée par le second chemin de S’. On
peut alors remplacer le chemin 77 par le chemin 7, dans S’ et obtenir une solution
admissible. Ce qui entraine que a(73) > a(17) > a(1}). En conséquence, il s’ensuit que
a(f2) > a(f1), une contradiction.

Supposons maintenant que |[w, t|]| > 2. On a alors |[u, w|| = 1. Considérons une solution
S" de 7, ne contenant pas uw. Comme [[s,u]| > 2, on peut facilement voir que [w,t] N
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S" = (). Par un raisonnement analogue au cas précédent, on démontre que a(f2) > a(f1),
ce qui entraine de nouveau une contradiction, et ’assertion est prouvée. ¢

Supposons que a(f1) > a(fs). Le cas ou a(fa) > a(fi) peut étre traité de maniére
similaire.
Il existe une solution S; € 7, contenant 'aréte fi. Soit P, et P/ deux 3-st-chemins aréte-
disjoints de S;. Supposons, s.p.d.g., que f; € P;. Par lassertion 1, on a [w, t]NS; = 0.
Si S contient une aréte e € [u,w], alors le chemin contenant e doit passer par les
sommets s, w, u et t. Par le lemme 5.9, on peut supposer, s.p.d.g., que e € P;. Or en
supprimant f; et en ajoutant fo, on obtient une solution de T'(G), et en conséquence
a(wt) > a(ut), une contradiction. Donc, on a [u,w] N S} = 0. S’il existe une aréte
e € [s,u] telle que ¢ ¢ Pj, on peut remplacer 'aréte f; par fy, €, uw et avoir une
solution de T'(G). Ceci implique que a(f2) > a(f1), une contradiction. Ainsi [s,u] C P
et, par conséquent [[s,u]| =1 et P, = (s,v,u,t) avec v € V' \ {s,¢,u,w}. Notons que
le sous-chemin ]51 de P; entre s et u a un poids strictement positif. S’il existe deux
arétes e € [s,u'] et €' € [/, 1] telles que e, e’ ¢ P| on w' € U’, alors on peut remplacer le
chemin P; par les arétes e et €' et garder un ensemble de T'(G). Comme, par le lemme
5.21, a(e) = a(f1), on obtient a(P;) = 0, une contradiction. Ceci implique que pour
tout u' € U’, le chemin P] doit nécessairement utiliser les arétes d’au moins un des
ensembles [s,u'] et [/, t]. Par conséquent, U’ = {u'}. De plus, comme su € P/, on a
[s,u']N P} =0, [u,t] = {u't} et u't € P|.
Soit Sy un ensemble minimal d’arétes de 7, ne contenant pas 'aréte su. L’ensemble
Sy consiste alors en deux 3-st-chemins aréte-disjoints Pp et Py. Comme [U| = 1 et
|[s,u]] = 1, par le lemme 5.20, on a 6(u) N Sy = (). S’il existe une aréte e de [w, 1]
dans Sy, comme a(e) > 0, e doit appartenir & un 3-st-chemin, disons Py, de Sy. Etant
donné que ([s,u] U [u, w]) NSy = 0, le chemin P, doit étre de la forme (s, z, w,t) avec
z & {s,t,u,w}. Le sous-chemin de P, entre s et w étant de poids > 0, par le lemme
5.14, le second chemin de S5 doit intersecter tout 2-sw-chemin passant par «. Mais ceci
contredit le fait que ([s, u]U[u, w]) NSy = (). Il s’ensuit donc que [w, t]N Sy = (). Comme
|Py N Sy| <1, il doit exister un 3-st-chemin, disons P, dans Sy n’utilisant aucune aréte
de P;. Soit P un chemin de longueur 3 passant par les sommets s, u, w et t. Par le
lemme 5.10, on a a(P) > a(P;). Ceci implique que a(f2) > a(f1), une contradiction.
H
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5.5 Preuve du Théoréme 5.3

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour
montrer que P(G, L) = Q(G, L) pour L = 2 et 3. Pour ce faire, nous considérons une
contrainte ax > « définissant une facette de P(G, L) différente d’une contrainte triviale
et d’une contrainte de st-coupe. Nous allons montrer que ax > « est nécessairement
une contrainte du type (5.4).

Cas 1: L =2.

Soient U, U’ et W les ensembles de sommets définis dans la section précédente. Par
le lemme 5.16, on a W = () et chaque 2-st-chemin utilise exactement une aréte avec un
coefficient non nul. Donc chaque solution de 7, contient ainsi exactement deux arétes
avec un coefficient strictement positif. De plus, les arétes ayant un coefficient non nul
correspondent exactement aux arétes de la contrainte (5.4) induite par la partition {s},
U, U', {t}. Ceci implige que ax > « et la contrainte de 2-st-coupe induite par cette
partition définissent la méme facette.

Cas 2: L = 3.

Soient U, U', Wy, W, W3 et Z les ensembles définis dans la section précédente. On
distingue deux cas.

Cas 2.1: W, UW3U Z # (.

Soit Fy = [{s} UU,Z| U [s, W1 U [U, W3] et F, = [Z,U" U {t}] U [W;,t] U [W,U’]
(voir figure 5.2). On peut remarquer que Fy N Fy = () et il n’existe pas de st-chemin
de longueur exactement 3 n’utilisant que des arétes de Fy et F5. Nous avons le lemme
suivant.

Lemme 5.23 Pour chaque solution S € 1,, on a |SN Fi| = |SN F.

Preuve. Supposons le contraire. Comme a(e) > 0 pour tout e € Fy U Fy, il existe
une solution Sy € 7, telle que, pour au moins un de ses 3-st-chemins, disons P;, on ait
|PyNFy| # |P N F;|. Soit P] un second 3-st-chemin dans Sj. S.p.d.g., on peut supposer
que PN F, # 0.

Assertion 1 PN Fy, = 0.
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arétes de poids nul

arétes de F}

....... arétes de Iy

FiGc. 5.2 — Partition de G

Preuve. Comme PiNFy # Qet FiNEFy, =0, ona [P NEFy| < 2.Si|PiNFy| =1, comme
|PLNFy| # |PLN Fy| et PLNFy # (0, on a alors [P N Fy| = 2. Ainsi P; est contenu dans
F) U Fy, ce qui contredit la remarque ci-dessus. Si |P; N Fy| = 2, alors |P, N Fy| = 1.
On a une nouvelle fois P, C F; U F,, une contradiction. On a donc P, N Fy, = () et
I’assertion est prouvée. ¢

Assertion 2 1) PiN[s,U] = 0.
2) P =(s,z,w,t) avec z € ZUW; et w € UUW,UW; (z et w peuvent coincider).
3) [s,U] C P
4) Ul =1et |[s,U]| = 1.

Preuve. Remarquons d’abord que 4) est une conséquence directe de 3).

1) Si P; utilise une aréte su, u € U, comme P, N Fy # (), P; doit étre de la forme
(s,u,zt) avec z € Z U Ws. Mais ceci implique que Py N Fy # (), ce qui contredit
I’assertion 1.

2) Supposons que P utilise une aréte e € [u,ws], u € U et wy € W3. Comme par
lassertion 1, P N Fy = (), il s’ensuit que P, = (s, ws, u,t). En supprimant P'aréte e
et en ajoutant les arétes su, wsv et vt, ou v € U’, on obtient encore une solution de
T(G). Comme a(su) = a(wzv) = a(vt) = 0, on a a(e) = 0, une contradiction. Par
conséquent, Py N [U, W3] = (). Par 1) et le fait que Py N Fy # (), il s’ensuit que P; utilise
une des arétes de [s, Z U W;]. Comme par Passertion 1, P N Fy = (), il en résulte que
P = (s,z,w,t) avec z € ZUW; et w € UU W, UWs.
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3) Supposons qu’il existe une aréte ey € [s,ug], ug € U qui n’appartient pas a P,.
Remarquons que le sous-chemin P* de P; entre s et w a un poids > 0. Si w = wuy,
comme ¢ forme un chemin nul entre s et w, par le lemme 5.14 on doit avoir ¢y € P,
une contradiction. Si w € U, toutes les arétes de [s, w| ainsi que tous les 2-sw-chemins
passant par ug forment des chemins de poids nul entre s et w. De nouveau, par le lemme
5.14, P| doit intersecter tous ces chemins. Par conséquent, [ug, w] C P| et [s,w] C P).
Or dans ce cas, on doit avoir P/ = (s, w, ug, t). En supprimant le sous-chemin de P}"
et en ajoutant l'aréte ey, on a une solution de T'(G), et on obtient alors a(P*) = 0,
une contradiction. Il en résulte que w ¢ U. Aussi, comme tout chemin de longueur 2
entre s et w passant par un sommet de u posséde un poids nul, encore par le lemme
5.14, P/ doit intersecter tous ces chemins. Etant donné que ey ¢ P/, on en déduit
que [U,w] C P|. Ceci implique que U = {ug} et |[ug, w]| = 1. Supposons maintenant
que P/ = (s,ug,w,t). Notons que P utilise entre w et ¢t une aréte paralléle a celle
utilisée par P, entre ces deux mémes sommets. Soit f cette aréte et soit f' € [ug, ?]. En
supprimant f et le sous-chemin de P/, et en ajoutant les arétes f’ et ey, on obtient
une solution de T'(G). Comme, par le lemme 5.22, a(f) = a(f’), on a a(P;") = 0,
une contradiction. En conséquence, P; = (s,w,up,t). On peut remarquer ici que le
sous-chemin de P{ entre s et uy posséde un poids > 0 et que ey forme un chemin nul
entre s et ug. Par le lemme 5.14, il s’ensuit que ey € Pj, ce qui contredit 1) et termine
la preuve de I’assertion. ¢

Par assertion 2 4), on peut supposer que U = {u} et [s,U] = {su}. Soit Sy une
solution de 7, ne contenant pas su. S.p.d.g., on peut supposer que Sy est minimale.
Par le lemme 5.20, il s’ensuit que 6(u) N Sy = (). Soit P un st-chemin de longueur 2
passant par u. On a alors PN Sy = (). De plus, comme P] passe par le nceud u, on a
aussi [P/ N Sy| < 1. En conséquence, il doit exister un 3-st-chemin P, dans Sy tel que
P, N P} = (). Par le lemme 5.10, on obtient a(P) > a(P;). Comme par les lemmes 5.19
et 5.22, a(g) = a(g') pour tout g € [{u} U W, U Wy, t], il s’ensuit que a(P;™) = 0 ou
P}" est le sous-chemin de P; entre s et w. Or par lassertion 2 2), on a a(P") > 0, ce
qui est impossible et le lemme est prouvé. 0]

Du lemme 5.23, on déduit que la facette définie par ax > « est contenue dans la face
induite par ’équation z(F}) — z(F,) = 0. Comme par le lemme 5.8 cette équation ne
peut pas étre un multiple positif de ax = «, on obtient une contradiction.

Cas 2.2.W1UW3UZ:®

Comme par le lemme 5.16, W # (), on a Wy # (). Ainsi {s}, U, Wy, U', {t} forment
une partition de V. Soit 1" I’ensemble des arétes de la 3-st-coupe induite par cette
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partition (voir figure 5.3 ou les arétes de la 3-st-coupe sont représentées par les traits
pleins). Notons que a(e) > 0 pour tout e € T" et a(e) = 0 pour tout e € £\ 7.

Lemme 5.24 Chaque solution de 1, contient exactement deux arétes de T

Preuve. Notons tout d’abord que, comme la contrainte (5.4) associée a T est valide
pour P(G,3), chaque solution de 7, contient au moins deux arétes de 7. Supposons
maintenant qu’il existe une solution S € 7, contenant plus de 2 arétes de 7. Comme
a(e) > 0 pour tout e € T, il doit exister dans S un 3-st-chemin P contenant au moins
deux arétes de 7'.

Considérons le cas ou P = (s, wsq, wh,t) avec wy, wy € Wy. Les autres cas possibles
pour P ((s,ws,t) avec wy € Wy, (s, ws, u,t) avec wy € Wy et u € U, (s,u’, ws,t) avec
wy € Wy et ' € U, (s,u,u,t) avec v’ € U’ et u € U) peuvent étre traités de maniére
similaire.

Soit P’ le second 3-st-chemin de S. En remplacant dans S, le chemin P’ par les arétes
su, uwl, wou' et u't avec u € U et u' € U’, on obtient une solution de 7'(G). Comme

toutes ces arétes ont un poids nul, on obtient a(P’) = 0, ce qui contredit le lemme 5.11.
l

Alinsi, par le lemme 5.24, chaque solution de 7, utilise exactement deux arétes de T
Ceci imlpique que ax > « n’est rien d’autre que la contrainte de 3-st-coupe induite par
T, ce qui termine la preuve de notre théoréme.

F1G. 5.3 — Configuration de L-st-coupe
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5.6 Facettes de P(G, L)

Dans cette section, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour que les
inégalités (5.1), (5.2) et (5.4) définissent des facettes de P(G, L) lorsque G est complet.
Elles nous permettront de donner une description minimale du polytope lorsque L < 3.
Dans la suite de la section, nous supposons que G' = (V, E) est un graphe complet avec
V] > 4.

Théoréme 5.25 1) Pour L > 2, les inégalités x(e) < 1 définissent des facettes de
P(G, L) quel que soit e € E.
2) Pour L > 2, les inégalités x(e) > 0 définissent des facettes de P(G,L) si et
seulement si soit |V| > 5, soit |V| = 4 et e n’appartient pas & une st-coupe de
cardinalité 3 ou a une 3-st-coupe de cardinalité 3.

Preuve. 1) Comme G est complet et |[V| > 4, par le corollaire 5.5 le polytope P(G, L)
est de pleine dimension et chaque ensemble Fy = E'\ { f} induit une solution du THPP
pour tout f € E. De plus, les ensembles I et Fy pour tout f € E \ {e} constituent
une famille de |E| solutions du THPP dont les vecteurs d’incidence vérifient x(e) < 1
a ’égalité et sont affinement indépendants.

2) Supposons d’abord que |V| > 5. Alors G contient au moins quatre L-st-chemins
sommet-disjoints. En effet, soient u,v,w € V' \ {s,t}, et Py, Py et Ps, trois st-chemins
de longueur 2 passant respectivement par u, v et w. Ces chemins avec le chemin formé
par une des arétes reliant s et ¢ forment quatre chemins sommet-disjoints. Maintenant,
remarquer qu’on ne peut pas couper trois de ces chemins en supprimant seulement 2
arétes. Considérons les ensembles d’arétes :

Fr=FE\{e, f} pour tout f € E '\ {e}.

Par la remarque ci-dessus, ces ensembles induisent des solutions du THPP. Soit F, =
E\{e}. Il est clair que F, induit aussi une solution du THPP. De plus, les vecteurs x**,
e € E vérifient x(e) > 0 a ’égalité et sont affinement indépendants. Ce qui implique
que z(e) > 0 définit une facette de P(G, L).

Supposons maintenant que |V| = 4. Si e appartient a une st-coupe 0(W) de cardi-
nalité 3 (resp. une 3-st-coupe 7' de cardinalité 3), alors z(e) > 0 est redondante par
rapport aux contraintes

dOOV) 22, (resp. o(T) > 2,)
—z(f) > -1, pour tout f € 6(W)\ {e} (resp. f € T\ {e}),
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et ne peut donc pas définir une facette.
Supposons maintenant que e n’appartient ni a une st-coupe de cardinalité 3 ni a une
3-st-coupe de cardinalité 3. Considérons les ensembles

Fe. = E\{e}a
F.r=F\{f} pour tout f € E\ {e},

qui définissent |E| solutions du THPP. Les vecteurs d’incidence de ces ensembles vé-
rifient tous la contrainte x(e) > 0 & Iégalité et sont affinement indépendants. Il en
résulte donc que x(e) > 0 définit une facette de P(G, L). O

On peut remarquer que si G est le graphe complet sur 4 sommets et s’il ne posséde
pas d’aréte multiple, alors la seule contrainte de non-négativité pouvant définir une
facette est celle qui n’est incidente ni a s, ni a t.

Théoréme 5.26 1) Si L = 2, les seules contraintes de st-coupe qui définissent des
facettes de P(G, L) sont celles induites par {s} et V' \ {t}.
2) Si L > 3, toutes les contraintes de st-coupe définissent des facettes de P(G,L).

Preuve. 1) Soient W un ensemble de sommets induisant une st-coupe et W =V \ W,
Supposons tout d’abord que [W| > 2 et [W| > 2. Considérons la contrainte de 2-st-
coupe z(T') > 2 induite par la partition

Vo = {3},
=W\ {s},
Ve =T\ {1},
Vs = {t}.

Comme T = [Vo, Vo] U [Vo, V3] U [V1, V3], on a T = §(W) \ [V4, V2]. De plus, comme
V1, V2] # 0, il s’ensuit que T' & §(WW). Donc z(T') > 2 domine la contrainte z(§(17)) > 2
et, par conséquent, cette derniére ne peut pas définir une facette.

Supposons maintenant que W = {s}. Le cas ou W = {t} est similaire. Dénotons
par axr > « l'inégalité de st-coupe correspondant a l'ensemble W. Soit bz > [ une
contrainte définissant une facette de P(G, L) telle que

{r e P(G,L) |ax =a} C{x € P(G,L)|bx = f}.

Pour montrer que ax > « définit une facette de P(G, L), il suffit de montrer que a = pb
pour un certain p > 0.
Soit e € [s,t]. Considérons les ensembles d’arétes

F; ={e, f} UE(W), pour tout f € A,
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ou A, = 6(W) \ {e}. Comme le graphe G est complet, les ensembles Fy, f € A,
induisent des solutions du THPP. De plus, les vecteurs d’incidence de ces ensembles
vérifient la contrainte ax > « a I’égalité. On a alors

0 = baf" — b2t = b(f) — b(f'), pour tout f, f' € A,

et donc
b(f) =, pour tout f € A,,

pour un certain v € IR.
Comme |V| > 4, soient u,v € W\ {t}, g € [s,u] et ¢’ € [s,v]. Considérons la solution
F,={g9,d}UE(W) de T(G). On a az™ = o. Comme g € A,, az’ = « et on obtient

0 = ba’ — bx'™ = b(g) — b(e).
Ainsi b(g) = b(e) et on a

b(e) =, pour tout e € §(WW).

Nous allons maintenant montrer que b(f) = 0 pour tout f € E(W).

Soit f € [u,v], u,v € W. On peut supposer, s.p.d.g., que u # t. Soient w € W \ {u,t}
(w peut coincider avec v) et g € [s,w]. Comme g € A,, F, définit une solution de 7'(G)
dont le vecteur d’incidence vérifie la contrainte ax > « a I'égalité. Comme F, \ {f} est
une solution de T'(G), on a b(f) = 0.

En conséquence, on a

b(f) =~ pour tout f € 6(WW),

b(f)=0 pour tout f € E(W).
Sion pose p = 1/7, on a a = pb. Comme bx > /3 ne peut pas définir de facette si b <0,
on a p > 0 ce qui termine la preuve du théoréme.
2) De maniére analogue au 1), on montre que lorsque |L| > 3, toutes les contraintes de
st-coupe définissent des facettes de P(G, L). O

Théoréme 5.27 Quand L > 2, les inégalités (5.4) définissent des facettes de P(G, L)
si et seulement si |Vy| = |Vi41| = 1.

Preuve. Supposons que |Vy| > 2. Le cas ou |V 41| > 2 suit par symétrie. Considérons
la partition donnée par

Vo = {8},

Vi=Viu(W\ {s}),
Vi=V, pouri=2,..., L+1.
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Cette partition induit la contrainte de 3-st-coupe z(T) > 2 ou T =T \ [Vp \ {s}, Va).

Comme G est complet, on a T" G T et donc la contrainte z(7T 2 est dominée par

>
z(T) > 2 et ne peut, en conséquence, définir une facette de P(G, L).

Supposons maintenant que |Vo| = |Vi41| = 1, c'est-a-dire Vy = {s} et Vo1 = {t}.
Dénotons l'inégalité (5.4) par ax > « et considérons une inégalité bx > [ définissant
une facette de P(G, L) telle que

{r € P(G,L) |ax =a} C{x € P(G,L)|bx = S}.

Nous allons montrer que a = pb pour un p > 0. Soit £ = E\T = UiL:1 E(V;)u
(UF,[Vi, Viga]). Soient e € [s,t] et T, = T \ {e}. Comme le graphe est complet, les
ensembles donnés par

Fy=EU{e, f}, pour tout f € T,

induisent des solutions du THPP dont les vecteurs d’incidence satisfont ax > « a
I’égalité. D’ou

0 = ba" — bafr = b(f) — b(f'), pour tout f, ' € T,,

et donc
b(f) =, pour tout f € T,

pour un v € IR.
Soient f € [Vo, VL], f' € [Vi, V1] et F, = EU{f, f'}. L’ensemble F, induit également
une solution du THPP vérifiant az’* = «. Il s’ensuit que 0 = bz’e —bx!7 = b(e) — b(f).
On a alors

b(f) =, pour tout f € T.

Nous allons maintenant montrer que b(f) = 0 pour tout f € E. Supposons tout
d’abord que f € [Vp, Vi]. Soit f' € [s, w] avec w € V5. Comme G est complet, 'ensemble
d’arétes Fp \ {f} induit une solution du THPP vérifiant az®*\/} = o. On a alors
b(f) = 0. De maniére analogue, on montre que b(f) = 0 pour tout f € (J= [V, Vi)
Considérons maintenant une aréte f € E(V;), 7 € {1, ..., L}. Soient v € V}, et f' €
[s,v]. L’ensemble Fy \ {f} induit une solution du THPP dont le vecteur d’incidence
vérifie la contrainte ax > « a 1’égalité. On a donc b(f) = 0.

En conséquence, nous obtenons:

b(e) =0, pour tout e € E,
b(f) =, pour tout e € 7.

Comme o > 0, on a v > 0 et en posant p = 1/v, on a a = pb. U
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Soit E' ’ensemble des arétes n’appartenant ni a une st-coupe de cardinalité 3, ni a
une L-st-coupe de cardinalité 3. Des précédents théorémes découlent les deux corollaires
suivants.

Corollaire 5.28 Pour L = 2, si le graphe G = (V, E) est complet avec |V'| > 4, alors
une description compleéte minimale de P(G,2) est donnée par

z(d(s)) > 2,

z(0(t)) > 2,

z(T) > 2, pour toute 2-st-coupe induite par Vo = {s}, Vi, Vo, V3 = {t},
z(e) <1, pour tout e € E,

z(e) >0, pour tout e € E'.

Corollaire 5.29 Pour L = 3, si le graphe G = (V, E) est complet avec |V'| > 4, alors
une description compleéte minimale de P(G,3) est donnée par

z(6(W)) > 2, pour tout st-coupe §(W),

z(T) > 2, pour toute 3-st-coupe induite par Vo = {s}, Vi, Vo, V3, Vy = {t},
z(e) <1, pour tout e € E,

z(e) >0, pour tout e € E'.

5.7 Dominant de P(G, L)

Dans cette section, nous allons étudier le dominant du polytope P(G, L). Nous allons
donner une description compléte de ce polyédre pour tout graphe G = (V, E) et tout
entier L > 2 tels que P(G, L) = Q(G, L).

Soit Dom(P(G, L)) le dominant de P(G, L). Soit D(G, L) le polyédre donné par

z(0(W)) > 2, pour toute st-coupe §(W),

z(6(W)\ {e}) > 1, pour toute st-coupe 6(W), e € §(W), (5.6)
z(T) > 2, pour toute L-st-coupe T,

z(T\ {e}) > 1, pour toute L-st-coupe T, e € T, (5.7)
z(e) >0, pour tout e € E.

Théoréme 5.30 Pour tout L > 2, si P(G,L) = Q(G, L), alors Dom(P(G, L)) =
D(G,L).
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Preuve. Nous montrons tout d’abord que Dom(P(G, L)) C D(G, L).

Soit y € Dom(P(G, L)). Alors il existe £ € P(G, L) tel que T < y. Ainsi, y satisfait
(5.2), (5.4) et (5.8). Nous allons montrer que y satisfait également les contraintes (5.6)
et (5.7).

Considérons une contrainte z(6(W) \ {e}) > 1 du type (5.6). Comme Z(5(1V)) > 2 et
z(e) <1, o0n a

y(@W)\{e}) =z(6(W)\{e})
= z(0(W)) — z(e)
>2—1I(e)
> 1.
De maniére similaire, on obtient y(7"\ {e}) > 1 pour toute L-st-coupe T' et e € T. On

a donc Dom(P(G, L)) C D(G, L).

Maintenant, noter que le dominant de D(G, L), Dom(D(G, L)) est D(G, L) lui-méme.
Ainsi, pour montrer que D(G, L) C Dom(P(G, L)), il suffit de montrer que tout point
extréme de D(G, L) appartient & P(G, L). En effet, si c¢’est le cas, alors toute combi-
naison convexe de points extrémes de D(G, L) est également dans P(G, L). De plus,
comme Dom(D(G, L)) = D(G, L), toute solution y € D(G, L) peut étre vue comme la
somme x + z, ol x appartient a ’enveloppe convexe des points extrémes de D(G, L)
et z > 0. Comme z € P(G,L), on ay € Dom(P(G, L)).

Soit Z un point extréme de D(G, L). Comme P(G, L) = Q(G, L) et toutes les inégalités
de Q(G, L) sont présentes dans D(G, L) sauf les contraintes z(e) < 1, e € E, afin de
montrer que T € P(G, L), il suffit de montrer que Z satisfait aussi ces contraintes.
Considérons une aréte ey € E telle que z(ep) > 0. Comme & est un point extréme de
D(G, L), il existe au moins une contrainte parmi (5.2), (5.4), (5.6) et (5.7) utilisant
la variable z(eg) et serrée par Z. Si Z(6(W) \ {f}) = 1 avec ey € (W) \ {f} pour
une st-coupe §(W) et f € §(W), alors Z(eg) < z(6(W)\ {f}) = 1. Si z(6(W)) = 2
avec ey € 0(W) pour une st-coupe 0(W), alors z(eg) + Z(6(W) \ {eo}) = 2 et donc
z(eg) =2 —z(0(W) \ {eo}). Comme 7 satisfait (5.6), il s’ensuit que z(ep) < 1.

D’une maniére analogue, on obtient que Z(ep) < 1 si une des contraintes (5.4) et (5.7)
contenant x(ey) est serrée par . O

Une conséquence immédiate des théorémes 5.3 et 5.30 est la suivante.

Corollaire 5.31 Si L = 2,3, alors Dom(P(G, L)) = D(G, L).
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5.8 Généralisation

Comme nous I’avons précédemment mentionné, la formulation que nous avons donnée
n’est pas valide pour L > 4. Dans [22], Dahl et Gouveia ont étudié le polytope associé
aux chemins bornés en tant que sous-probléme d’un probléme plus général. Ce dernier
consiste a trouver un arbre de poids minimum couvrant les sommets d’un graphe tel que
le chemin entre un noeud racine fixé et tout autre nceud du graphe ne dépasse pas une
certaine longueur. Ils introduisent une classe d’inégalités qui généralise les contraintes
de L-st-coupe (5.3). On peut, de la méme maniére, généraliser les contraintes de L-st-
coupe (5.4) pour le polytope P(G, L).

Soit Vg, ..., V, une partition avec p > L+1, s € Vj et t € V. Considérons I'inégalité
suivante
Z min(j —i—1,p — L)z(e) > k(p — L). (5.9)
e€[Vi,Vj),i<j

Théoréme 5.32 L’inégalité (5.9) est valide pour le polytope P(G, L).

Preuve. Un L-st-chemin ne peut pas intersecter plus de L-+1 éléments de la partition.
I1 doit donc en sauter p+1—(L+1) = p— L. De plus, on peut remarquer que le coefficient
de chaque aréte correspond au nombre d’éléments de la partition sautés par ’aréte.
Comme chaque chemin doit sauter p — L éléments et les chemins sont aréte-disjoints,
la valeur du membre de gauche doit étre > 2(p — L). O

Nguyen [81] a montré que le dominant du polytope associé aux L-st-chemins (cas
k =1, ot k est le nombre de chemins aréte-disjoints recherchés entre s et t) est entié-
rement décrit par les contraintes triviales, les contraintes de st-coupe et les contraintes
(5.9). En revanche, ces contraintes ne suffisent malheureusement pas pour formuler le
probléme lorsque k£ = 2. En effet, considérons le graphe donné par la figure 5.4. Le
vecteur d’incidence de ’ensemble d’arétes de ce graphe vérifie toutes ces contraintes.
Cependant, cette solution n’est pas admissible pour le THPP. Par contre, en appliquant
des procédures de lifting, les contraintes (5.9), peuvent étre étendues en la classe plus
générale suivante pour L = 4.

Soit Vg, ..., Vi, Wy, ..., W, une partition de V' telle que s € Vj et t € V5. On pose
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Fi1G. 5.4 — Contre-exemple

Wy =V et W5 = Vi. Soit a le vecteur associé aux arétes donné par

;

1 pour tout e € [V;,V;], li—jl=2,1i,5 € {0, ..., 6},
1 pour tout e € [Va, Wi| U [Vo, W3] U [V3, Wy] U [V, Wa,
2 pour tout e € [V, V)], |i —j] >3,4,5€{0, ..., 6},
ale) =4 2 pour tout e € [W;, W], |i —g| >2,14,7 €0, ..., 5},
2 pour tout e € [Vi, W3] U [Vi, Wy] U [Va, W4]U
[‘/217 Wl] U [‘/57 Wl] U [‘/:'37 W2]7
L 0 sinon.

La contrainte ax > 4 est valide pour P(G, L). Nous conjecturons que pour L = 4, ces
contraintes avec les contraintes (5.1), (5.2), (5.4), et les contraintes d’intégrité donnent
une formulation en 0 — 1 pour le THPP.

3]
€4 €1
81 u
€10
A ’
e
S9 8 tg

Fi1G. 5.5 — Point extréme

Une autre généralisation naturelle du probléme, est de considérer plusieurs demandes
d; = (s;,t;). Le probléme consiste maintenant a trouver un sous-graphe de coit mini-
mum tel qu’entre chaque paire de sommets (s;, ¢;), il existe au moins deux L-st-chemins
aréte-disjoints. La formulation donnée en section 5.2 peut étre facilement étendue a ce
probléme quand L = 2 ou 3. Cependant, les contraintes triviales, les contraintes de
s;t;-coupe et les contraintes de L-s;t;-coupe, ne suffisent pas pour décrire le polytope
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associé. En effet, considérons le graphe donné par la figure 5.5 avec deux demandes
(s1,t1) et (s2,19). Lasolution z = (1,1,1,1,0,0,0,1/2,1/2,1/2) satisfait les contraintes
triviales, les contraintes de s;t;-coupe et les contraintes de L-s;t;-coupe pour ¢ = 1, 2.
De plus, T est un point extréme du polytope donné par ces inégalités. Ceci implique
que ces contraintes ne décrivent pas le polytope pour ce graphe. En effet, il est facile
de vérifier que cette solution viole la contrainte

z(es) + x(eg) + x(er) + x(es) + (eg) + x(e19) > 2 (5.10)

qui est valide pour le polytope associé. En fait, cette contrainte fait partie d’'une classe
d’inégalités plus large généralisant les contraintes de F'-partition Steiner mentionnées
dans le chapitre 3. Cette classe d’inégalités est définie de la maniére suivante. Soit
Vo, - .., V,, une partition de V" telle que pour tout i € {1, ..., p}, il existe une demande
d;j = (sj,t;) avec [{s;,t;} NV;| = 1. Soit F' C §(Vp) un ensemble d’arétes de cardinalité
impaire. Considérons 'inégalité

(Vo .. i)\ F) > p— EJ | (5.11)

Le théoréme suivant, donné sans preuve (la preuve est similaire & celle pour les
contraintes de F-partition Steiner), montre que ces contraintes sont valides.

Théoréme 5.33 Les contraintes (5.11) sont valides pour P(G, L).

Il est facile de voir que la contrainte (5.10) n’est rien d’autre que la contrainte (5.11)
qua‘nd ‘/b = {uatl}a ‘/1 = {81}7 ‘/2 = {32}7 ‘/3 = {tZ} et I'= {627 €3, 64}-

Enfin, un dernier probléme pouvant étre intéressant & mentionner est le suivant.
Soient G' = (V, E') un graphe, L > 2 une constante et ¢(e) un coit associé a chaque aréte
e € E. Soit D un ensemble de demandes d; = (s;,t;) pour i = 1, ..., ¢. Considérons
le probléme P qui consiste a trouver un sous-graphe H = (V(F), F) de G de cott
minimum tel que pour tout e € F, et pour toute demande d;, i € {1, ..., ¢}, il existe
au moins un chemin de longueur au plus L entre s; et t; dans H — e. Le théoréme
suivant dont la preuve est similaire a celle du théoréme 5.2 donne une formulation de
ce probléme en un programme en nombres entiers.

Théoréme 5.34 Soient G = (V,E) un graphe et L > 2. Alors le probléme P est
équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant :

Min{cx |z € Q(G,L), x € {0,1}"}.
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Noter alors que le probléme P n’est rien d’autre que le THPP quand L < 3 et
D = {(s,t)}. En revanche, si L > 4, les solutions peuvent étre différentes. En effet,
considérons le graphe donné par la figure 5.6. Comme nous ’avons vu, ce graphe n’est
pas une solution du THPP quand L = 4. Cependant, quand on supprime une aréte
quelconque du graphe, il existe toujours un chemin de longueur au plus 4 entre s et ¢.
Ainsi, le graphe définit une solution du probléme P.

Fic. 5.6 -

Soit ©(G, L) le polytope associé au probléme P. Comme les deux problémes sont les
mémes quand L > 3, on a le corollaire suivant.

Théoréme 5.35 Si D = {(s,t)} et L <3, alors O(G,L) = P(G, L).

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probléme qui consiste a trouver dans un graphe
deux chemins aréte-disjoints de longueur bornée entre deux sommets fixés s et t. Nous
avons montré que les contraintes de L-st-coupe avec les contraintes de st-coupe et les
contraintes triviales sont suffisantes pour formuler le probléme en un programme en
nombres entiers ainsi que pour décrire le polytope P(G, L) associé au probléme lorsque
L < 3. Une étude plus approfondie des différentes classes d’inégalités introduites nous
a permis d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour que ces inégalités défi-
nissent des facettes. Ceci nous a conduit & des caractérisations minimales du polytope
P(G, L) quand L = 2,3. Enfin, nous avons considéré le dominant de ce polytope. Nous
avons caractérisé ce polyédre pour tout L > 2 quand le polytope P(G, L) est donné par
les contraintes triviales, les contraintes de st-coupe et les contraintes de L-st-coupe.

Comme la séparation des contraintes de st-coupe des contraintes (5.4) quand L < 3
peut se faire en temps polynomial, Ceci nous a permis d’avoir un algorithme de coupes
polynomial pour le THPP quand L < 3.

Nous sommes actuellement en train d’étudier un algorithme de coupes et branche-
ment pour le THPP lorsque le réseau posséde plusieurs demandes. Nous avons d’ores
et déja quelques résultats préliminaires encourageants.






127

Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié trois problémes de conception de réseaux. Ces
problémes peuvent étre vus comme des généralisations du probléme classique du sous-
graphe 2-aréte connexe.

Dans un premier temps, nous avons étudié le probléme du sous-graphe Steiner 2-aréte
connexe. Nous avons introduit une classe de contraintes valides pour le polytope asso-
cié au probléme, appelées contraintes de F'-partition Steiner généralisées. Nous avons
montré que ces inégalités, avec les inégalités de coupe Steiner et les inégalités triviales
décrivent le polytope dans une classe de graphes contenant les roues. En conséquence,
nous avons obtenu une description du polytope dans la classe des graphes de Halin
quand les terminaux ont une disposition particuliére. Ce résultat généralise celui de
Barahona et Mahjoub [7] quand S = V.

Nous nous sommes ensuite intéressés au probléme du sous-graphe 2-aréte connexe
ou chaque aréte doit appartenir & un cycle borné. Aprés l'introduction d’une famille
de contraintes appelées contraintes de cycle, nous avons donné une formulation de ce
probléme comme un programme linéaire en nombres entiers ne faisant intervenir que les
variables naturelles du probléme. Par la suite, nous avons examiné la structure faciale
du polytope associé. Ceci nous a permis d’introduire plusieurs classes de facettes. Nous
avons également discuté de techniques de séparation pour ces facettes. En particulier,
nous avons montré que la séparation des contraintes de cycle peut se faire en temps
polynomial quand la borne sur les cycles ne dépasse pas 4. Ces résultats ont conduit au
développement d’un algorithme de coupes et branchements pour ce probléme. Celui-ci
a été utilisé pour résoudre des instances réelles et aléatoires du probléme.

Enfin, dans une derniére partie, nous avons considéré le probléme qui consiste a trou-
ver, entre deux sommets d’un graphe, deux chemins aréte-disjoints de colit minimum
de longueur bornée. Nous avons introduit une formulation pour ce probléme en un
programme en nombres entiers lorsque la borne est < 3. Et nous avons montré que
la relaxation linéaire de ce programme est entiére. Nous avons également discuté de
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conditions nécessaires et suffisantes pour que cette relaxation soit minimale. Aussi, nous
avons étudié le dominant du polytope associé et discuté de certaines généralisations du
probléme.

Plusieurs problémes et questions restent cependant ouverts et méritent d’étre étudiés.

D’abord, dans [7], Barahona et Mahjoub ont caractérisé le polytope des sous-graphes
Steiner 2-aréte connexes dans les graphes de Halin quand S = V. Une question qui
reste encore posée est la caractérisation entiére de ce polytope dans les graphes de
Halin lorsque S # V. Comme Winter [88] a montré que, dans ce cas, le probléme est
polynomial, il doit étre possible de caractériser le polytope associé a 1’aide de contraintes
séparables en temps polynomial. Dans cette thése, nous avons répondu partiellement
a cette question.

La structure des solutions du probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des
cycles bornés est complexe. Ceci peut expliquer en partie le fait que les plus grandes
instances que nous avons pu résoudre avec une borne sur les cycles > 4 ne dépasse
pas les 40 sommets. Et méme pour cette taille, seulement peu d’instances ont pu
étre résolues a l'optimum. Ceci laisse croire qu’il doit encore exister des contraintes
fondamentales pour le polytope associé. Vue l'intérét pratique du probléme et afin
d’améliorer la performance de l’algorithme de coupes et branchements proposé, une
étude complémentaire et approfondie du polytope associé pourrait étre nécessaire. En
particulier, il serait intéressant d’introduire de nouvelles familles de contraintes valides.
Certaines de ces contraintes sont d’ores et déja présentées dans I'annexe A. Celles-ci
n’ont été formulées de maniére générale qu’aprés la phase expérimentale et n’ont donc
pas pu étre intégrées a ’algorithme de coupes et branchements présenté dans le chapitre
4. [’étude d’algorithmes d’approximation pour le probléme serait également tres utile.
Un tel algorithme peut étre combiné avec une méthode de coupes pour déterminer des
solutions proches de 'optimum pour le probléme.

Lors des expérimentations concernant le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe
avec des cycles bornés, nous avons remarqué que, pour des bornes assez petites sur
les cycles, il existait des chemins relativement longs entre certaines paires de sommets.
Pour assurer un routage peu cotiteux méme en ’absence de panne, il serait nécessaire
d’avoir des chemins de longueur limitée entre les terminaux. Le probléme qui en résulte
est donc de déterminer un sous-graphe 2-aréte connexe de colit minimum tel que chaque
aréte appartienne a un cycle borné, et entre chaque paire de sommets, il existe au moins
un chemin ne dépassant pas une certaine longueur. Nous assurons ainsi une certaine
qualité de routage dans le réseau et ce, qu'une panne se produise ou non.

Dans le chapitre 4, nous avons également discuté du probléme de la coupe mini-
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mum sur les chemins bornés (BPCP). Ce probléme consiste a déterminer un ensemble
d’arétes de poids minimum qui coupe tous les chemins ne dépassant pas une certaine
longueur, entre deux sommets donnés d'un graphe. Nous avons montré que ce pro-
bléme peut étre résolu en temps polynomial lorsque la borne est < 3. Il a également
été montré par McCormick |75] que ce probléme est NP-complet lorsque la borne est
> 12. La complexité de ce probléme reste encore une question ouverte lorsque la borne
est comprise entre 4 et 12. De plus, nous avons montré que les problémes de séparation
des contraintes de cycle et des contraintes de L-st-coupe se raménent au BPCP. Ces
contraintes sont fondamentales pour les deux problémes du sous-graphe 2-aréte connexe
avec respectivement des cycles et des chemins bornés. Il serait ainsi intéressant d’avoir
des algorithmes de séparation exacts et/ou approchés pour ces contraintes, en particu-
lier dans les cas les plus courants (quand la borne est égale a 4 ou 5). Ceci nécessiterait
une investigation approfondie de ’aspect algorithmique du probléme BPCP dans ces
cas.

Enfin, une question naturelle qui se pose lors de la conception d’un réseau est son
dimensionnement. Celui-ci consiste a déterminer les capacités a installer sur les diffé-
rents liens du réseau afin que toutes les demandes puissent étre acheminées entre les
origines-destinations. Les problémes étudiés dans ce mémoire ne prennent en compte
que l'aspect topologique du réseau. Il serait, par conséquent, intéressant d’étudier le
probléme qui associe a la fois la conception d’un réseau fiable avec des contraintes de
borne et son dimensionnement. A notre connaissance, Une telle étude n’a jamais été
faite auparavant.
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Annexe A

Autres contraintes valides pour

PG, K)

Dans cette partie, nous considérons de nouveau le probléme du sous-graphe 2-aréte
connexe avec des cycles ne dépassant pas une certaine longueur K (2ECSBR). Dans le
cadre de notre étude de ce probléme, nous avons identifié d’autres contraintes valides
pour le polytope associé. Ces contraintes n’ont pas été utilisées dans les expérimenta-
tions menées sur ce probléme. En effet, certaines de ces contraintes n’ont été formulées
d’une maniére générale qu’apres la phase expérimentale. Et les autres concernent des
classes particuliéres de graphes. Dans cette annexe, nous présentons ces contraintes.

A.1 Contraintes d’éventail

Avant d’introduire ces nouvelles contraintes, nous donnons le lemme suivant qui per-
met d’identifier des contraintes de sous-ensemble valides.

Lemme A.1 Soient G = (V, E) un graphe et K > 3 un entier fizé. Soit m = (Vg, ...,
V,) une partition de V telle que p > K. Soient e € [V;,Viy1], i € {0, ..., p} et
felVi,Vinl, j €40, ..., p} \ {i} deux arétes de E. Soit T =T, U ([Vi, Vi) \ {e}) U
([V;, Viga) \ {f}). Alors T induit une contrainte valide de sous-ensemble x(1T') > 1.

Preuve. Supposons que ¢ < 7, le cas ou ¢ > j peut étre prouvé par symétrie. Soit
F C FE une solution réalisable du 2ECSBR telle que F' N7 = (). Comme la contrainte



132 Autres contraintes valides pour P(G, K)

de coupe associée a I’ensemble de sommets U?c:z 41 Vi doit étre satisfaite par le vecteur
d’incidence de F', il s’ensuit que e et f appartiennent a F. Or le plus petit cycle
contenant e et f est de longueur > p + 1 > K, une contradiction. Le graphe G' =
(V, E\T) ne contient donc pas de solution du 2ECSBR et, en conséquence, ’ensemble
T induit une contrainte de sous-ensemble valide. 0

Théoréme A.2 Soient G = (V, E) un graphe et K > 3 un entier fizé. Soit m =
(Vo, .., Vi) une partition de V. Soient i,j5 € {0, ..., K} aveci+1 < j, et e et f
deuz arétes de [V;, Vii] et [V}, V)] respectivement. Soient

A= (Ve Ve \ e} U (V3 Vi \ D U (Ui Ve, Viera)),
T =T,UA.

Alors la contrainte
x(T)>j—i (A1)

est valide pour P(G, K).

Preuve. Soient

Ty ={ec|Vi,Vi], k,le{i+1,...,5}, k>1+1},
T2 :(Tﬂ\Tl)UA

Assertion 1 La contrainte

est valide pour P(G, K).

Preuve. Posons

T =T U([Vi, Vil \ {e}) U ([V5, Vil N D)

Par le lemme A.1 I'ensemble T induit une contrainte de sous-ensemble z(T') > 1. Les
contraintes suivantes sont ainsi valides pour P(G, K):

z(6(Vk)) > 2, pour k=141, ..., 7,
x(T) > 1,
—z(e) > —1,

: pour tout g € Ty \ (5( i Vk)) :
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En sommant ces contraintes, on obtient
de(Th) + 22(Ty) > 2(5 — i) — 1.

En divisant cette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite a l’entier
supérieur, on obtient la contrainte (A.2). ¢

Noter que 7' = T3 UT5. Noter également que si j = i+2, alors T} = (), et la contrainte
(A.1) n’est rien d’autre que la contrainte (A.2) qui, par 'assertion 1, est valide pour
P(G, K). Nous supposons donc dans la suite que j > i + 2.

Soit F une solution de F(G). Si FNT; = (), alors par (A.2), on a |[FNTy| > j—i et donc
(A.1) est vérifiée. Par conséquent, supposons qu'il existe une aréte g € T} appartenant
a F. Nous allons montrer que

[FN(T\{g)|zj—i-1 (A.3)
et ainsi la contrainte (A.1) est satisfaite par z’".
Considérons la partition my = (W, ..., Wj;_;_5) donnée par
Wo = U Vi WUz, Vi
Wi = Viskr1 pour k=1,...,7—1—2.

Notons que, comme j > 142, j —i—2 > 1, et par conséquent, la partition 7y, est bien
définie. Posons Ay = 6(Wy, ..., W,_;_2). La contrainte cyclomatique (4.5) associée a
la partition 7y, s’écrit

N
x(AW)Zj—i—2+[%-‘:j—i—1. (A.4)

Remarquons que Ay C T.Sig & Aw, alors |[FN(T\{g})| > |[FNAw/, et par I'inéga-
lité (A.4), (A.3) est également vérifice. Supposons donc que g € Ay. Six?' (Ay) > j—1,
alors (A.3) est vérifiée. On peut alors supposer que le vecteur d’incidence de F' vérifie
(A.4) a l'égalité. Nous avons alors I’assertion suivante.

Assertion 2 F N (T \ Aw) # 0.

Preuve. Si (FNAw)Nd(Vigr) =0, alors, comme 27 (6(Viy1)) > 2, il doit exister une
aréte ¢’ € F qui appartienne a §(Viy1) \ (Aw U {e}). Comme §(V;41) \ {e} C T, il
s'ensuit que ¢ € F'N (T \ Aw). Si (FNAw)NJ§(V;) =0, on peut montrer de la méme
maniére que F' N (T \ Ay) # 0.
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Suposons donc que (FNAy)Nd(Vig) # 0 et (FNAy)No(V;) # 0. Comme les
contraintes de coupe induites par les ensembles Wy, £k = 0,..., 7 — ¢ — 2 doivent
étre satisfaites par zf et ¥ (Aw) = j — i — 1, il s’ensuit que z¥(§(W,)) = 2 pour
k=0,...,j—1i—2. En effet, s'il existe [ € {0, ..., j —i — 2} tel que " (§(W))) > 3,
en sommant les contraintes de coupe induites par Wy, k =0, ..., 7 — i — 2, on obtient

207 (Aw) >2(j —i—1)+1>2(j —i—1).

Mais en divisant ceci par 2, on obtient =/ (Ay) > 7 — i — 1, une contradiction.
Maintenant, comme toutes les contraintes de coupe doivent étre vérifiées, il s’ensuit qu’il

existe une permutation o des indices 1, ..., j — i — 2 telle que |[Vi11, W) N F| =1,
|[Vj,Wg(j,i,2)] N F| =1cet |[Wg(k),WU(k+1)] N F| =1lpourk =1,...,7—1— 3.
En d’autres termes, les ensembles Wo(yy, ..., Wo(j_i—2) sont définis de telle maniére

que les arétes de F'N Ay forment un chemin de V4 a V; (voir figure A.1). Soit
7' la partition Vo, ..., Vig, Woy, -- s Wog—ic2), Vjs - .., Vk. On peut remarquer que
7' définit la méme partition que m avec un ordre différent des éléments. Soit 1" =
T U ([Vi, Visa) \ {e}) U ([V}, Vjs1] \ {f}). Par le lemme A.1, 7" induit une contrainte
de sous-ensemble valide. Noter que 7" N Ay NF = et T" C T. Il s’ensuit qu’il existe
une aréte ¢" de 7' N F, et donc de T'N F telle que ¢" & Ay . ¢

Il résulte de I'assertion 2 qu'il existe une aréte g appartenant a F N (T \ Ay). 11
s’ensuit que

2" (T\{g}) =="(T) -1
> 0¥ (g") + o (Aw) - 1
= 2" (Aw)
— i1
D’ou (A.3) est encore satisfaite. O

Les inégalités du type (A.1) seront appelées contraintes d’éventail. Le théoréme sui-
vant, donné sans preuve, présente quelques conditions suffisantes pour que la contrainte
(A.1) définisse une facette.

Théoréme A.3 La contrainte (A.1) définit une facette de P(G, K) si les conditions
sutvantes sont vérifies.

— |Vk| > 4 pour tout k € {0, ..., i —1,j+2,..., K},
— Vil =1 pout tout k € {i, ..., j+1},
<K
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Vo

Vi

- - —— arétesde Ay NF

——— arétesde E\T

Fic. A.1 -
A.2 Contraintes de rayon

Soit m = (Vj, ..., V,) une partition de V telle que p > K + 1 (les indices sont pris
modulo p + 1). Pour chaque aréte e € [V;,V;], 4,7 € {1, ..., p} telle que j > ¢+ 1, on
dénote par jump(e) le nombre minimum d’éléments V; sautés par 'aréte e dans le cycle
formé par Vi, ..., V,. En d’autres termes,

jump(e) =min(j —i—1,p—j+i—1).

A chaque aréte e € [V;, V], 4,5 € {1, ..., p} et j > i+ 1, on associe les deux entiers
suivant
5 1 si jump(e) = K — 2,
R sinon,
5 2 si jump(e) =& — 1,
¢ 1 sinon.
Pour i € {1, ..., p}, la partition 7° = (V{, ..., V};) est donnée par
Vi =Viyj, pour j =0, ..., K —1,
, P
Vi =v\ (U5 V).
Soit e € [V}, Vi], j,l € {1, ..., p} telle que [ > j + 2. On dénote par nb(e) le nombre

de partitions 7 telles que e € T}i.
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Lemme A.4 Soite € [V;,Vi], 7, € {1, ..., p} telle que | > j +2. Alors on a

2K — 2)

nb(e) = 5

— maz(0, K — 3 — jump(e)) + .

Preuve. Noter d’abord que nb(e) correspond également, étant donné une partition 7,
au nombre de paires d’ensembles (Vj, Vi), I' > j'+2 telles que jump(f) = jump(e), f €
[Vir, Ve ]NTi. Dans la suite, on note par Ey 'ensemble des arétes f € [V, Vi ]NT,;: telles
que jump(f) = jump(e). De telles arétes sont forcément incidentes & un des ensembles

Vi, k=0, ..., K—1. Remarquons que chacun des ensembles V', k =1, ..., K —2 est
incident a 2 arétes de Ey sauf dans le cas ot p est pair et jump(e) = (p/2) — 1. Dans ce
dernier cas, une seule aréte de F; est incidente aux ensembles Vi, k=1, ..., K — 2.
Posons p = de. Remarquons que si jump(e) < K — 4, alors certaines arétes ont été

comptées deux fois. C’est le cas, par exemple, d'une aréte f € [V}, V] quand K = 5
et jump(e) = 1. Ainsi, si K — 3 — jump(e) > 0, alors on aura compté K — 3 — jump(e)
arétes en trop. Notons enfin que si jump(e) = K — 2, alors [V§,Vi_|NE; # 0. 11
résulte de ceci que

nb(e) = p — max(0, K — 3 — jump(e)) + 0,

et le lemme est prouvé. O
Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme A.5 Soient G = (V,E) un graphe et K > 4 un entier fizé. Soit m =

(Vo, ..., V) une partition de V telle que p > K + 1. Pour tout i € {1, ..., p}, soit
e; une aréte fizée de [V;,Viy1]. Soit Ey Uensemble des arétes f € [Vi, V] telles que
i,j€{l, ..., p}etj>i+2. Soit ax > « la contrainte telle que

(0 pour tout e € E(Vo) UL, (E(V) U{e;}),
1 pour tout e € [V, ViJU ([Vi, Viga] \{ei}), i=1, ..., p,
et pour tout e € Ey telle que jump(e) = (p/2) — 1 et jump(e) # K — 2,

ale) = 5 2 pour tout e € Ey telle que jump(e) = K —2 et p = 2K — 2,
et pour tout e € Ey telle que jump(e) # K — 2 et jump(e) # (p/2) — 1,
[ 3 pour tout e € E telle que jump(e) = K —2 = (p/2) — 1,
et

i)

ar > o (A.5)

Alors la contrainte

est valide pour P(G, K).
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Preuve. Pour tout i € {1, ..., p}, posons

7" =T U (Vg Vi \ {ei}) U (Vie—a: Ve \ {eis i —2}) -

Par le lemme A.1, Pensemble 7% induit une contrainte de sous-ensemble valide z(7%) >
1. Nous avons ainsi les contraintes valides suivantes:

(T > 1 pour tout i € {0, ..., p},
En sommant ces contraintes, on obtient
p
Y2 D> wle+ (K =2) > ale) ]| + D nble)a(e) > p. (A.6)
=1\ e€ViVir1]\{es} e€[Vo,Vi] e€by

Remarquer que, comme max(0, K — 3 — jump(e)) < K — 3, on a

— si Jump(e) —2et p=2K — 2 alors nb(e) = K — 1,
(e) = —2etp7é2K—2alorsnb(e):2(K—2)+1,
— si jump(e) # K — 2 et jump(e) = (p/2) — 1 alors K —2 < nb(e) < 2(K — 2),
— si jump(e) # K — 2 et jump(e) # (p/2) — 1 alors 2(K — 2) < nb(e) < 3(K — 2).

€

En rajoutant & (A.6) les inégalités

(K —4)z(e) >0, pour tout e € [V;, Viga] \ {ei},

1=1,...,p,
(K — 2 — (nb(e) mod (K —2)))z(e) >0, pour tout e € Ey,

on obtient
(K —2)az > p.

Maintenant, en divisant cette inégalité par K — 2 et en arrondissant le membre de
droite & l'entier supérieur, on obtient (A.5). O

Les contraintes du type (A.5) seront appelées inégalités de rayon. Noter que si G est
un graphe de la classe I' définie dans la section 3.1, alors G induit la contrainte (A.5)
suivante

w0 2 | 25 (A7)
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A.3 Contraintes valides pour P(G,4)

Soit m = (Vj, ..., V,) une partition de V. Pour i = 1, ..., p, considérons les parti-
tions 7 définies dans le paragraphe précédent. Soit

ev(i, K) = Tr U ([Vi, Vi \ {ei ) U (Vi -2, Vie 1] \ i 2} U ( U [VkaVlHl]) :

La contrainte d’éventail associée & la partition 7 et aux arétes e; et e;, x_o s’écrit alors
z(ev(i, K)) > K — 2.

Dans la suite, afin de simplifier les démonstrations, on parlera de la contrainte d’éventail
z(ev(i, K)) > K — 2 sans préciser qu’elle est associée a la partition 7° et aux arétes e;

et eiyrx—2.

Soit
V(i,j) :{V; e V}}

Nous présentons maintenant une contrainte spécifique au cas ou K = 4.

Théoréme A.6 Soient G = (V, E) un graphe et K = 4. Soit m = (Vp, ..., V)) une
partition de V' telle que p > K + 1 (les indices sont pris modulo p + 1). Pour tout
i€ {l, ..., p}, soit e; une aréte fizée de [V;, Viiq].

Soient C* = {e;, ..., e, } C {en, ..., ey} et F* = {fj,, ..., fj,} deuxr ensembles
d’arétes tels que fj, € [W,Vj,] pour k =1, ...,7 et {ir, ..., ig} N {j1, ..., Jr} = 0.
Soit S = {s1, ..., Sqrr} = {01, ..., ig} U{j1, ..., Jr} tel que 0 < s; < 541 < p pour
i=1,...,q+1r—1. On suppose, pour tout i € {1, ..., q+r} (les indices sont pris
modulo g + r), ce qui suit:

— 81 S, Sig1 € {01, ..., Gg) 0u S5, 81 € {J1, ..., Jr} alors |V (si, sig1)| = 3k + 2
pour un certain k; > 0,

—sis; € {in, ..., ig} ou sipy € {41, -, Jr} alors |V (si, siv1)| = 3k + 1 pour un
certain k; > 0,

— 80 Sit1 € {i1, oo, igy ous; € {1, .., Jr} alors |V (si, siz1)| = 3k; pour un certain
k; > 0.

Posons
¢ = 7“/(5“5;“)‘_2 et ti = ¢ — e pouri=1, ..., q+r,

T'={g€[Vi,Villi,j € {j1,---, Jn}}-
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Soient
T

T,

Vi, .., V)N (T"U{ey, ..., e})

d ;
= (T"U{er, -y e} U (U [Vo, Vi) \ (C7 U ),
’V +T+Zq+r 8|_Cz +4’—tz-|)—‘ .

Alors la contrainte
2ZL‘(T1) + ZL‘(TQ) Z Q (AS)

est valide pour P(G,4).

Preuve. Soient I ={iy, ..., i} et J ={ji, ..., j,}. Posons

Ly ={l=s;+37+3|j€{0, ..., ki—=2}, ki>2,s,€et s €J},
Ly ={l=s;+374+2|j€{0,...,ki—2}, ki>2,s,€ Jet sy €I},
Ly ={l=s;+3j+1]7€{0,..., k;—1}, k; > 1 et s;,8.41 € I},
Ly ={l=s;+3j+1]7€{0,..., ki—1}, k; > 1et s;, 8.1 € J},

Counsidérons les contraintes valides suivantes:

—z(e) > —1, pour tout e € F*UC*,

z(e) >0, pour tout e € [W,V}], j € J,

ec[Vi,Vil,i,j€{l, ..., p}
tels que [{i,j}NJ|=1et j>i+1,

e € [Vi, Vi) \{ei}, i € 1,

ec [Vi,Vipr]\{e}, i € {1, ..., p}
tel que [{i,i+1}NJ| =1,

€ € [Vir1, Vi) \{esn}, i €{1, ..., ¢+ 1}
tel que [{sn sin) 0| = 1.

e€ [Vi,Vipil\{e}, 1 € LiU Ly U Ly U Ly,

e € [Vigr, Viga] \ {eig1}, [ € Ly U Ly,

e € [Viga, Vigs] \ {era}, 1 € Ly U Ls,

z(6(V;)) > 2, pour tout i € J,
1=s;+2tel ques; €lets; g€
1=s;+1tel ques; € Jets; g€l
i=10,1+2, 1€ LiULy,
i=14+1,14+2,1l€ LyU Ls,

z(ev(i,4)) > 2,  pour tout i€ I,
i=s;+1tel que [{s;,s;1} NI =1,
i=ll+1, 1€l UL,
i=14+1,042, 1€ LyU Ly,
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En sommant toutes ces contraintes, on obtient

q+r
4x(Ty) +22(Ty) > q+r+ > (8ci] +4[t:]).
i=1
En divisant par 2 et en arrondissant le membre de droite a I’entier supérieur, on obtient
I'inégalité (A.8). O

Remarque A.7 Si g+ r est pair, alors les contraintes (A.8) sont redondantes.

Nous allons maintenant illustrer ces contraintes sur la roue Wy = (V, E). Soient
V = {w,uq, ..., ug} les sommets de la roue ot w représente le sommet central et
U1, ..., ug les sommets du cycle. Soient ¢; = w;u;y1 et f; = wu; pouri =1, ..., 8 (voir
figure A.2). Soit m = (Vp, ..., V3) la partition donnée par Vo = {w} et V; = {u;} pour
i=1,...,8. Prenons C* = {ey, ey, €3, e4} et F* = {f7}. La contrainte (A.8) associée
am, C* et F* s’écrit

(es) +a(es) +aler) +ales) +w(fi) +x(fo) +a(fs) +a(fa) +2(fs) + 2 (fs) +2(fs) 2 7.

De la méme maniére, en faisant pivoter la partition 7 autour du sommet w, on obtient
sept autres contraintes (A.8) avec la méme structure. On a également les contraintes
(A.8) suivantes

z(e1) +w(eg) +w(ez) + w(es) +x(es) +x(es) +x(er) +x(es) + x(fs) + 2(fe) +2(fr) 2 7,
z(ez) +w(ez) +w(es) +w(es) + w(es) + w(er) +w(es) + x(f1) +x(f2) +2(fs) +2(fs) 2 7,
z(e2) +w(ez) +w(es) +w(es) +x(es) +x(er) + x(fr) + 2(fa) +x(fs) + 2(fr) +2(fs) > 7,
z(e3) +w(es) +w(es) +w(es) +w(er) +x(fi) + 2(f2) +(f3) + 2(fa) + 2(fr) +2(fs) > T,
z(e3) + z(es) + x(es) + x(f1) + (f2) + 2(f3) + 2(fa) +2(f5) + x(fe) + z(f7) + 2(fs) > 7,
obtenues a partir de la partition 7 en prenant respectivement

— C*=0et F*={f1, fo, f3, fa, fs},

- C*=A{er} et F*={fu, f5, f6, 1}

— C* = {61,68} et F* = {64,65,66},

- C*={ey,ez,es} et F* = {fs, fo},

- C* — {61762766767768} et F* = ®7

Maintenant, considérons la partition Vo = {w}, V; = {u;} pour i =1, ..., 8. Soit

i € {1, ..., 8}. La contrainte déventail z(ev(i,4)) > K — 2 associée a la partition 7

peut également s’écrire

z(eit1) + x(fiv1) + x(fire) > 2.
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Us

Fig. A.2 -

Par le calcul, nous avons montré que les contraintes (A.8) avec les contraintes triviales,
les contraintes de coupe, les contraintes de F-partition, les contraintes cyclomatiques,
la contrainte de rayon (A.7) et les contraintes d’éventail, permettent de décrire P(G, K)
quand G' = Wy et K = 4. Ce résultat numérique ainsi que d’autres investigations, nous
motivent a poser la conjecture suivante.

Conjecture A.8 Les contraintes (A.8) avec les contraintes (2.1), (2.2), (2.3), (2.6),
(4.1), (4.5), (A.1) et (A.5) suffisent pour caractériser le polytope P(G, K) quand G est
un graphe de I' et K = 4.

Pour la suite, on suppose K > 5.

A.4 Contraintes de roue

Théoréme A.9 Soient G = (V, E) un graphe et K > 5 un entier fizé. Soit m =
(Vo, - .., V) une partition de V telle que

7PZK+1;
~ Vi, V;] = 0 pour tous i, j € {1, ..., p}, j > i+2,
— [Vi, Vigr] = {ei} pouri =1, ..., p.

Posons

C(Zaj) - ‘]]{;;1[‘/;97 ‘/k-l-l]a
F(i, j) = UpslVo, Vil
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Soient
p+1
=i
q—2
T=JOR+i(K-2),K-2+i(K-2)UC(p—K+4,1).
=0

Sin+ 1 est un multiple de K — 2, alors la contrainte
z(T)+z(0(Vp)) >p+2—¢q (A.9)

est valide pour P(G, K).

Preuve. Considérons les contraintes valides suivantes:

z(ev(j, K)) > K — 2, pour j =14+ i(K —2)eti=0,...,q—1,
z(ev(), K)) > K -2, pour j =2+ (K —2)eti=0,...,q— 2,
—x(ej) > —1, pour j =1+ i(K —2) et

pour j = (i + 1)(K — 2),

1=0,...,q—2,
z(6(V;)) > 2, pouri=p—K+5,...,p,
—x(e;) > —1, pouri=p—K+5,...,p—1, si K >6.

En sommant ces contraintes, on obtient :

22(T) + 22(6(Vp)) > L%J (K —2)—2 L%J +2(K —4) — (K —5). (A.10)

Comme K > 5 et n+ 1 est multiple de K — 2, on a

2p
=2q—1

e

Donc la contrainte (A.10) s’écrit:

2¢(T) + 22(6(Vp)) > —2q + 2p + 3.

En divisant cette contrainte par 2 et en arrondissant le membre de droite a l’entier
supérieur, on obtient l'inégalité (A.9). O
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A.5 Conclusion

Nous avons introduit, dans cette annexe, de nouvelles classes d’inégalités valides pour
le probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des cycles bornés. Certaines d’entre
elles, et plus particuliérement les contraintes d’éventail ont une structure simple et
peuvent étre facilement intégrées dans une méthode de coupes. Une étude faciale de ces
inégalités serait nécessaire afin de déterminer des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’elles définissent des facettes. Il serait également utile d’étudier le probléme
de séparation de cette classe d’inégalités afin de pouvoir éventuellement améliorer la
performance de I'algorithme de coupes et branchements présenté dans la section 4.3.

Enfin, si la conjecture A.8 s’avére vraie, des techniques de composition telles que
celles utilisées dans le chapitre 3, pourraient permettre de caractériser, sous certaines
conditions, le polytope du 2ECSBR dans la classe des graphes de Halin.
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Annexe B

Le probléme du sous-graphe 2-aréte
connexe avec des chemins bornés

Dans le chapitre 5, nous avons étudié le probléme qui consiste a chercher dans un
graphe donné, deux chemins aréte-disjoints de colit minimum entre des paires de som-
mets. Un sous-graphe, solution de ce probléme, peut ne pas étre 2-aréte connexe. Dans
cette section, nous allons nous intéresser au probléme ou le sous-graphe solution doit
couvrir tous les sommets, étre 2-aréte connexe et la longueur des chemin limitée a 2.
Plus précisément, le probléme se présente comme suit. Soient G = (V, E) un graphe et
D = (d; = {si,ti})i=1,..., un ensemble de demandes. Soit ¢ une fonction qui associe a
chaque aréte e € E, un cott c(e). Le probléme que ’on considére est de trouver un sous-
graphe couvrant 2-aréte connexe de poids minimum tel que pour tout i € {1, ..., ¢},
il existe au moins deux chemins aréte-disjoints de longueur 2 entre s; et ¢;. Ce pro-
bléme sera appelé probléeme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des chemins bornés
(2ECSBP). 1l est facile de voir qu’une formulation en 0 — 1 de ce probléme est donnée
par les contraintes triviales, les contraintes de coupe, les contraintes de 2-s;t;-coupe et
les contraintes d’intégrité. Dans ce qui suit, nous allons introduire quelques classes d’in-
égalités valides pour le polytope associé au 2ECSBP. Nous allons également décrire ce
polytope lorsque le graphe est une roue et les demandes vérifient certaines conditions.

Dans la suite, on dénotera par P(G) 'enveloppe convexe des solutions du 2ECSBP.
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B.1 Contraintes valides

Théoréme B.1 Soient G = (V, E) un graphe et (s,t) une demande. Soit Vi, V3, V3
une partition de 'V telle que s € Vi et t € V,. Soit e une aréte de [Vs, V' \ (V3 U {s,t})].

Posons
A= (0(Vs)\ {e}) Uls, Vo] U [t, W1].

Alors la contrainte

#(A) >3 (B.1)

est valide pour le polytope P(QG).

Preuve. Considérons les partitions {s}, (V1 UV5)\ {s}, Vo \ {t}, {t} et {s}, V1 \ {s},
(VouVs)\ {t}, {t} de V. Ces partitions induisent deux 2-st-coupes dont les contraintes

correspondantes sont
.’L‘(Tl)
x(1>)

ouT) = [s, Va]U[t, ViU V5] et Ty = [t, V1] U][s, Vo U V3]. Considérons aussi les contraintes

> 2,
> 2.

, pour tout f € [V5,V \ (V3U {s,t})]\ {e}.
En sommant les contraintes ci-dessus, on obient
2z(A) > 5.

En divisant cette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite & l’entier
suppérieur, on obtient l'inégalité (B.1) O

Théoréme B.2 Soient G = (V, E) un graphe et (s,t) une demande. Soit Vi, Va, V3, Vi
une partition de'V telle que s € Vi et t € V. Soient e, f et g trois arétes de [V3\{t}, Vi),
(V3 \ {t}, V3] et [s, V3] U [t, V1] respectivement. Posons

T =0V, Vo, Vs, Vi) U{g}) \ ([s, Va] U [, Vil U {e, f1),
Ty = ([s, Vs] U, Vi) \ {g}-

Alors la contrainte
z(Th) + 2x(Ty) > 4 (B.2)

est valide pour P(Q).
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Preuve. Considérons les contraintes suivantes:

>0 pour tout e € ([V3, V3] U [V5 \ {t}, Vo U Vi) \ {e, f},

ou les deux premiéres inégalités sont les contraintes (B.1) données par la partition
Vi U Vy, V3, Vy et I’aréte e pour la premiére et la partition V3 U Vy, V5, Vi et Paréte f
pour la seconde. En sommant ces inégalités on obtient

2¢0(T)) + 42(T3) > 7.

En divisant cette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite a l’entier
supérieur, on obtient I'inégalité (B.2). O

Nous allons maintenant introduire une classe d’inégalités valides pour P(G) lorsque
le graphe GG est une roue. Soit W, la roue sur n + 1 sommets. Nous dénotons par w le
sommet universel de la roue et uy, ..., u, les sommets du cycle. Nous notons par e;
laréte entre u; et u; 1, et par f; l'aréte entre w et u;. On pose C = {ey, ..., e,}. Nous
avons le théoréme suivant.

Théoréme B.3 Soit W,, = (V, E) une roue. Soient (w,us,), i =1, ..., r les demandes
dans W, telles que s; +1 < s;1 pour i = 1, ..., r (les indices sont pris modulo ).
Posons

r

d=CU (U{fsi*h f5i+1})

i=1
et
S — 851 S; — Si—
o= o & z:z.sz i 23( 1)
2
Alors la contrainte
z(®) >0 (B.3)

est valide pour P(G).
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Preuve. Pour tout i € {1, ..., r}, considérons les contraintes suivantes:

z(es,—1) + xles,) +x(fsm1) +x(fs,) + x(fs,41) > 4,

_x(fsl) Z _]-7

_x(fsi—l) > _1; Sis;—S;_1 = 2,
z(6(us;—1)) 2 2,

_‘T(fs) Z _17 .

1 o - :3
p0(u) =2 j=siatlsi— 1 } T
_x(fsl) Z _]-7
33@(“])) > 2 J=sici+ 1,00, 81, sis; —s; 1 >4,
_x(f])z_]ﬂ j:8i71+27"'78i_2

ou la premiére inégalité est la contrainte (B.2) donnée par les arétes e, _o, €541 et fs,
et la partition

‘/1 - {usi}a

Vé = {U/Si+1}7

Vi=V \ {uSrla Us; u5i+1}7
Vy= {usi—l}-

En sommant ces contraintes, on obtient

2‘%‘(@) > 4r + Zi:sifsi,lz?) 3+ Ziisi*Si—lz‘l(Si o Sifl)
=4+ ) g —s >3 (8 — sic)-

En divisant cette inégalité par 2 et en arrondissant le membre de droite a l’entier
supérieur, on obtient (B.3). O

La suite de 'annexe étant dédiée aux roues, nous allons maintenant illustrer ces deux
derniéres classes d’inégalités sur ce type de graphe. Considérons la roue Wy = (V, E).
Posons V' = {w,uy, ..., ug}, e; = wyu;1q et f; = wu; pour i =, ..., 8 (voir figures B.1
a) et b)). Soient d; = (w,u;) et dy = (w,u4) deux demandes. Considérons la partition
Vi, Vs, V3, V4 donnée par

Vi = {ul}a
‘/2 = {u2}7
Vs ={us, ..., us, w},
Vi={us}
La contrainte (B.2) associée a la partition Vi, ..., Vj, aux arétes e = ez, f = eq et

g = f1 et a la demande d; s’écrit

z(er) +x(es) + x(f1) + 2(f2) + 2(fs) = 4.

Noter que cette contrainte ne contient pas de coefficient 2. Les arétes impliquées dans
cette contrainte sont représentées en traits noirs dans la figure B.1 a).
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Uy
€s
us < (12
Uy
a) b)
FiGc. B.1 —
Considérons maintenant la partition V{, ..., V{ ou Vj = {w} et V' = {u;} pour
i =1, ..., 8. La contrainte (B.3) associée a cette partition et aux deux demandes d;

et dy s’écrit
8

Z x(e;) +x(f2) + x(fs) +(fs) +2(fs) >

Les arétes impliquées dans cette contrainte sont représentées en traits noirs dans la
figure B.1 b).

B.2 Le polytope P(G) dans les roues

Dans la suite, nous allons étudier le polytope P(G) quand le graphe G est une roue.
Nous donnons une description de ce polytope lorsque G est une roue et les demandes
satisfont certaines conditions. Posons

T(G)={F C F|(V, F) induit une solution du 2ECSBP}.

Remarque B.4 Soit IV, une roue. S’il existe une demande (u;,u;), i < j entre deux
sommets du cycle de la roue telle que |i — j| > 2, alors P(G) = 0.
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Preuve. Considérons la 2-u;uj-coupe 7' induite par la partition

Vo = {uit,

Vi = {ui1, uipr, w},

Vo =A{uite, ., w1 U{ujqr, oo, uia},
Vs = {u;}.

Nous avons 7" = {f;}. Comme toute 2-u;uj-coupe doit avoir avec toute solution du
probléme, au moins deux arétes en commun, le probléme ne peut avoir de solution
réalisable. 0]

Remarque B.5 Soit IV, une roue. S'il existe une demande (u;,u;), i < j entre deux
sommets du cycle de la roue telle que 1 < |i — j| < 2, alors les arétes e;, f;, f; et
e;_1 appartiennent a toutes les solutions de T'(G). De plus, P(G) n’est pas de pleine
dimension.

Preuve. Considérons la partition

VH = {ul}v

Vf = {Ui—l};

Vz’ =V \ {Ui, Uj—1, Uj};
Vi = {u;}.

La 2-u;u;-coupe, 1", associée a cette partition est composée des arétes e; et f;. Comme
z(e;) < 1, z(f;) < 1 et la contrainte de 2-u;uj-coupe z(1”") > 2 doit étre satisfaite,
toute solution F' du 2ECSBP doit vérifier 27 (e;) = 2¥'(f;) = 1. Par symétrie, on peut
montrer que z* (e;_1) = 2 (f;) = 1. Il en résulte que chaque solution de T'(G) contient
les arétes e;, fi, f; et ej_ et le polytope P(G) n’est pas, par conséquent, de pleine
dimension. U

Dans la suite, on suppose que P(G) # (), ¢’est-a-dire, D ne contient pas de demandes
(wi, u;) telle que |i — j| > 2.

Théoréme B.6 Soit W,, = (V, E) une roue. Soit D = {(s,t)|s,t € V'} un ensemble
de demandes telles que si (w,u;) € D, alors les sommets u;_s, . .., u;ro n'appartiennent
a aucune demande. Alors le polytope P(W,,) est donné par les contraintes triviales, les
contraintes de coupe, les contraintes de 2-st-coupe et les contraintes (B.2), (B.3).
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Preuve. Soir ar > « une contrainte définissant une facette de P(G). Supposons
qu’elle est différente d’une contrainte triviale, d’une contrainte de coupe, d’une contrain-
te de 2-st-coupe et d’une contrainte (B.2). Nous allons montrer que ax > « définit
nécessairement une contrainte (B.3). Soit 7, I’ensemble des solutions du 2ECSBP dont
le vecteur d’incidence vérifie ax > a a I'égalité.

Assertion 1 1) Soit e € E. Alors il existe au moins une solution de 7, contenant e
et une autre ne contenant pas e.
2) Soit W C V un ensemble d’arétes. Alors il existe au moins une solution 7" de 7,
telle que |6(W)NT| > 3.
3) Soit (w,u;) une demande entre le sommet central et un sommet du cycle. Alors
il existe au moins une solution 7" de 7, telle que {e; 1,€;, fi 1, fi, fix1} C T

Preuve. Ces trois propriétés découlent directement du fait que ax > « est différente
respectivement, d’une contrainte triviale, d’une contrainte de coupe, et de la contrainte
(B.2) induite par les arétes e;_o, €;11 et f; et la partition

Vi = {ul}a

Vo = {ui1},

Vs =V \ {ug, wipr, ui1},
Vi= {Uiq}-

¢

L’assertion suivante, donnée sans preuve, résulte du fait que ax > « n’est pas une
contrainte triviale.

Assertion 2 a(e) > 0 pour tout e € E, et a > 0.

Nous allons maintenant donner une série d’assertions qui nous permettra de montrer
a la fin le théoréme. Mais d’abord, nous donnons la remarque suivante.

Remarque B.7 Soit (u;,u;) € D, i < j une demande. Par la remarque B.4, on
a |7 —i] < 2 et par la remarque B.5, toute solution F' de T(G) vérifie zf'(e;) =
27 (fi) = 2¥(e; 1) = 2¥(f;-1) = 1. On peut donc supposer, s.p.d.g., que a(e;) =
a(fi) = alej1) = a(f;) = 0.

Assertion 3 Si (w,u;) € D pour un i € {1, ..., n}, alors a(f;,) = ale; 1) = ale;) =

a( fiz1)-
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Preuve. Par l'assertion 1 1), il existe un ensemble d’arétes T; € 7, tel que e; ¢ T;.
Comme la solution doit vérifier la contrainte (B.2) associée aux arétes e;_ o, ;41 et f;,
et la partition

Vi = {ul}a
Vo = {uit1},
Vs =V \{ui, viyr, uir},
Vi={ui}.
Cette contrainte s’écrit
w(ei-1) +x(e;) + x(fim1) + 2(fi) + 2(fis1) = 4. (B.4)

Comme e; ¢ T, on a e;_1, fi 1, [i, fix1 € T;. De plus, comme la coupe correspondant
au sommet u;;; doit contenir au moins deux arétes, on a e;y; € 1;. De plus, étant
donné que les sommets wu; 1 et u; 1o n'appartiennent a aucune demande, ceci implique
que Pensemble (7; \ {fi+1}) U {e;} induit une solution réalisable du 2ECSBP et par
conséquent

aes) = a(fiy)-

Maintenant, par l'assertion 1 1), il existe aussi une solution T; ., de 7, ne contenant
pas l'aréte f;y1. Par (B.4), on obtient e;_1, e;, fi_1, fi € T}, . De plus, par la contrainte
de coupe correpondant au sommet w1, on a e;1; € T; ;. Il s’ensuit que I'ensemble
d’arétes (77, \ {e;}) U{fi+1} induit une solution de 7'(G). Ceci implique que a(fi11) >
a(e;), et on a en conséquence

a(ei) = a(fir1).
Aussi, comme (17, \ {fi}) U {fi41} induit une slution du 2ECSBP; il en résulte que

a(fiy1) = a(fi).

Par symétrie, on a
a( : )— a(fi-1),
a(fi)-

/i
\
| \/

Considérons maintenant une solution 77, de 7, telle que |§(u;y1) N T3, ,| > 3. Par
'assertion 1 2), une telle solution existe. Il s’ensuit que §(u;11) = {e;, €41, fiy1} C Ii.
De plus, par (B.4), on a [{e;_1, fi—1, fi} N1}, ;| > 2. On peut donc distinguer les quatre
cas suivants: {e;_y1, fi—1, fi} € T}y, {fi} & 171, {fica} € T}, et {eimi} & T}’ Nous
traitons dans la suite, les deux premiers cas. Les deux derniers sont similaires au second
cas.

— Si{ei1, fi1, fi} € Tj,, il s’ensuit que les ensembles 77", \ {fi}, T\ \ {ei} et
T/, \ {fit1} appartiennent a T(G). Par conséquent a(e;) = a(fi) = a(fiz1) =
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0. Aussi par lassertion 1 2), il doit exister une solution 7}, € 7, telle que
|0(ui—1) NI ;| > 3. Ceci implique que €;_o,¢;_1, f_1 € T}",. Comme a(e;) =
a(f;) = a(fix1) = 0, on peut supposer, s.p.d.g., que e;, fi, fir1 € T/ ;. Puisque les
ensembles T\ {e; 1} et T} | \ {fi_1} induisent des solutions du 2ECSBP, on a
alei—1) = a(fi—1) = 0, et Iassertion est montrée.

— Si{fi} €T/, par (B.4),ona f; 1,e; 1 € T ,. Remarquons que (7}, \ {fi;1}) U
{fi} € T(G). 1l en résulte donc que a(f;) > a(f;y1) et par conséquent a(f;) =
a(fiv1). Il suffit maintenant de montrer que a(f;) = a(f;—1). Par Passertion 1, il
existe une solution 7}, de 7, telle que [0(u;—1) N 1! ;| > 3. Ceci implique que
€i—g,€i—1, fi-1 € T} . Par (B.4), on a |{e;, fi, fis:} NT{ 1| > 2. Si e, fi, fir1 €
T!" |, alors les ensembles T7  \ {f:}, T/ \ {fi-1} et T!"; \ {e;_1} induisent des
solutions du 2ECSBP. Il en résulte que a(f;) = a(fi_1) = a(e; 1) = 0. Supposons
maintenant que f; ¢ T} ,. Alors Pensemble (77, \ {fi—1}) U {f;} appartient a
T(G). Par conséquent a(f;) > a(f;—1) et donc a(f;) = a(fi—1). Supposons enfin
que fix1 € T, (le cas ou e; ¢ T/, est similaire). Alors f;,e; € T/",. Ainsi

)

Iensemble (77", \ {fi—1}) U {fi+1} induit une solution du 2ECSBP, et il s’ensuit
que a(fiy1) > a(fi—1). Comme a(fiy1) = a(fi) et a(fi—1) > a(f;), on obtient
a(fi-1) = a(fi).

Assertion 4 Si (w,u;) € D, alors a(f;) = 0.

Preuve. Par l'assertion 1 3), il doit exister une solution T, de 7, telle que {ei 1, €,
fi-1, fi» fir1} C T;. Comme I'ensemble T;\ { f;} induit une solution de T'(G), il s’ensuit

que a(f;) = 0. ¢
Assertion 5 Soit i € {1, ..., n} tel que (w,u;—1), (w,u;), (w,u;1) ¢ D. Alors a(f;) =
0.

Preuve. Remarquons d’abord que s’il existe un j € {1, ..., n} \ {i} tel que (u;,u;) €

D, alors, par la remarque B.7, on peut supposer que a(f;) = 0.

Supposons maitenant que u; n’appartienne a aucune demande de D. Par 'assertion 1
2), il existe un ensemble d’arétes T!" € 7, tel que [0(u;) NT!"| > 3. Comme (u;) =
{ei_1,€i, fi}, il Sensuit que e; 1, €;, f; € T}". Nous allons montrer que I’ensemble d’arétes
T\ {f;} induit une solution de T'(G). Dans ce cas, on aura a(f;) = 0 et ’assertion sera
prouvée,
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On peut remarquer que, comme 7} induit une solution de T'(G), alors les contraintes
de coupe sont toutes vérifiées par le vecteur d’incidence de 7]\ { f; } sauf éventuellement,
celle associée au sommet w. En effet, ceci est clair pour les contraintes de coupes
induites par les sommets uq, ..., u,. De plus, on peut remarquer que les contraintes
de coupe induites par un ensemble W tel que |W| # 1 # |V \ W| sont redondantes par
rapport aux contraintes de coupe induites par les sommets uq, ..., u,. De plus, comme
(w,u;_1) et (w,u;11) ne sont pas des demandes de D, l’aréte f; ne peut pas appartenir
a un 2-st-chemin pour une demande (s,t) € D. Ainsi, w1 \Fid vérifie les contraintes
de chemins aréte-disjoints de longueur < 2 entre toute paire de sommets formant une
demande de D. Pour montrer que 7} \ {f;} induit une solution du 2ECSBP, il suffit
donc de montrer que la contrainte de coupe sur w est satisfaite par 27 Wi}, §’il existe
une demande (uj, ux) € D, j, k € {1, ..., n}\{i}, alors par la remarque B.5, il s’ensuit
que f;, fr € T;" et la contrainte de coupe induite par w est donc vérifiée par le vecteur
d’incidence de T}" \ {f;}. Supposons maintenant qu’il n’existe pas de demande entre
deux sommets du cycle. Comme D # (), il doit alors exister j € {1, ..., n} tel que
(w,u;) € D. Par hypothése, on a j # i—1,4,i+1. La contrainte de 2-wu -coupe donnée
par la partition

Vo ={u;},

Vi ={uj1, uj1},

Vo =V \{w, w1, v, w1,

Vs = {w},
implique que |[{fj_1, fj, fi+1} NT]'| > 2, et la contrainte z(d(w)) > 2 est donc satisfaite
par xTi”\{fi}_ ‘

Par la remarque B.7 et les assertions 3, 4 et 5, on a

0 pour e = f; telle que (w,u; 1), (w,u;y1) € D, i€ {1, ..., n},
afe) = 0 pout tout e € {e;, ej_1}, 1 < j, (us,u;) € D, i,j€{l, ..., n},
B ﬁl pour tout e € {ei—la €, fi—l; fi+1}7 (waul) S ‘D7 (NS {]-7 SRR n};

et pour un 3; > 0.
(B.5)

On peut maintenant distinguer deux cas.
Cas 1: il existe e € C tel que a(e) = 0.
Nous allons montrer que a(f) = 0 pour tout f € E.

Supposons qu’il existe f € C \ {e} telle que a(f) > 0. Comme a(e) = 0, il doit
exister au moins un j € {1, ..., n} tel que a(e;) > 0 et a(e;—;) = 0. S'il existe
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ke {j+1,j+2} tel que (uj,ur) € D (K € {j —1,j} tel que (ug,uj) € D), alors,
par la remarque B.7, il s’ensuit que a(e;) = 0, une contradiction. Si (w,u;) € D,
alors par I'assertion 3, on a a(e;) = a(e;_1) = 0, et de nouveau une contradiction.
Supposons maintenant que (w,u;+1) € D. Par I'assertion 1 3), il existe une solution
T telle que e}, €1, fj, fi+1, fj+2 € T. Comme a(e;j_;) = 0, on peut supposer, s.p.d.g.,
que e;_; € T'. Mais dans ce cas, on a T'\ {¢;} € T'(G), ce qui implique que a(e;) =0, et
on a encore une contradiction. En conséquence, I'aréte e; ne peut pas faire partie d'un
2-st-chemin pour une demande donnée. Considérons maintenant une solution 7" de 7,
telle que [0(u;q1) NT'| > 3. Par l'assertion 1 2), une telle solution existe. Il s’ensuit
que e;, ej11, fj+1 € T". Remarquons que a(f;) = 0. En effet, si (w,u;_1) € D alors par
'assertion 3, on a a(f;) = a(ej—1) = 0 et sinon, comme (w,u;1) ¢ D, par 'assertion
5, on a a(f;) = 0. Par conséquent, on peut suppoer que f; € 7’. De méme, comme
a(ej_1) = 0, on peut également supposer que e;_; € T". Or, dans ce cas, I’ensemble
T'\ {e;} appartient a T'(G). Ceci implique que a(e;) = 0, une contradiction.

En conséquence, on a a(e) = 0 pour tout e € C'. Par (B.5), on peut donc déduire que
a(e) = 0 pour tout e € E.

Cas 2: a(e) > 0 pour tout e € C.

De la remarque B.7, on déduit qu’il n’existe pas de demandes entre deux sommets
du cycle C. Nous allons montrer que a(e) =y pour tout e € C' et un v > 0.

Supposons, au contraire, qu'il existe i € {1, ..., n} tel que a(e;_1) < a(e;). Le résul-
tat dans le cas ou a(e;—1) > a(e;) peut étre obtenu par symétrie. Si (w,u;) € D,
alors par l'assertion 3, on a a(e;) = a(e; 1), une contradiction. Supposons main-
tenant que (w,wu;1;) € D. Par D'assertion 1 3), il existe une solution 7' telle que
€iy €it1, fis fir1, fire € T. Mais dans ce cas, on a (T'\ {e;}) U {e; 1} € T(G), ce qui
implique que a(e;) < a(e;_1), une contradiction. En conséquence, 'aréte e; ne peut pas
faire partie d’un 2-st-chemin pour une demande (s,t) € D. Considérons maintenant
une solution 7" de 7, telle que [0(u;11) NT'| > 3. Par Passertion 1 2), une telle solu-
tion existe. Il s’ensuit donc que e;, €;11, fiy1 € T'. Remarquons que a(f;) < a(e;). En
effet, si (w,u; 1) € D alors par Iassertion 3, on a a(f;) = a(e; 1) < a(e;), et sinon,
comme (w,u;y1) ¢ D, par lassertion 5, on a a(f;) = 0 < a(e;). Si ¢;—1 € T", alors la
solution obtenue en remplacant 'aréte e; par 'aréte f; est admissible. Mais ceci en-
traine a(f;) > a(e;), une contradiction. On a donc e;_; ¢ T". Comme les contraintes de
coupe sur les sommets u;_; et u; doivent étre satisfaites, on a e;_o, fi_1, f; € T'. Mais
alors 'ensemble (7" \ {e;}) U {e;—1} induit une solution réalisable du 2ECSBP et par
conséquent a(e;_1) > a(e;), une contradiction.

En conséquence, on a a(e) = v pour tout e € C. Ainsi, par (B.5), on a f3; = v pour
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tout 7 € {1, ..., n} tel que (w,u;) € D. On obtient alors
v pour toute € C,
ale) =4 ~ pout tout e € {e;_1, e;41}, (w,u;) € D, i€ {1, ..., n},
0 sinon,
pour un v > 0. Il s’ensuit que ax > « définit une contrainte du type (B.3). O

B.3 Conclusion

Nous avons introduit dans cette section des classes de contraintes valides pour le
probléme du sous-graphe 2-aréte connexe avec des chemins bornés. Ces contraintes
nous ont permis de décrire le polytope associé a ce probléme quand le graphe est une
roue et les demandes vérifient certaines conditions. Cependant, la contrainte B.3 devrait
pouvoir se généraliser afin de prendre en compte toute disposition de demandes. Ceci
peut conduire a une caractérisation compléte du polyédre lorsque le graphe est une
roue. Ainsi, par des techniques de composition telle que celles vues dans le chapitre 3,
il serait possible de caractériser aussi ce polytope dans la classe des graphes de Halin.
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